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Abstrak 

Nilai total ketidakteraturan-H pada graf C4 x Pn diperoleh dengan menentukan batas bawah terbesar 

dan batas atas terkecil. Batas bawah dianalisis berdasarkan sifat-sifat graf dan teorema pendukung 

lainnya. Sedangkan batas atas dianalisa dengan pemberian label pada titik dan sisi pada graf C4 x Pn . 

Misal 𝐺 adalah suatu graf, selimut sisi dari 𝐺 (edge covering) adalah koleksi subgraf 𝐻1 ,𝐻2, . . . , 𝐻𝑡  dari 

graf 𝐺 sedemikian sehingga setiap sisi dari 𝐺 termuat dalam paling sedikit satu subgraf 𝐻𝑖  ,dimana 𝑖 =
1,2,… , 𝑡. Dalam hal ini, maka 𝐺 disebut memiliki selimut (sisi) -(𝐻1 , 𝐻2, . . . , 𝐻𝑡) ((𝐻1,𝐻2, . . . , 𝐻𝑡)-

(edgecovering). Jika setiap subgraf 𝐻𝑖 isomorfik dengan suatu graf H, maka dikatakan 𝐺 memiliki suatu 

selimut-𝐻(𝐻-𝑐𝑜𝑣𝑒𝑟𝑖𝑛𝑔 ). Jika setiap subgraf iH  isomorfik dengan suatu graf, maka dikatakan G  

memiliki suatu selimut –H (H-covering). Hasil penelitian ini diperoleh nilai total ketidakteraturan-H 

pada graf C4 x Pn  𝑡ℎ𝑠(𝐶4 × 𝑃𝑛 ) = ⌈
4𝑛 +3

8
⌉ dengan n ≥ 3. 

 

Kata kunci : Selimut-H, Nilai total ketidakteratuan-H 

 
1. Pendahuluan 

Salah satu jenis pelabelan tidak teratur lainnya adalah  pelabelan total tidak teratur−𝐻(𝐻-

Irreguler total labelling). Pelabelan jenis ini melibatkan konsep selimut graf. Pelabelan ini di 

perkenalkan oleh Baca dkk. Secara umum pelabelan total tidak teratur-𝐻 dari suatu graf di 

definisikan sebagai berikut. Misal 𝐺 adalah suatu graf, selimut sisi dari 𝐺 (edge covering) 

adalah koleksi subgraf 𝐻1, 𝐻2, . . . , 𝐻𝑡  dari graf 𝐺 sedemikian sehingga setiap sisi dari 𝐺 

termuat dalam paling sedikit satu subgraf 𝐻𝑖 ,dimana 𝑖 = 1,2, … , 𝑡. Dalam hal ini, maka 𝐺 

disebut memiliki selimut (sisi)-(𝐻1, 𝐻2, . . . , 𝐻𝑡) ((𝐻1, 𝐻2, . . . , 𝐻𝑡)-(edgecovering). Jika setiap 

subgraf 𝐻𝑖  isomorfik dengan suatu graf H, maka dikatakan 𝐺 memiliki suatu selimut-𝐻(𝐻-

𝑐𝑜𝑣𝑒𝑟𝑖𝑛𝑔).  

 Terdapat beberapa hasil penelitian terkait dengan pelabelan total 𝐻 tidak teratur antara 

lain Bača dkk (2017) telah menentukan nilai total sisi (𝑒ℎ𝑠) dan nilai total titik (𝑣ℎ𝑠) pada 

graf  kipas, lintasan dan ladder. Bača dkk (2017) telah menentukan nilai total 𝐿𝑛 dan 𝐹𝑛 tidak 

teratur (𝑡ℎ𝑠) pada graf planar, dan Bača dkk (2017) telah menentukan nilai total 𝑃𝑚 tidak 

teratur (𝑡ℎ𝑠) pada graf  𝑃𝑛 dan nilai total 𝐶𝑚 tidak teratur (𝑡ℎ𝑠) pada graf 𝐿𝑛 dan 𝐶𝑚 

merupakan graf  lingkaran dengan 𝑚 titik 𝑡ℎ𝑠(𝐹𝑛, 𝐶3) dimana 𝐹𝑛  merupakan graf Kipas 

dengan 𝑛 titik dan 𝐶3 graf Lingkaran dengan 3 titik. Hesti Agustin dkk (2017) telah 

menentukan 𝑡ℎ𝑠(𝐴𝑚𝑎𝑙(𝐶3,𝑣, 𝑛) dimana 𝐴𝑚𝑎𝑙(𝐶3, 𝑣, 𝑛) merupakan banyaknya graf 𝐶3 yang 

di amalgamasi, dan 𝑡ℎ𝑠(𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐶𝑚, 𝑣, 𝑛). 

Pada penelitian ini penulis tertarik untuk melakukan penelitian tentang pelabelan pada 

graf 𝐶4 × 𝑃𝑛 yang merupakan hasil kali kartesius dari graf Lingkaran 𝐶𝑛 dengan Lintasan 𝑃𝑚 

dengan 𝑛 ≥ 3 dan 𝑚 = 3. Selain karena 𝐶4 × 𝑃𝑛  belum ditentukan 𝑡ℎ𝑠-nya juga karena 
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𝑡ℎ𝑠(𝐿𝑛, 𝐶𝑚) dan 𝑡ℎ𝑠(𝑃𝑛, 𝑃𝑚) sudah ada, dimana kedua graf tersebut dikonstruksi dari graf 𝑃𝑛 

dan 𝐶𝑚. 

 

2. Hasil dan Pembahasan 

Himpunan titik dan himpunan sisi graf  𝐶4 × 𝑃𝑛 , untuk 𝑛 bilangan bulat positif 𝑛 ≥ 3 

adalah sebagai berikut : 

𝑉(𝐶4 × 𝑃𝑛) = {𝑎𝑖 , 𝑏𝑖 , 𝑐𝑖  , 𝑑𝑖| 𝑖 = 1,2, … , 𝑛}  

 dan 

𝐸(𝐶4 × 𝑃𝑛) = {𝑎𝑖𝑎𝑖+1, 𝑏𝑖𝑏𝑖+1, 𝑐𝑖𝑐𝑖+1, 𝑑𝑖𝑑𝑖+1 | 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 − 1}

∪ {𝑎𝑖𝑎𝑖 ,𝑏𝑖 𝑏𝑖 , 𝑐𝑖𝑑𝑖 , 𝑑𝑖𝑎𝑖| 𝑖 = 1,2, … , 𝑛} 

Teorema 2.6.2 Misalkan 𝐶4 × 𝑃𝑛 adalah graf dengan 𝑛 ≥ 3 maka, 

𝑡ℎ𝑠 (𝐶4 × 𝑃𝑛, 𝐶4) ≤ ⌈
4𝑛 + 3

8
⌉. 

Bukti : 

Untuk membuktikan bahwa ths (𝐶4 × 𝑃𝑛, C4) ≤ ⌈
4n+3

8
⌉ maka akan dibuktikan ths (G, H) ≥

⌈1 +
t−1

|𝑉(𝐻)|+|𝐸(𝐻)|
⌉ dan ths (G, H) ≤ ⌈

4n+3

8
⌉. 

Untuk membuktikan ths (G, H) ≤ ⌈
4n+3

8
⌉, maka digunakan Teorema 2.6.1 yaitu ths (G, H) ≥

⌈1 +
t−1

|𝑉(𝐻)|+|𝐸(𝐻)|
⌉ dengan t adalah banyaknya subgraf H. 

Perhatikan bahwa banyaknya subgraf C4 dari 𝐶4 × 𝑃𝑛 adalah 4n-4 dan |𝑉(𝐶4)| = 4 dan 

|𝐸(𝐶4)| = 4. Jadi ths (𝐶4 × 𝑃𝑛, C4) ≤ ⌈1 +
4n−4−1

8
⌉ = ⌈

4n+3

8
⌉. Selanjutnya akan ditentukan 

bahwa (𝐶4 × 𝑃𝑛, C4) ≤ ⌈
4n+3

8
 ⌉. Untuk membuktikan bahwa (𝐶4 × 𝑃𝑛, C4) ≤ ⌈

4n+3

8
⌉, maka 

akan dikonstruksi suatu fungsi pelabelan ketidakteraturan C4 total pada 𝐶4 × 𝑃𝑛  sebagai 

berikut: 

𝑓(𝑎𝑖) = ⌈
𝑖

2
⌉, untuk 𝑖 = 1,2,… , 𝑛   

𝑓(𝑏𝑖) = ⌈
𝑖+1

2
⌉, untuk 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 

𝑓(𝑐𝑖) = ⌈
𝑖+1

2
⌉, untuk 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 

𝑓(𝑑𝑖) = ⌈
𝑖

2
⌉, untuk 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 

𝑓(𝑎𝑖 , 𝑎𝑖+1 ) = ⌈
𝑖+1

2
⌉,  untuk 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 

𝑓(𝑏𝑖 , 𝑏𝑖+1) = ⌈
𝑖

2
⌉,  untuk 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 
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𝑓(𝑏𝑖 , 𝑏𝑖+1) = ⌈
𝑖+1

2
⌉,  untuk 𝑖 = 1,2,… , 𝑛 

𝑓(𝑑𝑖 , 𝑑𝑖+1) = ⌈
𝑖

2
⌉,  untuk 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 

𝑓(𝑎𝑖𝑏𝑖) = ⌈
𝑖+1

2
⌉, untuk 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 

𝑓(𝑏𝑖𝑐𝑖) = ⌈
𝑖+1

2
⌉, untuk 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 

𝑓(𝑐𝑖𝑑𝑖) = ⌈
𝑖

2
⌉, untuk 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 

𝑓(𝑑𝑖𝑎𝑖) = ⌈
𝑖

2
⌉, untuk 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 

 

 selanjutnya akan ditunjukkan bahwa bobot setiap subgraf berbeda untuk pada 𝐶4 × 𝑃𝑛 
sebagai berikut : 

Untuk 𝑖 = 1,2, … , 𝑛  

𝑊1 = 𝑊𝑡 (𝐻1) = 𝑓(𝑎1) + 𝑓(𝑎2) + 𝑓(𝑑1) + 𝑓(𝑑2) + 𝑓(𝑎1𝑎2) + 𝑓(𝑎1𝑎2)

+                                𝑓(𝑎1𝑑1) + 𝑓(𝑎2𝑑2) 

 = ⌈
𝑖

2
⌉ + ⌈

𝑖

2
⌉ + ⌈

𝑖

2
⌉ + ⌈

𝑖

2
⌉ + ⌈

𝑖+1

2
⌉ + ⌈

𝑖

2
⌉ + ⌈

𝑖

2
⌉ + ⌈

𝑖

2
⌉ 

 = 7 ⌈
𝑖

2
⌉ + ⌈

𝑖+1

2
⌉ = 8 

𝑊2 = 𝑊𝑡 (𝐻2) = 𝑓(𝑐1) + 𝑓(𝑐2) + 𝑓(𝑑1) + 𝑓(𝑑2 )+𝑓(𝑐1𝑐2) + 𝑓(𝑑1𝑑2) +
                               𝑓(𝑐1𝑑1) + 𝑓(𝑐2𝑑2) 

 = ⌈
𝑖+1

2
⌉ + ⌈

𝑖+1

2
⌉ + ⌈

𝑖

2
⌉ + ⌈

𝑖

2
⌉ + ⌈

𝑖+1

2
⌉ + ⌈

𝑖

2
⌉ + ⌈

𝑖

2
⌉ + ⌈

𝑖

2
⌉ 

 = 5 ⌈
𝑖

2
⌉ + 3 ⌈

𝑖+1

2
⌉ = 9 

𝑊3 = 𝑊𝑡 (𝐻3) = 𝑓(𝑎1) + 𝑓(𝑎2) + 𝑓(𝑏1) + 𝑓(𝑏2)+𝑓(𝑎1𝑎2) + 𝑓(𝑏1𝑏2) +

                               𝑓(𝑎1𝑏1) + 𝑓(𝑎2𝑏2) 

 = ⌈
𝑖

2
⌉ + ⌈

𝑖

2
⌉ + ⌈

𝑖+1

2
⌉ + ⌈

𝑖+1

2
⌉ + ⌈

𝑖+1

2
⌉ + ⌈

𝑖

2
⌉ + ⌈

𝑖+1

2
⌉ + ⌈

𝑖+1

2
⌉ = 3 ⌈

𝑖

2
⌉ +

5 ⌈
𝑖+1

2
⌉ = 10 

𝑊4 = 𝑊𝑡 (𝐻4) = 𝑓(𝑏1) + 𝑓(𝑏2) + 𝑓(𝑐1) + 𝑓(𝑐2) + 𝑓(𝑏1𝑏2) + 𝑓(𝑐1𝑐2) 𝑓(𝑏1𝑐1)
+ 𝑓(𝑏2𝑐2 ) 

 = ⌈
𝑖+1

2
⌉ + ⌈

𝑖+1

2
⌉ + ⌈

𝑖+1

2
⌉ + ⌈

𝑖+1

2
⌉ + ⌈

𝑖

2
⌉ + ⌈

𝑖+1

2
⌉ + ⌈

𝑖+1

2
⌉ + ⌈

𝑖+1

2
⌉ 

 = ⌈
𝑖

2
⌉ + 7 ⌈

𝑖+1

2
⌉ = 11 
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Berdasarkan 𝑤1, 𝑤2, 𝑤3,𝑤4 untuk 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 diperoleh bahwa ,  𝑤𝑡(𝐻1) < 𝑤𝑡(𝐻2) <

𝑤𝑡(𝐻3) < 𝑤𝑡(𝐻4) < ⋯ < 𝑤𝑡(𝐻𝑛) 
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𝑊4 = 𝑊𝑡
(𝐻𝑛+1

) = ⌈
𝑖+1

2
⌉ + ⌈

𝑖+2

2
⌉ + ⌈

𝑖+1

2
⌉ + ⌈

𝑖+2

2
⌉ + 1 + ⌈

𝑖

2
⌉ + ⌈

𝑖+1

2
⌉ + ⌈

𝑖+2

2
⌉  

= 1 + ⌈
3

2
⌉ + 1 + ⌈

3

2
⌉ + 1 + ⌈

1

2
⌉ + 1 + ⌈

3

2
⌉  

 

 

< (⌈
⌈

𝑛

2
⌉+1

2
⌉) + (⌈

⌈
𝑛

2
⌉+1

2
⌉) + (⌈

⌈
𝑛

2
⌉+1

2
⌉) + (⌈

⌈
𝑛

2
⌉+1

2
⌉)  

= 1 + ⌈
3

2
⌉ + 1 + ⌈

3

2
⌉ + 1 + ⌈

1

2
⌉ + 1 + ⌈

3

2
⌉=𝑊𝑡

(𝐻𝑛+1
) 

+ (⌈
⌈
𝑛

2
⌉+1

2
⌉) + (⌈

𝑛

4
⌉) + (⌈

⌈
𝑛

2
⌉+1

2
⌉) + (⌈

⌈
𝑛

2
⌉+1

2
⌉) = 𝑊𝑡

(𝐻3𝑛
)  
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𝑊4 = 𝑊𝑡
(𝐻𝑛+1

) = ⌈
𝑖+1

2
⌉ + ⌈

𝑖+2

2
⌉ + ⌈

𝑖+1

2
⌉ + ⌈

𝑖+2

2
⌉ + 1 + ⌈

𝑖

2
⌉ + ⌈

𝑖+1

2
⌉ + ⌈

𝑖+2

2
⌉  

= 1 + ⌈
3

2
⌉ + 1 + ⌈

3

2
⌉ + 1 + ⌈

1

2
⌉ + 1 + ⌈

3

2
⌉  

 

 


