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PRORACUN SPREGNUTIH KONSTRUKCIJA
METODOM DEFORMACIJA

UvoD

Pod spregnutim konstrukci jama podrazumevamo konstrukcije koje

su salinjene od dva 1 viZ%e materijala koji imaju razlifite
reclogke osobine.

Prvi uspefan oblik sprezanja dva materijala , betona i Xelika
u jedinstven konstruktivni element, je armirani beton. Koristedi
velike mogucdnosti koje pruZaju kombinacije u sprezanju betona i
Celika, stvoreni su novi oblici spergnutih konstrukeija.U njima su
uglavnom uklonjeni poznati nedostaci klasi&nog armirancg betona.

Sprezanjem betcona sa prethodno napregnutim Zicama, spredava
Se pojava prslina, angaZuje se &itav presek u prencfenju sila i u
potpunosti se iskoriddava visckovredni Zelik.

Sprezanjem <Zelidnog nosada u zategnutoj zoni preseka sa
betonom u pritisnutoj zoni, izbegava se pojava prslina u betonu i
smanjuje se sopstvena teZina konstrukcije. Ovo je 1 najlogodni ji
oblik sprezanja Zelika i betona.

Mogude je sprezanje prethodno napregnutih betonskih ploca sa
CeliZnim nosaXima ili prethodno naprezanje spregnutih konstrukei ja
kao celine, a mogudi su drugi specifiZni oblici sprezanja.

Iako su se od pojave armiranog betona stvarale spregnute
konstrukci je one se dugo nisu tako primenjivale. Mnogobrojna
merenja na konstrukcijama, kod kojih je armirano betonska ploZa
postavl jena na &eliZne nosade , ukazivala su da postoji osetna
razlika izmedu merenih ugiba i ugiba sraZunatih na pretpostavci
da ZeliXni nosaZ sam nosi celokupno opteredenje. Izmereni uwugibi

uvek su bili manji od raZunskih [40|.Iako je ova saradnja izmedu




nosaca 1 armiranc betonske ploZe uoZena, sa njom se nije racunalo,
ona se Zak raznim konstruktivnim merama i spreXavala.

Znacajna TsSpittisania saradnje betonske ploZe i ZeliZnog
nosaca zapoZeta su u SAD 1921 . godine , u Engleskoj i Kanadi 1922,
godine. Pri tome su posmatrani sluajevi &eli&nih nosaXa koji su
bili potpuno ili delimi&no ubetonirani.U ovim ogledima veza izmedu
betona i Zelika bila je prirodna veza usled prijanjanja betona.
Posle ispitivanja izvrZenih u Svajcarskoj 1930. godine nastavl jena
Su i spitivanda i w0 SAD koja su obuhvatala 1 istraZivanja
razliZitih tipova dodatnih sredstava Za sprezanje betona i
Celika. Vrlo znaZajne rezultate ispitivanja =za dalji razvoj
Spregnutih konstrukeija objavio Je 1832. godine prof. Stisi
CStusid iz Svajcarske. OCbjavl jeni rezultati merenja prof. Roga
1938. godine obavl jena na mostu preko reke Save u Zagrebu pcbudil a
su veliku paZnju struXne javnosti Pa Jje interes za spregnute
konstrukci je znatno povedan

Zna&ajnu primenu spregnutih konstrukci ja usporavao Je
nedostatak jedne dovol jno razvijene teorije proraXuna, koja se
morala razlikovati od teorije proraXuna homogenog nosaZa ved i po
tome &to se spregnut nosaX sastoji  od materd jalaiir szl X tiin
reclogkih osobina.

Nizom eksperimenata utvrdeno je da se napon 1 deformacija u
betonu menjaju kroz vreme. UocXena Je pojava skupl janja i puzanja ,
tj. viskoelasti®no ponaZanje betona. Konsider (Considered je
krajem proflog wveka eksperimentalno utvrdic i prili¥no detal jno
ispitaoc pojavu skupl janja betona. Prva sistematska eksperimental na
ispitivanja pojave puzanja betona izvr&ili su krajem trede

deceni je ovog veka Glenvil C(Glanvilled |19]|,Dejvis CDavisd 8] 1

Fresinet C Freyssinetl |[15].

UoZeno je da recloXfke osobine betona zavise od veli&ine



napcna, 1istorije napona i deformaci j, starosti betona u kojoj
napon zapoZinje delovanje, temperature, vlaZnosti Sredine,” obliika
1 dimenzije elementa i dri- a8 i

Paralelno se razvijao 1 pravac u kome su se Stvarne oscbine
materijala pretstavl jale preko svojstava razli&itih recloskih
modela. Prvi takav model za beton bio Je Maksvelov (Maxwell) model
preko koga je Maksvel pokazao zavisnost deformacije od vremena u
obliku diferencijalne Jednadine. Ovaj model je u literaturi
poznat kao reolofki model teorije starenja betona. Uz odredena
pobol j8anja DiZinger (Dishinger) [Q' Je izveo diferencijalnu vezu
izmedu napona i deformaci je koja je 1 danas u primeni. NeXto
drugaci je reolofke modele predloZili su Kelvin odnosno Voigtiti
AT ugdl

Celik za prethodno naprezanje ima osobinu relaksacije koja
zavisi od poZetnog napona i temperature sredine. Dugos je
relaksacija <&elika za prethodno naprezanje zanemarivana i
nezavisno od veliZine poZetnih napona ovaj <&elik je tretiran kao
elastican materi jal. NeZel jene pojave na konstrukci jama ukazale su
na potrebu preciznijeg uvodenja u proraZun osobina Xelika za
prethedno naprezanje |24, [25].

Ostale vrste Zelika koje se Javl jaju u spregnutim
konstrukci jama imaju osobine linearnog elastiZnog materi jala.

U proraZun spregnutih nosaZa reclofke oscbine betona i Zelika
za prethodno naprezanje uvode se sa vedim i11li manjim stepenom
taZnosti, ne samo zbog sloZenih =zavisnosti, ved %to se razni
uticaji kao temperatura, vlaZnost sredine ne mogu ta%noc predvideti.

Ispitivanjima Glanvila 1 Dejvisa dokazano je da se
doformaci je betona wusled konstantnog napona u toku ~vremena
povecdavaju, ali da su proporcionalne naponu

Za normalne uslove eksploatacije najvedeg broja Spregnutih



k onstrukcija tj. kada je napon u betonu manja  Slodis 1O 5d s ficicy
Cfckj—karakteristiZna &vrstoda betona na pritisakd i kada beton
oZ&vrEdava u nepromenl jivim termohigrometrijskim uslovima, s
dovel jnom taZnofdu usvaja se linearna zavisnost deformacije
puzanja betona od konstantnog napona 1 princip superpczicije za
deformaci ju puzanja.Ove pretpostavke dovode do integralne veze
izmedu napona i deformacije koju su teorijski razradili Bolcman
CBoltzmann) |S| i Veoltera C(Volterrad |43].

Diferenci jalne veze koje su dobijene razmatranjem reoloZkih
modela nisu mogle taZno da opi%u ponaZanje uzorka u prvim
trenucima vremena posle trenutnog nanofenja opteredenja, tako da
su integralne veze, kao opstije, bile u prednosti.

Polazedi od integralne veze izmedu napona i deformacije za
beton 1 neizbeZnih aproksimacija vezanih za reolofke osobine
materi jala uspostavl jene su tadne i pribliZne metode proraduna
spregnutih konstrukcija.

Kedie i aEnith metoda, zZa usvojeni oblik funkcije puzanja
betona, bez ikakvih matematiZkih zanemarenja izvode se izrazi
Za napone 1 pomeranja. Za ovu vrstu refenja karakteristiZno
je da su za razli®ite analitiZke oblike funkcije puzanja korifdene
razliZite matematiZke metode.

Koristedci Maslov-Arut junjan-ovu funkciju puzanja Arutjunjan
je izveo izraze =za napone u Zeliku 1 betonu =za dva specijalna
slucaja geometri jskih karakteristika preseka i Jednostavne
sluXajeve opteredenja nepromenl jivog sa vremenom |3|.

Za funkci ju puzanja teorije starenja, pri konstantnom modul u
elastiZnosti Puric |18| » Satler CSattlerd |38| 1 S Eral i
Frohlich |17I izvode izraze za napone kod statiZki odredenih
nosa&a, proizvol jnih geometri jskih karakteristika preseka, samo za

sluZaj kada su sile u preseku nepromenl jive sa vremenom.



Funkciju puzanja teorije nasleda koristio JewREan jiein |37]
pri reSavanju jednostavnih problema armiranc betonskih elemenata.
Za,  tu s funked ju Lazd e |28 | daje refenje metodom sila za stati&ki
neodredene spregnute nosace proizvol jnih geometri jskih
karakteristika

U tecoriji linearne viskcelastiXnosti Mandel |S0E e (22 el

(]

uspostavio matematiZku metodu u kojoj Jje koristico linearne
integro—diferencijalne operatore , a Hije CHuetD Be - [21] Je
primenio ovaj operatorski postupak za refavanje problema nosaXa u
kome sadejstvuje vise razliZitih 1linearnih viskoelastiXnih
materi jala sa starenjem. Kako za ove operatore vaZe zakoni algebre
obiZnih brojeva, problemi se reZfavaju simboliXki, jJer se dobija
samoc pregled matematiZkih operacija koje najkradim putem dovode do

reSenja.Prilikom izvodenja izraza za napone i pomeranja koji vaZe

za proizvol jnu funkci ju puzanja betona , za preseke proizvol jnih
geometri jskih karakteristika i opteredenje promenl jivo sa
Vremenom, Lazd'¢ Ii; i Lazid V. |23 ] uvode linearne
integralne cperatore. Pomodu ovih operatora, algebarskim

operaci jama razvili su celokupan postupak refavanja stati&ki
odredenih i neodredenih nosafa metodom sila.

Uspostavl janje taZnih torija je opravdano s prakti&ne strane
Jjer otvara mogudnost procene tadnosti postojedih pribliZnih
metoda, prirodu aproksimacije u njima 1 opravdanost njihove
primene u praksi.

Kod opribliZnih metoda proraduna se uvodenjem izvesnih
upro&denja vr&i prevodenje integralne veze izmedu napona i
deformaci ja za beton u algebarsku vezu. Na osnovu takve veze se
dal je bez teXkoda matematiZke prirode dobijaju izrazi za napone i
pomeranja nosa&a. U pribliZnim metodama se dakle, pored neizbe¥*nih

aproksimaci ja fiziZkih oscobina betona vr3Se i odredena matematiZka



zZanemarenja, <&ije fiziXko zZnaZenje nekad nije moguce sagledati, pa
Je neophodno njihovo upcredivanje sa ta&nim reSenjima.

Najpoznati je algebarske veze izmedu napona i deformaci ja za
viskoelastiZne materijale su : metoda fiktivnog modula ili saZeto
EM-metoda (Fric CFritzd |17], Faber |14|), metoda srednjeg napona
Churi¢ |1a2], Ulicki]j |42|> 1 modifikovana metoda fiktivnog modul a
eléstiénosti ili AAEM metoda i njoj odgovarajude ¢ Trost [41 |,
BaZant |4]|, Lazid¢ J. i Lazid V. |as]| >.

Primenjuje se 1 generalisana AAEM metoda koja polazi od
tagnih veza izmedu napona i deformaci je , a jedina aproksimaci ja
zbog koje je i svrstana u pribliZ¥ne metode Je pretpostavka da
statiZki neodredene veliZine linearno zavise od funkci je
relaksaci je betona. Tada se sistem uslovnih integralnih jedna&ina
pce statidkim nepoznatim svodi na sistem algebarskih jednaXina

CLazde-J.., Lazid V. [87]). Satler ovakvu vezu naziva ta&nom.

Predmet ovog rada Jje proradun spregnutih nosa®a metodom
deformaci ja. U okviru matematidke teori je koja polazi od
integralne veze izmedu statiZkih 1 deformacijskih veli&ina bice
izvedeni taZni izrazi metode deformacija za spregnut nosa® bez
ikakvih matematiZkih zanemarenja. Sve osnovne relacije prikazane
su preko integralnih jednaZina. KoriZdenjem linearnih integralnih
operatora algebarskim operaci jama prikazuje se celokupan postupak
reSavanja spregnutog deformacijski neodredencg nosaZa analogno
postupku refavanja elastiZnog deformacijski neodredenocg nosada.
Svi izvedeni 1Zrazl vaZide za proizvoljnu funkciju puzanja
betona, Za proizvol jno promenl jivo opteredenje 1l nosacde
proizvol jnih geometri jskih karakteristika.

Radi prikazivanja primene izvedenih izraza refeni su primeri

deformaci jski ncedredenih spregnutih nosada



I. JEDNACINE PROBLEMA I NJIHOVO RESENJE

1.0snovne pretpostavke
Prilikom prora&una Spregnutog &tapa uvode se odredene
pretpostavke kao %toc se to %ini u tehni&koj teori ji savijanja

Etapa.

-Stap ima ravan Simetri je pa 1 popreZni presek ima osu

sSimetri je.

—Osa spregnutog Ztapa Je geometri jsko mesto te¥iXta povrEina
idealizovanog preseka i le?i u ravni Simetrije.

—Dimenzi je poprednih preseka Stapa su male u odnosu na
polupre&nik krivine i u odnosu na du®inu Stapa. Zanemaruje se
uticaj transverzalnih sila na deformaci ju Ztapa.

—PopreZni preseci se ne deformi&%u i posle deformaci je ostaju

ravni i upravni na nedeformisanu osu Ztapa - Bernuli jeva
CBernuolli) hipoteza.

—Deformaci ja Xtapa je mala pa se kvadrati 1 viXi Stepeni
pomeranja, obrtanja i dilatacija i kvadrati i vi&i stepeni
njihovih 1izvoda mogu zanemariti Cpretpostavka o© malim
pomeranjima—- geometri jska linearnost)D.

-Uslovi ravnoteZe se postavljaju na nedeformisanom Stapu

C statiZka linearnost).

—Spol jaSnje opteredenje deluje u ravni simetrije Stapa i
funkci ja je koordinate ose &tapa 1 ~vremena t. Promena
inteziteta opteredenja Je mala pa Sse mogu zanemariti
inerci jalne sile.

Pored ovih pretpostavki koje ukazuju da de se redenja traZiti
u okviru linearne teorije uvode se 1 pretpostavke o fizi&Xkim
osobinama betona [1]| ,|2]| , |33| , |34| i Zelika za prethodno
naprezanje |24| ,IESI.

—-Beton je homogen i1 izotropan materi jal.



—Usled trenutnog opteredenja 1ili rasteredenja u betonu se
Javlja trenutna konaZna elasti&na deformaci ja koja zavisi od
starosti betona.

-Pod dejstvom dugotrajnog opteredenja u betonu se Javlja
deformaci ja puzanja koja ostaje ograni&ena i za napone bliske
naponu pri lomu, a prilikom rasteredenja deo ove deformacije
Je povratan a deo ostaje trajno.

-Pri delovanju konstantnog napona deformacija puzanja je
linearna funkcija napona ; vaZi princip superpozicije za
deformaci je puzanja koje su nastale od prira%taja napona
tokom vremena.

—Deformaci ja puzanja zavisi od starosti betona ; ako naponi
zapodinju delovanje pri razliditim starostima betona, tada se
za 1isti vremenski interval 1 pri istom intezitetu napona
ostvaruju Fazl it iznosi deformaci je puzanja - ova
deformaci ja je manja ukolike je veda starost betona.

-Prilikom o&vr&davanja betona javl ja se postupna deformacija,
koja nije posledica delovanja speoljnih sila, tzv. skupljanje
betona.

Na osnovu usvojenih pretpostavki, beton na referentnoj
temperaturi pripada grupi linearno viskoelastZnih materijala sa
osobinom starenja.

Celdlk -=a prethodno naprezanje ima osobinu relaksaci je.

Ostale vrste Celika koje se Jjavljaju u spregnutim
konstrukci jama imaju osobine linearnog elastiZnog materi jala.

Teorija koja Jje ovde data odnosi se na spregnute nosade u
%2ijim se betonskim delovima ne Jjavljaju prsline. Nosad&i sa
prslinama u betonu nisu obuhvadeni jer se prilikom njihovog
refavanja javljaju problemi koji nisu svojstveni kategoriji nosala

koja se ovde izuZava.



2. Integralna veza izmedu napona i deformaci je i

osnovni operatori

2.1. Integralna veza

MatematiZku formulaciju veze izmedu napona i deformacije za
beton, kao linearnc viskoelastiXnog materijala <sa oscbinom

starenja, pri linearnom stanju napona, dali su Maslowv |33| i

McHenry |34| - Usvejili 'su princip superpozicije =za naponske
efekte, koji su modifikovani staro3sdu betona. Princip
superpozicije postavio je Bolcman |S| , a uopftio Voltera |43].

Ovde e se izvesti integralna veza l1zmedu napona st
deformacije |23], |24].
Pretpostavlja se da pri linearnom stanju napona deluje
konstantan napon obo od trenutka to
1 t=to
oboCt,ted = obo HCt-tod HEL =todii= @2 55
) t<to
gde je to starost betona u trenutku prvog delovanja napocna ;
t = O usvojeno je kao vreme spravl janja betona.
Na osnovu navedenih pretpostavki o osobinama betona, usled

dugotrajnog delovanja konstantnog napona C2.10 u betonu de se

pored elasti&ne deformacije gelCt,tod u proizvol jnom vremenu t

1
= B B C2.2D
Eal@l itoD obo PN ETS
pojaviti i deformacija puzanja epuzCt,ted koja Jje linearna
funkci ja napona
E3
G, tod
St taDr. = ot = t = to Ceien
bo
b28
VeliZina p*Ct,to) je bezdimenziona funkcija 1 naziva se
koefici jent stvarnog puzanja betona ; EblCiDd Jje vrednost modula
elasti®nosti betona sStarestit st dana ; Ebzs je vrednost modul a



elastiZnosti betona starcsti 28 dana.
Ukupna deformaci ja sTd”td) u proizvol jnom vremenu t, usled

delovanja konstantnog napona €2.1) moZe se tada napisati

>
_ 1 @ Ctuticd ] =
aTCt.toD = obo[ =y T = 5 e =i G284y
b bzs
SEdLEL
€ CLt,ted = o 3Ct,tod 5 £ =0t EG=05D
T bo
Uvedena dimenziona funkcija
1 *Ct,tod L o>t cad
i © »y Lo = o
2Ct,tod = EthD + -
&= ca.8d
eCt,ted = O t < to (@)=
naziva se funkcija puzanja |30]
A (D(tto)
= s
i i~
~ ’i =
o = — V ‘__:o‘
. =Bl
i ,_L
to et
S el
Iz slike 2.1 neposredno sledi relaci ja
b Ebza
= = 28 = + Wore 22 G287
p Ct,tod= E_Ctod E O e, T

gde je ©Ct,tod koeficijent prividnog puzanja. Po modelu propisa

CEB |6| funkcija puzanja je data u obliku

" i N (Chd) o 1er=D) c2.8)
EthoD E

SEt Tt oD
bza

Vrednost modula elastiZnosti betona starosti 28 dana Ebza uvedena

»*
je koo dimenzioniul fiaktors fuz koceficigentimst varneg o Gt .t oS

prividnog puzanja o Ct,ted,C2.6ad i C=2.8) kaco Sto je ufinjeno u

modelu CEB |6l,|7|.

16



Speci jalno kada se pretpostavi nepromenl jivost modul a
elasti&nosti =za t > to

Eth) = EthoD = Eb , 2.9

(o]
ne postoji razlika izmedu koeficijenta stvarnog 1 prividnog
puzanja
>
e CLt,tod = @ Ct,tod 5 (G aLeD)

Posmatra se sluZaj kada je beton izloZen dejstvu napona

promenl jivog stepenasto sa vremenom , prema izrazu:

n
o Cthted = o H (t,ted + T AoCt) t > tn
2 = c=d5

AoCt jD = Ao HCt-t D
J
gde su o i Ao zadate komponente u razliZitim vremenima t .
© J J

Na osnovu pretpostavke da vaZi princip superpozicije i =za

deformaci je puzanja koje su nastale od prira%taja napona tokom

vremena , moZe se tada napisati za svako t = tn
n
e Ct,ted = e @Ct,tod +‘21§Ct,t43 AoCtjd o bR 2 k=D
T o J=
Ako je promena napona kontinualna , onda se |, umesto
zavisnosti (2.11) uvodi funkcija
o= o Cr,ted , to = 7 = ¢t CELaLED
b bo
Ukupna deformaci ja odredena je tada izrazom
t dobCT,toD
£ Ct,ted = o, BCL,tod + SRL,7TD dr ca2.14>
T bo o dt

Izraz (2.14D> predstavlja integro-diferencijalnu jednad&inu u
kojoj Jje nepoznata funkcija o Ct,tod |33]. |34]. Parcijalnom

integraci jom integrala ona se prevodi nas s oblHik nehomogene

integralne jednadine

O‘bct,toD t 8
=je o W BRI g ey T ol Gt oD d c2.15>
exlpde? E,_CED o oot

koja se transformacijama svodi na Volteraovu integralnu jedna&inu

IT vrste |43|. Njeno jednozna&no refenje je

11



a

g @ tod = & €t ,tedE L) — — ¥Wt,1m0e (1,toddT c2.16D
b T b at t
(o]

Ladi NI

Dimenziona funkcija ¥t,ted naziva se funkcija relaksaci je betona.
Beton ima postupnu deformaciju , koja Jje posledica njegovog
oZvr&8cavanja , a ne delovanja népona »tzv. deformaci ju skupl janja.
Uvodenjem deformacije skupljanja betona ssCt,to) koja ispunjava
uslév
e Cto,tod = 0 C2.17>

ukupna deformacija je

ETCt,to) =lelh tedl = 88Ct,t03 cz.18>
B4k
Oth,to) t oy
8Ct,to)—£9¢qto) Sl e S = @Ct,TDobCT,toDdT c2.19
b t o
gde je =612 S oD cel okupna deformaci ja nastala uled

spol jagnjih uticaja i1 skupljanja.

2.2. Integralna veza u operarorskom obliku

Integralna veza izmedu napona 1 deformacije (2.15) odnosno
(2.19) prikazade se u operatorskom obliku |23], |26], |prilog 1.

Funkci ju puzanja betona (2.6) na sl.2.1, moZemo prikazati i u

obliku
> 4l 1 3 L qk >
3 Ct, ) = =— [ o *f > ] = 5= F L, c2.20
bo bo
gde je
EthD
e = eCtd = = ; Ebz EthoD , eCtod =1, G20
bo
na osnovu (2.7D:
3% E E E
bo bo bo
LG TON= = ar PEE TN c2.22)
EbCTD Eth) Ebze

a funkci ja

1L



E
bo

o= pCt,ted = o Gtted ce 22

b2a

se naziva redukovani kcefici jent puzanja

3
Funkci ja F Ct,7) je bezdimenziona funkci ja puzanja

1

EGr 70 = e e
R = =5 T . €224

~
Defini%e se linearni integralni operator F’ koji Je asociran

=
prvom izvodu funkcije F Ct,7d po argumentu 7 CA 1.2),CA 1.4D

1 ~ ~
F' = = AR SCE A : 2. 253

Na osnovu stavova CA.1.5> i CA.1.60 i C2.200 je

N
e gt e G o s, = Eif' . cz. 260

bo
Koristedi izraze (2.202 1 (2.24>2-C2.260) izraz (2.19) moZ%e se

prikazati

t
3
O'th,toD +{$ fCt,’r)o‘bCT,toDdT] el 275

s al
Ect,tOD—sg(t,to) = E_[ =

b

ili simboli&ki u operatorskom obliku

1 ~
- = & ! 2. 28D
£ aa = F ob
bo
U proraZunu spregnutih konstrukci ja obiZno se uvodi

pretpostavka da Jje pojava skupljanja betona vremenski sli&na
puzanju |12|,|38|.|23|,[27|. Tada je funkcija deformacije usled
skupl janja betona c_ data izrazom
S=r G E AT celeey
a za svaki uoXeni par (t,ted parametar r je konstantan
ELEE oD
s

e ) c2.303
3 >
EE Gt o =1

ReZenje integralne jednadine (2.23) odnosno (2.24> je

~

o =E R'Ce — £ . G219
b bo s

~

Uvedeni operator R’
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R =g dhe e (CEs =)
asociran je prvom izvodu CA 1.4) funkcije R*Ct,TD

~
>
RiGt,7) = Rl i =leidl b= c2. a3

koja predstavl ja bezdimenzionu funkciju relaksacije.

~ ~

Operatori R’ i F’ su inverzni i za njih vaZi stav CA.1.8)

~ A A
RAESS =8 EARS =] 2. 345
ili posle integracije CA.1.9D

D e *
R’F = F'R = | al . ez S5

U ovom radu <¢e se uzeti u obzir 1 relaksacija <&elika za
predhodno naprezanje (p). Sa zadovol javajudom taZnofdu usvaja se

slededa veza izmedu napona i1 deformaci je za ovu vrstu Zelika l25|:

~

o = E R’'e : C=, =loD)
P P P

~
£
Uvedeni operator R’ asociran je 1izvodu R;, funkcije Rp , koja
P

predstavl ja funkciju relaksacije Zelika za predhodno naprezanje i
linearno zavisi od funkci je relaksaci je betona

”~
LR e o e e oo
P p

Ovako izabrana veza (2.370 pored toga Sto je 1 eksperimentalno

~

potvrdena , ispunjava uslov komutativnosti operatora R; sa
ostalim operatorima |28].
Za odredeni t,to i poZetni napon u <Zeliku opo, usvaja se
konstantna vrednost parametra p. Ona se odreduje iz izraza
ERGEE_toP
p

o = ;
1Y opfet i

2 SED)

gde je [ = [ Ct-tod relaksacija Zelika za predhodno naprezanje.
P P
Ostale vrste &elika : &eliZni nosaZ (n) 1 meko betonsko

gvoZde (md) slede Hukov zakon.

o = E & k = n,m 5 c2. 39D
k k

14



2.3. Osnovni izrazi spregnutog preseka

Uvedena Jje pretpostavka da za sSpregnut presek vazi

Bernuli jeva hipoteza ravﬁih preseka

e =71 + xy y cz2. 402
gde je
e = ee(x,y,t,tod poduZna dilat acija tafaka preseka sa

ordinatom y ,

n nix,t,tey poduZna dilatacija ose ftapa C(y=0D,

3 #(x,t,ted promena krivine ose Stapa Cprilog 2.D.
Uslovi ravnoteZe izmedu spoljnih u unutrainjih sila u

proizvol jnom preseku su

E S ode =N,

Fk k = b,p,n,m Ca2.419
E Sy ade =M
Fk
Normalna sila N = N(x,t,ted 1 moment savijanja M = MIx,t,ted su

proizvol jne funkcije vremena.
Eliminaci jom nepoznatih funkcija & 1 o, Ck=b,p,n,md iz

c2.28>,C2.36),C2.39) (2. 41D dobijaju se jednaline

~ A~
EuFLR;1n -+ EuSLR;zx = N
e, AED
N ~
EuStR;zn ct EuJLR,zzx = M
koje predstavl jaju sistem nehomogenih integralnih jednaZina.
Operatori R;L definisani su slededim izrazima
£ = 4 o=l e el e D
S i e e S : o R i
R =102
zbog osobine komutativnosti operatora , sistem (2.420 se refava
primenom Kramerovod pravila , pa je
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AR 10 2
ns E F. FiiN E S FizM
o L o L
C=2. 44>
e A
7 E S F12N N E F‘2:;:
u x o L
gde je
N ~ —1/\ ~ A 1/\ ~ ”~ ~ ~
F’ = C D’D R’ 3 EO =GR S AN 2 » F* = F’' = —C D'D—iR‘ €2 45D
11 22 22 14 12 12 12

~

~
Cperator D’ predstavlja determinantu matrice operatora [ R;Jzz:

~ ”~ ~ A e
D’ = R’ R - R’ R’ s C2. 468D
11 22 12 12
~ ~
i moZe se 1izraziti kao proizvod glavnih vrednosti R; i E;
~
matrice operatora [ thzz
~ ~ N ~ ~
D’ = R’ R’ = R’ R’ > . G AT
1 2 20 il
~ ~ ~ ~ ~
gde je R’ = ehl e Al e = yhl 3 th
h=1,2 2. 48>
= ’ +
e %o y e
Njihovi inverzni operatori su
~ 1 ”~ ~
28 = g =1, 2 C2.49D
Fh = 1 + yoys s h=1,2
h
YazZi relacija
7~ ~ ~ 7~ ”~
4 4 =0 2 = 1’ ; G2 560D
Rh Fh Fh Rh
~

pasln LA s L ce A7) 1 (2,500 definisan je! operater@l DioaE,

~

koji je inverzan operatoru D’:

A~ ~ ~ ~

~
et AT ] c2.51>
Gl = NE N R

~

a prema (2.45) i operatori F;L u sistemu jednaZina (2.48) su

~ A A A ”~ A AN A ~ ”~ sl AT Py

P ’ . * =F' F’' R’ EON=FE = RS R RS : G2 5520

F11 F1 F‘z R22 F‘22 a2 4 12 12 L ol
~ ~ ~

; IR : , e

Operatori FLL se mogu izraziti i preko glavnih vrednosti F’1 it F;

16



matric 1& [ ']
ce operatpra FhL -

~ 1 ~ ~
Fii - Ay Céy2F1 % éyin >

1 ~ N
Fzz . Ay CéyiFi S éyze 2
€5, =2y

~ ~ ~ N AN A

F11F22_ FiZFiZ = Fi FZ (2. 54>

Koristide se i relacije

~ ~ ~ ~ e AN A ”~ SN AN A ~
R’ =R’ R’ F’ » R/ _=R* R' F' » R!' =R = - R* R* F* 5, BIEh)
14001 "2 22 22 14 2 A4 i2 12 1 mzi 1

koje neposredno slede iz (2.52D

Uvedde se 1 operatori

~ ~

o 4 =10 » C2. 56D
Bh R Fh h=1,2

”~\
koji su istovremenc i1 linearnoc zavisni od operatora F;

A
et oLl Fr h=1,2 . G2 570
}/h ;yh

~

B! =
h

=)

Defini¥u se i1 osnovne funkcije
e » ~ox i
= = B’1 = R'F
Bh BhCyh,t,toD i

R h=1,2 A E 58D

e
koje takode linearnoc zavise od funkcije Fh

BT = L e h=1,2 . 2. 59
h s h

~ ~

Kada vezu izmedu inverznih operatora R; i F; (=, 120D
~ ~
pomnoZimo vezom izmedu inverznih operatora R’i F’'(2.33) dobijamo
”~
= K; =1’ h=1,2 » Ca. 50D
”~

”~
Ko = E- R; meds = . €z kD)

il



UvEStavanjem i'zraza 2. 48) G2 61D dabija se

~ ~ ~
’ = ’ + ’ ’ =
Kh yhl th h=1,2
ES
Funkci je Kh linearno zavise od funkcije puzanja

redukovanih geometri jskih karakteristika preseka

T S e S e e Bl 2
ol ey s o N St

C2 62D

C2.63)

»*
Odredivanje funkcija BhCh=1,ED svodi se na resavanje nehomogenih

integralnih jednadina

S e
KR —a ! h=1,2
hih

c2. 864>

Kao speci jalni sludaj posmatramo presek sa dve ose simetri je.

Na osnovu stava CB.1.16) iz priloga 2. sledi

~
Fri= 0
12
7~ ~
’ - F’
14 1
~ ~
F'ZZ = Flz >

ss E F. Fi A
o L
~
1 ’
2 E T Fz M
o L

18
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3. 0snovne stati&ke i deformaci jske veli&ine Stapa

3.1. Osnovne statiZke veli&ine %tapa

p’
Mi Mk
Al Al a)
Ni \ Nk
Lik
Mi Mk
N 7R b)
Sik Sik

SIS
Na slici €3.1ad prikazan je Stap ik. Sile na krajevima Xtapa

Ni,Ti, Mi i Nk, Tk i Mk &ine vektor sila [R]

N
o (@), o)
[R] = Mi f
Nk
Tk
Mk

- -

‘Znaci sila su odredeni u odnosu na desni koordinatni sistem ,
posmatrajuéi sile kao vektore. Vektor upravljen u pozitivnom smeru
koordinatne ose predstavlja pozitiwvnu veliZinu. Momenti su
pozitivni u smeru suprotnom od smera skazal jke na satu.

Sile na krajevima Ztapa Ni,Ti, Mi i Nk, Tk i1 Mk su medusobno
zavisne. One moraju da zadovol je uslove ravnoteZe Stapa kao celine.

UoXicemo veliZXine Sik, Mi i Mk na Csl.3.1bd. One su medusobno
nezavisne i nezavisne su od uslova ravnoteZe [13|. Ove se veliZine

nazivajullistatiZkis nezavisne veliZXine Ztapa i Zine vektor statiZki

19



nezavisnih veliZina %tapa [S] ;

Sik
[S] = Mt C3.2D
Mk

Preostale &etiri sile na krajevima XZtapa mogu se izraziti

preko ovih sila

Ni = - Sik
Nk = Sik E3..3D
T o= Mit Mk
lik
lik

Vezu izmedu sila na krajevima Ztapa 1 stati&ki nezavisnih
veliZina , odnosno izmedu vektora [R] i vektora [S] moZemo

prikazati i u matriZ&nom obliku

[R] = [€][S] Cad

[N [ -1 0 0 i Sik
Ti O 1711k 11k Mi C3 4D
< Mi = O 1 O - Mk
Nk 1 O O
Tk @l =1 2% =121 e @b
| Mk | | O O al |
Izraz (3.4) predstavlja uslove ravnoteZe Stapa .Matrica

[CJ je matrica ravnoteZe Stapa.

3.2 Osnovne deformaci jske velicine Stapa

Definisademo prvo vektor pomeranja [q] Sitrapasilkc NG 528

[q] = oL €3.5)

20



Ui Uk
Ui Uk

sl.3.2

Elementi vektora [q] predstavl jaju komponente generalisanog
pomeranja &vorova i1 1 k 3tapa ik. Znaci ovih pomeranja odredeni su
u odnosu na desni koordinatni sistem posmatrajudi pomeranja kao
vektore. Vektor pomeranja upravl jen u pozitivnom smeru koordinatne
ose predstavl jade pozitivnu velid&inu , a obrtanja su pozitivna u
smeru suprotnom od skazal jke na satu (sl.3.2D.

Ova pomeranja nisu meduscbno nezavisna 1 ne predstavl jaju

Zisto deformaci jske veliline.

Tik Yik ‘f’k kt
i 7 Uk - Vi
Ui Cki
: " Yik Jk
i Uk
I Kk
lik+ Alik
sl.3.3

Iz slike 3.3, na kojoj Jje prikazan st aipillcpreliisipasie

deformacije , a uz pretpostavku da vaZi teorija malih deformacija

sledi
Altk = uk— u 1
= = C3.8D
TLk ‘pi. w\-k
Tl Py
gde je
Vo=
= LT G275
S 168
Ltk

=l



Veli&ina Alw predstavl ja promenu duZine ose %tapa. Veli&ina

T kaoc razlika uglova @ki Pl predstavl ja ugao koji tangenta na
L

osu deformisanocg #tapa , na kraju i , zaklapa sa tetivom tog

gtapa. Ugao T ima isto znaZenje kao ugao T, Samo za kraj
L

k Stapa (sl1.3.3>. Veli&ine e i T, Z2 razliku od ugla obrtanja
L L

Etapa ¥, » Su Zisto deformaci jske veli&ine, pa se zato nazivaju
deformacioni uglovi &Etapa.

Promenu duZine 3Stapa ALk i deformacione uglove F ok
L L

Tk nazivamo osnovnim deformaci jski nezavisnim velidinama Etapa.
L

Uvodi se vektor Eé] osnovn i h deformaci jski nezavisnih

veliZina Stapa

Al ik

[¢] = Tik : (3.8
T L

Vezu 1izmedu osnovnih deformaci jski nezavisnih wveliZ&ina i

pomeranja krajeva &tapa 1k imoZemo prikazati 1 u matriZnom

obliku

] =[] [

3.9
AT = ) ®) a O @)
Tik = O 1Ak i @Al @)
: ChHo
T et O 171k O O —il Al 1

Izraz (3.9 predstavl ja uslove kompatibilnosti Stapa. Matrica
FﬂTje matrica kompatibilnosti il Jjednaka  je transponovano j

vrednosti matrice ravnoteZe [ @ ] €3.4> |11 ].
3.3. Veza izmedu osnovnih statickih i deformaci jskih velic&ina
£tapa

3.3.1.3tap promenl jivog poprecnog preseka

Uspostavide se veza izmedu statiZkih i deformaci jskih

veliZXina. Odredice se ustvari izduZenje ose 3Stapa Al& i

deformacioni ugleovi 7 L usled pojedinadnog delovanja

22



sila Sik , Mt 1M E Rl St omeficeiset kori stdt ] Uprincip svid nibualind b

sila

¢ = [ MCs,x0aCs,t,tod + NCs,>O7 Cs,t,tod]ds C3.10D
gde je

£ = &Cx,t,ted generalisano pomeranje proizvol jne taZXke ose

nosaca koja ima kocordinatu x ;

MCs,x) i NCs,x) su moment savijanja i1 normalna sila u taZki s
ose 3tapa od jediniZne sile P =1 u taXki x ose nosaZa , koja
odgovara.generalisanom pomeranju &.

Uvodenjem izraza (2.40) za deformacijske veliZ&€ine nn 1 2 u

izraz €3.100 generalisano pomeranje za spregnut Stap de imati

oblik
E = FCx,t,tod =

Py
= S MCs,%0 Fi¢s,t,7) MCs,7,ted 5o ds
L z =Bt
i g " €3.11)
e i NCs, F‘igs,t,"r) NCs,T,ted o F‘CSDdS
o L

~
fe = 1
+ S FiCs,t, D [MCs,5 NCs,7,ted+NCs,50MCs, T, ted ] —=—royds
L u v

Jedini®ne virtualne sile i njihovi dijagrami koje odgovaraju

traXenim pomeranjima date su na slici 3. 4.

sl 84
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Zbog viskoelastiZnih osobina betona i osobine relaksaci je
Celika za prethodno naprezanje, kao £to Jje u prethodnim
poglavl jima 1 pokazano , u proradun spregnutih konstrukcija
deformaci jske 1 stati&ke veliZine se tretiraju kaoc funkcije
promenl jive tokom vremena.

Posmatrace se prvo da od trenutka to deluje jediniZna sila

t > B3
Siks = SikCt,ted= 1 , odnosno ML = MiCt ,todi= 4 > odnosno

Mk = MkCt,tod= l*, sl.3.5, gde funkcija 1* predstavl ja Hevisajdowvu

CHeaviside) funkciju Cprilog 1.D.

M]:“ﬁh—\ M(s) b)
Mt
1 M

\J () c)
S #3075
Tada su sile u preseku NCsD i MCsD usled ovih uticaja , samo

funkci je koordinate s, pa ¢e se u izraz za generalisano pomeranje

uvedi i
3¢
N = NG=p1 ¢t LoD

€=l li=D)
>
M = MEshl ct,tod

* :
IzduZ?enje &tapa Alik usled sile SikCt,tod=1 ', za slucaj kada
su Mi, Mk i spoljaZ%nje opteredenje jednaki nuli , na osnovu izraza

ca. 11> ,62.120 1 stava €A . 15) iz prilaga 1. je
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S = 1 .
AlLEt’tOD S NCsD Figs,t,r) NCsD —Ejffgbds : (CE) iLED)
L UL
*
Funkeci ja Fii kag 1 funkei je FLLIJ izrazu (3.11) zavise od
koordinate s , jer se u op%tem sluZaju geometri jske karakteristike

preseka menjaju duZ ose nosaZa. UobiZajeno je da se za &tap

promenl jivog popreZnog preseka usvaja model Stapa kod koga su u

konaZnom broju intervala konstantni popre&ni preseci. UocZenom
intervalu Cad duZine L«”odgovaraju funkci je F:fﬁ S i F;ia). i

ostale funkcije koje se odnose na presek uodenog intervala imade
gornjli indeks Cal2. Shodno tome 1 na osnovu s1.3.4 1 s1.3.5. uvodi

se oznaka

#®= — 1 sy NcsdNCsdds C3.14)
itk ()
E F_ )
GO L
i funkeci ja
55 GBS tod —em AREE et £ oy, €3.15>
itk,s ik 11

(a)

koja predstavl ja izduZenje ose Stapa Al&e usled jediniZne sile

’

S&Ct,to)=1*, u slugaju kada su MU Mk i spol jno opteredenje
Jjednaki nuli.

Kako je sila Sik = SikCt,ted promenl jiva sa vremenom , to

uvoden jem operatora

-~

7~
Silct ko = T¥ TFE Thar oD C3.16D
Lk,s T Lk 44

izduZenje ose %tapa usled sile Sik= Sik(t,tod moZemo prikazati na

slededi nadin

~
Al Gt tod = &1 CthTd S G, tod : E3. 17>
ik,s Lk,s Lk
A ] () 1 .
Operator é;kﬁje ascciran funkei gt 5;kﬁéljl Jje integral
=
funkci ja &. CEiy abiss)
Lk,s
*
Deformacioni ugaoc 7., usled sile SikCt,iLed =1 S slieaii
1k,s
kada su M , Mki spol jno opterecdenje Jjednaki nuli , na osnovu
L
izraza ¢3.11>, €3.12> 1 CA.18> Je
— 3 il
e —— _ d : C3.18D
Tikgt,to)— S MCsD Figs,t,T) NCsD EQSESD s
L



Na osnovu sl.5b. ,sl.6a. uvodi se oznaka

e N e caiien
ik,s (0 AT
ESS (@)
u oL L
e fiunkeifga
e = {c *(a)
atht,tOD = qugg Fiz G, oD > €& 0D
¢ ad
koja predstavl ja deformacionu ugao T usled sile SikCt,tod = 1*
LK ,S
u sluZaju kada su )ﬁ > Mkj. spol jno opteredenje Jednaki nuli.
Uvoden jem operatora
~ ~
aaie st ol = il n SRl SoE €2l 2l
Lk,s s Lk,s 12

deformacioni ugao usled sile Sik= SikCt,ted,promenl jive u toku

vremena , moZe se prikazati izrazom
-~
TRt B = — AR S DRSS S o) < ES 22y
1 k,s ik,s Lk
~
Operator afk je asociran funkei ji a;k (b glal Je integral
LXK,S .8

funkc Mok, . C2.200"
Lk,s

P

Analogno se odreduje 1 deformacioni ugao TkLgt’tOD usled

sile Sik= SikCt,tod,promenl jive u toku vremena ,u sluZaju kada su

M Mk i spol jno opteredenje jednaki nuli s1.3.5a ,sl.3.4c.

L

~

r - WO ey = e ddie Japl SCadnaes)) : Ex.23
ki s Lk

ki,s

gde je uvedeni operator

~ ~
Broict koD =yt R PGt St o) C3.24>
ki,s ki,s 12
¢ ad
s o AT T L rle i IS O I S je inte g ral funkcija o . koja
ki,s kilis

predstavl ja deformacioni ugao kraja Kk Etapa ik usled jediniZne

sile SikCt,toed= 1*,u sluXaju kada su M, Mﬁ. spol jno opteredenje

L

Jjednaki nuli.

Na osnovu sl.3.5a.,sl.3.4c.

e L e NE sDids . Ga. 253
Xiz= E S@J (a)
e 3% 16
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IzduZenje ose Ztapa Al » deformacioni uglovi =T

Lk, Mk Lk, Mk
e usled momenta MiCt,tod promenljivog u toku vr emena , u
sluZaju kada su Sik , Mk i spoljadnje opteredenje jednaki nuli,

odreduje se analogno prethodnom

~
Al Gt.,ted = = &° Ct,T> M. Cr.ted Cad
Lk,ML 1k, ML r
~
. T, Ct,tod = &f Ct,Td M Cz,;ted Cbd 3. 2862
Lk,ML Lk L
~
TkLMEt,to) = BkLCt’TD MLCT,toD Ced
Gde je
> (@ 2 can
&7 ick,tad = T F' 7Ct,tod ; €3.27
Lk,M Lk, M 12
Ca
na osnovu sl.3.4a. , sl.3.5b. i €3.19D
e Bl llicooMeanas = 28 ) 3.2
ik,M () Lk,s
E S, (a)
u L
pa Je
”~ ey
S’ Ct;ted) = af. Ct,ted : (3. 29D
Lk,M Lk,s
P
Operator afk Jje oblika
X
~ ”~ ¢ N
o' Ct,ted = THT FI%ct,ted €3.30>
Lk Lk 22
i)
gde je na osnovu sl.3.4b., sl.3.5b.
AE = b o MesyMES) s Qb =)
Lk () .
E J. @)
u L L
”~
Operator B;, je oblika
L
£ —@ o
a
’ A ’ ,tod - C3. 32>
Bki. GL ol ZJHLk FZZ Ct,to
(a)
gde je na osnovu =l1.3.4c.,s1.3.8b:
A = 1 r McsOMCsdds €3. 33>
ik () -
E J. (a)
u L L
”~ ~ ”~
Uvedeni operatori ;LM' a:ki (%nasocirani su funkcijama
keije & Ct,tod b, tod
6LLM’ a;ki ﬁ;iélji su integrali funkcije G o, atk » Lo

1 B*Ct,to) koje predstavl jaju izduZenje ose Stapa 1 deformacione
ki

e



uglove usled jediniZnog momenta MiCt,tod = 1*

Sik , Mk 1 spol jaZnje opteredenje jednaki nuli.

Anal ogno se odreduje izduZenje ose Stapa

deformacioni ugl ovi T 3 %
Lk, Mk ki, Mk

promenl jivog u toku vremena

-~
AthMEt’tOD = 6kL,MkCt’TD MkCT,toD Ccad
Ttkuit’tOD = akLCt’T) MkCT,toD Cbd
Tkgmit’tOD = —ﬁLkCt,TD MkCT,to) (CleD)
gde je
~

~
' b {0 , (a2
ékuat’LOD (EfkbM Fiz Ct,tod
a

Na osnovar s1. 3. 43 ', sl1.3.5¢. i C3. 26D
e = L NceOMEsY s =ns
ki, M (v ki,s

E S (a)
u L L
pa je
~ -~
SOt Lol = il 1€t s tod
ki, M ki,s

~

Operator a;, je oblika
L

& (@ o, <o)
SE e e SR Y T ) ;
ki ki 22
{a)
gde je na osnovu sl.3.4b., sl.3.5c.
Ca 1

M = ——— f MCsOMCsDds
ki (ad
E J (a)
u L L

”~
Operator ﬁfk Je oblika
L

A~ A
’ ) , (a)
(?Lk @S = Zdﬂki. Fzz G ittod >

(ad

gelesieina i osnevia sl Sade. s 03 Bel G 354D

Pl e e oA S =
ki (av 1k
5, 1 (a)
(Ui Ay L
pa Jje
~ ~
ﬁ:k EHRt oD = ﬁkt Gt tod

usled momenta

' U sliuda ju Tkada S sy

Al ,

Lk, Mk
MkCt, Eod

C3.34>

i
W
(V)]
]
o

(3369

@SS

€3. 38D

ESH2ED

C3. 40D

3. 415

C3. 42D

Usled sila Sik=SikCt,tod, Mi=MiCt,tod i Mk=MkCt,ted na osnovu

=28



principassuperpozicije i na osnhnovu lzraza.C3.17), C2.26ad, ¢3.29),
C(3.34b> 1 (3.37> izduZenje Alik = AlikCt,to) se moZe izraziti na

slededi naXin
~ P Pa

Ll e e il S e U T , €3.43

na osnovu izraza C3L2ED 3 28hDLIE3. 345D deformacioni ugao

FIN= EGE St opl Lo
Rl

Lk
~ ~ ~
e s aLk,sSLk = Xk M-L i G-Lk Mk > C3. 44>
na osnovu izraza 3. 28D,C3. 26D , 3. 34 deformacioni ugao

TktszEt’tOD Jje

e ~ ~

—_ ’ — ’ . ’
TkL ak L,QSL}( BLk ML Olki_ Mk ’ G
Veza izmedu osnovnih deformaci jski nezavisnih veliZina (3.8D

i osnovnih statiZki nezavisnih veli&ina (3.20 izraZena relacijama

C3.430-C3.450 moZe se prikazati 1 u matri&nom obliku

[4] =[;] [s] €346

Uvedena matrica operatora

A ~ A~
’ - o ’
itk,s ik,s ki,
il ~ 9 g C3. 47>
= = ’ al — :
aLk,s Lk Ll
N A A
’ — ’ dIA
aki,e Bi.k ki 1

naziva se operatorska matrica fleksibilnosti. Elementi ove matrice

su operatori koji su medusobno komutativni.
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3. 3. 2. Stap konstantnog poprecnog preseka

Svi dizrazi izvedeni wu poglavlju 3.3.1.za %tap promenl jiveg

peprecnogl preseka,  kaglapsSti lzrazi, waZel I 73 &tap
preseka.

Pri tome je

’ — LK ’
év’.k,gt"tO) E T Fiict,to) s
u i
de’gt,toD = S5 = F'* Ct,ted = a L’gt,to)
u i
(3. 48D
~ lLk ~ ~
aikCt'tOD = =5 7 Fzth,to) = akLCt’tOD
u
7 = L ¢’
ﬁLkCt,LOD —Eﬁ—jt— Fzth.toD
u

Kac specijalni sluZaj posmatramo Etap konstantnog poprednog

preseka koji ima dve ose simetri je

Na osnovu izraza (2.68> 1 (3.48> sledi

& LAt s
&' Ct,te) = ————— F'Ct,ted , Cad
tk,s EuFL 1
Fay ~
akat,to) = a;_ €L ;tod = 0 CbD
LK,S 1,8 >
C3.48D
. = . = a’ Ct,ted Ced
OlLkCt,tOD 3E J cmt,to) akLC o ,
e v
A l'k A
B Ctoted = ?E‘LT_ F/Ct,ted . cdd
L 5
o 1
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4. Matrica krutosti

IzveZde se matrice krutosti stapa «tipa "k tipa "g " i
Stapa tipa o Sij 4 Su popreZni preseci proizveol jnih
geometri jskih karakteristika . Matrice krutosti predstavl jade

matrice operatora i bide izvedene iz baznih operatorskih matrica
krutosti do kojih se dolazi preko operatorskih matrica

fleksibilnosti |[39], |11, |386], |18].

4.1. Matrica krutosti &tapa tipa " k '

4.1.1. Bazna matrica krutosti Stapa tipa " k "

Stap tipa " k " je &tap koji Jje na oba kraja kruto vezan.
Krajeve tog %tapa obeleZavamo sa i i k ,a odgovarajude momente

.. Takav Stap bioc je tretiran

koji su razli®iti od nule sa MLki MkL

i u poglavlju 3 (sl 3.1ad 1 Csl 3.2D.
Osnovne statiZki nezavisne velidine ((3.2) &tapa moZemo

odrediti iz relacije (3.46) ako poznajemoc osnovne deformei jske

veli&ine, tj.

5] [ ;']—1 [¢] C4.1D

Invrezna matrica operatorske matrice fleksibilnosti C3.47D

Je matrica operatora koju nazivamo bazna operatorska matrica

krutosti &%tapa tipa " k "

S



Ni.k S'Lk S)lct
A ~ =1 ~ ~ A
[K, ] 2 [f] E = - > C4.2)
o Lk Lk Lk
ey ~ ~
L SkL BLk Aki. |

pa ¢e relacija C4.1) imati oblik

[s] = [ QO] [5] Cad

= s - - = I
s A~ ~ ~ C4.3D
Lk N’ = S Altk
Lk Lk ki
M — ~ ~ ~
ik = AL B’ Y Ciep)
Lk Lk vk
M e N ~ T
ki S Bi 4 k1
g ki Lk ki i
Elementi bazne operatorske matrice krutosti su operatori
~ ~ ”~ ~ ~ e
ka, ka : SL‘ 5 Afk H Bfk 3l AL_ koji su asocirani funkcijama
i5 L L L L L
ka, ka . S;, > Afk 5 Bfk i AL‘ Ziji su integrali funkcije
15 L % L L L

3 E 3 3 o E 3 A*
NEGESESDIE S AEh it o), SGE oD oA @ EN I oD BING 1t of) it ANGEIT o)
1=l Ltk ki Lk Ul kL

a koje predstavl jaju generalisane sile u <&vorovima i i k usled
Jedini&nog izduZenja 2tapa odnosno jedini&nog deformaciocnog ugla u

Evoru i odnosno k.

4.1.2. Elementi bazne operatorske matrice krutosti

Ztapa tipa " k' promenl jivog poprecnog preseka

A
Zbog osobine komutativnosti operatora matrice [ f'],

~
elemente operatorske matrice [ K;] odredidemo kao elemente

inverzne matrice C4.2D.

-~

~
Determinanta matrice operatora [ f'] je operator D;;

22



Vi -~ ~ ~ ~ ~
D = &7 C o’ o’ = . 4 -
k tk,s Lk it ﬁtk ﬁu.k 2
A A A A N
+ ot E=Lia % B! 4 +
Lk, 8 Lk,s kit kL,QﬁLk = E
A A A A A
+ al' C al ’ - ’ ’
ki,s Lk,aBLk aki.,sai.k 2

~
a elementi operatorske matrice [ K'] su

~ ~ =R A A ~
ME, = Sy s s Fi g T BT te2

~ ~ A~ A ~ ~

G TP R é:'.k,sal’ci_ h O‘LL,QO‘LL,QD ¢ D;3—1 Gh2

~ ~ ~ ~ ~ ~

A = © é;k,aa:k - a:k,aa;k,sb ¢ D;)-i £

~ ~ ~ ~ A ~ L A

B = C & -y o . DG B NR cdd

Lk Lk,SBLk Lk,s ku.,s k kL c4 =
~ i ~ ~ ~ ~ -1

St 5 Sl e el oy 2 € B =

i -~ ~ ~ ~ ~ = I

Sen s S e B T Ghiet DS B 2

4.1.3. Elementi bazne operatorske matrice krutosti

£tapa tipa " k" konstantnog poprecnog preseka

Elementi bazne operatorske matrice krutosti 3tapa tipa "k

konstantnog popre&nog preseka izvode se iz izraza (4.40 1 (4.5

kaoc op&tih izraza.

Na osnovu izraza (3.48) iz izraza C4.5) sledi

~ ~
“ = A’ Cad
Lk Jei:
c4.6D
A~ N
s = =S’ Cbd
Lk ki

Uvodenjem izraza (3.49 U  lzraz Gk 7D determinanta matrice

”~
operatora [ f'] dobi ja oblik

3
~ ik ~ ~ ~ A~ ~

Lk ’ ’
D= L F* C F’ F' — F’ F’ > . 4.7
2 12 12
12 EBFJ 22 14 2
S RN IS 5

Na osnovu izraza (2.54) i uz oznaku
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_ Lk
g = = : C4. 8D
e ErBERgl
a L v
sledi
~ ~ e ~
D = dk Fzz F1 Fz C4. 9D

3t operatora D

N ~ -~
’ -1 ) = ’
C DkD Dk =1 s C4.10D
A e T ¢ P STt B gy ¢
k r:i)< 22 4 2 . ety
Uvodi se operator I, [tO] ., tako da je
N ~ -~
22I22 =1 c4.12>
~

Operator I;z moZe se izraziti na slededi nadin

Y. A Vs ¥ i A
Sl e e e e e S s B4, ED
¥ Ve 141

114 14 14 14

Cperator 3;1 asociran je funkci ji $;1 ¢iji je integral funkcija

3
211 koja se odreduje refavanjem nehomogene integralne jednadine
~
% ¢

X B = 1 5 C4.14>
14 44

B3
Funkci ja %Ti linearnoc zavisi od funkcije puzanja betona F 1

od geometri jskih karakteristika preseka , tj
s = >
c — . s EATED
14 y111 M y11F

analogno izrazima (2.63> 1 (2.64D.
>
Za usvojenu funkciju puzanja betona F , moZe se uvek odrediti
funkci ja I:Z koja predstavlja integral funkcije I;z kojoj Jje
N

asociran operator 1;2

Kori%cenjem izraza €2.47,C2.510 1 (4.125 izraz (4.11D je

AN

~
I R’ R; C4.18>

-4 1 >
d 22 1
k

~
(e DkD =

Kori¥%denjem izraza (3.48), G4 EDE S C=2. 55D elementi bazne
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operatorske matrice krutosti (4.5) za Xtap

preseka imaju slededi oblik

~ E E. A

N, = u L ’

Lk li.k 14

A~ E J A 3E J. A A~

A’ Ll O ; it u L . = A

Lk lLk 22 lLk 22 ki
A I 3E J. A

B - u L R’ L (1S T/

Lk lLk 22 lLk 22

A~ ES - ~

s’ = - ——-R'_ = -8

Lk 1. 12 ki

Ll
Kao specijalni sluZaj posmatramo Ztap

preseka koji ima dve ose simetri je

Na osnovu izraza (2.65),

~ EF ~
N’ = Cad
Lk ik 14
Lk
~ 4E J A~ ~
’ — o L ’ = ’
ALk & 1. 22 ki o2
ik
~ 2E J A~
B’ = = e R =D
Lk i 22
Lk
~ ~
S = g = 0 cdd>
Lk ki
4.1.4. Matrica krutosti Stapa tipa " k

matrice krutosti

€3.490 i C4.8) sledi

konstantnog popreZnog

Ead)

Cbd

C4.17D

(G(=)

cdd

konstantnog popre&nog

C4.18>

izraZena preko bazne

Ako se u izraz (3.4a) unese izraz (4.3ad i (3.8a) sledi

le el -

sila

= s

veza

[R] -

Uspostavl ja na

se izmedu

[<]

pomeranja
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gde je
~ A~ T
e imbEl el ]
(o]
operatorska matrica krutosti

Etapa

operatorske matrice krutosti , tj

A 1 N -~ ~
e e e
il
1 ~ ”~ 1/\
—CC+C' D =’
2 L 1 Lk
it 1
7~
A'Lk
simetriZno
gde je
~ ~ 7~
A’ B’ = G
L k Lk Lk
~ ~ ~
Aki. Bi.k = ki
Lz li.k

26

“k ]

, lzraZena

=

c4.215

prekoc bazne

4. 22>

C4.23>



4.2. Matrica krutosti Stapa tipa 'g"

Stap tipa . “g? je stapt koji Jelna jednom Kraju kruto: a, na
drugom zglobno vezan. Krajeve 3tapa obeleZavamo sa 1 1 g , odnosno
g i k u zavisnosti od toga na kom kraju 3tapa je zglob. Indeks g
nosi kraj &tapa sa zglobom 1 u njemu je moment jednak nuli

€sl.4.1> 1 Csl.4.2D.

Mi Mk
4 g g 7O
Ni f Ng Ng g I Nk

Ti I% Tg X
[ Lig 1] : Lgk il
T | i , ==
fi Qk
A i N
Ui 4 Ug Ug | Uk
Vi tUg TU@ rVk
sl.4.1 si.4.2

4.2.1. Bazna matrica krutosti Stapa tipa "g

Izveide se prvo bazna matrica krutosti za gtap tipa 'g'" sa
zglobom na mestu k (sl.4.1D0. Bazna matrica krutosti &tapa tipa "g"
mo¥e se izvesti koriZcenjem izraza C3.43),03.445,(3.45) tj. 3. 48D

koji vaZe =za &tap tipa "k" pri Xemu se 1Indeks k smenjuje

indeksom g

~ ~ ~
= &' S = =l M. et M Cad
Ali.g éi.g,e Ly tg,8 Lg gi,s gt
~ A~ A~
= - o S + o M. - 3 M @bd C4.24>
Ti.g aLg,s Lg Ltg,s g Lg gt
A~ A A
= o’ S = Bk + o' M Ced
TgL c‘lgi.,ta ig ﬁ\.g Lg gt gt

Kako je M = O to se iz prve dve jednaXine (4.24a> i C(4.24b> mogu
gt
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lizFazatl veli&ine S 1 M aprekoe veli&ina Al i T
b

g Lg L9 LS
~ e
= N’ = aly
g S -} tg Lg
" o c4 25D
M = D’ T
‘g Lg g L
Uvedena operatorska matrica
~ ~
~ N’ =
[ e o] = e i C4.26D
Lg N A
S’ D’
LS Lg

i 1

predstavl ja baznu operatorsku matricu krutosti Stapa tipa '"g" sa
zglobom na mestu k

Elemen ti bazne operatorske matrice krutosti su operatori
~ ~ ~

N’ . s’ ) koji su asocirani funkcijama N’ > = VI [ 2
rg g Lg L9 Lg Lg

L L

el fumbedije N G oot G O R R D G oo
g g tg

a koje predstavljaju generalisane sile u <Zvorovima i i g usled
~ jediniZnog izduZenja Xtapa odnosno jedini&nog deformacionog ugla u
Evoru i.

Analogno se dolazi do bazne operatorske matrice krutosti
Xtapa tipa 'g" sa zglobom na mestu 1 Csl.8.U izrazima (3.43D,
C3.44> i (3.45> tj. (3.48) koji vaZe za Stap tipa "k" treba

smeniti indeks i1 indeksom g

~ ) ~
Al = &’ = — ol M -+ o M cad
gk gk.,s gk gk,s gk kg,s kg
~ ~ ~
T =0 A’ S <, (B M = BaM Cbd C4.BirD
gk gk,s gk gk,s gk gk kg
~ ~ ~
T = &/ S = M + a' M Ced
kg kg,s gk gk gk kg kg

Kako je M = O to se iz jednacina e4 =7ay 1 GAEE27Te YN nmoguilizraz it
gk

veliZine S i M preko veliZ&ina Al 3 E

gk kg gk kg
~ ”~N
= N’ = Al
o gk gk gk C4.28D
~ ~
’ Dl T
Mgk gk gk gk

Uvedena operatorska matrica
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~ —
[K' o] = = = C4. 29
gk A~ A
Sgk ng

predstavl ja baznu operatorsku matricu krutosti Xtapa tipa "g" sa
zglobom na mestu i

Elementi bazne operatorske matrice krutosti su operatori
A~ t ~ A

N’ > st { D’ koji su asocirani funkciijama N’ > S’ { [HF
gk gk - gk J J gk gk - gk

s
€iji su integrali funkcije N Ct,tod , S* Gt LoDl D* Ck,tod
gk gk gk

a koje predstavl jaju generalisane sile u Zvorovima g i k usled
JediniZnog izduZenja 2tapa odnosno jediniZnog deformacionog ugla u
Evorulik,

4.2.2. Elementi bazne operatorske matrice krutosti Stapa tipa '"g"

promenl jivog poprecdnog preseka

Determinanta sistema jednad&ina C(4.24ad 1 C4.24bd> je

”~ ~ ~ ~ ~
B = & a! = o ol . C4.30>
IG Lg, 8 Lg Lg, s Ligyes

Primenom Kramerovog pravila elementi bazne operatorske matrice

krutosti %tapa tipa "g" sa zglobom na mestu k su:

~ ~ ~ -

N’ = HEIDI NS
Lg Lg igel

~ ”~ ~

sl ) D ot C4.31)
Lg L9, 8 IaG

~ 7~ ”~ -
o= s e Y

DLg étg,s 14

Determinanta sistema jednaZina (4.27ad 1 (4.27c) je
~ ~ -~ ”~ ~

=Y LA = X o : C4.32>
DGK gk,s kg kg,s kg,s

Primenom Kramerovog pravila elementi bazne operatorske matrice

krutosti Ztapa tipa "g" sa zglocbom na mestu i su:
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ot el mODi S

gk kg GK
N ~ ~ 2
Sgk = - akg’QCDGKD C4. 33D
~ ~ ~

’ =4

= S’ ¢hf 3
gk gk, s GK

4.2.3. Elementi bazne operatorske matrice krutosti §tapa tipa “g*

konstantnog poprednog preseka

Za Stap tipa "g" sa zglobom na mestu k (sl.4.1) konstantnog

popreZnog preseka , na osnovu izraza (3.48) je

A 1.~

é;g£Ct,toD = EuF? F! Ct,tod

K li. ~

a1g£CL,to> = ‘EET%? F' Ct,tod C4.34D
(W3 i

~ li. A

a:gCt,toD = -Eﬁzgt F! Ct,tod

Analogno vaZi 1 za &tap tipa g sa zglobom na mestu 1 ,

konstantnog popre&nog preseka

’ = g ’
égk,QCt)tOD = £ =3 F“Ct , tob
o ;K
AR R T . ) - o B C4.35
gk.s 2E S, 12
[ R 15
A 1 ~
st 55K & b RS
gk 3E_J. 22 ’
[}

UnoZ%enjem izraza (4.340 1 (4.35) u izraze za determinante

C4.300 1 C4.32> sledi

3 — ’ — ’ = il ’ ’ afl = FI Fw ) = I),
DIG DGK Dg £%F g & = F11F22 4 12 42 EZF 3
Qo u Lt c4. 36D
~
Uveden je operator D'
~ ~ ~ 1 ~ ~
e e e e e . UL i)

=3 14 22 4 12 12

KoriSdenjem dzraza C2.84),C2. 83),€2.800,02.86) 1 C=.37) cperator
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A
D' moZe da se izrazi na slededi na&in
~ N AN AN
D = F;F;C’ : c4.38>
”~
Uvedeni operator C’ je oblika
~ ~ -~ ~

" "= e A HTe F; + d F; C4.338D
gde je
2
4}/1}/24- }/12
1ay1y2

2

in

w0z
__ a2
12Ay Y,
Unofenjem izraza (4.38> u izraz (4.36) dobija se
Dt = ——7 _ Frprar C4.42D

’ ’
g 2 1 2

A

Uvodi se inverzni operator ¢D'>"' tako da Je
g

”~ ~~ -1 ~
D € B D =1 : C4.43D
9| 9
Tada je , kori&denem izraza (2.380D
% BRI an Ta
', 3= prRAC G . C4. 44D
g 2 4 2
1
Lg

KoriZdenjem izraza (4.313,C04.343,C4.44> 1 (C2.55) elementi

bazne operatorske matrice krutosti &Stapa tipa g sa zglobom na

mestu k, konstantnog popre&nog preseka imaju slededi oblik

~ E.F_- A ~ L
u L =
’ = R MR ’ C C'D
NLg =210 Rii
g
~ E S ~ ~ o
u L =
, g U e el s, C4.45D
SLg 2L, Riz
tg
~ E J ~ ~ =
I DI = _u__L R’ C &
Lg 16 22
LIy

Kori%denjem izraza (4.333,C04.353,C4.44> i (2.55 elementi

bazne operatorske matrice krutosti Stapa tipa g sa zglobom na
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mestu 1, konstantnog popreZnog preseka imaju slededi
~ E F ~ ~ A
’ —— U L ’ ’ N
Ngk —§T——-R11C Gs)
gk
~ E S ~ ~ .
z = _u_‘_.. ‘ 2y
Sgk = Rizc G4
gk
A E J - ~ i
’ = d L ‘ ’ i
ng = RZZC @
gk

~

Uvodi se operator S’ Cprileog 30 tako da je

Sl Cl = 11

Operator S’ izraZen je na slededi naZ&in CC 1.23D

~ ~ ~ ~

Si="s .10+ ?; + g ?; ) >

pa je
e EFE J A, o P A
Gy = Lt L g prRec 47w Bla e gl ey
g 12 1 2 1 2
Lg

oblik

C4. 48D

C4.47D

C4.48>

C4.49D

KoriZdenjem izraza C4.472 elementi bazne operatorske matrice

krutosti %tapa tipa 'g'" konstantnog popreZnog preseka C4.450 1

C4.48D imaju slededi oblik

u L
’ = ’ ’ — NI
NLg S Rii = gk
Lig
(81 1%
¢ = - ——— R’ S = -5 c4. 50D
SLg =iy 12 gk
LicH
~ E J. A A~ PN
’ — o L ’ (4 = Dl
Lg i 22 gk
tg
=1
Lg gk
UnoZ%enjem 1izraza C4.48D u izraze Cc4.50) posle odredenih

transformacija Cprilog 32 ovi operatori dobijaju slededi oblik
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A S A A A A ~
Nl = o L ’ ’ ’ ’ = ’
‘g 31 SEG nil - 7111? + nza"v“i SH el G ) -
L9
~ E S, A ~ A ~ A
u L
’ = ’ e ’ ’ ’ e ’
SLg ang s C 211 }’1212 + 223‘1 4 233“2 D) Sgk C4.51D
A E J_ A A A A ~
D’ = Lst1’+}/ R+ d&F +4d&F > = D
ig 1. 1 22 2 1 gk
L9
Kao specijalni sluZaj posmatramo %tap tipa "g" konstantnog
popreZnog preseka koji ima dve ose simetri je
Na esnovu izraza C2.68) izraz C4.368) je
A TR
D — SR C4.32>
S ER
ua L L
pPa Jje na osnovu izraza C4.31D0 i C(4.33)
~ EF ~ : E F‘L ~ A~
u L = o
’ — ’ = ’ = Nl
NLg 1. € F11) 19 11 gk
Lg L9
~ ~ i
S = s’ = 0 C4.83>
Lg gk
~ 3E J. A~ . 3E J. A ~
o 5 u L
’ = ’ = ’ = DI
DLg it < FZZD 1. 22 gk
Lg tg
~
Uveden je operator I’11 , tako da je
~ ~ e
’ II = 1’ C4.54)
147 14
2 .
Operator I’ moZ%e da se izrazi na slededi nadin
11
~
Canalogno operatoru I ;2 G4, 18D D
¥l oA Yor N rar 2 ~
e N = o e e e ‘233;2 C4.55
14 }/22 }/22 22 YZZ




4.2.4. Matrica krutosti Xtapa tipa " g " izraZena preko bazne

matrice krutosti

~
Analogno izrazu (4.21) operatorska matrica krutosti [ K’ ]
g

Stapa tipa "g" sa zglobom na mestu k , izra¥ena Je preko bazne

matrice krutosti [ K o}
Lg

(S ][ ][R0 [en T

Matrica [ C,] se dobi ja iz matrice Fj C3.4bD
‘g

uklanjanjem kolone i vrste koja odgovara parametru obrtanja 29

[ -1 o) ]
o) 10
Lg
G = o) 1 ) C4.57D
v9 1 o)
0 -1.-1
Lg ]

KoriZgdenjem izraza (4.262,C4.550 i (4.57) operatorska matrica

krutosti &tapa tipa "g" sa zglobom na mestu k je

A 1 e 2% ~ 1 =
N = <7 L s - N —s
ig 1 i9 ig ig 1 -9
e ~ ~ Py
_ ot ! D 1 o IR
lz Lg 1 Ly 1 Lg l2 Lg
N ~ AN 1 N
Kl = D, Sf s ~DI
Lg Lg Lg 1 Lg
N 1 ~
simetri&no N’ - —S
Lg l \.g
Y
Ly
lz Lg
1 = 1. b issD)
Lg
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Analogno se dolazi i do operatorske matrice krutosti [ K‘k ]
S

Stapa tipa g sa zglobom na mestu i preko bazne matrice operatora
~
[0
gk
~ A e
[ ng ] = [ Cgk ] [ ngo] [ Cgk } . C4.39>
Matrica [ cgk] se dobija iz matrice [C] (3.4b) brisanjem

kolone i vrste koja odgovara parametru obrtanja ¢
L

= 0
o) 1/1gk
[ c ] = 1 o) i C4.80)
g G=1 =
iyl G

Kori&denjem izraza (4.2893,C(4.839> i (4.80) operatorska matrica

krutosti &Etapa tipa '"g'" sa zglobom na mestu i je

Nl = __Sl =% Na ____SI WE S,
gk ke gk G e gk
1 Py 1 ~~ 1 A' 1 /\’
ey R el e
12 1 9 e 15 s
”~~ ~ 1 ~ ~
. = N - —sS! SHy
gk gk e g
1 Ly
simetri&no —D - —D
28 gic gk
1 il
~
Dl
gk
= C4.61
g
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4.3. Matrica krutosti Ztapa tipa "s"

Poznato je da se pri kori%denju simetrije nosaZa kod kojih
osa simetrije polovi jedan 1ili vi%e &tapova ii’ nosa&a, Bl
Ssimetri&noj deformaciji, javlja jedan ili viZe &tapova tipa #s*

Csl.4.3d> |13], |2z2].

i S I
4 e e
Mi M
: — —— — — -
Ni 1 Ms#0 | Nsz0 TNV
Ti Ts=0 b
Ui Us=0 ur
Ul Us# 0 U’

i Ts= 0 i

sl.4.3
Za pomeranja krajeva &Etapa 11’ 1 za sile na krajevima tog
Stapa, koje potiZu od tih pomeranja, pri simetridnoj deformaciji
Csl.4.3) vaZe relacije

CE= > V=TV » e == @ Cad
: b 3 * . 4 C4.62D
N = — N, 5 T=T=0 , M = -M (CleD)

i.e L L7 L 7 L
Saglasno tome ,za proradun sila 1 deformacije Stapa 11’ pri
simetri®noj deformaciji, odnosno =za proracun sila 1 pomeranja
Xtapa tipa "s' ,potrebno je i dovel jno da poznajemo samo pomeranja
o al ¢, » na kraju 1 tog Stapa.

Pe matrice krutestiStapa tipa s moZe se dodl korisdenjem

izraza (C4.62) i matrice krutosti Ztapa tipa "k' (4.22) gde se

indeks k smenjuje indeksom i’, a zbog simetrije je
Al = Al
ke i C4.63D
~ ~
S =i
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Matrica krutosti %tapa tipa "s'" moZ%e se izvesti i polazedi od
izraza (3.435,03.44>,(3.45) tj.(3.48> koji vaZe za Stap tipa "k" I

izraza (4.82>. Zbog simetrije , a na osnovu izraza (3.20) i C3.24D

sledi
~ ~ ~
= = e = » C4.64>
tk,s ki,s Li’,s
pa je
; ~ ~
Al =R S = ot M
1L N TL°,s L = ‘.L;\S L C465)
To= A S RO g R
L L i »8 LL L L LL L
Determinanta sistema jednaZina (4.86%5) je operator
~ ~ ~ ~ ~ ~
D = &7 Clat bl = 2o oL c C4.8662
S TLv’,8 1 145, ¥ LaLad IS AE A ) LiL o o8

Kori&denjem Kramerovog pravila ,iz sistema jednaZina C4.65) moZemo

odrediti nepoznate M_L it NL’ Jer Jje
N, == 8§
- -t C4.867
Al = - 2u
TL 5
TL - i L
~ ~
N. N’ ¥ u.
L - L3 18 L C468)
~ ~
M S jeH L.
L 18 L8 L

Uvedena operatorska matrica

-~ N
~ N’ s
[ K.] _ is is C4.69
8 ~ ~
S’ E’
L8 L8

naziva se operatorska matrica krutosti Stapa tipa "s

4. 3.1. Elementi operatorske matrice krutosti &tapa tipa

"s'" promenl jivog poprecnog preseka

Elementi operatororske matrice krutosti &tapa tipa s
promenl jivog popreZnog preseka odreduju se iz sistema jednadina

C4. 865D kori%dfenjem izraza (4.686D i predstavl jaju operatore
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oblika

ey ~ ~ Y 1
N’ =il Cilta LR O G D) 25

L s Lol Ak, =~ =1
~ -~ ~

—A

S 2 e CD’D C4,. 70D

L s Cikia s s
~ ~ ~

=

B¢ = & @D D

L s LL © = =3

4.3.2. Elementi operatorske matrice krutosti Stapa tipa s

konstantnog popre&nog preseka

i .

Elementi operatorske matrice krutosti Stapa tipa s

>

se 1indeks k zamenjuje indeksom 1 1 koriZdenjem  izrnaza G4.669,
Cc4.70> i 2. 559 : Elementi operatorske matrice krutosti

predstavl jaju operatore oblika

~ 2 EF -
Nl — o L RI
is L, 14
3 3
~ 2 ES -
sal=s . - " pe G
is A 12
=il
g' ~ 2 Euj,L A,
Ls 1 22

Kao specijalni sluZaj posmatramo Ztap tipa s konstantnog

popre&nog preseka koji ima dve ose simetrije.

Na osnovu izraza (2.850 i (2.83) izrazi (4.71D postaju

~ 2 EF &
L — _—u___L s
NLs | 14
545 ¢
N
s/ = o C4.72>
L
~ 2 E J',L ~
o ’
ELB iy 1. 22
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S. Vektor ekvivalentnih &vornih opterecenja

Uticaje spol jagdnjeg opteredenja na Stap prevodimo u

ekvivalentna koncentrisana opteredenja u Xvorovima Stapa.

5.1. Vektor ekvivalentnih &vornih opterecenja &tapa tipa "k*

Ekvivalentna &vorna opteredenja za Xtap tipa "k" jednaka su

negativnim vrednostima reakcija i momenata  obostrano kruto

ukl jeftenog Stapa Csl15.1D.

Lo
&) O
%)) C):>m

S S
= z . =
Qi Lk,o
@) T?k,o
2
3
Qa Lk,
€
Q,Lk = Q4 = = Jyki.,o S al )
>
Qs Tkt,o
E.3
Qd B JHkL,o ]
3¢ =3 3¢ £3 3 93
Veldzine Sk e di, SR, ki,o ey o hatt o

predstavl jaju reakcl je 1 momente obostrano krutu ukl jeStenog Stapa

usled zadatog opteredenja.
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S5.1.1. Vektor ekvivalentnih &vornih opterecenja Stapa tipa

“k" promenl jivog popre&nog preseka

Posmatramo £tap tipa "k'" optereden proizvol jnim opteredenjem

usled koga se u Ztapu javlja moment Mo i normalna sila N
o

KoriZcenjem principa wvirtualnih sila ¢€3.11) uz Csl.3. 4> i principa

superpozici je dopunidemo izraze (3.43),03.44> i (3.45D

~ ~ A

AT s St e S
Lk Lk,s Lk Lk ,is" ik kiisitkn Lk ,No L k,Mo
~ ~ ~
> *
T = o S + et M. = 3¢ M - a Aol (€157 =D
L itk,s Lk tile Lk 10)c ki Lk ,No Lk.Mo
~ ~ N
> >
o=l s = B M. oM e S +
k kit,s Lk Lk Lk kL ki X1, No ki,Mo
VeliZ&ine
> — 0 1
S Ct,ted = & NCsDF" Cs,t,7TONolCs,T7,ted ———— ds cad
Lk,No 11 B FESD
= - 5.3
> — @ Gl
éLhMoCt’tOD = i NCSDFiZCS,t,TDMOCS,T,LOD—E—g?Ej ds GleD)
o

predstavl jaju izduZenje ose 3Stapa usled spol jasnjeg opteredenja u

sluZaju kada su S. , M i M Jjednaki nuli
Lk Lk ki

Veli&ine

ey
_ 1
T e N G e e e T e S R
Lk,No 4 L 12 E Sts)
= S C5. 4
% i e e T gis . oD
aLk,MoCt’tOD = J ML = o s, » o s y LO EuJES)
L

predstavl jaju deformacioni ugao T usled spol jaSnjeg opteredenja u

sluaju kada su SLk > MLk i Mh Jjednaki nuli
Veli®ine
0 M iy t, 7O NoC et ds  Cad
angoCt’tOD = J MszDF12CS, STOINSE=s T o EQSES)
= 5.5
i M F MoC D ds  Cbd
akLMoCt,toD = J MkCSDFZZCS,t,TD oCs, T,te)— 55
’ L o L

predstavl jaju deformacioni ugao T usled spol jasnjeg opteredenja u

sluZaju kada su SLk , MLk i Mk,L jednaki nuli
Za %tap promenl jivog popreZnog preseka usvojen je model Ztapa

kod koga su u konaZgnom broju intervala konstantni popre&ni
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preseci. Shodno tome uvode se oznake

( —
1492 1 9% g ey = s e R ONeCs. t T ds Cad
N N Ca)
E F, Gialh)
OO L
() ¢ fl: —
T I B AN SRR BT e T R s T CBd
M M (a)
E S_ &)
g v L
Al B et oy = 2L iy MldeyNecs,; Pt ced
N N () 1
E S T (a»
a v L
5.8
T s e e cdd
M M (Fob) X
E _I. {a)
i § £
BT Pt o5 = L PN econmes o Ged
N N (@ k
E S, (a)
o L 3 &F
B 5% s .0 = ——t P W EsoMete,t, tias Ced
M M (= D) k
E J. Cad
Gl “L L
Tada izrazi C5.3D),08.4) 1 €5 52 imaju slededi oblik
”~
% = s Dy Sl Cad
tk,No (a) 414 N
E 3 ~ () {a)d
) = X F’ 1 (@~ hi D) [@=p)
Lk,Mo (a) 12 M
> 2 () (=B}
o = > F* a Cs,t,TD Ced
Lk,No (a) 12 N C5. 7D
~
i = £F ‘“Ca‘%s,t, Cdd
Lk,Mo {a)y 22 M
> = (ad
. = EFTB TCspt,wD Ced
ki,No (a) 12 N
> D, i ’
o = s ‘P %cs,t, )
ki,Mo (D) 22 M

ReZavanjem sistema Jjedna&ina (5.2> po statiZki nezavisnim

veliZinama S, o M'k i Mk‘ analogno relaciji C4.3) dobija se
L L h U3
N ~ ~ 3
e ’ ’ + SI + f
SLk Ni_kAli.k - SLkTL kLTk Lk,
7~ ”~ ~ 3¢
= 3! 4 ERIEE B, 5. 8)
Mi.k Si.kAlLk e ALkTL Lka oo
~ ~ P 3¢
= & 4 + Al T + M
MkL SLkAlLk E BLkTL ki k ki,o
gde je

Sili



o2 IS8T Mt e e intng e T g i i @)
“iko Pl SN o o e s sl e e e e E =
~ ~ ~
¢ * * * # * *
= (S d +A’ 5 _o?
ALk,o Si.kc Lk,No éLk,Mg ALkCO{Lk,No aLk,Mg BchakL,Ng akL,M?s che
» % * * > * * o * *
CHISR— NS SO E S NS D+B’ Ca. s o DFAC ol CeD
kit;o ki Lk,No Lk,Mo Lk Lk,No Lk,Mo ki ki,No ki,Mo
ESNSEY
, £ E3 = ) :
VeliZine 7. M ]S su sila S , odnosno momenti M. i
Lk,o Lk,o ki,0 ik Lk
Mk bd zadatog opteredenja u sluXaju kada je Ai‘k: T = = O
L L L
= *
Prema tome veliZine .M_k iﬁi_ predstavl jaju momente obostrano
Lk,o 1,0
kruto ukl jeStenog Ztapa usled opteredenja.
# +
Miko £ S TR Mkio
| |
7 pltlE
1 14
B Rx 2
Ti fo Tkio
W [[k |
| =
sl. 5.2
KoriZdenjem relacija £3.39 1  €5.9) i nasesnovy slike SNe
debijajiur  se i’ precstalelreakecl je mStapaystipa Skt ic s 3D Esns T od
zadatog opteredenja
> > R x
e 2
> > R x
e
Jﬂ* SR
> _ Lk,O L,O+ T*
%2 NS i ik,o G516y
2 tk
* = *
> Jﬂ{_k,o kL,O >
Ko L ki,o

Reakci je se mogu odrediti i1 metodom sila.
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5.1.2. VYektor ekvivalentnih &vornih opterecenja £tapa tipa

"k" konstantnog popre&nog preseka

Za Stap tipa "k" konstantnog popreXnog preseka izrazi

(5.35,05.4> i (5.8 imaju slededi oblik

~

> il
S Ct,tod = s F' Ct,7> S NCsDNoCs,T,toedds (@ =1D)
Lk,No E F. 14
u L
> T =4
& Ct,ted = F* €70 & NCsIMels,7,tedds (@)
Lk,Mo E S 12
(ST 2 L
3 1 = .
ol Ct,tod = FY Ct,w) L M IESINCs, T, tcdds e
Lk,No E S 12 L
Lt L
3% i = = ~ PR
ot Ct,ted = F’ CLt,7D> S M (sDMols,7,tolds cdd
Lk,Mo E J 22 U
[ S 5 L.
1 2 -
ol Ct,ted = F*" Ct,7td> S M (sDNolCs,T,todds Ced
ki,No E s 12 k
u L L
* 1 A, —
oL Chitad = =7 B G 7 MszDMoCs,T,to)ds @1
S s L €5.11)

Unogenjem 1izraza (5.112 wu izraze (5.9 1 ((5.10) dobijamo
elemente vektora ekvivalentnih &vornih opteredenja Stapa tipa "k"

konstantnog popre&nog preseka.

5.1.3. Vektor ekvivalentnih &vornih opterecdenja £tapa tipa
"k konstantnog poprecdnog preseka usled opterecdenja

nepromenl jivog u toku vremena

Usled spol ja%njeg opterecenja L nepromenl jivog u toku vremena
sile u preseku su funkcije koordinata tj

M
L

N
L

M CsD
i Gl alizD;

N CsD
1L
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Kao specijalni sluZaj posmatrademo stalno ravnomerno raspodel jeno

opteredenje g Csl 5.3D

s 5.3

U izraze (5.110 uvodi se tada

>
Mo = Mg 1 Ct,7D
E5 129
No = Nq = 0
Koristedi relaciju CA 1.5 i sl.12 iz izraza €5.11) sledi
'*- = a* = o(*. =50
tile,Niq Lk ,Ng ki, Ng
3
B3 _ 9 lLk F*
ik,Mg 12E S, 12
o L
i C5.14)
3 _ 2l F* '
athuq T T 24E J. 22
o L
3
™ Dt
akguq T T24E 7J. 22
o L
N ~
Kako  jel na osnovu dizraza €4 417D ka =i = S;&z iznaza S @S NS o B
15
ES5SbD  silied:
i LT ] €515

tk,q ki,g

UnoZ%enjem izraza (5.14> i C4.17> u izraz (5.9a) dobija se
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> >
ﬂ = e (4 ’
Lk,q 1= CRj_z F1z +R22 FZZD : ¢5. 169

KoriScenjem relacija €2.55) , (2.54) i C2.50) Je

~ ~ AN ~ A AN AN AN
* > 3 % 3 *

Rl F‘ +Rl F‘ = IRI — ’ ’ = ’ ’ ’ =

12 T2 22 = 22 Ri zC F12F12+ F11Fzz 2 Ringin 1

pa je
2

R _ T i

ke kiq © 12 : (Cisiyal 7S

%
Analogno se dolazi i do izraza =za Jfk izl dizraza €5.10) i
Lk,q

C5.9ad
ql,z S_ ~ A~
e S B e e e €5.18)
Lk,q szl Wi 11 42 12 227 ’
L

KoriZfdenjem relacija (2.553,(2.84) i CA1.3D je:

~ ~ ~ A ”~ ~
P > % >
RN +RY B =R'RIERI R =B R > =0
11 12 12 22 4 2z 2z 42 12 22
& = 4 = 0. €5.19D
itk,q ki,q
Vektor ekvivalentnih &vornih opteredenja &Stapa tipa "k
konstantnog popre&nog preseka usled stalnog ravnomerno

raspodel jenog opteredenja (sl.5.2) na osnovu (5.10 ima oblik

[ x n i 'e) b
Lk,o
E=3 1 >
T ik,o qa il
3 ql® 1
;"'C’ T2
0) elsl, i=ep!
S eI =t
Lk 3 ql 3
const Liso —2_ 1
2
3 ql 3
=)
e | i 1z i
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S5.2. VYektor ekvivalentnih &vornih opterecenja Stapa tipa "g"

Ekvivalentna &vorna opteredenja za Stap tipa "g" jednaka su
negativnim vrednostima reakcija 1 momenta Jednostrano kruto

ukl jeStenog Stapa.

S.2.1. Vektor ekvivalentnih &vornih opterecdenja £tapa tipa “g" sa

zglobom na mestu k , promenl jivog poprednog preseka

sl. 54
= = - s =
Q .4
1 Lg,o
€
Q T ig,0
2
J‘H_*
QLg i QB i Lg,0
€
Q . (€31 =l 3)
4 gLv,o
>€
Q I
5 gtL,o
> B3 >€ x X *
e N 3 I i H
VeliZine ﬂkgp s Jkgp > s S5 JLgp

predstavl jaju reakcije 1 moment jednostrano kruto ukljeZtencog

Etapa , tj. Ztapa tipa "g" sa zglobom na mestu k , usled zadatog

opteredenja Csl.5. 4>

Kori%denjem principa virtualnih sila €3.110 uz Csl.3.4) i principa

superpozici je dopunidemo izraze (C4.24ad 1 (4.24bd
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> £
Al = & ST M.+ S + &
Lg Lg,s g Lg,s Lg Lg,No Lg,Mo
~ N 3 ol o
T = - = + o M. - A — o ESW=20
Lg Lg,8 Lg Lg Lg Lg,No Lg,Mo
oy . * . * . ) . .
VeliZine &, i S predstavl jaju izduZenje ose Xtapa a
L g,No Lg,Mo
. . * . * ] . ]
veliZine «. 1 e deformacioni ugao 7. usled spolja%njeg
Lg,No Lg,Mo Lg

opterecenja u slufaju kada su S i M jednaki nuli. Ove veli&ine
Lef Lg

za Stap promenl jivog poprednog preseka se mogu odrediti

korifcenjem izraza (5.30 1 (5.4> tj. (5.7a-dd) gde treba indeks k

smeniti indeksom g.

Ref€enjem sistema jednadina (5.22) po stati®ki nezavisnim

veliZ&inama S, i M analogno relaciji C4.250 dobi ja se
e Ly
~ ~ 3¢
S ='N* Al  + & 7 K
Lg Lg Lg Lg L Lg,o
A~ ~ - €ls), ==D)
M = S AL BDEE A
Lg Lg g Ligint Lg,0
gde je
”~ ~
F N eat 58T 5 st ical iR et D b |
Lg,0o Lg Lg,No Lg,Mo Lg Lg,No Lg,Mo CS. 24d
-~ ~ %
Pt = st e ATl DY i Caliiiti e SRGED
Lg,o Lg Lg,No Lg,Mo Lg Lg,No Lg,Mo
VeliZine f* e ﬂf jednake su sili S , odnosno momentu M.
tig,o Lg,0 Lg Lg
od zadatog opteredenja u sluZaju kada je Adtg= o= o}
Moment ,M% predstavl ja moment puncog ukl jeStenja jednostrano
Lg,0

ukl je¥tenog %tapa usled opteredenja.

T

F

g
x R X A‘
Tigo rTg 0
1 Lig o
s !
sSliBis
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Preostals reakclje Stapa tipa L @SBRI S dredu ju isei =
relaci ja

W e L el e 0 R
Lg,o Ly, 0
SR R
gtL,o Lg,0 =
s M& - =259
I = LR s
Lg,o 1 ig,o
L g
j_‘*' e i,g,o 7 T*
gi,o 10 gi,o
Lg
S.2.2. Vektor ekvivalentnih &vornih opteredenja Stapa tipa '"g" sa

zglobom na mestu k , konstantnog poprednog preseka

Za Stap tipa "g" sa zglobom na mestu k |, konstantnog
: > 3¢ > : ¢
poprednog preseka velidine &) S 5 BY St By
Lg,No Lg,Mo Lg,No Lg,Mo

odreduju se na osnovu izraza (35.11a-d> u kojima trba smeniti
indeks k indeksom g. Unofenjem tako dobijenih veliZina u izraze
C5.24> 1 C5.230 dobijaju se elementi vektora ekvivalentnih &vornih
opteredenja ((5.210 Stapa tipa "g" sa zglobom na mestu k
konstantnog poprednog preseka.

5.2.3. Yektor ekvivalentnih &vornih opteredenja 3tapa tipa '"g" sa

zglobom na mestu k , konstantnog poprecdnog preseka usled

opteredenja nepromenl jivog u toku vremena

Kao speci jalni slu&aj odredide se elementi vektora

ekvivalentnih &vornih opteredenja Stapa tipa g konstantnog

popreZnog preseka sa zglobom na mestu k usled stalnog ravnomerno

raspodel jenog opteredenja g (sl. 5.86).

q
-
TAC
e -
Mq
[
qfig
o
SIESSRE
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Uticaji usled spol ja%njeg opteredenja nepromenl jivog u toku
vremena dati su relacijom (5.13) tj.
Mo = Mq 1 Ct,d
No = Ng = O
Koristedi relaciju CA 1.5) i na osnovu izraza CS5.11a-d) gde treba

smeniti indeks k indeksom g sledi

CS* = O(* =
Lg,Ng Lg,Ng
3
Lg,Mqg 12E S i2 65 269
(S bE
3
> & ng B
& =1 e T
Lg,Mq c4E J ZZ

UnoZfenjem izraza (5.260 i (4.485> u izraz (5.24ad i kori¥%denjem

(2.55) dolazi se do relacije

ql? . ~ 1,\ %
Lg P .
= = e > 'R F . C5.27D
‘Pigm; 144 S e 14 12
L

Koristedi relacije (4.45> i (5.250 sledi

3
ql_ A
F 3 € Lg *
= - = ———=_ Nt B ’ CBH28D
J"/qu Jyg\'_q 48E S tg 42
LML
- >
Proizved N’ F moZe da se prikaZe na slededi nadin Cprilog 3D
tg
~ E EL
Ne Fre —t b ™ B~ bF +ten & +en# | . ccd s
Uig a2 31 . 114 202 1 2 4 2y 2
Lg
Izve&de se 1 1Zraz  Z2 Af . Unoc&enjem izraza (5.28) 1 (4.45) u
tg.q

izraz (S5.24b) dolazi se do relacije

74
ql_ ~ _ ~ ~
G D isipedtaline B e nt e CS. 29D
Lg,9 24 12 12 22022

Kori%denjem izraza C2.85 , (2.54> , €2.800 je

~ ~ A ~ ~

3 AN AN A
> E3

’ ’ —pIRNC = + F' F 3> =R‘R‘'F'F
Riz F12 +R22 FZZ R:I.RZC I:‘1.2}?12 14T 22 12t

pa na osnovu izraza (4.47> 1 CA1.5D sledi
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qlz qlz
* 3 *_ &
JccH™ = -3 57 . C5. 30D

M
Lg9.9q 24 24

Vektor ekvivalentnih &vornih opteredenja %tapa tipa "g" sa
zglobom na mestu k , konstantnog popreZnog preseka usled stalnog
ravnomerno raspodel jenog opteredenja (sl.5.86D na osnovu (5.21D

ima oblik

- - £ )
e,
‘A,/* Lg v F
L9, 48Eusi_ Lg 12
:7“* qli.g > ql\.g >
S S et
E 3 lz
e = M = - e C5.31)
Lg L 9,9 —2—4—- S
const
3
3% i
i = Lg 5
a2 48E S, ig 12
o 13
* i 1
g . =S Lg S* - 9 Lg 1*
ety 24 2

5.2.4. Vektor ekvivalentnih &vornih opteredenja £tapa tipa '"g sa

zglobom na mestu i , promenl jivog poprecnog preseka

: Qg
= rK\Q3
Q1 O 1
Qp O

SHIER S

B0



r~ - o . =
Q H
1 gk,o
>
Q T gk,o
V4
>
Q = Q = =
gk 3 kg,o
¥
Q
% e C5.32)
E3
Q
5 kg,o
8 ' * >€ * *
Veli&ine N 5 T , A > vl it M
gk,o gk,o kg,o kg,o kg,o

predstavl jaju reakcije i moment jednostrano kruto ukl jesStenog

ftapa , tj. Stapa tipa g sa zglobom na mestu i , usled zadatog
opteredenja.

KorpilScen jem principa wvirtual ni hifsila € 3 11 DRGAEE ST A INEDET Ne i ma

superpozici je dopunidemo izraze (4.27ad 1 C4.27cD

~ ~ 3 3
Al = &' S o Bl M +t & ENS
gk gk,s gk kg,s kg gk,No gk,Mo
~ ”~ 3 3¢
7 = o S i G M + o o e ES 133D
k kg,s gk kg kg kg,No kg,Mo
> 3¢ = I y
VeliZine & 5} S predstavl jaju i1izduZenje ose Stapa a
gk,No gk,Mo

>

i *
veliZine o

al, el def ormacioni wugac 7T usled spoljasnjeg
kg,No kg,Mo k

opteredenja u sluZaju kada su Sgk al ng Jjednaki nuli. Ove veli&ine
za Stap promenl jivog popreZnog preseka se mogu odrediti
koriSdenjonm izraza S 30NIEGESI4RET JUESTFa b el gd=egit Eeballi ndeks

i smeniti indeksom g.

ReZfenjem sistema jednaZina (5.332 po statiZki nezavisnim

veliXinama S ] at Mk analogno relaciji C4.28) dobija se
g g
= £ + ST i
Sgk NgkAl gk gk k gk,o
A~ o G5 34D
= & + P + M
ng SgkAl gk gk kg,o
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gde je

¢ - * ” & *
o2 e N’kC6 kN+ S kM) = S’kCo&k N+ LN MD Cad
S No : ; :
g g g g o g gANo g,Mo C5. 25D
~ Fa
T S s N e e ek e U s s
kg,o gk gk,No gk,Mo gk kg,No kg,Mo
! 3¢ y £ : :
VeliZine X g M Jednake su sili S » odnosno momentu M
gk,o kg,o gk kg
od zadatog opterecenja u sluXaju kada je Al A S 0]
<)
>
Moment A& predstavl ja moment punog ukl jesStenja Jednostrano
9.9

ukl jeStenog Etapa usled opteredenja.

M’kg,o
s I s
LA 5 4
TTg Ko & T Tk&o
I Lgk |
[ i
Sl BEg

Preostale reakcije &tapa tipa '"g" (sl1.5.8) odreduju se iz

relacija

> > Rx
= - » -
J(gk,o gk,o 2
> >* Rx
= P -
Jykgro gk’o 8
x @552369
= ‘Mk *
T = 372 4 .
Al
gk,o Sk <
£ 3
\T* = - fg’o - :
,O
kg,o i g
5.2.5. Vektor ekvivalentnih &vornih opteredenja Stapa tipa "g'" sa

zglobom na mestu i , konstantnog poprecnog preseka

Za =tap tipa ‘g’ sa =zglobom ‘nals mestiul i 5 konstantnog
> 3 , B
Wad X e 1% A
poprednog preseka veliline égKNo Shts kg Ne Egs
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odreduju se na osnovu izraza €5.11a,b,e,f) u kojima treba smeniti

indeks i indeksom g. UnoZfenjem tako dobi jenih wveliZina u izraze
(5.3%0 i (5.36) dobijaju se elementi vektora ekvivalentnih Zvornih
opterecdenja (5.32) Stapa tipa "g" sa zglobom na mestu i

konstantnog popreXnog preseka usled opteredenja.

5.2.6. Vektor ekvivalentnih &vornih opterecenja &tapa tipa '"g" sa
zglobom na mestu i , konstantnog popre&nog preseka usled

opterecdenja nepromenl jivog u toku vremena

Kao speci jalni slu&aj odredicde se elementi vektora
ekvivalentnih <&vornih opteredenja 3Stapa tipa "g" konstantnog

poprecnog preseka sa zglobom na mestu i usled stalneg ravnomerno

raspodel jenog opteredenja g Csl. 5.9).

qL%gk
sl 2559
Uticaji usled spol jainjeg opteredenja nepromenljivog u toku
vremena dati su relacijom (5.13> tj.
¥
Mo = Mg 1 (Eae - g0D)

N0=Nq=o

Koristeci relaciju CA 1.853 i na osnovu izraza (5.11a,b,e,fd gde

treba smeniti indeks i indeksom g sledi
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= o = 0

gk.Ng gk, Ng
3

> o 9 k >

gk,Mq 12E S e (65 =i
3

> - 4 lgk E.3

S easa | SAETT 22

Unofenjem izraza (5.370 i (4.48) u izraze (5.35) anal ogno
izrézima za Stap tipa "g" sa =zglobom na mestu k dolazi se do
vektora ekvivalentnih &vornih opteredenja &tapa ti pa "g'" sa

zglobom na mestu i usled stalnog ravnomerno raspodel jenog

opterecdenja Csl.5.9).

_ = . £ =
V* qlgk , %
4
gk.q 48EuSL gk 42
1
7 T S . gk %
gkaq z4 =
oLl - Ve = - B s (5. 38
95 Sk 48E S| gk 12
const u L
> 1 1
g or S* . g 5 1*
2
M qlgk X
kg.q = >4 S

~

Proizvod N’ F* moZe da se prikaZe na slededi nadin Cprilog 3D
2

gk
~ E F.
daEr = s E R R = e S D e R G e R =05
N’ F
gk 12 3lk 1 4 2 2 12 4 2 3 2
g
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5.3. Vektor ekvivalentnih &vornih opterecdenja Xtapa tipa "s"

s
[ o [
1 L 8,0
¥
O Q == JT'is,0 (S. 38D
s 2
>
B Qa ] 3 Jﬂi. s,0 |
o * € *
Veli&ine v 5 7 i M predstavl jaju reakcije i
L 8,0 L8,0 L 8,0

moment u &voru i Etapa tipa "s'" (sl4.3) usled zadatog opteredenja.
Ove veliZine se mogu odrediti kao reakci je u &voru i obostrano

ukl jeEtenog Stapa ii’Cpoglavlje 5.2).

3 *

‘ = K

Ls,0 e oS

> 3

. = 7 ., Cs. 40D
Ls,0 Lo

> P 3

L 8,0 ii’,o

VeliZine (5.400 mogu se odrediti i na slededi na&in
Polazedi od jednadina (4.85) primenom superpozicije dobija se

~ ~

€ *
Al =67 S -2a' M + & oo I
e (L iz L LL’,No 1i1’, Mo
A A~ A~ . ” & (=il bl )
== o S EEay B3 4 E oL
TL ai.i.’,a i 7 L rj,i.i.’ i, LL’,No L1’ ,Mo ,
> 3¢ : ES 3¢ _ :
(s i . o izduZenje
gde ST Ll ,No X L1, Mo Ll ,No ¥ Ll , Mo

deformacioni ugao 7 Stapa tipa s usled spol jagnjeg opteredenja
ks
i odreduju se iz analognih relacija (5.3> 1 (5.4D.

Refavanjem sistema jednadina (5.410 uz C4.867> i (4.68) dobija

se
A ~
T e T TR T W;Q"’ 5. 42>
Mi. T S:.BUL M E:.Sgoi. M JA‘LQ,O
gde je
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> 5 1 I e ~ #* #*
do o= N IRE S s TS PN e RS A e + o
L 3,0 L8 = LV ,No L, Mo L8 LU ,No LU, Mo
N C3. 432
~
* # *
e e O e o
L8,0 is =2 LU ,No LV, Mo LS LL,No L, Mo
I ] * ) * 3 3 : .
VeliZine W i A predstavl jaju silu N i moment M
LS8,0 L8,0 L L
U Evory i Stapa tipa “s* od zadatog opteredenja u slufaju kada Jje
u =71 =0
L L
Za Stap tipa '"s" konstantnog poprelnog preseka koriste se
analogni izrazi Etapa tipa "k".
Za Stap bilo koga tipa ukupne sile na krajevima Stapa , uz

relaci ju C4.200 su

Bl + [o] - [Q] [{] - ¢5. 44>

211

[re] = [Q] [q] - [Q] : (5. 555
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6. Transformacija matrice krutosti sistema

Komponente sila i pomeranja u dosadainjim izrazima odnosile
Su se na lokalni koordinatni sistem Stapa. Osa x poklapala se sa
osom Stapa poev od &vora i ka &voru k

Prilikom ispisivanja uslova ravnotefe za ceo nosa® potrebno
Je da se sve komponente sila i pomeranja <vorova odnose na jedan
globalni . koordinatni sistem 5 pa Jje neophodno TZVvrSi i
transformaci ju sa lokalnih na globalni sistem kocordinata

Odredice se veza izmedu sila u &voru i %tapa u lcokalnom CLD i

globalnom (G) kordinatnom sistemu Csl.6.1.).

}Y
Y
X
Tie
. ¥
' Nig
sl.6&. 1
= iy 18 sin
NL,L NL,GCOS}/ t,a & (6. 1)
ar = — N siny + T cosy
L L,G L,G

Uvodimo smenu

s = A
S IS =D)

siny = cos(80—pD = u
Koristedi relacije (6.1> 1 (6.2 na osnovu sl.868.1 , sile u

i

Evoru i %tapa u lokalnom koordinatnom sistemu izraZavaju se preko

sila u globalnom koordinatnom sistemu

Sif



NL,L A jo O
TLL = = A O
M @) O 1
Uil
L - b d
.
] - [
L LI i L, G

Uvedena

sila za &vor 1i.
KoriSdenjem izraza $8.4D

lokalnom 1

obliku

EllE -

prikaZe u

et
A
2
LS
Il

oblika

t O

Hi

N
L, G

L, G

globalnom koordinatnom sistemu za

L,G

vezZza

Je matrica transformacije za 2tap

Na osnovu sl1.868.1. sledi
= R Taliot
Nga NLLcosy ST i
= eSS
TL,G NL,LSi I3 L,L v
g o
N. N - 0
L, G
T, — M A O
L, G
M ©) @ 1
LG | i J
odnosno
T
[Fool=[] [7ex]
Na osnovu izrpaza LG E

LI

AL

L,IL

i (Cisl, stiop) generalisane
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6. 45

matrica P} Je matrica transformacije generalisanih

izmedu generalisanih sila u

Stap moZe da se

& (Slish)

&5

(Clei i)

¢6.8>

(6.9

¢&. 10D

sile na



krajevima &tapa u globalnom koordinatnom Sistemu izraZavaju se
preko generalisanih sila u lokalnom koordinatnom sistemu sledecom

relaci jom

RER S = T
_RG_‘ = _Td {RL] : (€15)q aLil D)
Iz izraza (6.4) je
En S T
_RG-‘ = _TJ [RL] ; €B. 12D
Uporedujudi (6.110 i (6.12) sledi
EET - 4-T
il = T] cad
il 5 @s S48

- ]

Gde je [I} Jedini&na kvadratna matrica
Matrica transformacije je ortogonalna matrica.
Matrica transformaci je [T] generalisanih pomeranja dobija se

transpozici jom matrice transformacije generalisanih sila , pa na

osnovu (6.13) je

][]
il

Vektor ekvivalentnih &vornih opteredcenja u gl obalnom

1o] 0
0 r
[yl e
Il 1l

koordinatnom sistemu [QG] izraZen je preko vektora ekvivalentnih

Zvornih opteredenja u lokalnom koordinatnom sistemu [QL] na osnovu

(6.11), sledecdom relaci jom

T
= Cla), alish)
sl Bl
Ako se u izraz (€4.203 tj

EEa [ ] ]

unesu relacuje €6.8D 1 C8.145 dobija se

69



=t
!
ey
(]
A
Q
(RS
1]
=]
~ D)
(L]
(Frrl
=
(e ko]
0
Q
—
M
@)
}\.A
)]
W/

T
MnoZenjem izraza (6.16) matricom [T] 1 korisddenjem relacije

(86.13> sledi

AEGHESIGI
&

Uvedena matrica

(%] - [ (%]

predstavl ja operatorsku matricu krutosti Stapa u globalnom

aldlist

(6.18>

]
i
N
Q\
R,
e
0
Q
(=)

koordinatnom sistemu.
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7. Uslovne jednadine

7.1. Uslovi kompatibilnosti pomeranja u ¢vorovima

Za svaki j-ti &Etap sistema Stapova veza izmedu sila i
pomeranja na krajevima Ztapa ispisana u globalnom koordinatnom

sistemu predstavl jena je na osnovu relacije (3.5%5) u slededem

obliku
R e
J J J J
Ako za svaki 3tap sistema 3Xtapova , kojih ima ukupno n ,

ispiSemo jednadinu (7.1) onda sve te jednafine &ine matriXnu

Jednad&inu

E SR

gde je

o C7 &P
qa,1 G.,1
= i =il
[qe ] “a ) [QE ] a. |
Q
an L CER|

Matri&na jednaZina (7.2) ispisana je za sistem nepovezanih

Etapova.

Za dal ju analizu pogodno je uvesti matricu pomeranja &vorova

povezanog sistema Etapova

7



r 5
qi,G
[q }= C{L’G » C7.4>
q
| “k.a]
gde Jje sa = predstavl jen vektor pomeranja Xvora i sistema

Stapova sa komponentama u globalnom koordinatnom sistemu, a k Jje
ukupan broj &vorova sistema Stapova.

Vektor [qa] moZe biti izraZen preko vektora q

B

Matri c a {:J] Je pravougacna matrica 1 naziva se matrica

kompatibilnosti. Svaka vrsta matrice [J] se sastoji od nula izuzev

Jednog elementa koji je Jjednak jedinici, a &iji poloZaj u redu
odreduje da element vektora [qGJ odgovara posebnom elementu
vektora [q]

JednaZina (7.52 predstavl ja uslove kompatibilnosti pomeranja
u Zvorovima nosaZa , a oni ustvari znade izjednaZavanje pomeranja

krajeva onih Ztapova koji su vezani u istom &<voru.

Tako bi na primer relacija (7.5 za sistem od dva Etapa (1D 1

€2d kojl imaju zajedniZki &veor = sl.7.1.

Y A

sl.7.1.

imala slededi oblik



- = = . 3 2
:T; L 2 © 9y.a
e T e e
e
Kako vektor pomeranja &vora .QLG] ocdnosno [qgc] ima .
elementa to je matrica }] oblika
1 oSN o
&] = 6) 1 o)
) o) e

7.2. Uslovi ravnoteZe sila u &vorovima

7.2.1. Cvorna operatorska matrica krutosti sistema Stapova

Spel jaSnje opteredenje koje deluje u &Evorovima sistema

definisademoc vektorom P

[ ]
P
i
[p]= P : 7.6
L
P
k-
gde je
P
X
[p} = |p,. 7.7
L L
M.
-Ld

vektor koncentrisanih sila u &voru i u pravcu pomeranja [qLa]

Da bi postavili uslove ravnoteZe taZne metode deformacija
zadademo sistemu %tapova virtualno pomeranje [ﬁq].Virtualna

pomeranja krajeva &Stapa su tada

e



.\J

N
&V
o

o] = D] o=
Virtualni rad sila [ P ] na pomeranjima [éq] Jje tada
s® = [5q]"[P ] St

dok je virtualna energija deformaci je

SW =}j: [éqg’j]T[RQIJ] = [éqg]T[Rg} . C7.100

Na osnovu principa virtualnih pomeranja bide

oR = oW > (€ alal )

T - =T

Kako je na osnovu (7.5

[mg]T = [J]T{éqr : 7,13

sillht

to je
T T
[&;] {H-[J] [RG:I} - o . €7.143
Posto [éq] predstavl ja proizvol jna virtualna pomeranja , sledi da
Je

T

H - H [R] . <7.15)
8

Ovom jednaZinom je data veza izmedu spol jaSnjeg opterecenja u

*vorovima sistema i sila na krajevima Ztapova , 1ili ova jednacdina

ustvari predstavlja uslove ravnoteZe sila u <Zvorovima sistema

Stapova

U izraz (7.15) unedemo izraze (7.2) 1 (7.3

111

[E' 1]a] - [s] - 7,173
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%]+ (T4 11

Evorna operatorska matrica krutosti sistema Stapova

>

[s] - H . [Q] 7.1

vektor kombinovanih &vornih opteredenja

»

T
o] - []'[a)]

i vektor ekvivalentnih &vornih opteredenja sistema Ztapova.
Proradun <&vorne operatorske matrice krutosti sistema C7.18)

ukl juZuje dva matriZna mnoZenja . Prakti&no se ova matri&na

mnoZenja nikad ne sprovode , poXto su ove operacije ekvivalentne

~
postavl janju elemenata matrice krutosti [ Ké } u njihovo pravo

~
mesto u vedoj matrici [ K'] 1 zatim sabiranju &lancova razliZXitih

matrica &ije se pozicije poklapaju.
7.2.2. Preuredena &vorna operatorska matrica krutosti

Matri&na jednadina (7.172 predstavl ja uslove ravnoteZe svih
Evorova sistema. Sistem spol jagnjih sila koji deluje na nosa& mora
da zadovolji 1 uslove ravnoteZe nosafa kao krutog tela. Prema
tome, svi uslovi ravnéteie dati izrazom C7.170 nisu medusocbno
nezavisni , pa Jje &vorna operatorska matrica krutosti singularna
matrica. To znadi da iz ove jednadine nemogu biti odredena sva
moguda pomeranja &vorova sistema.

Da bi sistem bio stabilan njemu moraju biti ukinuti svi

stepeni slobode kretanja. Ako se on sastoji od zp krutih plo&a i

Z zglobova kaji peovezuju te  plofe, njemu mora biti spre&eno

Z:

najmanje =z = 3z + 2z pomeranja. Ova pomeranja moraju biti 111
Tl P z

jednaka nuli ili jednaka zadatim veli&inama , u svakom sluZaju ona

moraju biti poznata.
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Red Zvorne matrice krutosti jednak Je broju mogudih pomeranja
Zvorova sistema. Ako sa n oznadimo brejl nepaznatihil, o s5 st > z
brojpoznatih pomeranja &vorova sistema , onda Je red &vorne
operatorske matrice krutosti sistema Cn + pd.

Uslove ravnoteZe ispisademo prve u praveu nepoznatih pa zatim
poznatih pomeranja &ime de se preurediti Xvorna operatorska

matrica krutosti jer <e u gornjem levom uglu biti vrste i kolone

koje odgoVaraju nepoznatim pomeranjima.

e
Preuredena Zvorna operatorska matrica krutosti [ K;r]
podel jena je na submatrice
~ ~
Kl : K;
N nno np
[ K’ } o e i : C7 21D
pr ~ ; ~
K’ K’
pn =]

Submatrica [E' ] koja odgovara nepoznatim pomeranjima je
nn
singularna matrica

Na isti nadin formirademo 1 preureden vektor [qml Zvornih

pomeranja kojli se sastoji od vektora nepoznatih pomeranja [ qn] i

vektora poznatih pomeranja [ qp}

qh
= e ; G =ED
| %)
g
P
Formiramo il preureden vektor kombinovanih ZEvornih
opteredenja [ Spr]
Sn Pn . C%
S e = = | ceeeeeeemes e e [ A GC7Zr23D
pr
s E Q
P P P
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gde Jje [n]vektor sa n komponenata s koje predstavl jaju
kombinovana opteredenja &vorova na mestu i u pravcu nepoznatih
pomeranja [%n], a vektor [Sp] vektor &Zije su komponente sva druga
kombinovana <&vorna opteredenja . Pri tome su [Pn] vektor
spol ja&njeg &vornog opteredenja , a [Qh] vektor ekvivalentnog

Zvornog opteredenja na mestu i u pravcu nepoznatih pomeranja Eq],
@ n

dok su k’]vektor spol ja¥njeg &vornog opteredenja , a EQ]
P P
vektor ekvivalentnog &vornog opteredenja na mestu i u pravcu

poznatih pomeranja Pq]
P

7.2.3. Nepoznata pomeranja , reakcije oslonaca i sile na

krajevima Stapova

Uslove ravnoteZe (7.17> moZemo napisati preko preuredene

~
matrice krutosti [ K;r]

(2] [=]-

159
~ ~
i i K’ q S
nn : np n n
............... I ey | = | E7NEED
A ; ~
K K* q S
pn PP P P
sCALsE g
~ i ”~
’ ’ = S Ead
Ll s ieslial= =]
@7 26D
o il = s] Cbd
il e [ 5o Lsesdian
MatriZXna jednaZina (7.26a) predstavlja sistem integralnih
jednaZina u kojima su nepoznata pomeranja [ qn] . Refenja sistema

jednaXina C7.26a) mogu da se prikaZu u obliku

Tile



o~ - 4 ~ —54 ~
(][R TR TR o
n nn 5} nn np P
Iz jednaZine (7.26b) odreduje se vektor kombinovanih &vornih

opteredenja [Sp} &1 je komponente odgovaraju poznatim

komponentama vektora pomeranja

Sa poznatim vektorom kombinovanih &vornih opteredenja FS} i
P

B 7

odredenim vektorom nepoznatih pomeranja g C7.27) mogu da se

n
= -

dobi ju spol jaZnje sile koje deluju u &vorovima nosada u kojima su

-
pomeranja poznata , tj. reakcije oslonaca |R

SRR
)

(a1l - [][<] - [o] -

Kada su poznata pomeranja <vorova F{ ] odnosno preko izraza

P

45

7 =9, [qa}, moZemo na oshovu 1izraza (8.850 1 (6.13a2 odrediti

sile na krajevima Etapa j

e ] o o] < ] e,

J J J

Formiranje uslovnih jednagina taZne metode deformacija za
spregnut nosa® prikazano je pomodu integralnih operatora anal ogno
formiranju uslovnih jednaZina za elastiZan nosaZ. Za razliku od
elasti®nog nosaZa gde su te jednadine algebarske jednadine kod
spregnutog nosada one predstavljaju integralne jednadine . Da bi
se odredile deformaci jski neodredene velidina , tj. nepoznata
pomeranja za spregnut nosa& potrebno Jje refiti sistem integralnih
jednaXina po tim pomeranjima. Za tako refena pomeranja pri

odredivanju reakcija nosaa 1 sila na krajevima 3Stapova kod

78



spregnutog nosaZa neophodno je izvrZiti i odredene integraci je
kojih kod elastiZnog nosa®a nema Jer S=ul e SN Z R a1 d o T

algebarskom obliku.
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8. Proradun spregnutog nosa&a u vremenu t=to

Proradun spregnutog nosa®a u vremenu +t = to Jjednak je
proraZunu nosaZa od homogenog elasti&nog materijala modula
elastiZnosti Eu, Zije su geometrijske karakteristike FL at JL
Cprilog &2>. Takav nosa& se naziva korespodentni nosa&. Prora&un
nosaca od homogencg elastiZnog materijala je poznat |11|,[18|,|36|,
|39].

U prethodnim poglavljima prikazan je proracun spregnutog
nosaca u vremenu t. Svi izvedeni izrazi za spregnut nosaZ u
vremenu t vaZe i pri proradunu spregnutog nosa®a u vremenu t=to

U vremenu t=to veze izmedu stati&kih i deformaci jskih

veliZina su algebarske jer je na osnovu izraza (2.2 i C2.32

~ ~ ~

~
B — . R = 1" 5 (Gl alD)

Na osnovu izraza (2.43) 1 (2.45) tada sledi

s ~ ~ ~ ~

I= ’ ’ = ’ 5 ’ =O

Rii : % 22 - 12

~ ~ A A~ A' ca. 2
2 e T 8 . A =0

14 22 12

. ; * . .
Iz relacija C4.150,(4.14D sledi da je 311= 1 pa je iz C4.13D

~

T e . 8. 3

22

U vremenu t=to izraz (2.44> ima oblik

il
T

M (8. 4D
® = 1 M

E J

AT

U matricama krutosti Ztapa tipa "k" (4.20, 3Stapa tipa g

C4.26> 1 (4.29 i Ztapa tipa "s'" (4.869) u trenutku t=to je

S = UOFE R () 5

Lk kL

~ ~

Sr = o SI = O £ C8.5)

ig " T gk

~

= SO

L8 .
a 1 ostali elementi su znatno uprosdeni . Uz relaciju CA1.7D
postaju konstantne veliZine koje ne zavise od vremena , pa su



matrice u vremenu t=to Jednostavni je od odgovarajudih u vremenu t
i1 nisu operatorske matrice.

Matrica krutosti %tapa tipa "k'" u vremenu t=to

Ni.k O (@) _Ni.k O O
_tec ey Lo — e e s e
2 vl o Lk @) 2 iL)e R ki
AL 1 1 it
A O —j;c B
Lk Lk Lk
i
N. O O
Ltk
al It
—(LC +C ——C
simetri&no lz Lk k% 1 ki
Ak'
L
3 }
8. 6D
gde je
A'Lk i Bi.k £ Ci.k
AR = (o
Je1 ik ki
L l&

Za &tap tipa "k'" promenljivog poprednog preseka elementi
matrice krutosti (8.6 mogu da se odrede preko bazne matrice
krutosti C4.5) uz unofenje izraza (8.12-(8.5).

Za %tap tipa "k konstantnog popreZnog preseka sa jednom ili
dve ose simetrije elementi matrice krutosti C8.8> na osnovu izraza

@AM Ty R @A NS o S @80 —Ess M imaguis] edec e bl
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= U it
N_Lk i e o Cad
Lk
4E J.
S T s D B ¥ &2
Lk
CIS17D)
2E J,
=
BLk T CecD
. Je
BE J
_ _ (U
S & ST 3 Gz
Lk
Matrica krutosti Ztapa tipa '"g" sa zglobom na mestu k
N O ) - N )
Ly Lic]
1 il il
- —D —D 0 = ———P)
2 Lg Lg 2 g
1 1 1
il
[K j} - D, 0 — L
ig Lg Ly
1
simetridno N. @)
g
1= 5
2 L
l b=
1 =1 8. 8>

Ly
Za &%tap tipa "g" sa zglobom na mestu k promenl jivog poprelnog

preseka elementi matrice krutosti (8.8) mogu se odrediti preko

bazne matrice krutostli iz relacije C(4.31> wuz koriSZenje 1lzraza

@219 =E385 .

Za &tap tipa "g" sa zglobom na mestu k konstantnog popreZnog
preseka elementi matrice krutosti (8.8) , na osnovu izraza (4.45

ocdnosno C4.80) a uz (8.10-(C8.35), imaju slededi oblik
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= u L
th 10
Lg
8.9
SEE
a u L
D@' E 1
L9
Matrica krutosti Stapa tipa "g" sa zglobom na mestu i
‘J s
}gk O Ngk @) O
1 5L 1
—0D O - —D —0D
2 gk 20 gk gk
L 1 1
[ ng } = Ngk ) O
, it 1
simetriZno ——=—1p) —a=
2 gk gk
1 1
D
gk
1 =1 8.10>

Za %tap tipa "g" sa zglobom na mestu i promenl jivog poprelnog
preseka elementi matrice krutosti (8.10) mogu se odrediti preko
bazne matrice krutosti iz relacije C4.33) uz koriSlenje 1izraza
@S = ER NS

Za %tap tipa "g" sa zglobom na mestu 1 konstantnog poprednog
preseka elementi matrice krutosti (8.10>, na osnovu izraza (4.486D

odnosno C4.50) a uz (8.1)-(8.5), imaju slededi oblik

E F
N fl u i
gk lgk
CE2R119
3EuJL
D =
gk lgk
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Matriea krutosti 2tapa tipa 's*

K= : (8.12>

Za 3Stap tipa "s" promenljiveg poprednog preseka elementi
matrice ‘krutostli TC3. 120 ‘edreduju se iz relaci je {4.70D uz
CS.ED—CS.SD.

Za Stap tipa "s'" konstantnog poprednog preseka sa Jednom ili

dve ose simetrije elementi matrice krutosti (8.12) cdreduju

se 1z relaci je €4.71) a uz C8.10-—CB. 5 i imaju slededi oblik

2E F.
_ (TR
Nts = T cad
Ly
C8.13D
eE J.
E = —— : Cbd
Ls 1L
Ti
Prilikoeom refavanja spregnutog nosaca taZnom metodom
deformacija u vremenu t=to postupak kojim se dolazi do
deformaci jski neodredenih veliZina , reakcija sila veza i sila na

krajevima Stapova analogan Je postupaku izloZenom u poglavl ju
7 za spregnut nosad u vremenu t, s tim 3to se umesto sistema
integralnih jednadina u vremenu t reSava sistem algebarskih
Jednag&ina u vremenu t=to. Iz tog razloga bide bez posebnih

obja%njenja prikazan redosled operacija pri proradunu spregnutog

nosaca taZnom metodom deformaci ja kao 3to Jje udinjeno u
literaturi |11].Ovaj redosled operacija potpuno je isti 1 za
nosa® u vremenu t=to 1 nosad u vremenu t , ali kako je ved
navedeno , ove se operacije u vremenu t=to 1 t kvalitativno i

kvantitativno razlikuju.

1. Formiranje sheme nosaZa sa pozicijama svih <Zvorova 1
odredivanje orjentacije Xtapova C(usvajanje lokalne ose Xtapad;

odredivanje fizi&kih oscbina materi jala i geometri jskih
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karakteristika preseka ; formiranje vektora poznatih i nepoznatih
parametara pomeranja Eq ] C7.e2),
pr

= Proradun <&vornih matrica krutosti Stapova 1z baznih

matrica krutosti Ko , na osnovu C4.21D

Ll e

3. Formiranje matrice transformacija [T] svakog ZEtapa

Cglava 7D.
4. ProraZun <&vorne matrice krutosti Stapa u globalnom
koordinatnom sistemu [ Ka ] » na osnovu (6.19D
T
L5 ] =0 [0

a |. ] ‘

] J
551 Formiranje matrice krutosti sistema [ K } , Na osnovu

C7.18>

T
< 1= B P
g
6. Formiranje preuredene matrice krutosti sistema [ Kpr}
7. Proradun ekvivalentnih &vornih opteredenja 1 formiranje
vektora ekvivalentnih &vornih opteredenja E%Jj svakog Stapa.

8. ProraZun vektora ekvivalentnih &vornih opteredenja [QG}J

svakog 2tapa u globalnom koordinatnom sistemu

& - [l ‘

g. Formiranje vektora ekvivalentnih <Zvornih opterecenja

sistema

2
= L2203

o] = [] [ea]
10. Formiranje kombinovanog vektora Zvornih opteredenja [Sn]

U slobodnim Zvorovima prema jednaZini (7.23D2

BIFE] e
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110 Proracun! nepeoznatih pomeranja , na osnovu C7.27)

e e e e

Tl ProraZun kombinovanog vektora &vornih opterecdenja u
oslonjenim &vorovima , na osnovu (7. 26D
st = )
P PN n PP P
aLEt Prorad&un reakcija oslonaca (7.28)

e Sl e

14. ProraZun sila na krajevima %tapova u pravcu osa lokalnog
koordinatnog sistama , na osnovu C7.30)

== [, ] - Lo

J J
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8. Odredivanje napona

Pomedu izraza =za deformaci jske veli&ine n i =z (C2.44> u
proizvol jnom preseku nosaZa i izraza (2.31),(2.36) i (2,39
odreduju se naponi kao funkcije vremena u proizvael jnej  taZki
preseka |23].

Definisade se najpre uporedni napon

Uu = aqu,y,t,toD = Eus = EuCn + »y)d Cg.1D

gde se uvodenjem izraza za deformaci jske velidine C2.44) i posle

izvesnih sredivanja dobi ja

~ Sy v Y =}
oy al 2 12 12 1
o = Fi{[ o [c F N+ == M + yC——N + — MD]} +
L 2 = ' car=s
~ Sy r % &y
. 1 ! = 12 iz 2
FZ{[ e [c e = D VE = N+ — r@]}
L 1= L L

Ako uvedemo oznake

15 2 12 1 2 12
= @ = C i )
S e R e B S D e S
L L L 18
EGE3D
A
E= L s P 2 A71yD . e il =k Y2 - 24
1 Ay S J > 2 Ay = Jf
L L L L
tad uporedni napon ima slededi oblik
2 ~ 2 ~
= 4 7 . h=1,2 9. 4>
o Znh F‘h N + th Fh M
h=1 h=1

Posmatraju se sada naponi u pojedinim delovima preseka

kKE=snn e mi b e

Napon u Zeli&nom nosaZu (nd i mekoj armaturi (md je

o = o = k = n, m 9. 5D
k k u
il
2 ~ 2 ~
o = Chginh FL N +h§imh F; M D » k = n, m €8. 62

napon u betonu, na osnovu €2:312 je

Clel o)

~
o = 1 BRlo o {og
b b u 3
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Unofenjem izraza (S.4) za uporedni napon u izraz (9.7> 1

koriscenjem relacije C2.56) tj.
AN A ~

RI F‘r = Bl
h h

napon u betonu je

~ 2 ~
o, =Y, CInm B/ N+ Em B MD + o C9. 8
h=4 h=41

Na osnovu izraza (2.31) napon ¢ u betonu usled skupl janja Jje
=

~

o = —-—E R =& , 8. 9O
bo

=] =

a smenom £ izrazom (2.29) 1 koriZ%denjem relaci je C(2.35) je
s
£
=N =R R — R ] Cg.10D

Napon u Zeliku za prethodno naprezanje na osnovu (2.38) je

o = v R’ o CS.11D
B P D

Unofenjem izraza ((8.40 za uporedni napon u izraz (€9.11D >

korifdenjem relacije (2.37) za operator R’, i relacije (2.586)
o)
izraz za napon u &eliku za prethodno naprezanje je
2 A~ 2 A

2 ~ 2 ~
ap=up{c1—p)[ E R NESRE m B o= 0 o n BN+ EmB'M ]
h=1 h=1 h=1 hi=1

(Gl HL=D)

U vremenu t=to izrazi za napone u pojedinim delovima preseka

N M
= = oz D) 2 k = n,m,p,b giciEabeD)
& ity 2 F 7.7 B
L L
Koefici jenti o2 Ck = n,m,p,bd odredeni su izrazima CB1.1D
U primeru 1. bide prikazan proradun napona u pojedinim

delovima preseka C(n,m,p,b) usled razliZitih spol ja¥njih uticaja

CH = P,Q,C,S) u vremenu t = to 1 vremenu t za funkciju puzanja

teori je starenja.

U vremenu t bide sraXunati i naponi pomodu asimptotske EM metode

i uporedide se dobijeni rezultati.

Metoda fiktivnog modula CEffective Modulus Method)d |14],]16|

ili krade EM metoda u vremenu t = o® daje asimptotska reSenja
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teorije nasleda gde se integralna veza izmedu napona i deformaci je
svodi na algebarsku vezu.

Funkci ja puzanja torije nasleda je jedina koja u t = ® daje
taZnu algebarsku vezu izmedu napcona i deformaci je 5 L=z,
asimptotsku vezu teori je nasleda

E
bo

o = E Cs = & D s E = C9.14>
b b @ ¥es) bm ®
1+p
) o

Dimenziona veliZina Ebm se naziva asimptotski modul.

Funkci ja puzanja teorije starenja i funkcija puzanja teorije
nasleda predstavl jaju grani&ne funkcije ; za 1isti koeficijent
puzanja teorija starenja predvida najvede premene napona u toku

vremena , a funkcija puzanja teorije nasleda najmanja.
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ITI. PRIMERI

Primena 1izloZene teorije bide ilustrovana na BEImMeriimal

Prilikom odredivanja deformaci jski nepoznatih veliZina,
reakci ja oslonaca i sila na krajevima Xtapova usvojen Je
kon;tantan moduc elastiZnosti betona. Uzeta Jetuliobzir S relidlkcsSacitya
Zelika za prethodno naprezanje i uvedena Je pretpostavka C2.37) da

relaksaci ja &elika =za prethodno naprezanje linearno zavisi od

funkci je relaksacije betona. Skupl janje betona uveodi se uz
pretpostavku (2.29, tj. pojava skupljanja Je vremenski sli&na
puzanju.

Pri proradunu je koriZdena funkcija puzanja teoril je starenja,
pa Je bilo mogude uslovne integralne jednaZine reiti primenom
Laplasove transformacije Cprilog 4D.

Svi proracuni izvrZeni su na PC radunaru. Napisan je program
Za sradunavanje geometri jskih karakteristika proizvol jnog
spregnutog poprednog preseka 1 program za srafunavanje uticaja u
spregnutom preseku u vremenu t 1 t=teo. Obuhvadeni su: u primeru 1.
ramovski nosa&, u primeru 2. kontinualni simetriZni nosad 1 u
primeru 3. kontinualni nosa® kod koga , kao speci jalni sluZaj ,
popredni preseci imaju dve ose simetrije.

SraZunati su uticaji u spregnutim nosadima u trenutku t=to
kada se nosa& pona%a kao elastiZan i u trenutku t i uporedeni su

rezultati.

S0



BSOS PRiimer #5115

1L 3 ligs Izgled nosada, spol ja&nji uticaji i geometri jske

karakteristike

Izgled nosaZa i oblici popre&nih preseka dati su na slikama

GRS N0 SR GRS )

WS
—=

=
5l
A Bl
s 6.0 ! 40 L i
I | B
SIS
% 2 33
L 200cm ] 200cm
ez = ;
LIRSS, ajbcm LI IAIIIISI i e
' % 300x20 AN
4 800410 N300 T = 4+800x10 |
— — —J
30020 e \_# 30020 \__£300%20
STF SR =

S1



popredni

Poedaci =za beton ¢bhd

E = 30 GPa e = 3.5
b n

Podaci za ZeliXni nosa& Cnd

Bl =200 GPa

n

Podaci za meku armaturu <(md

E

m

F =

m

200 GPa

30 cmz

£ oo =5
SERES 80 1.0

Podaci za Zelik za prednaprezanje (pd

E = 210 GPa E =
P P

Nosad& se sastoji

preseci 1-1 i 2=

popredni presek 3-3.

Na nosaZ deluju slededi stalni spol jni uticaji Csl.

100 em’

s

AD
P = 2000 KN
BD Stalno opteredenje
= (T 168 kN/m
I 10 kN/m
C> Zadato pomeranje oslonaca

- spuftanje oslonca 4

— obrtanje ukl jestenja

D> Skupl jnje betona
Sle= ~30. 10"
sk

Syl utidieagl

prethodnog naprezanja.

s2

od dva spregnuta Stapa (1D i

elastidnog Ztapa

(=
(o]

zapoZinju dejstvo istovremeno,

E =8 %
P

(2) &iji su

C3) Xiji je

=l =)

Prethodno naprezanje (%tapa 1D silom P

= 0.01 m

= — 0.002 rad

neposredno posle
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GCeometri jske karakteristike popreZnih preseka , elementi
matrice geometri jskih karakteristika 1 njihove glavne vrednosti
Cprilog 2> date su na slededoj stranici. Za uporedni moduo
elastiZnosti usvojeno je

E =E =E = 200 GPa >
n

a oznake imaju sledede znaZenje

Gl1 = S GiaP = y;i
G2z = X s Gz22P = y;z
Glz = hs
GL = 7, GilP = }/’1
Gz = z: G2P = y;
DG1L = 6y1
DGa = 672
DDG = Ay
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GEOMETRIJISKE VREDNOSTI FRESEEA
1

FOVRSINA, TEZISTE, MOMENT INERCIJE, Si

Fi . BESEGEGEBEHB@REGD -
Ti - 1P55H6F93541561B3D+E
it i LHIPEERTIEEEB4BRD-@R
31 2.23511415657HH45D—@1

ELEMENTI MATRICE GEOMETRIJSKEIH HARAKTERISTIEA

Gii . 564265547 256655D+E Gl 4\uw .745- T4 Z3TD A+
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CELICNI NOSAC — FPRESEK 3

FOVRSINA,TEZISTE, MOMENT INERCIJE

T apaelatolojalatalotalatatalalnle
™ . SIBEH D E

Jn . 24442 666666666TD-B2
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Frvo opterecdenjes koje Prima. nesas  je prednaprezanje tapa
Clo5e Brednaprezanje ses izvedi utezanjem armature za prethodno
naprezanje pri <emu se prese oslanjaju na konstrukci ju. Pofto se
izvrsi ankerovanje , cevi se injektiraju, %ime se armatura spreZe
sa nosaZem 1 postaje deo konstrukcije. U trenutku pre injektiranja
cevi armatura za prethodno naprezanje nije sastavni deo preseka pa
éta# (1> ima isti popre&ni presek kao Stap C2), tj ima presek 2-2.
Kada se izvr#i injektiranje cevi armatura postaje sastavni deo
preseka pa je popredni presek Ztapa (1D presek 1-1 Csl.P1.2).Prema
tome doflo je do pomeranja tefi%ta preseka zbog naknadnog
dodavanja elemenata Carmature za prethono naprezanje)

e = Tuz = T‘_”i @R 105

U primeru je uzeto da se osa Xtapa (1) i osa Stapa 2D
poklapaju tek posle injektiranja. Pomeranje teZi%ta preseka Stapa
(1> uneto je u &voru 1 kao beskonaZno kruti element duZine e
Csl.P1.4>. Prednaprezanje i uticaji u nosadu bide kasnije detal jno

obradeni , ovde je uvedenoc da bi se definisala shema nosaXa.

Na Csl.P1.4> data je shema nosada

i

\

5 Z 8
6/ 4 s I
K
®

T @

il

sl.P1.4
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Nepoznata pomeranja 1,2 i 3 su pomeranja <&vora 1, poznata

pomeranja su pomeranja &vorova 2,3 i 4 i Jednaka su nuli.

MoZe se na osnovu (7.22) obrazovati vektor nepoznatih

pomeranja g
n

u 1
{qh]= v CP1.2d
© 3
Odnosno preuredeni vektor pomeranja g
pr
AT
A% 2
© 3
O 4
F{ ]= O 5 CP1L. 33
B ) s
O 2
O 8
O o
i @) | 10

Lokalni koordinatni sistemi Stapova (x,y) desne or jentaci je
usvojeni su tako da se osa X poklapa sa osom nosaZa i orjentisana
Je u smeru od &vora i1 ka &voru k Ctabela 1D.

Usvojen je globalni koordinatni sistem C(X,YD Csl.P1.45>.

Odredide se matrice transformacije za Stapove C(Cpoglavl je &2
korifdenjem tabele P1.1: |

Tabela P1.1

Stap i k cosa sina
ak = 3l il O
2 i 3 1 )
3 at 4 @) =il

Na osnovu (6.2D,

(6.32 1 €6.7D

[TL:[T]Z:[I] @izal ) )
1 2 3 o 410
© —hh (@) o1 el e
G0l ey e @ el | CP1.5)
el = (g @ d S
4 o) | o oy ey eab
of a1 "0 i

a7



Bl 2.0 Priorasun Sspregnutog nosada u vremenu t=to

Matrica krutosti Ztapa €13 u lokalnom keordinatnom sistemu
[K]idata Je 1lzrazom (8.8D. Na osnovu izraza (P1.4> i (6.19

matrica krutosti 3Stapa (1) u globalnom kocordinatnom sistemu [KG]
=<5l

4 5 S 1 2 3
NLk O @) —NLk O O 7t
_f k j;c X O — Lk j;ck' >
l A l 2l l 2 v l 1
1 1 1 i
3k ]
A, e
. < T Er
1
= 1
N_Lk_ O @) 1
| . e tlan
simetriZno 1 2 ik 1 ki 2
1 !
A 3
L ik J
CP1.8D

Elementi matrice krutosti [K]i dati su izrazum (8.7D.
Matrica krutosti 32tapa (2> u lokalnom koordinatnom sistemu
[K] data Jje izrazom (8.8>. Na osnovu izraza (P1.4> 1 (&6.139>
2

matrica krutosti Ztapa (20 u globalnom koordinatnom sistemu [ng]z

Jje
4! 2 3 7 8
(@) -N O 1
NLgZ 0 Lg2
-1 1 -1
= i) —= ) O —7D 2
2 vg2 Lg2 20 L2
1 1 il
Z 2 2
-1
B = Tl
el o S
= > :
simetridno N_ng O 2
i_D_ a8
lz Lg2
b 2 -
@R 7D

Elementi matrice krutosti [K]z dait i Suldlzniazam s 8G9y
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Matrica

[,

data je

krutosti  Stapa

izrazom (8.8).

Posle transformacije

(3> u lokalnom koordinatnom sistemu

u globalni

koordinatni sistem na osnovu izraza (6.19) i CP1.5) Je

[e], = [7] [], [

i 2 3
P!
2 g3 : 1
= T 2R
3 3
N. o)
Lg3

= D

Lg3

simetri&no

<4 10
=1
2 g3 ©
l3 '
O -N
Lg3
=
—D, O
il Lg3
3
1
2 1yg3 9
il
3
N
Lg3

o

CIal Aoh)

i0

Stap (3 sadr?i dec na duZini e beskonaZne krutosti Csl.P1.4D

pa su elementi matrice
matrice krutosti tj.
E Fg
o u oL
NLgQ = o
sE J_ 12
D — u L3 3
1g3 la
3,0
Formira se preuredena

osnovu C7.212

K ; K
nn : np
K K
pn PP
4
-
N. = +N. i L .
Lk Lg2 12 1g3
3
f Lk
l L.
1
simetriZno

krutosti

ag

G 48D

odredeni

preko matrice fleksibilnosti

Lg3

preko bazne

cEF1 9D

matrical krutosti sistema [KPR] na

CP1.106>

Lg2

+D
Lg3

3

-

(Ei=hle gl kD)



1 2 3
—NLk _g 0 4
nE o -
O 2 ik i Lk 5
1 1
1
o) e B
li Lk Lk =
_ | =N, 0O O
[Kpn} = o2 g CPL.12)
o) "L g ey 8
l2 Lg2 Lg2
1
2 2z
:E_D_ 0 :i_D &
lZ Lg3 1 Lg3
3 3
0 -N 0 1%
- Lg3
Iz simetrije matrice [ K } sledi
pr
T
[ K ] = [ K ] CP1.13D
np pn
4 5 S ? 8 © 10
N o) 0 0 0 5
Lk
—EC} —£C, (@) 0 ) O 5
2 i1k Lk
i 1
1 1
A O 0] @) O S
Lk
[K ] - e Q 9 2 ‘CP1.14>
PP —!
zD’z (@] 0O 8
i 4
12D_3 O o)
L
simetri&no la g
N . 10
Lg3 i

Ut alezaly A : Prethodo naprezanje silom P = 2000 KN
ProraZun uticaja u trenutku Al
Prethodno naprezanje je prvi uticaj koji nosac prima. Kao 3to
je ranije navedeno, prednaprezanje se VvrsSi utezanjem armature za

prethodno naprezanje pri &emu se prese oslanjaju na konstrukci ju.
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Armatura za prethodno naprezanje Jje provedena kroz cevi Xime Jje
obezbedena njena nezavisna deformacija tokom utezanja. U vremenu
=t kad je armatura utegnuta i usidrena nosa& Je prethodno
napregnut, a neposrednoc posle toga u vremenu t=to kada se cevi
injektiraju armatura postaje sastavni dec preseka. U ovom sluZaju
rad} se o sprezanju naknadno dodatih, prethodno napregnutih,
elemenata sa nosaZem koji ima poZetnu deformaciju nastalu usled
delovanja sila prethodnog naprezanja.

Pretpostavl ja se da se celokupnoj armaturi za prethodno
naprezanje U preseku i1stovremenc apliciraju sile prethodnog
naprezanja i1 da su pre sprezanja naponi u njoj jednaki. Zanemaruje
Se ugac nagiba armature za prethodno naprezanje prema osi nosacda.
TeZiste Tp armature se poklapa sa teZilftem Tb betona.

Bri takvom naZinu prednaprezanja u trenutku zatezanja
armature, tj. u vremenu t=t"sila pretdodnog naprezanja P je
spol jagnja sila koja deluje na presek bez armature za prethodno
naprezanje. Armatura u tom momentu predstavl ja samo jedan element
preko koga se sila P saop&tava preseku. Geometri jske
karakteristike Cprilog 20 popre&nog preseka Stapa (12 su tada FZ

it Jg'sa teZigtem T? ¥to ustvarl odgovara preseku 2-—2 t1].
i1 i1

Cc—-

E = F
vd L2
3 =7 CP1.15D
il L2
C_
(=% =
1A \ 574

Sila P Jje wupravna na popreZni presek i deluje u teZiZtu
armature za prethodno naprezanje Tp . Posle redukci je ove sile na

te¥i%te TS dobija se sila P i moment Pei Csl.P1.5)

0—
n = - P

P GRS 65
mo_ = - Pe?

P L

Sto predstavl ja raspodel jeno ravnoteZno opteredenje parovima sila

O—
inteziteta no_ i parovima spregova momenta mp
P

161



Shema nosaZa i opteredenja u vremenu t=t°~ data je na slici CP1.5)

Bel
M
D 7]

B —

@ t L3

S1ElRE

U trenutku t=t% ose Stapova (12 1 (20 su pomerene jedna u
odnosu na dregu za duZinu beskonaZno krutog elementa e. Kada se
izvrEi injektiranje cevi u Stapu (1> u trenutku t=to armatura =za
prethodno naprezanje postade satavni deo preseka , tj. ona ¢e biti
dodata preseku pa <e se teZiXte preseka odnosno osa Xtapa (1D
pomeriti navife za duZinu e C(P1.13 i poklopiti sa osom Xtapa (2.

Shema beskonaZno krutog elementa data je na slici P1.6.

S IIPIENE

Pomer anje u’ &vora 1’ beskonaZno krutog elementa moZe se

/
izraziti preko pomeranja u <&vora 1

T =TT ep CPll?)

Sile na krajevima 2tapova u &voru 1 odnosno 1° izZrazide se u
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funkci ji parametara pomeranja &vora 1 odnosnoe 1’ .Koristide se
relacija (7.1, ali za vreme =2y u sluZaju da &tapovi nisu
opteredeni.

Koristedi matricu krutosti C(P1.6) gde je

N - NC— - EuFLZ A = AC— = 4Euj\.2
1k Lk " 3 Lk Lk = . »

i aEuFm - GEuJLz CP1.18D>
BLk 3 BL){ - l1 ’ CLk - CLk - l1 g

sile u &voru 1’ Stapa (12 u pravcu globalnih koordinatnih osa i
moment su

(&8 c=

¥ = N© uw
Lk
o- o-
e o
Y(i) = a Lk e ik (p
i il CP1.19D
i i
) C?; o—
M = - = v + A o
lz Lk

Na osnovu matrice krutosti C(P1.7D sile u &voru 1 Stapa (2) u

pravcu globalnih kocordinatnih osa i moment su

(2)

X = N. u
Lg2

_ D. .
Y(Z) = Lg2 et Ly o

12 L CP1.20D

{2) D 2

M = Sl e )

l ng

Z=a =Stop 63 keristime matrieu krutosti CP1.8) u kojoj je

S =]
3 3,C
C = FQ
~ u
N. = N, = GRANS 1D
ig3 ig3 l3 e s
C 3EUJ3
D = D.— o »
Lg3 1g3 la o

1ESZ



pa su sile u &voru 1’ u pravcu glavnih keoordinatnih ©sa 1 moment

I D'O-a DO_B
e L
il it
3,0 3,0
v = N‘_"a
L
= CP1.22)
(&3} D?—S O
M = __Lg_ u’ + D ©
Lg3

3,0

Izrazima CP1.19>, (P1.20> i (P1.22) date su sile i moment na
krajevima Stapova u &Zvoru 1 i 1’. Sile u &voru 1 odnosno 1°
Jednake su tim silama i imaju suprotni znak. Unosedi te sile u
Cvorove 1 1 1’ beskonaXno krutog elementa Csl.P1.8) u Zi jem Zvoru
1 deluje koncentrisana sila P i moment Pez Csl.P1. 5> mogude je

ispisati uslove ravnoteZe za taj element

Zz X =0
D°” i
— r
-N°T u'- N u S e SR
Lk Lg2 2 7
3,0 =jaile)
2 = 1@
o- o-
¢ C D _
= Lk + b © sz v 294 7). = N?gav =
z
1 1, B S CPL.23D
Z M =20
- 0—
ot DI D s 2
L + A% T o+ =22 v + D p + u’ + D
Lk tg2 Lg3
1 1 il
1 2 3,0
o Dc_’_a o
+[_}40— u’ + ___“i u’ + _\;g_. © ]e = Pe - Pe
Lk Z !
1 it
3,0 3,0

UnoZ%enjem relacije ¢P1.16) i CP1.230 dobilja se sistem od tri

JednaXine sa tri nepoznate iz kojih se mogu odrediti parametri

pomeranja u,v 1 ¢ u trenutku t=t0—, tj vektor E%J Sizhli s =kl

Za tako odredena pomeranja na osnovu relacije (7.29) reakcije
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oslonaca su

U=t
0
o
—
1l
I 7(; 1
©
7
e
TSl
e
21
el
|
[ =z
e
e ——

CRPUNESD

[t
O
el
Ul ]
]
i
v]

a matrica [Kan data izrazom (P1.12) gde +treba uneti izraze
ERITHIESDE A GRS D

Sile na krajevima Ztapova odreduju se iz izraza (7.30D

- E, e
J J J

pri Zemu u matrice krutosti Ztapova (1D 1 (3D date izraz;ma ER1IED
i CP1.8) treba uneti idzraze CP1.18> 1 CPl.21D, dok Jje matrica
krutosti Xtapa (20 data izrazom C(P1.7D.

SraZunate vrednosti parametra pomeranja u, u’, v i ¢ ,reakcije
oslonaca 1 sile na krajevima Stapova date su na slededoj stani.

C Uvedena je oznaka UP = u’, a veliZine u, u’,v i ¢ treba podeliti

sa E .D

o

Di jagrami sila u preseku i reakcije oslonaca prikazani su na

Slhtesl yEall e
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NEFOZNATA

\/

FOMERANIA USLED F , T=Ti@E—

—i. 6345 T78BEHTTS484L4D+E5
—(@ *37391mm6688]TiD+ﬂ5
—U=4b7664547884177D+m7

@, 2621 9623@43L5559D+335

REAKCIJE OSLONACA

t
=
=
0y

STAF

STAF

Ha
e
Mé
HT
Ve
9
/16

RIS

Hd4
116
Mo
N1
T2

o7

P

M1
iz
M3
N

o
I

i

T

MNZ

=

TS
N1

=i, 1 2@ 1547248461 £5D+@4
ﬁ,2773QH1751Q4'4‘D+M7
. 31 8EHFEL4RIEELLSEEID+ET
.12&56?973475324D+M4
—@.3@49&686@Q321?7D+@2
LA19TEET32152241D+E1
L31ETS4REEETAZESD+E

TRAJEVIMA STAFOVA

W, TS84 Er51 3825 2D +E3
7. 2738904391474 7 D+
@. 549385898862 3846D+E2
—. 8379823168827 D+@3
-, 2T3E8W4321 4747 D+E2
16239967 363G2HID+E3

—@, 1205699734 7T5324D+d4
7. 304966868 H321 7T TD+HEL
. 1219847440 1;3?1D+w7
. 120569973475 324D+54

—@ ., 3BA9ELB6HHE3I2LTTDHER

B 4195@mIB2159241D+d1

—if . ALETLA4ZHEEITAZHSD+E
@.12518@2693@6436D+@2

LA19533989159241 D+ 1

U Z1BTLA42HBIT43HED+EL



121,987

P
l 12585 7
10939 [KNm]
A
30497
27390 ' :
1201506, +~ @ @ 1205700 Tpo
|
#80% 27.350
9| 4195 30497
KN
4495
Lﬁ
307
798495 y
s
© Y P
’ o
o 205,700
3107
A

sl.P1.7 Dijagrami sila u preseku i reakci je oslonaca

usled sile prednaprezanja u trenutku 0=

L@}



Utieaji u nesadu usled prednaprezanja u trenutku t > t°°

U trenutku t = t°° kada armatura za prethodno naprezanje jof
nije spregnuta sa nosaXem geometri jske karakteristike poprednog
preseka su F?i J?.Posle injektiranja cevi u trenutku t > t°°
armatura postaje sastavni deoc preseka i njegove karakteristike su

EASRS T
L . L

U trenutku t > t°7 odreduju se preselne sile za nosa® kome su

dodati naknadni elementi (pd>. Zato Je potrebno odrediti novo
zamenjujude opteredenje kojim se uvodi uticaj prethodnog
naprezanja za nosa® sa karakteristikama Fti J. |23]. |24].

L

U trenutku neposredno posle dodavanja naknadnih elemenata
presecima , deformacija nosada sa karakteristikama FLi J 1ista je
%

kac deformacija nosafa sa karakteristikama F?i jL Wt T

neposredno pre dodavanja presecima naknadnih elemenata.

e = & CP1.26D
P PO

aoije poduZna deformaci ja nosafa kojli nije spregnut sa armaturom
P

g e . o
za prethodno naprezanje usled zamenjujudeg opteredenja np i

HP_ CiEAl o AEBE L 2y Je poduZna deformacija istih tacdaka nosada sa
P

PO
kojim je spregnuta armatura usled zamenjujudeg opteredenja n i

Mmoo koje treba odrediti.

Deformaci ja armature za prethodno naprezanje neposredno pre

sSprezanja & i posle sprezanja 6PP0 Je ista
pP

o = Ee o =Ee& - CP 1.27)
pP pPO p pP p pPO Fp

Dopunski uslov kompatibilnosti deformacije postavl ja se za

zajedni&ke tafke preseka 1 dodatog elementa Fp

_ N CP1.28>
gpP gpP P e

Kada se izraz (P1.28) pomnoZi sa Ep i uvede smena C(P1.27D

dobi ja se napon u armaturi za prethodno naprezanje

:.%+Ecg —e:_) ) CP1.29)
P P
pP .

Od trenutka kada je ostvareno sprerzanje armature sa nosadem

<
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sila prethodnog naprezanja postaje unutraZnja sila .Kako je to
Jedini uticaj kojl prima nosa® sile u preseku su N =0 i M = 0, pa
uslovi ravnotezZe 1zmedu spol jasnjih i unutra&njih sila u
proizvol jnom poprenom preseku glase

2 Jo dF + £ Jo
) ; P J 5

dF = 0
PP
j= n,m b CP1.30)
‘% Sfo._ ydF + 5 fo _ydF = 0
JJ.JP JpPP

Uvodenjem odgovarajudih izraza za napone 2l C2.39> za j=n,m
J

2 C2.310 gde je izostavl jeno skupljanje i o = CP1.290 u koji se
P

uvodi relacija (P1.26> , dobija se traZeno zamenjujude opteredenje

za nosal sa geometri jskim karakteristikama preseka F_L i jL

P L Ehe WdE
P P

P CP1.31D
-Py + & E £ ydF
P = P P

0!
PO

1l

m
PO

Odnosno, posle naznadenih integracija zamenjujude opteredenje

u trenutku t=to je oblika

[e 20
F B v
Nk e pr O— pr-p o—-
n = =1y N i o MP
L

PO FO— P T

L

Skl =D

mPO T I..Ipo yp
1 ono predstavl ja ravnoteZno opteredenje normalnom silom npo i
momentom savi janja LT odnosu na teZiste T_L

Na osnovu izraza (P1l.320 odredenc je zamenjujude opteredenje

n 19sem Zas St aprEidEHiNdi jagraniiSsusdatdiinadsilsiiciaiRd pEss
PO

PO
L ]
| 1
®
5 Npo
2008136835 TER VA
242, 5591716 u5,776582
‘ Po
= L]

SN B S
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Vektori spol jaZnjeg Zvornog opteredenja [P] i1 ekvivalentnog

Zvornog optereZenja [Fﬂ Stapa (1) su

[ — 2134.5748440 1
P
> m n _ 248. 7716582 3
it e = e CP1.33)
Pp 2088. 1388350 4
- 242.55817186 5
F 18. 21380045 1
- 0.7020811 2
Q
0O
l: Q } = .......T? ...... — e e = Cpl_ 34)
1 Qp 18. 2180045 4
0. 7020811 5
O s

Vektor kombinovanog & vor nog opteredenja ES] U P aveu
nepoznatih parametara pomeranja je

= 2116.35534 i

[g] = [p] - [@] = - 0.7020711 | 2 CP1.35)
n n n
246. 7716582 3

Uslovne jednadine iz kojih se odreduju nepoznata pomeranja na

osnovu (7.28) su

ool loe] =[5

Matrica Fﬁ ] data je izrazom C(P1.112 , vektor [F“} izrazom
nn

CERPL . 201 vektor [S ] Tz azomie IS SHin
n
Dobi jene vrednosti za parametre pomeranja u trenutku

t = to prikazane su na narednoj strani C(ireba ih podeliti sa Eu).

Ove veliXine identi&ne su vrednostima dobi jenim u trenutku t=t°
£to neposredno sledi 1 iz izraza (P1.26). To isto vaZi TE e
reakci je oslonaca 1 sile na krajevima &tapova u kojima nema
armature za pretdodno naprezanje (Ztapovi (2> 1 (3> D>. Na osnovu
izraza C7.29) i (7.300 odredene su reakcije oslonaca i1 sile na
krajevima &%tapova . Njihove vrednosti date su na sledecoj strani ,

a dijagrami sila u presecima dati su na slici P1. Q.

iLSLE



NEFOZINATA FOMERANJIA USLED F , T=T4d

u —i. 5345788EHTIRELRT49D+ES
Vv — @ AL366454F24GHSETD+E3R
B, 262126231 185465D+65

REAKCIJE 0OSLONACA

H4 =@ . 1201584725187 33D+04

VS 3. 2738984329581 356D+E2
M& i, 298RU6HE8HTTRSTVD+E3
HT . 1205699 735128840+d4

va =@ . 34266868 HIEFID+ER
g i — 3. 4195@E94151621 D+
S .27 E4R2HF2BIHTHD+E

SILE MNA ERAJEVIMA STAFDOVA

STAF 1
H4 . 8266321 1@31267T4D+E3
TS 7. ””799M47Q851766D+”“
Méb M. 5634686647 TE25TED+
N1 —@.?33@?%1193126.4D+@3
i —@. 273890439881 38&D+@2
=] . 1121998844315 74D+E3
STAF =
M1 —f. 12856997351 2884D+@4
i 7. 3G49668650B8HF6Q 3D+
3 3. 1219867T44323877D+@3
N H. 1205699 73512884D+44

TiE; —@. 3B456B6E8EF6593D+EE

STAF 3
T1 F.4195@E@994151621 D+
NZ — . BLHTEARGF28ZBTHED+E 1
41355 . 1 2585@2982454B6D+@2
e —@, 41950709941 51621D+d1
N1 B.310TE42@9283@7THBD+@1



121,587

Tpo

1205,700 [KN]

J

56,347
[
<\\\\\\\\\\\\\\\~ 12585 N
112.200
A
27390 30,497
1201,504 ® @
298,906 Tz'z390 l
@) 14195 30497
£195
'3,107
896,632 933070
e
@
© 1205,700
3107
|

sl.P1.9Q Dijagrami sila u preseku i reakci je oslonaca

usled sile prerdnaprezanja u trenutku to

Al



Uticaj B: Stalno opteredenje

Stap C£1D opterecden je +vertikalnim ravnomerno raspodel jenim
opteredenjem q,= 18 KNm , a &Stap (2 je optereden vertikalnim
ravnomerno raspodel jenim opteredenjem q_= 10 KN/m , kao Zto je
slikom Pl.3 prikazano.

Vektori ekvivalentnih &vornih opteredenja %tapova C1) i C2)

Cpoglavl je 30 su

O 4
—48 |s —ag :
_ -48 |o _ B
[Q] - o |1, [Q] Tl CP1.36)
1 —48 = 2 O 7
48 |3 L -15 Je

Preuredeni vektor ekvivalentnih &vornih opteredenja na osnovu

C7.23> je

[ @ A
=73 2
23 3
......... el

Q

Q = .n ...... = 48 =3 GP1. 37D

—-48 S
Qp (@) ?
=155 8
(©) o
@) j10

Nepoznata pomeranja odreduju se iz jednadine (7.28ad tj

ol o] = o]

gde je matrica krutosti Fﬁ ] data izrazom CP1.112>, vektor P%}
nn

izrazom C(P1.2).Vrednosti nepoznatih pomeranja dati su na slededoj

strani € treba ih podeliti sa Eud.

Reakci je oslonaca se odreduju na osnovu relacije (7.29 tj

P pn n P
gde je matrica [K ] datta Hizrazom ER1ILMEI0
PN

Na osnovu relacije C7.303 tj.

akaie;



(i)
()

-

J
odredene su sile na krajevima Stapova
Vrednosti reakcija oslonaca i sila na krajevima &tapova

usled stalnog opteredenja date su na sledecoj strani, a njihevi

di jagrami dati su na slici P1.10.
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MNEFOZNATA FOMERAMIA USLED @

\/I

—. 623BT256893T56BHD+EH2
—. RFEBA4THASSEHT LD+ 4
.2547EH55648513299D+14

REARCIJE OSLOMNACA

Ha
VS
Mé&
HT
Vg
HS

Vi

SILE MNA

STAF 1

Ha

=
P

M&
p1
2
1SS

STAF

-]

M1
i
M3
N7
T8

STAF 3

T1
NZ
M3
TS

N1

#H.9HR299TIIBRHEIHD+HID
. SAZS2HGES 1 TESEHID+EE
@, 544431 3H38354479D+ED
4. 11821581@89775564D+@1
7. 1493381349516 1HD+HE2
—@, 2091 457FBISFEEIDHEL
. 6681217798728 7TD+E2

~

FRAJEVIMA STAFOVA

3. U229V RIBZEFFAD+EE
. 2423208651 VSSE3D+E2
. 544 315@8354479D+E2
— . QEUR2RFTIIBRUFFHD+E
@ AL1TATIIIL4BE4497D+E2
—3. 265311117381 464D+E2

-, 11891581#977S54D+@1
7. 2506418456483 D+E2
B. 2H256TIBB1P35LH1D+EE
7.1189158189773564D+1
#.14935815495161@D+d2

@, 2@ 1457HWIE9663D+E1
—i, 668121 772872887TD+E2
. GRTA437T3T1@78989D+@1
—f. 221457 ISF6EID+H L
@.66812177T9872887TD+EHE

ST =



64,043

N 26531 20257 Mo
! /\

S~ | 6.2, S r
27 B4 | LKNm]
AL
54,250 :
| 75,
0920 M 6@9\ 1189 190
[ w
o0 = S K
L1748 14,936
Sder ol 200 14,936
AZO%
ka&z
= 002 © @ Ngo
! A
1189
66812 | O [KN]

sl1.P1.10 Dijagrami sila u preseku i reakcije oslonaca

usled stalnog opteredenja u trenutku to
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Uticaj C: Zadato pomerane oslonaca
Zadato je obrtanje ukl je¥tenja Coslonac 2) c = 0.002 rad i
o
spustanje oslonca 4, S = 0.0lm Csl.P 1.3). Preuredeni vektor

pomeranja tada ima oblik

u 1
v 2
© 3
) e I s o I
n @) 5

[q ] I . = o Bl CP1.38)
qp O 7
@] 8
@) o
i -0.01 |10

Nepoznata pomeranja odreduju se iz jednaXine (7.26a) tJ

] - ] -

gde su matrice [K ] i [K } date dzrazima @R 11D EP1 358
nn np

Reakci je oslonaca se odreduju na osnovu relacije C7.29) tj.

B )

Sile na krajevima Stapova odredene su na osnovu izraza (7.30D

[ HE e

J

tJ

VYrednosti nepoznatih pomeranja ,reakcija oslonaca i1 sila na
krajevima Ztapova usled zadatih pomeranja oslonaca u t=to date su

na slededoj strani,a dijagrami sila u preseku 1 reakcije oslonaca

Phikazani su na sl PL.1d.

abalive



NEFOZNATA FOMERANIA USLED C T=T4

3

U =@, 112BE49520@5352D~04
v —@., P41 58@R13227144D~-B2
. 45997 1946H2845556D~33

REAKCIJE DSLONACA

H4 W, 3252542984669 2D+
V& @, 3AA3ELSEETT4E16D+E3
M& G AFT 178457455191 D+E3
H7 . 428465884 422227T65D+ER
Y8 . 442753746999815D+E3
) =HL TEHEFLI 425851 eBR+aR
Vi1d —@, TEIERWIZRTVTL44Z1D+ER

SILE MNA KRAJEVIMA STAFOVA

STAP 1
=H4 . 32525 420B4656F@ED+EE
=i @, 343355857 74616D+63
M& @, 4971 7TB469455191D+W3
N1 -, 32525429846659@ED+E2
T2 — @, Z4G3ZTLECSTTAL16D+E3
M3 7. 1544841 @4519251D+44
STAF 2

M1 — @, 428658844 22227 ED+HE2
2 -7, A42T537467999815D+#E3
e —@. 1TT1B149B8799926D+@4

N7 7., 42865884422227 5D+
TE @, 44 2TE3T46999813D+HE3
STAF 3

T1 . 7539131426291 PBD+@2
NZ i TB?s>d’7”“T44T1D+m?
M2 7. RE61TIP4ERHEETISIDHESE

15 —@.75391714“6891r8D+M”
N1 —, TE3WIB3I32TT4431D+@3



497178

e 226,17
\1544'841
171,015
A
497178 340,336
Ve @ 42,865
NEBN o
340336
@ SA2TS4 442784
75.391
A_75'391
/783,090
32,525
( @
r @ 4_
{2,865
s
e T

Mco

Nco

KN

sl.P1.11 Dijagrami sila u preseku i reakcije oslonaca

usled zadatih pomeranja oslonaca u trenutku to
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P1.3. Proradun spregnutog nosada u vremenu t

Matrica krutosti %tapa (1) u vremenu t je operatorska matrica
koja na osnovu izraza (4.22), i (4.23) u globalnom koordinatnom

sistemu ima slededi oblik

Es = S 1 2 3
= AN 7~ ~ ~ -
N 0 = N’ 0 s: .
Lk Lk Lk Lk
N ~ ~ N
. ik —&, al
..l ’ ~ _C/ s
J.2 Lok 1 Lk O lZ Lk 1 ki
1! i 1 A
~ ~ ~ 1/\ ~ i
S
[K'] = A =1 -—C B’
1 Lk Lk Lk Lk
i
4
~ -~
N’ (@] =5 1
Lk Lk
2 ~ -~
. . —C! —=C
simetrino l2 Lk 1 ki 2
A 5 &
e
A 3
L W 8 .
CP1.3SD

~
Elementi matrice krutosti [ K']i daitd 'su i zrazeme LT
Matrica krutosti Ztapa (20 u vremenu t je operatorska matrica

koja na osnovu izraza (4.58> u globalnom koordinatnom sistemu ima

sledec¢i oblik

1 2 3 7 8
-~ ”~ ~ e 1 ~
- = 1 ’ s - N —S 1}
Lg2 i Lg2 Lg2 Lg2 T e
ey ~ e Fomn
1 1
—_ _1__DI —LDI —Sl e ’ 2
2iniNa2 Lg2 Lg2 ZE S 2
1 2 1 i i 1
2 2 2 7
- & 5 T
K = D’ s - —D 3
= Lg2 Lg2 1 g2
2 2
i Lo :
. ; — =
simetridno oz : Lo
2
P
1 . =
2 2
T
2

CB1.4065

1226



Elementi matrice krutosti [ K']Z dati su izrazima C4.45) i C4.51)D.

Matrica krutosti Xtapa (3D u vremenu t data je izrazom CP1.8D

S tim Eto <de njeni elementi,

dati izrazom CP1.9D,

biti na osnovu

N

izraza CAl.7) pomnoZeni jedini&nim operatorom 1°.

1 2 3
= 1 /\’ 1 AI
—0D 1 (@) —0D, i
2 g3 Lg3
1 i}
3 3
N il O
Lg3
~, ~ ~
[« ],-[c] e = B i
3 3 Lg3
simetri&no
L
Preuredena matrica krutosti sistema
tj. na osnovu (7.21) je oblika
~ e
K ke
~ nn np
[ K’ ] = M iersaiaine e esecerer i .
pPr ~ ~
K’ K’
=i} PP
gde je
1 2
F"A A’ 1 1/\, o 1 /\’
NLk+NLg2+ 12 Lg3 il tgz
3 ey
& 2 it
K’ = —C* +——D" +N
nnA l2 Lk J_2 Lgz2 Lg3
1 2
gimetri&no

124

o 10
—_— o ]
—D 17 O 1
l?_ Lg3
3
) =Nl al, 2
Lg3
= e 3
1 rg3
3
~
- D (e) o
12 Lg3
3 ~
N 82 10
Ltg3 B
(€ lhlalobalD)

Je operatorska matrica

(CIEht 2l

+D 3l e
Lg3

CP1AZ2D

+D’
Lg2

AI
Lk




r o~ A =
Nk 2 Sy =
_8:\, ._l_;\_j’
(@) i T 1 Lk s
al 1
1
::’ —1:1 A; R
~>L§< 1 Lk BLk o
N ~ ~
~ 1
’ = —N~’ — = SI
[Kpn} = igz i g2 Lg2 % CP1.44>
it Af =1 - = i
7 : : —D’ a
Lg2 l2 Lg2 1 Lg2
2 2
=2 oy -1 ~
—0D 1’ 0 el A
l2 Lg3 ] 1 g3
3 3
~
I- O __N‘ 10 o 1Q
Lg3 4
~
Iz simetrije matrice [ K’ ] sledi
pr
~ ~ T
[K’ ] = [K ] CP1.45)
np pn
4 5 S 2 8 o 10
= /N ~ -
N‘ 0 -s’ 0 0 0 0 &
Lrk Lk
= e
—G —C’ O (@) ©) @) 5
2 Lk Lk
A 1
1 1
”~
~ Afk O O O O s
L
e =
[ <. sl
._l >
N’ O O 2
Lg2 12 Lg2
2
~
12 4 5 O O 8
LEc]
lZ 1 ~
~;D_31’ @) °
iH
simetriZno l3 <
N a ] [eices
tg3
CRASNA6D
Vektor nepoznatih pomeranja dat je izrazom CP1.2D
u 1
[q ]z v 2 @A A
n p 3

Na osnovu relaci je (7.26) sistem uslovnih jednaé&ina

==



| Q;m} [ <] - =] CP1. 48>

po nepoznatim pomeranjima [F“] predstavl ja sistem integralnih

v . * .
JednaZina. Vektor {Sn] Je vektor ekvivalentnih Zvornih opteredenja

i bice posebno prikazan za sve tipove opteredenja koji su
razmatrani u vremenu t=to ,a u vremenu t jo¥% i =za slu&aj

skupl janja.

U ovom radu usvojide se funkcija puzanja teorije starenja ,a
moduc elasti&nosti betona Eb = const
Vitni CWhitneyD |44I je predloZio idealizovane krive puzanja

betona &ija se matemati®ka formulacija moZe dati u obliku

E
P i e e el L men S o e em G CP1. 49D
E_Cto

Umesto argumenta t i1 7 u teoriji starenja uvode se argumenti

o Cefektivno vremed 1 f definisani na nadin

o= FECtd , £ = FExd - fo = FCtod = O CR1LS@D
Tada je
> Ebo
4 = e L By e ae GRS
Ed@ro, ) EbCfD + Cp

Za Eb = const
el = e e CP1.52)

Uvodenjem funkcije puzanja C(P1.52> u integralnu jednadinu
C2.38), uz konstantan modus  elastiZnosti dobi ja se kao njeno

re¥enje funkcija relaksacije betona teorije starenja
R Cp, £ = B S g CP1.53)
Na osnovu izraza (2.33) je

* e—C@—f)

) = e = : CP1.54)

ocdnosno

523



S G O = e iy RS CP1.55D

¥
a osnovne funkci je wh 18R Jithovi: d =veds: w; |23[ su

> >€ > —q ! —
WP, £ = yCetd = L [1% o7 CP 2]
h h }’h

CP1.56)

e—th@—fD

w;C@,fD w;C@—fD = b>

Pri konstantnom modulu elastiXnosti betona funkci je puzanja
i1 relaksacije teorije starenja , odgovarajude osnovne funkcije i

njihovi 1zvodi zavise od razlike argumenata ¢o-f. To omogudava

da se uticaji u spregnutom nosafu po teori ji starenja , u odnosu
na efektivno vreme ¢ , kao argument, odreduju primenom Laplasovih
transformaci ja ]35[. Pri tome ., kada t = o, ocdgovarajude
efektivno vreme ima konaZnu vrednost, tj. ako je T = 7° tada iz

Hizraza CPRP1 . 52 sl aedi

> o] >
Elct, v D = + ©

. S S
F*atTOD = 1*+ o Ct = m,TOD= 1*+ ©_
Jer wvazi (CP1.50D.
VeliZina @n naziva se koefici jent puzanja teorije starenja
Buducdi da u teoriji starenja ¢ predstavl ja argument uticaji u
nosadu u proizvel jnom vremenu t nezavisni su od analitiZkog oblika
funkcije ¢ = FCtD) .Oni zavise samo od vrednosti funkcije FCLD u
posmatranom vremenu t.
Poznato je da funkcija puzanja teorije starenja odreduje

model kod koga Jje celokupna deformacija puzanja nepovratna i da

predstavl ja graniZnu teoriju koja daje rezultate na strani

sSiqurnesti.: Otuda Jje ovde usvojena funkcija puzanja teori je
starenja 1 za nju primenom Laplasovih transformacija , bez
matemati&kih =zanemarenja , odredene su taZne vrednosti uticaja u
nosadu.



Na sistem uslovnih integralnih jednaXina CP1.48) primenide se

Laplasova transformaci ja. Uslovne Jednaline su integralne jedna&ine

konvolucionog tipa . Slike ovih Jedna&ina su
p— — —x
[ K’ Cp)][ q Cpb} = [ S Cp)] CEL. 58D
nn n n
Cime je sistem preveden u sistem algebarskih Jedna&ina , tj.
R Ry Rrep TCpd 55 cpd
1 F R2P a P =P Shas
=, =, — = = G Pl 2585
K4Cp) KstD vipd = SHZCpD
= — —%
Kde) ol pd oHBCp) H=P,&,C,S
i refide se primenom Kramerovog pravila , pri tome de slike

nepoznatih pomeranja biti

D Cpd
wp) = —F
DX pd

DvHCpD

vipd) = —— — H=P, @, ¢C,S GRIEE)
DX pd

Wep D B , D (pd 1 IXpd predstavljaju polinome
Veli&ine DuHCp) < DVﬂCpD o o p) p Jaju p
pri Zemu je polinom IXp) vi%eg stepena od ostalih polinoma i ima

aCk= 1,2...7) negativnih, razli&itih i realnih nula u intervalu
k

od -1.0 do 0.0. Kori&denjem izraza (D1.12> orginali nepoznatih

pomeranja su

z --1 7 D HCakD ak@

_— o
L_UCPD A = Z D'Ca D e
i k

n

L |vCpd S et e R R CP1.62)




Navefdle se slike funkci ja koje <e se koristiti u ovom radu
Na osnovu relacije C(D1.1) slike osnovnih funkcija i njihovih

izvoda C(P1.56) su

4

—x
VJhCP) = —pcw}j > ad
CPL 63D
— 3 1
L CpT= = , b
h
=
a slike funkcija v i y’ (P1.54) i CP1.355) su
W EED = s L 5
P T pCp+1D ’ =
CP1l. 64D
= 3 1
Kriste se i sledede slike
T%¢pd = 1T i Glcey, — 40 . CP1.65)
Iz relacije (2.320 1 (P1.64bD je
R'Cpd> = —2 CPL.B6D
pti
a2 na osnovu izraza (2.43> 1 C(P1.66> je
B+ 7
B R I
R11Cp3 =
p t ¥
= 22
> = << CRi1. G
PZZCpD ST ! i
=0
=, _ 12
RiZCpD S
Iz relacije €2.49> 1 CP1.63D> je
h B RG 87
h h=1,2 CP1. 683
= S ' o)
rhCPD BEEN y%)

a unofenjem ovog izraza u (2.853) dobijaju se sledede =like

funkci ja



Cp +1 dCp + g’z)

F dpd = = Sa— _
11 BoCDE g JCE g D
1 2
1..:*( S Cplsdl DIEs ;;_’13
22" F BB y;)Cp + y;) CP1. 69D
E* A ?12Cp a2l D)
12 F BHEENE y;)Cp B y;D

. SliZno se dolazi i do sledede slike

CEs r,2Cp + v,2

IZZCPD = Tp F 15Cp +y;13 : CRAVS7ZOD

Slika funkcije C' moZe da se napiZe neposredno 1z izraza

C4.39) koriZdenjem C(P1.868ad

=, _ KCpd s
C'Cpd = = ¢p + y;DCp = y;D Gl 7l D
gde je
’ ’ 2 -~
KCp> = 4 (p + y1)Cp + yzD + e CPL. 72D

Elemen t i matrice [E' Cp)] CP1.589> na osnovu (P1.43) su
nn

oblika
K'Cpd = N’ Cp> + N Cp> + T
i il Lig2 lZ Lyg3
3
Riee = == o
P 5 Lg2
Bdarsli= T @yl el e D
g ik Lgz la Lg3
CP1.73
Ry e R S
4 B 2 2 k P 20U P Lg3
1 1
41 %
K = e e
K'Cpd = — : P . g P
i ’
cr = A’ + D Cpd> + D,
Kde) ALkaD Lg2 = Lg3

gde je na osnovu prethodno uvedenih slika i izraza C4.170 ,C4.45>:



N Cp) < (Gt | o bl b
L l1 p + gl
B g G DR g LD
Ar Cp) = u ol 1 P }/2 }/12
Lk 1 "
L 1 Cp+lDCp+}/'\i)
14
BT e iC b e e iy R 2
§l Cp) = L1 P }/1 5 }/2 12
- T
§ 1 Gpl s DG+ }/’<1)D
114
£ S 1)
p = (G & 12
S e 1
1 Gl =2l
4.2 2 (2)
C {2 ’ ’
= o 4EuFL2 p + ¥, OCp + b2l JCp + v D)
! 1
tg2 2 Cp + 1D Kcpd ‘%’
12E 7 Epl s o <z>)Cp e }/’(Z)DCp 2 }/,<2))
B = Gtz 1 2 22
Hos ko Cp + 1> KCpd %’
5E S }/(Z)Cp " ;/'(Z)DCp . ?/,<2>)
= O u iz 12 1 2
Lgz P2 = 1 ¢2)
2 €p + 13 KEpd
CP1.74>
VeliZine N, i B date su izrazom CP1.8D.
Lg3 Lg3

Determinanta matrice [Z’ Cp)] prikazuje se u sledecdem obliku:
nn

= D)
D'Cpd = - DEGE — — . CP1.75)
S €p + 137Cp #pt 8D Kepo
Polinom DPCp) Jje polinom festog stepena . Koeficijenti polinoma

odredeni su u okviru naplsanog programa Grafik 1 koreni polinoma

DPCp) odredeni su u programu MCD i priloZeni su na narednoj

Stran e
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resavanje
prlmer

e

amovskog nosaca

Bl := @.334¢2@3315255884 -
B2 1= @.4287319465699652 -
B3 1= @.214242961 7Hb6E25 -
€E4 1= @, S3E322E34187373

karena polinoma

-
RAT=

sestog
tacnu

stepena

metodu

deftormaci ja

B& = @, 44082967635 - 14
-4
BY = #,1128711987@2251 -14
v os= —1.1,—1.89 ..@
&5 = 4 3 2
gl P == - s By Ll BEaa R HA RS RS RGeS R A
-8 i
219 /
1 .ll
g (y) = S
=g e
=2 el =
~1.2 Y 9
_9 |
Bi= 1 lﬂ i, !
I, .,n"' ; |
g ( \/ ) 5. - l\" ’r___rl
= ") i
=
T T v 7.
=Ll
110 L
g (y) e — 1 e
-1t
il e 7 .97
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Uticaj A : Prethodno naprezanje silom P = 2000 XN

Uvodi se oscobina relaksacije Zelika za prethodno naprezanje.

Funkcija relaksacije &elika E*= R*Ct,to) linearno zavisi ad
P P

*
funkci je relaksaci je betona R kao %to je dato izrazom C2.37D i

~
> *x >
ST T = Gl e e R, CP1. 76D

?

Za  odredeni interwval t,to 2l poZetni napon u &Celiku

o'o,usvaja se konstantna vrednost p. OCna se odreduje iz izraza
je)

ERES8Y
L Ct=tod
o = P
1T ety
gde je [ = { Ct-tod relaksacija <&elika za prethodno naprezanje
P P

i u ovom primeru je 8 % .Koristedi izraz C(P1.53D

o = ——2 = 0 08249101274 . EEl. 77>

U trenutku to odredeno je zamenjujude ravnoteZno opteredenje

n i m (Csl1.P1.8). U trenutku t sile u preseku linearno zavise
PO Po
. =
od funkcije relaksacije Zelika za prethodno naprezanje |26 Rp
>
N =R n
P p PO CEL 78D
M = R* m
B P PO
Vektor &vornih sila je
i x ] [ x
-2134,5743440 RP —cRP
p* e >
n 246, 7716582 R dRP
[p*] o T S ST S T S s PR (S L 1. 79
= % 32 3% i
E 2088,1368350 R eR
P P B
P e
-242,5591 716 R L =fiR
P P

Vektor ekvivalentnog &vornog opterecdenja &Stapa (10 wusled

ravnote®nog opteredenja (P1.77> (sl.P1.8> je odreden na osnovu

izrazas £S5, 9), €85.10) 1 €35.14155; pa je

aks it



gde je
b =¢ - e
a =d - 1

(o] &
Y

B
_ B J ~
a % L DL PG LR S
===k = L P’ K
1 "'p 13 22 12 P
1 . GO
L 6 1 G D)
o= AT II Fl R
(= 22 12 P
)65 5
b >
= R
== P
b s
a * ES TSI G DI i
EREAN T = 4G
2 B L = 22 12 351
1 1 LA
a7 3

. ) ~
id I’<“F'<DR*
22 42 P

re
12

P11 20D

CR1.813

Vektor kombinovanih &vornih opteredenja u pravcecu nepoznatih

pomeranja [ = ] je tada

[s, 1°LF, 1+[ <9 1=

—x
Zlika vektora Sth) g R 529

*
C=¢ + SDEP
B J ~
. &=
C__a_ '] L4 I,u) ,<1>)E
1 22 12
> 1 4 14
2
U 4 sy LD >
i 20 22 12 ==
L4

w
)

CR1. 829

i C(P1.59) odreduje se koriZdenjem

—¢
izraza (P1.68), (P1.69) 1 slike funkcije Rp(p) koja se dobija iz

CR1. 76> i CP1l.66D

= L @ i= okt
RpCp) = —_EEEITT
pa Jje
= = p+C1—pD
391Cp3 = = Cc+ed S



1

é* @epii Bl D S E e bjti (1) p + C1 -pD
j=¥4 & T Py 2 v }
pCp+1DCp+y;1 >

) T4 61 Pl G = 5D

¥
s
Tl pCp+1DCp+}’;i1)3

S
pa P

I
(]
o
U
+
o
<
s
N
[
w

CP1.84D
KoriScenjem dizraza €P1.84> i CPl1.589)  odredene su slike

nepoznatih pomeranja (P1.60) usled prednaprezanja C(H=P), pri tome

Je
- DU Cpd
D_Cpd = z
pCp+1Dan+}/’1ii)D K% pd
- DVPCpD
DL €p) = ezl 2ED)
b pCp+1)3Cp+7’1i1)D K%¢ p>
B DFPCpD
B PCPD 5 E) ¢4) 2
¥ pCp+127Cp+y’ **D K ¢pd
gde su DUPCp), DVPCp) 5 DFPCpD polinomi festog stepena i

njihovi koeficijenti dati su u prilogu koji sledi.
Unofenjem izraza C(P1.85) 1 1izraza za determinantu sistema

CiTal o sh) | T SREI=AHEep) posle izvrEenih skradivanja u razlomcima

dobi jaju se slike

¥ DU_Cpd DU_Cpd
CEC RN SDICEY | X po

DVPCpD DVPCpD
= 2 = CP1.86)
i 8=2 PDICP) o pd

DFPCpD DFPCpD
i sDIcpY | X po

a kori%cenjem CD1.12) odnosno CP1.62> i orginali

s



. ? DU CakD o @
= = S L3UR
u L[ u Cpd ] 3 T
k=i, k
b 7 DVPCak) A P
— - = 43 ~
paly = L[ v _Cpd ] =% o e CIPAVESZD)
k=1 k
? BDE _Cal 3 o ©
= = =4y - P k k' n
(pP L‘[ ¢PCPD ] L Q' Ca D =
k=4 k
Vrednosti nepoznatih pomeranja u s A © usled

prednaprezanja date su u narednom prilogu. Unosedi vrednost za
koefici jent puzanja @“=O koriZcdenjem istog programa dobijaju se
poemeranja u trenutku t=0 i njihove su vrednosti date u prilogu a
nose indeks O.

Reakci je oslonaca se odreduju na osnovu izraza (7.29,

CP1.44>, CP1.80> 1 (P1.82D

(= 1=0[%_ 1[R]-[2].:

1l
~ ~
= =N"* + S —C + R
H¢ NLku k@ = = P
A for Jf A
= AN L4, 4y, 4y
ey . ' - =+ F OR
v5 2 CLkv b 1 < LB vij (9 1 s 22 12
1 1 i L
1
~ A N BJn A ~
il i1 A I >
= o - — % ¢ Sl @ it OR
Md SLku 1 CLkV = P 2 S, 22 12
1 L4
~ 1 ~ e
— 1 s == <
e 13 Sz gt CP1.88)
~ ~ ~
1 a ;
vV = - S = — D v = T D! ©
8 1 Lg2 2 Lg2 LIgi2
2 1 2
2
e ~
il '
A= 11 1'u - =D _.1'p
o l2 el 5 g
3
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U izrazima CP1.83) javljaju se vrednosti funkcija SnCp) za o = ph
gde su
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S Cop) = N u - N
e % : S_Ced N_ngu X
A ~
S Cpd = S o = ’
el e SaC@D Sng :
2N A
S C D = 2 = ’
=P CLkV , SQC@D Sngp .
2N ~
S C D) = & s = .
LS e 81Cp) Sng R
2 ~
S C B = S 5 =
5 i Lku Sig@D D\.gzV >
~ ~
S Ced. = B’ s = D’
= 7 VR Sig@) Dng ’
CP1.893D
Sl ek ,
2 p
b
Sz = C e + =2R = e + sz1 ,
2 P
- Jaijs I, ~ ~ x
FORRE e <1)F,,<1>)R ,
il 22 12 P
1 1 14
= J'1 2 e it 3
L ’ ’
2 B 2 S. I22 Fiz RP '
i1
Az = R + Azl
o)

Vrednosti ovih funkcija odreduju se primenom Laplasovih
transformaci ja .Koriste se slike date izrazima C(P1.74D> i CP1.86) i
dobi ja se koliZnik polinoma na koji se moZe primeniti stav (D1.12D
inverzne Laplasove transformacije . Vrednosti ovih funkcija u
vremenu t i vremenu t=to (za pn=OD date su u narednom prilogu.

Sile na krajevima Xtapova se odreduju na osnovu (7.30> tj.

~

[E]J= [ K’]J,Eq]j— EQ]j 2
gde su matrice krutosti Ztapova date izrazima C(P1.39, (P1.40> i
CGP1.41> 23 Eﬂi izrazom CP1.80). Pri tome su kori%dene veli&ine
date relacijom C(P1.89).

Vrednosti reakcija oslonaca i1 sila na krajevima Stapova usled
sile prednaprezanja CH=PD u trnutku t=to Cph=O) i u vremenu t date
su u narednom prilegu. Dijagrami sila u preseku 1 reakcije u

vremenu t usled sile prednaprezanja dati su na slici Pl.12.
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Uticaj B Stalno opteredenje

Stap (1) odnosno Stap (2> opteredeni su stalnim ravnomerno

raspodel jenim opteredenjem q,= 18 KN/m odnosnoq2= 10 KN/m

Sto je slikom P1.3 prikazano.

tokom vremena to vaZi stav (5.13) tj.

S0 —‘qi
9, T 9,
Vektor ekvivalentnog &vornog opterecdenja &Etapa
opterecdenja q, na osnovu izraza (3.200 je
i 0 1 4
q
= 474 *
= 1 5
2
~ 7y 1* S
1=
Q =D e e e s
1 O 1
= qili 1* 2
2
2
qili 1* 3
12 |
Vektor ekvivalentnih &vornih opteredenja Stapa

opteredenja g_ na osnovu (5.31) je
2
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y kao

Kako je opteredenje nepromenl jivo

ClD> wusled
CP1.380D
C2) wusled



I =
CI].Q/\
2 2 (2%
= . — N’ F 1
48E = g2z 42
u o2
_ q2 ZSQ)*_qZ 21* 2
24 2
2
_ qzlz (2 %
=1 s 3
Q = e S e T e I e ST
S . CP1.391D
ql ~
2 2 N ¢ 2)% 5
48E =S Lg2 12
uio 12
qz 2_(2) % qzlz *|g
z4 = _aij

Preuredeni vektor <&vornih opteredenja sistema jednak je

preuredenom kombinovanom vektoru <vornih opteredenja

= 13 =
_ qz 2 Q, il ) 2
i8E S igz 412
U v2
= qili 1* q2 2 (2)*_q2 2 1* 2
2 24 =
2
qili 1* = qzlz G20 € -
12 B
o 4
=2 * S* = q111 *
[s*]=[e"]-= o = = & . CP1.92)
=
P 2
= qili Ead
1= il S
3
_ qzlz ;, (2 -
43E S tlgi2ee 182
o L
q212C<2>*_q2 2 1* 8
24 2
O o
O 10

Slike vektora 35.Cpd CP1.58) i CP1.B5S) odreduju se koriXdenjem
n

izraza CP1.68) , CP1.69> , CP1.74D, C4.47) 1 CP1.71), pa je
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g . il
S Cp) = - 2 g‘Lz 12 14
Q4 124 ¢2)
L2 pKCp>
~q212 ¢ 5 ’(EDC % ,<2>) quli 9 l2 G2
—x B = P ¥y P ¥ — = + = D KCpD
e BT
= KCpD<2>
2
et gl
. | 282 Cp + y”(mDCp i 7’<2)3 —i——-KCpD(Z)
- 1 2 12
SQBCp) = =
p Kdp> 2

Rl 192D

KoriScenjem izraza (P1.93) 1 (P1.59) odreduju se slike

nepoznatih pomeranja C(P1.80> usled stalnog opteredenja C(H=Q) , pri

tome je
DU Cpd
5-)I(.CIC pD = 2 = [ ) (2>
“ PCp+1Y“Cp+y! OKCP)
B DV Cpd
D (pd = @ — — CP1.94D
¥ ' pCp+l)2Cp+y;iiDKCp)
ok EEQCpD
Cp> =
G pCp+1>2<p+y;i“>ch3@’
gde su DU Cp),ﬁVQCp) i EEQCPD polinomi petog stepena . Unofenjem
Q

izraza (P1.84) i izraza za determinantu sistema C(P1.75) u (P1.802

posle sredivanja razlomka dobijaju se slike

e 'L CpHLIPUSEY & L BUERS
B P S —Tmrepy pd
B Cp+12DV_Cpd . PVCP el =y
PPN RpDEar Y Xp>
3 sElbese e
PaCP? = —HDPCHD QCpd

Koefici jenti polinoma PUCp), PV(pd 1 PFC(pd dati su u narednom

priilogu.

Kori%cenjem (D1.12> odnosno (P1.62) odreduju se i orginali
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_ . ? PUlCak) X P
_ - = _ « g : n
2 = S u_Cpd 17 =¢ TETEE
=t k
& " ? PVQCakD X P
= r = 3
Vie L{ v.p> ] 3 S CP1.986)
k=1 k
? PE et D o o
2. = -1 _ Q k k' n
pa L[ pQCp) ] L Q'Ca D &
k=1 k
Vrednosti nepoznatih pomeranja u . vooi © usled

stalnog opteredenja date su u narednom prilogu. Unosedi vrednost za
kocefici jent puzanja ¢n=0 koriZdenjem istog programa dobijaju se
pomeranja u trenutku t=0 i njihove su vrednosti date u prilegu, a
nose indeks O.

Reakci je oslonaca se odreduju na osnovu izraza (7.29),

CP1.44> 1 CP1.9&D

[RX1=0[%, 1@]l-[a71.

el
~ ~
S e e
g 1l
2 0 1 4 >
= —— C’ + (Gl + il
vs 2 CLkV il R 2
L
1
2
:o al. E; +;1 3 qili 1*
Mo B AR e Y e =
.3
- 1 2 4 g, > quz A (2) %
= 3= g Vs : b - = .
i ol Iy Sig2 Loz 48E_5__ ig2 12 CP1.97>
A~ ~ ~ g g 1
gt 1 1 i 202 (2> 2% ol 3
= — 5’ u - —D' v - — D O = S it
VB 1 Lg2 l2 Lgz 12 Lg2 c4 2
Z
~ ~
1 ’
gL = = = D L iy = I—-Danl ©
] lZ Lg3 5 g
3
~
e = = ke
10 Lg3

U izrazima C(P1.97) javljaju se vrednosti funkcija T&C@D Za © = o

gde su



T C ) = N' = ’
" © Lku ¥ T7qu) Ni.gzu R
o~ S ~

T Cod) = S % = U
o © Lk@ TvaDD Si.gzv s
2 ~
T C D = CI = ’
Ehid i ’ TQquD Sng@ :
o ~
TG =G X = !
i © i.k‘o T1§@3 Sng
oy ~
L ECo) = S , =
SRS © Lku TiquD Di.gzv N
o A~
T Cepd = B’ 5 = 2
el et T1g@) Dngp ’
CP1.398)
3
g i ~
_ 2 2 i (o2 )€
TioC@) ~  48E S itg2 12
(CO
g l g
D S22 g kS
T14C¢) ¥ _E§F43 = L
T15C<;03 - AquD

Vrednosti ovih funkcija odreduju se primenom Laplasovih
transformaci ja .Koriste se slike date izrazima C(P1.74D> i CP1.395%) i
dobi ja se koliZnik polinoma na koji se moZe primeniti stav CD1.12D
inverzne Laplasove transformacije . Vrednosti ovih funkcija u
vremenu t i1 vremenu t=to (za pn=OD date su u narednom prilogu.

Sile na krajevima Stapova se odreduju na osnovu (7.300 tj.

[R]J= [ K’]‘qu]j— EQ]j ;
gde su matrice krutosti Etapova date izrazima CP1.39), C(P1.40D i
CP1.41> a +wvektori ekvivalentnih <&vornih opteredenja izrazima
CP1.380> i CP1.91D>. Pri tome su koriZdene velidine date relacijom
CP1.97>.

Vrednosti reakcija oslonaca 1 sila na krajevima Stapova usled
sile stalnog opteredenja CH=Q) u trnutku t=to C@n=OD i u vremenu t
date su u narednom prilogu. Dijagrami sila u preseku 1 reakcije

u vremenu t usled stalnog opteredenja dati su na slici P1.13.
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S1.P1.13 Dijagrami sila u preseku i reakcije oslonaca

usled stalnog opteredenja u vremenu t



Uticaj C : Zadato pomeranje oslonaca

Zadato je obrtanje ukl jeXitenja c i spugtanje oslonca c
o o

& = -0 Cose ity

o

c =001 1% m ,

o

kao Sto je prikazano na slici P1.3.

Preuredeni wvektor pomeranja tada ima oblik

u 1
v 2
____________ D |3
O 4
laf O s
[qJ= LR S 00e 1 s CP1.99D
qp O 7
O 8
O °
>
=@ @1 4 10
Nepoznata pomeranja odreduju se jednadine (7.26ad tj.
~ ~
[K'}{q]+[l<']l:q]=0 CP1.100)
nn n np P
gde je na osnovu CP1.45D
4 O 1
L3 ~0.002 17%|s
o _ s B CP1.101D
[ “P][qp} ek CE —0.01 1~ |10
B’ @) 3
Lile 1|

Sistem integralnih jedna&ina <CP1.1000 refava se primenom

Laplasovih transformaci ja

— — = _ — X
K;CpDuCp) + K;CpDvCpD ik KanDpCp) 0. 002 SikaD
— = = — —, — Al 0. 002 = _0.01
K;CpDuCpD + K4Cp3v€p) + KSCpD@CpD ——T:——CLkaD = N

Lg3

= — == — —
R:cpducpd + K cpdvepd + K/ CpdeCpd = 0.002 B Cpd CP1.102>

Determinata sistema data je izrazom CP1.785) a slike funkcija

5Xcpd, TXcpdi B_Cp) odreduju se na osnovu CAL.5), CPL.65) i
ik =ik i

Cizal, Tt
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Slike nepoznatih pomeranja date su izrazom CP1.80d, gde je

_ DU Cpd
D P> = =
pCp+133Cp+y;i”) KQépD

_ DVCCpD

D _Cpd> = CP1IE 035
Ve pCp+l)3Cp+y;i“) KQépD

o DFCCpD
D Cpd =

oc P

pCp+1DBCp+y;i“D k¢ p>

polinomi EUeCpD, EVCCpD ol 5ECCpD su polinomi Sestog stepena
Unofenjem izraza (P1.103) i izraza za determinantu sistema CP1.75)

u C(P1.80) posle sredivanja razlomaka dobijaju se slike

DU Cpd DU Cpd
_C N = = =
He-P pDPC pD QCpo
DV_Cpd DV Cpd
= - = .10
chp) SOPC Y X5 (€]l 4>
DF_Cpd DF Cpd
B pri= oDPCpy | X po

Koefici jenti polinoma DUCp>, DVCpd 1 DFCp) dati su u narednom
pri o

Kori&denjem (D1.12) odnosno (P1.62) odreduju se i orginali

7 PU Ca 3 o ©
- T 5 -1 _ k = ket in
LIC 1 L[ uc;i‘D ] ) QiCal D
k=1 k
7 PV Cak) &P
- -1
- = CP1.105>
k=1 k
B e 7 PFCCakD eakpn
o= Lifue ROt =R o Cx
k=1 k
Vrednosti nepoznatih pomeranja u , Vv i o usled zadatih

pomeranja oslonaca date su u narednom prilogu. Unosedi vrednost za
koefici jent puzanja ¢ =0 korisdenjem istog programa dobijaju se

n .
pomeranja u trenutku t=0 i njihove su vrednosti date u prilogu, a

nose indeks O.
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Reakci je oslonaca se odreduju na osnovu izraza (7.29)

[RZ e e e Ve Sl e

£
-~ ~ o
H4 = —Ntku + SLkp + 0. 002 SLk
2 & ~ 3l >
v = ’ oy B ’ — ==
= 2 Ci_kv 3 CLk@ ) 110k 1 CLk
1 b &
~ ~ ~
MITE s ey S S SR e e = L@ A
s Lk l1 Lk e ’ L
e 1 ~ ~
= —-N’ + — S + S
H? tgzu lz StgzV Stgzp CP1.106D
va 5 %_ = 29 7 E? D YT %_ = 2¥
2 = 1L HEL 2 -9
2
~ ~
Hle= = al’u—i—D, 170
o l2 Lg . Lg3
3
~
V = =N, 1'v
10 Lg3

U izrazima C(P1.106> javljaju se vrednosti funkcija SkC@D za @ = @

n

gde su
~ ~
= N’ S Ced = N’ u .
e e , T ig2
N ~
= S , S Ced = S v :
= s = k? g ¥ igz
~ 7~
= G 3 S Cgd = S’
SQCPD Ci_lcv <] i ngqo
N 7~
= ’ D _ S'
S4C@) CLkp 4 Sigp Lg2
”~ ~
= % = IB)
SSC¢D Stku s Sigp) ngv ’
~ ~ Pa
o ’ = ¢ 7 . S Cod) = A’ .
SGCPD - Btkp ’ Sigﬁ) Dngp 3% e
4 CzCpd = C°
SzCpd = SLk s zCpd) = C. »
3 _ =
AzCpd = A_Lk > BzCgd = . - L e

Vrednosti ovih funkecija odreduju se primenom Laplasovih
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transformaci ja.Koriste se slike date izrazima CP1. 74D 1 CRP1.1Qd45 i
dobi ja se koliZnik polinoma na koji se moZe primeniti stav CD1.1&D
inverzne Laplasove transformacije . Vrednosti ovih funkci ja u
vremenu t 1 vremenu t=to (za @h=OD date su u narednom prilogu.

Sile na krajevima Ztapova se odreduju na osnovu C(7.30) tj.

~

[Rl= [ %], [,
Pri tome su kori%dene veliXine date relaci jom CP1.107D.

Vrednosti reakcija oslonaca i sila na krajevima Z2tapova usled
zadatih pomeranja oslonaca (H=Q) u trnutku t=to C@h=OD 1 u vremenu
t date su u narednom prilogu. Dijagrami sila u preseku 1 reakcije
u vremenu t usled zadatih pomeranja oslonaca dati su na slici

RAL e oL
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E tadato pomeranie oslonaca
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S1.P1.14 Dijagrami sila u preseku i reakcije oslonaca

usled zadatih pomeranja oslonaca u vremenu t
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Uticaj D : Skupl janje betona
Uvodi se pretpostavka da Jje pojava skupl janja betona
vremenski sli&na puzanju. Funkcija deformacije usled skupl janja

betona £ data je izrazom (2.29
3
L ¢
SR = EEN DR CP1. 103D

S

a za svaki uoleni par (t,tod parametar r je

é:th,to)
r = = e CP1.108D
E €&, tod) — &
Na osnovu izraza (P1.57) i za usvojenu vrednost = e Seollo
3
trenutku t% je
& k
= Z = 8.571428571E-5 . CP1.110D

Uticaj poznate deformacije spregnutocg nosaZa usled skupl janja
betona uvodi se kao spoljno ravnotefno opteredenje 23], |24 ]
normalnom silom 1 momentom savi janja u odnosu na teZidte
idealizovanog preseka. Uvoden jem pretpostavke CP1.1085 i

koriZdenjem izraza (2.31) dobija se

N =EF r|t™~- R | =n |17~ R

2 SHbE e g CP1.111)
M =EF yr|t -R | =m |t ~-R |

= u br’ b 3

RavnoteZno opteredenje Stapa (13 1 (2D prikazano je na slici P1.15.

STAP 1

STAP 2

} N;) (2) 2y
© “> Ms=Ns-Yp

\

sl.PL .15
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Vektor €vormih sila Etapa €10 je

= % =
N 4

(=1
@) 5

(4)

- M S

=1

[P]i = >
- N 1

=1
O 2

>
M (1) B

= (=3 o

Vektor ekvivalentnih &vornih opteredenja (poglavlje 5D

(2> usled ravnoteZnog opteredenja N* it
S

M*(Z)F

23 s L2
a 125
L2

*(2)

pa je vektor kombinovanih &vornih opteredenja

~

F’
12

1185

*(2)
M

=1

o ~

R eyt
14

RNGEZD
2 4.4

C

1

sl.

(€izal ol at=n)

Ltapa

P1.15b) je

EEATRMNESD



xjx'{ 29
1Y [ ~ ~ ~
3 L 2 7 7 o C ! = L J'
= {2 3
=S 12 41 g
v Z
*(2)
M ~
3 -1 2
- ——(C’'D
21
2
*(2)
M N
(_}(— 3 =351 3
= - —LC'D
=3l n _ 2
s = * = * .......................................................... cPl 4143
- N 4
s N
ol 3
O 5
o 3E 1)
- M =
3
*(2)
M F ~ A A
E el e e e
3 125, 12 41
L2
Xx(2)
M ~ y
=)
+ ——2 ' D 8
=1
2
O o
O 10

Nepoznata pomeranja odreduju se 1z 1izraza (7.26) odnosno
primenom Laplasovih transformacija 1z izraza (P1.58> i (P1.38) gde

3%
su slike elemenata vektora S (pd
n

G2 (2 L ACEED
= K ms r'L.'Z}’i.Z P }/ii
LohERd s = Wz
“iz pCp+1DKCpd
(29 a2 G2
=% e ir o+ 7y %3¢p ¢ #2193 CPL.115)
382Cp) = T T
2 pCp+1DKCpd
5 74
e KCpﬁZL em’ 2’ o y’(2§Cp . y’(5
—3¢ _ a 3 4 2
bsan) = s

BCp+LOKCp) ¢

e slike

0]

Kori#cenjem idzraza CPL 14BN 48 SERT S5808 odiedu jit

nepoznatih pomeranja (P1.860) usled skupl janja (H=5) pri tome je
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DU Cpd
S

BUSCpD = = -
pCp+1) Cp+y'“”3 k¢ pd

_ DVSCp)

D,_Cp> = - — CP1.116D
PCP+1D7Cp+ys D K ¢pd

= DF_Cpd

DpstD =

pCp+1>7¢ p+r! i e tne

polinomi 45USCpD, EVSCp) i BfSCpD su pelinomi petog stepena
UnoSenjem izraza C(P1.1168D i izraza za determinantu sistema CP1.75D

u CP1.80) posle sredivanja razlomaka dobijaju se slike

s DU Cpd BUL CpY
H_SBD .= pDPCpd | X pd
DV CpD DV CpD
v = = ' )
VS SDPC ) X ClE o
DF Cp> DFENCEED
BocBYES pDPCPY | Cpd
Vrednosti nepoznatih pomeranja CIANREE v i © usled
skupl janja date su u narednom prilogu. Unosedi vrednost za

koefici jent puzanja ¢ =0 korisdenjem istog programa dobijaju se
n
pomeranja u trenutku t=0 i njihove su vrednosti date u prilogu, a

nose indeks O.

Reakci je oslonaca se odreduju na osnovu izraza (7.29 ,

CP1.44> i CP1.114>

Pl = e et e ]

£r
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Gl % £
H =-N’ = = i e
<4 Lku i Lyp nal Q [
2 O o
\/V = o Cf o ’ 4
x5 2 S i 1 e Lkp
1 1
1
(G2 )
M = Lol — el ’ g !
S DLku L CLlc Y 3 ll R I
5
20)
A~ 1 A ~ v x m F'Z A~ ~ ~ = )
H ___NI + ’ S ’ e - " =2 L ] ’ ’ =4 o
? ngu 1 \ng SLgZ('O hS,l E i z2s! Fi Ras 2 ‘1 R
L2
m(Z)
gk ST 1 iy 1 i Sl ~ x %
Vo= == u - =— D! v-=— D p-—ccd 1R
a 1 TR 2 Lg2 tgz 21
2 i 1 2
Z 2
1 - 1 =
H= - — d = === .
=] .2 D Ldal E ]_.a E Lgal &
J-3
A
vV =—N_ 17 GERARR SR
: Lg3

U izrazima (P1.119) javl jaju se vrednosti funkci ja SkCr‘oD i T Ced
<

za o = ©_ gde su

N e
= = N’ S D) = N’ ;
>1C<,03 Ntku i J?C@ ngu
~ ~
= D = Sy ; S Cod = S v ;
>2C<p Si.kp a © LigiZ2
~ A\
Spa = E S Cpd = S >
3 2 Lk/ 39 2 DnggD
7 e s 7w
SOGE = A S o) = & u S
4 = CLkO Qi = thz
~ ~
< ¢ — < — r) — D
S Cpd = : .biCip ng\f
~ ~ ~
S = B’ 4 = = D’ 4 SCed = A" o ,
HGCTOD Bi.k'o ’ Qigpb DLgZ 130 Lk
* ) > >
FINE oB 8 _—r ] AT , T Cod = |4 R™|
1! = 7 3
m' 2’F ~ A ~ seu
Elepy e R Bl chom = R
g TEs, 12 44
5
2
SR sel e
e e =y s CP1. 120)
4
2

Vrednosti ovih funkcija odreduju se primenom Laplasovih

transformaci ja. Koriste se slike date izrazima CP1.74> i CP1.117> 1



dobi ja se koliZnik polinoma na koji se moZe primeniti stav CD1.12D
inverzne Laplasove transformaci je . Vrednosti ovih funkcija u
vremenu t 1 vremenu t=to Cza @h=OD date su u narednom prilogu.
Sile na krajevima Xtapova se odreduju na osnovu (7. 30D T 5
[R]= [x'1,[a]; - [q],
Pri tome su koriXdene veliZine date relacijom CP1.120).
‘ Vrednosti reakcija oslonaca i sila na krajevima Ltapova usled
skupljanja CH=S> u +trnutku t=to Cph=OD 1 u vremenu t date su u
narednom prilogu. Di jagrami sila u preseku i reakcije u vremenu t

usled skupljanja dati su na slici P1.18.
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S1.P1.16 Dijagrami sila u preseku i reakcije oslonaca

usled skupljanja u vremenu t



Pi.4. Proradun npona

Odredice se naponi u pojedinim delovima preseka Stapova

C13;€2) i €3) usled zadatih utieaja H C H=P,qQ.C,S D

P - prethodno naprezanje
Q - stalno opteredenje
: C - zadato pomeranje oslonaca

'S - skupljanje
u trenutku t = to (8.130 1 vremenu t. U vremenu t ovi naponi de se
odrediti =za funkciju puzanja teorije starenja (T3S koriddenjem
izraza ¢9.15 - (9.12> 1 =za funkciju puzanja teorije nasleda
koristedi asimptotsku EM metodu (S.14D>.
Napravl jen je program za sradunavanje napona u vremenu t iz

koga se zanemarenjem puzanja 1 relaksaci je C@r= o, po = 0 >

dobi jaju vrednosti u trenutku to.

Pi.4.1 Proradun napona za funkciju puzanja teorije starenja (TS

Stap (1) - presek kod ukl jeitenja
Normalna sila NH i moment MH u preseku su ve l idine
promenl jive u toku vremena 1 odredene taZnom metodom deformacija

kao sile na kraju &tapa (1D CN4 i MGD kori&fenjem relacija C(7.30D

i CP1.39)
~ ”~
= — ’ ’ * JY
NH NLkUH * i.k@H H
H=P, @, ;S cRPt 1215
~ 1 ~ -~ *
= ¢ - — i - 4 + M
MH Stkuu lichVH BLk@H u
gde je
za H=P na osnovu (CP1.80>
3¢
JY* = - __EE
P 2 p
CEL 122D
E3 b J. = <1>A (4)_ X
M = Ll T R R
P RS 22 12 P
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=za H=0 na osnovu CP1. 30D

S =@
5 l2 CRA HE28H
> = ey =
za, H=C na osnovu C7.29),€P1.38) 4 CP1.99)
* >
vil L= e O eTeEE ]
< He CP1.124)
< B3 i
= OO S
= Lk
za H=S
> x
N = M =0 G210 259
s s

Cdredide se naponi u pojedinim delovima preseka Cn,m,p,bD

usledipojedinacnih uticaja H € H=P,0,C,S.

SAEEL ] &

Napon u nosa&u (n) i mekoj armaturi (m) odreduje se 1z izraza

ESNEDR Loy I PeEasunetl i ilznasic Rl a8

2 % 2 45 =, m
= - 2 = )
o = € 5p R N s R AL S M D > Hrl o=

UnoZenjem izraza (8.6 za normalnu silu NH i moment MH pri

proracunu napona potrebno je odrediti vrednosti slededih

integrala



S = T Sh= EUNe
1 1 Ll "H S 2 Lk H
= = F’ (N = 4 L
2 1SLka S? FZSLka
AN A AN
S = F'S" u S =LEIS.a CERASN I E s
3 4 1k H 8 2 vk H
A AN AN
S =EEs S SNECEl Ty
e 1 i H e} 2 vk H
AN AT N
Ss - Fistkpﬂ SiO: FZBLkUH eSSBS0
Vrednosti ovih funkcija odredene su primenom Laplasovih

:

transformaci ja pri <Zemu su korifdene odgovarajude slike date
izrazima CP1.670;CP1.%73D,CP1.882,CEl.S4),CP1.104) i CP1.117).
Sradunate su i funkcije
~ 3¢ ~
F!cH > il BlE@MTD za H=P,Q,C,S ,h=1,2
h H h H
gde su za razliZite uticaje H kori&fdeni izrazi C P1.121-P1,1253.
Za usvojenu funkci ju puzanja teorije starenja pri Eb=const
osnovne funkci je B: C2.58) su coblika

B: s CP1.128)

¢
Na osnovu izraza (C2.583 i funkcije Fh su oblika

Y
e L X B: CP1.129)
h Y TSN
B3
Tako se direktno , bez integracija mogu odrediti vrednosti Bh

%
i Fh a time i1 funkcije
A AN

L) 3 b b B3 >
: = 8 o s e B ) = CP1.130>
Fr o CH D = = Fth = [c1 PIF_ + oB_ ] e 102

Cgde su kori%dene relacije (2.37> 1 (2.58> O ,

4

2 2] 4 , CP1.131)

; > _ 1 1 > .
icmb) = 1= Fh

(4)
E ¥

& 2 i > *
e’ = 0.002 Frs¥ = o0.002 2212 ¢FT - B D CP1.132)

h (G h Lk i h h

4

égde su kori%dene relacije (4.17d>,C2.43D 1 E2 580008

7~ ~
Funkci je F’Cﬂ#) i F;QM*) su odredene primenom Laplasovih
h P c

transformaci ja
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Napon u betonu se odrerduje na osnovu izraza C3.3).

A 2 ~
B No+ BEm Bl MDD + o (Cieil L SEl)
h h h s
=4 H=P;Q.C,

bH b

2
o = v C Zrﬂ
hi=4 E

UnoSenjem izraza (8.8) za normalnu silu NHi M pri proradunu
H

napona potrebno je odrediti vrednosti slededih integrala

AN N SN AN
T = BN’ u T = B’N’ u
1 1 Lk H S Z UGl H
AN AN N AN
T = B3’ 4 = B s
2 anth 7 S
NN N AN
= RBES g T = B’S’ u € PAN B4
3 1 Lk H 8 2 Lk H
A A N AN
=R RAGY T = B ¢ u
4 4 'tk H o 2 Lk H
A AN AN
T = B’'B’ T -='BiB.u HS= RN OIS NG
< s kapH 10 2 Lk H Q
Vrednosti ovih funkcija odredene su primenom Laplasovih

transformaci ja pri Zemu su koriZdene odgovarajude slike funkcija
kao pri sradunavanju funkcija (P1.127

Sradunate su i funkcije

N N
B CHD i B/ CAM D oa =P, 0,6 s Lt
h H h H N -
Koristedi wved sradunate vrednosti funkcija F; al B; odredene
su sledede funkci je
~ AN
’ *- — b ? ’ = — b 4 * *x_ % - ~=R
Blc s o= Bth = — [c1 @B + oB R ] he 1.2 CP1.135%>
12
Rl i Lt . CP1.136D
SR T 12 h
&= 139)
A A~ E i )
Bt 2 o 000 Bie . —0a002 ttiiZ o e e =
h (o h tk li h h
~ ~ ~

Funkci je B‘R*, B;Cﬂ%) ki B;LM*D su odredense primenom Laplasovih
h P /]

transformaci ja
Napon ¢ u betonu usled skupljanja dat je izrazom C¢S5.10D tj:
s
> -~ o
S = S D B 1T =R CP1.138)
s b u

Funkeci ja R* data e izrazom C€F1 SS9

paERte i CP1.139D



Napon u Zeliku za prethoadne naprezanje odredujs s= na csnovu

izraza C8.12>

2 A A 7 A~
opH=vp{C1—pD[ B s zrnF'bi e [ z n BN+ Zn%B;MH]}
h=141 h=4 h=1

CP1.140>

”~ ”~

Funkci je FhNH B

~ ~
'M_, B/N_1i B’N_ ved su sraXunate.
h H h H h H
Napon u &eliku za prethodno naprezanje usled uticaja

prethodnog naprezanja CH=P) odreduje se polazedi od izraza (P1.29D

S k2.
Fp P P P

Na osnovu ved uvedene pretpostavke (P1.78) da sile u preseku
=

u vremenu t linearno zavise od funkci je relaksacije R Zelika za
P

prethodno naprezanje mnoZen jem gornjeg izraza operatorom

~

R’ dobi jamo:
P

~ P ~
E0r —lpa i p a2y CP1.141)
D E P PP P
~ P 7~ e
Crpp =R — + v R'¢ - » R'o° CP1l. 142>
p F P P up P P up

pa je

2 ~ A~
[‘ P o
—5 (AT = N — SR
=D RA Fp+c1 p)[hgh F’ NH+zp ] ngjls zmh S e }

CP1.143D

o o

gde je 5 = L + v napon u trenutku t=to
up F. Jf, p

L L

Sve potrebne funkcije i naponi u pojedinim delovima Cn,m,b,p2
preseka (sl P1.17) za pojedine uticaje H (H=P,Q,C,S) odredeni su
pomodu napravl jenog programa a vrednosti su date u narednom

prilogu.
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Freselk na stapu 1 kod ukl jestenja
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Fresek na stapu 1 kod ukl jestenja

potrebne funkcije
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Stap (2> -

Braera&un

C

napona u pojedinim delovima

presek kod &vora 1 i iznad oslonca

preseka Etapa 422

>

slP1.17> Cn,m,b) analocgan je prikazanom prorafunu za presek Stapa

€19 pri  tome su sile NHi MH u preseku kod &vora 1 na osnovu
relacija C7.300 i CP1.40D
~ 1 ~ ~ %
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H gy 2 12 vg .2 L, 2 H
N 1~ ~ - CPL . 1445
N = N’ u = =S v S (o3 SO i Clew)
H L -2 l2 ey o2 ez H
gde Je
*® , ¢
4 =0i H = 0 za H = P,C GR1 . 1459
H H
2 mal osnovi CR1..810l L aPl ot Ay 4 @Rl 14
.3
> quz - (2) %%
&= — N’
Q 438E = Lg2 412
u 12
ﬂf r qzlzhu>*
Q 24
GCP1lAG)
*<2>F
0 ST O el B
s 1I2s 124
L2
*(2)
x e o s <2y, % %
M = —CC"D i =R |— ]1 e |
S 2l =]
2
Za odredivanje napona u pojedinim delovima preseka Cn,m.bd
koriSc¢eni su izrazi (Pl.126> i CP1.1330) i pri tome su odredene
vrednosti slededih integrala
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~ A~ N
Sve ove fumkcije , kaoc i funkcije F'CA D, F e, B A i
h H h T H h  H
TS

»*

B;CAHD ¢h= 1,2; H= P,Q,C,S) odredene su primenom Laplasovih
transformaci ja u okviru napravl jenog programa i njihove vrednosti
kao i vrednosti odgovarajudih napona u pojedinim delovima preseka
date su u prilogu.

Pomocu istog programa odredeni su i naponi u preseku 1iznad
oslonca Stapa (2) gde je neormalna sila NH data izrazom C(P1.144aD
samo sa suprotnim znakom, a moment postoji samo pri skupl janju

> (2> > E 3

M = m al = 9 e GRAS L=
s s

173



Tl
e
i}
1
m
o |
iyl
n
o
T
I
{120}

potr=2bne +funkcij

o

irEle! —@. 128758842399 724D—@2 T3 =@ S9RE
T40 @.8376WH329311813D—-@4 T4 0]

6?5 9Q75D+U
1

S50 2S5 TEITYLITERID+EL =il RATBETHALA9TSELB

=20 . 114552B622642FFPD—E2 S2 I 7FEEBa2E57 1451

S30 SHARRAITRETH482D—-G2 S5 ARG RS Sl S

540 1531784424594 6D—E7 =4 . A33R1 4549453

S50 ;ugicaff“”'b84ihbp+w1 55 W, TBHE834ABTAREM

550 @, 1 2R A9 79 RS TRENR 56 . TRA] BRA45FTFRES

S70 =@ 1S era Qs S dd S —fh, 116733474474

580 — il 1?”7@19775.'~q1u—; 58 =1 1 el RBIFE TGN

G20 ~d.h1189bﬁA ;?ZTQWD—ME 52 —A. 14TSRAGTI F4R2R47D+E3
5140 - 148F498HA55 34 49D 43 51 . 288439314421 985D +#0
G118 —M.:lbri]PQ@47P8Q7ﬂ+ﬂl 2vaL . 4921 24444681 528D+@2
S A, 1225282521 1321 2D+4¢ Sl . 2R354 3T AA3ETE D3
Mapon 1 nosacu 1 meko] armaturil
SN10 AREIELLSB4TEEZED+E SN1 #LASAT 1450924341 2D+04
SNZ26 F. 1ABTA3514528E34D+ES SNZ 3. IFFISLHTIBLIBILAIN+EE
SM30 @, 1844052244994 57D+ SR 7, 41117685244HEZ3ZTD+ES
potrebnas funkol g

T1i0 —@, 1 2a57HR9THR3BEED+E4 Sl —@, SE8461 3132881 223D+

T2 -, 1761809764595 55D—@2 T2 -, 1125899289706 84 D+

KRGS

T=0 ~?&5? ”55“¢m1 i

T&O TA

T e

T20 e

) i i e = E1THG4EE+E
T 140 ﬁ,lwm.3!5L5349J24D—wi rig H.56156714314537V18D+42
T110 —i, P1EALEREAG4E18TD+E T W SA4GEAS41 G L EEETI0+E 1
T1i20 7. ;DSW*SMd“SMDQBD+mx T 7. 38482641 72H2F6FD+E2
Napom 1 betonu

5B40 @, 3G E@ERT@R4365 1 D4 SE4 @, BRI4@EZEISE2125440+63
SEEE @, 2531140012591 6@8D+4 SR B, 718841583736 TTHED+ET

lonca

i

Mapon u prassku izand o

Napon w nosacu i meko] armat T W
SMN10 L 158644841 1 2047T6D+B5 SN W TR4467815@14149D+H4

SNZ20 ®.1q8644q6r4f6m12D+md SN . 36H244839576TFED+EHT
SHED . 150864454141 46534D+35 S . 3B8THS4201 6@3@4ZD+ES

Mapon u betonu

= SRZ
SEZ0 B
4

s
SE40

174



NAFONTI

Fresel

na stapu 2

potrebne funkcije

510
S20
SE
540
S50
sS40
Sl
580
550
S1#0
SH ()
S R

Napon

SN10
SNZ20
SH3E

T40
TS0
T&0
g
T80
7720
T1@0
L)
T12068

Napon

SE40
SEBZ0

Mapon

Napan
SN10
SNZ20
SM30

Napon

S5EE0
SE40

Ly

u

Lt

—#. 118931915563 5D+E1
H.176834455349536D-%3
W, T1ETE18395581SB8D-G4
. 1385341 19942434D—@3

=G, 465244 T 4G BEHEASD+@R
7. 11 FEETIRT4TTESED+32

—@.118B2432125887&D+@1
. SF3B1HFLA4TEIE24D—id3

— . 655BEE23L6415445D—@4
B, 4361219564 78@H7TD—@4d

—@. 4658409882350 54D+EH2
F. 119027884 25H8R&66D+H2

nosacu 1 mekoj armatiu-

—@ . 25475286184 2F@D+a4
@, 1BR3Z2TR26E3STH2D+E3
. 4434083022287 6D+E3

funkci je

—7.118821@2561467T2D+E1
. 524341 781 147933D-33
— 3. 97356@F21B90664D—@4
M. 55721345359 78844D-E35
— . 455840549 9B1237D+E2
. 1190281966576 12D+E2
—@. 1195662352 78458D+d1
-7, 1992827W12131464D—11
@. 18137189731 8@69D—@2
=, 136387385952 FD—1E
— . 465887 63@H5E825D+d2
W, 119@321841139387D+#2

betonu

. 1AS524T6ET4HLL2D+EB3
@, 27499B@H 1554 73ID+E2

praseku izand oslonca

nosacu 1 mekoj armatur
@, 156449175680 345D+E2
7. 156475574331 799D+E2
@ . 15647TRE8BB489183D+@2

betonu
G.RR4ATIB1192157417D+E1
. 23463355567 1815655D+#1

175

.

IR =S

<000 = e

o = (0 03 010Ul

wmmm
(RISt

SN1
SN2

Shis

T1
Tz
s
T4
TS
Té
e
TS
TS

T10

Ti1

e

SN1
SN2
St

—. 3@THTEEBEIRYRED+@ 1
v SS99FFII 221 6289 +u2
—. 163668525 TR4364D+H2
B.576188EH3921T 167D+
—@. 1137TE463B5E8TE4D+E3E
#. 3341353939 T12D+E2
—i7. 1159321539454 35D+@1
. 228OTARTSTTSIATD+HEHR

— 0. ATE2462BE55EHS433D+E 1

F. 263762V HIZEB4DITD+EH

—. 3928197451 83@54D+HER

@, 1260860554325 29D+@2

~-3. 28T 10481 567S37S9D+H4
@. 1340 T2E9862390@D+E4
7.14154609209561 3D+

— 3. 5548134632546 7330+
#.12414143141@857D+3@2
=@ o BTSSR GO S d (SRR
@, 165366958157 E8E 7D+
. 1 689Ws56 738 F 211 D-EER
H.S33SSRET T 3T ED R0
—@. 545682954751 30—
. 23783231 RO 8ER AN £
—3.84698F9739 134 3@3 D+
#5594 381 w88 112288 =101
—3.3189@5328887533D -+

. A4THBTAL516F2TIFFD+EE

B3R TEFELA2FPEIRGDFIE
. 361 143648025651 D+E2

i

3563156672694 7T5D+@2
7, 13149376W341034D+@3
3. 14@621588653459D+@3

i pIE S C iR sla Rl s Gk

#4741 8604 5827H3D+E 1



£
o

na stapu

potrebne funbkci ;

510

520

SN1D
SNZO
= v'(.v[j

21429

Con

He 11522

b=
=
=)
R

SEEE G D=

Ui

S6BESZ1H 18D -39

.
73,

i .

. i a2
—{ . A AT

—@. 14394

mes

ey
gese

potrebne funkcidie

T10
T
BB
T40
=n
T&0
e
T8O
i
T 1359
Tllu
T120
Mapon

5E40
SE20

Mapon

Mapon
SN10
SNZ0
SME0

Napon

—ﬁ,£14wb

H.51678

#.56393854T21718

3. S6IFHT
5. 56390

bhetonu

G, G461 GEGEA4TART T D+

7. 8457 1

502
_‘x 4

Ff

4](414v4744FQBTD—1%

-'-24559‘-735\:'/)?'8 Bl =

4139124

S ALT ] BL55EAD -

ko3 armacu

=
%]

14

‘,_x,

(G

g, 2245585656453 38D+36

SEHa1 451 D+ds

2L ERE B

. 25834846435 1 437V D+ES

14
<

£86T4TTD-E9

G 2:?V14‘JWP4 1@D—1
7

MDMp

2121564D=1¢

4]

=174 o
THEATATELD-EA

SEERER=18
J1U3@5~m4

|B684D-3S

Seiei] 21 D@a
262TBETD+E4

=koj armatuwri

At
ARG

12

TD+E3

ol A T )| D

TEZOB4LSD+E3

(X!

AHNT AT ADAE

0

o

R S e

i ux o ul
=i |

S5l
52
SRS

T1d
T,
Tl &

SE4
(3258 ¥ kg |

e D w

"T_‘J"‘

@, 239454059 295548035

. SETEMT TGS 4098D—H4
—@, 2315H2195 09T RS 4D 35

A Al e

TOADDYGHRI 1S9

q

R Sy

24617

.“118111

@155&1M“HLD1

oL S

14”M4JWH1MB

P 2L S E 8 e 8 SO
—#. 4653B87TF5E221471 1 D+@E5
-, VEF1I3PTES148842D+35

3. SATTATAL6119E81D-34
H. 1169691574039 60D —H4
7. 481656TITAATI14D-04
98i1546049952D-06

SEPRE 1 TSED -4

i

S8 SR E T T
Fa el R e R T e 5

=t

‘JPJHIEF*H

DOR TR ENRLRI] A

iy

244856491233 F434

A1 ESR0T 4T

V
P AZiEd

i
4. 1588 228389@23

@.bpgrlb“” ",3844D+®4
. 2083452 2H623D+ES

GRS ERE G C)TT‘ 12D+@E3




Fresek na stapu 2

potrebne ftunkcije

e
il
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Si B, 646731854833 154D+32
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Stap (3) - presek kod &vora 1

Naponi u X%tapu (30 odredeni su na osnovu izraza koji wvazZe za

elastian nosa

% , HER, QLGS CP1 1490

Naponi su sradunati za presek u &voru 1 neposredno  ispod
beskonag¢no krutog elementa na duZini l3 » pri tome su sile NH
o

it MH u trnutku t date u tabeli P1. 2.
Tabela P1.2

H i Q (€ S
NH CKND S IS5 —BZ LTSS 638, 821 -35,334
MH CKMm> 66,574 g isls 213,387 -14,837

Vrednosti napona o X (sl P1.18> u vremenu t date su u tabeli
n
P1.86 kao 1 vrednosti odgovarajudih napona u vremenu t=toi VT emenu

t gde su sile u Etapu sradunate EM metodom.

SR R



Fl1.4.2 ProraZun napona za funkciju puzanja teorije nasleda

asimptotskom EM metodom

Naponi su sra&unati i asimptotskoem EM metodom koja uvodi

algebarsku vezu izmedu napona i deformacije u betonu (9.14D

E
_ _ _ bo
= Ewaew 59w> 5 Ebm = © CP1.15@D
1+o
r
Uvodi se bezdimenzioni koefici jent Cb koji zavisi od
redukovanog kocefici jenta puzanja ¢
r
- ol B CP1.151D

b 1 +
r

Ova metoda predstavlja 1 specijalan sludaj AAEM metode &iju
je op%tu formulaciju postavio BaZant [4]- Ako se uvede
bezdimenzioni koeficijent starenja xy = 1 iz AAEM metode prelazimo
u EM metodu |24]. |

Povr&ina idealizovanog preseka u vremenu t je

F = F=F - ‘F. CPictEED
FL % 2 JAFE + Z ijjfd o Z CJ, e
k F ] F . J
k J
gde je

g =t
= ° CP1.153)
] = 1 oo

Cp (P
¢ Jje koeficijent relaksaci je Celika za prethodno naprezanje

hel

v, Ck = n,m,p,b> keefiei jent redukeci je dat izrazoem CBEl.41D
k

F. povr#ina idealizovanog preseka u trnutku t=to @RI 2D
LO

F  redukovana povr3ina (Bl.2>

Jr

U trenutku t dolazi do spuitanja teZilta preseka (prilog 2
sl.1.> za veliZinu

s i=p, b CP1.154)

1
Vo= T == B Y ST

Lo
Foo
Polo?aj novog teZista e-lu odnosu na gornju ivicu preseka je

S CP1.155)

L LO

gde je e poloZaj teZista u odnosu na gornju ivicu‘preseka u
LO

trenutku t =t

o



Moment inercije idealizovanog preseka u trnutku t Jje

T E B I=EE CP:

‘ Al Al
A e Lo U )

o))

&2

L L

E e
J
gde je

J_L moment inerci je idealizovanog preseka u vremenu t=toCB1.7>

Vrednosti geometrijskih karakteristika u t=toi vremenu t
data su u narednom prilogu.

Zbog pomeranja teZiXta sistemna linija nosada u primeru 1

Csl.P1.10 u vremenu it odredena po asimptotskoj EM metodi ima oblik

prikazan na sl.P1.13.

L B |
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yto 4 Yio l3
_A 71;
11 } 12 f
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GEOMETRIJSKE

karakteristik

Fi1
Ji
il
YE1
YEE
YEEE
YOFS
YOF4

karakteristik

Fe
IF
TF

YEF

YF 1

YFZ2

YF3

YF4

barakteristik

Fo
i
T2
YEZ
YOD1
YoDz
YOD3E
YOD4

karakteristik

FD
JD
TD
YED
YD1
YD2
Y3
YD4

karakteristik

— (7]
(7
=iz

—

7.
7.

VREDNOSTI FRESEEA- EM metoda

e preseka 1-1 u t=

5390 :G“7M‘:~48“D—£
1956[693641 6 185D+00

3. 1156859364161 835D+

BE4393063583B1SD+EE

nj.J;;f{J/

Jo6H6935416185@D—01
11356@B&69364151 85D+
1956067354151 85D+

e preseka 1-1 u t

L A83L656565665656566TD-H1
S39T T T L1291 53D -2
- 285920 F 31 16292D+@w
2REF2E5HRT 1 1 62F 2D+
T13ET 468837 HBD+EE
Z2o5MG3116292D+@dE

2HEP20HPIL 1 6222D+@H

c2B6P23EF3116292D+EW

7.
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.
—
—

—iJ

.
.

— (A

P
RS

2.

.

—
—.

=

7
B 2444266666666 7D—H2

-
ae

e preseka Z-2 u t=@

é:?MD”T 9298246D—

2115787473684 21 D+
1313789473684 21D+wd
TEBB4R21A526315TID+EE
T8R4T3684211D-#1
5TER4736E421 D+l
8947363421 D+@

Ll

e preseka Z2-2 uw t
3BLLELELLLLL6L56667TD—H
488@RB153256THSHD -2
3I3B62HEBI6551 TED+HEE
FEBLEHMEBR6SS1 TED+HEE
L6513TF31HI44828D+EE
l?Péﬁﬁ 689465551 TEZD+@EE
Bbiwéag%uq 72D+
AEBLEHLEBI6TT 1 TED+HEHE

e preseka 3I-3 u t
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Napravl jen je program za odredivanje uticaja N i M u nosadu
:P f“‘)
1 sradunavanje napona u oznadenim presecima za pojedine zadate
uticaje H CH=F,0,C,S).

Pri tome se uticaj prednaprezanja CP) 1 uticaj skupl janja (3D

uvode preko ki vne ravnoteZnog zamenjujudeg opteredenja

parovima ravnoteZnih sila L 1 parovima ravnoteZnih momenata
1 A
Mz )
za H=P
Pzp ¢ “p
= & CP1.157D
mZP Cp Pyp yp ZP

gde sun 1 m dati izrazima C(P1.32D,
P

P
za H=S
n =CtEF &
ZS ST e CP1.158)
mZS = Cbnsyb = yanS

Vrednosti sila N@H i M@H na krajevima sStapova usled pojedinih
uticaja H=P,Q,C,S date su u narednom prilogu i na slici P1.20.
Naponi u nosadu (nd 1 mekoj armaturi ddmd sradunati su na

ISNOVWA Q1 Zraz s

= v CP1.139D
st T e H=P,Q,C,
kH = 3 Q s
L L
Napon u betonu CbD
N e e
TR e H=P,Q,C, Cad
bH b b 1—__‘1‘ j‘
L 154
za H=35 : (CIEEL S ALISIOD)
N__ 5o
= A f v — E 20D Cbd
“os fiTes = 5l i u s

Napon u &eliku za prethodno naprezanje (pd sradunat je na

osnovu l1zraza

LS



Gl e EB e e H =0,C,8 Cad
pH PP = = P :
F J
L L
za H =P
I5 H i H
e = r [ e BRI = Cbd CP1.161D
pE p=r P = = P pf
< i 7
L L
gde: je
; N: M:
aor = v C = s e ) @)
P P = T P

Vrednosti sradunatih napona u pojedinim delovima preseka
n,m,b,p usled pojedina&nih wuticaia H CH=P,Q,C,S) date su u
narednom prilogu 1 u tabelama P1.3-6 u kojima su dati i1 naponi u

o, . .
vremunu t=t~ i vremenu t sradunati po teoriji starenja.
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prednaprezanja
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ShZ =i, 1553545847564 1 1 D+@5

napon u betonu

SET  —0.551214825814637 1D+03
SE4  —@., 44TH11B626T43ERD+ET

napon uw celiku za prednaprezanje
S555TS4T3620+E6
napon o mekol armaturl
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sile na krajevima stapova usl
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Sils @, 229588B8@85F 1441 D+@4
STap 2

napon o nosacu
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SitapiEd)

presek kod ukl jeg€tenja

Tabela P1.3

Uticaji Naponi i EM CTND TS
(R4
o —17, 458 23 0Bt —c= oo
(C2)
> -10. 052 -16. 554 -18. 785
2 )
-1.508 ~0. 552 -0. 291
= b
{ 4)
¥ -1.2086 —0. 447 o =il
;3) 200. 000 178. 555 176. 860
39
7 -Q. 3456 —-14.982 -16.934
(AT
: S ors -8.159 oo
$22 0. 346 1.478 1.800
i )
({40
0. 052 0. 0489 0.046
b
Q {4)
. Q2o 0.110 0.0862
(st )
1.205 = =i 2.628
P
{3)
o 1.148 2.396 2. 758
m
e -62. 956 — 47 538 4G 028
1)
e 2.304 16. 345 24.831
n
$.2.2 0. 359 0. 545 0. B35
c b
;4’ 2 226 0. 951 0.687
€82 9. 049 21.676 29. 491
P
3 2.618 22 42a 31.008
m
£330 1.083 1.386
T
G2y 0.163 0. 204
mn
0;2) 2. 005 =503
=
;4’ 1.99g 2. 498
£8.2 OHOTS 0. 084
P
e 0.076 0. 091
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x = = - 52 4
Ttap €2 pEEStkilk adiic a0l

Tapela Pl oA

Uticaji Naponi L EM CTND TS
0;1) 0. 429 3.915 4.537
;2) 16.874 32. 761 S 957
P ;2) 2. 531 1.082 Ol7ls
;4’ 3. 001 1. 275 0.834
;3’ 18. 440 35. 508 41.118
;1> -2.547 -2.803 —> a7l
0;2) 0.183 0.878 1.043
Q ;2) 0. 027 0. 028 0. 030
;4) 0.105 0. 053 0. 040
;3> 0. 443 1.229 1.415
o;‘) 224. 658 212. 248 21l 35
;2) -14.086 ~44. 063 -46. 387
& 0;2> — ~1. 469 ~1.080
;4> -8. 936 -3. 096 -1.411
;3’ -36. 8335 -B88. 473 ZEO L o1
;i> -2.180 -2.614
0;2> 0. g2s il 3Ll
s 0;2’ 2. 031 2.619
g;4> 2. 051 2.637
o 1. 225 1.487
-
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Xtap €2

— presek iznad oslonca

Tabela P1.S
Uticaji Naponi o EM CTND TS
G 15. 864 8.903 7. 245
n
(2D
o 15. 864 31.414 36. 024
‘ 20)
P o, 2.380 1.047 0. 724
(4)
x 2.380 1.190 0.897
(3)
L 15. 864 33. 558 38. 765
¢4 )
0.016 0. 021 0.036
n
(2)
0.016 oz olii==
n
25
0 2 0. 002 0. 004 0. 004
(4
. 0. 002 0. 004 0. 005
(3
0.0186 0.120 0.141
m
Gt 0. 564 3. 401 5.897
n
€22 0.564 12, 317 20.854
n
c ;2’ 0.085 0.411 0.673
(4)
x 0.085 0. 467 0.801
e 0.564 13.158 =2 279
m
ity 11 . 3500 14.392
n
ey -2. 766 -3. 447
n
s ;2) 1.908 2. 447
;4’ ez 2.7
o —4.124 —5.146
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Etap (3D

- presek kod &vora 1

Tabela P1.8

Uticaji Naponi t EM CTND BES
) S
o 2. 305 -7. 621 -3. 561
ial
P —
o' P’ 1.005 11 caz 14 Sl
n
IS o —
- =l 3 —4. 583 -4.871
~ N
o) —
o -2. 268 -Z2. 089 -Z.105
n
o't 0. 408 -6. 735 e
n
C 5
o P 77.811 73 =98 B2. 6035
n
& 0. 659 0.718
S =
b -3, 541 i ==
m




U primeru 2.

nosac.

P2. Primer 2.

prikazan Jje spregnut kontinualni simetri&an

Odredena su nepoznata pomeranja , reakcije oslonaca i sile

na krajevima %tapova usled zadatog stalnog opteredenja u vremenu t

a kor

iZdenjem istih izraza =za dobi jaju se uticaji u

trenutku t=to .Nosa&, opteredenje i izgled popreZnih preseka dati

SU na

matrice geometrijskih karakteristika

slici P2.1.

|1 q 1
T T e S T T [
== 2 = lqy =
} 6 JF‘ 9 { 6 ﬁ,U’ﬂ]

q
e

200cm ~—200cm_,
azzzzazog%m Az e

&3

4800x10 | %
H1500>10 |
,4:300*20
(mm] L.}
Nz 300« 20
sl.Pz2.1
Podaci za beton CbD
= 30 GPa ol =5

E
b

Podaci za &eliZni nosad Cnd

Usvojen je uporedni modul elastiZnosti

200 GPa

E =

u

E =

n

Geometri jske karakteristike poprenih preseka , elementi

i njihove glavne vrednosti

Cprilog 2) date su na slededoj strani
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FOVREINA,TEZISTE, MOMENT INERCIJE. i

3
Fi =T DG 1
Ti @, 22TES :3=‘O411n+wﬁ
33 @, bATHHTA4313T2SSD~E0
Si @, 2HBR666557F41 2HD—-H1
ELEMENTI MATRICE BEOMETRIJSKIH HARAKTERISTIEA
£ ﬁ,vm~BH”.=“u411ﬁnu+Q% G11F

T (747

At ypsker o

3145?

1 ST ; GiF  CORRHETILARY
52 13S1T4TTATIOOLID -1 B B64825 225243

bEDMt*“IJCFE YREDMOSTI FRESEEA

FOVRSIMA, TEZIZTE, MOMENT IMERCIJE, Si

Fi

Ti

Ji 5. PRI IBHHHEDE

5 @, 4E9249HETIRG2T D~ 1

ﬂ

L EME

b

JTI MATRICE

ERLE .
ELOR ﬁn

)il = {E

GLAVNE YREDNOSTI

61 B, BARIET449TF442FED+AMD 51F @. 15763 25506HSSBED+EE
52 348388930955201D—02 G2F B, 9965161 1069B44ED+01

NE 1 o)
DER i h‘éflali@ﬁo”JJH“*“7
DG G . QRDRRASLHER4868D 0
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CELICNI NOSAC - PRESEK 3

FOVRSINA, TEZISTE, MOMENT INERCIJE

Em . 2T OEBE S @B EEBED -1
T e s taleialelalalalalalalalula pERa1Y)
Jn . 9744 1 SEESEHHEGHED—E2
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Kontinualni nosa® Csl.P

0

1
-

[

e simetridan pa jJje usvojen

W

shema nosaZa data na slici P2. 2.

£ S/éé a5 O
g ¢ 7 2 X
slEsEaiie

Nepoznata pomeranja su pomeranja 3 i 3.

<] -[ 3 ]2 - cPz. 1>

Matrica krutosti &tapa (13, tipa g sSa zZglebem u. &verwa 1,

data je izrazom C4.61D tj.

1 2 3 4 s
N Pay N\ N\ ”~
s 1 1
NI — SI - Nl ’ =l
gk ].1 ak gk il ak Dgx
al 1 b g
_lel _Sl‘ sy Dl 4 DI 2
12 ak 1 gk 2. gk 1 gk
1 1
~ - l ”\ P
v/ - ! -~ Si Sf 3
[ . J lql{ 1 ak gk
= 1
J_ ~ l ~
simetridno —D’ = = 4
lz gk 1 gk
1 1
~
B s
gk
EEEc =D
ol |
Elementi matrice [ K’J dati su izrazima $4.46) odnosno
1
G4 51D
Matrica krutosti %tapa (2> , tipa 's'" , na osnovu izraza
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5

e

s’ 3
1601

~

B 5
L s

~
Elementi matrice [ K’] dati swu izrazima C4.71D.
2

Preuredena

@2t

matrica

krutosti sistema
3 5 1
~ N ~ A : A
NI+ Nl Sr+ So i _N/
gk Ls gk LS gk
~ ~ N
B* = — =
gk Ls gk
..................................................... =
Nf
gk

simetrid&no

na aosnovu

cpP2. 3D
izraza
4
N
—%S’k 3
19
—1;’ 5
ligk
12, ;
ligk
~
_.1 ')’ >
12 gk
1
L B 4
lz gk
1 =
CP2. 4D

Usled zadatog raspodel jenog opteredenja vektori ekviwvalentnih

Xvornih opteredenja &tapova (13 i

G5 209 =u

e/l

g1’

gk ; .
48E S gk 12

o L
il 1
Tax % Tk x|
24 =

3
qlqk » g 4
48E S gk 12

« L
qlgk S* ‘- qlgk 1* <4
24 =

2
qlgk S* 5
24

201

€2D) na, osnovu «iLzZzraza C5.38D) 4

CP2l 4D



O E!
I =
> & 3
%) 1 = SR, ) n CP2. 5
L™ J, 2
2
qlLL' >* =
T iz

a preuredeni vektor ekvivalentnih &vornih opteredenja je oblika

b, . E
qlgk ;\ =2
i8E S, gk 1z 3
a L4
2
ngk 4 Ql“'l* 5
[ Q 24 12
SRR e | I 1 S
>
rQ 1: ............ = qla
L™ = ELINRTS ‘
@ 48E S s gk 12
B o CP2. 6D
qlgk S* c:{]._k x 2
24 8
qlqk S* _ qlgk l*— qlLL’l* 4
=4 2 = i

Uslovne jednadine na osnovu (7.28) su

[ K;n]{ qﬁ} _ [ o } cP2. 7>

i predstavl jaju integralne jedna&ine koje <e se "za uUsvojenu
funkci ju puzanja teori je starenja pri konstantnom modul u

elasti®nosti betona regiti primenom Laplasovih transformacija.
= = ¢ .
K’ Cpd g Cpd = @ C¢pl CPZ. 8D
nn n 1)

*ime je sistem preveden u sistem algebarskih jednadina.

Il

—_ — — —>€
’ N’ ’ ] p) Cpd
| gka)+ NLSCpD] uCpd + Sgka)+ SLQCp)]@Cp Q. Cp

3
0
©
(W

—%
Q €pd
=

)
j)
V]
L
R
U
o
Il

S'kcp)+ s’ Cp)] uCpd + ngCpD+ B’

g Us

=

Slike funkcija N’ Cpd, S’ (pd i D’ (p) odreduju se na osnovu
gk gk gk
relacije C4.51> i (P1.74) a slike funkcija ﬂ?gcpa g §79cp3 i
L

L

E‘’Cpd na osnovu relacija C4.89 i (P1.670 tj
L s
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L2

_ L2 11
NLSCPD B ) + 1
2
= L BES, P CP2.10)
S’ Cpd =-
Ls 1 T i
Z
2EJ. . ;;”
= L
ELSCPD ey +

Sistem jedna&ina (P2.38) se refava primenom Kramerovog pravila.

Determinanta sistema Jednacina (CP2.38) prikazuje se u slededem
obliku
D'Cpd = LA CPanils

Cp+1d°kCpd®
polinom KCpD Pdaat izrazom CP1.71b), a polinom DP(p> je polinom
Zetvrtog stepena 1 njegov grafik 1 koreni odredeni koriZ%denjem

programa MCD priloZeni su na narednoj strani.
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Determinante E:Cp) i EZCp) su oblika

D Cpd
D gy = =
pCp+1d KCp>?®
CP2.12D
D Cpd
D (pd = ©

pCp+1d KCpd>?
Keris<enjem Krameroveg pravila i1~ izraza ¢P2.112> i ¢P2.12D

slike nepoznatih pomeranja su

el Cp+1)DuCpD PUC p2
e pDPCpD - Cpd
LI, L ED)
Cp+loD CpJ PF{p2
eCpd = © -
pDPCpD A p2

gde su polinomi PUCp> 1 PFC(pd polinomi <Zetvrtog stepena 1
koeficijenti su im dati u prilogu.
Prmenom inverzne Laplasove transformacije (D1.123 dobijaju se

orginali nepoznatih pomeranja
PUC akD ak@

'—"_—_:—e
Q Cak)

n

L[ GCpD]_i=

&
Il

x
1 ]
e

CP2.14>

a

-1 PFCa 2 A @
— k k

o=l @] =L g5 e

k

k=1

n

Vrednosti nepoznatih pomeranja u vremenu t i vremenu t=to (za =02
date su u narednom prilogu.
Reakci je oslonaca se odreduju na osnovu izraza (7.200,

CEES S G PEy 40N ] ORE 80

P e = ]

L
3

~ ~ ql ~

HE= N e = S Zéﬁ—éf‘ ,k *(2)
1 gk gk Sy 9 12

Lz RESIY RV TR TR L* CP2. 15D

|47 s e SR R 24 = =
1 1
A~ A~ gl op il q 1
1 1t 4 _k(2) i % 2 %
=0 Bt 2 + =5 T+ 17+ 1

Ve g M T Do ? 24 2 2

U izrazima (P2.1%5) javljaju se vrednosti funkcija SkaD zZa © = @

gde su

=05



ShEe) =Ny Sl = 7 ,

e slgku 5 2-9) Jku

SCe) =D o , S Cpi=is e CP2.16)
gk 4 ak

S cpd = N FX Sice)l = =

5“7 = gk 12 Sh e

Vrednosti ovih funkcija odreduju se primencm Laplasovih
transformaci ja .Koriste se slike date izrazima CP1.74> , C(P2.10D> i
CP2.132>.Dobi ja se koli&nik polinoma na koji se moZe primeniti stav
CD1.12> inverzne Laplasove transformaci je. Vrednosti ovih funkecija
u vremenu t 1 vremenu t=toc (za @n=OD date su u narednom prilogu.

Sile na krajevima Stapova se odreduju na osnovu C7.300 tj.

~

ER]J= [ K']J'quj_ DQ]J 4
gde su matrice krutosti &tapova date izrazima C(P2.2> i C(P2.3D
a +vektori ekvivalentnih &vornih opteredenja 3Stapova 1zrazima
GRS DSR2 S

Sile na krajevima Stapa (1D su

N =H

1 i

T =V

1 2

N_ =-H @2 )
2 i

gl
Y2 T V4— 2 :
8L o Sl
kY Yt T

i pri njihovem proraZunu korifceni su izrazi (P2.186D

Sile na krajevima ZEtapa (2) su

~ 7~
N = N2 w = ST @
Z LS LS >
A~ ~ ql L
L%
M= S e B o 1= @EREESD
2 LS LS =
gl
e - LG
o =

Pri proradunu sila na krajevima Ztapa (23 javljaju se vrednosti

funkci ja TkC@) za o= gde je

ey -~

T Cpd = N’ u : SR le

E 5 & o CP2.19)
ray N

o = Sy : = Ei‘p

T Cpd T Cpd
3 4



Ove funkcije odredene su primenom Laplasovih transformacija i
njihove vrednosti date su u narednom prilogu.
Vrednosti reakcija oslonaca i sila na krajevima %tapova u
trenutku t=to C@n=O) i u vremenu t date su u narednom prilogu.
Dijagrami sila u preseku i reakcije u vremenu t dati su na

\

SHEI=TRNER =
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t=1o
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— e R e =\
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Sl b e — B
~ =% =F Z
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die
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KN
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sl1.P2.3 Dijagrami sila u preseku 1 reakci je oslonaca

usled zadatog opteredenja u vremenu t



P3. Primer 3.

U primeru 3.

prikazan je spregnuti kontinualni simetriZni nosa&

£1iji popreZni preseci imaju dve ose simetrije (sl.P3.1). Odredena

su nepoznata pomeranja, reakcije oslonaca i sile na krajevima

Stapova usled zadatog opteredenja Cuticaj A i zadatog spuXtanja

oslonaca Cuticaj BD

/! 2 i
o
== owc- 5 9 ] P ?P 1 7
| 4 %‘2 4_2_+‘ 5) %_2 %=2 +_ A il m]

1i=4 2-2
— = 38030 # 380x30
0«1
gt T H 90015 S L amoes
10 L] 2 s
= 380+30 :
L oo, 60
60
p80 4
SIS
Podaci
Eb = 30 GPa y Eh = 200 GPa = Eu 5 pn =035 ,
qh = 1@ KNm LR =g KN v € = 0.0l m

Geometri jske karakteristike poprecnih preseka (prilog 2-Bl1.16D

date s u tabeli PS.d.

iTabeliz, P24

2 4
presek FL Cm™ D J,L Cm D X ¥
1-1 |0.136305| 1.89077S18E-2| 7.556948488E-1 | 7.819842511E-1
> sl 65885 I8 027 89568FE=2 |0 S1SA1 2832F SISl s | 07081 SE2SE 1

=dd



Nosad jJje simetrican pa Jje usvojena shema nosada data na

4
o~ = G
1 DN 2 X
m @ 2

SIESPSEE
Nepoznata pomeranja su pomeranja 3 1 5. Shema nosaca je ista
kaa i primeru 2. (sl.P2.2>; isti je i vektor nepoznatih pomeranja
dat izrazom C(P2.1)> .Kako je red o nosadu sa poprednim presecima
speci jalneg obloka , tj. presecima sa dyve ese simetrnl je it oldesse
matrice krutosti istih &tapova u primeru 2. 1 priimerus e
razl ikovati .

Nzl osnovu 4. 53) matrica krnutostil Stapa 198 CR=02000 elts bl ile

4 2 3 4 =5
- 7
~ ~ 1
N’ O - N’ O O
gk gk
N ~N -\
: ) o o lzm'lk =D |2
12 g 1 g i g
1 1 1
~ ~
]:(] = NG O 0 3
gk
1
i e
simetridno —D’ - —D’ 4
2 il - gk
i 1t
1 1
N
B 5
ok

Na osnovu izraza (4.72) matrica krutesti Stapa (22 CP2.3) je

oblika

W)
=
rw



Preuredena matrica krutosti

je oblika

Vektori

su oblika

;

s

O 3

N

B 5
LS

3 S
A ~
N‘+ N’ (@]
gk Ls
~ ~
DI + E/
gk Ls

simetri&no

ekvivalentnih &vornih opteredenja

P > 1
= 1
3
gl ql
4 >€ 1 > 4
= = al + = 1
e € 3
§—1
qli 1* il q11 1* 4
i = =
qli 13(— 5
2 o

2hs

sistema na

(@I=E =D
osniovu dzraza C7.21D
2 4
O @) 3
EL—D’ (@] 5
1l gk
................. - R I S T
(@) O 1
e ~
Lo A RN
l2 gk 12 gk
1 1
l ~
2 4
l2 gk
1 —t
CR353D
Etapova (1> 1 2D
CP3. 4D



(28]

m| = (Dl Ul
N )

i + @ISy =D

S

gl

[OIN N
X
(6.}

[N

a preuredeni vektor ekvivalentnih &vornih opteredenja je

P * 3
z 1
ql £ 3 ql > »
" ] ................. SRR
- 9 n P 3 5t
tQ ] B *_j: — 1 CP3. 6
Q
& b e S 2
- —=1" + =1
_ ql 1* qli 1* i qlz 1* 4
L 2 = ) 2 J

Nepoznata pomernja usled uticaja A (g,P) odreduju se iz

uslovnih jedna&ina C(P2.7D

(2 ]la] - [<]

Vektor poznatih pomeranja usled uticaja B je

O 1
FI] = 0 > EP8 18D
P 3
—©. 01 1 4

Nepoznata pomeranja usled uticaja B (spusftanje srednjih

oslonaca ) odreduju se na osnovu izraza (7.28ad tj.

[K'Hq]»r[;c“q]:o CP3. 9
nn n np =5

Sistemi integralnih jednaZina CP3.7> 1 (P3.38) po nepoznatim
pomeranjima refavaju se primenom Laplasovih transformacija.

Reakci je oslonaca i sile na krajevima Stapova usled uticaja A
i uticaja B odreduju se na isti naZin kao Sto je prikazano u

PRAmeriimag il i e S tiiml P et el lise i kari St mMAt s e elat & = aziima
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U tabeli P3.2 date su vrednosti nepoznatih pomeranja 1 sila na

krajevima Stapova usled uticaja A i B u trenutku t=to i vremenu t.

Tabela P3. 2

H u © N CKND [T CKND| N CKND|T CKND |M CKNm
st 1 2 3 4 5
A to 16.786/Eu -1532. 43/E |[-3.381 [20.468|-3.6187|39.531 |357.1888
? u
q ——
Plt |47.883/E —4568.31/13u —3.3986|20. 410 |-5. 6043 |38. 388 |57.3373
o
B to = —39. 0287E-04 = 20 250 = —20. 250/ |1 215, O3
= —
t = —9. 28638E-04 = 46. 205 = =45 205|277 230
Uporedujudi dobi jene rezultate u vremenu t=to 1 vremenu t
uocZava se da su razlike izmedu tih vrednosti usled stalnog

opteredenja neznatne,

Je kod spregnutih nosada uobiZajenoc na 8ta je ukazac i1 DiSinger

=25

ali da su vrloc znacajne usled uticaja B Zto

9]



LIl PRILOZT
Prilog 1. Definicija linearnih integralnih operatora i
operaci je
Linearni integralni operator g asociran Jje funkciji dveju
promenl jivih u odnosu na vreme GCt,7), koja ima osobinu IEBI :

Glt,t) = O : za bt & T : AT NS

Ovaj operator definisan je za svaku funkciju UCt, D

A~ t
Gl = L GEt,epUcE, 7246 . @AW =D
2

Drugi argument 7 u funkciji UCt,7d> moZe biti parametar i tada je
TR = o

Za linearne integralne operatore vaZe zakoni algebre obi&nih

brojeva. Za operatore koji se ovde koriste vaZi al zakon
komutativnosti , koji u opStem sluaju ne vaZi.

1. Proizvod dva operatora odreduje operator

e e =

K =L G : GRS IO

2. Uvodi se sledecda oznaka za izvod funkcije &Ct,7) po drugom

argumentu T

aT

el ¢

3. Hevisajdovu CHeavisided funkciju oznadidemo sa

3 * . 1 Zza t>to
TR =@l St DR = HE L =1 oDl = { o 2 idie

Ako u izraz CA 1.2) uvedemo
>
G = L’ U =1

dobi jamo funkci ju

e

L e e = b CA 1.5
ot naz1 vano dntegral ‘funkeil jel L. VaZzi ‘nelaci ja
GLie = . CA 1.8

~
4. Jedini&ni operator 1’asociran je Dirakovoj funkeciji

~

L= Sl = e Cr=ied).
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FProizvod Jedinidnog operatora Sa operatorom < odnosno
funkci jom jedne promenl jive, odreduje isti operator , odnosno istu

funkcei ju

~ A AN SN ~N ey
1'G =G 1’ =6 : 1'U = U - (€N ol 72,
~ ~
S. Uvode se meduscbno inverzni operatori G’ i 55 Eiglatl
ispunjavaju uslov
ST e A~ A~ A A A
G'L =17 2 GILY = LGS : GASIES25)

Posle integracije ovih izraza ¢ 3Sto odgovara mnoZenju sa

=
desne strane funkcijom 1 O dobi jaju se izrazi

R ¢ ~ox S x
Gl =1 . AL, = (M ; CA 1.9

Kada se razwvije prva relacija 1izraza CCA1.39) dobija se
nehomogena integralna jednaZina koja se transformaci jama svodi na

Volteraovu integralnu jednadinu II vrste

1
Ere e e =

to

36 Tt T

- L™¢T,toddr = 1. CA1.100
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idealizovanog preseka.
Geometri jske karakteristike preseka redukovacemo slededim

faktorima

EI)< E Eb
P = C 15
k E p E ’ vb E i \B 1..&../

u u o

gde se vrednost uporednog modula elastiZnosti Eu bira proizvol jno.
Redukovane povrfine su
F =, e k = b,p,n:m EBEIT 2
Povr&ina idealizovanog preseka je
F = E F k = b,psn,m , GBS
a teZiste je Ti
Stati®ki moment redukovanih povrEina , u odnosu na osu z kroz

A =il

Il

S = vt k

b,p.n,m GBI 15
k kr

Y, Su ordinate teZifta Tk u odnosu na Tl Csl.1>. Iz uslova da je

E Sk =0 k BB R.m Gigy b, 1sh
X

Odreduje se poloZaj teZiita idealizovanog preseka Tf

Momenti inerci je Jk redukovanih povr&ina F;r u odnosu na osu
r

z kroz teZi%te T jednak je zbiru sopstvencg momenta inercije Ikr’
L

redukovane povriine Fk,za paralelnu teZiZ%nu osu kroz Tk at
T

poloZajnog momenta inerci je

, :
= k = b,p,n,m : Glst . Bp
jkr Ikr i yk Fkr 4 P
Momenti inercije J idealizovane povrsine Fi’ u odnosu na
L
esu z ., kroz T, je
L
J = E _I k = b)p,n’m - CB | S)
L kr

Koristide se veliZina

= = Ik : CBf 18D

Definisacde se elementi b2 simerti&ne matrice [YNJZ,Z



¥ br 4t or O Y S
= . = e § L
i1 2 F $oo J e
L L L 4

s S

- — = br o pr GB 1.8
12 24 = = ’
L L

¢ije su glavne vrednosti yﬁ_ v, U opStem sluaju geometri jskih
karakteristika preseka vaZe nejednakosti
) < 7 < e <l . st al o oD

Definisade se elementi Y;L simertidne matrice [ ffJ
h 2,2

EERaES)

7 2 2

Zije su glavne vrednosti ro i U opstem sludaju geometri jskih
karakteristika preseka vaZe nejednakosti

T % y; < y; € 4l : @BEIE 1 ED
OZigledno je

= il =l o . In = eE @RI 35

Koristide se sledede oznake

- = l+ ? = 7, +
y1+ 7y y11+ ¥ o2 ’ AR Yi147 Y2z
o 2 2 £ * ’ _C ’ )2
y1y2_ yiiyzz P i }1y2 yiiyzz Yi2
éyiz T I S 7
5o — = = - gt b alaby)
2= e Yim Y2z
AT s

Za transformaci je se koristi jos
A e — 2
uy1A/z Y2
& SEETS = A3
Yi 072 v
Uvedene redukovane geometrijske karakteristike preseka su u opStem

sludaju funkci je koordinate ose Stapa.

Kao specijalni sluZaj posmatramo popre&nli presek sa dve ose

simetrije. Za takav presek je

v
Y]
(@)
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Prilog 3. Odredivanje inverznog operatora S’

~ ~
Operator S’ je inverzni operator operatora C’ C4.472 iCg)
AN ~
SHele = : €& 1 .15

e

gde je operator C’ dat izrazom (4.39) i C4.40) tj.

2 2 2
it A~
SR e D e Aes r.28 e
12y ¥ 12Ay 1 12Ay ¥ 20 L2
17 2 1 2
4.1
C = = ’ + h ’ _ ‘
e 1 € g, Pf =g E2D ce 1.3
gde je
2 2
s ¥
ny 1122/ & h=m‘3‘.—— : CC 14>
}172 ' 7172

Koriscdenjem izraza C2.302 izraz C€Cl.3) je

~ ~ ~ ~ ~ ~ N
& = F'[ e R’ R+ h € » R = 3 R )} 5 EEFIEISE
102 17 2 2z 14
Smenom C2.48) sledi
~ ~ ~ ~~ e r Pa N
e =E F’p[1’+—q—R’+ R'R |, cC 1.8
i 2 =) P
gde je
Il+ 2
= e Y12
- il
4 Cy'y  + 'y - 2yt
¥ ¥ r.r -
o = 1" 2 12 1z Ce 1.7
i2
2
Fi= 4y1y2 T V2
12
Uvode se operatori
VRIS — R S QR ; h =1.,2 EE 1S
h h
pri Zemu je
G EE e Gt =D
1 2 p 12 =
Unofenjem izraza CC 1.9) i CC 1.8 u CC 1.6) sledi
e ~ ~ e ~
@ SRR R R R SR : GEUAREIED
AR B (P

20



~
Korisdenjem izraza (2.350) 1 analogno uvodenjem operatora 51 tako

da je
~ ~ N
?h R% =1 5 EEEAE0S
~ A\
inverzni operator S’ operatora C’ je oblika
A\

=

SHN= N EEEdS) = U R T L (CEaL . aLED)

~
Analogno izrazu (2.58) uvodi se operator 3; tako da je

RAE— R R I = AL : € G| SIS
b ik h

Smenoms dZzrazal G I8 izraza @6 4 14Dl kerd S Cen jiemy I ZE sz

CC 1.13> dobi jaju se sledede relaci je

~ 1 e ~
3; i EEI ﬁl ) cad
h EEWIE )
A ~ ~
T = Lot = ol s ! Cbd
h h h
~

Uvodi se operator %; analiogne d'Zzrazu ¢ 260D HEEE 2610

~ ~ ~
F R =17,
~ ~ A~ ~ ~ GEl s
e R e e
h h h

>
Funkci ja K:' linearno zavisi od funkcije puzanja F iiod

redukovanih geometri jskih karakteristika preseka

e e : CC 1.186)
h h

> . ,
Odredivanje funkci je ﬂh Ch = 1,2 2 svodi se na reSavanje

nehomogenih integralnih jednadina

S e = e cCc 1.17
h h

AN

Koristide se proizvod operatora ?;R; koji uz relacije C2. 48D

el SR ee d o (dobl ja obliik
~ ey 1 7y N
o0 : e 7! — ik : cclit asd
$hEk Sh [ }/kl i h}/k }/k h jl

Odredice se proizvod operatora F;F; €iji su inverzni operatori

oblika
~ 7~ ”~
EJ =ha 14 TIbiR’ cad
o o iy CC 1.19)
RAE I R Cb>
k k k

MnoZenjem izraza CC 1.189aD oper atorom F; 1 iz az 6@ ENEG e

=223



~ ~ ~
operatoraom F; uspostavl ja se veza izmedu aoperatora F i B
N\ ~\ a
cdnesne  FY il R
K
N ey N N
o Rl = s Cad
h h h h
~ A ~ A~ €€ 1.26d
BRSO =419 — a F’ (G leD)
k X k k ’
~

a mnozenjem ovih 1zraza operatorom F’uspostavl ja se veza izmedu

operatora F; 3 e adnesno F; at, M
SN AN P s
SRiE Bl =R Cad
h h hih
~ A ~ ~ GEERNS =] ®)
= e T = E* - b.F! 4 Cbd
e e k k
Medusobnim mnoZenjem izraza ¢ C 1.20bd i1 CC 1.21ad i eliminaci jom
cperatora F’'smenom iz jednaZine (C 1.21b) dobija se proizvod

N
operatota F;F; izraZen kaco linearna kombinaci ja operatora F; i F;:
N 2N ~ N

CEy. Jor. ==l 2l ey B R IR A et IS 4 S o e : EEH =D
h k k h h k k k h h

KoriZdenem izraza (C 1.220) odredide se proizvoed operatora

FOF
1o
ey
Na osnovu izraza CC 1.8) za R; it fzraza GG L1 Ghalije
a, = 4 ; b =8
h i
= 1 s bk = 91 ;
pa je
FLFA = A cC 8 F - 8 F'D R CE 1235
1 2 A8 1 4 2 2
gde je
Ag = g = @
1 2 2

Koriscenjem izraza ol 18081 CELLE2D ) opetat o= CER I8

moZe da se izrazi na slededi nadin

Py N

~
S =@ A 7 ] ?é B) 5
s 6

EEEINE30)
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BZC}/1 = BiyiDCrz = &lrzb

AS yiyz

_eicyi B eiyiDCyz i ezyzj

A8 Pt
”~

Operator S° u izrazu CC 1.12) prikazan je kao Zetvotostruki
proizvod operatora. Posle niza transformacija izmedu komutativnih
operatora ovaj operator je prikazan u obliku zbira operatora
CC 1.283) %to predstavlja znatno jednostavniji izraz u kome je
smanjen broj integracija.

Pri odredivanju elemenata operatorske bazne matrice krutosti
%tapa tipa "g" u izrazima (4.303 javljaju se proizvodi operatcora
NN NN ~ AN ~
R;iS' > R;ZS' Al R;ZS'. Smenom operatcora S° izrazom CC 1.233
koristedi relacije CC1.13D b CC 1.14ad ovi se proizvodi mogu

napisati preko zbira operatopa <Zime se smanjuje broj neophodnih

integraci ja

A E F. ~ ~ e Cap o
’ = u L ’ 2 F + G > = N’
NLg <Al K . nil E” yliR 2 niF1 Ta gk
g
~ E J A ~ e 5 &
3 _ L o '+ 4 F +dF D> =D EEi 259
DLg 3l @R 24 3 1 Gk
2
~ E S ~ ~ = & 2
; - e . AR F O+ =z FOD = - <!
SLg 21 K ; 211 " 712R %274 3 gk
<
gde je



n = ¥ + ¥ C = 3
1 SLlE 14 = e
1 2
¥
= + ¢ AR S
" - - ¥ g -
1
)&
= . sl G
na FRE - yil g 2
2
g t q
= =+ _— + ==
d1 Y ez Y2z - & g P
1 2
e
22
=l &5 Aot e s
d2 L G s = D) CE A 250
1
:./
22
= ¢ (@ £ -
da 3~ Yoo 2] 2
2
L g
= = C - + _— + ==
1 XLZ L &) 8 =
1 2
Z. = = O - J
2 Yz g
1
ZIE G EH
3 /129 8
2
U relacijama (5.28) , (3.31)> odnosno (3.38 pojavl juje se 1zZraz
N F odnosno N’ F* . Pokazade se da se ovaj 1lzraz moZe
Ly 12 gk 12
‘ = * * *® =
prikazati kac linearna kombinacija operatora 1 , Fi, Fz’ ?1, l.?z
-~
k3
Kori&denjem relacije (4.510 izraz N:quz ima oblik
: * a i % = T = . o
N = s 7 + 7t E £ oril o ELE 2 e 1.7
JL9F12 S i [h1F12+ }Qig FiZ PP 3z 12]
L9
TR * +
Na osnovu izraza (2.33> funkclja F12 je
v
* . * %
Foo= — =2 cF - F 3
12 Ay 1 2
=

1 : : o i A | = : ’
Unofenjem ovog izraza u izraz CC 1.27) pojavide se proizvedi R'F ,

~ 3 ~

LT N L BRI
T B sl F'F Gl = ED
& e 2 K
- 1
Kada se relacije (2.48) za R; pomnoZi funkci jom Fh , akako je
n
~
R F@ =17
= >
h h

~
to se neposrsdno dolazi do proizvoda RFh
2 3
i e . ce diesy
v
h

ho

[
)
(0))



e
Ch = 1,20 se odreduju koriidenjem

~ N
*- —
PRelEZiadar o mi ‘?’r‘
1 2 B

h

Golia il el EEIR 22N IS AR (L1555

S =
B = ELGe =SV 2 AR — S 2R GG B 2 STE)

~
> 1
s 0
h = oG, h h k k
h k

FE
}/h

Proizvod N’ F:z CC 1.27) koriXdenjem relacija CCl1.28>) i (CC 1.29

Lt
prikazuje se kao linearna kombinaci ja operatora

~

= * EuFL > > x > 3¢
Nia F = ——— sja 1 = ler fe I s B e s ny GF he e el G e INY e
G s S Ut 282 1SlZ1 i { 2Ei3Ea 2 gk 12
Lg
CEE1 136ED
gderfsu ayh b e L = konstante
1 2 1 2
ST fis i yi
42 =
y1y2
b Yi2 [ ik fnll i 2 in o "3?y ] hef 1o
h Ay 1 7 Yol= Yhez T Yhaz
GEE e 21E)
o
LA 12 [ 3 1 e _1 — ] , k=1,2
K 2 yi yi k 7> %
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Prilog 4. Laplasova transformaci ja

Posmatramo funkciju fdtd definisanu za t>0 . Laplasova
CLaplaced transformaci ja funkci je D) ocbeleZava se sa

Bifetll i definlicanal fenalsledec] nacin 35l

o
L[rctd] = £fCpd = & fCd e Plat | CD 1.1D
o]

Parametar p je broj Ziji je realni deo pozitivan i odabran je
tako da je prethodni integral konvergentan. Funkcija £CtD naziva
se orginal, a funkcija pr) naziva se slika orginala.

Neke osobine Laplasove transformacl je

Osobina linearnosti

L[ciflCtD + czsztD]= c L [fiCtD]+c2L [fZCtD]= CFLCPD +c2f_‘2Cp)

€ D) Hl =
gde su = i e proizvol jne konstante
Csobina pomeranja
ad L[e*rctd] = fcp-ad Ei5) 4l <
oGy 0]l ==t S FC . Za tra EB 14D
Csobina sliZnosti
- 1 P JEL L =
Liffcaty ] = —— fic—2 CB 1. 5D
a a
Integracija
@ e
L rtcrddzlll = — fEp) CD 1.6>
[ I S = e

e}

Konvoluci ja

L)

X
(8}
(&

0

Konvoluci ja neprekidnih funkcija f g u oznacl

integral

fCt) 2 gCt) = fet—rdatr)dn CREIEES

0S8«

Za konvoluci ju vaZe zakoni algebre



G =3y 23 g

f »x Cg » hd Cbd ¢B 1.8
f % Cg + hD = f » g + f % h (Cied)

Teorema o konvoluci ji

Ako je L[fctd] = fCpd i L[gCtd] = gCpd tada je

Litets = getafi= £Cpd glCpd i) s iep

Inverzna Laplasova transformacija

s+L(13 ’
s fcpyefdp . Re p = s ERN 1O

s—-1Q0

ik

fctd = =P

Ukoliko je poznata Laplasova slika pr) orginala fCtid> mogude
je koriZdenjem formule (D 1.100 odrediti orginal. Ta formula

definife tzv. inverznu Laplasovu transformaciju koja se beleZi
Lifeepal}i’ = feed vn @B AL gD

Neka je slika definisana koli&nikom polinoma PCpd 1 QCpd gde
je polinom PCp) stepena manjeg od polinoma QCpJ. Polinom QCpd ima
n negativnih i meduscbno razli&itih nula & s k = 1,2...n. Tada je
orginal tog koli&nika

-4 n
L PP e . CD 1.12D
xXpd Lo cano
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SADRZAT
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