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Àííîòàöèÿ

Ìåòîäîì èçîáðàæåíèé ðåøåíû äâå çàäà÷è êëàññè÷åñêîé ýëåêòðîäèíà-
ìèêè, â êîòîðûõ âîçíèêàåò áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôèêòèâíûõ
çàðÿäîâ-èçîáðàæåíèé. Ñíà÷àëà âû÷èñëåíà ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà òî÷å÷-
íûé çàðÿä, ðàñïîëîæåííûé ìåæäó îáêëàäêàìè ïëîñêîãî êîíäåíñàòîðà.
Çàòåì íàéäåíà ñèëà êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ çàðÿæåííûõ ïðî-
âîäÿùèõ øàðîâ.
Â çàäà÷å ñ äâóìÿ øàðàìè âû÷èñëåíû åìêîñòíûå êîýôôèöèåíòû è ïðÿìû-
ìè âû÷èñëåíèÿìè ïîêàçàíî, ÷òî íàéäåííàÿ ñèëà âçàèìîäåéñòâèÿ øàðîâ
ñîâïàäàåò ñ ñèëîé, ïîëó÷åííîé ìåòîäîì âèðòóàëüíûõ ïåðåìåùåíèé.

Two problems on method of images

I.A. Kotelnikov
Budker Institute of Nuclear Physics

630090, Novosibirsk, Russian Federation

Abstract
With the method of images used, two problems of classical electrodynamics
are solved, in which ones there appear infinite sequences of the image charges.
At first, the force acting on a point charge inside a parallel-plate capacitor is
computed. Then, the force of a Coulomb interaction of two charged conduc-
tive spheres is found.
For the latter problem, the capacitive coefficients are also computed. By di-
rect calculus, it is shown that the Coulomb force between charged conductive
spheres coincides with the force obtained by a method of virtual displace-
ments.
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1. Çàðÿä â êîíäåíñàòîðå

IÇàäà÷à 1

Íàéòè ñèëó, äåéñòâóþùóþ íà òî÷åíûé çàðÿä q, íàõîäÿùèéñÿ íà ðàñ-

ñòîÿíèè x îò ñåðåäèíû ïëîñêîãî êîíäåíñàòîðà. Îáêëàäêè êîíäåíñàòîðà

çàçåìëåíû.

Ðåøåíèå: Ïðåäñòàâèì îáêëàäêè êîíäåíñàòîðà â âèäå äâóõ ïðîâîäÿùèõ
ïëàñòèí, êîòîðûå ðàñïîëîæåíû â ïëîñêîñòÿõ x = ±l. Áóäåì ñ÷èòàòü ïëà-
ñòèíû áåñêîíå÷íûìè è âîñïîëüçóåìñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è î ïîëå òî÷å÷íîãî
çàðÿäà q, ðàñïîëîæåííîãî âíå ïðîâîäÿùåé ñðåäû, çàïîëíÿþùåé ïîëóïðî-
ñòðàíñòâî. Êàê èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [1, � 3]), âíå ïðîâîäíèêà ïîëå
ñèñòåìû ¾çàðÿä ïëþñ ïðîâîäíèê¿ ðàâíî ñóììå ïîëåé ñàìîãî çàðÿäà è
ôèêòèâíîãî òî÷å÷íîãî çàðÿäà q′ = −q, ðàñïîëîæåííîãî â òî÷êå, ïðåä-
ñòàâëÿþùåé ñîáîé çåðêàëüíîå îòðàæåíèå çàðÿäà q îòíîñèòåëüíî ïëîñêîé
ãðàíèöû ïðîâîäíèêà. Â ïîëóïðîñòðàíñòâå, çàíÿòîì ïðîâîäíèêîì, ïîëå
ðàâíî íóëþ. Ýòîò ðåçóëüòàò ñîõðàíÿåòñÿ, åñëè ïðîâîäÿùåå ïîëóïðîñòðàí-
ñòâî çàìåíèòü ïðîâîäÿùåé ïëîñêîñòüþ, òàê êàê ðåàëüíûé, à íå ôèêòèâ-
íûé ýêðàíèðóþùèé çàðÿä ðàñïîëàãàåòñÿ íà ïîâåðõíîñòè ïðîâîäíèêà.

Ïðèìåíèì ìåòîä èçîáðàæåíèé ê ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å. Íàëè÷èå
äâóõ îòðàæàþùèé ïîâåðõíîñòåé ïîðîæäàåò áåñêîíå÷íóþ ñèñòåìó ôèê-

−l 0 lx 2l-x 3l 4l x+− +4l x − −2l x

q q1
+

q1
−

q2
−

q2
+

Ðèñ. 1: Ê ðåøåíèþ çàäà÷è î çàðÿäå â ïëîñêîì êîíäåíñàòîðå.
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òèâíûõ çàðÿäîâ, êàê ïîêàçàíî íà Ðèñ. 1. Äåéñòâèòåëüíî, ôèêòèâíûé çà-
ðÿä q+n , ïîëó÷åííûé îòðàæåíèåì îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè x = +l è íàõî-
äÿùèéñÿ ñïðàâà îò íå¼, â ñâîþ î÷åðåäü îòðàæàåòñÿ îòíîñèòåëüíî ïëîñ-
êîñòè x = −l, ôîðìèðóÿ ôèêòèâíûé çàðÿä q−n+1 = −q+n . È íàîáîðîò,
çàðÿä q−n , ðàñïîëîæåííûé ñëåâà îò ëåâîé îáêëàäêè x = −l, îòîáðàæà-
åòñÿ îòíîñèòåëüíî ïðàâîé îáêëàäêè â çàðÿä q+n+1 = −q−n . Äîïîëíèì ýòè
ñîîòíîøåíèÿ ïðàâèëàìè ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò çàðÿäîâ x±n :

q+n+1 = −q−n , x+
n+1 − l = −(x−n − l) ,

q−n+1 = −q+n , x−n+1 + l = −(x+
n + l) .

Ïðèíÿâ âî âíèìàíèå ¾íà÷àëüíûå óñëîâèÿ¿ q+0 = q−0 = q, x+
0 = x−0 = x,

ïîëó÷àåì ïðîñòûå ôîðìóëû:

x±2n = ±4nl+ x , q±2n = q ,

x±2n+1 = ±(4n+ 2)l− x , q±2n+1 = −q ,

ãäå n = 0, 1, 2 . . ..
Äàëüíåéøåå ïðîñòî. Èñêîìàÿ ñèëà ðàâíà ñóììå ñèë, äåéñòâóþùèõ íà

çàðÿä q, ñî ñòîðîíû êàæäîãî çàðÿäà-èçîáðàæåíèÿ. Ñóììèðóÿ îòäåëüíî
ïî íå÷åòíûì è ÷åòíûì èíäåêñàì, èìååì:

F =
∞∑

n=0

[
q2

(x+
2n+1 − x)2

+
−q2

(x−2n+1 − x)2

]
+

∞∑
n=1

[ −q2
(x+

2n − x)2
+

q2

(x−2n − x)2

]
.

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè êîîðäèíàò çàðÿäîâ êàæäûé ÷ëåí âòîðîé ñóììû îáðà-
ùàåòñÿ â íóëü, à îñòàâøèéñÿ ðÿä

F =
q2

l2

∞∑
n=0

(2n+ 1)(x/l)
(2n+ 1)2 − (x/l)2

(1)

âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ÷åðåç ëîãàðèôìè÷åñêóþ ïðîèçâîäíóþ ψ(z) = Γ′(z)/Γ(z)
ãàììà-ôóíêöèè Γ(z):

F =
q2

16 l2

[
ψ′
(
l − x

2l

)
− ψ′

(
l + x

2l

)]
. (2)

Ñóììà êîíå÷íîãî ÷èñëà ÷ëåíîâ ðÿäà (1) òàêæå âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ψ(z).
Óìåñòíî îòìåòèòü, ÷òî ó÷åò çàðÿäîâ-èçîáðàæåíèé âñåãî ëèøü ïåðâîãî

ïîðÿäêà q±1 , äà¼ò âåñüìà õîðîøåå ïðèáëèæåíèå ê òî÷íîìó ðåøåíèþ. Åñëè
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Ðèñ. 2. Îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü (F − Fn)/F ïðèáëèæåíèÿ òî÷íîãî ðåøåíèÿ (2)
ïåðâûìè ÷ëåíàìè ðÿäà (1) â çàâèñèìîñòè îò ðàññòîÿíèÿ x îò öåíòðà êîíäåíñàòîðà.
×èñëî ÷ëåíîâ ðÿäà n+1 èçìåíÿåòñÿ îò 1 (íàèáîëüøàÿ ïîãðåøíîñòü) äî 4 (íàèìåíüøàÿ

ïîãðåøíîñòü).

ñóììó ïåðâûõ n+ 1 ÷ëåíîâ ðÿäà (1) îáîçíà÷èòü ÷åðåç Fn, òî îòíîñèòåëü-
íàÿ ïîãðåøíîñòü (F −Fn)/F îêàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíîé ïðè x = 0, êîãäà
çàðÿä íàõîäèòñÿ â öåíòðå êîíäåíñàòîðà. Ãðàôèê îòíîñèòåëüíîé ïîãðåø-
íîñòè â çàâèñèìîñòè îò x äëÿ íåñêîëüêèõ çíà÷åíèé n ïðèâåäåí íà Ðèñ. 2.
Ïðè x→ 0 ïåðâûé ÷ëåí ðÿäà F0, ñîîòâåòñòâóþùèé ñóììå ñèë ñî ñòîðîíû
çàðÿäîâ q+1 è q−1 , äà¼ò F = (q2/l3)x, à ñîãëàñíî òî÷íîìó ðåøåíèþ,

F =
7
8
ζ(3)

q2

l3
x = 1.0518

q2

l3
x , (3)

ãäå ζ(z) � äçåòà-ôóíêöèÿ Ðèìàíà. Ïîãðåøíîñòü ìîæíî óìåíüøèòü, ó÷è-
òûâàÿ ôèêòèâíûå çàðÿäû ñëåäóþùèõ ïîðÿäêîâ. Ïðè ôèêñèðîâàííîì ÷èñ-
ëå ÷ëåíîâ ðÿäà ïîãðåøíîñòü íå óëó÷øàåòñÿ ñ ïðèáëèæåíèåì çàðÿäà ê
öåíòðó êîíäåíñàòîðà, ïîñêîëüêó ïðè x→ 0, âêëàä ïàðû çàðÿäîâ q−n è q+n
ëþáîãî ïîðÿäêà n ëèíååí ïî x. Ïîëîæèòåëüíûé çíàê êîýôôèöèåíòà ïåðåä
x îçíà÷àåò, ÷òî ïîëîæåíèå çàðÿäà â öåíòðå êîíäåíñàòîðà íåóñòîé÷èâî.

Óáåäèâøèñü â ýôôåêòèâíîñòè ìåòîäà èçîáðàæåíèé, ïîïûòàåìñÿ ñ åãî
ïîìîùüþ ðåøèòü áîëåå ñëîæíóþ çàäà÷ó.
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Ðèñ. 3: Ê ðåøåíèþ çàäà÷è î ïðèòÿæåíèè ïðîâîäÿùèõ øàðîâ.

2. Çàðÿæåííûå øàðû

IÇàäà÷à 2

Íàéòè ñèëó âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ çàðÿæåííûõ îäèíàêîâûõ ïðîâîäÿùèõ

øàðîâ ðàäèóñà R, ðàñïîëîæåííûõ íà ðàññòîÿíèè L > 2R äðóã îò äðóãà.

Ðåøåíèå: Â ýòîé çàäà÷å òàêæå âîçíèêàåò áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü çàðÿäîâ-èçîáðàæåíèé, ïîðîæäàåìàÿ äâóìÿ îòðàæàþùèìè ïîâåðõ-
íîñòÿìè. Íà ýòîò ðàç èõ ðîëü âûïîëíÿþò ñôåðè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè ïðî-
âîäÿùèõ øàðîâ.

Âíîâü âîñïîëüçóåìñÿ ðåøåíèåì èçâåñòíîé çàäà÷è î ïîëå òî÷å÷íîãî
çàðÿäà q, ðàñïîëîæåííîãî âíå çàçåìëåííîé ïðîâîäÿùåé ñôåðû ðàäèóñà
R íà ðàññòîÿíèè l > R îò íå¼ (ñì., íàïðèìåð, [1, � 3]). Ïîëå âíå øàðà
ðàâíî ðàâíî ñóììå ïîëåé ñàìîãî çàðÿäà è ôèêòèâíîãî òî÷å÷íîãî çàðÿäà
q′ = −q R/l, íàõîäÿùåãîñÿ íà ðàññòîÿíèè l′ = R2/l îò öåíòðà øàðà íà
ëèíèè, ñîåäèíÿþùåé öåíòð øàðà ñ çàðÿäîì q. Ïîëå âíóòðè øàðà è åãî
ïîòåíöèàë ðàâíû íóëþ.

Ïåðåõîäÿ ê íàøåé çàäà÷å, îáîçíà÷èì ÷åðåç q−n è q+n ôèêòèâíûå çàðÿ-
äû, ðàñïîëîæåííûå ñîîòâåòñòâåííî ñëåâà è ñïðàâà îò íà÷àëà êîîðäèíàò;
ñì. Ðèñ. 3. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî âñå çàðÿäû ðàñïîëîæåíû âíóòðè øàðîâ.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç l±n ðàññòîÿíèå îò çàðÿäà q±n äî öåíòðà ¾ñâîåãî¿ øàðà.
Òîãäà ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ¾÷óæîãî¿ øàðà ðàâíî L − l±n . Âñëåäñòâèå
ñèììåòðèè çàäà÷è ðàññòîÿíèÿ l−n è l+n îäèíàêîâû, íî ìû ñîõðàíèì èí-
äåêñû ¾+¿ è ¾−¿, ïðåäïîëàãàÿ â äàëüíåéøåì ðàññìîòðåòü ñëó÷àé øàðîâ
ðàçíîãî ðàäèóñà [3].

Óñëîâèìñÿ, ÷òî çàðÿä q+n+1 ïîëó÷àåòñÿ îòðàæåíèåì çàðÿäà q−n îòíîñè-

òåëüíî ïîâåðõíîñòè ïðàâîãî øàðà, à çàðÿä q−n+1 � îòðàæåíèåì çàðÿäà q+n
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îòíîñèòåëüíî ëåâîãî øàðà. Èñïîëüçóÿ ðåøåíèå çàäà÷è î ïîëå òî÷å÷íîãî
çàðÿäà è çàçåìëåííîé ñôåðû, ïîëó÷àåì ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ:

l±n+1 = R2/(L− l∓n ) , (4a)

q±n+1 = −q∓n R/(L− l∓n ) . (4b)

Èç ïåðâîé ðåêóðñèè (4a) ëåãêî íàéòè òî÷êó ñãóùåíèÿ ôèêòèâíûõ çà-
ðÿäîâ, ò.å. èõ ïîëîæåíèå ïðè n → ∞. Ïðèðàâíèâàÿ l±n+1 ê l∓n ïîëó÷àåì,

÷òî l±∞ = L/2 − µ, ãäå µ =
√

(L/2)2 −R2 åñòü ïîëîâèíà ðàññòîÿíèÿ ìåæ-
äó ïðàâîé è ëåâîé òî÷êàìè ñãóùåíèÿ. Íàéäåííîå çíà÷åíèå µ äà¼ò êëþ÷
ê ïðåîáðàçîâàíèþ ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé ê òàêîé ôîðìå, êîòîðàÿ
ïîçâîëèò èõ ÿâíî ïðîñóììèðîâàòü.

Ââåä¼ì ñèñòåìó êîîðäèíàò ñ íà÷àëîì íà ñåðåäèíå îòðåçêà ïðÿìîé ëè-
íèè, ñîåäèíÿþùåé öåíòðû øàðîâ, êàê ïîêàçàíî íà Ðèñ. 3. Âûðàçèì êî-
îðäèíàòó

x±n = µ y±n (5)

çàðÿäà q±n â ýòîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ÷åðåç µ è íîâóþ áåçðàçìåðíóþ ïå-
ðåìåííóþ y±n . Êàê ÿñíî èç ïðåäûäóùåãî, l±n = L/2 ∓ µ y±n , y

+
n = −y−n ,

y±∞ = ±1. Â íîâûõ îáîçíà÷åíèÿõ ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ êîîðäè-
íàò çàðÿäîâ

y±n+1 = − y∓n ∓ (2µ/L)
1 ∓ (2µ/L) y∓n

,

ñ òî÷íîñòüþ äî îáùåãî çíàêà ñîâïàäàþò ñ òåîðåìîé ñëîæåíèÿ ãèïåðáîëè-
÷åñêèõ òàíãåíñîâ:

th(a± b) =
th(a) ± th(b)

1 ± th(a) th(b)
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

arc th(y±n+1) = − arc th(y∓n ) ± arc th(2µ/L) .

Çàìå÷àÿ, ÷òî y±0 = ±L/2µ, arc th(L/2µ) = πi/2 + arc th(2µ/L), th(z +
πi/2) = cth(z), íàõîäèì êîîðäèíàòû çàðÿäîâ:

y±n = ± cth[(n+ 1)α], (6)

ãäå

α = arc th(2µ/L) =
1
2

ln

[
1 +

√
1 − (2R/L)2

1 −√1 − (2R/L)2

]
.
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Ïîñëå ïîäñòàíîâêè íàéäåííûõ êîîðäèíàò â ðåêóððåíòíûå ôîðìóëû
äëÿ çàðÿäîâ (4b), òå ëåãêî óäàåòñÿ ðàçðåøèòü, òàê êàê ïðè ïîñëåäîâà-
òåëüíîì ïðèìåíåíèè ðåêóðñèè íà êàæäîì øàãå ñîêðàùàåòñÿ ïî îäíîìó
ìíîæèòåëþ â ÷èñëèòåëå è çíàìåíàòåëå. Ðåçóëüòàò çàïèñûâàåòñÿ â êîì-
ïàêòíîì âèäå

q±n = [(−1)nQ0 ± q0]
sh[α]

sh[(n+ 1)α]
, (7)

åñëè ââåñòè îáîçíà÷åíèÿ Q0 = (q+0 + q−0 )/2 è q0 = (q+0 − q−0 )/2. Íåèç-
âåñòíûå çíà÷åíèÿ ôèêòèâíûõ çàðÿäîâ q±0 ≡ Q0 ± q0, ðàñïîëîæåííûõ â
öåíòðàõ øàðîâ, âûðàæàþòñÿ ÷åðåç çàðÿäû øàðîâ, íî íå ðàâíû èì. Çàðÿä
êàæäîãî øàðà ðàâåí ñóììå ôèêòèâíûõ çàðÿäîâ âíóòðè íåãî. Åñëè îáî-
çíà÷èòü çàðÿäû ïðàâîãî è ëåâîãî øàðîâ ÷åðåç q+ ≡ Q + q è q− ≡ Q − q
ñîîòâåòñòâåííî, òî èç óñëîâèÿ q± =

∑∞
n=0 q

±
n íàõîäèì Q0 è q0:

Q0 = QR/C− , q0 = q R/C+, (8)

ãäå

C± = R

∞∑
n=0

(±1)n sh[α]
sh[(n+ 1)α]

. (9)

Òåïåðü èìååòñÿ âñ¼ íåîáõîäèìîå äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñèëû âçàèìîäåé-
ñòâèÿ øàðîâ. Èñêîìàÿ ñèëà ðàâíà ñóììå ñèë âçàèìîäåéñòâèÿ êàæäîãî
çàðÿäà q+n ñ êàæäûì çàðÿäîì q−m:

F =
∞∑

n=0

∞∑
m=0

q+n q
−
m

(x+
n − x−m)2

.

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (5), (6), (7), ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó-
÷àåì

F =
4Q2

0

L2

∞∑
n=0

∞∑
m=0

(−1)m+n ch2[α] sh[(m+1)α] sh[(n+1)α] / sh2[(m+n+2)α]

− 4q20
L2

∞∑
n=0

∞∑
m=0

ch2[α] sh[(m+ 1)α] sh[(n+ 1)α] / sh2[(m+ n+ 2)α].

Çàìåíèì ñóììèðîâàíèå ïî m è n ñóììàìè ïî p = m+n è r = m−n, ãäå p
ïðîáåãàåò çíà÷åíèÿ îò 0 äî∞, à r îò −p äî +p ÷åðåç åäèíèöó, ò.å. r = −p+
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2k, k = 0, 1, . . . p. Ñóììû ïî r ëåãêî âû÷èñëÿþòñÿ, à îñòàâøèåñÿ ñóììû
ïî p âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ïðîèçâîäíûå îò ââåäåííûõ ðàíåå êîýôôèöèåíòîâ
C±:

F =
2Q2

0

L2

ch2[α]
sh[α]

∂

∂α

C−
R

+
2q20
L2

ch2[α]
sh[α]

∂

∂α

C+

R
. (10)

Âûðàçèâ Q0 è q0 ÷åðåç Q è q ïðè ïîìîùè (8), íàéäåííóþ ñèëó ìîæíî
ïåðåïèñàòü â âèäå

F = − ∂

∂L

[
Q2

C−
+

q2

C+

]
, (11)

òàê êàê ch[α] = L/2R, à dL = 2R sh[α] dα. Ôîðìóëà (10) ïðèãîäèòñÿ ïðè
ðåøåíèè äðóãèõ çàäà÷.

Äàëåå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ïàðàìåòðû C± ñâÿçàíû c åìêîñòíûìè êî-
ýôôèöèåíòàìè ñèñòåìû, à ñèëà (11) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà ìåòîäîì âèð-
òóàëüíûõ ïåðåìåùåíèé ñ ìåíüøèì êîëè÷åñòâîì âûêëàäîê.

IÇàäà÷à 3

Íàéòè åìêîñòíûå êîýôôèöèåíòû ñèñòåìû äâóõ îäèíàêîâûõ ïðîâîäÿ-

ùèõ øàðîâ ðàäèóñà R, ðàñïîëîæåííûõ íà ðàññòîÿíèè L > 2R äðóã îò

äðóãà, è âû÷èñëèòü ñèëó èõ êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ.

Ðåøåíèå: Ñ÷èòàÿ, ÷òî çàðÿäû øàðîâ çàäàíû, íàéäåì èõ ïîòåíöèàëû φ±.
Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ïðàâûé øàð. Âñå âåëè÷èíû, îòíîñÿùèåñÿ ê íåìó, ïî-
ïðåæíåìó áóäåì ìåòèòü èíäåêñîì ¾+¿, ñîõðàíèâ èíäåêñ ¾−¿ äëÿ ëåâîãî
øàðà. Çàìåòèì, ÷òî ñóììà ïîòåíöèàëîâ ôèêòèâíîãî çàðÿäà q−n è åãî îò-
ðàæåíèÿ q+n+1 îòíîñèòåëüíî ïîâåðõíîñòè ïðàâîãî øàðà ðàâíà íóëþ êàê
ðàç íà ïîâåðõíîñòè ýòîãî øàðà, ïîñêîëüêó îòðàæåíèå ñòðîèëîñü â ïðåä-
ïîëîæåíèè, ÷òî ïîâåðõíîñòü çàçåìëåíà. Òàêèì îáðàçîì, ïîòåíöèàëû âñåõ
çàðÿäîâ, êðîìå q+0 ñîêðàùàþòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, φ+ = q+0 /R. Àíàëîãè÷-
íî äëÿ ëåâîãî øàðà èìååì: φ− = q−0 /R. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (7) è (8) èç
ðåøåíèÿ ïðåäûäóùåé çàäà÷è, ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ

φ+ =
Q

C−
+

q

C+
, (12)

φ− =
Q

C−
− q

C+
, (13)

ãäå Q = (q+ + q−)/2, q = (q+ − q−)/2, à êîýôôèöèåíòû C± îïðåäåëåíû â
(9). Ïî îïðåäåëåíèþ, ïîòåíöèàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè íàçûâàåòñÿ íà-
áîð âåëè÷èí Sαβ , òàêèõ ÷òî φα = Sαβ qβ . Â äàííîì ñëó÷àå èíäåêñû α, β
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ïðîáåãàþò çíà÷åíèÿ +, −. Ïåðåïèñûâàÿ ïîñëåäíåå óðàâíåíèå â ìàòðè÷-
íîì âèäå (

φ+

φ−

)
=
(
S++ S+−
S−+ S−−

)(
q+
q−

)
,

íàõîäèì ìàòðèöó ïîòåíöèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ:

Sαβ =

(
1

2C− + 1
2C+

1
2C− − 1

2C+
1

2C− − 1
2C+

1
2C− + 1

2C+

)
, (14)

Îáðàòíàÿ åé ìàòðèöà Cαβ = S−1
αβ íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé åìêîñòíûõ êîýô-

ôèöèåíòîâ:

Cαβ =
( C−+C+

2
C−−C+

2
C−−C+

2
C−+C+

2

)
. (15)

Å¼ ïðèíÿòî çàïèñûâàòü â âèäå

Cαβ =
(
C1 + C −C
−C C2 + C

)
, (16)

ãäå C1 è C2 � ïàðàçèòíûå ¼ìêîñòè (ò.å. ¾åìêîñòè íà áåñêîíå÷íîñòü¿) ïåð-
âîãî è âòîðîãî ïðîâîäíèêîâ ñîîòâåòñòâåííî, à C � èõ âçàèìíàÿ ¼ìêîñòü.
Ñðàâíèâàÿ (15) è (16), íàõîäèì ¼ìêîñòè äëÿ ñëó÷àÿ äâóõ îäèíàêîâûõ
øàðîâ:

C1 = C2 = C− , C = (C+ − C−)/2 = R

∞∑
k=0

sh[α] / sh[(2k + 2)α] . (17)

Ãðàôèêè çàâèñèìîñòè åìêîñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ îò îòíîøåíèÿ 2R/L ïî-
êàçàíû íà Ðèñ. 4. Íà íåì õîðîøî âèäíî, ÷òî ïðîèçâîäíûå êîýôôèöèåíòîâ
C+ è C− âñåãäà èìåþò ïðîòèâîïîëîæíûå çíàêè. Îáðàùàÿñü ê ôîðìóëå
(11) ñ ó÷åòîì ýòîãî ôàêòà, íåòðóäíî çàêëþ÷èòü, ÷òî ïðè ëþáîì ðàññòî-
ÿíèè ìåæäó øàðàìè ìîæíî âûáðàòü òàêóþ ïðîïîðöèþ ìåæäó çàðÿäàìè
øàðîâ, ÷òî ñèëà èõ êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ áóäåò â òî÷íîñòè ðàâ-
íà íóëþ, ïðè òîì ÷òî íè îäèí èç çàðÿäîâ íå ðàâåí íóëþ. Åñëè æå îäèí
èç çàðÿäîâ ðàâåí íóëþ (íî íå îáà îäíîâðåìåííî), òî øàðû, î÷åâèäíî,
ïðèòÿãèâàþòñÿ.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïàðàçèòíàÿ ¼ìêîñòü ñ ïîðàçèòåëüíîé òî÷íîñòüþ
2% àïïðîêñèìèðóåòñÿ ïðîñòåéøåé ôóíêöèåé

C− ≈ R

1 + (1/ ln 2 − 1)R/L
.
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Ðèñ. 4. Çàâèñèìîñòü åìêîñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ îò áåçðàçìåðíîãî ïàðàìåòðà 2R/L.
Âñå ¼ìêîñòè íîðìèðîâàíû íà ðàäèóñ øàðîâ R.

Ýíåðãèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ñèñòåìû ïðîâîäíèêîâ âû÷èñëÿåòñÿ ïî
ôîðìóëàì W = 1

2Sαβqαqβ èëè W = 1
2Cαβφαφβ . Åñëè çàäàíû çàðÿäû ïðî-

âîäíèêîâ, òî ñèëó èõ âçàèìîäåéñòâèÿ ìîæíî íàéòè, âàðüèðóÿ ýíåðãèþ
ñèñòåìû ïî ðàññòîÿíèþ L ìåæäó ïðîâîäíèêàìè ïðè ôèêñèðîâàííûõ çà-
ðÿäàõ ïðîâîäíèêîâ:

F = −δSαβ

δL
qαqβ

2
. (18)

Åñëè ïðîâîäíèêè íàõîäÿòñÿ ïîä çàäàííûìè ïîòåíöèàëàìè, ñèëó èõ âçà-
èìîäåéñòâèÿ ñëåäóåò âû÷èñëÿòü, âàðüèðóÿ ýíåðãèþ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ
ïðè ôèêñèðîâàííûõ ïîòåíöèàëàõ:

F =
δCαβ

δL
φαφβ

2
. (19)

Ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå íà îòñóòñòâèå çíàêà ¾−¿ â ïîñëåäíåé ôîð-
ìóëå. Ýòî ñâÿçàíî ñ ó÷åòîì ðàáîòû âíåøíèõ ñèë íà ïîääåðæàíèå ïîòåí-
öèàëîâ ïðîâîäíèêîâ. Íà ÿçûêå òåðìîäèíàìèêè ïðàâèëî âûáîðà çíàêîâ â
ôîðìóëàõ (18) è (19) ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì (ñì. [1, �10]):
òåðìîäèíàìè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì ïî îòíîøåíèþ ê çàðÿäàì ïðîâîäíèêîâ
ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû F = U , à ïî îòíîøåíèþ ê ïîòåíöè-
àëàì � ñîïðÿæåííàÿ åé ôóíêöèÿ F̃ = −U . Òåðìîäèíàìè÷åñêèå ïîòåíöè-
àëû F è F̃ èìåþò â ðàâíîâåñèè ìèíèìóì ïî îòíîøåíèþ ê èçìåíåíèÿì
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ñîñòîÿíèÿ, ïðîèñõîäÿùèì ñîîòâåòñòâåííî ïðè ïîñòîÿííûõ çàðÿäàõ è ïî-
òåíöèàëàõ ïðîâîäíèêîâ.

Ïîäñòàâëÿÿ (14) â (18), âíîâü ïðèõîäèì ê ôîðìóëå (11).

3. Çàêëþ÷åíèå

Â íàñòîÿùåé çàìåòêå ñ ïîìîùüþ ìåòîäà èçîáðàæåíèé ðåøåíû äâå çà-
äà÷è êëàññè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêè, â êîòîðûõ âîçíèêàåò áåñêîíå÷íàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôèêòèâíûõ çàðÿäîâ-èçîáðàæåíèé. Ðàçóìååòñÿ, ÷èñ-
ëî ¾äâå¿ çäåñü óñëîâíî. Ìîæíî ïðåäëîæèòü ìíîæåñòâî âàðèàöèé ðàñ-
ñìîòðåííûõ çàäà÷, íåêîòîðûå èç êîòîðûõ ïðèâåäåíû äàëåå â ðàçäåëå A.
Îòìåòèì â ÷àñòíîñòè òîò ôàêò, ÷òî â ðàçëîæåíèè ñèëû âçàèìîäåéñòâèÿ
çàðÿæåííûõ øàðîâ íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ îòñóòñòâóåò äèïîëüíûé è
êâàäðóïîëüíûé ÷ëåíû (çàäà÷à 10). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè ïîìîùè ïðîâî-
äÿùèõ øàðèêîâ âçàèìîäåéñòâèå òî÷å÷íûõ çàðÿäîâ ìîäåëèðóåòñÿ ñ î÷åíü
õîðîøåé òî÷íîñòüþ. Èíòåðåñíî òàêæå, ÷òî ïîëó÷åííûå ðÿäû óäàåòñÿ ïðî-
ñóììèðîâàòü è â òîì ñëó÷àå, êîãäà øàðû ñîïðèêàñàþòñÿ èëè ïî÷òè ñî-
ïðèêàñàþòñÿ (çàäà÷è 9, 11, 12).

Ðàçâèòûé ìåòîä ñóììèðîâàíèÿ ðÿäîâ â çàäà÷å ñ äâóìÿ îäèíàêîâûìè
ïðîâîäÿùèìè øàðàìè ìîæåò áûòü îáîáùåí íà ñëó÷àé øàðîâ ïðîèçâîëü-
íûõ ðàçìåðîâ, ðàñïîëîæåííûõ íà íåêîòîðîì ðàññòîÿíèè äðóã îò äðóãà
ëèáî âëîæåííûõ îäèí âíóòðü äðóãîãî. Òàêîå îáîáùåíèå áóäåò èçëîæåíî
â äðóãîé ñòàòüå [3]. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â ëèòåðàòóðå èçâåñòåí ñïî-
ñîá âû÷èñëåíèÿ åìêîñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû äâóõ ïðîâîäÿùèõ
øàðîâ, îñíîâàííûé íà ðåøåíèè óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà ðàçäåëåíèåì ïåðå-
ìåííûõ â áèñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ. Ýòîò ñïîñîá äà¼ò îòâåò â âèäå
ôîðìàëüíûõ ðÿäîâ [2, çàäà÷à 211], îäíàêî ñâÿçü ýòèõ ðÿäîâ ñ ñóììèðîâà-
íèåì ïî ôèêòèâíûì çàðÿäàì-èçîáðàæåíèÿì äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè áû-
ëà ñêðûòà. ×òî æå êàñàåòñÿ çàäà÷è î çàðÿäå â ïëîñêîì êîíäåíñàòîðå, òî
âîçìîæíîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ ñóììû ðÿäà ïî çàðÿäàì-èçîáðàæåíèÿì ÷åðåç
ñïåöôóíêöèþ, êàê êàæåòñÿ, âîîáùå áûëà íå èçâåñòíà.

A. Äîïîëíèòåëüíûå çàäà÷è

IÇàäà÷à 4

Ïîëó÷èòü ôîðìóëó (18).
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IÇàäà÷à 5

Ïîëó÷èòü ôîðìóëó (19).

IÇàäà÷à 6

Íàéòè ñèëó âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ îäèíàêîâûõ ïðîâîäÿùèõ øàðèêîâ, îäèí èç
êîòîðûõ çàðÿæåí, à äðóãîé íåò.

IÇàäà÷à 7

Íàéòè ñèëó âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ îäèíàêîâûõ ïðîâîäÿùèõ øàðèêîâ, îäèí èç
êîòîðûõ çàðÿæåí, à äðóãîé çàçåìë¼í.

IÇàäà÷à 8

Íàéòè ðàçëîæåíèå åìêîñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ äâóõ îäèíàêîâûõ ïðîâîäÿùèõ
øàðèêîâ, íàõîäÿùèõñÿ íà áîëüøîì ðàññòîÿíèè äðóã îò äðóãà.

IÇàäà÷à 9

Äâà îäèíàêîâûõ ïðîâîäÿùèõ øàðà ñîïðèêàñàþòñÿ. Íàéòè åìêîñòü ñèñòåìû.

IÇàäà÷à 10

Íàéòè ñèëó âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ îäèíàêîâûõ ïðîâîäÿùèõ øàðèêîâ, íàõîäÿ-
ùèõñÿ íà áîëüøîì ðàññòîÿíèè äðóã îò äðóãà ñ ó÷åòîì äèïîëüíîãî è êâàäðó-
ïîëüíîãî ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ.

IÇàäà÷à 11

Äâà îäèíàêîâûõ ïðîâîäÿùèõ øàðèêà íàõîäÿòñÿ íà ìàëîì ðàññòîÿíèè äðóã îò
äðóãà, òàê ÷òî èõ ïîâåðõíîñòè ïî÷òè ñîïðèêàñàþòñÿ. Íàéòè ñèëó îòòàë-
êèâàíèÿ øàðèêîâ, åñëè èõ çàðÿäû â òî÷íîñòè ðàâíû.

IÇàäà÷à 12

Äâà îäèíàêîâûõ ïðîâîäÿùèõ øàðèêà íàõîäÿòñÿ íà ìàëîì ðàññòîÿíèè äðóã îò
äðóãà, òàê ÷òî èõ ïîâåðõíîñòè ïî÷òè ñîïðèêàñàþòñÿ. Íàéòè ñèëó ïðèòÿ-
æåíèÿ øàðèêîâ, åñëè èõ çàðÿäû ðàâíû ïî âåëè÷èíå, íî ïðîòèâîïîëîæíû ïî
çíàêó.
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Îòâåòû ê çàäà÷àì

4 Çàðÿäèì ïðîâîäíèêè, à çàòåì îòêëþ÷èì èõ îò èñòî÷íèêà ýëåêòðè÷åñòâà, ïîä-
äåðæèâàÿ òåì ñàìûõ èõ çàðÿäû ïîñòîÿííûìè. Ìåæäó ïðîâîäíèêàìè âîçíèê-
íóò ñèëû ïðèòÿæåíèÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç F îäíó èç íèõ � ñèëó äåéñòâóþùóþ
íà êàêîé-ëèáî èç ïðîâîäíèêîâ. Îñòàëüíûå ïðîâîäíèêè çàêðåïèì. Ñèëà F óðàâ-
íîâåøèâàåòñÿ âíåøíåé ñèëîé F′ = −F. Åñëè íàðóøèòü ðàâíîâåñèå, áåñêîíå÷íî
ìàëî èçìåíèâ âíåøíþþ ñèëó F′, òî âûáðàííûé ïðîâîäíèê íà÷íåò áåñêîíå÷íî
ìåäëåííî ïåðåìåùàòüñÿ. Êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ âîçíèêøåãî äâèæåíèÿ ìîæíî
íå ó÷èòûâàòü, òàê êàê ïðîöåññ ìîæíî ïðîâîäèòü áåñêîíå÷íî ìåäëåííî (êâà-
çèñòàòè÷åñêè) è äîñòàòî÷íî äîëãî. Òîãäà ñèëà F′ áóäåò îòëè÷àòüñÿ îò ñèëû F
áåñêîíå÷íî ìàëî, à ïîýòîìó ñ òî÷íîñòüþ äî áåñêîíå÷íî ìàëûõ âûñøåãî ïîðÿäêà
ðàáîòû ýòèõ δA′ è δA áóäóò ðàâíû ïî âåëè÷èíå è ïðîòèâîïîëîæíû ïî çíàêó:
δA′ = −δA, ïðè÷¼ì δA = F·δL, ãäå δL � âåêòîð ïåðåìåùåíèÿ ïðîâîäíèêà. Ïðî-
öåññ ìîæåò ñîïðîâîæäàòüñÿ âûäåëåíèåì èëè ïîãëîùåíèåì òåïëîòû. Áóäåì ýòó
òåïëîòó îòâîäèòü, ÷òîáû òåìïåðàòóðà ñèñòåìû îñòàâàëàñü ïîñòîÿííîé. Òîãäà
ðàáîòà âíåøíåé ñèëû F′ ïîéäåò íà ïðèðàùåíèå ñâîáîäíîé ýíåðãèè ñèñòåìû:
δA′ = δF , èëè

δA + δFT,q = 0 .

Çíà÷êè q è T óêàçûâàþò, ÷òî ïðèðàùåíèå ñâîáîäíîé ýíåðãèè äîëæíî áûòü
âû÷èñëåíî ïðè ïðè ïîñòîÿííûõ çàðÿäàõ è òåìïåðàòóðå. Ïðåíåáðåãàÿ èçìåíå-
íèåì ñâîáîäíîé ýíåðãèè èç-çà äåôîðìàöèè ïðîâîäíèêà â ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå,
çàêëþ÷àåì, ÷òî ýòî ïðèðàùåíèå ñâÿçàíî ñ èçìåíåíèåì ïîòåíöèàëüíûõ êîýô-
ôèöèåíòîâ δSαβ, à èìåííî: δFT,q = δSαβ qαqβ/2. Îòñþäà íàõîäèì:

F = − δSαβ

δL

qαqβ

2
.

5 Ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðåäûäóùåé çàäà÷åé íåîáõîäèìî ó÷åñòü äîïîëíèòåëüíóþ
ðàáîòó φα δqα ïî ïåðåìåùåíèþ çàðÿäîâ âíåøíèì èñòî÷íèêîì, êîòîðûé ïîääåð-
æèâàåò ïîòåíöèàëû ïðîâîäíèêîâ:

−F·δL + φα δqα = φα δCαβ φβ/2.
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Ïåðåìåùåííûå çàðÿäû íàõîäèì, ïðèðàâíèâàÿ íóëþ âàðèàöèþ ïîòåíöèàëîâ ïðî-
âîäíèêîâ:

0 = Sαβ δqβ + δSαβ qβ .

Îòñþäà δqα = −S−1
αµ δSµν qν = −Cαµ δSµν Cνβ φβ .

Ëèíåàðèçóÿ òîæäåñòâî Cαµ Sµν = δαν , ïîëó÷àåì óðàâíåíèå δCαµ Sµν+Cαµ δSµν =
0. Óìíîæàÿ åãî íà S−1

νβ = Cνβ , íàõîäèì ñâÿçü ìåæäó âàðèàöèåé åìêîñòíûõ è
ïîòåíöèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ: δCαβ = −Cαµ δSµν Cνβ . Ñëåäîâàòåëüíî, δqα =
δCαβ φβ. Ýòîò ðåçóëüòàò îçíà÷àåò, ÷òî ðàáîòà ïî ïåðåìåùåíèþ çàðÿäîâ ðîâíî
â 2 ðàçà áîëüøå èçìåíåíèÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèè ñèñòåìû. Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííûå
çíà÷åíèÿ δqα â ïåðâîå óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíûé îòâåò:

F =
δCαβ

δL

φαφβ

2
.

6 Ïóñòü q− = 0. Òîãäà Q = q = q+/2. Ïîäñòàâèâ ýòè çíà÷åíèÿ Q è q â ôîðìóëó
(11), ïîëó÷àåì:

F = − q2
+

4

∂

∂L

�
1

C−
+

1

C+

�
.

7 Îáîçíà÷èì çàðÿä èçîëèðîâàííîãî øàðà ÷åðåç q+. Íåèçâåñòíûé çàðÿä çàçåì-
ëåííîãî øàðà q− íàõîäèì èç óñëîâèÿ, ÷òî åãî ïîòåíöèàë

φ− = S−+ q+ + S−− q−

ðàâåí íóëþ. Èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå ìàòðèöû ïîòåíöèàëüíûõ êîýôôèöèåí-
òîâ â âèäå (14), ïîëó÷àåì:

q− = −q+
C+ − C−
C+ + C−

.

Òåïåðü ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëàìè (8), ÷òîáû âûðàçèòü çàðÿäû Q0 è
q0 ÷åðåç Q = (q+ + q−)/2 è q = (q+ − q−)/2, è çàòåì ïîäñòàâèòü èõ â ôîðìóëó
(10), ïîëó÷åííóþ ïðÿìûì ñóììèðîâàíèåì ñèë ìåæäó ôèêòèâíûìè çàðÿäàìè.

Åñëè ðåøàòü çàäà÷ó ìåòîäîì âèðòóàëüíûõ ïåðåìåùåíèé, ñëåäóåò èñïîëüçî-
âàòü ôîðìóëó (18). Îíà ïîëó÷åíà â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî çàðÿäû ïðîâîäíèêîâ
ïîñòîÿííû. Â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å çàðÿä çàçåìëåííîãî ïðîâîäíèêà, ðàçóìå-
åòñÿ, ìåíÿåòñÿ ïðè âèðòóàëüíîì ñìåùåíèè ëþáîãî èç ïðîâîäíèêîâ, îäíàêî ïðî-
èçâîäèìàÿ ñòîðîííèìè ñèëàìè ðàáîòà φ− δq− ïî ïåðåìåùåíèþ çàðÿäà ñ ¾çåì-
ëè¿ íà çàçåìëåííûé æå ïðîâîäíèê ðàâíà íóëþ. Ïðè ëþáîì ñïîñîáå ðåøåíèÿ
ïîëó÷àåì:

F = −q2
+

∂

∂L
{C+ + C−}−1 .

8 Äëÿ ïîëó÷åíèÿ èñêîìîãî ðàçëîæåíèÿ èç (9) óäîáíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñîîòíî-
øåíèåì

sh[(n + 1)α] = sh[α]

[n/2]X
k=0

2n−k

�
n − k

k

�
chn−2k[α] ,
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ãäå

�
n − k

k

�
� áèíîìèàëüíûé êîýôôèöèåíò, è ó÷åñòü, ÷òî ch[α] = L/2R.

Óäåðæèâàÿ íåñêîëüêî ïåðâûõ ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó 2R/L,
ïîëó÷àåì:

C± = R ± R2

L
+

R3

L2
± R4

L3
+

2R5

L4
± 3 R6

L5
+

5R7

L6
± 9R8

L7
+ . . . .

Ïàðàçèòíàÿ ¼ìêîñòü êàæäîãî øàðà ðàâíà C−, à âçàèìíàÿ ¼ìêîñòü � C = (C+−
C−)/2, ò.å.

C =
R2

L
+

R4

L3
+

3R6

L5
+

9 R8

L7
+ . . . .

9 Åìêîñòü ñèñòåìû ðàâíà óäâîåííîé ïàðàçèòíîé åìêîñòè C−. Ïðè L = 2R
èìååì α = 0. Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó α → 0 ïîä çíàêîì ñóììû â (9), ïîëó÷àåì:

2C− = 2R

∞X
n=0

(−1)n

n + 1
= 2R ln(2) .

Òàêîé æå ðåçóëüòàò ïîëó÷åí â çàäà÷å �215 èç ñáîðíèêà çàäà÷ [2].
Âû÷èñëåííóþ åìêîñòü íå ñëåäóåò ïóòàòü ñî âçàèìíîé ¼ìêîñòüþ øàðîâ C =

(C++C−)/2, êîòîðàÿ ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè ñáëèæåíèè øàðîâ. Ðàñ÷åò

ïîêàçûâàåò (ñì. çàäà÷ó 12), ÷òî C ≈ R
4

ln
�

R
L−2R

�
.

10 Äèïîëüíûé è êâàäðóïîëüíûé ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ îòñóòñòâóþò. Ïåðâûé íåíó-
ëåâîé ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ, ñëåäóþùèé çà êóëîíîâñêèì, � îêòóïîëüíûé:

F = − (q2 − Q2)

L2
− 4 (q2 + Q2)R3

L5
− 6 (q2 + Q2) R5

L7
− 14 (q2 − Q2)R6

L8
+ . . .

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ýòîãî ðàçëîæåíèÿ èç (11) óäîáíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ðåøåíèåì
çàäà÷è 8. Îòñóòñòâèå äèïîëüíîãî è êâàäðóïîëüíîãî ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ îçíà-
÷àåò, ÷òî äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ òî÷å÷íûõ çàðÿäîâ ñ õîðîøåé òî÷íîñòüþ ìîæíî
èñïîëüçîâàòü íåáîëüøèå ïðîâîäÿùèõ øàðû.

Ïðè çàäàííîì ðàññòîÿíèè L ñóùåñòâóåò ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ, êîãäà ñèëà
âçàèìîäåéñòâèÿ øàðîâ ðàâíà íóëþ. Òàêîå ñîñòîÿíèå èìååò ìåñòî ïðè âûïîëíå-
íèè óñëîâèÿ

q+ q− ≈ 2 (q2
− + q2

+)
R3

−
L3

,

êîòîðîå îñóùåñòâèìî äëÿ çàðÿäîâ îäíîãî çíàêà. Âàðüèðóÿ ñèëó îòíîñèòåëüíî
ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî îíî íåóñòîé÷èâî.

11 Ïîëàãàÿ â îáùåé ôîðìóëå (11) q = 0, èìååì

F = − ∂

∂L

Q2

Ñ−
, (A1)
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ãäå Q � çàðÿä êàæäîãî øàðà. Â ñîîòâåòñòâèè ñ (9)

C− = R

∞X
n=0

(−1)n sh[α]

sh[(n + 1)α]
,

ïðè÷¼ì α = 1
2

ln
h
(1 +

p
1 − (2R/L)2)/(1 −p

1 − (2R/L)2)
i
. Øàðû ñîïðèêàñà-

þòñÿ, åñëè L → 2R. Ïðè ýòîì α ≈p
1 − (2R/L)2 ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Îñóùåñòâèâ

ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïîä çíàêîì ñóììû, ëåãêî âû÷èñëèòü çíà÷åíèå C− = R ln 2
ïðè α = 0, òàê êàê â ïîëó÷èâøåìñÿ ðÿäó áåç òðóäà ðàñïîçíàåòñÿ ðàçëîæåíèå
ôóíêöèè ln(1+x) â ðÿä Òýéëîðà ïðè x = 1. Îäíàêî äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîä-
íîé òàêîé ðÿä áåñïîëåçåí.

Ïîñòðîèì ïðåäñòàâëåíèå C− â âèäå äðóãîãî ðÿäà, óäîáíîãî äëÿ ðàçëîæåíèÿ
ïî ìàëûì çíà÷åíèÿì α. Ââåäåì ôóíêöèþ G(x) = sh[α]/ sh[(x + 1)α] è å¼ ïðå-
îáðàçîâàíèå Ëàïëàñà g(t), òàêîå ÷òî G(x) =

R∞
0

dt g(t) e−xt, åñëè âåùåñòâåííàÿ
÷àñòü x ïîëîæèòåëüíà, Re[x] > 0. Çàìåòèì, ÷òî C−/R =

P∞
n=0 F (n) cos[πn].

Äàëåå èìååì:

C− = R

∞X
n=0

Z ∞

0

dt g(t) e−nt 1

2
[eiπn +e−iπn] =

= R

Z ∞

0

dt g(t)
1

2

∞X
n=0

[e−nt+iπn +e−nt−iπn] =

=

Z ∞

0

dt g(t)
1

1 + e−t
.

Ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà

g(t) =
1

2πi

Z
Br

dx G(x) ext

âû÷èñëÿåòñÿ êàê èíòåãðàë ïî êîíòóðó Br â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè x, ïðîõîäÿ-
ùåìó ïðàâåå âñåõ îñîáåííîñòåé ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ. ÔóíêöèÿG(x) =
sh[α]/ sh[(x + 1)α] èìååò ïîëþñà ïåðâîãî ïîðÿäêà â òî÷êàõ x = −1 + iπk/α, ãäå
k � öåëîå ÷èñëî. Èíòåãðàë ïî êîíòóðó ðàâåí ñóììå âû÷åòîâ ïîäûíòåãðàëüíîãî
âûðàæåíèÿ â ýòèõ ïîëþñàõ, ïîìíîæåííîé íà 2πi:

g(t) =

∞X
k=−∞

(−1)k shα

α
e−t+iπkt/α .

Òàêèì îáðàçîì,

C− = R
sh α

α

∞X
k=−∞

(−1)k ak,
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ãäå

ak =

Z ∞

0

dt eiπkt/α e−t

1 + e−t
.

Íóëåâîé ÷ëåí âíîâü ïîëó÷åííîãî ðÿäà, ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ:

a0 =

Z ∞

0

dt
e−t

1 + e−t
= ln 2.

Îñòàëüíûå ÷ëåíû ïðè ìàëûõ α ñ íåîáõîäèìîé òî÷íîñòüþ ìîæíî íàéòè, âû-
ïîëíèâ íåñêîëüêî ðàç èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì. Ïðè ïåðâîì èíòåãðèðîâàíèè
ïîëó÷àåì:

ak =
α

πik

e−t

1 + e−t

����
∞

0

− α

πik

Z ∞

0

dt eiπkt/α d

dt

e−t

1 + e−t
.

Ïåðâûé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè íå ðàâåí íóëþ òîëüêî íà íèæíåì ïðåäåëå t = 0.
Âòîðîé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè ìîæíî ñíîâà ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî ÷àñòÿì. Ïðè
ýòîì äîáàâèòñÿ åù¼ îäèí ÷ëåí, êîòîðûé áóäåò ñîäåðæàòü äîïîëíèòåëüíûé ìà-
ëûé ìíîæèòåëü α

πik
ïî ñðàâíåíèþ ñ ïåðâûì ÷ëåíîì. Ïîâòîðåíèå ïðîöåäóðû

ïðèâåäåò ê ðàçëîæåíèþ êîýôôèöèåíòîâ ðÿäà ïî ñòåïåíÿì α:

ak =
∞X

m=0

�
− α

πik

�m+1 dm

dtm

e−t

1 + e−t

����
t=0

(k 6= 0) .

Ïðîñóììèðîâàâ ÷ëåíû ðÿäà ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ α ïîëó÷èì ðàçëîæåíèå
åìêîñòíîãî êîýôôèöèåíòà C− â ðÿä Òýéëîðà îòíîñèòåëüíî α = 0:

C− = R

�
ln 2 − α2

24
− 7 a4

2880
− 31 α6

60480
− . . .

�
sh α

α
.

Ïîäñòàâëÿÿ ïåðâûå ÷ëåíû ðÿäà â (A1), íàõîäèì ñèëó îòòàëêèâàíèÿ:

F ≈ 4 ln(2) − 1

24 ln2(2)

Q2

R2
− 5 − 23 ln(2) + 96 ln2(2)

1440 ln3(2)

�
1 − 4R2

L2

�
Q2

R2

≈ 0,153725
Q2

R2
− 0,0733619

�
1 − 4R2

L2

�
Q2

R2

Èç-çà ðàñòàëêèâàíèÿ îäíîèìåííûõ çàðÿäîâ, îíà ïî÷òè â 1,6 ðàçà ìåíüøå, ÷åì
ñèëà F = Q2/4R2 îòòàëêèâàíèÿ òî÷å÷íûõ çàðÿäîâ òîé æå âåëè÷èíû, íàõîäÿ-
ùèõñÿ â öåíòðàõ øàðîâ.

12 Ïîëàãàÿ â îáùåé ôîðìóëå (11) Q = 0, èìååì

F = − ∂

∂L

q2

Ñ+
, (A2)
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ãäå ±q � çàðÿäû øàðîâ. Â ñîîòâåòñòâèè ñ (9)

C+ = R

∞X
n=0

sh[α]

sh[(n + 1)α]
,

ïðè÷¼ì α = 1
2

ln
h
(1 +

p
1 − (2R/L)2)/(1 −p

1 − (2R/L)2)
i
. Øàðû ñîïðèêàñà-

þòñÿ, åñëè L → 2R. Ïðè ýòîì α ≈ p
1 − (2R/L)2 ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, à ðÿä

ðàñõîäèòñÿ. Ýòî îòðàæàåò òîò ôàêò, ÷òî âçàèìíàÿ ¼ìêîñòü íåîãðàíè÷åííî óâå-
ëè÷èâàåòñÿ ïðè ñáëèæåíèè îáêëàäîê êîíäåíñàòîðà.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðÿäà ïðè ìàëûõ, íî êîíå÷íûõ çíà÷åíèÿõ α çàìåíèì åãî
èíòåãðàëîì:

C+ ≈ R

Z ∞

0

dx
sh[α]

sh[(x + 1)α]

= R
sh[α]

α

Z ∞

α

dx

sh[x]

≈ −R ln(α)

≈ R

2
ln

�
R

L − 2R

�
.

Ïîäñòàâëÿÿ C+ â (A1), íàõîäèì ñèëó ïðèòÿæåíèÿ:

F = − 2q2

(L − 2R)R
ln−2

�
R

L − 2R

�
.

Ïðè ñáëèæåíèè øàðîâ ñèëà íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò íåñêîëüêî ìåäëåííåå,
÷åì îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíî ðàññòîÿíèþ L−2R ìåæäó ïîâåðõíîñòÿìè øàðîâ.

Íàéäåííàÿ àñèìïòîòèêà ñèëû íà ìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ ìåæäó øàðàìè äîìè-
íèðóåò ïðàêòè÷åñêè ïðè ëþáîì ñîîòíîøåíèè èõ çàðÿäîâ. Êàê ñëåäóåò èç âûâîäà
ôîðìóëû (11), â îáùåì ñëó÷àå âåëè÷èíà q ðàâíà ïîëóðàçíîñòè çàðÿäîâ øàðîâ.
Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿåò ñëó÷àé òî÷íîãî ðàâåíñòâà çàðÿäîâ è ïî âåëè÷èíå, è ïî
çíàêó, êîãäà ñèëà îñòàåòñÿ êîíå÷íîé âåëè÷èíîé (ñì. çàäà÷ó 11).
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