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�®§¬®¦­®áâ¨ "¡¥«ëå"¯ãçª®¢ ��

¯à¨ ¨áá«¥¤®¢ ­¨¨ ã¤ à­ëå ¨ ¤¥â®­ æ¨®­­ëå ¢®«­

¬¥â®¤®¬ â¥­¥¢®© à¥­â£¥­®£à ä¨¨

�.�. �¥¤®â®¢

�­áâ¨âãâ ï¤¥à­®© ä¨§¨ª¨ ¨¬. �.�.�ã¤ª¥à , 630090 �®¢®á¨¡¨àáª

�­­®â æ¨ï

� à ¡®â¥ à áá¬®âà¥­ë á®®â­®è¥­¨ï, ®¯à¥¤¥«ïîè¨¥ â®ç­®áâì
¨§¬¥à¥­¨ï ª®«¨ç¥áâ¢  ¯®£«®é îé¥£® ¢¥é¥áâ¢  ¯à¨ â¥­¥¢®© à¥­â-
£¥­®£à ä¨¨ á ¢ëá®ª¨¬ ¢à¥¬¥­­ë¬ à §à¥è¥­¨¥¬ ã¤ à­ëå (¤¥â®­ -
æ¨®­­ëå) ¢®«­ ­  ¯ãçª å á¨­åà®âà®­­®£® ¨§«ãç¥­¨ï, ¯à¨¢¥¤¥­ë
á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨®­­ë¥ ¢ëà ¦¥­¨ï.

�à®¬¥ â®£®, ¢ à ¡®â¥ ¯à¨¢¥¤¥­ë ­¥ª®â®àë¥ á®®â­®è¥­¨ï, ®¯¨-
áë¢ îé¨¥ à ¤¨ «ì­ãî â®¬®£à ä¨î  ªá¨ «ì­®-á¨¬¬¥âà¨ç­®£® (æ¨-
«¨­¤à¨ç¥áª®£®) § àï¤ 

SR "white"beams possibilities

on the shock and detonation waves investigation

of the method of shaded X-ray radiography

M.G. Fedotov

Budker Institute of Nuclear Physics
630090 Novosibirsk, Russia

Abstract

Analysis is presented of the e�ect of "white"synchrotron radiation
application on the resolution and precision of the shaded X-ray
radiography of shock and detonation waves in a dense medium. The
approximations for some parameters is obtained.

The possibilities of radial tomography of the axial-symmetric
(cylindrical) charges are discussed.
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.

�¢¥¤¥­¨¥

�¥ «¨§ã¥¬ ï ­  ¯ãçª å á¨­åà®âà®­­®£® ¨§«ãç¥­¨ï (��) à¥­â£¥­®£à ä¨ï
á ¢ëá®ª¨¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥­­ë¬ ¨ ¢à¥¬¥­­ë¬ à §à¥è¥­¨¥¬ ï¢«ï¥âáï ¯¥à-
á¯¥ªâ¨¢­ë¬ à §¢¨¢ îé¨¬áï ¬¥â®¤®¬ ¨áá«¥¤®¢ ­¨ï ã¤ à­ëå ¨ ¤¥â®­ -
æ¨®­­ëå ¢®«­ [1]. �à¨ç¥¬ ¯à¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å íªá¯¥à¨¬¥­â «ì­ëå
áå¥¬ å ®­  ¬®¦¥â ¨á¯®«ì§®¢ âìáï ­¥ â®«ìª® ¤«ï ¨§¬¥à¥­¨ï «®ª «ì­®©
¯«®â­®áâ¨, ­® ¨ (¢  ªá¨ «ì­®-á¨¬¬¥âà¨ç­®¬ á«ãç ¥) ¤«ï ¢®ááâ ­®¢«¥-
­¨ï âà¥å¬¥à­®£® à á¯à¥¤¥«¥­¨ï ¯«®â­®áâ¨ à ¤¨ «ì­®© â®¬®£à ä¨¥©, ¤«ï
¯à¥æ¨§¨®­­®£® ®¯à¥¤¥«¥­¨ï áª®à®áâ¨ ¤¥â®­ æ¨¨, ¨§¬¥à¥­¨ï ¬ áá®¢ëå áª®-
à®áâ¥©, ¨áá«¥¤®¢ ­¨ï ¯à®æ¥áá®¢ à §«¥â  ¨ ¨áâ¥ç¥­¨ï ¯à®¤ãªâ®¢ ¤¥â®­ -
æ¨¨.

�¤­ ª® ¢ë¡®à ¯®¤å®¤ïé¥© áå¥¬ë ¯à®¢¥¤¥­¨ï íªá¯¥à¨¬¥­â  âà¥¡ã¥â
¯à¥¤¢ à¨â¥«ì­®© ®æ¥­ª¨ à §«¨ç­ëå ¨áâ®ç­¨ª®¢ ¯®£à¥è­®áâ¥© ¨, ¯® ¢®§-
¬®¦­®áâ¨, ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ãá«®¢¨© ¬¨­¨¬¨§ æ¨¨ ¨å ®¡é¥£® ¢ª« ¤  ¤® ¯à¨-
¥¬«¥¬®© ¢¥«¨ç¨­ë. � â ª¨¬ ¨áâ®ç­¨ª ¬ ¯®£à¥è­®áâ¥© ¯à¨ à¥­â£¥­®£à -
ä¨¨ ã¤ à­ëå ¨ ¤¥â®­ æ¨®­­ëå ¢®«­ á«¥¤ã¥â ®â­¥áâ¨ äã­¤ ¬¥­â «ì­ë© {
ª¢ ­â®¢ë© { èã¬ ¨§«ãç¥­¨ï, ¢«¨ï­¨¥ ª®­¥ç­ëå à §¬¥à®¢ ¨áâ®ç­¨ª  ¨ ¤¥-
â¥ªâ®à , ªà¨¢¨§­ã äà®­â  ¢®«­ë, æ¨«¨­¤à¨ç­®áâì ¨áá«¥¤ã¥¬®£® ®¡à §æ 
(§ àï¤ ).

�®ç­®¥  ­ «¨â¨ç¥áª®¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ ¢ª« ¤  ª ¦¤®£® ¨áâ®ç­¨ª  ®á«®¦-
­ï¥âáï ­¥®¡å®¤¨¬®áâìî ¨á¯®«ì§®¢ ­¨ï ¤«ï á®åà ­¥­¨ï ¨­â¥­á¨¢­®áâ¨ ��
"¡¥«®£®"(­¥¬®­®åà®¬ â¨§¨à®¢ ­­®£®) ¨§«ãç¥­¨ï, ª®£¤  ®â ¯ à ¬¥âà®¢
®¡à §æ  § ¢¨á¨â ­¥ â®«ìª® ¨­â¥­á¨¢­®áâì, ­® ¨ á¯¥ªâà ¯à®è¥¤è¥£® ¯ãç-
ª . � à ¡®â¥ à áá¬®âà¥­ë ¯®«ãç¥­­ë¥ ¢ ¯à¨¡«¨¦¥­¨¨ ®¡à â­®© áâ¥-
¯¥­­®© § ¢¨á¨¬®áâ¨ ¬ áá®¢®£® ª®íää¨æ¨¥­â  ®á« ¡«¥­¨ï ¨ ¯à¨ ãá«®¢¨¨
à ¡®âë ¢ ª®à®âª®¢®«­®¢®© ç áâ¨ á¯¥ªâà  ��  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨®­­ë¥ ¢ëà -
¦¥­¨ï, ¯®§¢®«ïîé¨¥ ®æ¥­¨¢ âì rms äã­¤ ¬¥­â «ì­®© ®è¨¡ª¨ ®¯à¥¤¥«¥-
­¨ï ª®«¨ç¥áâ¢  ¯®£«®é îé¥£® ¢¥é¥áâ¢ , í­¥à£¨î ä®â®­®¢ ¢ ¬ ªá¨¬ã¬¥
¨­â¥­á¨¢­®áâ¨, à¥£¨áâà¨àã¥¬ë© ¤¥â¥ªâ®à®¬ § àï¤. � ª ¦¥ ¯à®¢¥¤¥­®
áà ¢­¥­¨¥ á á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬¨ à¥§ã«ìâ â ¬¨ ¤«ï ¬®­®åà®¬ â¨§¨à®¢ ­-
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­®£® ¨§«ãç¥­¨ï ¨ ¤ ­  â ¡«¨æ  ª®íää¨æ¨¥­â®¢ ¤«ï à áç¥â  ¯®£«®é¥­¨ï
¢ ­ ¨¡®«¥¥ à á¯à®áâà ­¥­­ëå ¢§àë¢ç âëå ¢¥é¥áâ¢ å.

�§ ¤àã£¨å ¨áâ®ç­¨ª®¢ ¯®£à¥è­®áâ¥© ¢ à ¡®â¥ à áá¬ âà¨¢ îâáï ¢«¨-
ï­¨¥ ª®­¥ç­ëå à §¬¥à®¢ ¨áâ®ç­¨ª  �� ¨ ¤¥â¥ªâ®à , ªà¨¢¨§­ë äà®­â 
¢®«­ë, æ¨«¨­¤à¨ç­®áâ¨ ¨áá«¥¤ã¥¬®£® ®¡à §æ  (§ àï¤ ) ¨ â.¤.

�à®¬¥ â®£®, ¢ à ¡®â¥ ¯à¨¢¥¤¥­ë ­¥ª®â®àë¥ á®®â­®è¥­¨ï, ®¯¨áë¢ -
îé¨¥ à ¤¨ «ì­ãî â®¬®£à ä¨î  ªá¨ «ì­®-á¨¬¬¥âà¨ç­®£® (æ¨«¨­¤à¨ç¥-
áª®£®) § àï¤ .

1 �å¥¬  ¨§¬¥à¥­¨ï

� áá¬ âà¨¢ ¥¬ ï áå¥¬  ¨§¬¥à¥­¨ï ¯à¨¢¥¤¥­  ­  à¨á. 1. �¤¥áì á£ãáâ®ª
(¡ ­ç) 1 à¥«ïâ¨¢¨áâáª¨å í«¥ªâà®­®¢ ­ ª®¯¨â¥«ï, ¤¢¨£ ïáì ¢ á¨«ì­®¬ ¬ £-
­¨â­®¬ ¯®«¥ ¯® ¨áªà¨¢«¥­­®© âà ¥ªâ®à¨¨, ¨§«ãç ¥â ¯® ª á â¥«ì­®© ª
íâ®© âà ¥ªâ®à¨¨ á¨­åà®âà®­­®¥ ¨§«ãç¥­¨¥. �à¥¤¯®« £ ¥âáï, çâ® ¨§ â®ç-
ª¨ 2 ("¨áâ®ç­¨ª") ¯ãç®ª 3 à¥­â£¥­®¢áª®© ª®¬¯®­¥­âë �� (á ã£«®¬ à á-
ªàë¢  ª®­ãá  	) ¯®¯ ¤ ¥â ­  ¨áá«¥¤ã¥¬ë© ®¡à §¥æ ("§ àï¤") 4 á à á-

�¨á. 1: � áá¬ âà¨¢ ¥¬ ï áå¥¬  â¥­¥¢®© à¥­â£¥­®£à ä¨¨. �£ãáâ®ª (¡ ­ç) 1 à¥-
«ïâ¨¢¨áâáª¨å í«¥ªâà®­®¢, ¤¢¨£ ïáì ¢ ¬ £­¨â­®¬ ¯®«¥, ¨§«ãç ¥â ¯® ª á â¥«ì-
­®© ª âà ¥ªâ®à¨¨ á¨­åà®âà®­­®¥ ¨§«ãç¥­¨¥. �§ â®çª¨ 2 ("¨áâ®ç­¨ª") ¯ãç®ª 3
à¥­â£¥­®¢áª®© ª®¬¯®­¥­âë ¨§«ãç¥­¨ï (á ã£«®¬ à áªàë¢  ª®­ãá  	) ¯®¯ ¤ ¥â
­  ¨áá«¥¤ã¥¬ë© ®¡à §¥æ ("§ àï¤") 4 á à á¯à®áâà ­ïîé¥©áï ¢ ­¥¬ á® áª®à®áâìî
D ã¤ à­®© (¤¥â®­ æ¨®­­®©) ¢®«­®© 5, ¨ ¤ «¥¥ { ­  ¤¥â¥ªâ®à 6 (S { ¯«®é ¤ì
¤¥â¥ªâ®à , l { à ááâ®ï­¨¥ ¤® ¨áâ®ç­¨ª ).
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¯à®áâà ­ïîé¥©áï ¢ ­¥¬ á® áª®à®áâìî D ã¤ à­®© (¨«¨ ¤¥â®­ æ¨®­­®©)
¢®«­®© 5. � áâì ¨§«ãç¥­¨ï, ¯à®è¥¤è ï ç¥à¥§ § àï¤, ¯ ¤ ¥â ­  ¡ëáâà®-
¤¥©áâ¢ãîé¨© ¨­â¥£à¨àãîé¨© ¤¥â¥ªâ®à 6 ¯«®é ¤ìî S, à §¬¥é¥­­ë© ­ 
®á¨ ¯ãçª  (¨«¨ ­  ®¤­®- ¨«¨ ¤¢ã¬¥à­ãî à¥è¥âªã â ª¨å ¤¥â¥ªâ®à®¢).

�®®â¢¥âáâ¢¥­­®, ¯à¨ ª ¦¤®¬ ¯à®å®¦¤¥­¨¨ ¡ ­ç  ¤¥â¥ªâ®à ¡ã¤¥â ¢ë-
à ¡ âë¢ âì á¨£­ «, ¯à®¯®àæ¨®­ «ì­ë© í­¥à£¨¨ ¨§«ãç¥­¨ï, ¢ë¤¥«¥­­®© ¢
¥£®  ªâ¨¢­®© ®¡« áâ¨, ¨ ¯®§¢®«ïîé¨© ®¯à¥¤¥«¨âì ª®«¨ç¥áâ¢® ¯®£«®é î-
é¥£® ¢¥é¥áâ¢  ¢ ¯ãçª¥. �à¨ç¥¬ ¡« £®¤ àï ¬ «®© ¤«¨â¥«ì­®áâ¨ ¢á¯ëè¥ª
�� (< 1 ­á) ¨ ¢ëá®ª®© ç áâ®â¥ ¨å ¯®¢â®à¥­¨ï (1�200 ��æ ¢ § ¢¨á¨¬®áâ¨
®â ­ ª®¯¨â¥«ï ¨ à¥¦¨¬  ¥£® à ¡®âë) ¢ á®ç¥â ­¨¨ á ¬ «ë¬ à §¬¥à®¬ ¨
¢ëá®ª®© ïàª®áâìî ¨áâ®ç­¨ª  â ª ï à¥£¨áâà æ¨ï ¢ ¯à¨­æ¨¯¥ ¬®¦¥â ¢ë-
¯®«­ïâìáï á ¢ëá®ª¨¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥­­ë¬ (¤® � 10 ¬ª¬) ¨ ¢à¥¬¥­­ë¬ (¤®
� 10 ­á) à §à¥è¥­¨¥¬ (¯®áª®«ìªã ¢à¥¬¥­­®¥ à §à¥è¥­¨¥ ¬®¦¥â ¡ëâì ¯®-
¢ëè¥­® ¯à¨ à §¬¥é¥­¨¨ ­ ¡®à  ¤¥â¥ªâ®à®¢ ¢¤®«ì ­ ¯à ¢«¥­¨ï à á¯à®-
áâà ­¥­¨ï ¢®«­ë ¨ ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¨ á¢®©áâ¢  á ¬®à §¢¥àâª¨ ¯à®æ¥áá ).

�¤¥áì á«¥¤ã¥â ®â¬¥â¨âì, çâ® ¯à¨ â ª®© "¯®¡ ­ç¥¢®©"à¥£¨áâà æ¨¨ ¯à¥-
¤¥«ì­ë¥ à §à¥è¥­¨ï, ®£à ­¨ç¥­­ë¥ ª¢ ­â®¢ë¬ èã¬®¬, ¡ã¤ãâ ®¯à¥¤¥-
«ïâìáï ­¥ áà¥¤­¥© ïàª®áâìî ¨áâ®ç­¨ª  (¤®áâ¨£ ¥¬®© ¢ á®¢à¥¬¥­­ëå á¯¥-
æ¨ «¨§¨à®¢ ­­ëå ­ ª®¯¨â¥«ïå ¬­®£®¡ ­ç¥¢ë¬ à¥¦¨¬®¬),   ¬£­®¢¥­­®©
(¯¨ª®¢®©) { á¢ï§ ­­®© ­¥ á â®ª®¬ í«¥ªâà®­­®£® ¯ãçª ,   á § àï¤®¬ ®¤¨­®ç-
­®£® á£ãáâª . � ¢ íâ®¬ ®â­®è¥­¨¨ ­ ª®¯¨â¥«¨ ¯à¥¤ë¤ãé¥£® ¯®ª®«¥­¨ï
(¤«ï ä¨§¨ª¨ ¢áâà¥ç­ëå ¯ãçª®¢) ¬®£ãâ ¨¬¥âì ®¯à¥¤¥«¥­­ë¥ ¯à¥¨¬ãé¥-
áâ¢  ¯à¨ ¨áá«¥¤®¢ ­¨¨ ¡ëáâà®¯à®â¥ª îé¨å ¯à®æ¥áá®¢ (¨áª«îç¥­¨¥¬, ¢¨-
¤¨¬®, ï¢«ï¥âáï ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¥ ª®£¥à¥­â­ëå ¨áâ®ç­¨ª®¢ ��-®­¤ã«ïâ®à®¢).
�à®¬¥ â®£®, ¢ ­ ª®¯¨â¥«ïå á ¬ «ë¬ ç¨á«®¬ ¡ ­ç¥© áà ¢­¨â¥«ì­® ¯à®áâ®
¬®¦¥â ¡ëâì à¥ «¨§®¢ ­ à¥¦¨¬ ä®à¬¨à®¢ ­¨ï ®¤¨­®ç­®© ¢á¯ëèª¨ ��
([2], [3]) ¯®§¢®«ïîé¨©, ­ ¯à¨¬¥à, "ä®â®£à ä¨à®¢ âì"¨áá«¥¤ã¥¬ë© ¯à®-
æ¥áá á ¢à¥¬¥­¥¬ íªá¯®§¨æ¨¨ � 1 ­á.

2 �à®å®¦¤¥­¨¥ ¨§«ãç¥­¨ï ç¥à¥§ ®¡à §¥æ.

�¢ ­â®¢ë© èã¬

2.1 �®­®åà®¬ â¨ç¥áª®¥ ¨§«ãç¥­¨¥

�á«¨ ª®«¨ç¥áâ¢® ¯®£«®é îé¥£® ¢¥é¥áâ¢  ¢ ¯ãçª¥ m =
R
�(x)dx (£¤¥ �

{ ¯«®â­®áâì, x { ª®®à¤¨­ â  ¢¤®«ì «¨­¨¨ ¯à®å®¦¤¥­¨ï ¨§«ãç¥­¨ï ç¥-
à¥§ ®¡à §¥æ) ¨ ¥£® í«¥¬¥­â­ë© á®áâ ¢ ¬®£ãâ áç¨â âìáï ­¥¨§¬¥­­ë¬¨ ¤«ï
¢á¥© ¯«®é ¤¨ ¤¥â¥ªâ®à , â® áà¥¤­¥¥ (­ ¯à¨¬¥à, §  ¢á¯ëèªã ��) ª®«¨ç¥-
áâ¢® à¥£¨áâà¨àã¥¬ëå ¤¥â¥ªâ®à®¬ ä®â®­®¢ ¤«ï ¬®­®åà®¬ â¨ç¥áª®£® ¨§-
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«ãç¥­¨ï ¬®¦¥â ¡ëâì ®¯à¥¤¥«¥­® ª ª N = N0 exp(��m), £¤¥ � { ¬ áá®¢ë©
ª®íää¨æ¨¥­â ¯®£«®é¥­¨ï ¤ ­­®£® ¨§«ãç¥­¨ï ¢¥é¥áâ¢®¬, N0 { ª®«¨ç¥áâ¢®
à¥£¨áâà¨àã¥¬ëå ä®â®­®¢ ¢ ®âáãâáâ¢¨¨ ®¡à §æ .

� íâ®¬ á«ãç ¥ m = 1
� ln(

N0

N ) á ¤¨á¯¥àá¨¥© (rms ®è¨¡ª¨ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï)

�m = �N (
dN
dm )

�1. �®áª®«ìªã ¤¨á¯¥àá¨ï ç¨á«  à¥£¨áâà¨àã¥¬ëå ä®â®­®¢

�N =
p
N , â® �m = 1

�
p
N0

exp(�m2 ),   ç áâ® ¨á¯®«ì§ã¥¬®¥ ®â­®è¥­¨¥ �m
m =

1
�m
p
N0

exp(�m2 ).

�è¨¡ª  ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¤®áâ¨£ ¥â ¬¨­¨¬ã¬  �m
m = e

2
p
N0

¯à¨ ®á« ¡«¥­¨¨

¨§«ãç¥­¨ï ®¡à §æ®¬ ¢ e2 à § (â.¥. ¯à¨ ãá«®¢¨¨ �m = 2) ¨ ­ à áâ ¥â ª ª
¯à¨ ã¬¥­ìè¥­¨¨, â ª ¨ ¯à¨ ã¢¥«¨ç¥­¨¨ ¯®£«®é¥­¨ï (¯à¨ç¥¬ ¢ ¯®á«¥¤­¥¬
á«ãç ¥ { íªá¯®­¥­æ¨ «ì­®).

�®áª®«ìªã ¬ áá®¢ë© ª®íää¨æ¨¥­â ¯®£«®é¥­¨ï ¡ëáâà® ¯ ¤ ¥â á à®-
áâ®¬ í­¥à£¨¨ ä®â®­®¢, â® ¤«ï § ¤ ­­®£® ¨áá«¥¤ã¥¬®£® ®¡à §æ  ¨ ä¨ª-
á¨à®¢ ­­®£® ¯®«­®£® ç¨á«  ä®â®­®¢ ¬ ªá¨¬ «ì­ ï â®ç­®áâì ¨§¬¥à¥­¨ï
ª®«¨ç¥áâ¢  ¯®£«®é îé¥£® ¢¥é¥áâ¢  ¡ã¤¥â ¤®áâ¨£ âìáï â®«ìª® ­  ®¯à¥-
¤¥«¥­­®© í­¥à£¨¨ ¨ ¡ëáâà® ãåã¤è âìáï ¯à¨ á¬¥é¥­¨¨ íâ®© í­¥à£¨¨ ®â
®¯â¨¬ã¬ .

2.2 "�¥«®¥"¨§«ãç¥­¨¥

� á«ãç ¥, ¥á«¨ ¨§«ãç¥­¨¥ ­¥ ï¢«ï¥âáï ¬®­®åà®¬ â¨ç¥áª¨¬, ®­® ¬®¦¥â
¡ëâì ®¯¨á ­® á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© á¯¥ªâà «ì­®© ¯«®â­®áâìî n(E) = dN

dE
(ç¨á«®¬ ä®â®­®¢ ¢ ¥¤¨­¨æ¥ á¯¥ªâà «ì­®£® ¨­â¥à¢ « , ¯®áâã¯ îé¨å ­ 
¤¥â¥ªâ®à ¢ ®âáãâáâ¢¨¨ ®¡à §æ ). �á«¨ QE(E) { § ¢¨á¨¬®áâì ª¢ ­â®¢®©
íää¥ªâ¨¢­®áâ¨ ¤¥â¥ªâ®à  ®â í­¥à£¨¨,   " { áà¥¤­ïï í­¥à£¨ï, § âà ç¨¢ -
¥¬ ï ¢ ¤¥â¥ªâ®à¥ ­  ®¡à §®¢ ­¨¥ ®¤­®£® ­®á¨â¥«ï, â® áà¥¤­¨© à¥£¨áâà¨-
àã¥¬ë© ¤¥â¥ªâ®à®¬ § àï¤ Q =

R
E
" � QE(E) � n(E) � exp[��(E)m] � dE,

áà¥¤­¨© ª¢ ¤à â ¥£® ®âª«®­¥­¨ï, ®¡ãá«®¢«¥­­®£® ä«ãªâã æ¨ï¬¨ ç¨á« 

à¥£¨áâà¨àã¥¬ëå ä®â®­®¢, �2Q =
R

E2

"2 �QE(E) � n(E) � exp[��(E)m] � dE.
�®áª®«ìªã § ¢¨á¨¬®áâì Q(m) ¨, á®®â¢¥âáâ¢¥­­®, m(Q), ¬®£ãâ ¡ëâì

«¨¡® à ááç¨â ­ë, «¨¡® ¨§¬¥à¥­ë ¢ áâ â¨ç¥áª¨å íªá¯¥à¨¬¥­â å á ¢ëá®-
ª®© â®ç­®áâìî, â® ¯à¨ ãá«®¢¨¨ �m=m� 1 ¤¨á¯¥àá¨ï ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ª®«¨ç¥-
áâ¢  ¯®£«®é îé¥£® ¢¥é¥áâ¢  ¬®¦¥â ¡ëâì ­ ©¤¥­  ( ­ «®£¨ç­® á«ãç î
¬®­®åà®¬ â¨ç¥áª®£® ¨§«ãç¥­¨ï) ª ª �m = ( dQdm )

�1 � �Q.
�¥â «ì­ë© à áç¥â ®£à ­¨ç¥­¨©, ­ ª« ¤ë¢ ¥¬ëå ­  ¨§¬¥à¥­¨¥ ¯«®â-

­®áâ¨ äã­¤ ¬¥­â «ì­ë¬ (ª¢ ­â®¢ë¬) èã¬®¬ à¥­â£¥­®¢áª®£® ¨§«ãç¥­¨ï,
¬®¦¥â ¡ëâì ¢ë¯®«­¥­ â®«ìª® ç¨á«¥­­® á ãç¥â®¬ ª ª á¯¥ªâà «ì­®£® à á-
¯à¥¤¥«¥­¨ï ¨­â¥­á¨¢­®áâ¨ ¢ ¯ãçª¥ ��, â ª ¨ ¨§¬¥à¥­­ëå ¯à¨ à §«¨ç­ëå
§­ ç¥­¨ïå í­¥à£¨¨ ä®â®­®¢ ¬ áá®¢ëå ª®íää¨æ¨¥­â®¢ ®á« ¡«¥­¨ï ¤«ï ¢å®-
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¤ïé¨å ¢ ¨áá«¥¤ã¥¬®¥ ¢¥é¥áâ¢® í«¥¬¥­â®¢. �¥¬ ­¥ ¬¥­¥¥, ¢ ¡®«ìè¨­áâ¢¥
á«ãç ¥¢ â®ç­®£® à áç¥â  ¤ ­­®© ®è¨¡ª¨ ­¥ âà¥¡ã¥âáï (¯®áª®«ìªã áãé¥-
áâ¢ãîâ à §«¨ç­ë¥ ¤®¯®«­¨â¥«ì­ë¥ ¨áâ®ç­¨ª¨ ®è¨¡ª¨), ®¤­ ª® ªà ©­¥
¦¥« â¥«ì­®© ï¢«ï¥âáï ¢®§¬®¦­®áâì ¡ëáâà®© ¯à¨¡«¨¦¥­­®© ®æ¥­ª¨ ¯®-
£à¥è­®áâ¨ á ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¥¬ ¤®áâ â®ç­® ª®¬¯ ªâ­ëå  ­ «¨â¨ç¥áª¨å ¢ë-
à ¦¥­¨©.

� ª¨¥ ¢ëà ¦¥­¨ï ­¥ ¬®£ãâ ¡ëâì ¯®«ãç¥­ë áà §ã ¤«ï ¢á¥£® í­¥à£¥â¨-
ç¥áª®£® ¤¨ ¯ §®­  �� ¨ ¯à®¨§¢®«ì­ëå í«¥¬¥­â®¢ ¢ ¨áá«¥¤ã¥¬®¬ ¢¥é¥-
áâ¢¥. �¤­ ª® à¥ «ì­®, ¯à¨ à¥£¨áâà æ¨¨ ¤¥â®­ æ¨®­­ëå ¢®«­ ¢ ª®­¤¥­-
á¨à®¢ ­­ëå áà¥¤ å, ¬ï£ª ï ª®¬¯®­¥­â  �� (á í­¥à£¨ï¬¨ ­¨¦¥ ªà¨â¨ç¥-
áª®©) ¯®«­®áâìî ¯®£«®é ¥âáï áà¥¤®©, ¯à¨ç¥¬ á®áâ ¢ ¯®á«¥¤­¥© ®¡ëç­®
®£à ­¨ç¥­ â®«ìª® «¥£ª¨¬¨ í«¥¬¥­â ¬¨.

� ãç¥â®¬ íâ®£® ¤«ï ¯®áâà®¥­¨ï  ­ «¨â¨ç¥áª¨å ®æ¥­®ª ¡ë«¨ á¤¥« ­ë
á«¥¤ãîé¨¥ ¯à¨¡«¨¦¥­¨ï:

1) ¢ ¥¤¨­¨æ¥ á¯¥ªâà «ì­®£® ¨­â¥à¢ «  dE ¬®é­®áâì ¨§«ãç¥­¨ï ¨áâ®ç-
­¨ª  �� /

p
E=Ec exp(�E=Ec) (£¤¥ E { í­¥à£¨ï à¥­â£¥­®¢áª¨å ä®â®­®¢,

Ec { ªà¨â¨ç¥áª ï í­¥à£¨ï ¨áâ®ç­¨ª  ��),   ã£®« ¢¥àâ¨ª «ì­®£® à áªàë-
¢  ¯ãçª  �	 / pEc=E [4] (¤ ­­ë¥ ¯à¨¡«¨¦¥­¨ï ¬®£ãâ ¨á¯®«ì§®¢ âìáï
¤«ï E � 3Ec ¨ ¯à¥¤¯®« £ îâ ¨áâ®ç­¨ª �� ¨¤¥ «ì­ë¬ { â.¥. ¡¥§ ã¢¥-
«¨ç¥­¨ï à áå®¤¨¬®áâ¨ ¨§-§  à §¡à®á  âà ¥ªâ®à¨© ¨§«ãç îé¨å í«¥ªâà®-
­®¢). �®®â¢¥âáâ¢¥­­®, ª®«¨ç¥áâ¢® à¥­â£¥­®¢áª¨å ä®â®­®¢, ¯à¨å®¤ïé¨å
¢ ¨­â¥à¢ «¥ dE §  ®¤¨­®ç­ãî ¢á¯ëèªã �� ¢ ®âáãâáâ¢¨¨ ¨áá«¥¤ã¥¬®£®
®¡à §æ  ­  ¤¥â¥ªâ®à ¬®¦¥â ¡ëâì § ¯¨á ­® ª ª dN = A � exp(�E=Ec) � dE,
¨«¨ n(E) = A exp(�E=Ec).

�à¨ ¢ëà ¦¥­¨¨ n ¢ ä®â®­®¢/ªí� ¢¥«¨ç¨­  A = 4; 9�1010� I�S
B�l2 �f (¯® [4]),

£¤¥ I { â®ª í«¥ªâà®­­®£® ¯ãçª  ­ ª®¯¨â¥«ï, �; S { ¯«®é ¤ì ¤¥â¥ªâ®à ,
¬¬2; B { ¬ £­¨â­®¥ ¯®«¥ ¨áâ®ç­¨ª  ��, �«; l { à ááâ®ï­¨¥ ®â ¨áâ®ç­¨ª 
¤® ¤¥â¥ªâ®à , ¬; f { ç áâ®â  ¯à®å®¦¤¥­¨ï ¡ ­ç¥© (ç áâ®â  ¢á¯ëè¥ª ��),
��æ. �à¨â¨ç¥áª ï í­¥à£¨ï Ec = 0:6651 � B � E2, ªí�, £¤¥ E { í­¥à£¨ï
í«¥ªâà®­®¢ ­ ª®¯¨â¥«ï, �í�.

2) § ¢¨á¨¬®áâì ¬ áá®¢®£® ª®íää¨æ¨¥­â  ¯®£«®é¥­¨ï ®â í­¥à£¨¨ ä®â®-
­®¢ ¬®¦¥â ¡ëâì  ¯¯à®ªá¨¬¨à®¢ ­  ®¡à â­®© áâ¥¯¥­­®© äã­ªæ¨¥© (®¡ëç-
­® ¨á¯®«ì§ã¥¬®© ¯à¨ ®¯¨á ­¨¨ ä®â®íää¥ªâ  [5]), â.¥. �(E) = p=Ek, £¤¥
k ®¡ëç­® ¯à¨­¨¬ ¥âáï à ¢­ë¬ 2 � 3. �­ ç¥­¨ï k ¨ p, à ááç¨â ­­ë¥ ¯®
¤ ­­ë¬ [6] ¤«ï í­¥à£¨© 10�30 ªí� ¤«ï àï¤  ¢¥é¥áâ¢ (®á­®¢­ëå èâ â­ëå
¨ àï¤  à¥­â£¥­®ª®­âà áâ­ëå ¢§àë¢ç âëå ¢¥é¥áâ¢, ¯ à ä¨­ , ªà¥¬­¨ï),
¯à¨¢¥¤¥­ë ¢ â ¡«¨æ¥ 1. � ­­®¥ ¯à¨¡«¨¦¥­¨¥ å®à®è® ®¯¨áë¢ ¥â § ¢¨á¨-
¬®áâì �(E) ¤«ï ¢¥é¥áâ¢, á®¤¥à¦ é¨å M- ¨ N-í«¥¬¥­âë (§¤¥áì Na, K, Cl,
Cu, Ni), ­® ®£à ­¨ç¥­­® ¯à¨£®¤­® ¤«ï K- ¨ L-í«¥¬¥­â®¢ (H, C, N, O). �¥¬
­¥ ¬¥­¥¥, ¨ ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ ¢ à áá¬ âà¨¢ ¥¬®¬ ¤¨ ¯ §®­¥ í­¥à£¨© ®è¨¡ª 
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¢ëç¨á«¥­¨ï �m=m ¨ Q ­¥ ¯à¥¢ëè ¥â 20%.

� ¡«¨æ 

p k p k

¯ à ä¨­/¯®«¨íâ¨«¥­ 143 1.84 18%  ¬¬®­ « 4060 2.66
(CH2)¯ NH4NO3 + 18:4% Al

¤¨­¨âà®¡¥­§®« (DNB) 762 2.30 ¯¥àå«®à â  ¬¬®­¨ï (AP) 13500 2.81
C6H4)(NO2)2 NH4ClO4

âà¨­¨âà®â®«ã®« (TNT) 844 2.32 £¥ªá ¬¨­¯¥àå«®à â 26500 2.74
C7H5)(NO2)3 ­¨ª¥«ï Ni(NH3)6(ClO4)2)

¯¨ªà¨­®¢ ï ª¨á«®â  (TNP) 972 2.36 â¥âà ¬¨­¯¥àå«®à â ¬¥¤¨ 35400 2.78
C6H2)(NO2)3OH Cu(NH3)4(ClO4)2)

®ªâ®£¥­/£¥ªá®£¥­ 988 2.36 ­ âà¨¥¢ë© è¥¤¤¨â 12400 2.82
(CH2NNO2)3/(CH2NNo2)4 NaClO3+30%

¤¨­¨âà®â®«ã®« 

âí­ (PETN) 1150 2.39 ª «¨¥¢ë© è¥¤¤¨â 23200 2.84
C(CH2ONO2)4 KClO3 + 27%

¤¨­¨âà®â®«ã®« 

­¨âà â  ¬¬®­¨ï (AN) 1220 2.40 ªà¥¬­¨© (¬ â¥à¨ « 26500 2.90
NH4NO3 ¤¥â¥ªâ®à  Si

� áá¬®âà¥­­ë¥ ¯à¨¡«¨¦¥­¨ï ¯®§¢®«ïîâ «¥£ª® ®¯à¥¤¥«¨âì í­¥à£¨î,
á®®â¢¥âáâ¢ãîéãî¬ ªá¨¬ã¬ã á¯¥ªâà «ì­®© ¯«®â­®áâ¨ ä®â®­®¢ ¯®á«¥ ¨á-
á«¥¤ã¥¬®£® ®¡à §æ :

Eex =
k+1
p
kpmEc (1)

á è¨à¨­®©  á¨¬¬¥âà¨ç­®£® ¬ ªá¨¬ã¬  ¯®àï¤ª 

�Eex �
r
2EcEex

k + 1
: (2)

�  à¨áã­ª¥ 2A ¯à¨¢¥¤¥­ë § ¢¨á¨¬®áâ¨ ¯®«®¦¥­¨ï ¬ ªá¨¬ã¬  ¨­â¥­-
á¨¢­®áâ¨ ®â ª®«¨ç¥áâ¢  ¯®£«®é îé¥£® ¢¥é¥áâ¢  (¯ à ä¨­ , âà¨­¨âà®-
â®«ã®«  ¨ 18%  ¬¬®­ « ), à ááç¨â ­­ë¥ ¤«ï ¢¨£«¥à  ­ ª®¯¨â¥«ï ����-
3 (â®ª ¯ãçª  100 ¬�, ç áâ®â  ®¡à é¥­¨ï ¡ ­ç  4 ��æ, í­¥à£¨ï í«¥ªâà®-
­®¢ 2 �í�, ¯®«¥ ¢¨£«¥à  2 �«) á Ec = 5:3 ªí�. �¥¬ ­¥ ¬¥­¥¥ ¨ ¢ ¯à¨­ïâëå
¯à¨¡«¨¦¥­¨ïå § ¢¨á¨¬®áâ¨ Q(m) ¨ �m(m) á®¤¥à¦ â á¯¥æ¨ «ì­ë¥ äã­ª-
æ¨¨ ¨ ­¥ ã¤®¡­ë ¤«ï ¨á¯®«ì§®¢ ­¨ï. �®íâ®¬ã ¤«ï á«ãç ï 100% ª¢ ­â®-
¢®© íää¥ªâ¨¢­®áâ¨ ¤¥â¥ªâ®à  (QE = 1) ¡ë«¨ ¯®áâà®¥­ë  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨
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�¨á. 2: � ¢¨á¨¬®áâ¨ ®â ª®«¨ç¥áâ¢  ¯®£«®é îé¥£® ¢¥é¥áâ¢  m í­¥à£¨¨ ä®-
â®­®¢ ¢ ¬ ªá¨¬ã¬¥ (A), ¯à¨­¨¬ ¥¬®© ¤¥â¥ªâ®à®¬ í­¥à£¨¨ (B) ¨ ®â­®è¥­¨ï
�m=m (�), ¯®áâà®¥­­ë¥ ¤«ï ¯ à ä¨­  (£à ä¨ª¨ 1), âà¨­¨âà®â®«ã®«  (2), 18%
 ¬¬®­ «  (3) ¯®  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨®­­ë¬ ä®à¬ã« ¬ ¨ à ááç¨â ­­ë¥ ¤«ï íâ¨å ¦¥
¢¥é¥áâ¢ ç¨á«¥­­® (1', 2', 3'). � ¢¨á¨¬®áâ¨ �m(m)=m (D), ®¯à¥¤¥«¥­­ë¥ ¤«ï
âí­  ¨ "¡¥«®£®"¯ãçª  �� (£à ä¨ª 4), ¬®­®åà®¬ â¨ç¥áª®£® ¨§«ãç¥­¨ï (5), "¡¥-
«®£®"¯ãçª  ¨ ªà¥¬­¨¥¢®£® ¤¥â¥ªâ®à  á à ¡®ç¨¬ á«®¥¬ 1 ¬¬ (6).
�áâ®ç­¨ª �� { ¢¨£«¥à ­ ª®¯¨â¥«ï ����-3, à ááâ®ï­¨¥ ¤® ¤¥â¥ªâ®à  (¯«®é -
¤ìî 0.25 ¬¬2) 20 ¬.

9



¢ í«¥¬¥­â à­ëå äã­ªæ¨ïå, ®á­®¢ ­­ë¥ ­  ¢§ ¨¬­®© ª®¬¯¥­á æ¨¨ àï¤ 
¢®§­¨ª îé¨å ®è¨¡®ª:

�m
m

=
k + 1p
A
�
�

k + 1

2�EcEex

�1=4
� exp(

k+1
2k � Eex

Ec
)

k+1
k � Eex

Ec
� 3

2

; (3)

W = " �Q = A

�
2�

k + 1
Ec

�1=2
� (Eex)

3=2 � exp
�
�k + 1:07

k
� Eex

Ec

�
: (4)

�  à¨áã­ª¥ 2B ¯à¨¢¥¤¥­ë £à ä¨ª¨ § ¢¨á¨¬®áâ¨ W ,   ­  à¨á. 2C {
§ ¢¨á¨¬®áâ¨ �m=m ®â m, à ááç¨â ­­ë¥ ¢ ¯à¨­ïâëå ¯à¨¡«¨¦¥­¨ïå ¤«ï
¢¨£«¥à  ­ ª®¯¨â¥«ï ����-3 ¨ ¤¥â¥ªâ®à  ¯«®é ¤ìî 0.25 ¬¬2 (­  à ááâ®-
ï­¨¨ 20 ¬ ®â ¨áâ®ç­¨ª ) ª ª ¯®  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨ï¬, â ª ¨ ç¨á«¥­­®.

�à ¢­¥­¨¥ § ¢¨á¨¬®áâ¥© ¤«ï ¬®­®åà®¬ â¨ç¥áª®£® ¨ "¡¥«®£®" ¨§«ã-
ç¥­¨ï ¯®ª §ë¢ ¥â ¢® ¢â®à®¬ á«ãç ¥ §­ ç¨â¥«ì­® ¡®«¥¥ ¬¥¤«¥­­®¥ ­ à -
áâ ­¨¥ ®è¨¡ª¨ á ã¢¥«¨ç¥­¨¥¬ ª®«¨ç¥áâ¢  ¯®£«®é îé¥£® ¢¥é¥áâ¢  (çâ®
®¡¥á¯¥ç¨¢ ¥â § ¬¥â­® ¡®«ìè¨© ¤¨­ ¬¨ç¥áª¨© ¤¨ ¯ §®­), ¯®áª®«ìªã ¯®-
ª § â¥«ì íªá¯®­¥­âë ¯à®¯®àæ¨®­ «¥­ ­¥ m,   k+1

p
m.

�  à¨á. 2D ¯à¥¤áâ ¢«¥­ë íâ¨ § ¢¨á¨¬®áâ¨, à ááç¨â ­­ë¥ ¤«ï âí­ 
(¯¥­â íà¨âà¨â â¥âà ­¨âà â, PETN) ¢ ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨¨, çâ® ¯®«­®¥ ç¨á«®
¯ ¤ îé¨å ä®â®­®¢ (á í­¥à£¨ï¬¨ ¡®«¥¥ Ec) ®¤¨­ ª®¢®, ­® ¢ ¬®­®åà®¬ -
â¥ ®­¨ á®áà¥¤®â®ç¥­ë ¢¡«¨§¨ 2:5Ec. �®®â¢¥âáâ¢¥­­®, ¯à¨ m � 1 £/á¬2

¬®­®åà®¬ â¨ç¥áª®¥ ¨§«ãç¥­¨¥ ®¡¥á¯¥ç¨¢ ¥â «ãçèãî â®ç­®áâì, ­® ¯à¨
m > 3 £/á¬2 â®ç­®áâì ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ­  "¡¥«®¬"¯ãçª¥ ®ª §ë¢ ¥âáï ¢ëè¥.

�ãé¥áâ¢¥­­ë¬ ä ªâ®à®¬, ®£à ­¨ç¨¢ îé¨¬ ¤¨­ ¬¨ç¥áª¨© ¤¨ ¯ §®­
¨§¬¥à¥­¨ï ¢¥«¨ç¨­ë m ­  "¡¥«®¬"¯ãçª¥, ï¢«ï¥âáï ¢®§¬®¦­ë© á¯ ¤ ª¢ ­-
â®¢®© íää¥ªâ¨¢­®áâ¨ ¤¥â¥ªâ®à  ¢ ®¡« áâ¨ ¢ëá®ª¨å í­¥à£¨© ¨§-§  ã¬¥­ì-
è¥­¨ï ¯®£«®é¥­¨ï ¦¥áâª¨å ä®â®­®¢ ¢ çã¢áâ¢¨â¥«ì­®© ®¡« áâ¨. � ª
¯à¨¬¥à ­  à¨á. 2D ¤«ï âí­  â ª¦¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥­  § ¢¨á¨¬®áâì, ç¨á«¥­­®
à ááç¨â ­­ ï ¢ ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨¨ â®«é¨­ë à ¡®ç¥£® á«®ï ªà¥¬­¨¥¢®£® ¤¥-
â¥ªâ®à  1 ¬¬ (¯à¨ ¯«®é ¤¨ 0.25 ¬¬2). �à¨ íâ®¬ ¤ ­­®¥ ®â­®è¥­¨¥ áãé¥-
áâ¢¥­­® ãåã¤è ¥âáï (¯® áà ¢­¥­¨î á® á«ãç ¥¬ 100% QE ) ¨§-§  ¯®â¥à¨
ç áâ¨ "á¨£­ «ì­ëå"ä®â®­®¢ ¯à¨ §­ ç¥­¨ïå m > 2:5 £/á¬2, ¨ ­¥áª®«ìª®
ã«ãçè ¥âáï (¨§-§  ã¬¥­ìè¥­¨ï "èã¬®¢®£®"ä®­  ¦¥áâª¨å ä®â®­®¢) ¯à¨
¬¥­ìè¨å.

10



3 �¥®¬¥âà¨ç¥áª¨¥ ®£à ­¨ç¥­¨ï

3.1 �®­¥ç­ë© à §¬¥à ¨áâ®ç­¨ª 

�à®¬¥ ®£à ­¨ç¥­¨©, ­ « £ ¥¬ëå ­  ¤®áâ¨¦¨¬®¥ à §à¥è¥­¨¥ ª¢ ­â®¢ë¬
èã¬®¬, áãé¥áâ¢ãîâ à §«¨ç­ë¥ ®£à ­¨ç¥­¨ï, ®¡ãá«®¢«¥­­ë¥ ç¨áâ® £¥®-
¬¥âà¨ç¥áª¨¬¨ ä ªâ®à ¬¨. � ­¨¬ ®â­®áïâáï: ª®­¥ç­ë¥ à §¬¥àë ¨áâ®ç-
­¨ª  ¨ ¤¥â¥ªâ®à , æ¨«¨­¤à¨ç­®áâì ¨áá«¥¤ã¥¬®£® ®¡à §æ  (§ àï¤ ), ªà¨-
¢¨§­  äà®­â  ã¤ à­®© (¤¥â®­ æ¨®­­®©) ¢®«­ë.

� ¨¡®«¥¥ ¯à®áâ® (¨§ ®ç¥¢¨¤­ëå £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨å á®®â­®è¥­¨©) ¬®¦¥â
¡ëâì ®¯à¥¤¥«¥­ë ®£à ­¨ç¥­¨ï, á¢ï§ ­­ë¥ á à §¬¥à ¬¨ ¨áâ®ç­¨ª  ¨ ¤¥-
â¥ªâ®à . �á«¨ à ááâ®ï­¨¥ ®â ¨áâ®ç­¨ª  ¤® ®¡à §æ  ls, ®â ®¡à §æ  ¤®
¤¥â¥ªâ®à  ld,   à §¬¥àë (¢ ­ ¯à ¢«¥­¨¨ ¤¢¨¦¥­¨ï ¢®«­ë) ¨áâ®ç­¨ª  ¨
¤¥â¥ªâ®à  (¨«¨ ¥£® í«¥¬¥­â ) Hs ¨ Hd, â® ¯à®áâà ­áâ¢¥­­®¥ à §à¥è¥­¨¥
(¢ ãª § ­­®¬ ­ ¯à ¢«¥­¨¨ ¢ ®¡« áâ¨ à §¬¥é¥­¨ï ®¡à §æ ) ¡ã¤¥â ®£à ­¨-
ç¥­® ¢¥«¨ç¨­®©

�H =
Hs � ld +Hd � ls

ls + ld
; (5)

  ¢à¥¬¥­­�®¥ { ¢¥«¨ç¨­®©

�t =
�H

D
(6)

(£¤¥ D { áª®à®áâì ¤¥â®­ æ¨¨ ¨«¨ ã¤ à­®© ¢®«­ë).
�¡ëç­® ls � 10ld ¨ �H � Hd +Hs � ld=ls.
� ç áâ­®áâ¨, ¢ ¢¨£«¥à¥ ­ ª®¯¨â¥«ï ����-3 å à ªâ¥à­ë© (áà¥¤­¥ª¢ -

¤à â¨ç­ë©) ¢¥àâ¨ª «ì­ë© à §¬¥à ¯ãçª  á®áâ ¢«ï¥â ¯à¨¬¥à­® 200 ¬ª¬,
çâ® ®£à ­¨ç¨¢ ¥â ¯à¥¤¥«ì­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢¥­­®¥ à §à¥è¥­¨¥ (¡¥§ ¨á¯®«ì-
§®¢ ­¨ï ¤®¯®«­¨â¥«ì­ëå ª®««¨¬ â®à®¢) 20 � 50 ¬ª¬ ¨ ¢à¥¬¥­­�®¥ (¯à¨
áª®à®áâ¨ ¤¥â®­ æ¨¨ 5 ª¬/á) { 4 � 10 ­á. �®áª®«ìªã ¯«®é ¤ì ¤¥â¥ªâ®à 
S = Hd � T (£¤¥ T { ¥£® ¯®¯¥à¥ç­ë© à §¬¥à), à ááâ®ï­¨¥ l = ls + ld,  
®â­®è¥­¨¥ �m=m / 1=

p
A / 1=

p
S=l2 / (ls + ld)=

p
Hd � T , â® ¯à¥¤¥«ì­ë¥

à §à¥è¥­¨ï �H (¨«¨ �t) ¨ �m ®ª §ë¢ îâáï á¢ï§ ­­ë¬¨ ¬¥¦¤ã á®¡®©
(¬ ªá¨¬ «ì­ë© à §¬¥à T ®£à ­¨ç¥­ ¤¨ ¬¥âà®¬ ¨áá«¥¤ã¥¬®£® ®¡à §æ ,
çâ®, ¢ á¢®î ®ç¥à¥¤ì, ®£à ­¨ç¥­® ¤®¯ãáâ¨¬ë¬ ¯®£«®é¥­¨¥¬ ¯à¨ ­¥®¡å®-
¤¨¬®© ¢¥«¨ç¨­¥ �m).
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3.2 �¨«¨­¤à¨ç­®áâì § àï¤ 

� ­¥¥ ¯à¥¤¯®« £ «®áì, çâ® ª®«¨ç¥áâ¢® ¯®£«®é îé¥£® ¢¥é¥áâ¢  ¢ ¯ãçª¥
®¤¨­ ª®¢® ¤«ï ¢á¥å â®ç¥ª ¤¥â¥ªâ®à . �® ¯à¨ à¥­â£¥­®£à ä¨¨ æ¨«¨­¤à 
(à¨á. 3A) â®«é¨­  ¯®£«®é îé¥£® á«®ï ¯®áâ¥¯¥­­® ã¬¥­ìè ¥âáï ®â ¯®«-
­®£® ¤¨ ¬¥âà  (¢ æ¥­âà¥) ¤® ­ã«ï (­  ªà î æ¨«¨­¤à ).

�¨á. 3: A { �¯à®é¥­­ ï £¥®¬¥â¨ï ¯à¨ à¥­â£¥­®£à ä¨¨ æ¨«¨­¤à¨ç¥áª®£® ®¡ê-
¥ªâ : 1 { ¯ãç®ª á¨­åà®âà®­­®£® ¨§«ãç¥­¨ï; 2 { ¨áá«¥¤ã¥¬ë© ®¡à §¥æ (§ àï¤)
¤¨ ¬¥âà®¬ d ¨ ¯«®â­®áâìî �; 3 { ¤¥â¥ªâ®à (y { ª®®à¤¨­ â  ¢¤®«ì ¤¥â¥ªâ®à , T
{ ¥£® ¯®¯¥à¥ç­ ï è¨à¨­ , Q { ¢ëå®¤­®© § àï¤).
B { �à ä¨ª¨ §­ ç¥­¨© ®â­®è¥­¨ï Q=Q0 ª ª äã­ªæ¨¨ ®â­®è¥­¨ï T=d, à á-
áç¨â ­­ë¥ ¤«ï § àï¤®¢ âà¨­¨âà®â®«ã®«  ¤¨ ¬¥âà®¬ 3 á¬ (£à ä¨ª 1) ¨ 1 á¬
(£à ä¨ª 2), ¨ § ¢¨á¨¬®áâì ¢¨¤  1 + T 2=(6d2) (£à ä¨ª 3).

� íâ®¬ á«ãç ¥ ¤«ï æ¨«¨­¤à  á ¤¨ ¬¥âà®¬ d ¨ ¯®áâ®ï­­®© ¯«®â­®áâìî
� ¨§¬¥­¥­¨¥ ª®«¨ç¥áâ¢  á®§¤ ¢ ¥¬®£® ¢ ¤¥â¥ªâ®à¥ § àï¤  (¯® áà ¢­¥­¨î
á ®¤­®à®¤­ë¬ ¯®£«®é îé¨¬ á«®¥¬ â®«é¨­ë d) ¡ã¤¥â:

�Q =

T=2Z
�T=2

[q(m) � q(m0)] dy ; (7)

£¤¥ q(m) { ¯®£®­­ ï (¯® y) ¯«®â­®áâì ®¡à §ã¥¬®£® ¢ ¤¥â¥ªâ®à¥ § àï¤ ,

m = �
p
d2 � 4y2, m0 = �d. � §«®¦¨¢ q(m) � q(m0) ¨ m(y) ¢ àï¤ë ¤®

ç«¥­®¢ ¢â®à®£® ¯®àï¤ª  ¨ ¢ë¯®«­¨¢ ¨­â¥£à¨à®¢ ­¨¥, ¯®«ãç¨¬:

�Q � � 1

6

T 3

d
�
dq

dm
+

1

40

T 5

d2
�2

d2q

dm2
; (8)
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¨«¨

�m

m
� �Q

dQ
dm m0

� � 1

6

T 2

d2
+

1

40

T 4

d3
�
d2q

dm2

�
dq

dm

��1
: (9)

�¥à¢®¥ á« £ ¥¬®¥ (/ T 2) ®è¨¡ª¨ �m=m ­¥ § ¢¨á¨â ®â á¢®©áâ¢ ¯®-
£«®é îé¥© áà¥¤ë ¨ ¯à¨ ¨§¢¥áâ­®¬ ¤¨ ¬¥âà¥ d «¥£ª® ¬®¦¥â ¡ëâì ãçâ¥­®
¯à¨ ®¡à ¡®âª¥ à¥§ã«ìâ â®¢ íªá¯¥à¨¬¥­â .

�â®à®¥ á« £ ¥¬®¥ (/ T 4) ¯à¨ ãá«®¢¨¨ T � d, ª ª ¯à ¢¨«®, ¬ «®. �¤-
­ ª® ¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥ ãç¥â ¤ ­­®© á®áâ ¢«ïîé¥© ®è¨¡ª¨ âà¥¡ã¥â §­ ­¨ï
§ ¢¨á¨¬®áâ¨ q(m) (¨«¨ ¥¥ ¯à®¨§¢®¤­ëå).

� á«ãç ¥ ¬®­®åà®¬ â¨ç¥áª®£® ¨§«ãç¥­¨ï (ç¨áâ® íªá¯®­¥­æ¨ «ì­®¥

®á« ¡«¥­¨¥) dq
dm = ��q, d2q

dm2 = �2q ¨ �m=m � � 1
6
T2

d2 � 1
40

T4

d3 ��.
�®®â¢¥âáâ¢¥­­®, ¯à¨ ®á« ¡«¥­¨¨, ¡«¨§ª®¬ ª ®¯â¨¬ «ì­®¬ã (â.¥. ¯à¨

�� � d = �m0 � 2), ¢â®àë¬ á« £ ¥¬ë¬ ¬®¦­® ¯à¥­¥¡à¥çì ¨ �m=m �
� 1

6
T2

d2 (¥áâ¥áâ¢¥­­®, ¯à¨ ãá«®¢¨¨ T � d).
� á«ãç ¥ "¡¥«®£®"¯ãçª  ��  ­ «¨â¨ç¥áª®¥ ¢ëà ¦¥­¨¥ ¤«ï ®â­®è¥-

­¨ï d2q
dm2 =

dq
dm ¢¥áì¬  £à®¬®§¤ª®, ­® à¥ «ì­® ®­® ­ å®¤¨âáï ¢ ¤¨ ¯ §®­¥

�(1 � 4)=m. �®®â¢¥âáâ¢¥­­®, íâ® â ª ¦¥ ¯®§¢®«ï¥â ¯à¥­¥¡à¥çì ¢â®àë¬
á« £ ¥¬ë¬ ¨, ­ ¯à¨¬¥à, ¯à¨ ®â­®è¥­¨¨ T=d = 0:1 ®è¨¡ª  �m=m �
�0:17%.

�¥¬ ­¥ ¬¥­¥¥ ïá­®, çâ® ¯à¨ ã¢¥«¨ç¥­¨¨ ¯®¯¥à¥ç­®£® à §¬¥à  ¤¥â¥ªâ®-
à  ¨ ¯à¨¡«¨¦¥­¨¨ ¥£® ª d ª®«¨ç¥áâ¢® ¯®£«®é îé¥£® ¢¥é¥áâ¢  ­  ªà ïå
à¥§ª® ã¬¥­ìè ¥âáï (  ¯à¨ ¯à¥¢ëè¥­¨¨ d ¢®®¡é¥ ¯ ¤ ¥â ¤® ­ã«ï). �à¨
íâ®¬ ¨§-§  íªá¯®­¥­æ¨ «ì­®© § ¢¨á¨¬®áâ¨ ¯®£«®é¥­¨ï ®â m á¨£­ « ¤¥-
â¥ªâ®à  ®ª §ë¢ ¥âáï á« ¡® § ¢¨áïé¨¬ ®â ¯«®â­®áâ¨ ¢ æ¥­âà¥ ®¡à §æ .
�á®¡¥­­® ¡ëáâà® (¨§-§  á¬¥é¥­¨ï ¬ ªá¨¬ã¬  ¨­â¥­á¨¢­®áâ¨ ¢ ¬ï£ªãî
®¡« áâì) ¢ª« ¤ ªà ¥¢ ¡ã¤¥â ã¢¥«¨ç¨¢ âìáï ¯à¨ ã¢¥«¨ç¥­¨¨ ¯®¯¥à¥ç­®£®
à §¬¥à  ¢ á«ãç ¥ "¡¥«®£®"¯ãçª  �� (íâ®â íää¥ªâ, ®á®¡¥­­® áãé¥áâ¢¥­-
­ë© ¤«ï ¯«®â­ëå § àï¤®¢ ¡®«ìè®£® ¤¨ ¬¥âà , ¬®¦­® ã¬¥­ìè¨âì "®âá¥-
ç¥­¨¥¬"¬ï£ª®© ª®¬¯®­¥­âë ¤®¯®«­¨â¥«ì­ë¬ à¥­â£¥­®¢áª¨¬ ä¨«ìâà®¬).

�  à¨á. 3B ¯à¨¢¥¤¥­ë ®â­®è¥­¨ï Q=Q0 (£¤¥ Q0 { § àï¤, à¥£¨áâà¨àã-
¥¬ë© ¤¥â¥ªâ®à®¬ á ¯®¯¥à¥ç­ë¬ à §¬¥à®¬ T ¯à¨ ®á« ¡«¥­¨¨ ¨§«ãç¥­¨ï
®¤­®à®¤­ë¬ ¯«®áª¨¬ á«®¥¬ â®«é¨­ë d) ª ª äã­ªæ¨¨ ®â­®è¥­¨ï T=d,
à ááç¨â ­­ë¥ ¤«ï § àï¤®¢ âà¨­¨âà®â®«ã®«  (¯à¨ � = 1:5 £/á¬3) ¤¨ ¬¥-
âà®¬ 3 á¬ (£à ä¨ª 1) ¨ 1 á¬ (£à ä¨ª 2). �áâ®ç­¨ª ��  ­ «®£¨ç¥­ ¢¨£«¥-
àã ­ ª®¯¨â¥«ï ����-3. �  à¨áã­ª¥ â ª¦¥ ¯®ª § ­  § ¢¨á¨¬®áâì ¢¨¤ 

1 + T2

6d2 (£à ä¨ª 3).
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3.3 �à¨¢¨§­  äà®­â  ¢®«­ë

�ãé¥áâ¢¥­­ë¬ ä ªâ®à®¬, ¬®£ãé¨¬ ¯à¨¢®¤¨âì ª "à §¬ë¢ -
­¨î"à¥£¨áâà¨àã¥¬®£® áª çª  ¯«®â­®áâ¨ ¨, á®®â¢¥âáâ¢¥­­®, ª ¯®â¥à¥
à §à¥è¥­¨ï, ï¢«ï¥âáï ª®­¥ç­ë© à ¤¨ãá ªà¨¢¨§­ë äà®­â  ã¤ à­®© (¨«¨
¤¥â®­ æ¨®­­®©) ¢®«­ë.

�® ¢á¥© ¢¨¤¨¬®áâ¨, â®ç­ ï ä®à¬  äà®­â  (¤ ¦¥ ¢ á«ãç ¥ ¯à®áâ®£®
æ¨«¨­¤à¨ç¥áª®£® § àï¤ ) ¬®¦¥â ¡ëâì à ááç¨â ­  â®«ìª® ç¨á«¥­­® á ¨á-
¯®«ì§®¢ ­¨¥¬ ¤®áâ â®ç­® ¯®¤à®¡­ëå £ §®¤¨­ ¬¨ç¥áª¨å ¨ å¨¬¨ç¥áª¨å ¬®-
¤¥«¥©. �®íâ®¬ã ¤ «¥¥ ¡ã¤¥â ¯à¥¤¯®« £ âìáï ¯à¥¤¥«ì­® ã¯à®é¥­­ ï { ç¨-
áâ® áä¥à¨ç¥áª ï { ¬®¤¥«ì äà®­â , á ¯®áâ®ï­­ë¬ à ¤¨ãá®¬ ªà¨¢¨§­ë R
à á¯à®áâà ­ïîé¥£®áï ¢¤®«ì æ¨«¨­¤à  ¤¨ ¬¥âà®¬ d (¢ [7] ãª §ë¢ ¥âáï,
çâ® ®¡ëç­® R = (0:5�3:5)d). �«®â­®áâì ¢¥é¥áâ¢  ¯¥à¥¤ äà®­â®¬ ¢®«­ë
�1, §  äà®­â®¬ { �2 (�2 > �1) (à¨á. 4A).

�¨á. 4: A { �¯à®é¥­­ ï £¥®¬¥â¨ï ¯à¨ à¥­â£¥­®£à ä¨¨ áä¥à¨ç¥áª®£® äà®­â 
¢®«­ë: 1 { ¯ãç®ª á¨­åà®âà®­­®£® ¨§«ãç¥­¨ï (SR); 2 { ¨áá«¥¤ã¥¬ë© ®¡à §¥æ
(§ àï¤) ¤¨ ¬¥âà®¬ d; 3 { äà®­â ¢®«­ë (á à ¤¨ãá®¬ ªà¨¢¨§­ë R, áª®à®áâìî
D ¨ ¯«®â­®áâï¬¨ �1 ¨ �2 ¯¥à¥¤/§  ¢®«­®©); 4 { à¥­â£¥­®¢áª¨© ¤¥â¥ªâ®à (s {
¯®«®¦¥­¨¥ ¢¥àè¨­ë ¢®«­ë ®â­®á¨â¥«ì­® ¯ãçª  ��).
B { �à ä¨ª¨ §­ ç¥­¨© ®â­®è¥­¨ï m=d, à ááç¨â ­­ë¥ ª ª äã­ªæ¨¨ ®â­®è¥­¨ï
s=d ¤«ï R = d (£à ä¨ª 1), 2d (2), 3d (3).

�á«¨ á¬¥é¥­¨¥ ¢¥àè¨­ë ¢®«­ë ®â­®á¨â¥«ì­® ¯à®å®¤ïé¥© ç¥à¥§
æ¥­âà æ¨«¨­¤à  "«¨­¨¨ §à¥­¨ï"â®ç¥ç­®£® ¤¥â¥ªâ®à  s (  ¯à¨ ¯¥à¥á¥-
ç¥­¨¨ äà®­â®¬ ¢®«­ë "«¨­¨¨ §à¥­¨ï"s ¨§¬¥­ï¥âáï ®â 0 ¤® smax =
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R�
p
R2 � (d=2)2 ), â® ª®«¨ç¥áâ¢® ¯®£«®é îé¥£® ¢¥é¥áâ¢  ¢ ¯ãçª¥ ¡ã¤¥â

m = �1d+ 2(�2 � �1)
p
R2 � (R� s)2 ; 0 � s � smax : (10)

�à ä¨ª¨ ¯¥à¥å®¤  "ª ¦ãé¥©áï"¯«®â­®áâ¨ � = m=d ®â §­ ç¥­¨ï �1 ª
�2, à ááç¨â ­­ë¥ ª ª äã­ªæ¨¨ ®â­®è¥­¨ï s=d, ¯à¨¢¥¤¥­ë ­  à¨á. 4B ¤«ï
R = d (£à ä¨ª 1), 2d (£à ä¨ª 2), 3d (£à ä¨ª 3). �¨à¨­ë íâ¨å ¯¥à¥å®¤®¢
(à ¢­ë¥ smax) á®áâ ¢«ïîâ 0.134d, 0.064d ¨ 0.042d á®®â¢¥âáâ¢¥­­® (çâ®
¤«ï § àï¤  ¤¨ ¬¥âà®¬ 1á¬ á®áâ ¢«ï¥â 1.3 ¬¬, 0.64 ¬¬ ¨ 0.42 ¬¬).

� ª à ­¥¥ ®â¬¥ç «®áì, ª®­¥ç­ë© à §¬¥à Hs ¤¥â¥ªâ®à  ¢ ­ ¯à ¢«¥­¨¨
¤¢¨¦¥­¨ï ¢®«­ë "à §¬ë¢ ¥â"à¥£¨áâà¨àã¥¬®¥ ¨§®¡à ¦¥­¨¥ ¯à¨¬¥à­® ­ 
íâã ¦¥ ¢¥«¨ç¨­ã Hs. �® ¨§-§  áãé¥áâ¢¥­­® ­¥«¨­¥©­®© § ¢¨á¨¬®áâ¨ á¨£-
­ «  ¤¥â¥ªâ®à  ®â m ¨áª ¦¥­¨¥ ¯¥à¥å®¤  ®â �1 ª �2 ¬®¦¥â ¡ëâì ®¯¨á ­®
á¢¥àâª®© á  ¯¥àâãà®© ¤¥â¥ªâ®à  â®«ìª® ¯à¨ ®â­®á¨â¥«ì­® ¬ «®¬ áª çª¥
¯«®â­®áâ¨.

�®­¥ç­ë© à §¬¥à ¤¥â¥ªâ®à  ¢ ¯®¯¥à¥ç­®¬ ­ ¯à ¢«¥­¨¨, ­¥ ã¢¥«¨ç¨-
¢ ï è¨à¨­ã ¯¥à¥å®¤  ®â �1 ª �2, ¤®«¦¥­ áãé¥áâ¢¥­­® á­¨¦ âì ­ ç «ì­ãî
áª®à®áâì ¨§¬¥­¥­¨ï ("á£« ¦¨¢ âì"¯¥à¥å®¤), ®á®¡¥­­® ¯à¨ §­ ç¨â¥«ì­®¬
áª çª¥ ¯«®â­®áâ¨.

4 � ¤¨ «ì­ ï â®¬®£à ä¨ï

� ª ¨§¢¥áâ­®, à¥­â£¥­®¢áª ï â®¬®£à ä¨ï ¯®§¢®«ï¥â ¢®ááâ ­ ¢«¨¢ âì
¯à®áâà ­áâ¢¥­­®¥ à á¯à¥¤¥«¥­¨¥ ¯®£«®é îé¥£® ¢¥é¥áâ¢  ¢ ®¡ê¥ªâ¥ ¯ã-
â¥¬ ®¡à ¡®âª¨ §­ ç¨â¥«ì­®£® ç¨á«  ¯®«ãç¥­­ëå ¯à¨ à §­ëå ¥£® ®à¨¥­-
â æ¨ïå â¥­¥¢ëå ¨§®¡à ¦¥­¨©.

�¥®à¥â¨ç¥áª¨, ¯à¨ ¨áá«¥¤®¢ ­¨¨ ®¡ê¥ªâ®¢, ®¡« ¤ îé¨å  ªá¨ «ì­®©
á¨¬¬¥âà¨¥©, ¯®¤®¡­®¥ ¢®ááâ ­®¢«¥­¨¥ «¥£ª® ¬®¦¥â ¡ëâì ¢ë¯®«­¥­® ã¦¥
¯® ®¤­®¬ã à¥­â£¥­®¢áª®¬ã ¨§®¡à ¦¥­¨î, ¥á«¨ ¯«®áª®áâì íâ®£® ¨§®¡à ¦¥-
­¨ï ¯ à ««¥«ì­  ®á¨ á¨¬¬¥âà¨¨. �¤­ ª® à¥ «ì­® ¢®§­¨ª îâ ®£à ­¨ç¥-
­¨ï, á¢ï§ ­­ë¥ á è £®¬ ¤¨áªà¥â¨§ æ¨¨, ãà®¢­¥¬ èã¬  ¨ «¨­¥©­®áâìî
à¥£¨áâà¨àã¥¬®£® ¨§®¡à ¦¥­¨ï, ¯à¨áãâáâ¢¨¥¬ á« ¡®©  á¨¬¬¥âà¨¨, â.¤.

� ç áâ­®áâ¨, ¨§-§  ­¥¢®§¬®¦­®áâ¨ ­ ª®¯«¥­¨ï (ãáà¥¤­¥­¨ï) ¨§®¡à -
¦¥­¨ï, ®á­®¢­ë¬ ä ªâ®à®¬, ®£à ­¨ç¨¢ îé¨¬ ª ç¥áâ¢® â®¬®£à ä¨¨ ¯à¨
¨áá«¥¤®¢ ­¨¨ ­  ¯ãçª å �� ã¤ à­ëå ¨ ¤¥â®­ æ¨®­­ëå ¢®«­ ¢  ªá¨ «ì­®-
á¨¬¬¥âà¨ç­ëå á«ãç ïå (­ ¯à¨¬¥à, à á¯à®áâà ­ïîé¨åáï ¢ æ¨«¨­¤à¨ç¥-
áª¨å § àï¤ å ¢¤®«ì ®á¨), ¬®¦¥â ®ª § âìáï ª¢ ­â®¢ë© èã¬.
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4.1 �àï¬ ï § ¤ ç 

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ ¢«¨ï­¨ï èã¬®¢ ­  à¥§ã«ìâ âë à ¤¨ «ì­®© â®¬®£à ä¨¨ âà¥-
¡ã¥â ¯à¥¤¢ à¨â¥«ì­®£® à áá¬®âà¥­¨ï ¬¥å ­¨§¬  ä®à¬¨à®¢ ­¨ï ¨áå®¤­®-
£® (à¥£¨áâà¨àã¥¬®£®) ¨§®¡à ¦¥­¨ï ¨ ¬¥â®¤®¢ ¥£® ¯à¥®¡à §®¢ ­¨ï.

�  à¨áã­ª¥ 5A ãá«®¢­® ¯®ª § ­® á¥ç¥­¨¥ (¢ ¯« ­¥) à¥­â£¥­®¢áª®£®
¯ãçª  �� 1, ¯à®å®¤ïé¥£® ç¥à¥§ ¨áá«¥¤ã¥¬ë©  ªá¨ «ì­®-á¨¬¬¥âà¨ç­ë©
(§¤¥áì { æ¨«¨­¤à¨ç¥áª¨©) ®¡ê¥ªâ (§ àï¤) 2 ­  ¯¥à¥ªàë¢ îé¨© ®¡ê¥ªâ
¬­®£®í«¥¬¥­â­ë© ¤¥â¥ªâ®à 3 (á®áâ®ïé¨© ¨§ í«¥¬¥­â®¢ 4 è¨à¨­®© �).
�« £®¤ àï ¬ «®© à áå®¤¨¬®áâ¨ ¯ãçª  �� ª ¦¤ë© í«¥¬¥­â "¢¨¤¨â"¢ ®¡ê-
¥ªâ¥ â®«ìª® á¢®î ¯®«®áã, çâ® ¥áâ¥áâ¢¥­­ë¬ ®¡à §®¬ ¢ë¤¥«ï¥â ª®­æ¥­âà¨-
ç¥áª¨¥ á«®¨ 5 â ª¦¥ è¨à¨­®© �.

�¨á. 5: A { �á«®¢­ ï áå¥¬  â®¬®£à ä¨¨  ªá¨ «­®-á¨¬¬¥âà¨ç­£® ®¡ê¥ªâ : 1 {
¯ãç®ª ��, 2 { ¨áá«¥¤ã¥¬ë© ®¡ê¥ªâ (§ àï¤), 3 { ¬­®£®í«¥¬¥­â­ë© ¤¥â¥ªâ®à, 4 {
çã¢áâ¢¨â¥«ì­ë¥ í«¥¬¥­âë (è¨à¨­®© �), 5 { ª®­æ¥­âà¨ç¥áª¨¥ á«®¨ (â ª¦¥ è¨-
à¨­®© �), 6 { «ãç, ¯à¨å®¤ïé¨© ®â ¨áâ®ç­¨ª  �� ­  ¤ ­­ë© ãç áâ®ª í«¥¬¥­â ;
y { à ááâ®ï­¨¥ ®â ªà ï í«¥¬¥­â  á ­®¬¥à®¬ i ¤® «ãç  6,   x { à ááâ®ï­¨¥ ¢¤®«ì
«ãç .
B { �å¥¬  ¯¥à¥å®¤  ®â ¯®£«®é¥­¨ï ¢ ­ ¡®à¥ äà £¬¥­â®¢ æ¨«¨­¤à¨ç¥áª¨å á«®¥¢
­ ¤ í«¥¬¥­â®¬ i ª ¯®£«®é¥­¨î ¢ ­ ¡®à¥ ¯«®áª¨å á«®¥¢ (á ¯«®â­®áâï¬¨ � ¨
¯®«­ë¬¨ â®«é¨­ ¬¨ L).
C { � á¯à¥¤¥«¥­¨¥ ¯® á«®ï¬ (i { ­®¬¥à á«®ï) ®â­®è¥­¨ï ��i=�i (£à ä¨ª 1),
à áç¨â ­­®¥ ¤«ï â®¬®£à ä¨¨ § àï¤  ¯à¥áá®¢ ­­®£® âà®â¨«  ­  ¯ãçª¥ �� ¢¨-
£«¥à  ����-3 á ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¥¬ 20-í«¥¬¥­â­®£® ¤¥â¥ªâ®à ; ®â­®è¥­¨¥ �m=m
(£à ä¨ª 2), à áç¨â ­­®¥ ¯®  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨ ¤«ï ¯à¨­ïâëå ãá«®¢¨© à¥£¨áâà -
æ¨¨; ®â­®è¥­¨¥ (£à ä¨ª 3) ª �  ¡á®«îâ­ëå §­ ç¥­¨© ®è¨¡®ª, ®¡ãá«®¢«¥­­ëå
®¯à¥¤¥«¥­¨¥¬ Lij ¯® â®«é¨­¥ á«®ï ­ ¤ æ¥­âà®¬ í«¥¬¥­â .
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�á«¨ y { à ááâ®ï­¨¥ ®â ªà ï í«¥¬¥­â  á ­®¬¥à®¬ i ¤® «ãç  6,   x {
à ááâ®ï­¨¥ ¢¤®«ì «ãç  (à¨á. 5A), â® ª®«¨ç¥áâ¢® ¯®£«®é îé¥£® ¢¥é¥áâ¢ 

mi(y) =

p
R2
0�(ri+y)2Z

�
p
R2
0�(ri+y)2

�(
p
x2 + (ri + y)2) � dx ; (11)

£¤¥ �(r) { à ¤¨ «ì­®¥ à á¯à¥¤¥«¥­¨¥ ¯«®â­®áâ¨ ¢ ¨áá«¥¤ã¥¬®¬ á¥ç¥­¨¨
®¡ê¥ªâ , R0 { à ¤¨ãá ®ªàã¦­®áâ¨ á¥ç¥­¨ï, ri = � � (i � 1) ¨«¨ ri =
� � (i � 3=2) (¤«ï â.­. "­¥ç¥â­®£®"¨«¨ "ç¥â­®£®"à §¬¥é¥­¨ï í«¥¬¥­â®¢
[8]).

�«ï ®¤­®à®¤­®£® í«¥¬¥­â­®£® á®áâ ¢  ®¡ê¥ªâ  á¨£­ « ïç¥©ª¨ ¤¥â¥ª-
â®à 

Qi =

�Z
0

q(mi(y)) � dy ; (12)

£¤¥ q(m) { ¯®£®­­ ï ¯«®â­®áâì ®¡à §ã¥¬®£® ¢ ¤¥â¥ªâ®à¥ § àï¤  (¢ á«ãç ¥
"¡¥«®£®"¯ãçª  �� q(m) � �m3=2(k+1) exp(�� � k+1

p
m ).

�á«¨ áãé¥áâ¢ãîâ ®¡®á­®¢ ­­ë¥ ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨ï ® å à ªâ¥à¥ ¨§¬¥­¥-
­¨ï ¯«®â­®áâ¨ ¢­ãâà¨ á«®¥¢, â® ¬®¦¥â ¡ëâì á®áâ ¢«¥­  á¨áâ¥¬  ¨­â¥-
£à «ì­ëå âà ­áæ¥­¤¥­â­ëå ãà ¢­¥­¨©. �¤­ ª® à¥è¥­¨¥ â ª®© á¨áâ¥¬ë
(®¯à¥¤¥«¥­¨¥ �(r) ¯® ­ ¡®àã §­ ç¥­¨© Qi) ¤®áâ â®ç­® ¯à®¡«¥¬ â¨ç­®.

4.2 �¥â®¤ ®¡à é¥­¨ï ¬ âà¨æë

�® ¢ ¡®«ìè¨­áâ¢¥ á«ãç ¥¢ (¯à¨ §­ ç¨â¥«ì­®¬ ç¨á«¥ à¥£¨áâà¨àãîé¨å
í«¥¬¥­â®¢) ¯à®å®¦¤¥­¨¥ ¨§«ãç¥­¨ï ­  ª ¦¤ë© í«¥¬¥­â ¬®¦­® ®¯¨á âì
ª ª ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®¥ ¯à®å®¦¤¥­¨¥ ç¥à¥§ ­ ¡®à ¯«®áª¨å á«®¥¢ ¢¥é¥áâ¢ .
�à¨ç¥¬ ª ¦¤ë© á«®© ¨¬¥¥â ¯«®â­®áâì, à ¢­ãî áà¥¤­¥© (¨«¨ ª ª-«¨¡®
¢§¢¥è¥­­®©) ¯«®â­®áâ¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥£® æ¨«¨­¤à¨ç¥áª®£® á«®ï, ¨ â®«-
é¨­ã, à ¢­ãî ­¥ª®â®à®© "íää¥ªâ¨¢­®©"¯®£«®é îé¥© â®«é¨­¥ íâ®£® æ¨-
«¨­¤à¨ç¥áª®£® á«®ï ­ ¤ ¤ ­­ë¬ í«¥¬¥­â®¬ (à¨á. 5B).

�®áª®«ìªã ­  í«¥¬¥­â ­®¬¥à i ¢«¨ï¥â ¯®£«®é¥­¨¥ ¢ æ¨«¨­¤à¨ç¥áª¨å
á«®ïå á ­®¬¥à ¬¨ j � i, â® ª®«¨ç¥áâ¢® ¯®£«®é îé¥£® ¢¥é¥áâ¢  ­ ¤ ­¨¬

mi =

N0X
j=i

Lij�j ; (13)
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£¤¥ N0 { ­®¬¥à ¯®á«¥¤­¥£® í«¥¬¥­â  (­  ª®â®àë© ¯à®¥æ¨àã¥âáï ªà © ®¡ê-
¥ªâ , â.¥. N0 � R0=�), �j { ¯«®â­®áâì á«®ï j, Lij { â®«é¨­  á«®ï j
­ ¤ í«¥¬¥­â®¬ i ¤¥â¥ªâ®à  (¢ ¯à®áâ¥©è¥¬ á«ãç ¥ ¬®¦­® ¨á¯®«ì§®¢ âì

Lij =
2
�

�R
0

[
q
r2j+1 � (ri + y)2 �(1��ij )

q
r2j � (ri + y)2 ] dy { áà¥¤­îî â®«-

é¨­ã, ¨«¨ ¤ ¦¥ Lij = 2[
q
r2j+1 � (ri +�=2)2�(1��ij )

q
r2j � (ri +�=2)2 ]

{â®«é¨­ã á«®ï ­ ¤ æ¥­âà®¬ í«¥¬¥­â ).
� íâ®¬ á«ãç ¥ Qi = � � q(mi), ¨ ¯® ¨§¬¥à¥­­ë¬ §­ ç¥­¨ï¬ Qi ¬®£ãâ

¡ëâì «¥£ª® ®¯à¥¤¥«¥­ë mi (¥áâ¥áâ¢¥­­®, ¯à¨ ­ «¨ç¨¨ íªá¯¥à¨¬¥­â «ì­®©
¨«¨ à áç¥â­®© § ¢¨á¨¬®áâ¨ q(m)), çâ® áà §ã ¯à¨¢®¤¨â ª á¨áâ¥¬¥ «¨­¥©-
­ëå ãà ¢­¥­¨©:

L11�1 + L12�2 + :::+ L1N0
�N0

= m1 ;

L22�2 + :::+ L2N0
�N0

= m2 ;

::: ;

LN0N0
�N0

= mN0
; (14)

¨«¨ ¢ ¬ âà¨ç­®© ä®à¬¥ L � � = m.
� âà¨æ  L ¤ ­­®© á¨áâ¥¬ë âà¥ã£®«ì­ ï, ¨ ¯à¨ ­¥­ã«¥¢ëå ¤¨ £®­ «ì-

­ëå í«¥¬¥­â å (Lii 6= 0) á¨áâ¥¬  ¢á¥£¤  (¤ ¦¥ ¯à¨ ­ «¨ç¨¨ èã¬  ¢ mi)
á®¢¬¥áâ­  ¨ ¨¬¥¥â ¥¤¨­áâ¢¥­­®¥ à¥è¥­¨¥.

� ¨¡®«¥¥ ¯à®áâ® (¨ ¡ëáâà®) íâ® à¥è¥­¨¥ ¬®¦¥â ¡ëâì ¯®áâà®¥­® ¬¥-
â®¤®¬ � ãáá :

�N0
=

mN0

LN0N0

;

�N0�1 =
1

LN0�1;N0�1
(mN0�1 � LN0�1;N0

�N0
) ;

::: ;

�1 =
1

L11
(m1 �

N0X
j=2

L1j�j) : (15)

�¤­ ª® ¯à¨ íâ®¬ ¯à¨ ¢ëç¨á«¥­¨¨ ®ç¥à¥¤­®£® ­¥¨§¢¥áâ­®£® ¨á¯®«ì§ã-
îâáï ¢á¥ à ­¥¥ ¢ëç¨á«¥­­ë¥, çâ® ®¡ãá«®¢«¨¢ ¥â ¨å §­ ç¨â¥«ì­ãî ª®à-
à¥«ïæ¨î ¨ áãé¥áâ¢¥­­® § âàã¤­ï¥â ®æ¥­ªã ¢«¨ï­¨ï ­  à¥è¥­¨¥ èã¬ 
¨§¬¥à¥­¨ï mi ¨, á®®â¢¥âáâ¢¥­­®, Qi.

�¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­® íâã ®æ¥­ªã ¬®¦­® ¯®«ãç¨âì ¨§ ¬ âà¨ç­®£® ¯à¥¤-
áâ ¢«¥­¨ï à¥è¥­¨ï á¨áâ¥¬ë. �á«¨ C = L�1 { ¬ âà¨æ , ®¡à â­ ï L

¨ �j =
N0P
i=j

Cjimi (â® ¥áâì � = C �m), ¨ ¯à¨ ãá«®¢¨¨, çâ® èã¬ë ¨§-

¬¥à¥­¨ï mi ­¥ ª®àà¥«¨à®¢ ­­ë, â® ¤«ï �j ª¢ ¤à â ¤¨á¯¥àá¨¨ èã¬ 
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�2�j =
N0P
i=j

C2
ji�

2
mi

(£¤¥ �mi
{ ¤¨á¯¥àá¨ï èã¬  ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ª®«¨ç¥áâ¢  ¯®-

£«®é îé¥£® ¢¥é¥áâ¢  ­ ¤ í«¥¬¥­â®¬ i).
� âà¨æ  ¬®¦¥â ¡ëâì «¨¡® ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­® (¯®í«¥¬¥­â­®) ¯®áâà®¥-

­  á ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¥¬  «£®à¨â¬  � ãáá , «¨¡® ¯®«ãç¥­  ­¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­®
®¡à é¥­¨¥¬ ¬ âà¨æë. �®á«¥¤­¨© ¢ à¨ ­â, å®âï ¨ ¬¥­¥¥ ®¯â¨¬ «ì­ë© ¢
¢ëç¨á«¨â¥«ì­®¬ ¯« ­¥, ­® ¨á¯®«ì§ãîé¨© áâ ­¤ àâ­ãî ¯à®æ¥¤ãàã, ¡ë«
¯à¨¬¥­¥­ ¯à¨ ¯®«ãç¥­¨¨ ç¨á«¥­­®© ®æ¥­ª¨ ¢«¨ï­¨ï ª¢ ­â®¢®£® èã¬  ­ 
ª ç¥áâ¢® â®¬®£à ä¨¨.

�æ¥­ª  ¡ë«  ¢ë¯®«­¥­  ¢ ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨¨ ¨á¯®«ì§®¢ ­¨ï 20-
í«¥¬¥­â­®£® «¨­¥©­®£® ¤¥â¥ªâ®à  á ïç¥©ª ¬¨ 0:1 � 0:5 ¬¬ ¨ ¨áâ®ç­¨-
ª  ��, ¡«¨§ª®£® ¯® ¯ à ¬¥âà ¬ ª ¢¨£«¥àã ­ ª®¯¨â¥«ï ����-3 ¤«ï â®-
¬®£à ä¨¨ § àï¤  ¯à¥áá®¢ ­­®£® âà®â¨«  ( � = 1:6 £/á¬3, R0 = 1 á¬).
�¨á¯¥àá¨ï èã¬  mi ¯à¨ íâ®¬ ¬®£«  ¡ëâì  ¯¯à®ªá¨¬¨à®¢ ­  ª ª �mi

�
(0:006+0:002mi) �mi. � áç¥â­®¥ à á¯à¥¤¥«¥­¨¥ ¯® á«®ï¬ ®â­®è¥­¨ï ¤¨á-
¯¥àá¨¨ ®è¨¡ª¨ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¯«®â­®áâ¨ ª ¯«®â­®áâ¨ ��j=�j ¯à¨¢¥¤¥­® ­ 
à¨á. 5C (£à ä¨ª 1).

�®¯®áâ ¢«¥­¨¥ íâ®£® à á¯à¥¤¥«¥­¨ï á ¨áå®¤­ë¬ à á¯à¥¤¥«¥­¨¥¬
�mi

=mi (£à ä¨ª 2) ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® ®â­®á¨â¥«ì­ ï ®è¨¡ª  ®¯à¥¤¥«¥­¨ï
¯«®â­®áâ¨ ¡«¨§ª  ª ®â­®á¨â¥«ì­®© ®è¨¡ª¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ª®«¨ç¥áâ¢  ¯®-
£«®é îé¥£® ¢¥é¥áâ¢  â®«ìª® ¤«ï ¢­¥è­¨å á«®¥¢ ®¡ê¥ªâ , ¨ §­ ç¨â¥«ì-
­® ¯à¥¢ëè ¥â ¯®á«¥¤­îî ¤«ï ¢­ãâà¥­­¨å (­ à áâ ï á ã¬¥­ìè¥­¨¥¬ j
¯à¨¬¥à­® ª ª 1=

p
j).

�«ï áà ¢­¥­¨ï §¤¥áì ¦¥ ¯à¨¢¥¤¥­® (£à ä¨ª 3) ®â­®è¥­¨¥ ª �  ¡á®-
«îâ­ëå §­ ç¥­¨© ®è¨¡®ª, ®¡ãá«®¢«¥­­ëå ®¯à¥¤¥«¥­¨¥¬ Lij ­¥ ¯® áà¥¤­¥©
â®«é¨­¥ ¯®£«®é îé¥£® á«®ï,   ¯® â®«é¨­¥ á«®ï ­ ¤ æ¥­âà®¬ ¤¥â¥ªâ®à .
�¨¤­®, çâ® ¢®§­¨ª îé¨¥ ®è¨¡ª¨ áãé¥áâ¢¥­­ë â®«ìª® ¤«ï ­¥áª®«ìª¨å
ªà ©­¨å á«®¥¢ ®¡ê¥ªâ ,   ¤«ï ®áâ «ì­ëå á«®¥¢ ¢ à áá¬®âà¥­­ëå ãá«®¢¨-
ïå íâ¨ ®è¨¡ª¨ ¯à¥­¥¡à¥¦¨¬® ¬ «ë (¯® áà ¢­¥­¨î á ¢ª« ¤®¬ ª¢ ­â®¢®£®
èã¬ ).

�®âï ¢ à áá¬®âà¥­­®¬ ¯à¨¬¥à¥ ®è¨¡ª¨, á¢ï§ ­­ë¥ á ª¢ ­â®¢ë¬ èã-
¬®¬, ®ç¥­ì ¢¥«¨ª¨ (¤«ï æ¥­âà  ®¡ê¥ªâ  �� ¤®áâ¨£ ¥â 45%�), ®­¨ ¬®£ãâ
¡ëâì áãé¥áâ¢¥­­® ã¬¥­ìè¥­ë ¯ãâ¥¬ ã¢¥«¨ç¥­¨ï ¯«®â­®áâ¨ ¯®â®ª  ��.
�¥¬ ­¥ ¬¥­¥¥, ¯à¨ à¥­â£¥­®¢áª®© â®¬®£à ä¨¨ ã¤ à­ëå (¤¥â®­ æ¨®­­ëå)
¢®«­ ¬®¦¥â áãé¥áâ¢®¢ âì ¤®¯®«­¨â¥«ì­ ï ª®¬¯®­¥­â  ®è¨¡ª¨, ¢®§­¨ª -
îé ï ¯à¨ ç áâ¨ç­®¬ ¯¥à¥ªàëâ¨¨ ª ª®£®-«¨¡® í«¥¬¥­â  ¤¥â¥ªâ®à  äà®­-
â®¬ ¢®«­ë.

�à¨ íâ®¬, ¨§-§  ­¥«¨­¥©­®© § ¢¨á¨¬®áâ¨ q(m) ®¯à¥¤¥«ï¥¬ ï ¢¥«¨ç¨­ 
m ®ª §ë¢ ¥âáï § ­¨¦¥­­®©, ¨ íâ  ®è¨¡ª  ¬­®£®ªà â­® (­® á ¯®áâ¥¯¥­-
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­® ã¬¥­ìè îé¨¬áï ¢¥á®¬) ¢®©¤¥â ¢ ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ ¯«®â­®áâ¨ ¢á¥å ¡®«¥¥
£«ã¡®ª¨å á«®¥¢ (¯à ¢¤ , ¯«®â­®áâì áà¥¤ë ¯¥à¥¤ äà®­â®¬ ¢®«­ë ®¡ëç­®
¨§¢¥áâ­  â®ç­®, çâ®, ¢ ¯à¨­æ¨¯¥, ¬®¦¥â ¡ëâì ¨á¯®«ì§®¢ ­® ¯à¨ ¢ëç¨á«¥-
­¨ïå).

4.3 �¥â®¤ ¨­â¥£à «ì­ëå ¯à¥®¡à §®¢ ­¨©

�áâà ­¥­¨¥ íâ®© ®è¨¡ª¨ ¢®§¬®¦­® «¨¡® ¯®¨áª®¬ (á ¯®á«¥¤ãîé¥© ª®àà¥ª-
æ¨¥©) â ª¨å áª çª®¢ ­  à¥£¨áâà¨àã¥¬®¬ ¨§®¡à ¦¥­¨¨ (çâ® ¬®¦¥â ¡ëâì
âàã¤­®¢ë¯®«­¨¬® ¯à¨ ¡®«ìè®¬ à ¤¨ãá¥ ªà¨¢¨§­ë ¢®«­ë), «¨¡® ¯à¨¬¥-
­¥­¨¥¬ ¤¥â¥ªâ®à  á ¢¥áì¬  ¬ «ë¬ à §¬¥à®¬ ïç¥¥ª (ª®£¤  ¢ª« ¤ ®¤­®©
ïç¥©ª¨ ¤¥â¥ªâ®à  ¢ ä®à¬¨àã¥¬®¥ ¨§®¡à ¦¥­¨¥ ¯à¥­¥¡à¥¦¨¬® ¬ «).

� ç áâ­®áâ¨, ¯à¨ à¥£¨áâà æ¨¨ "¬£­®¢¥­­®© ä®â®£à ä¨¨"â¥­¥¢®£®
¨§®¡à ¦¥­¨ï ¢®«­ë ­  à¥­â£¥­®çã¢áâ¢¨â¥«ì­®¬ ��� (¯à¨¡®à¥ á § àï¤®-
¢®© á¢ï§ìî) ¯ãâ¥¬ ä®à¬¨à®¢ ­¨ï ®¤¨­®ç­®© ¢á¯ëèª¨ �� ([2], [3]) à §¬¥à
í«¥¬¥­â  ¬®¦¥â á®áâ ¢«ïâì 5� 50 ¬ª¬,   ¨å ¯®«­®¥ ç¨á«® ¢ áâà®ª¥ (N0)
¤®áâ¨£ âì 103 ¨ ¡®«¥¥.

�ç¥¢¨¤­®, çâ® ¯à¨ áâ®«ì ¬ «®© ¯«®é ¤¨ ®¤­®£® í«¥¬¥­â  ¥£® § £àã§-
ª¨ ¡ã¤ãâ ®ç¥­ì ¬ «ë (10 � 100 ä®â®­®¢ §  ¢á¯ëèªã), ª¢ ­â®¢ë© èã¬
®ç¥­ì ¢¥«¨ª ¨ à¥è¥­¨¥ § ¤ ç¨ â®¬®£à ä¨¨ ¢®§¬®¦­® â®«ìª® "¢ áà¥¤­¥¬"{
á® §­ ç¨â¥«ì­ë¬ "á£« ¦¨¢ ­¨¥¬"¯ãâ¥¬ ¯®¤ ¢«¥­¨ï èã¬  ä¨«ìâà æ¨¥©.
� ¨¡®«¥¥  ¤¥ª¢ â­ë¬ íâ®¬ã ¯®¤å®¤ã ï¢«ï¥âáï â.­. ¬¥â®¤ ¨­â¥£à «ì­ëå
¯à¥®¡à §®¢ ­¨©.

�¥ á«®¦­® ¯®ª § âì, çâ® äãàì¥-®¡à § à á¯à¥¤¥«¥­¨ï ª®«¨ç¥áâ¢  ¯®-
£«®é îé¥£® ¢¥é¥áâ¢  ¢ ¯ãçª¥ (¢ á¨«ã á¨¬¬¥âà¨¨ à á¯à¥¤¥«¥­¨ï ï¢«ï-
îé¨©áï ª®á¨­ãá­ë¬ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨¥¬) á®¢¯ ¤ ¥â á à §«®¦¥­¨¥¬ ¯à®¨§-
¢¥¤¥­¨ï r � �(r) ­  äã­ªæ¨¨ �¥áá¥«ï J0 (®¤­  ¨§ ä®à¬ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨ï

� ­ª¥«ï, [9]), â.¥. (§¤¥áì m(y) =
1R
�1

�(
p
x2 + y2 ) � dx , i = p�1) :

M(!) �
1Z

�1

m(y) � exp(�i!y) � dy = 2�

1Z
0

�(r) � J0(!r) � r � dr : (16)

�«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¯à¨ ¨§¢¥áâ­®¬ («¥£ª® ¢ëç¨á«ï¥¬®¬ ¯® m(y)) á¯¥ª-
âà¥M(!) à ¤¨ «ì­®¥ à á¯à¥¤¥«¥­¨¥ ¯«®â­®áâ¨ «¥£ª® ¢®ááâ ­ ¢«¨¢ ¥âáï
®¡à â­ë¬ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨¥¬ � ­ª¥«ï [9]:

�(r) =
1

2�

1Z
0

M(!) � J0(!r) � ! � d! ; (17)
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  á®®â¢¥âáâ¢ãîé ï "¢§¢¥è¥­­ ï ®è¨¡ª "¬®¦¥â ¡ëâì ®¯à¥¤¥«¥­  ¯® â¥®-
à¥¬¥ � àá¥¢ «ï:

R0Z
0

�2�(r) � r � dr =
1

4�2


Z
0

�2M(!) � ! � d! (18)

(£¤¥ 
 { ¢ëáè ï ¯¥à¥¤ ¢ ¥¬ ï ¯à®áâà ­áâ¢¥­­ ï ç áâ®â , ®£à ­¨ç¥­-
­ ï «¨¡® ç áâ®â®© ¤¨áªà¥â¨§ æ¨¨, «¨¡® ¤®¯®«­¨â¥«ì­®© ä¨«ìâà æ¨¥©,
�M(!) { á¯¥ªâà «ì­ ï ¯«®â­®áâì ¯à®áâà ­áâ¢¥­­®£® èã¬ ).

�«ï "¡¥«®£®"(­ ¯à¨¬¥à, ª¢ ­â®¢®£®) èã¬  á ¯®áâ®ï­­®© á¯¥ªâà «ì-
­®© ¯«®â­®áâìî �M(!) = N , ¨

R0Z
0

�2�(r) � r � dr =
1

8�2
N 2
2 � 


4�2

R0Z
0

�2m(y) � dy ; (19)

çâ® å®à®è® á®£« áã¥âáï á ­ ¡«î¤ îé¥©áï ¯à¨ ç¨á«¥­­®¬ ¬®¤¥«¨à®¢ ­¨¨
(¬¥â®¤®¬ ®¡à é¥­¨ï ¬ âà¨æë) § ¢¨á¨¬®áâìî ��(r) / 1=

p
r, ¢ ¯à¨¡«¨¦¥-

­¨¨ ª®â®à®© �2�j � 

4�R0j

N0P
i=1

�2mi
.

� ª¨¬ ®¡à §®¬, èã¬ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¯«®â­®áâ¨ ¬®¦¥â ¡ëâì áãé¥áâ¢¥­-
­® ã¬¥­ìè¥­ ­¨§ª®ç áâ®â­®© ¯à®áâà ­áâ¢¥­­®© ä¨«ìâà æ¨¥© { ¯à¨ç¥¬
¤«ï ¬ âà¨ç­®£® ¤¥â¥ªâ®à  ¢®§¬®¦­® ¢ë¯®«­¥­¨¥ ¤¢ã¬¥à­®© ä¨«ìâà æ¨¨
(á£« ¦¨¢ ­¨¥ ¨áå®¤­®£® à á¯à¥¤¥«¥­¨ï ¯® ®¡¥¨¬ ª®®à¤¨­ â ¬). � ¯à¨­-
æ¨¯¥, íâ® ¤ ¦¥ ¯à¨ ®ç¥­ì ¬ «ëå ¯«®é ¤ïå çã¢áâ¢¨â¥«ì­ëå ïç¥¥ª ¨ ®ç¥­ì
§­ ç¨â¥«ì­®¬ ª¢ ­â®¢®¬ èã¬¥ ¯®§¢®«ï¥â ¤®áâ¨çì ¯à¨¥¬«¥¬®£® §­ ç¥­¨ï
�� æ¥­®© ãåã¤è¥­¨ï ¯à®áâà ­áâ¢¥­­®£® à §à¥è¥­¨ï.

�à¨¬¥à ç¨á«¥­­®£® ¬®¤¥«¨à®¢ ­¨ï à ¤¨ «ì­®© â®¬®£à ä¨¨ ¤¢®©­®-
£® æ¨«¨­¤à  (âà®â¨«, ¤¨ ¬¥âà 1.2 á¬, ¯«®â­®áâì ¢­ãâà¥­­¥© ®¡« áâ¨ ¤®
¯®«®¢¨­ë ¤¨ ¬¥âà  1:5 £/á¬3, ¢­¥è­¥© { 1 £/á¬3, ¨áâ®ç­¨ª ��  ­ «®-
£¨ç¥­ ¢¨£«¥àã ����-3, ¤¥â¥ªâ®à ¬­®£®í«¥¬¥­â­ë© á ïç¥©ª¨¬¨ 20 ¬ª¬
è¨à¨­®© ¨ 100 ¬ª¬ ¢ëá®â®©), ¢ë¯®«­¥­­®© ¬¥â®¤®¬ ¨­â¥£à «ì­ëå ¯à¥-
®¡à §®¢ ­¨©, ¯à¨¢¥¤¥­ ­  à¨áã­ª¥ 6.

�¨á. 6A { ¯àï¬®¥ ¢®ááâ ­®¢«¥­¨¥ ¯à¨ ­ «¨ç¨¨ èã¬ , £à ä¨ª 1 ­  à¨á.
6B { ¢®ááâ ­®¢«¥­¨¥ ¯à¨ ­ «¨ç¨¨ èã¬ , ­® á ä¨«ìâà æ¨¥©. �«ï áà ¢-
­¥­¨ï §¤¥áì ¦¥ (£à ä¨ª 2) ¯à¨¢¥¤¥­ à¥§ã«ìâ â ¯àï¬®£® ¢®ááâ ­®¢«¥­¨ï
à á¯à¥¤¥«¥­¨ï ¯«®â­®áâ¨ ¢ ®âáãâáâ¢¨¨ èã¬ .

�ãé¥áâ¢¥­­ë¬ ­¥¤®áâ âª®¬ ¬¥â®¤  ¨­â¥£à «ì­ëå ¯à¥®¡à §®¢ ­¨©
ï¢«ïîâáï §­ ç¨â¥«ì­ë¥ ¢ëç¨á«¨â¥«ì­ë¥ § âà âë (®á®¡¥­­® ­  íâ ¯¥
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�¨á. 6: A { ¯àï¬®¥ ¢®ááâ ­®¢«¥­¨¥ ¬¥â®¤®¬ ¨­â¥£à «ì­ëå ¯à¥®¡à §®¢ ­¨©
à ¤¨ «ì­®£® à á¯à¥¤¥«¥­¨ï ¯«®â­®áâ¨ ¯à¨ ­ «¨ç¨¨ èã¬ .
B { ¢®ááâ ­®¢«¥­¨¥ ¯à¨ ­ «¨ç¨¨ èã¬ , ­® á ä¨«ìâà æ¨¥© (£à ä¨ª 1), ¨ ¯àï¬®¥
¢®ááâ ­®¢«¥­¨ï ¢ ®âáãâáâ¢¨¨ èã¬  (£à ä¨ª 2).
�¤¥áì: � { ¯«®â­®áâì (£/á¬3), j { ­®¬¥à á«®ï.

®¡à â­®£® ¯à¥®¡à §®¢ ­¨ï � ­ª¥«ï). �¤­ ª®, ¯®áª®«ìªã ¯à¨ §­ ç¨â¥«ì-
­®¬ ç¨á«¥ í«¥¬¥­â®¢ â®ç­ë¥ à¥è¥­¨ï, ¯®«ãç ¥¬ë¥ à §«¨ç­ë¬¨ ¬¥â®¤ ¬¨
(§  ¨áª«îç¥­¨¥¬ ¬¥â®¤®¢, ¡ §¨àãîé¨åáï ­  § à ­¥¥ ¨§¢¥áâ­ëå á¢®©áâ¢ å
à á¯à¥¤¥«¥­¨ï), ¯à ªâ¨ç¥áª¨ á®¢¯ ¤ îâ, â® ¢ë¯®«­¥­¨¥ ¨­â¥£à «ì­®£®
¯à¥®¡à §®¢ ­¨ï á ä¨«ìâà æ¨¥© ¬®¦¥â ¡ëâì § ¬¥­¥­® ¯à®áâà ­áâ¢¥­­®©
ä¨«ìâà æ¨¥© ¨áå®¤­®£® à á¯à¥¤¥«¥­¨ï ¨ ¯®á«¥¤ãîé¨¬ ¯à¨¬¥­¥­¨¥¬  «-
£®à¨â¬  � ãáá . �à¨ç¥¬ íâ® ¯®§¢®«ï¥â ¢ë¯®«­ïâì ä¨«ìâà æ¨î (­ ¯à¨-
¬¥à, à¥ªãàá¨¢­ë¬ ä¨«ìâà®¬) á ¯¥à¥¬¥­­®© (¯® ¬ áá¨¢ã ¤ ­­ëå) ç áâ®-
â®© áà¥§  ¨ ¤®¡¨¢ âìáï ®â­®á¨â¥«ì­® á« ¡®© § ¢¨á¨¬®áâ¨ �� ®â r.

� ª«îç¥­¨¥

� à ¡®â¥ à áá¬®âà¥­ àï¤ á®®â­®è¥­¨©, ®¯¨áë¢ îé¨å ¤¨á¯¥àá¨î èã¬ 
®¯à¥¤¥«¥­¨ï ª®«¨ç¥áâ¢  ¯®£«®é îé¥£® ¢¥é¥áâ¢  ¯à¨ â¥­¥¢®© à¥­â£¥­®-
£à ä¨¨ ã¤ à­ëå ¨ ¤¥â®­ æ¨®­­ëå ¢®«­ ¢ ¯«®â­ëå áà¥¤ å,   â ª ¦¥ ¯à¨-
¢¥¤¥­ë ¯®«ãç¥­­ë¥  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨®­­ë¥ ¢ëà ¦¥­¨ï. �à®¬¥ â®£®, ¢ à ¡®-
â¥ à áá¬®âà¥­ àï¤ £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨å ®£à ­¨ç¥­¨© ¨ ¢ë¯®«­¥­ë ­¥ª®â®àë¥
®æ¥­ª¨ ¤«ï ¬¥â®¤  à ¤¨ «ì­®© â®¬®£à ä¨¨.

�ë¯®«­¥­­ë¥ ®æ¥­ª¨ ¯®ª §ë¢ îâ, çâ® ¨á¯®«ì§®¢ ¢è¨©áï ¯à¨ ¨áá«¥-
¤®¢ ­¨¨ ¡ëáâà®¯à®â¥ª îé¨å ¯à®æ¥áá®¢ ¨áâ®ç­¨ª �� (¢¨£«¥à ­ ª®¯¨â¥«ï
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����-3) ¯®§¢®«ï¥â ¨§¬¥àïâì ª®«¨ç¥áâ¢® ¯®£«®é îé¥£® ¢¥é¥áâ¢  á ¯à¨-
¥¬«¥¬®© (¥¤¨­¨æë ¯à®æ¥­â®¢) â®ç­®áâìî ¤ ¦¥ ¯à¨ ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¨ ¤¥â¥ª-
â®à®¢ ¬ «®© (� 0:1¬¬2) ¯«®é ¤¨ ¨ ¯à¨ ¤¨ ¬¥âà å ®¡à §æ  ¢ ­¥áª®«ìª®
á ­â¨¬¥âà®¢. � íâ®¬ á«ãç ¥ à¥ «ì­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢¥­­®¥ à §à¥è¥­¨¥ ¬®-
¦¥â ®¯à¥¤¥«ïâìáï ­¥ á ¬¨¬ ¤¥â¥ªâ®à®¬ ¨«¨ ¨áâ®ç­¨ª®¬ ��,  , ­ ¯à¨¬¥à,
ªà¨¢¨§­®© äà®­â  ¢®«­ë.

� â® ¦¥ ¢à¥¬ï ¤ ­­ë© ¨áâ®ç­¨ª �� ­¥ ®¡¥á¯¥ç¨¢ ¥â â®ç­®áâ¨ ¨§¬¥-
à¥­¨ï, ¤®áâ â®ç­ë¥ ¤«ï ª ç¥áâ¢¥­­®© à ¤¨ «ì­®© â®¬®£à ä¨¨ ¨ ¢®ááâ -
­®¢«¥­¨ï ¤¢ãå- ¨«¨ âà¥å¬¥à­®£® à á¯à¥¤¥«¥­¨ï ¯«®â­®áâ¨ §  äà®­â®¬
ã¤ à­®© (¤¥â®­ æ¨®­­®©) ¢®«­ë á ¯à¨¥¬«¥¬ë¬¨ à §à¥è¥­¨¥¬ ¨ èã¬®¬.
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