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sTORˆAK s.n. fAKTORIZACIQ MERY W KONTINUALXNYH INTEGRALAH PRI REDUKCII W ZAWISIMYH KOOR-
DINATAH: pREPRINT ifw— 2000-54. – pROTWINO, 2000. – 24 S., BIBLIOGR.: 22.

rASSMOTRENA PROCEDURA REDUKCII W KONTINUALXNYH INTEGRALAH WINEROWSKOGO TIPA, OPISYWA-
@]IH DIFFUZI@ NA GLADKOM KOMPAKTNOM RIMANOWOM MNOGOOBRAZII, NA KOTOROM ZADANO SWOBODNOE

IZOMETRIˆESKOE DEJSTWIE POLUPROSTOJ KOMPAKTNOJ UNIMODULQRNOJ GRUPPY lI.
iSSLEDOWAN SLUˆAJ, KOGDA NA WOZNIKA@]EM GLAWNOM RASSLOENII, PREDPOLAGAEMOM TRIWIALIZUE-

MYM, WMESTE S GRUPPOWYMI KOORDINATAMI ISPOLXZU@TSQ ZAWISIMYE KOORDINATY, OPREDELENNYE PRI

POMO]I WSPOMOGATELXNOJ KALIBROWOˆNOJ POWERHNOSTI.
oSNOWYWAQSX NA STOHASTIˆESKOM DIFFERENCIALXNOM URAWNENII OPTIMALXNOJ NELINEJNOJ FILX-

TRACII, WYPOLNENO PREOBRAZOWANIE KONTINUALXNOGO INTEGRALA NA GLAWNOM RASSLOENII, FAKTORIZU-
@]EE EGO MERU.

w REZULXTATE PREOBRAZOWANIJ KONTINUALXNOGO INTEGRALA POLUˆENO INTEGRALXNOE SOOTNO[ENIE

MEVDU QDRAMI ISHODNOJ I REDUCIROWANNOJ POLUGRUPPAMI.

Abstract

Storchak S.N. Path Integral Measure Factorization when Exploiting the Dependent Coordinates Re-
duction : IHEP Preprint 2000-54. – Protvino, 2000. – p. 24, refs.: 22.

The reduction procedure in the Wiener-type path integrals for the diffusion on a smooth compact
Riemannian manifold with the given free isometric action of the compact semi–simple unimodular Lie
group is considered.

The investigation is carried out in the case when the dependent coordinates defined by an optional
gauge surface and the group coordinates are used in an arising principal fiber bundle that is assumed to
be trivial.

The transformation of the path integral on a principle fiber bundle, which factorizes the path integral
measure, applies the optimal nonlinear filtering equation from the stochastic theory.

As a result of the path integral transformations the integral relation between the kernels of the original
and reduced semigroups are obtained.
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wWEDENIE

pRI KWANTOWANII KALIBROWOˆNYH POLEJ OSNOWNAQ PROBLEMA — “TO PRAWILXNYJ UˆET

STEPENEJ SWOBODY, TAK KAK KALIBROWOˆNAQ INWARIANTNOSTX PRIWODIT K TOMU, ˆTO NE WSE

STEPENI SWOBODY ODINAKOWO NEOBHODIMY DLQ KWANTOWANIQ. w ISPOLXZUEMYH DLQ KWANTOWA-
NIQ POLEJ KONTINUALXNYH INTEGRALAH OTDELENIE LI[NIH STEPENEJ SWOBODY OSU]ESTWLQ-

ETSQ PRI POMO]I METODA fADDEEWA—pOPOWA [1].
w “TOM METODE ISHODNAQ MERA KONTINUALXNOGO INTEGRALA, SODERVA]AQ NEZAWISIMYE

(INWARIANTNYE) I KALIBROWOˆNO ZAWISIMYE (GRUPPOWYE) STEPENI SWOBODY, SNAˆALA PRE-

OBRAZUETSQ W PROIZWEDENIE MER.
wKLAD OT INTEGRIROWANIQ PO GRUPPOWYM STEPENQM SWOBODY SOKRA]AETSQ S WWEDENNYM

NORMIROWOˆNYM MNOVITELEM, A OSTA@]EESQ INTEGRIROWANIE PO INWARIANTNYM STEPENQM

SWOBODY PREOBRAZUETSQ TAKIM OBRAZOM, ˆTO ONO STANOWITSQ PREDSTAWLENNYM KONTINU-

ALXNYM INTEGRALOM PO WSEM STEPENQM SWOBODY, KOTORYJ SODERVIT “FUNKCIONALXNU@”
DELXTA-FUNKCI@ OT KALIBROWOK. dELXTA–FUNKCIQ OGRANIˆIWAET KONTINUALXNOE INTEGRI-

ROWANIE K POWERHNOSTI, OPREDELQEMOJ KALIBROWKAMI.
w METODE fADDEEWA—pOPOWA, PRIMENQEMOM DLQ RAZDELENIQ PEREMENNYH W KONTINUALX-

NYH INTEGRALAH, NIˆEGO NE GOWORITSQ O WOZMOVNOSTI POQWLENIQ QKOBIANA PRI FAKTORIZA-
CII MERY. —TO, ODNAKO, MOVET BYTX SU]ESTWENNYM KAK PRI KWANTOWANII KALIBROWOˆNYH

POLEJ PO TEORII WOZMU]ENIJ, TAK I PRI IZUˆENII GLOBALXNOJ “WOL@CII KALIBROWOˆNYH

POLEJ W PROCESSE IH STOHASTIˆESKOGO KWANTOWANIQ.
w SWQZI S TEM, ˆTO POKA PONQTIE MERY W KONTINUALXNYH INTEGRALAH PO KALIBROWOˆNYM

POLQM NE OPREDELENO DOSTATOˆNO STROGIM OBRAZOM, PREDSTAWLQET OPREDELENNYJ INTERES

PREDWARITELXNOE ISSLEDOWANIE WOPROSOW FAKTORIZACII MERY NA MODELQH, KOTORYE SWOBOD-

NY OT HARAKTERNYH TRUDNOSTEJ, PRISU]IH POLEWYM TEORIQM: NEOBHODIMOSTI WYPOLNENIQ

PERENORMIROWOK IZ–ZA WOZNIKA@]IH RASHODIMOSTEJ. i HOTQ RASPROSTRANENIE POLUˆENNYH

REZULXTATOW TAKIH MODELXNYH ISSLEDOWANIJ NA KALIBROWOˆNYE TEORII ESTX, KAK PRAWILO,
OTDELXNAQ TEORETIˆESKAQ ZADAˆA, NELXZQ ISKL@ˆITX WOZMOVNOSTI TOGO, ˆTO REZULXTATY

ISSLEDOWANIJ POZWOLQT WZGLQNUTX NA PROBLEMU S NOWYH TOˆEK ZRENIQ.
mODELXNOJ ZADAˆEJ, OBLADA@]EJ MNOGIMI GEOMETRIˆESKIMI SWOJSTWAMI KALIBROWOˆ-

NYH TEORIJ, QWLQETSQ ZADAˆA O KWANTOWANII DWIVENIQ SKALQRNOJ ˆASTICY NA MNOGOOBRA-

ZII, NA KOTOROM ZADANO DEJSTWIE GRUPPY. zDESX TAK VE, KAK I W TEORII KALIBROWOˆNYH
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POLEJ, BLAGODARQ SIMMETRII WOZNIKAET RASSLOENIE ISHODNOGO PROSTRANSTWA NA ORBITY,
I W SWQZI S “TIM MOVNO WYDELITX DWE GRUPPY PEREMENNYH: INWARIANTNYE PEREMENNYE,

SWQZANNYE S PROSTRANSTWOM ORBIT, I “GRUPPOWYE” PEREMENNYE, ZADA@]IE KOORDINATY NA

ORBITE.

kWANTOWANIE TAKOJ ZADAˆI METODOM KONTINUALXNOGO INTEGRIROWANIQ PRI OPREDELENII

KONTINUALXNYH INTEGRALOW ˆEREZ DISKRETNYE APPROKSIMACII BYLO RASSMOTRENO W [2,3].

w NA[IH PREDYDU]IH RABOTAH [4,5] ISSLEDOWALISX SWQZANNYE S “TOJ ZADAˆEJ KONTINU-
ALXNYE INTEGRALY, W KOTORYH MERA OPREDELQLASX PRI POMO]I SLUˆAJNYH PROCESSOW. w

“TIH RABOTAH BYLO NAJDENO, ˆTO FAKTORIZACI@ MERY W KONTINUALXNOM INTEGRALE MOV-
NO OSU]ESTWITX, WOSPOLXZOWAW[ISX URAWNENIEM OPTIMALXNOJ NELINEJNOJ FILXTRACII IZ

TEORII SLUˆAJNYH PROCESSOW.

w TEORII KALIBROWOˆNYH POLEJ DLQ OPISANIQ “WOL@CII NA PROSTRANSTWE ORBIT OBYˆNO

ISPOLXZU@T ZAWISIMYE PEREMENNYE, T.E. TAKIE PEREMENNYE, KOTORYE UDOWLETWORQ@T DOPOL-

NITELXNOMU USLOWI@ (USLOWI@ KALIBROWKI). w KAVDOJ LOKALXNOJ OKRESTNOSTI ISHODNOGO

MNOGOOBRAZIQ “TI DOPOLNITELXNYE USLOWIQ OPREDELQ@T LOKALXNOE PODMNOGOOBRAZIE, KOTO-

ROE MOVNO RASSMATRIWATX KAK LOKALXNOE SEˆENIE GLAWNOGO RASSLOENIQ.
w SLUˆAE, ESLI “TI LOKALXNYE PODMNOGOOBRAZIQ OBRAZU@T GLOBALXNOE PODMNOGOOBRAZIE

W ISHODNOM MNOGOOBRAZII, TO “TO OZNAˆAET, ˆTO GLAWNOE RAASSLOENIE QWLQETSQ TRIWIALX-
NYM.

w TEORII KALIBROWOˆNYH POLEJ BYLO POKAZANO (“PROBLEMA gRIBOWA”), ˆTO, WOOB]E GO-
WORQ, W NEJ MOGUT SU]ESTWOWATX I NETRIWIALIZUEMYE GLAWNYE RASSLOENIQ, T.E. W GLAWNOM

RASSLOENII MOVET NE SU]ESTWOWATX GLOBALXNOGO SEˆENIQ. w PRINCIPE, TAKOE VE OBSTOQ-

TELXSTWO MOVET IMETX MESTO I W RASSMATRIWAEMOJ NAMI ZADAˆE. w SWQZI S “TIM ZAWISIMYE

KOORDINATY WWODQTSQ LOKALXNO: DLQ KAVDOJ LOKALXNOJ OKRESTNOSTI — SWOI ZAWISIMYE

KOORDINATY.
fAKTIˆESKI, ZAWISIMYE KOORDINATY ESTX KOORDINATY, ZADANNYE NA LOKALXNOM POD-

MNOGOOBRAZII (LOKALXNOM SEˆENII), OPREDELQEMOM FUNKCIQMI KALIBROWKI. a TO, ˆTO “TI

KOORDINATY MOVNO ISPOLXZOWATX DLQ OPISANIQ DWIVENIQ NA PROSTRANSTWE ORBIT, ESTX

SLEDSTWIE LOKALXNOGO IZOMORFIZMA MEVDU ISHODNYM GLAWNYM RASSLOENIEM I LOKALXNO

TRIWIALXNYM GLAWNYM RASSLOENIEM, OBRAZOWANNYM ORBITAMI DEJSTWIQ TOJ VE SAMOJ GRUP-

PY NAD LOKALXNYM PODMNOGOOBRAZIEM (LOKALXNYM SEˆENIEM) [6].
tAKIM OBRAZOM, W ZADAˆAH PODOBNOGO TIPA W TOTALXNOM PROSTRANSTWE GLAWNOGO RASSLOE-

NIQ LOKALXNO WWODQTSQ KOORDINATY, SOSTOQ]IE IZ “GRUPPOWYH PEREMENNYH” I “ZAWISIMYH

PEREMENNYH”.
pRI KWANTOWANII METODOM KONTINUALXNOGO INTEGRIROWANIQ SISTEM, OBLADA@]IH KALI-

BROWOˆNOJ SIMMETRIEJ, A TAKVE IM PODOBNYH, WYBOR NOWYH LOKALXNYH KOORDINAT (WKL@ˆA-
@]IH ZAWISIMYE KOORDINATY) PRIWODIT K SOOTWETSTWU@]EMU PREOBRAZOWANI@ MERY W

KONTINUALXNYH INTEGRALAH. w REZULXTATE, ESLI RASFAKTORIZOWATX MERU NA “GRUPPOWU@

MERU” I NA MERU NA LOKALXNYH SEˆENIQH, TO POSLE FAKTORIZACII WOZNIKAET PROBLEMA

OPREDELENIQ GLOBALXNOJ MERY, SWQZANNOJ S NABOROM MER, OPREDELENNYH NA LOKALXNYH

SEˆENIQH.

nEDAWNO BYLO POKAZANO [7], ˆTO DAVE ESLI I NE SU]ESTWUET GLOBALXNOGO SEˆENIQ

(T.E. GLAWNOE RASSLOENIE NETRIWIALXNO), TO, TEM NE MENEE, MOVNO OPREDELITX GLOBALXNU@

MERU, “SKLEIWAQ” LOKALXNYE MERY, ZADANNYE NA LOKALXNYH OKRESTNOSTQH. tAKIM OBRAZOM,

WOPROS O PEREHODE K ZAWISIMYM PEREMENNYM W PRINCIPE RE[AETSQ RASSMOTRENIEM ˆASTNOGO

SLUˆAQ — KOGDA GLAWNOE RASSLOENIE TRIWIALIZUEMO.
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w KONTINUALXNYH INTEGRALAH PEREHOD K ZAWISIMYM PEREMENNYM RANEE IZUˆALSQ W

RABOTAH [8,9,10]. pOSKOLXKU ON IMEL, W OSNOWNOM, “WRISTIˆESKIJ HARAKTER, TO WOPROSY,

OTNOSQ]IESQ K FAKTORIZACII MERY W KONTINUALXNOM INTEGRALE, NE POLUˆILI OPREDELEN-
NOGO OTWETA.

w DANNOJ RABOTE, ISPOLXZUQ STOHASTIˆESKIJ ANALIZ, MY ISSLEDUEM POWEDENIE MERY

PRI PEREHODE K ZAWISIMYM PEREMENNYM W KONTINUALXNYH INTEGRALAH WINEROWSKOGO TIPA,

SWQZANNYH S KWANTOWANIEM DWIVENIQ SKALQRNOJ ˆASTICY NA KOMPAKTNOM RIMANOWOM MNO-
GOOBRAZII (BEZ KRAQ), NA KOTOROM ZADANO SWOBODNOE IZOMETRIˆESKOE DEJSTWIE KOMPAKTNOJ

POLUPROSTOJ UNIMODULQRNOJ GRUPPY lI.
sODERVANIE NA[EJ RABOTY SLEDU@]EE.
w I RAZDELE WWODQTSQ NEOBHODIMYE OPREDELENIQ.

wO II RAZDELE RABOTY RASSMOTREN PEREHOD K ZAWISIMYM PEREMENNYM.
w III RAZDELE WYPOLNENO PREOBRAZOWANIE SLUˆAJNOGO PROCESSA I “WOL@CIONNOJ POLU-

GRUPPY.
w IV RAZDELE NA OSNOWE STOHASTIˆESKOGO DIFFERENCIALXNOGO URAWNENIQ OPTIMALX-

NOJ NELINEJNOJ FILXTRACII IZUˆAETSQ WOPROS O FAKTORIZACII MERY W KONTINUALXNOM

INTEGRALE. tAM VE WYWODITSQ INTEGRALXNOE SOOTNO[ENIE, SWQZYWA@]EE KONTINUALXNYJ

INTEGRAL, OPISYWA@]IJ “WOL@CI@ NA SEˆENII GLAWNOGO RASSLOENIQ, S KONTINUALXNYM

INTEGRALOM, OPREDELENNYM NA ISHODNOM MNOGOOBRAZII.

w V RAZDELE RASSMOTREN SLUˆAJ REDUKCII NA NULEWOJ UROWENX MOMENTA.
w zAKL@ˆENII SFORMULIROWANY OSNOWNYE REZULXTATY RABOTY I OBSUVDA@TSQ OSTA@-

]IESQ PROBLEMY.

pRILOVENIE SODERVIT NEOBHODIMYJ DLQ NA[EJ RABOTY WYWOD STOHASTIˆESKOGO DIF-
FERENCIALXNOGO URAWNENIQ, OPREDELENNOGO NA PODMNOGOOBRAZII I OPISANNOGO PRI POMO]I

PEREMENNYH OB˙EML@]EGO MNOGOOBRAZIQ.

1. oPREDELENIQ

w RABOTE BUDUT IZUˆATXSQ KONTINUALXNYE INTEGRALY, PREDSTAWLQ@]IE RE[ENIQ OBRAT-
NOGO URAWNENIQ kOLMOGOROWA:

(
∂

∂ta
+

1

2
µ2κ�P (pa) +

1

µ2κm
V (pa)

)
ψtb(pa, ta) = 0

ψtb(pb, tb) = φ0(pb), (tb > ta),
(1)

ZADANNOGO NA GLADKOM KOMPAKTNOM RIMANOWOM MNOGOOBRAZII P .
w URAWNENII (1) µ2 = h̄

m
, κ – WE]ESTWENNYJ POLOVITELXNYJ PARAMETR, �P (pa) –

OPERATOR lAPLASA–bELXTRAMI NA MNOGOOBRAZII P , V (p) – INWARIANTNYJ OTNOSITELXNO

DEJSTWIQ GRUPPY POTENCIAL.

nA OTDELXNOJ KARTE (U , ϕA), S KOORDINATAMI QA = ϕA(p), OPERATOR lAPLASA–
bELXTRAMI ZADAETSQ SLEDU@]IM OBRAZOM:

�P(Q) = G−1/2(Q)
∂

∂QA
GAB(Q)G1/2(Q)

∂

∂QB
,

GDE GAB(Q) – KOMPONENTY MATRICY, OBRATNOJ K MATRICE GAB ISHODNOJ RIMANOWOJ ME-

TRIKI W KOORDINATNOM BAZISE { ∂
∂QA
}, G = det(GAB).
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sWQZX URAWNENIQ (1) S SOOTWETSTWU@]IM URAWNENIEM –RËDINGERA DOSTIGAETSQ PEREHO-
DOM OT OBRATNOGO URAWNENIQ kOLMOGOROWA K PRQMOMU S POSLEDU@]EJ PODSTANOWKOJ κ = i.

fUNDAMENTALXNOE RE[ENIE URAWNENIQ (1), PRI UDOWLETWORENII EGO KO“FFICIENTAMI IZ-
WESTNYH OGRANIˆENIJ, SLUVIT TAKVE I RE[ENIEM PRQMOGO URAWNENIQ. oDNAKO PEREHOD W

KONTINUALXNYH INTEGRALAH (I W SOOTNO[ENIQH MEVDU KONTINUALXNYMI INTEGRALAMI) K

PREDELU κ = i QWLQETSQ OTDELXNOJ ZADAˆEJ I W RABOTE NE RASSMATRIWAETSQ.
rE[ENIE URAWNENIQ (1) MOVNO PREDSTAWITX W WIDE KONTINUALXNOGO INTEGRALA, WZQTOGO

OT NAˆALXNOJ FUNKCII. dLQ “TOGO MY WOSPOLXZUEMSQ METODOM, RAZWITYM W RABOTAH [11].
mY PREDPOLAGAEM, ˆTO NEOBHODIMYE USLOWIQ IZ RABOT [11] DLQ SU]ESTWOWANIQ RE[ENIQ

URAWNENIQ (1) I EGO PREDSTAWIMOSTI ˆEREZ KONTINUALXNYJ INTEGRAL W NA[EM SLUˆAE

ZARANEE WYPOLNENY. pREIMU]ESTWO METODA, KOTORYM MY SOBIRAEMSQ WOSPOLXZOWATXSQ,

SOSTOIT W TOM, ˆTO W NEM GLOBALXNAQ POLUGRUPPA, ZADAWAEMAQ KONTINUALXNYM INTEGRALOM

NA MNOGOOBRAZII, OPREDELQETSQ LOKALXNYMI POLUGRUPPAMI, OPREDELENNYMI NA OTDELXNYH

KARTAH MNOGOOBRAZIQ.
sOGLASNO [11], RE[ENIE URAWNENIQ (1) MOVNO PREDSTAWITX W WIDE

ψtb(pa, ta) = E
[
φ0(η(tb)) exp{ 1

µ2κm

∫ tb

ta

V (η(u))du}
]

=

∫
Ω−

dµη(ω)φ0(η(tb)) exp{. . .}, (2)

GDE η(t) – GLOBALXNYJ STOHASTIˆESKIJ PROCESS NA MNOGOOBRAZII P , µη – MERA, POROVDENNAQ

“TIM SLUˆAJNYM PROCESSOM W PROSTRANSTWE PUTEJ, Ω− = {ω(t) : ω(ta) = 0, η(t) = pa+ω(t)}.
nA KARTAH (U , ϕ) MNOGOOBRAZIQ P GLOBALXNYJ PROCESS η(t) ZADAETSQ LOKALXNYMI PRO-

CESSAMI ϕ(η) = ηϕ(t) ≡ {ηA(t)}, KOTORYE QWLQ@TSQ RE[ENIQMI STOHASTIˆESKIH DIFFEREN-

CIALXNYH URAWNENIJ

dηA(t) =
1

2
µ2κG−1/2

∂

∂QB
(G1/2GAB)dt+ µ

√
κXA

M̄ (η(t))dwM̄(t), (3)

GDE XA
M̄ OPREDELQ@TSQ LOKALXNYM RAWENSTWOM

∑nP
K̄=1
XA
K̄XB

K̄ = GAB. iNDEKSAMI S ˆERTOJ MY

OBOZNAˆAEM EWKLIDOWYE INDEKSY.
w RABOTAH [11] GLOBALXNAQ POLUGRUPPA (2), DEJSTWU@]AQ W PROSTRANSTWE GLADKIH

I OGRANIˆENNYH FUNKCIJ NA P , OPREDELQETSQ KAK PREDEL (PRI IZMELXˆENII RAZBIENIQ

WREMENNOGO INTERWALA) SUPERPOZICII LOKALXNYH POLUGRUPP:

ψtb(pa, ta) = U(tb, ta)φ0(pa) = limqŨη(ta, t1) · . . . · Ũη(tn−1, tb)φ0(pa), (4)

GDE, W SWO@ OˆEREDX, KAVDAQ LOKALXNAQ POLUGRUPP Ũη SWQZANA UVE S LOKALXNYM PREDSTA-

WITELEM GLOBALXNOGO SLUˆAJNOGO PROCESSA η.
sLEDSTWIEM OPREDELENIQ (4) QWLQETSQ TO, ˆTO PREOBRAZOWANIQ KONTINUALXNOGO INTE-

GRALA IZ PRAWOJ ˆASTI FORMULY (2) FAKTIˆESKI SWODQTSQ K PREOBRAZOWANIQM LOKALXNYH

POLUGRUPP Ũη
1:

Ũη(s, t)φ(p) = Es,pφ(η(t)), s ≤ t, η(s) = p,

KOTORYE TAKVE OPREDELQ@TSQ ˆEREZ KONTINUALXNYE INTEGRALY, NO UVE PO MERAM, POSTRO-

ENNYM PO LOKALXNYM PREDSTAWITELQM ϕP(η(t)) = ηϕ
P

(t) ≡ {ηA(t)} GLOBALXNOGO SLUˆAJNOGO

PROCESSA η(t).

1
w DALXNEJ[EM RASSMOTRENII MY OPUSKAEM POTENCIALXNYJ ˆLEN KAK NESU]ESTWENNYJ PRI NA[IH PRE-

OBRAZOWANIQH, I TOLXKO W OKONˆATELXNYH FORMULAH ON BUDET WOSSTANOWLEN.
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2. kOORDINATY NA GLAWNOM RASSLOENII

iNTERES K RASSMATRIWAEMOJ NAMI ZADAˆE SWQZAN S ISSLEDOWANIEM PROCEDURY REDUK-

CII DINAMIˆESKIH SISTEM S SIMMETRIEJ. wSLEDSTWIE SIMMETRII ISHODNAQ DINAMIˆESKAQ

SISTEMA PRIWODITSQ K DRUGOJ SISTEME, KOTORAQ OPISYWAETSQ POSREDSTWOM INWARIANTNYH

PEREMENNYH.
gEOMETRIˆESKAQ STORONA TAKOJ ZADAˆI HORO[O IZUˆENA [12]. sWOBODNOE DEJSTWIE KOM-

PAKTNOJ POLUPROSTOJ GRUPPY lI G NA GLADKOM KOMPAKTNOM MNOGOOBRAZII P (W NA[EM

SLUˆAE “TO E]E I IZOMETRIˆESKOE DEJSTWIE NA RIMANOWOM MNOGOOBRAZII) RASSLAIWAET

MNOGOOBRAZIE P NA ORBITY TAK, ˆTO WOZNIKAET GLAWNOE RASSLOENIE P (M,P), GDE MNOGO-

OBRAZIE M ESTX PROSTRANSTWO ORBIT, OBRAZOWANNYH W REZULXTATE DEJSTWIQ GRUPPY G NA

P . w TAKOJ KARTINE SAMO MNOGOOBRAZIE P QWLQETSQ TOTALXNYM PROSTRANSTWOM GLAWNOGO

RASSLOENIQ.
lOKALXNO MNOGOOBRAZIE P PREDSTAWIMO W WIDE PRQMOGO PROIZWEDENIQ π−1(Ux) ∼ Ux×G,

GDE Ux ESTX OKRESTNOSTX TOˆKI x = π(p), PRINADLEVA]EJ KARTE (Ux, ϕx) RASSLOENIQ. sLE-
DOWATELXNO, KAVDU@ TOˆKU p MNOGOOBRAZIQ P MOVNO ZADATX I S POMO]X@ KOORDINAT

GLAWNOGO RASSLOENIQ. —TO OZNAˆAET, ˆTO SU]ESTWUET LOKALXNOE WZAIMNO ODNOZNAˆNOE PRE-
OBRAZOWANIE, PEREWODQ]EE ISHODNYE KOORDINATY QA TOˆKI p W SWQZANNYE SO STRUKTUROJ

GLAWNOGO RASSLOENIQ KOORDINATY (xi, aα) (i = 1, . . . , NM, NM = dimM, α = 1, . . . , NG,
NG = dimG, PRIˆEM, NP = NM +NG).

rE[AQ SOOTWETSTWU@]IE DIFFERENCIALXNYE URAWNENIQ, MOVNO NAJTI, W PRINCIPE,

NEOBHODIMOE KOLIˆESTWO FUNKCIONALXNO NEZAWISIMYH I INWARIANTNYH OTNOSITELXNO DEJ-
STWIQ GRUPPY G FUNKCIJ, KOTORYE MOGLI BY BYTX PRINQTY ZA INWARIANTNYE KOORDINATY

xi(Q) (KOORDINATY PROSTRANSTWA ORBIT). oDNAKO W SWQZI S TEM, ˆTO “TO ˆASTO BYWAET WESX-
MA ZATRUDNITELXNO SDELATX, INWARIANTNYE KOORDINATY NA GLAWNOM RASSLOENII WWODQTSQ

KOSWENNYM PUTEM PRI POMO]I “KALIBROWOK”.
w “TOM SPOSOBE PREDPOLAGAETSQ, ˆTO W KAVDOJ, DOSTATOˆNO MALOJ, OKRESTNOSTI TOˆKI

p SU]ESTWUET NABOR FUNKCIJ {χα(Q), α = 1, . . . , NG}, KOTORYE URAWNENIQMI χα(Q) = 0
OPREDELQ@T LOKALXNOE PODMNOGOOBRAZIE W MNOGOOBRAZII P . fUNKCII χα WYBIRA@TSQ TAK,

ˆTO “TO PODMNOGOOBRAZIE TRANSWERSALXNO PERESEKAETSQ S KAVDOJ ORBITOJ.
nOWYE KOORDINATY NA MNOGOOBRAZII P WWODQTSQ SLEDU@]IM OBRAZOM. pO USLOWI@

ZADAˆI NA MNOGOOBRAZII P ZADANO DEJSTWIE GRUPPY G: p̃ = pa, ILI W KOORDINATAH: Q̃A =

FA(QB, aα), Q – KOORDINATY TOˆKI p. tRADICIONNO SˆITA@T, ˆTO “TO DEJSTWIE PRAWOE,
T.E. DLQ (pa1)a2 = p(a1a2):

F (F (Q, a1), a2) = F (Q,Φ(a1, a2))

(ZDESX Φ – FUNKCIQ, OPREDELQ@]AQ GRUPPOWOE UMNOVENIE W PROSTRANSTWE PARAMETROW

GRUPPY).

gRUPPOWYE KOORDINATY aα(Q) TOˆKI p – ESTX KOORDINATY TOGO “LEMENTA IZ GRUPPY G,
KOTORYJ PEREWODIT TOˆKU p NA LOKALXNOE PODMNOGOOBRAZIE {χα(Q) = 0}. oNI NAHODQTSQ

IZ URAWNENIQ:

χα(FA(Q, a−1(Q))) = 0.

zA INWARIANTNYE KOORDINATY xi(Q) TOˆKI p PRINIMA@T NEZAWISIMYE KOORDINATY TOJ

TOˆKI, PRINADLEVA]EJ LOKALXNOMU PODMNOGOOBRAZI@ {χα(Q) = 0}, W KOTORU@ PEREHODIT

ISHODNAQ TOˆKA p POD DEJSTWIEM NAJDENNOGO GRUPPOWOGO “LEMENTA S KOORDINATAMI aα(Q).
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w SLUˆAE, ESLI PODMNOGOOBRAZIE {χα(Q) = 0} MOVNO ZADATX PARAMETRIˆESKI:
QA = Q∗A(xi), “TI KOORDINATY xi(Q) OPREDELQ@TSQ URAWNENIEM:

Q∗A(xi) = FA(Q, a−1(Q)).

tAKOJ SPOSOB WWEDENIQ KOORDINAT PODROBNO ISSLEDOWAN W [13], GDE BYLO POLUˆENO

GEOMETRIˆESKOE OBOB]ENIE METODA PREOBRAZOWANIQ KOORDINAT bOGOL@BOWA IZ RABOT [14].

pREOBRAZOWANIE KONTINUALXNYH INTEGRALOW (I FAKTORIZACIQ MERY) PRI PEREHODE K

KOORDINATAM (xi(Q), aα(Q)) NA GLAWNOM RASSLOENII BYLO RANEE RASSMOTRENO W NA[IH RA-
BOTAH [5]. zDESX MY IZUˆAEM SLUˆAJ, KOGDA TOˆKA p MNOGOOBRAZIQ P LOKALXNO OPREDELQETSQ

GRUPPOWYMI KOORDINATAMI aα I ZAWISIMYMI KOORDINATAMI Q∗A : {χα(Q∗A) = 0}. zAWISI-
MYE KOORDINATY Q∗A QWLQ@TSQ KOORDINATAMI NA LOKALXNOM PODMNOGOOBRAZII {χα(Q) = 0}
ISHODNOGO MNOGOOBRAZIQ P .

w RABOTE MY PREDPOLAGAEM, ˆTO “TI LOKALXNYE PODMNOGOOBRAZIQ OBRAZU@T GLOBALXNOE

PODMNOGOOBRAZIE Σ W ISHODNOM MNOGOOBRAZII P , I, SLEDOWATELXNO, NA[E GLAWNOE RASSLOE-
NIE P (M, G) TRIWIALIZUEMO. rASSMOTRENIE TAKOGO, BOLEE PROSTOGO, SLUˆAQ WYZWANO TEM,

ˆTO, KAK UVE OTMEˆALOSX WO wWEDENII, DOSTATOˆNO OGRANIˆITXSQ SLUˆAEM TRIWIALXNYH

GLAWNYH RASSLOENIJ, POSKOLXKU IMENNO ON LEVIT W OSNOWE PREOBRAZOWANIQ KONTINUALXNYH

INTEGRALOW DLQ NETRIWIALXNYH GLAWNYH RASSLOENIJ, ESLI DLQ “TOGO PRIMENITX KONSTRUK-
CI@ IZ [7].

zAMETIM, ˆTO TRIWIALXNOE GLAWNOE RASSLOENIE Σ×G →Σ LOKALXNO IZOMORFNO GLAWNOMU

RASSLOENI@ P (M, G) [6,7]. pO“TOMU ZAWISIMYE KOORDINATY Q∗ TAKVE MOGUT SLUVITX I

DLQ OPISANIQ DWIVENIQ NA BAZE GLAWNOGO RASSLOENIQ P (M, G), T.E. NA PROSTRANSTWE ORBIT

M.
sWQZX S ISHODNYMI KOORDINATAMI QA TOˆKI p OSU]ESTWLQETSQ SOGLASNO URAWNENI@:

QA = FA(Q∗A, aα), PRI USLOWII, ˆTO {χα(Q∗) = 0}. dALEE MY UWIDIM, ˆTO KAVU]AQSQ

NEODNOZNAˆNOSTX TAKIH PREOBRAZOWANIJ BUDET KOMPENSIROWATXSQ POQWLENIEM SOOTWETSTWU-

@]IH PROEKTOROW W GEOMETRIˆESKIH WYRAVENIQH.
pEREHOD K NOWYM KOORDINATAM (Q∗A, aα) IZMENQET WID RIMANOWOJ METRIKI NA[EGO

MNOGOOBRAZIQ P . pREOBRAZOWANIE ISHODNYH KOORDINATNYH WEKTORNYH POLEJ PRI TAKOM

WYBORE KOORDINAT ZADAETSQ SLEDU@]EJ FORMULOJ:

∂

∂QB
= FC

B (F (Q∗, a), a−1)NA
C (Q∗)

∂

∂Q∗A

+FE
B (F (Q∗, a), a−1)χµE(Q∗)(Φ−1)βµ(Q∗)v̄αβ (a)

∂

∂aα
. (5)

zDESX FC
B (Q, a) ≡ ∂FC

∂QB
(Q, a), χµE ≡ ∂χµ

∂QE
(Q), (Φ−1)βµ(Q) – MATRICA, OBRATNAQ K MATRICE

fADDEEWA—pOPOWA:

(Φ)βµ(Q) = KA
µ (Q)

∂χβ(Q)

∂QA

(Kµ – WEKTORNYE POLQ kILLINGA DLQ RIMANOWOJ METRIKI GAB(Q)), I, NAKONEC, NA
C – PRO-

EKTOR (NA
BN

B
C = NA

C ) NA PODPROSTRANSTWO, ORTOGONALXNOE K WEKTORNOMU POL@ kILLINGA:

NA
C (Q) = δAC −KA

α (Q)(Φ−1)αµ(Q)χµC(Q).
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w FORMULE (5) ON WZQT NA PODMNOGOOBRAZII {χα = 0}:

N (Q∗) ≡ N (F (Q∗, e)),

NM
D (Q∗) = FB

D (Q∗, a)NA
B(F (Q∗, a))FM

A (F (Q∗, a), a−1).

fORMULA (5) ANALOGIˆNA SOOTWETSTWU@]EJ FORMULE IZ [9,15]. sPOSOB DEJSTWIQ S ZAWI-

SIMYMI PEREMENNYMI OPISAN, NAPRIMER, W [16].
eSLI RASSMATRIWATX KOORDINATNOE WEKTORNOE POLE ∂

∂Q∗A
KAK OPERATOR, TO EGO DEJSTWIE

NA FUNKCII OPREDELENO SOGLASNO PRAWILU:

∂

∂Q∗A
ϕ(Q∗) = (P⊥)DA(Q∗)

∂ϕ(Q)

∂QD

∣∣∣∣
Q=Q∗

,

GDE P⊥ – PROEKTOR NA KASATELXNU@ PLOSKOSTX K PODMNOGOOBRAZI@, ZADANNOMU KALIBROW-

KAMI:
(P⊥)AB = δAB − χαB(χχ�)−1βα(χ�)Aβ .

(χ�)Aβ – “TO TRANSPONIROWANNAQ MATRICA:

(χ�)Aµ = GABγµνχ
ν
B , γµν = KA

µGABK
B
ν .

wWEDENNYE PROEKTORY UDOWLETWORQ@T SLEDU@]IM SWOJSTWAM:

(P⊥)ÃBN
C
Ã

= (P⊥)CB, N Ã
B (P⊥)C

Ã
= NC

B .

mETRIKA GAB W NOWYH KOORDINATAH PRINIMAET WID:

G̃AB(Q∗, a) =

(
GCD(Q∗)(P⊥)CA(P⊥)DB GCD(Q∗)(P⊥)DAK

C
µ ū

µ
α(a)

GCD(Q∗)(P⊥)CAK
D
ν ū

ν
β(a) γµν(Q∗)ūµα(a)ūνβ(a)

)
, (6)

GDE P⊥ ZAWISQT OT Q∗, T.E. WZQTY NA PODMNOGOOBRAZII, GCD(Q∗) ≡ GCD(F (Q∗, e)):

GCD(Q∗) = FM
C (Q∗, a)FN

D (Q∗, a)GMN(F (Q∗, a)).

“oBRATNOJ” MATRICEJ, ILI, TOˆNEE, PSEWDOOBRATNOJ K MATRICE G̃AB, BUDET:

G̃AB(Q∗, a) =

(
GEFNC

EN
D
F GSDNC

S χ
µ
D(Φ−1)νµv̄

σ
ν

GCBχγC(Φ−1)βγN
D
B v̄

α
β GCBχγC(Φ−1)βγχ

µ
B(Φ−1)νµv̄

α
β v̄

σ
ν

)
. (7)

w MATRICE (7) WSE KOMPONENTY ZAWISQT OT Q∗, KROME v̄σν ≡ v̄σν (a). mATRICA G̃AB OBRATNA

K G̃BC W TOM SMYSLE, ˆTO

G̃ABG̃BC =

(
(P⊥)CB 0

0 δαβ

)
.

dETERMINANT MATRICY (6) RAWEN:

(det G̃AB) = detGAB(Q∗) det γαβ(Q∗)(detχχ�)−1(Q∗)(det ūµν (a))2

×(det Φα
β(Q∗))2 det(P⊥)CB(Q∗).
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3. pREOBRAZOWANIQ SLUˆAJNOGO PROCESSA I POLUGRUPPY

zAMENA KOORDINAT NA GLAWNOM RASSLOENII PRIWODIT K NOWOMU PREDSTAWLENI@ DLQ LO-

KALXNYH SLUˆAJNYH PROCESSOW ηA(t). pOSTROIW (PO METODAM IZ [11]) IZ PREOBRAZOWANNYH

LOKALXNYH PROCESSOW NOWYJ GLOBALXNYJ PROCESS ζ(t), MY TEM SAMYM SOWER[IM PREOBRA-

ZOWANIE GLOBALXNOGO SLUˆAJNOGO PROCESSA η(t).
gLOBALXNYJ SLUˆAJNYJ PROCESS ζ(t) W EGO LOKALXNOM PREDSTAWLENII IMEET KOMPONEN-

TY DWUH WIDOW: (Q∗A(t), aα(t)). oDNI KOMPONENTY OPISYWA@T STOHASTIˆESKU@ “WOL@CI@,
PERENESENNU@ NA TOTALXNOE PROSTRANSTWO GLAWNOGO RASSLOENIQ IZ GRUPPY G, DRUGIE — S

PODMNOGOOBRAZIQ Σ.

nESMOTRQ NA TO, ˆTO PROCESS Q∗A(t), SWQZANNYJ S PODMNOGOOBRAZIEM Σ, OPISYWAETSQ

ZAWISIMYMI KOORDINATAMI, PEREHOD OT LOKALXNOGO PROCESSA ηA(t) K SLUˆAJNOMU PROCESSU

ζA(t) = (Q∗A(t), aα(t)) ESTX, PO SUTI, FAZOWOE PREOBRAZOWANIE SLUˆAJNOGO PROCESSA ηA(t),
POSKOLXKU PEREMENNYE Q∗A OGRANIˆENY DOPOLNITELXNYM USLOWIEM: χα(Q∗) = 0, I “TO

USLOWIE WYPOLNQETSQ TAKVE I DLQ SLUˆAJNYH PROCESSOW.
nO PRI FAZOWYH PREOBRAZOWANIQH SLUˆAJNYH PROCESSOW, KAK MY ZNAEM, SOHRANQ@TSQ

WEROQTNOSTI. —TO OZNAˆAET, ˆTO DEJSTWIE LOKALXNOJ POLUGRUPPY Ũη NA FUNKCI@ ϕ0(p)
RAWNO MATEMATIˆESKOMU OVIDANI@ PO PROCESSU ζA(t) OT PREOBRAZOWANNOJ FUNKCII. eSLI

RASSMOTRETX “TOT PEREHOD NA KARTAH MNOGOOBRAZIQ P , TO ON PROISHODIT SLEDU@]IM

OBRAZOM.
lOKALXNAQ POLUGRUPPA

Ũη(s, t)φ0(p) = Es,pφ0(η(t)), s ≤ t, η(s) = p

DLQ LOKALIZOWANNOGO NA KARTE (Vp, ϕP) PROCESSA η(t),

ϕP(η(t)) = ηϕ
P
(t) ≡ {ηA(t)},

PEREPISYWAETSQ W WIDE:

Ũη(s, t)φ0(p) = Es,ϕP(p)φ0
(
(ϕP)−1(ηϕ

P
(t))

)
, ηϕ

P
(s) = ϕP(p).

fAZOWOE PREOBRAZOWANIE LOKALXNYH SLUˆAJNYH PROCESSOW

ηA(t) = FA(Q∗B(t), aα(t))

PEREWODIT POLUGRUPPU Ũη W

Ũη(s, t)φ0(p) = Es,ϕ̃P(p)φ0
(
(ϕ̃P)−1(ζϕ̃

P
(t))

)
= Es,ϕ̃P(p)φ̃0

(
ζϕ̃

P
(t)
)
,

GDE (ϕ̃P)
−1

= (ϕP)
−1 ◦ F I φ̃0 = φ0 ◦ (ϕ̃P)−1.

zAMETIM, ˆTO WOZMOVNOSTX WWEDENIQ NA MNOGOOBRAZII P , TOTALXNOM PROSTRANSTWE RAS-
SLOENIQ, KART, SWQZANNYH S PODMNOGOOBRAZIEM Σ, ESTX SLEDSTWIE LOKALXNOGO IZOMORFIZMA

GLAWNOGO RASSLOENIQ P (M, G) I TRIWIALXNOGO GLAWNOGO RASSLOENIQ PΣ = Σ×G → Σ [6,7].

tAKIM OBRAZOM, W NA[IH LOKALXNYH POLUGRUPPAH, WMESTO USREDNENIQ PO LOKALXNOMU

SLUˆAJNOMU PROCESSU ηA(t), MY TEPERX IMEEM USREDNENIE PO LOKALXNOMU PROCESSU ζϕ̃
P

(t) =

(Q∗A(t), aα(t)). pRI USLOWII, ˆTO “TI LOKALXNYE PROCESSY WEDUT SEBQ SOGLASOWANNYM

OBRAZOM NA PERESEˆENIQH LOKALXNYH KART, ISHODQ IZ METODOW [11], MOVNO OPREDELITX

GLOBALXNYJ PROCESS I GLOBALXNU@ “WOL@CIONNU@ POLUGRUPPU.
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sOGLASOWANNOSTX SLUˆAJNYH PROCESSOW MOVNO PROWERITX, RASSMATRIWAQ PREOBRAZOWA-
NIE LOKALXNYH STOHASTIˆESKIH DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ, RE[ENIQMI KOTORYH QWLQ-

@TSQ LOKALXNYE SLUˆAJNYE PROCESSY. kROME “TOGO, STOHASTIˆESKIE DIFFERENCIALXNYE

URAWNENIQ NEOBHODIMY DLQ OPREDELENIQ PROIZWODQ]IH GENERATOROW “WOL@CIONNYH POLU-

GRUPP. pO“TOMU PEREJDEM TEPERX K WYWODU SOOTWETSTWU@]IH STOHASTIˆESKIH DIFFEREN-
CIALXNYH URAWNENIJ.

4. sTOHASTIˆESKIE DIFFERENCIALXNYE URAWNENIQ

rASSMOTRIM SNAˆALA STOHASTIˆESKOE DIFFERENCIALXNOE URAWNENIE DLQ KOMPONENTY

Q∗A LOKALXNOGO SLUˆAJNOGO PROCESSA ζA(t) = (Q∗A(t), aα(t)). mY PREDPOLAGAEM, ˆTO STO-

HASTIˆESKOE DIFFERENCIALXNOE URAWNENIE DLQ “TOJ KOMPONENTY IMEET SLEDU@]IJ WID:

dQ∗A(t) = b∗A(t)dt+ c∗AB̄(t)dwB̄(t), (8)

GDE NAM NUVNO E]E OPREDELITX QWNYM OBRAZOM KO“FFICIENTY SNOSA I DIFFUZII.

uDOWLETWORQ@]AQ USLOWI@ χα(Q∗) = 0 KOORDINATA Q∗A ESTX FUNKCIQ OT KOORDINATY

QA:

Q∗A = FA(Q, a−1(Q)).

tAKU@ VE ZAWISIMOSTX OT SLUˆAJNOJ PEREMENNOJ ηA(t) IMEET I SLUˆAJNAQ PEREMENNAQ

Q∗A(t).
mOVNO, SLEDOWATELXNO, WOSPOLXZOWATXSQ FORMULOJ iTO, PRIMENIW EE K SLUˆAJNOJ PE-

REMENNOJ Q∗A(t) I TEM SAMYM PEREPISAW LEWU@ ˆASTX URAWNENIQ (8) W WIDE:

dQ∗A(t) =
∂Q∗A

∂QE
dηE(t) +

1

2

∂2Q∗A

∂QE∂QC
< dηE(t)dηC(t) > . (9)

iLI, PODSTAWLQQ W (9) WMESTO STOHASTIˆESKOGO DIFFERENCIALA dηA(t) EGO WYRAVENIE

IZ STOHASTIˆESKOGO DIFFERENCIALXNOGO URAWNENIQ (3), POLUˆIM:

dQ∗A(t) =
∂Q∗A

∂QE

(
−1

2
µ2κGPB(η(t)) ΓEPB(η(t))dt

+ µ
√
κXE

M̄ (η(t))dwM̄(t)
)

+
1

2

∂2Q∗A

∂QE∂QC
< dηE(t)dηC(t) >, (10)

GDE ΓEPB — KO“FFICIENTY kRISTOFFELQ DLQ ISHODNOJ RIMANOWOJ METRIKI GAB .

w URAWNENII (10) MOVNO WYRAZITX SLUˆAJNYE PEREMENNYE ηA(t) ˆEREZ PEREMENNYE

Q∗A(t) I aα(t) PO FORMULE ηA(t) = FA(Q∗B(t), aα(t)). tOGDA KO“FFICIENT, STOQ]IJ W PO-
LUˆENNOM WYRAVENII PERED dt, BUDET KO“FFICIENTOM SNOSA. a KO“FFICIENTOM DIFFUZII

URAWNENIQ (8) BUDET WYRAVENIE, IME@]EE W KAˆESTWE SOMNOVITELQ SLUˆAJNYJ DIFFEREN-
CIAL dw(t).

wYPOLNIW TAKOE PREOBRAZOWANIE, MY POLUˆIM:

dQ∗A(t) =
1

2
µ2κ

[
NA
CN

R
M(G(Q∗(t))−1/2

∂

∂Q∗R

(
G(Q∗(t))1/2GCM(Q∗(t))

)
+NA

CLG
CL −GPCNK

C K
M
µM (Φ−1)µνχ

ν
P + GPCNA

CK
E
µP (Φ−1)µνχ

ν
E

+GPBNA
CK

C
µB(Φ−1)µνχ

ν
P

]
dt+ µ

√
κNA

C X̃C
M̄ (Q∗(t))dwM̄(t). (11)
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w “TOJ FORMULE WSE PEREMENNYE ZAWISQT OT Q∗(t), A “LI[NIE” INDEKSY U PEREMEN-
NYH OZNAˆA@T, ˆTO BERUTSQ SOOTWETSTWU@]IE PROIZWODNYE. tAK, NAPRIMER, NA

CL(Q∗) =
∂

∂QL
NA
C (Q)|Q=Q∗.

kO“FFICIENT SNOSA MOVNO PREDSTAWITX TAKVE I W DRUGOM WIDE, WYRAZIW EGO ˆEREZ

GEOMETRIˆESKIE WELIˆINY, HARAKTERNYE DLQ RASSMATRIWAEMOJ ZADAˆI. dLQ OPREDELENIQ

“TIH WELIˆIN WOSPOLXZUEMSQ RAZLOVENIEM ISHODNOGO LAPLASIANA IZ RABOTY [3]:

1

2
�P =

1

2

(
⊥GAB∇A∇B −KA

µ γ
µν(∇AK

B
ν )∇B +KA

α γ
αβ∇BK

B
β ∇B

)
, (12)

GDE ⊥GAB = GAB−KA
α γ

αβKB
β , A ∇A – KOWARIANTNAQ PROIZWODNAQ, POSTROENNAQ PRI POMO]I

SIMWOLOW kRISTOFFELQ DLQ ISHODNOJ RIMANOWOJ METRIKI GAB(Q).
eSLI W (12) SDELATX ZAMENU PEREMENNOJ Q NA (Q∗, a), TO MOVNO POKAZATX, ˆTO KO“F-

FICIENT SNOSA b∗A(Q∗) IZ (11) BUDET RAWEN SUMME DWUH ˆLENOW bAI (Q∗) I bAII(Q
∗). oNI

QWLQ@TSQ KO“FFICIENTAMI PRI ˆLENAH S PERWYMI PROIZWODNYMI PO Q∗, POLUˆENNYMI IZ

PERWOGO I WTOROGO SLAGAEMYH URAWNENIQ (12) W REZULXTATE ZAMENY. w TRETXEM SLAGAEMOM

URAWNENIQ (12) ˆLENOW S PROIZWODNYMI ∂
∂Q∗

POSLE ZAMENY PEREMENNOJ NE BUDET.

pRODELAW NEOBHODIMYE WYKLADKI, MOVNO WYQSNITX, ˆTO KO“FFICIENT bAII(Q
∗) ESTX

KOMPONENTA PROEKCII NORMALI SREDNEJ KRIWIZNY ORBITY

jD(Q)
∂

∂QD
=

1

2
ΠD
A (Q)γαβ(Q)

[
∇Kα(Q)Kβ(Q)

]A ∂

∂QD

NA PODMNOGOOBRAZIE {χα = 0}. —TA PROEKCIQ OSU]ESTWLQETSQ PRI POMO]I PREOBRAZOWANNOJ

METRIKI G̃AB :

G̃SLG̃

(
jD

∂

∂QD
,

∂

∂Q∗S

)
∂

∂Q∗L
,

GDE NUVNO PREDWARITELXNO WYRAZITX jD ∂
∂QD

ˆEREZ PEREMENNYE Q∗ I a.

w REZULXTATE MY BUDEM IMETX DLQ KO“FFICIENTA bAII(Q
∗) SLEDU@]EE WYRAVENIE:

bAII(Q
∗) =

1

2
GEUNA

EN
D
U

[
γαβGCD(∇̃KαKβ)C

]
,

W KOTOROM WSE FUNKCII SPRAWA ZAWISQT OT Q∗, I ˆEREZ (∇̃KαKβ)C(Q∗) MY OBOZNAˆILI

KA
α (Q∗)

∂

∂QA
KC
β (Q)

∣∣∣∣
Q=Q∗

+ KA
α (Q∗)KB

β (Q∗)Γ̃CAB(Q∗),

GDE

Γ̃CAB(Q∗) =

1

2
GCE(Q∗)

(
∂

∂Q∗A
GEB(Q∗) +

∂

∂Q∗B
GEA(Q∗)− ∂

∂Q∗E
GAB(Q∗)

)
.

pEREJDEM TEPERX K WYQSNENI@ GEOMETRIˆESKOGO SMYSLA KO“FFICIENTA bAI (Q∗), PROIS-

HODQ]EGO IZ PERWOGO SLAGAEMOGO W RAZLOVENII LAPLASIANA (12).
pRI PROEKCII NA PROSTRANSTWO ORBIT M (KOTOROE IZOMORFNO Σ), T.E., KOGDA QA =

Q∗A(x), PERWOE SLAGAEMOE W (12) PEREHODIT W OPERATOR lAPLASA–bELXTRAMI MNOGOOBRAZIQ

(M, hij), S INDUCIROWANNOJ METRIKOJ

hij(x) = Q∗Ai (x)GH
AB(Q∗(x))Q∗Bj (x).
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mOVNO PO“TOMU SKAZATX, ˆTO MNOGOOBRAZIE ORBIT QWLQETSQ PODMNOGOOBRAZIEM W

(P , GH
AB(Q)) — RIMANOWOM MNOGOOBRAZII S WYROVDENNOJ METRIKOJ.

dIFFUZIQ NA MNOGOOBRAZII ORBIT OPISYWAETSQ LOKALXNO STOHASTIˆESKIM DIFFEREN-
CIALXNYM URAWNENIEM

dxi(t) = −1

2
µ2κhkl(x(t))Γikl(x(t))dt+ µ

√
κX i

m̄(x(t))dwm̄(t),

W KOTOROM KO“FFICIENTY kRISTOFFELQ POSTROENY PO RIMANOWOJ METRIKE hij(x).

nO, KROME STANDARTNOGO OPISANIQ POSREDSTWOM WNUTRENNIH PEREMENNYH, ZADANNYH NA

PODMNOGOOBRAZII, “TU DIFFUZI@ MOVNO TAKVE OPISYWATX I PRI POMO]I STOHASTIˆESKIH

DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ W PEREMENNYH OB˙EML@]EGO MNOGOOBRAZIQ.
w RABOTAH [17] BYL RASSMOTREN SLUˆAJ, KOGDA PODMNOGOOBRAZIE WLOVENO W EWKLIDOWO

PROSTRANSTWO. oˆEWIDNYM OBRAZOM TAKOJ PODHOD RASPROSTRANQETSQ I NA TOT SLUˆAJ, KOGDA

IMEETSQ PODMNOGOOBRAZIE W PROIZWOLXNOM RIMANOWOM MNOGOOBRAZII (SM. pRILOVENIE A).

dLQ NA[EJ ZADAˆI SOOTWETSTWU@]EE STOHASTIˆESKOE DIFFERENCIALXNOE URAWNENIE

MOVNO POLUˆITX, ESLI POWTORITX WSE WYKLADKI, PRODELANNYE W pRILOVENII A.
zAMETIM TOLXKO, ˆTO U NAS METRIKA OB˙EML@]EGO MNOGOOBRAZIQ GH

AB QWLQETSQ WY-

ROVDENNOJ METRIKOJ. pO“TOMU ANALOGOM SOOTNO[ENIQ (A.4) IZ pRILOVENIQ a MEVDU

KO“FFICIENTAMI kRISTOFFELQ BUDET:

hkl(x)Γikl = GH
AB

(
Q∗Aklh

kl + HΓACDQ
∗C
kQ

∗D
l h

kl
)
himQ∗Bm,

GDE PROIZWEDENIE GH
AB(Q∗(x)) HΓBCD(Q∗(x)) OPREDELENO SLEDU@]IM OBRAZOM:

GH
AB

HΓBCD =
1

2

(
GH
AC,D +GH

AD,C −GH
CD,A

)
. (13)

w “TOJ FORMULE PROIZWODNYE SPRAWA PONIMA@TSQ KAK
∂GHAC(Q)

∂QD

∣∣∣
Q=Q∗(x)

.

e]E ZAMETIM, ˆTO IZ URAWNENIQ (13) SAMI KO“FFICIENTY kRISTOFFELQ HΓBCD OPREDE-

LQ@TSQ TOLXKO S TOˆNOSTX@ DO ˆLENOW TB
CD, UDOWLETWORQ@]IH URAWNENI@ GH

ABT
B
CD = 0.

mOVNO POKAZATX, ˆTO KO“FFICIENT SNOSA W POLUˆENNOM STOHASTIˆESKOM DIFFERENCI-

ALXNOM URAWNENII SOWPADAET S KO“FFICIENTOM, STOQ]IM PRI PERWOJ PROIZWODNOJ PO Q∗ W

ˆLENE PERWOGO SLAGAEMOGO RAZLOVENIQ LAPLASIANA (12) POSLE ZAMENY PEREMENNOJ. sLEDO-
WATELXNO, “TOT KO“FFICIENT SNOSA SOWPADAET TAKVE I S KO“FFICIENTOM bI . —TO OZNAˆAET,

ˆTO KO“FFICIENT bI DOLVEN BYTX SWQZAN S GEOMETRIˆESKIMI WELIˆINAMI, HARAKTERIZU@-
]IMI PROSTRANSTWO ORBIT.

oPISANNYE WY[E PREOBRAZOWANIQ PRIWODQT W ITOGE K SLEDU@]EMU WYRAVENI@ DLQ

KO“FFICIENTA bI:

bAI (Q∗(x)) = −1

2
GEM (Q∗(x))NC

E (Q∗(x))NB
M (Q∗(x)) HΓACB (Q∗(x)) + jAI ,

GDE jI – SREDNQQ KRIWIZNA MNOGOOBRAZIQ ORBIT, KOTORAQ MOVET BYTX WYˆISLENA PO FOR-

MULE:

jAI =
1

2

(
δAB −NA

B (Q∗(x))
)
hij(x)

[
Q∗Bij + Q∗Pi Q

∗L
j
HΓBPL (Q∗(x))

]
.

pOSKOLXKU SREDNQQ KRIWIZNA ESTX, W OB]EM SLUˆAE, FUNKCIQ, ZADANNAQ NA PODMNO-

GOOBRAZII, TO PODOBNO TOMU, KAK “TO BYLO SDELANO W pRILOVENII A, W STOHASTIˆESKOM
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DIFFERENCIALXNOM URAWNENII DLQ Q∗(x(t)) MY MOVEM PEREOPREDELITX SLUˆAJNU@ PERE-
MENNU@ Q∗(x(t)), WWEDQ WMESTO NEE NOWU@ SLUˆAJNU@ PEREMENNU@, KOTORU@ MY OBOZNAˆIM

TAKOJ VE BUKWOJ: Q∗(t).
tAKIM OBRAZOM, W REZULXTATE PREOBRAZOWANIQ URAWNENIQ (8) MY POLUˆIM SLEDU@]EE

STOHASTIˆESKOE DIFFERENCIALXNOE URAWNENIE:

dQ∗A(t) = µ2κ

(
−1

2
GEMNC

EN
B
M

HΓACB + jAI + jAII

)
dt+ µ

√
κNA

CXC
M̄dw

M̄ , (14)

GDE SPRAWA WSE FUNKCII ZAWISQT OT Q∗(t), I DLQ EDINOOBRAZIQ MY PEREOBOZNAˆILI KO“F-
FICIENT bAII ˆEREZ jAII .

sTOHASTIˆESKOE DIFFERENCIALXNOE URAWNENIE DLQ KOMPONENTY aα(t) GRUPPOWOJ SLU-
ˆAJNOJ PEREMENNOJ MOVNO POLUˆITX TAKIM VE OBRAZOM, KAKIM BYLO POLUˆENO URAWNENIE

DLQ SLUˆAJNOJ PEREMENNOJ Q∗A(t).
dLQ NAHOVDENIQ KO“FFICIENTOW SNOSA bα I DIFFUZII YαM̄ “TOGO URAWNENIQ

daα(t) = bα(t)dt+ YαM̄ (t)dwM̄(t)

RASPI[EM PO FORMULE iTO (WWIDU TOGO, ˆTO aα = aα(Q)) EGO LEWU@ ˆASTX:

daα =
∂aα

∂QA
dηA +

1

2

∂2aα

∂QB∂QC
< dηBdηC > (15)

I ZATEM PEREJDEM W NEJ K SLUˆAJNYM PEREMENNYM (Q∗A, aα). tOGDA KO“FFICIENT SNOSA

bα BUDET OPREDELQTXSQ WYRAVENIEM, STOQ]IM W (15) PERED dt, A KO“FFICIENT DIFFUZII

— SOOTWETSTWU@]IM WYRAVENIEM PERED dw(t).

pRODELAW “TI PREOBRAZOWANIQ, MY NAJDEM, ˆTO STOHASTIˆESKOE DIFFERENCIALXNOE URAW-
NENIE DLQ SLUˆAJNOJ KOMPONENTY aα(t) BUDET:

daα = −1

2
µ2κ

[
GRSΓ̃BRS(Q∗)Λβ

Bv̄
α
β + GRPΛσ

RΛβ
BK

B
σP v̄

α
β

−GCANM
C

∂

∂Q∗M

(
Λβ
A

)
v̄αβ −GMBΛε

MΛβ
Bv̄

ν
ε

∂

∂aν
(v̄αβ )

]
dt

+µ
√
κv̄αβΛβ

BXB
M̄dw

M̄ . (16)

zDESX WSE KO“FFICIENTY ZAWISQT OT Q∗, KROME v̄ ≡ v̄(a). a KO“FFICIENT Γ̃BRS(Q∗) POLUˆA-
ETSQ IZ KO“FFICIENTA SWQZNOSTI kRISTOFFELQ ΓABC(Q), ESLI RASPISATX W POSLEDNEM WSE

PROIZWODNYE PO FORMULE (5).
tAKVE W (16) DLQ SOKRA]ENIQ ZAPISI WWEDENO OBOZNAˆENIE:

Λα
B = (Φ−1)αµχ

µ
B .

tAKIM OBRAZOM, STOHASTIˆESKIJ PROCESS ζ(t) LOKALXNO OPISYWAETSQ STOHASTIˆESKIMI

DIFFERENCIALXNYMI URAWNENIQMI (14) I (16). sOWOKUPNOSTX RE[ENIJ TAKIH URAWNENIJ NA

LOKALXNYH KARTAH OPREDELQET LOKALXNOE STOHASTIˆESKOE “WOL@CIONNOE SEMEJSTWO OTOBRA-
VENIJ MNOGOOBRAZIQ P , RASSMATRIWAEMOGO KAK TOTALXNOE PROSTRANSTWO GLAWNOGO RASSLOE-
NIQ. iZ “TIH LOKALXNYH SEMEJSTW MOVNO POSTROITX, KAK I W [11], GLOBALXNYJ SLUˆAJNYJ

PROCESS ζ(t), KOTORYJ, W SOOTWETSTWII S WYBRANNYM SPOSOBOM WWEDENIQ KOORDINAT NA
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GLAWNOM RASSLOENII, SOSTOIT IZ DWUH KOMPONENT. oDNA IZ KOMPONENT OPISYWAET LOKALX-
NU@ STOHASTIˆESKU@ “WOL@CI@ NA PODMNOGOOBRAZII Σ (NA KALIBROWOˆNOJ POWERHNOSTI),

A DRUGAQ — NA ORBITE GLAWNOGO RASSLOENIQ.
wYPOLNENNOE PREOBRAZOWANIE ISHODNOGO SLUˆAJNOGO PROCESSA η(t) PRIWODIT K SOOTWET-

STWU@]EMU PREOBRAZOWANI@ GLOBALXNOJ POLUGRUPPY (4). tEPERX NA[A POLUGRUPPA BUDET

OPREDELQTXSQ PRI POMO]I SUPERPOZICII LOKALXNYH POLUGRUPP ŨζϕP :

ψtb(pa, ta) = limqŨζϕP (ta, t1) · . . . · ŨζϕP (tn−1, tb)φ̃0(Q
∗
a, θa), (17)

GDE

ŨζϕP (s, t)φ̃0(Q
∗
0, θ0) = Es,(Q∗0,θ0)

φ̃0(Q
∗(t), a(t)), Q∗(s) = Q∗0, a(s) = θ0.

w SIMWOLXNOJ ZAPISI URAWNENIE (17) (S UˆETOM POTENCIALXNOGO ˆLENA) MOVNO PREDSTAWITX

SLEDU@]IM OBRAZOM:

ψtb(pa, ta) = E
[
φ̃0(ξΣ(tb), a(tb)) exp{ 1

µ2κm

∫ tb

ta

Ṽ (ξΣ(u))du}
]
,

GDE ξΣ(ta) = Q∗a, a(ta) = θa I ϕP (pa) = (Q∗a, θa).

iSHODQ IZ STOHASTIˆESKIH DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ (14) I (16), NETRUDNO NAJ-
TI KOORDINATNOE WYRAVENIE DLQ PROIZWODQ]EGO GENERATORA POLUGRUPPY, SWQZANNOJ SO

SLUˆAJNYM PROCESSOM ζ(t):

1

2
µ2κ

(
GCDNA

CN
B
D

∂2

∂Q∗A∂Q∗B
−GCDNA

CN
B
D

HΓEAB
∂

∂Q∗E
+ jAI

∂

∂Q∗A

+jAII
∂

∂Q∗A
+ GABΛα

AΛβ
BL̄αL̄β −GRSΓ̃BRSΛα

BL̄α −GRPΛσ
RΛα

BK
B
σP L̄α

+GCANM
C

∂

∂Q∗M
(Λα

A) L̄α +2GBCNA
CΛα

BL̄α
∂

∂Q∗A

)
+

1

µ2κm
Ṽ .

w “TOM WYRAVENII WSE WELIˆINY, KROME L̄, ZAWISQT OT Q∗.

5. fAKTORIZACIQ MERY

w RABOTAH [4,5] BYL PREDLOVEN NOWYJ SPOSOB FAKTORIZACII MERY W KONTINUALXNYH IN-
TEGRALAH, SLUVA]IH DLQ OPISANIQ DIFFUZII (ILI KWANTOWOGO DWIVENIQ) W REDUCIRUEMYH

DINAMIˆESKIH SISTEMAH. w DANNOM RAZDELE MY RASSMOTRIM REALIZACI@ “TOGO SPOSOBA W

NA[EM SLUˆAE, TO ESTX KOGDA DLQ OPISANIQ DWIVENIQ WMESTE S GRUPPOWYMI PEREMENNYMI

ISPOLXZU@TSQ ZAWISIMYE PEREMENNYE, KOTORYE UDOWLETWORQ@T USLOWIQM χα(Q∗) = 0.
gLAWNAQ IDEQ RABOTY [4] SOSTOQLA W PRIMENENII W RASSMATRIWAEMOM SLUˆAE DWIVE-

NIQ NA GLAWNOM RASSLOENII STOHASTIˆESKOGO DIFFERENCIALXNOGO URAWNENIQ OPTIMALXNOJ

NELINEJNOJ FILXTRACII [18,19]. tEORIQ NELINEJNOJ FILXTRACII PREDNAZNAˆENA DLQ IZ-
WLEˆENIQ INFORMACII IZ POLUˆENNYH W “KSPERIMENTAH DANNYH. w KAVDOM ““KSPERIMENTE”

NEOBHODIMO SWQZATX NABL@DAEMYE DANNYE (U NAS “TO – SLUˆAJNYJ PROCESS Q∗(t)) S TEM

SIGNALXNYM PROCESSOM, DLQ ISSLEDOWANIQ KOTOROGO STAWITSQ “KSPERIMENT (SLUˆAJNYJ

PROCESS aα). oDNAKO PO NABL@DAEMYM DANNYM MY MOVEM LI[X TOLXKO DELATX BOLEE ILI

MENEE TOˆNYE OCENKI ISSLEDUEMOGO SIGNALA.
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dLQ KOLIˆESTWENNOJ HARAKTERISTIKI ISSLEDUEMOGO SIGNALA W TEORII NELINEJNOJ FILX-
TRACI ISPOLXZUETSQ USLOWNOE MATEMATIˆESKOE OVIDANIE SIGNALA PO OTNO[ENI@ K σ–

ALGEBRE, POROVDENNOJ NABL@DAEMYM SLUˆAJNYM PROCESSOM. pRI OPREDELENNYH PREDPOLO-
VENIQH, OGRANIˆIWA@]IH POWEDENIE NABL@DAEMOGO I SIGNALXNOGO SLUˆAJNYH PROCESSOW,

DLQ USLOWNOGO MATEMATIˆESKOGO OVIDANIQ MOVNO POLUˆITX TAK NAZYWAEMOE URAWNENIE

OPTIMALXNOJ NELINEJNOJ FILXTRACII.

nAPOMNIM WKRATCE, KAK SWQZANO “TO URAWNENIE S POROVDA@]IMI EGO STOHASTIˆESKIMI

DIFFERENCIALXNYMI URAWNENIQMI.

eSLI, NAPRIMER, Y I Z ESTX, SOOTWETSTWENNO, NABL@DAEMYJ I SIGNALXNYJ PROCESSY,
KOTORYE UDOWLETWORQ@T STOHASTIˆESKIM DIFFERENCIALXNYM URAWNENIQM:{

dY = φ1(Y, Z, t)dt+X(Y, t)dw
dZ = φ(Y, Z, t)dt+X(Y, Z, t)dw,

TO URAWNENIEM OPTIMALXNOJ NELINEJNOJ FILXTRACII DLQ USLOWNOGO MATEMATIˆESKOGO OVI-

DANIQ f̂(t) = E[f(Z, t)|Ỹtt0] (ZDESX Ỹtt0—σ-ALGEBRA, POROVDENNAQ NABL@DAEMYM PROCESSOM

Y (t)) BUDET [19]:

df̂ = E

[
ft + fzφ +

1

2
fzz (XX�)

∣∣∣Ỹtt0 ] dt
+E

[
f{φ1 − φ̂1}+ fz (XX�)

∣∣∣Ỹtt0 ] (XX�)−1(dY − φ̂1dt),

GDE φ̂1 = E[φ1(Yt, Zt, t)|Ỹtt0].
˜TOBY WOSPOLXZOWATXSQ PODOBNYM URAWNENIEM W NA[EM SLUˆAE MY, OSNOWYWAQSX NA

SWOJSTWAH USLOWNYH MATEMATIˆESKIH OVIDANIJ DLQ MARKOWSKIH PROCESSOW, SNAˆALA PRE-

OBRAZUEM KAVDU@ LOKALXNU@ POLUGRUPPU ŨζϕP IZ URAWNENIQ (17) SLEDU@]IM OBRAZOM:

ŨζϕP (s, t)φ̃(Q∗0, θ0) = E
[
E[φ̃(Q∗(t), a(t)) | (FQ∗)ts]

]
. (18)

tAKOE PREOBRAZOWANIE KONTINUALXNOGO INTEGRALA QWLQETSQ ANALOGOM PEREHODA OT KRATNOGO

INTEGRALA K POWTORNOMU W OBYˆNOM INTEGRIROWANII.
nO TEPERX USLOWNOE MATEMATIˆESKOE OVIDANIE

ˆ̃
φ(Q∗(t)) ≡ E

[
φ̃(Q∗(t), a(t)) | (FQ∗)ts

]
,

STOQ]EE W “POWTORNOM” INTEGRALE, DOLVNO UDOWLETWORQTX STOHASTIˆESKOMU DIFFERENCI-

ALXNOMU URAWNENI@ OPTIMALXNOJ NELINEJNOJ FILXTRACII. nA[I STOHASTIˆESKIE DIF-
FERENCIALXNYE URAWNENIQ (14) I (16) PRIWODQT K SLEDU@]EMU URAWNENI@ OPTIMALXNOJ

NELINEJNOJ FILXTRACII:

d
ˆ̃
φ = −1

2
µ2κ

(
GRSΓ̃BRSΛβ

B + GRPΛσ
RΛβ

BK
B
Pσ −GCANM

C

∂

∂Q∗M
(Λβ

A)
)

×E[L̄βφ̃ | (FQ∗)ts]dt+
1

2
µ2κGCBΛν

CΛκ
BE[L̄νL̄κφ̃ | (FQ∗)ts]dt

+µ
√
κΛβ

CΠC
KX̃

K
M̄E[L̄βφ̃ | (FQ∗)ts]dwM̄ , (19)

GDE L̄µ = v̄αβ (a) ∂
∂aµ

— PRAWOINWARIANTNOE WEKTORNOE POLE.
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dALXNEJ[EE PREOBRAZOWANIE URAWNENIQ (19) SOSTOIT W TOM, ˆTOBY OTDELITX GRUPPOWYE

PEREMENNYE OT PROSTRANSTWENNYH. —TO MOVNO SDELATX, ESLI RAZLOVITX FUNKCI@ φ̃ W RQD

PO MATRIˆNYM “LEMENTAM Dλ
pq(a) NEPRIWODIMOGO PREDcTAWLENIQ GRUPPY G:

φ̃(Q∗, a) =
∑
λ,p,q

cλpq(Q
∗)Dλ

pq(a)

(
∑

qD
λ
pq(a)Dλ

qn(b) = Dλ
pn(ab)).

tOGDA, BLAGODARQ SWOJSTWAM USLOWNOGO MATEMATIˆESKOGO OVIDANIQ:

E[φ̃(Q∗(t), a(t)) | (F )Q∗)
t
s] =

∑
λ,p,q

cλpq(Q
∗(t)) E[Dλ

pq(a(t)) | (FQ∗)ts]

≡
∑
λ,p,q

cλpq(Q
∗(t)) D̂λ

pq(Q
∗(t)),

IZ URAWNENIQ (19) WYWODITSQ URAWNENIE DLQ USLOWNOGO SREDNEGO D̂λ
pq:

dD̂λ
pq(Q

∗(t)) =

−1

2
µ2κ

{[
GRSΓ̃BRSΛµ

B +GRPΛσ
RΛµ

BK
B
Pσ −GCANM

C

∂

∂Q∗M
(Λβ

A)
]

×(Jβ)λpq′D̂
λ
q′q(Q

∗(t))−GCBΛα
CΛν

B (Jα)λpq′(Jν)λq′q′′D̂
λ
q′′q(Q

∗(t))
}
dt

+µ
√
κΛν

CΠC
K(Jν)

λ
pq′D̂

λ
q′q(Q

∗(t))X̃K
M̄(Q∗(t))dwM̄(t), (20)

W KOTOROM (Jµ)λpq ≡ (
∂Dλpq(a)

∂aµ
)

∣∣∣∣
a=e

— GENERATORY PREDSTAWLENIQ Dλ(a):

L̄µD
λ
pq(a) =

∑
q′

(Jµ)λpq′D
λ
q′q(a).

zAMETIM, ˆTO USLOWNYE MATEMATIˆESKIE OVIDANIQ D̂λ
pq(Q

∗(t)), WOOB]E GOWORQ, ZAWISQT

TAKVE I OT GRANIˆNYH ZNAˆENIJ SLUˆAJNYH PROCESSOW, TO ESTX OT Q∗0 = Q∗(s) I θα0 = aα(s).

nO, ˆTOBY NE USLOVNQTX OBOZNAˆENIJ, “TA ZAWISIMOSTX W WYPISANNYH WY[E WYRAVENIQH

BYLA OPU]ENA.

rE[ENIEM MATRIˆNOGO LINEJNOGO STOHASTIˆESKOGO DIFFERENCIALXNOGO URAWNENIQ (20)
BUDET [20]:

D̂λ
pq(Q

∗(t)) = (←−exp)λpn(Q∗(t), t, s) E[Dλ
nq(a(s)) | (FQ∗)ts], (21)

GDE

(←−exp)λpn(Q∗(t), t, s) =←−exp

∫ t

s

{1

2
µ2κ

[
γ̄σν(Q∗(u))(Jσ)λpr(Jν)

λ
rn

−
(
GRSΓ̃BRSΛβ

B +GRPΛσ
RΛβ

BK
B
Pσ −GCANM

C

∂

∂Q∗M
(Λβ

A)

)
(Jβ)λpn

]
du

+µ
√
κΛβ

C(Jβ)λpnΠC
KX̃

K
M̄dw

M̄
}

(22)

— MULXTIPLIKATIWNYJ STOHASTIˆESKIJ INTEGRAL. —TOT INTEGRAL ESTX PREDEL POSLEDO-
WATELXNOSTI UPORQDOˆENNYH PO WREMENI “KSPONENCIALXNYH MNOVITELEJ, POLUˆA@]IHSQ
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PRI RAZBIENII WREMENNOGO INTERWALA [s, t]. nAPRAWLENIE STRELKI UKAZYWAET NA PORQDOK

RASPOLOVENIQ “TIH SOMNOVITELEJ: OT MENX[IH WREMEN K BOLX[IM.

wOSPOLXZOWAW[ISX POLUˆENNYM W (21) I (22) PREDSTAWLENIEM DLQ D̂λ
pq, MY PEREPI[EM

NA[U LOKALXNU@ POLUGRUPPU (18) SLEDU@]IM OBRAZOM:

ŨζϕP (s, t)φ̃(Q∗0, θ0) =
∑

λ,p,q,q′

E[cλpq(Q
∗(t))(←−exp)λpq′(Q

∗(t), t, s)]Dλ
q′q(θ0), (23)

GDE BYLO UˆTENO, ˆTO

E[Dλ
nq(a(s)) | (FQ∗)ts] = Dλ

nq(a(s)) = Dλ
nq(θ0).

dLQ POLUˆENIQ GLOBALXNOJ POLUGRUPPY NUVNO, DEJSTWUQ TAK VE, KAK I W [11], RAZBITX

WREMENNOJ INTERWAL [ta, tb] I DLQ DANNOGO RAZBIENIQ WZQTX SUPERPOZICI@ LOKALXNYH POLU-
GRUPP, PODOBNYH (23). tOGDA W REZULXTATE PEREHODA K PREDELU, PRI IZMELXˆENII RAZBIENIQ

WREMENNOGO INTERWALA, IZ POSLEDOWATELXNOSTI “TIH SUPERPOZICIJ DOLVNA POLUˆATXSQ GLO-

BALXNAQ POLUGRUPPA DLQ GLOBALXNOGO SLUˆAJNOGO PROCESSA.
pREDELXNOE SOOTNO[ENIE MEVDU GLOBALXNYMI POLUGRUPPAMI ZAPI[EM SIMWOLIˆESKI W

WIDE:
ψtb(pa, ta) =

∑
λ,p,q,q′

E[cλpq(ξΣ(tb))(
←−exp)λpq′(ξΣ(t), tb, ta)]D

λ
q′q(θa) (24)

(ξΣ(ta) = π|Σ ◦ pa),
GDE ξΣ(t)—GLOBALXNYJ SLUˆAJNYJ PROCESS NA PODMNOGOOBRAZII Σ. lOKALXNO “TOT PROCESS

OPISYWAETSQ URAWNENIQMI (14).

tAKIM OBRAZOM, ISHODNYJ KONTINUALXNYJ INTEGRAL ZAPISYWAETSQ W WIDE SUMMY MA-
TRIˆNYH POLUGRUPP (KONTINUALXNYH INTEGRALOW), ZADANNYH NA PODMNOGOOBRAZII Σ.

pROIZWODQ]IM GENERATOROM (OPERATOROM gAMILXTONA) “TIH MATRIˆNYH POLUGRUPP BU-
DET:

1

2
µ2κ

{[
GCDNA

CN
B
D

∂2

∂Q∗A∂Q∗B
−GCDNE

CN
M
D

HΓAEM
∂

∂Q∗A

+
(
jAI + jAII

) ∂

∂Q∗A

]
(Iλ)pq + 2NA

CG
CPΛα

P (Jα)λpq
∂

∂Q∗A

−
(
GRSΓ̃BRSΛα

B + GRPΛσ
RΛα

BK
B
Pσ −GCANM

C

∂

∂Q∗M
(Λα

A)

)
(Jα)λpq

+GSBΛα
BΛσ

S(Jα)λpq′(Jσ)λq′q

}
(25)

((Iλ)pq — EDINIˆNAQ MATRICA).

—TOT OPERATOR DEJSTWUET W PROSTRANSTWE SEˆENIJ Γ(Σ, V ∗) KOWEKTORNOGO RASSLOENIQ,
KOTOROE ASSOCIIROWANO S GLAWNYM TRIWIALXNYM RASSLOENIEM π : Σ × G → Σ. sKALQRNOE

PROIZWEDENIE W “TOM PROSTRANSTWE SEˆENIJ OPREDELENO SLEDU@]IM OBRAZOM:

(ψn, ψm) =

∫
Σ

〈ψn, ψm〉V ∗
λ

det1/2GAB(Q∗) det Φα
β(Q∗)det1/2γµν(Q

∗)

det1/2(χχ�)(Q∗)

×| detP⊥(Q∗)| dQ∗1 ∧ . . .∧ dQ∗NP . (26)
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w “TOJ FORMULE | detP⊥| SLUVIT HARAKTERISTIˆESKOJ FUNKCIEJ: ON OTLIˆEN OT NULQ I

RAWEN EDINICE TOLXKO NA MNOVESTWE {Q∗ : χ(Q∗) = 0}. pO“TOMU W | detP⊥| dQ∗1∧. . .∧dQ∗NP
NA SAMOM DELE IMEETSQ LI[X dim Σ–SOMNOVITELEJ.

zAMETIM, ˆTO TAK KAK det(χχ�) ≡ det(χµAG
ABχνB) · det γµν, TO MERA W PRAWOJ ˆASTI

URAWNENIQ (26) NE ZAWISIT OT det1/2γµν.
mOVNO, SLEDOWATELXNO, PEREPISATX PRAWU@ ˆASTX (26) W WIDE:∫

Σ

〈ψn, ψm〉V ∗
λ

det Φα
β

det1/2(χµAG
ABχνB)

dvΣ,

GDE dvΣ — RIMANOWA MERA NA POWERHNOSTI Σ, SODERVA]AQ det1/2(GΣ)AB OT METRIKI

(GΣ)AB(Q∗) = (P⊥)CA(Q∗)GCD(Q∗)(P⊥)DB(Q∗).

pREOBRAZUQ POSLEDNIJ INTEGRAL, MOVNO PREDSTAWITX SKALQRNOE PROIZWEDENIE (26) TAK-
VE I KAK

(ψn, ψm) =

∫
Σ

〈ψn, ψm〉V ∗
λ

det Φα
β

NG∏
α=1

δ(χα(Q∗))det1/2GAB dQ
∗1 ∧ . . .∧ dQ∗NP .

˜TOBY WYRAZITX POLUGRUPPY (ILI KONTINUALXNYE INTEGRALY), STOQ]IE POD ZNAKOM

SUMMY W FORMULE (24), ˆEREZ ISHODNU@ POLUGRUPPU (ISHODNYJ KONTINUALXNYJ INTEGRAL),
ZADANNU@ NA MNOGOOBRAZII P , NUVNO OBRATITX FORMULU (24). kAK I W PREDYDU]EJ RABOTE

[5], “TO NETRUDNO SDELATX DLQ QDER SOOTWETSTWU@]IH POLUGRUPP, PEREHODQ K LOKALXNOJ

KARTINE.
pOLUGRUPPA IZ LEWOJ ˆASTI FORMULY (24) PREDSTAWIMA (PRI WYPOLNENII NEOBHODIMYH

ANALITIˆESKIH USLOWIJ) W WIDE:

ψtb(pa, ta) =

∫
GP(pb, tb; pa, ta)φ0(pb)dvP(pb). (27)

eSLI WZQTX RAZBIENIE EDINICY, PODˆINENNOE KONEˆNOMU LOKALXNOMU POKRYTI@ MNOGO-
OBRAZIQ P , KOTOROE, WWIDU IZOMORFIZMA S TRIWIALXNYM GLAWNYM RASSLOENIEM PΣ(Σ, G),

PREOBRAZUETSQ OTOBRAVENIEM IZOMORFIZMA W ϕΣαb(UΣαb)×G, TO PRAWAQ ˆASTX FORMULY (27)
BUDET RAWNA:∑

αb

∫
ϕΣαb
(UΣαb)×G

˜̃µαb(xb)GP(αb, F (Q∗b , θb), tb; βa, F (Q∗a, θa), ta)φ̃0(Q
∗
b , θb)dv(Q∗b)dµ(θb), (28)

GDE dv(Q∗) — TAKAQ VE MERA, KAK I W (26), A dµ(θ) = det ūαβ(θ) dθ1 . . . dθNG — MERA hAARA.

pRAWAQ ˆASTX FORMULY (24) TAKVE MOVET BYTX PREDSTAWLENA LOKALXNYM OBRAZOM:∑
αb

∫
ϕΣαb
(UΣαb)

ρ̃αb(xb)
∑

λ,p,q,q′

Gλ
q′p(αb, Q

∗
b, tb; βa, Q

∗
a, ta)c

λ
pq(Q

∗
b)D

λ
q′q(θa)dv(Q∗b). (29)

pEREHODQ K OTDELXNOJ KARTE I SRAWNIWAQ (28) I (29), MY POLUˆAEM SOOTNO[ENIE MEVDU

LOKALXNYMI FUNKCIQMI gRINA∫
G
GP(αb, F (Q∗b , θb), tb; βa, F (Q∗a, θa), ta)D

λ
pq(θb)dµ(θb) =∑

q′

Gλ
q′p(αb, Q

∗
b, tb; βa, Q

∗
a, ta)D

λ
q′q(θa),

17



KOTOROE, S UˆETOM UNIMODULQRNOSTI GRUPPY G, UVE LEGKO OBRATIMO:

Gλ
mn(αb, Q

∗
b, tb; βa, Q

∗
a, ta) =

∫
G
GP (αb, Q

∗
b, θ, tb; βa, Q

∗
a, e, ta)D

λ
nm(θ)dµ(θ). (30)

w “TOJ FORMULE e – EDINICA GRUPPY G, I

GP (αb, Q
∗
b, θb, tb; βa, Q

∗
a, θa, ta) ≡ GP(αb, F (Q∗b, θb), tb; βa, F (Q∗a, θa), ta).

pOSKOLXKU MY OGRANIˆILISX W RABOTE SLUˆAEM TRIWIALXNOGO GLAWNOGO RASSLOENIQ, TO

SKLEIWANIE “TIH LOKALXNYH FUNKCIJ gRINA W GLOBALXNYE OSU]ESTWLQETSQ PRI POMO]I

FUNKCIJ PREOBRAZOWANIQ KOORDINAT, OPREDELENNYH DLQ KART MNOGOOBRAZIQ.
sLEDOWATELXNO, RAWENSTWO (30) MOVNO PRODOLVITX S LOKALXNYH KART NA MNOGOOBRAZIQ

W CELOM I MY POLUˆAEM SOOTNO[ENIE MEVDU FUNKCIQMI gRINA, ZADANNYMI NA MNOGOOBRA-
ZIQH:

Gλ
mn(πΣ(pb), tb; π(pa), ta) =

∫
G
GP(pbθ, tb; pa, ta)D

λ
nm(θ)dµ(θ). (31)

kONTINUALXNYJ INTEGRAL, KOTORYJ SOOTWETSTWUET LEWOJ ˆASTI “TOGO RAWENSTWA, SIM-
WOLIˆESKI MOVNO ZAPISATX W WIDE:

Gλ
mn(πΣ(pb), tb; πΣ(pa), ta) =

Ẽ ξΣ(ta)=πΣ(pa)

ξΣ(tb)=πΣ(pb)

[
(←−exp)λmn(ξΣ(t), tb, ta) exp

{
1

µ2κm

∫ tb

ta

Ṽ (ξΣ(u))du

}]
=

∫
ξΣ(ta)=πΣ(pa)

ξΣ(tb)=πΣ(pb)

dµξ exp

{
1

µ2κm

∫ tb

ta

Ṽ (ξΣ(u))du

}

×←−exp

∫ tb

ta

{1

2
µ2κ

[
γσν(ξΣ(u))(Jσ)λpr(Jν)

λ
rn

−
(
GRSΓ̃BRSΛβ

B +GRPΛσ
RΛβ

BK
B
Pσ −GCANM

C

∂

∂Q∗M
(Λβ

A)

)
(Jβ)λpn

]
du

+µ
√
κΛβ

C(Jβ)λpnΠC
KX̃

K
M̄dw

M̄
}
. (32)

pOLUGRUPPY, OPREDELQEMYE “TIM QDROM, DEJSTWU@T W PROSTRANSTWE “KWIWARIANTNYH

FUNKCIJ

ψ̃n(pg) = Dλ
mn(g)ψ̃m(p),

KOTORYE IZOMORFNY FUNKCIQM ψn IZ PROSTRANSTWA SEˆENIJ Γ(Σ, V ∗) ASSOCIIROWANNOGO

KOWEKTORNOGO RASSLOENIQ:

ψ̃n(F (Q∗, e)) = ψn(Q∗).

sPOSOB, KOTORYM BYLO POLUˆENO INTEGRALXNOE SOOTNO[ENIE MEVDU Gλ
mn I GP, MOVNO

RASSMATRIWATX KAK REALIZACI@ PROCEDURY REDUKCII W KONTINUALXNYH INTEGRALAH DLQ

DINAMIˆESKIH SISTEM, OBLADA@]IH SIMMETRIEJ.
rEDUKCIQ NA UROWENX NULEWOGO MOMENTA, T.E. KOGDA λ = 0, USTANAWLIWAET SWQZX MEVDU

KONTINUALXNYMI INTEGRALAMI, OPISYWA@]IMI KWANTOWYE DWIVENIQ SKALQRNYH ˆASTIC

NA ISHODNOM MNOGOOBRAZII P I NA REDUCIROWANNOM MNOGOOBRAZII M — PROSTRANSTWE

ORBIT.
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w TOM SLUˆAE, KOTORYJ ISSLEDUETSQ W RABOTE, DLQ PREDSTAWLENIQ DWIVENIQ NA PRO-
STRANSTWE ORBIT ISPOLXZUETSQ WSPOMOGATELXNAQ KALIBROWOˆNAQ POWERHNOSTX Σ, GDE SOOT-

WETSTWU@]AQ DIFFUZIQ ZADAETSQ SLUˆAJNYM PROCESSOM ξΣ c LOKALXNYMI STOHASTIˆESKIMI

URAWNENIQMI (14).

iZ “TIH URAWNENIJ WIDNO, ˆTO W NIH PRISUTSTWUET “LI[NIJ” ˆLEN jII , KOTORYJ

NEPOSREDSTWENNO NE SWQZAN S PROSTRANSTWOM ORBIT. eSLI IZBAWITXSQ OT “TOGO ˆLENA, TO MY

POLUˆIM SLUˆAJNYJ PROCESS, KOTORYJ UVE BUDET POLNOSTX@ SOOTWETSTWOWATX DIFFUZII

NA PROSTRANSTWE ORBIT M.

w KONTINUALXNOM INTEGRALE TAKOJ PEREHOD OT SLUˆAJNOGO PROCESSA ξΣ, c LOKALXNYMI

URAWNENIQMI (14), K SLUˆAJNOMU PROCESSU ξ̃Σ, ˆXI LOKALXNYE STOHASTIˆESKIE DIFFEREN-
CIALXNYE URAWNENIQ ESTX

dQ∗A(t) = µ2κ

(
−1

2
GEMNC

EN
B
M

HΓACB + jAI

)
dt + µ

√
κNA

CXC
M̄dw

M̄ , (33)

MOVNO SDELATX PRI POMO]I PREOBRAZOWANIQ gIRSANOWA.

—TO PREOBRAZOWANIE W OSNOWNOM PRIMENQETSQ W SLUˆAE NEWYROVDENNOJ MATRICY DIF-
FUZII. iZ–ZA TOGO, ˆTO W DIFFUZIONNYH ˆASTQH URAWNENIJ (14) I (33) PRISUTSTWU@T

PROEKTORY, MY IMEEM SLUˆAJ WYROVDENNYH DIFFUZIJ, PO“TOMU STANDARTNAQ FORMULA

gIRSANOWA NE PRIMENIMA.

nO ESLI OSTATXSQ W RAMKAH TOJ NEODNOZNAˆNOSTI, KOTORAQ PREDOPREDELENA ISPOLX-
ZUEMYMI PROEKTORAMI, TO, ISHODQ IZ EDINSTWENNOSTI (PO MODUL@ “TOJ NEODNOZNAˆNOSTI)

RE[ENIQ RASSMATRIWAEMOGO PARABOLIˆESKOGO DIFFERENCIALXNOGO URAWNENIQ S OPERATOROM,
RAWNYM DIAGONALXNOJ ˆASTI OPERATORA (25), PRI POMO]I STOHASTIˆESKOGO DIFFERENCIRO-
WANIQ iTO I FORMULY

(GABNC
AN

D
B )((P⊥)EDG

H
EM(P⊥)ML ) = (P⊥)CL

MOVNO NAJTI, ˆEMU BUDET RAWNA PROIZWODNAQ rADONA–nIKODIMA MERY µξΣ PO MERE µξ̃Σ :

dµξΣ

dµξ̃Σ
(ξ̃Σ(t)) = exp

∫ t

ta

[
−1

2
µ2κ

(
(P⊥)LAG

H
LK(P⊥)KE

)
jAIIj

E
IIdt

+µ
√
κGH

LK(P⊥)LAj
A
IIXK

M̄ dw
M̄
]
.

sDELAW TAKU@ ZAMENU PEREMENNOJ W TOM KONTINUALXNOM INTEGRALE, KOTORYJ POLUˆAETSQ

W SLUˆAE REDUKCII λ = 0, MY PRIDEM K SLEDU@]EMU INTEGRALXNOMU SOOTNO[ENI@:

GΣ(Q∗b , tb;Q
∗
a, ta) =

∫
G
GP(pbθ, tb; pa, ta)dµ(θ),

GDE QDRO GΣ PREDSTAWLENO KONTINUALXNYM INTEGRALOM

GΣ(Q∗b , tb;Q
∗
a, ta) =

∫
ξ̃Σ(ta)=Q

∗
a

ξ̃Σ(tb)=Q
∗
b

dµξ̃Σ exp

{
1

µ2κm

∫ tb

ta

Ṽ (ξ̃Σ(u))du

}

× exp

∫ tb

ta

{
−1

8
µ2κGABND

AN
L
B

[
γαβGDC(∇̃KαKβ)C

]
×
[
γµνGLE(∇̃KµKν)

E
]
dt+

1

2
µ
√
κND

P

[
γαβGCD(∇̃KαKβ)C

]
X P
M̄dw

M̄

}
(Q∗ = πΣ(p)).
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pOLUGRUPPA, OPREDELQEMAQ “TIM KONTINUALXNYM INTEGRALOM, DEJSTWUET W PROSTRANSTWE

SKALQRNYH FUNKCIJ NA Σ.

oTLIˆIE OT ANALOGIˆNOJ FORMULY IZ PREDYDU]EJ RABOTY [5] SOSTOIT W TOM, ˆTO

QKOBIAN REDUKCII SODERVIT DOPOLNITELXNYJ STOHASTIˆESKIJ INTEGRAL. w PRINCIPE, OT

“TOGO INTEGRALA MOVNO IZBAWITXSQ PRI POMO]I SOOTWETSTWU@]EGO ANALOGA TOVDESTWA

iTO [21]. nO POLUˆENIE TAKOGO TOVDESTWA I PROWERKA WOZMOVNOSTI EGO PRIMENENIQ W

NA[EM SLUˆAE TREBUET OTDELXNOGO RASSMOTRENIQ.

zAKL@ˆENIE

pRODELANNOE W RABOTE ISSLEDOWANIE POKAZALO, ˆTO SPOSOB FAKTORIZACII MERY W KON-
TINUALXNOM INTEGRALE, OSNOWANNYJ NA URAWNENII OPTIMALXNOJ NELINEJNOJ FILXTRACII,

PRIMENIM I W SLUˆAE, KOGDA DLQ OPISANIQ ”KWANTOWOGO” DWIVENIQ ˆASTICY NA REDUCIRO-
WANNOM MNOGOOBRAZII ISPOLXZU@TSQ ZAWISIMYE PEREMENNYE.

oSNOWNOJ REZULXTAT RABOTY — “TO INTEGRALXNYE SOOTNO[ENIQ MEVDU FUNKCIQMI

gRINA (FORMULY (31) I (32) I ANALOGIˆNYE FORMULY DLQ SLUˆAQ λ = 0), POLUˆENNYE PRI

POMO]I PREOBRAZOWANIQ KONTINUALXNYH INTEGRALOW.

pREOBRAZOWANIE KONTINUALXNYH INTEGRALOW POKAZALO, ˆTO PRI REDUKCII MERA W KON-
TINUALXNOM INTEGRALE NE OSTAETSQ INWARIANTNOJ.

pOLUˆENNYJ QKOBIAN REDUKCII IMEET INTERESNU@ STRUKTURU I WYRAVAETSQ ˆEREZ SRED-
N@@ KRIWIZNU MNOGOOBRAZIQ ORBITY. pOSLE PREOBRAZOWANIQ PEREMENNYH INTEGRIROWANIQ

W KONTINUALXNOM INTEGRALE “TA KRIWIZNA, WMESTE SO SREDNEJ KRIWIZNOJ MNOGOOBRAZIQ

ORBIT, POQWLQETSQ W STOHASTIˆESKOM DIFFERENCIALXNOM URAWNENII (14).

w SWQZI S “TIM MOVNO WYSKAZATX PREDPOLOVENIE, I “TO TREBUET DOPOLNITELXNOGO

ISSLEDOWANIQ, ˆTO SUMMA DWUH SREDNIH KRIWIZN WOZNIKAET WSLEDSTWIE RAS]EPLENIQ SRED-

NEJ KRIWIZNY MNOGOOBRAZIQ P , ESLI SˆITATX, ˆTO ONO ISHODNO WLOVENO W MNOGOOBRAZIE

BOLX[EJ RAZMERNOSTI.
nAJDENNOE PREDSTAWLENIE STOHASTIˆESKOGO DIFFERENCIALXNOGO URAWNENIQ, SODERVA-

]EGO GEOMETRIˆESKIE WELIˆINY, MOVET BYTX POLEZNO, PO-WIDIMOMU, PRI ISSLEDOWANII

WOPROSA O STRUKTURE RQDOW PO TEORII WOZMU]ENIJ W KALIBROWOˆNYH TEORIQH.

e]E ODIN IZ REZULXTATOW, KOTORYJ POLUˆEN W DANNOJ RABOTE, ESTX USTANOWLENNAQ SWQZX

MEVDU REDUCIROWANNYMI KONTINUALXNYMI INTEGRALAMI, OPREDELENNYMI NA PROSTRANSTWE

ORBIT M (SM. FORMULY IZ PREDYDU]EJ STATXI [5]), I KONTINUALXNYMI INTEGRALAMI

NA WSPOMOGATELXNOJ POWERHNOSTI Σ (W SLUˆAE TRIWIALXNYH GLAWNYH RASSLOENIJ). —TA

SWQZX ESTX SLEDSTWIE TOGO, ˆTO W OBOIH SLUˆAQH MY IMEEM ODINAKOWYE PRAWYE ˆASTI W

POLUˆENNYH INTEGRALXNYH SOOTNO[ENIQH.

iMEQ W WIDU RASPROSTRANENIE DANNOGO METODA FAKTORIZACII MERY NA KONTINUALX-
NYE INTEGRALY IZ KALIBROWOˆNYH TEORIJ, NEOBHODIMO TAKVE SKAZATX I O NEKOTORYH NE

RE[ENNYH W RABOTE PROBLEMAH.

w RABOTE RASSMATRIWALSQ OGRANIˆENNYJ SLUˆAJ, KOGDA NA ISHODNOM MNOGOOBRAZII

DEJSTWOWALA KOMPAKTNAQ GRUPPA. kAK SLEDSTWIE, OB˙EMY POLUˆA@]IHSQ ORBIT BYLI KO-

NEˆNYMI. wOZMOVNO, ˆTO PEREHOD K NEKOMPAKTNYM GRUPPAM PODSKAVET, KAK PREODOLETX

NEIZBEVNYE TRUDNOSTI, SWQZANNYE S BESKONEˆNOSTQMI, S KOTORYMI PRIDETSQ IMETX DELO

PRI NEFORMALXNOM RASPROSTRANENII METODA FAKTORIZACII NA KONTINUALXNYE INTEGRALY

KALIBROWOˆNYH TEORIJ.

20



e]E ODNIM OGRANIˆENIEM QWLQETSQ TO, ˆTO MY RASSMOTRELI TAKOE DEJSTWIE GRUPPY NA

MNOGOOBRAZII, PRI KOTOROM POLUˆENNOE GLAWNOE RASSLOENIE TRIWIALXNO. tOLXKO W “TOM

SLUˆAE MOVNO SˆITATX, ˆTO KALIBROWOˆNYE FUNKCII OPREDELQ@T PODMNOGOOBRAZIE W P .
wMESTE S TEM, SODERVANIE PROBLEMY gRIBOWA W KALIBROWOˆNYH TEORIQH SOSTOIT W TOM,

ˆTO TAKOJ KALIBROWOˆNOJ POWERHNOSTI (ILI GLOBALXNOGO SEˆENIQ GLAWNOGO RASSLOENIQ) NE

SU]ESTWUET.

w PREDLOVENNOM SPOSOBE KWANTOWANIQ KALIBROWOˆNYH TEORIJ METODOM KONTINUALX-
NOGO INTEGRIROWANIQ W RABOTAH [7] ISPOLXZUETSQ KONEˆNYJ NABOR TAKIH KALIBROWOˆNYH

POWERHNOSTEJ, I GLOBALXNAQ “WOL@CIQ ORGANIZOWANA PUTEM “S[IWANIQ” (PRI POMO]I SKLE-
IWA@]IH FUNKCIJ) “WOL@CIJ, ZADANNYH NA OTDELXNYH KALIBROWOˆNYH POWERHNOSTQH.

eSLI SˆITATX, ˆTO TOPOLOGIˆESKIE “FFEKTY PRI “TOM NE SU]ESTWENNY (ˆTO, WOOB]E

GOWORQ, MOVET BYTX I NE TAK I TREBUET OTDELXNOGO ISSLEDOWANIQ), TO, WOSPOLXZOWAW[ISX

METODAMI IZ RABOT [7], MOVNO RASPROSTRANITX POLUˆENNYE W NA[EJ RABOTE REZULXTATY I

NA SLUˆAJ NETRIWIALXNYH GLAWNYH RASSLOENIJ.
zAMETIM, ODNAKO, ˆTO PRAKTIˆESKIE WYˆISLENIQ W KALIBROWOˆNYH TEORIQH WYPOLNQ-

@TSQ LOKALXNO, PREDPOLAGAQ, ˆTO ZADANY TRIWIALXNYE GLAWNYE RASSLOENIQ.
w ZAKL@ˆENIE NEOBHODIMO ZAMETITX, ˆTO DLQ RE[ENIQ DRUGIH, NE SWQZANNYH S FAK-

TORIZACIEJ PROBLEM, WOZNIKA@]IH PRI KWANTOWANII KALIBROWOˆNYH TEORIJ, WOZMOVNO,
TAKVE BYLO BY WESXMA POLEZNO PRIWLEˆENIE URAWNENIJ, QWLQ@]IHSQ SLEDSTWIQMI OSNOW-

NOGO URAWNENIQ OPTIMALXNOJ NELINEJNOJ FILXTRACII, OSOBENNO URAWNENIJ, OPISYWA@]IH

STOHASTIˆESKU@ “WOL@CI@ PROIZWEDENIJ SLUˆAJNYH WELIˆIN.

bLAGODARNOSTI

aWTOR WYRAVAET SWO@ BLAGODARNOSTX a.w. rAZUMOWU ZA MNOGOˆISLENNYE OBSUVDENIQ

GEOMETRIˆESKIH PROBLEM, WOZNIKA@]IH W PROCESSE RABOTY, A TAKVE w.o. sOLOWXEWU I

w.i. bORODULINU ZA POLEZNYE SOWETY I POMO]X NA RANNIH STADIQH RABOTY.
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pRILOVENIE A
sTOHASTIˆESKIE DIFFERENCIALXNYE URAWNENIQ

NA PODMNOGOOBRAZII

eSLI W KONEˆNOMERNOE RIMANOWO (KOMPAKTNOE) GLADKOE MNOGOOBRAZIE S RIMANOWOJ ME-

TRIKOJ GAB(Q) WLOVENO PODMNOGOOBRAZIE M, S KOORDINATOAMI xi TAK, ˆTO LOKALXNO

PODMNOGOOBRAZIE ZADAETSQ URAWNENIQMI QA = QA(xi), TO NA PODMNOGOOBRAZII M INDUCI-

RUETSQ RIMANOWA METRIKA hij(x) = QA
i (x)QB

j (x)GAB(Q(x)).
nA PODMNOGOOBRAZII M SLUˆAJNYJ PROCESS ξ(t) = {xi(t)}, S PROIZWODQ]IM GENERA-

TOROM 1/2�M (�M–OPERATOR lAPLASA–bELXTRAMI), OPISYWAETSQ SLEDU@]IM LOKALXNYM

STOHASTIˆESKIM DIFFERENCIALXNYM URAWNENIEM:

dxk(t) = −1

2
hij(x(t))Γkij(x(t))dt+Xk

m̄(x(t))dwm̄(t),

(
∑

m̄
Xk
m̄X

l
m̄ = hkl). (A.1)

pUSTX LOKALXNOE STOHASTIˆESKOE DIFFERENCIALXNOE URAWNENIE, OPISYWA@]EE TOT VE

SAMYJ PROCESS NA PODMNOGOOBRAZII, NO W PEREMENNYH QA, BUDET:

dQA(t) = aAdt + X̃A
M̄dw

M̄ (t), (A.2)

GDE KO“FFICIENTY aA I X̃A
M̄ (t) – POKA NEOPREDELENNYE FUNKCII OT Q(t). oT PROCESSA,

ZAPISANNOGO W PEREMENNYH QA(t), TAKVE TREBUETSQ, ˆTOBY W NAˆALXNYJ MOMENT WREMENI

ON NAHODILSQ NA PODMNOGOOBRAZII.
dLQ NAHOVDENIQ KO“FFICIENTOW URAWNENIQ (A.2) PRODIFFERENCIRUEM PO FORMULE iTO

URAWNENIQ QA = QA(xi(t)), SˆITAQ PRI “TOM, ˆTO SLUˆAJNYE PEREMENNYE xi(t) UDOWLETWO-
RQ@T URAWNENI@ (A.1). tO, ˆTO POLUˆITSQ POSLE DIFFERENCIROWANIQ, PRIRAWNQEM PRAWOJ

ˆASTI URAWNENIQ (A.2).
tOGDA NAJDEM, ˆTO KO“FFICIENT aA RAWEN:

aA = −1

2
QA
i (x(t))hkl(x(t))Γikl(x(t)) +

1

2
QA
ij(x(t))hij(x(t)). (A.3)

nO

hkl(x)Γikl(x) = GAB(Q(x))
(
QA
kl(x)+

+ ΓACD(Q(x))QC
k (x)QD

l (x)
)
him(x)QB

m(x)hkl(x) (A.4)

(SM., NAPRIMER, [22]).

s UˆETOM “TOJ FORMULY I PRI POMO]I PROEKTOROW NA KASATELXNOE PROSTRANSTWO K

PODMNOGOOBRAZI@ M:

NC
B (Q(x)) = GBA(Q(x))QA

i (x)hij(x)QC
j (x),

(A.3) PREOBRAZUETSQ W

aA = −1

2
NA
P h

ijQC
i Q

D
j ΓPCD −

1

2
NA
PQ

P
klh

kl +
1

2
QA
klh

kl. (A.5)
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nO POSKOLXKU KOMPONENTY NORMALI SREDNEJ KRIWIZNY PODMNOGOOBRAZIQ RAWNY

jD =
1

2
(δDB −ND

B )hij
[
∇QP

i
∂

∂QP

(
QL
j

∂

∂QL

)]B
=

1

2
hij(QA

i Q
B
j ΓDAB +QD

ij −ND
C Q

A
i Q

B
j ΓCAB −ND

CQ
C
ij),

TO (A.5) PEREPISYWAETSQ W WIDE:

aA(Q(x)) = −1

2
GEM (Q(x))NC

E (Q(x))NB
M(Q(x))ΓACB(Q(x)) + jA. (A.6)

w SWQZI S TEM, ˆTO NORMALX SREDNEJ KRIWIZNY MOVET BYTX OPREDELENA TAKVE I

BESKOORDINATNYM OBRAZOM, NAPRIMER ˆEREZ OTOBRAVENIE wEJNGARTENA, TO jA W FORMULE

(A.6) QWLQ@TSQ NA SAMOM DELE FUNKCIQMI NA PODMNOGOOBRAZII, T.E. jA ≡ jA(Q(x)).
pREVDE ˆEM WYˆISLQTX KO“FFICIENTY DIFFUZII X̃A

M̄ (t) ZAMETIM, ˆTO KO“FFICIENTY

DIFFUZII URAWNENIJ (A.1) I (A.2) OPREDELENY S TOˆNOSTX@ DO ORTOGONALXNYH PREOBRA-
ZOWANIJ.

iZ RAWENSTWA

X̃A
M̄dw

M̄ = QA
i X

i
m̄dw

m̄,

POLUˆENNOGO IZ (A.2) POSLE PRIMENENIQ FORMULY iTO, SLEDUET, ˆTO∑
M̄

X̃A
M̄ X̃B

M̄ =
∑
m̄

QA
i X

i
m̄Q

B
j X

j
m̄ = hijQA

i Q
B
j = GCDNA

CN
B
D .

oTKUDA MOVNO NAJTI X̃A
M̄ :

X̃A
M̄ = NA

CXC
M̄ , (

∑
M̄

XD
M̄XC

M̄ = GCD).

tAKIM OBRAZOM, PRINQW KOORDINATY QA(x(t)) ZA NOWYE KOORDINATY QA(t) SLUˆAJNOGO PRO-
CESSA (WMESTE S TREBOWANIEM, ˆTOBY W NAˆALXNYJ MOMENT WREMENI PROCESS NAHODILSQ NA

PODMNOGOOBRAZII), MY POLUˆIM, ˆTO LOKALXNOE STOHASTIˆESKOE DIFFERENCIALXNOE URAW-
NENIE DLQ KOMPONENT QA, OPISYWA@]EE SLUˆAJNYJ PROCESS NA PODMNOGOOBRAZII, IMEET

SLEDU@]IJ WID:

dQA(t) =

(
−1

2
GEMNC

DN
D
MΓACD + jA

)
dt+NA

CXC
M̄dw

M̄ , (A.7)

GDE WSE FUNKCII SPRAWA TEPERX ZAWISQT OT Q(t).
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