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Abstract

By using the formula for the Ricci tensor of a standard solvmanifold, we prove some prop-
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erties of the application which defines the semidirect product between the abelian part and the

nilpotent part when our manifold is Einstein.
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Nous étudions dans cette note certains aspects des métriques invariantes a gauche d’Einstein
sur les groupes de Lie résolubles. Nous rappelons que tous les exemples connus de variétés
homogenes d’Einstein non-compactes et non-plates sont isométriques aux solvariétés d’Einstein
(S,Qp) ou S désigne un groupe de Lie résoluble simplement connexe muni d’une métrique
invariante a gauche d’Einstein ()y. Essentiellement nous étudions les algebres de Lie résolubles

1

métriques (s,Q). Une telle algebre de Lie métrique est appelée standard ([H]) si [s,s]— est

abélien. On note n := [s, 5] (la partie nilpotente) et a := nt. Soit Hg € s le vecteur défini par
Q(Hg,X) =trady pour tout X € s.

Dans la formule de ricg (voir la partie suivante) I'application ady,, apparait de maniere décisive.
Nous étudions quelques propriétés de cette application. Dans la premiere partie nous présentons
une propriété importante trouvée par J. Heber : soit (s, [,]) une algeébre de Lie non-unimodulaire
résoluble munie d’une métrique d’Einstein standard Q. Alors d’apres le théoreme 4.10 de [H],
Dy, la partie symétrique de adg, € End(s) est aussi une dérivation (et définie positive sur n),
ou Hy = Hg, est non nul (par hypotheése de non-unimodularité). En d’autre terme, (s,[,], Qo)
est isométrique a un espace de type Iwasawa. Ceci implique que adf, est un opérateur normal de
(s,Qo). La propriété qui nous intéresse est la suivante : pour une telle algebre de Lie (s, [,], Qo)
il existe un multiple positif unique H; = AHj tel que I'opérateur normal ady, |, a des valeurs
propres dont les parties réelles p; < --- < g, sont des entiers sans diviseur commun ([H],
théoreme 4.14). Les pu; sont les valeurs propres de Dy, |,. Si d;,i = 1,...,m désignent les

multiplicités correspondantes, alors on appelle le 2m-uplet

(/1’1<<,U'm7d17 7dm)

le type de valeur propre de solvariété d’Einstein standard associée ([H]). Dans la premiére partie
nous présentons la preuve de ce résultat (en imitant celle de Heber) de maniére tres simple.
Dans la deuxiéme partie, nous supposerons que n est nilpotente de rang deux et que dima = 1.
L’application adp, étant une dérivation, il est clair que celle-ci préserve ¢ le centre de n. Dans
le chapitre 4 de [KH], un premier théoreme de réduction montre que cette application préserve
aussi le supplémentaire orthogonal de ¢ dans n. Ceci résulte aussi du fait que adpy, est un
opérateur normal. Par la suite dans le chapitre 7, un deuxieme théoréme de réduction montre
que cet opérateur laisse invariants ¢; = [n,n] et ¢ son supplémentaire orthogonal dans ¢. Grace
a la formule de ricg nous donnons une preuve (inspirée par celle de Kass) de ces propriétés dans
cette partie. Nous donnons également la preuve du fait que les valeurs propres de Dy, |, sont
toutes positives en admettant que celle-ci est bien une dérivation.

Nous étudions un probléeme de décomposabilité de n dans la troisieme partie lorsque dima = 1

(par exemple a = (H) avec H de norme 1) et prouvons que si

(<H> ©ny Oy, [7]7Q0)



est d’Einstein ou les algebres n; et ng sont orthogonales et [n;,ng] = {0}, alors Dy, préserve
ny et ng. Il en résulte que ((H) @ ny,[,];, Qo) pour i = 1,2 est aussi d’Einstein ou [,]; et [, ]2
sont obtenus & partir de [,] en modifiant adg,. Pour ce dernier nous appliquons les arguments
de [W] que nous avons déja utilisés dans [F1] et [F2]. Finalement dans la derniére partie, nous
revenons sur le type de valeur propre et considérons le cas particulier de (1 < 2;d;,d3) ou n est
nécessairement nilpotente de rang deux et dima = 1. C’est dans ce cadre que Damek et Ricci ont
trouvé leurs exemples harmoniques. Récemment dans [GK] une famille continue de solvariétés
d’Einstein de courbure sectionnelle négative a été obtenue dans ce cas. 1l est intéressant d’étudier
les obstructions possibles sur d; et ds lorsqu’il existe une solvariété d’Einstein de type de valeur
propre égal a (1 < 2;dy,d2). Nous montrons que si di et do sont premiers entre eux, alors la

partie nilpotente d’une telle solvariété est indécomposable.

1 Type de valeur propre

Soit S un groupe de Lie résoluble connexe et simplement connexe. On note s son algebre de
Lie et B sa forme de Killing. On désigne par Der(s) C End(s) 'algebre de Lie de toutes les
dérivations de s.

Supposons que s est munie d’un produit scalaire (défini positif) @ qui induit la norme |- | et
prenons {e; } une base orthonormée quelconque de (s, ). Comme nous avons défini auparavant,
le vecteur Hg est déterminé par Q(Hg, X) = tradx pour tout X € s. Il est clair que Hg est
perpendiculaire & Palgebre dérivée [s,s]. Nous rappelons que S (ou s) est appelé unimodulaire
si tradxy = 0 pour tout X € s, ou de maniere équivalente si le vecteur Hg s’annule (pour tout
Q).

Le produit scalaire ) induit une métrique riemannienne invariante a gauche sur S que I'on
note toujours (. Si le tenseur de courbure de Ricci ric(v,w) = tr R (-,v)w défini & partir de
R le tenseur de courbure de Riemann est un multiple de la métrique @), alors ) est appelée
d’Einstein. Si Q¢ est une métrique d’Einstein sur (s,[,]), la constante de proportionnalité est
non-positive puisque S est non-compact ([B]). De plus, si ricg, s’annule alors (S, Qo) est une

variété plate (voir par exemple [BB]). Nous considérons donc le cas

ricg, (v, w) = —c- Qo(v,w)

avec ¢ > 0. La courbure scalaire est alors égale a sc¢(Q9) = —c-dim S. La formule de ricy dans

le cas général est donnée dans la section 2 de [DM] (comparer avec 7.38 de [B]) :

ricg(X,X) = —Q(adp, X,X) —1/2B(X, X)
—1/2trady oady +1/4 ) Q([ei, ¢;], X)?
2

ot * désigne I’adjoint par rapport & Q. Si [s,s]* (relatif & Q) est abélien, nous appelons (s, Q)
une algebre de Lie standard ([H]).



Maintenant nous prouvons la propriété de rationnalité concernant les valeurs propres de Dy,
mentionnée auparavant des qu’une métrique d’Einstein standard () est fixée. Nous donnons

tout d’abord une preuve simple du lemme crucial suivant (voir le lemme 4.13 de [H]) :

Lemme 1.1 Avec les notations précédentes, si (s, [,], Qo) est une algébre de Lie non-unimodulaire
résoluble munie d’une métrique d’Finstein standard QQq, alors pour toute dérivation symétrique
A € Der(s), nous avons

¢ tranA = try(Dpg, 0 A).

Remarque. En fait tryA = tr A car A s’annule nécessairement sur a ([H]).

Démonstration. Remarquons comme dans le lemme 2.2 de [H] que pour tout X € s,
trad 4(x) = tr[A,adx] = 0 ce qui implique que A(X) est perpendiculairea Hy et donc A(Hp) = 0.
Il en résulte que A commute avec ady, et sa partie symétrique Dp,. Supposons que {e¢;} est
une base orthonormée de s formée par des vecteurs propres de Dy, et de A. Supposons que sur

n: Dy, (e;) = pie; et A(e;) = cye;. Nous utilisons la formule de ricg, (e;, e;) pour e; € n :

ricgy(eirei) = —Qo(Dumy(€:), i) —1/2B(ei, €i)
—1/22 Qo([ei, e5], [ei, e5]) + 1/42 Qo(lej, ex], €i)”
J Jk
et puisque n C ker(B) (voir [Bou] ou [SW]) obtenons donc I’égalité suivante :
c—pi=1/2) (cf)? = 1/4) (cy)?
Ik Ik

ol cfj = Qo([ei, €j], ex) pour tous 4, j, k. Nous avons alors comme dans le lemme 3.3 de [H] :

C'tI'nA—tI'n(DHOOA):C'ZZ' ai_zyj Mg - Qi

= Z (12> ()? = 1/4> " ()} - i

13 ],k) ]7k
k\2
= —1/42 (ar — a; — o) - (c5)
1,5,k
=0
la derniere égalité vient du fait que A est une dérivation car si cfj #0alors o, = o; + 5. O

Remarque. La dérivation symétrique Dy, est caractérisée par cette propriété qui reste valable
pour une dérivation quelconque A. Notons que le cas A = Dy, donne ¢ = tr D%IO /tradm,.

Maintenant, supposons que 0 < A\; < Ag < --- < Ay, sont les valeurs propres distinctes de
Dy, |, de multiplicités d; = dimn; et n; les espaces propres associés dans n. Dans la partie
suivante nous donnerons une preuve du fait que toutes les A; sont bien positives lorsque n est
nilpotente de rang deux et dima = 1. Soit A : n — n définie par A|nj =ajldpour 1 <j<m
avec o + oj = ay si 0 # [n,nj] C ng. Il est clair que A devient une dérivation symétrique de s
en posant A, = 0. D’apres le lemme précédent, nous avons

m

Z dj'(C—Aj)'OszO.

j=1



Soit £ le nombre de «; qui peuvent étre indépendants des autres. Soit L = {a;,,... ,q;,} un tel

choix. Alors en posant X; = A;/c, nous obtenons

> Pu(Xipyo X)) ey, =0

ou P; est un polyndéme de degré 1 de ¢ variables & coefficients rationnels. L’égalité ci-dessus

étant valable pour toutes valeurs de «;_, il en résulte que
P, (X;,...,X;,) =0pour 1 <s </

11 est facile de vérifier que ce systeme nous donne une unique solution pour les X;,, d’apres la
remarque précédente. Ceci implique que les A;,/c sont toutes rationnelles ce qui prouve que

toutes les \;/c sont rationnelles. Nous avons donc montré le

Théoréme 1.2 (Heber) Il existe une constante positive w, telle que les valeurs propres de

Dy, : n — n appartiennent ¢ w - N.

Ceci implique qu'il existe un multiple positif unique Hy = AHj tel que Popérateur adpy, |,
a des valeurs propres dont les parties réelles u; < --- < py, sont des entiers positifs sans
diviseur commun. Les p; sont les valeurs propres de Dy, |,. Si d; désignent les multiplicités

correspondantes, alors on appelle le 2m-uplet

(:U‘l <</1’m;d17 7dm)

le type de valeur propre de solvariété (non-unimodulaire) d’Einstein standard (s,[,], Qo). A
I’aide du théoréeme précédent nous obtenons des obstructions a I'existence d’une telle métrique
Qo sur (s,[,]) avec dima = 1, dés qu’un type de valeur propre est fixé. En effet P'espace
a = (H) étant de dimension 1, nous pouvons parler de type de valeur propre sans fixer une
métrique d’Einstein. Dans ce cas les valeurs propres dans un type donné sont celles de adg
(pour quelques exemples voir [H] 5.3). Nous allons considérer dans la derniére partie, le type de

valeur propre (1 < 2;dy,ds) pour s = (H) ®n.

2 Deux théoremes de réduction pour adpy,

Nous utilisons toujours les mémes notations. Dans cette partie nous supposons que n est nilpo-
tente de rang deux et dima = 1. Soit {e;} une base orthonormée de s formée par {H} et une
base de n o H = Hy/|Hy|. Posons f = adpg|,. Quitte a changer H par —H, nous pouvons
supposer que tr f > 0. Il est clair que f préserve ¢ le centre de n. Soit m le supplémentaire

orthogonal de ¢ dans n. La matrice de f dans des bases orthonormées de ¢ et m est la suivante

fz(f)1 g)



Nous prouvons que C' = 0. Ceci a déja été démontré dans [KH]. Nous donnons une preuve

similaire en utilisant la formule de ricg,. Réécrivons la formule

ricg,(X,Y) = —Qo(Dp,X,Y)—1/2B(X,Y) —1/2%; Qo([X,e],[Y,e;])
+1/4) 5 Qo(X, [ei,¢5]) - Qo(Y [er, ej]).
Y]

Appliquons cette formule pour X € cet Y € m. Avec ady, = (tr f)f, nous avons

0 = —1/2(tr /)Qo((f + )X, Y) = 1/2Qo(f(X), f(Y))

ou {Y;} est la base orthonormée choisie de m. Nous obtenons alors

(tr )Qo(S'X,Y) + Qo(f'fX,Y) =D Qu(f'X,Y;)- Qo(f'Y,Y;) =0
J

mais cette derniére somme étant égale & Qo(f'X, f'Y), nous avons donc (tr f)C! = DC' — C'A
et en conséquence (tr f)[|C||? = tr(C'CD — CC'A). Choisissons {Y;} et la base orthonormée
{X;} de ¢ telles que S4 et Sp les parties symétriques de A et D soient diagonales. Posons
Sa = diag(a;) et Sp = diag(d;). Nous montrons maintenant que a; > d; pour tous 7, 5. Dans ce
cas, l'inégalité tr C'CD < tr CC'A entraine ||C|| = 0. Nous utilisons la formule de ricg,(Y,Y)

avec Y =Yj;. Ce qui donne

-c = _(trf)djo - 1/2Q0(f(Y)7f(Y)) - 1/2 Zj QO([Yay}]a [Ya}/}])
+1/237; Qo(Y, f(Y5))?
notons que Qo(f(Y), f(Y)) = >_; Qo(Y, f(Y;))? + R avec R > 0 car la partie symétrique de
D est diagonale. Nous obtenons donc (tr f)d;, < c¢. Maintenant nous utilisons la formule de
ricg, (X, X) avec X = X :

—c = —(tr flai, — 1/2Qo(f(X), f(X)) +1/237, Qo(X, f(ex))?
+1/4) ) Qo(X, [, Yy])?
53"
notons que >, Qo(X, f(exr))? = Qo(f(X), f(X)) + L avec L > 0 car la partie symétrique de
A est diagonale. Nous obtenons donc ¢ < (tr f)a;,. En combinant les deux inégalités obtenues
nous avons dj, < a;, et nous terminons ainsi la preuve de C' = 0.

Nous pouvons maintenant prouver que les d; sont positives. Si pour un jp, dj, < 0, puisqu’il
existe un j; tel que [Yj;,Y} ] # 0 nous obtenons que dj, + dj, = a;, pour un ig. Ce qui est
impossible car d;, < a;,. Ceci montre que d; > 0 pour tout j. Supposons que pour un j,
dj, = 0. Dans ce cas dj, = a;, pour un j; et un iy, ce qui montre que nous sommes dans le cas
d’égalité dans les inégalités (tr f)d;, < ¢ < (tr f)a;,. Alors il est facile de voir que nous avons

Q Xy =0 ou pour tout X € ¢ 'opérateur Qx : m — m est défini de la maniere suivante

QO(QX(Y)a Y,) = QO(Xa [Ya YI]) pour tous Y, Yiem



ce qui implique X;, € [n,n]" N¢ (voir le chapitre 4 de [KH]). Mais nous savons comment réduire
I'étude du cas général au cas ou ¢ = [n, n] comme nous avons expliqué dans [F1]. En effet, il suffit
de modifier la norme de H et éventuellement les valeurs propres de Dy, juste en multipliant
celles-ci par des constantes convenables, ce qui laisse inchangé dj, = 0, d’oui le résultat recherché.

Maintenant supposons que ¢; = [n,n] et co le supplémentaire orthogonal de ¢; dans ¢. II est
clair que f préserve ¢;. Alors nous pouvons donner une preuve du fait que f préserve aussi co,
ce qui a été prouvé dans [KH]. Ceci se fait exactement de la méme maniére que la preuve de
C = 0, i.e. il suffit d’appliquer la formule de ricg, pour les trois cas différents. Nous évitons

d’écrire les détails. La matrice A dans des bases orthonormées de ¢; et ¢y s’écrit donc de la

A0
=(0 )

maintenant nous pouvons prouver également que la partie symétrique de A” est un multiple de

maniére suivante

I'identité (comme c’est prouvé aussi dans [KH]). Si {Z;} est une base orthonormée de ¢y pour
laquelle la partie symétrique de A” est diagonale, alors la formule de ricg, implique facilement

¢ = Qo(DuyZj, Zj) d’ott le résultat. Nous résumons tout cela en forme du théoréme suivant

Théoréme 2.1 Soit ((H)®n,[,], Qo) une algébre de Lie non-unimodulaire résoluble d’Einstein
avec n nilpotente de rang deuzx. Soient m le supplémentaire orthogonal de ¢ (le centre de n) dans
n et ¢y le supplémentaire orthogonal de [n,n] dans c¢. Alors adg, laisse invariants m et ¢o. La

partie symétrique de adp,|., est un multiple de lidentité. Si nous admettons que Dy, est une

€2

dérivation de s, alors elle est définie positive sur (n, Qo).

3 Probleme de décomposabilité

Dans cette partie nous considérons une algebre de Lie non-unimodulaire résoluble d’Einstein
(s,[,], Qo) avec dima = 1 et supposons que n = [s,s] est décomposable orthogonalement en
somme directe de deux sous-algebres n = n; @ ny avec [ny,n2] = {0}. Nous examinons le
probléme de savoir si chaque composante ((H) ® n;, [, ];, Qo) est d’Einstein ou [,]; est obtenu a
partir de [,] en modifiant éventuellement adg, sur n;. Nous prouvons que Dy, préserve les n;
et répondons donc affirmativement au probleme.

Tout d’abord nous pouvons supposer sans perdre de généralité que adp, est une dérivation
symétrique de s. Ceci est possible grace au théoreme 4.10 de [H]. Soit {e;} une base orthonormée
de s formée par {H} et des bases orthonormées de n; et np (comme avant H = Hy/|Hy|).
Supposons que X € nj et Y € ng sont deux vecteurs quelconques. Nous appliquons une nouvelle

fois la formule de ricg,(X,Y’). Nous obtenons alors

Qo(adHony) = _1/221' QU([Xvei]v[Yvei])
F1/23 S Qo(X, [enr ) - Qo(Y, feses)
2



ce qui donne
Qo(admy, X,Y) = —1/2Q¢([H,X],[H,Y])
+1/2 Zz QO([Ha ei]aX) ’ QU([Ha BZ'],Y).
Posons [H, X] =37, ae; et [H,Y] =3, Bje;. Nous avons alors
Qo([H, X, [H,Y]) = b
k

D’autre part
Zk QO([H’ ek]vX) : QU([Ha ek]vY)
= Zk QU(ek’ [Hv X]) : QU(ekﬂ [Ha Y])
= Zk oy B

et nous obtenons Qp(ady,X,Y) = 0. Ceci montre que adg,(n;) C n; pour i = 1,2. Le lemme
1.4(3) de [W] montre que dans ce cas en modifiant ad g, sur chaque n;, ’espace ((H)®n;, [, i, Qo)

devient d’Einstein ou [,]; est le crochet de Lie modifié. Rappelons ce lemme

Lemme 3.1 Soit ((H) ®n,Q) une algébre de Lie résoluble métrique. Si adu, est symétrique,

alors pour tout vecteur X € s
ricg (X, X) = ricy (X, X) — Q(adpg, X, X).

Grace a ce lemme, sachant que la courbure de Ricci ric, s’écrit comme la somme directe des

trpadg,
Hy,|; == 1/—0 -ad
[Ho, i tro,adg, a H0|ni

ce qui est possible car toutes les valeurs propres de ady, sont positives. Nous avons donc terminé

ricy,, il suffit de poser

la preuve du théoreme suivant

Théoréme 3.2 Soit ((H)®n,[,], Qo) une algébre de Lie non-unimodulaire résoluble d’Einstein.
Supposons que n se décompose orthogonalement en somme directe de deuz sous-algébres ny et
ny avec [ny,ng] = {0}. Alors Dy, préserve les n;. En particulier, les espaces ((H) ®ny,[,]i, Qo)

sont d’Finstein ot [,]; sont obtenus a partir de [,] en modifiant ady, sur chaque n;.

4 Type de valeur propre (1 < 2;dy,ds)

Nous considérons ici le type de valeur propre (1 < 2;d;,dy) pour s = (H) ®n. Dans la partie
(E) 5.3 de [H], il y a déja un exemple d’une telle s de type en question qui n’admet pas de
métrique d’Einstein. Notre résultat fournit une condition d’indécomposabilité lorsque d; et
dy sont premiers entre eux. En effet, nous allons montrer que si (s,[,]) admet une métrique
d’Einstein @, alors n = [s, s] est indécomposable. Rappelons qu'une algebre de Lie (n,[,]) est
dite décomposable s’il existe deux sous-algebres non triviales ny et no telles que n = ny ®ny et
[n1,m2] = {0}

Maintenant nous commencons a prouver le



Théoréme 4.1 Soit (s = (H) ®n,[,]) une algébre de Lie résoluble non-unimodulaire de type
de valeur propre (1 < 2;dy,ds2) ot dy et do sont premiers entre euz. Si s admet une métrique

d’Finstein Qg, alors n est indécomposable.

Démonstration. Supposons que (s,[,]) est munie d’'une métrique d’Einstein Q. Tout
d’abord, nous remarquons que le type de valeur propre est un invariant d’isomérie, i.e. deux
solvariétés d’Einstein standards isométriques ont méme type de valeur propre. Grace au théoreme
4.10 de [H] que nous avons rapidement expliqué au début de la note, nous sommes surs que les
deux espaces (s, [,], Qo) et (s,[,]T, Qo) sont isométriques, ou [,]* = [,] sur n et [Hy,-]* = Dpg,.
Par conséquent, ils ont méme type de valeur propre. Ceci nous permet donc de supposer sans
perdre de généralité que adp, est une dérivation symétrique de s.

Nous écrivons maintenant n = ny GLB ny ou dimn; = d; et [n,ng] = {0}, 0 # [ny,ny] C ny ce
qui est possible car nous avons
=uld

a’dFIO |TL1

avec i = 1,2 pour une constante p. Notons que ceci entraine que (n,[,]) est nilpotente de rang
deux. Nous montrons qu’en fait [ny, n1] = ny. Siceci n’est pas le cas, alors n = (n;®[ny, ny)) é Mo
ou 0 # ny C ng est abélien. En appliquant le lemme 3.1 pour X € ny nous obtenons ¢ = 2.
D’autre part I’égalité ¢ = tr D%IO/tr adp, donne ¢ = p - (dy + 4d2)/(d1 + 2d2) ce qui contredit
I’égalité précédente.

Supposons maintenant que n est décomposable. Nous pouvons écrire dans ce cas
ng =n" on’ ny =, n]® " n"

ou [n',n"] = {0} et dimn' = d' > 0,dimn” = d" > 0 (d' +d" = dy) et dim[n',n'] = ¢ >
0,dimn",n"] = ¢" > 0 (¢' +¢" = dy). Soit A : s — s définie par A(Hp) = 0, A|, = o 1d,
Al = azld, A = 2a11d et si £ > 0, A

dérivation de s. Si ¢ = 0, la version forte du lemme 1.1 (lemme 4.13 de [H]) nous donne

[0’ 0] wrar) = 2021d. Il est clair que A est une

d'(c—p)ag +d"(c — p)ag + 2ds(c — 2p)a; =0

et puisque oy et as sont quelconques, nous obtenons ¢ — 4 = ¢ — 2 = 0 une contradiction. Si

¢" > 0, alors le méme argument implique
d'(c—p)ay +d"(c — p)ag + 20 (¢ — 2u)ay + 20" (¢ — 2u)as = 0
et nous obtenons d'/d”" = ¢'/¢" oubien d'/(d; —d') = {'/(da—') et donc d'd2 = dq1¢'. Maintenant

do divise d1{' et puisque d; et dy sont premiers entre eux, ds divise ¢/, impossible car dy > .

d
Il est facile de voir que I'existence d’une métrique d’Einstein Qg impose la condition dy <
di(dy — 1)/2. De méme si d; est impaire, alors do ne peut pas étre égal a 1 ou 2 ni égal a

di(dy —1)/2 =1 ou di(d; — 1)/2 — 2 ([GK]). D’autres obstructions ne sont pas connues a ce



sujet. Par contre, pour les cas possibles, il y a des exemples, comme le cas do = 2r et dy = kds,

pour tous r, k.
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