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Abstract

By using the formula for the Ricci tensor of a standard solvmanifold, we prove some prop-

erties of the application which de�nes the semidirect product between the abelian part and the

nilpotent part when our manifold is Einstein.
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Nous �etudions dans cette note certains aspects des m�etriques invariantes �a gauche d'Einstein

sur les groupes de Lie r�esolubles. Nous rappelons que tous les exemples connus de vari�et�es

homog�enes d'Einstein non-compactes et non-plates sont isom�etriques aux solvari�et�es d'Einstein

(S;Q0) o�u S d�esigne un groupe de Lie r�esoluble simplement connexe muni d'une m�etrique

invariante �a gauche d'Einstein Q0. Essentiellement nous �etudions les alg�ebres de Lie r�esolubles

m�etriques (s; Q). Une telle alg�ebre de Lie m�etrique est appel�ee standard ([H]) si [s; s]? est

ab�elien. On note n := [s; s] (la partie nilpotente) et a := n
?. Soit HQ 2 s le vecteur d�e�ni par

Q(HQ;X) = tr adX pour tout X 2 s:

Dans la formule de ricQ (voir la partie suivante) l'application adHQ
apparâ�t de mani�ere d�ecisive.

Nous �etudions quelques propri�et�es de cette application. Dans la premi�ere partie nous pr�esentons

une propri�et�e importante trouv�ee par J. Heber : soit (s; [; ]) une alg�ebre de Lie non-unimodulaire

r�esoluble munie d'une m�etrique d'Einstein standard Q0. Alors d'apr�es le th�eor�eme 4.10 de [H],

DH0
la partie sym�etrique de adH0

2 End(s) est aussi une d�erivation (et d�e�nie positive sur n),

o�u H0 = HQ0
est non nul (par hypoth�ese de non-unimodularit�e). En d'autre terme, (s; [; ]; Q0)

est isom�etrique �a un espace de type Iwasawa. Ceci implique que adH0
est un op�erateur normal de

(s; Q0). La propri�et�e qui nous int�eresse est la suivante : pour une telle alg�ebre de Lie (s; [; ]; Q0)

il existe un multiple positif unique H1 = �H0 tel que l'op�erateur normal adH1
j
n
a des valeurs

propres dont les parties r�eelles �1 < � � � < �m sont des entiers sans diviseur commun ([H],

th�eor�eme 4.14). Les �i sont les valeurs propres de DH1
j
n
. Si di; i = 1; : : : ;m d�esignent les

multiplicit�es correspondantes, alors on appelle le 2m-uplet

(�1 < � � � < �m; d1; : : : ; dm)

le type de valeur propre de solvari�et�e d'Einstein standard associ�ee ([H]). Dans la premi�ere partie

nous pr�esentons la preuve de ce r�esultat (en imitant celle de Heber) de mani�ere tr�es simple.

Dans la deuxi�eme partie, nous supposerons que n est nilpotente de rang deux et que dim a = 1.

L'application adH0
�etant une d�erivation, il est clair que celle-ci pr�eserve c le centre de n. Dans

le chapitre 4 de [KH], un premier th�eor�eme de r�eduction montre que cette application pr�eserve

aussi le suppl�ementaire orthogonal de c dans n. Ceci r�esulte aussi du fait que adH0
est un

op�erateur normal. Par la suite dans le chapitre 7, un deuxi�eme th�eor�eme de r�eduction montre

que cet op�erateur laisse invariants c1 = [n; n] et c2 son suppl�ementaire orthogonal dans c. Grâce

�a la formule de ricQ nous donnons une preuve (inspir�ee par celle de Kass) de ces propri�et�es dans

cette partie. Nous donnons �egalement la preuve du fait que les valeurs propres de DH0
j
n
sont

toutes positives en admettant que celle-ci est bien une d�erivation.

Nous �etudions un probl�eme de d�ecomposabilit�e de n dans la troisi�eme partie lorsque dim a = 1

(par exemple a = hHi avec H de norme 1) et prouvons que si

(hHi � n1 � n2; [; ]; Q0)
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est d'Einstein o�u les alg�ebres n1 et n2 sont orthogonales et [n1; n2] = f0g, alors DH0
pr�eserve

n1 et n2. Il en r�esulte que (hHi � ni; [; ]i; Q0) pour i = 1; 2 est aussi d'Einstein o�u [; ]1 et [; ]2

sont obtenus �a partir de [; ] en modi�ant adH0
. Pour ce dernier nous appliquons les arguments

de [W] que nous avons d�ej�a utilis�es dans [F1] et [F2]. Finalement dans la derni�ere partie, nous

revenons sur le type de valeur propre et consid�erons le cas particulier de (1 < 2; d1; d2) o�u n est

n�ecessairement nilpotente de rang deux et dim a = 1. C'est dans ce cadre que Damek et Ricci ont

trouv�e leurs exemples harmoniques. R�ecemment dans [GK] une famille continue de solvari�et�es

d'Einstein de courbure sectionnelle n�egative a �et�e obtenue dans ce cas. Il est int�eressant d'�etudier

les obstructions possibles sur d1 et d2 lorsqu'il existe une solvari�et�e d'Einstein de type de valeur

propre �egal �a (1 < 2; d1; d2). Nous montrons que si d1 et d2 sont premiers entre eux, alors la

partie nilpotente d'une telle solvari�et�e est ind�ecomposable.

1 Type de valeur propre

Soit S un groupe de Lie r�esoluble connexe et simplement connexe. On note s son alg�ebre de

Lie et B sa forme de Killing. On d�esigne par Der(s) � End(s) l'alg�ebre de Lie de toutes les

d�erivations de s.

Supposons que s est munie d'un produit scalaire (d�e�ni positif) Q qui induit la norme j � j et

prenons feig une base orthonorm�ee quelconque de (s; Q). Comme nous avons d�e�ni auparavant,

le vecteur HQ est d�etermin�e par Q(HQ;X) = tr adX pour tout X 2 s. Il est clair que HQ est

perpendiculaire �a l'alg�ebre d�eriv�ee [s; s]. Nous rappelons que S (ou s) est appel�e unimodulaire

si tr adX = 0 pour tout X 2 s, ou de mani�ere �equivalente si le vecteur HQ s'annule (pour tout

Q).

Le produit scalaire Q induit une m�etrique riemannienne invariante �a gauche sur S que l'on

note toujours Q. Si le tenseur de courbure de Ricci ric(v; w) = trR (�; v)w d�e�ni �a partir de

R le tenseur de courbure de Riemann est un multiple de la m�etrique Q, alors Q est appel�ee

d'Einstein. Si Q0 est une m�etrique d'Einstein sur (s; [; ]), la constante de proportionnalit�e est

non-positive puisque S est non-compact ([B]). De plus, si ricQ0
s'annule alors (S;Q0) est une

vari�et�e plate (voir par exemple [BB]). Nous consid�erons donc le cas

ricQ0
(v; w) = �c �Q0(v; w)

avec c > 0. La courbure scalaire est alors �egale �a sc(Q0) = �c � dimS. La formule de ricQ dans

le cas g�en�eral est donn�ee dans la section 2 de [DM] (comparer avec 7.38 de [B]) :

ricQ(X;X) = �Q(adHQ
X;X) � 1=2B(X;X)

�1=2 tr adX � ad�X +1=4
X
i;j

Q([ei; ej ];X)2

o�u � d�esigne l'adjoint par rapport �a Q. Si [s; s]? (relatif �a Q) est ab�elien, nous appelons (s; Q)

une alg�ebre de Lie standard ([H]).
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Maintenant nous prouvons la propri�et�e de rationnalit�e concernant les valeurs propres de DH0

mentionn�ee auparavant d�es qu'une m�etrique d'Einstein standard Q0 est �x�ee. Nous donnons

tout d'abord une preuve simple du lemme crucial suivant (voir le lemme 4.13 de [H]) :

Lemme 1.1 Avec les notations pr�ec�edentes, si (s; [; ]; Q0) est une alg�ebre de Lie non-unimodulaire

r�esoluble munie d'une m�etrique d'Einstein standard Q0, alors pour toute d�erivation sym�etrique

A 2 Der(s), nous avons

c � trnA = trn(DH0
�A):

Remarque. En fait trnA = trA car A s'annule n�ecessairement sur a ([H]).

D�emonstration. Remarquons comme dans le lemme 2.2 de [H] que pour tout X 2 s,

tr adA(X) = tr[A; adX ] = 0 ce qui implique queA(X) est perpendiculaire �aH0 et doncA(H0) = 0.

Il en r�esulte que A commute avec adH0
et sa partie sym�etrique DH0

. Supposons que feig est

une base orthonorm�ee de s form�ee par des vecteurs propres de DH0
et de A. Supposons que sur

n : DH0
(ei) = �iei et A(ei) = �iei. Nous utilisons la formule de ricQ0

(ei; ei) pour ei 2 n :

ricQ0
(ei; ei) = �Q0(DH0

(ei); ei)� 1=2B(ei; ei)

�1=2
X
j

Q0([ei; ej ]; [ei; ej ]) + 1=4
X
j;k

Q0([ej ; ek]; ei)
2

et puisque n � ker(B) (voir [Bou] ou [SW]) obtenons donc l'�egalit�e suivante :

c� �i = 1=2
X
j;k

(ckij)
2 � 1=4

X
j;k

(cijk)
2

o�u ckij = Q0([ei; ej ]; ek) pour tous i; j; k. Nous avons alors comme dans le lemme 3.3 de [H] :

c � trnA� trn(DH0
� A) = c �

P
i �i �

P
i �i � �i

=
X
i

f1=2
X
j;k

(ckij)
2 � 1=4

X
j;k

(cijk)
2g � �i

= �1=4
X
i;j;k

(�k � �i � �j) � (c
k
ij)

2

= 0

la derni�ere �egalit�e vient du fait que A est une d�erivation car si ckij 6= 0 alors �k = �i + �j . �

Remarque. La d�erivation sym�etriqueDH0
est caract�eris�ee par cette propri�et�e qui reste valable

pour une d�erivation quelconque A. Notons que le cas A = DH0
donne c = trD2

H0
= tr adH0

.

Maintenant, supposons que 0 < �1 < �2 < � � � < �m sont les valeurs propres distinctes de

DH0
j
n
de multiplicit�es dj = dimnj et nj les espaces propres associ�es dans n. Dans la partie

suivante nous donnerons une preuve du fait que toutes les �j sont bien positives lorsque n est

nilpotente de rang deux et dim a = 1. Soit A : n ! n d�e�nie par Aj
nj

= �j Id pour 1 � j � m

avec �i + �j = �k si 0 6= [ni; nj ] � nk. Il est clair que A devient une d�erivation sym�etrique de s

en posant Aj
a
= 0. D'apr�es le lemme pr�ec�edent, nous avons

mX
j=1

dj � (c� �j) � �j = 0:

4



Soit ` le nombre de �i qui peuvent être ind�ependants des autres. Soit L = f�i1 ; : : : ; �i`g un tel

choix. Alors en posant Xj = �j=c, nous obtenons

X̀
s=1

Pis(Xi1 ; : : : ;Xi`) � �is = 0

o�u Pi est un polynôme de degr�e 1 de ` variables �a coe�cients rationnels. L'�egalit�e ci-dessus

�etant valable pour toutes valeurs de �is , il en r�esulte que

Pis(Xi1 ; : : : ;Xi`) = 0 pour 1 � s � `:

Il est facile de v�eri�er que ce syst�eme nous donne une unique solution pour les Xis , d'apr�es la

remarque pr�ec�edente. Ceci implique que les �is=c sont toutes rationnelles ce qui prouve que

toutes les �i=c sont rationnelles. Nous avons donc montr�e le

Th�eor�eme 1.2 (Heber) Il existe une constante positive !, telle que les valeurs propres de

DH0
: n! n appartiennent �a ! � N.

Ceci implique qu'il existe un multiple positif unique H1 = �H0 tel que l'op�erateur adH1
j
n

a des valeurs propres dont les parties r�eelles �1 < � � � < �m sont des entiers positifs sans

diviseur commun. Les �i sont les valeurs propres de DH1
j
n
. Si di d�esignent les multiplicit�es

correspondantes, alors on appelle le 2m-uplet

(�1 < � � � < �m; d1; : : : ; dm)

le type de valeur propre de solvari�et�e (non-unimodulaire) d'Einstein standard (s; [; ]; Q0). �A

l'aide du th�eor�eme pr�ec�edent nous obtenons des obstructions �a l'existence d'une telle m�etrique

Q0 sur (s; [; ]) avec dim a = 1, d�es qu'un type de valeur propre est �x�e. En e�et l'espace

a = hHi �etant de dimension 1, nous pouvons parler de type de valeur propre sans �xer une

m�etrique d'Einstein. Dans ce cas les valeurs propres dans un type donn�e sont celles de adH

(pour quelques exemples voir [H] 5.3). Nous allons consid�erer dans la derni�ere partie, le type de

valeur propre (1 < 2; d1; d2) pour s = hHi � n.

2 Deux th�eor�emes de r�eduction pour adH0

Nous utilisons toujours les mêmes notations. Dans cette partie nous supposons que n est nilpo-

tente de rang deux et dima = 1. Soit feig une base orthonorm�ee de s form�ee par fHg et une

base de n o�u H = H0=jH0j. Posons f = adH jn. Quitte �a changer H par �H, nous pouvons

supposer que tr f > 0. Il est clair que f pr�eserve c le centre de n. Soit m le suppl�ementaire

orthogonal de c dans n. La matrice de f dans des bases orthonorm�ees de c et m est la suivante

f =

�
A C

0 D

�
:
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Nous prouvons que C = 0. Ceci a d�ej�a �et�e d�emontr�e dans [KH]. Nous donnons une preuve

similaire en utilisant la formule de ricQ0
. R�e�ecrivons la formule

ricQ0
(X;Y ) = �Q0(DH0

X;Y )� 1=2B(X;Y )� 1=2
P

i Q0([X; ei]; [Y; ei])

+1=4
X
i;j

Q0(X; [ei; ej ]) �Q0(Y; [ei; ej ]):

Appliquons cette formule pour X 2 c et Y 2 m. Avec adH0
= (tr f)f , nous avons

0 = �1=2(tr f)Q0((f + f t)X;Y )� 1=2Q0(f(X); f(Y ))

+1=2
P

j Q0(X; f(Yj)) �Q0(Y; f(Yj))

o�u fYjg est la base orthonorm�ee choisie de m. Nous obtenons alors

(tr f)Q0(f
tX;Y ) +Q0(f

tfX; Y )�
X
j

Q0(f
tX;Yj) �Q0(f

tY; Yj) = 0

mais cette derni�ere somme �etant �egale �a Q0(f
tX; f tY ), nous avons donc (tr f)Ct = DCt �CtA

et en cons�equence (tr f)kCk2 = tr(CtCD � CCtA). Choisissons fYjg et la base orthonorm�ee

fXig de c telles que SA et SD les parties sym�etriques de A et D soient diagonales. Posons

SA = diag(ai) et SD = diag(dj). Nous montrons maintenant que ai � dj pour tous i; j. Dans ce

cas, l'in�egalit�e trCtCD � trCCtA entrâ�ne kCk = 0. Nous utilisons la formule de ricQ0
(Y; Y )

avec Y = Yj0 . Ce qui donne

�c = �(tr f)dj0 � 1=2Q0(f(Y ); f(Y ))� 1=2
P

j Q0([Y; Yj ]; [Y; Yj ])

+1=2
P

j Q0(Y; f(Yj))
2

notons que Q0(f(Y ); f(Y )) =
P

j Q0(Y; f(Yj))
2 + R avec R � 0 car la partie sym�etrique de

D est diagonale. Nous obtenons donc (tr f)dj0 � c. Maintenant nous utilisons la formule de

ricQ0
(X;X) avec X = Xi0 :

�c = �(tr f)ai0 � 1=2Q0(f(X); f(X)) + 1=2
P

k Q0(X; f(ek))
2

+1=4
X
j;j0

Q0(X; [Yj ; Yj0 ])
2

notons que
P

k Q0(X; f(ek))
2 = Q0(f(X); f(X)) + L avec L � 0 car la partie sym�etrique de

A est diagonale. Nous obtenons donc c � (tr f)ai0 . En combinant les deux in�egalit�es obtenues

nous avons dj0 � ai0 et nous terminons ainsi la preuve de C = 0.

Nous pouvons maintenant prouver que les dj sont positives. Si pour un j0, dj0 < 0, puisqu'il

existe un j1 tel que [Yj0 ; Yj1 ] 6= 0 nous obtenons que dj0 + dj1 = ai0 pour un i0. Ce qui est

impossible car dj1 � ai0 . Ceci montre que dj � 0 pour tout j. Supposons que pour un j0,

dj0 = 0. Dans ce cas dj1 = ai0 pour un j1 et un i0, ce qui montre que nous sommes dans le cas

d'�egalit�e dans les in�egalit�es (tr f)dj1 � c � (tr f)ai0 . Alors il est facile de voir que nous avons


Xi0
= 0 o�u pour tout X 2 c l'op�erateur 
X : m! m est d�e�ni de la mani�ere suivante

Q0(
X(Y ); Y
0) = Q0(X; [Y; Y

0]) pour tous Y; Y 0 2 m
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ce qui implique Xi0 2 [n; n]?\ c (voir le chapitre 4 de [KH]). Mais nous savons comment r�eduire

l'�etude du cas g�en�eral au cas o�u c = [n; n] comme nous avons expliqu�e dans [F1]. En e�et, il su�t

de modi�er la norme de H et �eventuellement les valeurs propres de DH0
juste en multipliant

celles-ci par des constantes convenables, ce qui laisse inchang�e dj0 = 0, d'o�u le r�esultat recherch�e.

Maintenant supposons que c1 = [n; n] et c2 le suppl�ementaire orthogonal de c1 dans c. Il est

clair que f pr�eserve c1. Alors nous pouvons donner une preuve du fait que f pr�eserve aussi c2,

ce qui a �et�e prouv�e dans [KH]. Ceci se fait exactement de la même mani�ere que la preuve de

C = 0, i.e. il su�t d'appliquer la formule de ricQ0
pour les trois cas di��erents. Nous �evitons

d'�ecrire les d�etails. La matrice A dans des bases orthonorm�ees de c1 et c2 s'�ecrit donc de la

mani�ere suivante

A =

�
A0 0

0 A00

�

maintenant nous pouvons prouver �egalement que la partie sym�etrique de A00 est un multiple de

l'identit�e (comme c'est prouv�e aussi dans [KH]). Si fZjg est une base orthonorm�ee de c2 pour

laquelle la partie sym�etrique de A00 est diagonale, alors la formule de ricQ0
implique facilement

c = Q0(DH0
Zj; Zj) d'o�u le r�esultat. Nous r�esumons tout cela en forme du th�eor�eme suivant

Th�eor�eme 2.1 Soit (hHi�n; [; ]; Q0) une alg�ebre de Lie non-unimodulaire r�esoluble d'Einstein

avec n nilpotente de rang deux. Soient m le suppl�ementaire orthogonal de c (le centre de n) dans

n et c2 le suppl�ementaire orthogonal de [n; n] dans c. Alors adH0
laisse invariants m et c2. La

partie sym�etrique de adH0
j
c2

est un multiple de l'identit�e. Si nous admettons que DH0
est une

d�erivation de s, alors elle est d�e�nie positive sur (n; Q0).

3 Probl�eme de d�ecomposabilit�e

Dans cette partie nous consid�erons une alg�ebre de Lie non-unimodulaire r�esoluble d'Einstein

(s; [; ]; Q0) avec dima = 1 et supposons que n = [s; s] est d�ecomposable orthogonalement en

somme directe de deux sous-alg�ebres n = n1 � n2 avec [n1; n2] = f0g. Nous examinons le

probl�eme de savoir si chaque composante (hHi � ni; [; ]i; Q0) est d'Einstein o�u [; ]i est obtenu �a

partir de [; ] en modi�ant �eventuellement adH0
sur ni. Nous prouvons que DH0

pr�eserve les ni

et r�epondons donc a�rmativement au probl�eme.

Tout d'abord nous pouvons supposer sans perdre de g�en�eralit�e que adH0
est une d�erivation

sym�etrique de s. Ceci est possible grâce au th�eor�eme 4.10 de [H]. Soit feig une base orthonorm�ee

de s form�ee par fHg et des bases orthonorm�ees de n1 et n2 (comme avant H = H0=jH0j).

Supposons que X 2 n1 et Y 2 n2 sont deux vecteurs quelconques. Nous appliquons une nouvelle

fois la formule de ricQ0
(X;Y ). Nous obtenons alors

Q0(adH0
X;Y ) = �1=2

P
i Q0([X; ei]; [Y; ei])

+1=4
X
i;j

Q0(X; [ei; ej ]) �Q0(Y; [ei; ej ])
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ce qui donne

Q0(adH0
X;Y ) = �1=2Q0([H;X]; [H;Y ])

+1=2
P

i Q0([H; ei];X) �Q0([H; ei]; Y ):

Posons [H;X] =
P

i �iei et [H;Y ] =
P

j �jej . Nous avons alors

Q0([H;X]; [H;Y ]) =
X
k

�k�k:

D'autre part P
k Q0([H; ek];X) �Q0([H; ek]; Y )

=
P

k Q0(ek; [H;X]) �Q0(ek; [H;Y ])

=
P

k �k�k

et nous obtenons Q0(adH0
X;Y ) = 0. Ceci montre que adH0

(ni) � ni pour i = 1; 2. Le lemme

1:4(3) de [W] montre que dans ce cas en modi�ant adH0
sur chaque ni, l'espace (hHi�ni; [; ]i; Q0)

devient d'Einstein o�u [; ]i est le crochet de Lie modi��e. Rappelons ce lemme

Lemme 3.1 Soit (hHi � n; Q) une alg�ebre de Lie r�esoluble m�etrique. Si adHQ
est sym�etrique,

alors pour tout vecteur X 2 s

rics(X;X) = ricn(X;X) �Q(adHQ
X;X):

Grâce �a ce lemme, sachant que la courbure de Ricci ricn s'�ecrit comme la somme directe des

ricni , il su�t de poser

[H0; �]i :=

s
trnadH0

trniadH0

� adH0
j
ni

ce qui est possible car toutes les valeurs propres de adH0
sont positives. Nous avons donc termin�e

la preuve du th�eor�eme suivant

Th�eor�eme 3.2 Soit (hHi�n; [; ]; Q0) une alg�ebre de Lie non-unimodulaire r�esoluble d'Einstein.

Supposons que n se d�ecompose orthogonalement en somme directe de deux sous-alg�ebres n1 et

n2 avec [n1; n2] = f0g. Alors DH0
pr�eserve les ni. En particulier, les espaces (hHi � ni; [; ]i; Q0)

sont d'Einstein o�u [; ]i sont obtenus �a partir de [; ] en modi�ant adH0
sur chaque ni.

4 Type de valeur propre (1 < 2; d1; d2)

Nous consid�erons ici le type de valeur propre (1 < 2; d1; d2) pour s = hHi � n. Dans la partie

(E) 5.3 de [H], il y a d�ej�a un exemple d'une telle s de type en question qui n'admet pas de

m�etrique d'Einstein. Notre r�esultat fournit une condition d'ind�ecomposabilit�e lorsque d1 et

d2 sont premiers entre eux. En e�et, nous allons montrer que si (s; [; ]) admet une m�etrique

d'Einstein Q0, alors n = [s; s] est ind�ecomposable. Rappelons qu'une alg�ebre de Lie (n; [; ]) est

dite d�ecomposable s'il existe deux sous-alg�ebres non triviales n1 et n2 telles que n = n1 � n2 et

[n1; n2] = f0g.

Maintenant nous commen�cons �a prouver le
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Th�eor�eme 4.1 Soit (s = hHi � n; [; ]) une alg�ebre de Lie r�esoluble non-unimodulaire de type

de valeur propre (1 < 2; d1; d2) o�u d1 et d2 sont premiers entre eux. Si s admet une m�etrique

d'Einstein Q0, alors n est ind�ecomposable.

D�emonstration. Supposons que (s; [; ]) est munie d'une m�etrique d'Einstein Q0. Tout

d'abord, nous remarquons que le type de valeur propre est un invariant d'isom�erie, i.e. deux

solvari�et�es d'Einstein standards isom�etriques ont même type de valeur propre. Grâce au th�eor�eme

4.10 de [H] que nous avons rapidement expliqu�e au d�ebut de la note, nous sommes sûrs que les

deux espaces (s; [; ]; Q0) et (s; [; ]
+; Q0) sont isom�etriques, o�u [; ]+ = [; ] sur n et [H0; �]

+ = DH0
.

Par cons�equent, ils ont même type de valeur propre. Ceci nous permet donc de supposer sans

perdre de g�en�eralit�e que adH0
est une d�erivation sym�etrique de s.

Nous �ecrivons maintenant n = n1

?

� n2 o�u dimni = di et [n; n2] = f0g, 0 6= [n1; n1] � n2 ce

qui est possible car nous avons

adH0
jni = i� Id

avec i = 1; 2 pour une constante �. Notons que ceci entrâ�ne que (n; [; ]) est nilpotente de rang

deux. Nous montrons qu'en fait [n1; n1] = n2. Si ceci n'est pas le cas, alors n = (n1�[n1; n1])
?

� n0

o�u 0 6= n0 � n2 est ab�elien. En appliquant le lemme 3.1 pour X 2 n0 nous obtenons c = 2�.

D'autre part l'�egalit�e c = trD2
H0
= tr adH0

donne c = � � (d1 + 4d2)=(d1 + 2d2) ce qui contredit

l'�egalit�e pr�ec�edente.

Supposons maintenant que n est d�ecomposable. Nous pouvons �ecrire dans ce cas

n1 = n
0 � n

00; n2 = [n0; n0]� [n00; n00]

o�u [n0; n00] = f0g et dimn
0 = d0 > 0;dim n

00 = d00 > 0 (d0 + d00 = d1) et dim[n0; n0] = `0 >

0;dim[n00; n00] = `00 � 0 (`0 + `00 = d2). Soit A : s ! s d�e�nie par A(H0) = 0, Aj
n
0
= �1 Id,

Aj
n
00
= �2 Id, Aj[n0;n0] = 2�1 Id et si `00 > 0, Aj[n00;n00] = 2�2 Id. Il est clair que A est une

d�erivation de s. Si `00 = 0, la version forte du lemme 1.1 (lemme 4.13 de [H]) nous donne

d0(c� �)�1 + d00(c� �)�2 + 2d2(c� 2�)�1 = 0

et puisque �1 et �2 sont quelconques, nous obtenons c � � = c � 2� = 0 une contradiction. Si

`00 > 0, alors le même argument implique

d0(c� �)�1 + d00(c� �)�2 + 2`0(c� 2�)�1 + 2`00(c� 2�)�2 = 0

et nous obtenons d0=d00 = `0=`00 ou bien d0=(d1�d
0) = `0=(d2�`

0) et donc d0d2 = d1`
0. Maintenant

d2 divise d1`
0 et puisque d1 et d2 sont premiers entre eux, d2 divise `

0, impossible car d2 > `0.

�

Il est facile de voir que l'existence d'une m�etrique d'Einstein Q0 impose la condition d2 �

d1(d1 � 1)=2. De même si d1 est impaire, alors d2 ne peut pas être �egal �a 1 ou 2 ni �egal �a

d1(d1 � 1)=2 � 1 ou d1(d1 � 1)=2 � 2 ([GK]). D'autres obstructions ne sont pas connues �a ce
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sujet. Par contre, pour les cas possibles, il y a des exemples, comme le cas d2 = 2r et d1 = kd2,

pour tous r; k.

Remerciements. Je remercie le Centre International Abdus Salam de Physique Th�eorique

et Math�ematiques pour son soutien.
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