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Abstract

Lie quasi-bialgebras (also called Jacobian quasi-bialgebras) are generalisations of Lie bialge-
bras, introduced by Drinfeld, while differential quasi-Batalin-Vilkovisky algebras are generalisa-
tions of differential Batalin-Vilkovisky algebras, introduced by Getzler. We show that differential
quasi-Batalin-Vilkovisky algebras with vanishing Laplacian are BV ,-algebras. We generalize a
result of Getzler by establishing a one-to-one correspondence between Lie quasi-bialgebra struc-
tures (F, u,7,$) on a finite-dimensional vector space F such that d,¢ € I'm~, and differential
quasi-Batalin-Vilkovisky structures on AF™, the exterior algebra of the dual of F.
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Résumé

Les quasi-bigebres de Lie (appelées aussi quasi-bigebres jacobiennes) sont des généralisations
introduites par Drinfeld des bigebres de Lie, tandis que les algebres quasi-Batalin-Vilkovisky
différentielles sont des généralisations introduites par Getzler des algebres de Batalin-Vilkovisky
différentielles. Nous montrons que les algébres quasi-Batalin-Vilkovisky & laplacien nul sont des
BV.-algebres. Nous généralisons un résultat de Getzler en établissant une correspondance bijec-
tive entre les structures de quasi-bigebre de Lie (F, p, v, ¢) sur un espace vectoriel F de dimension
finie telles que 9, € I'm, et les structures d’algebre quasi-Batalin-Vilkovisky différentielle sur
AF*, Ialgebre extérieure du dual de F.



1 Introduction

Nous donnons un exemple d’algebre de Batalin-Vilkovisky a homotopie pres et nous généralisons
un résultat de Getzler [7] qui établit une correspondance bijective entre les structures de bigebre
de Lie sur un espace vectoriel F de dimension finie, muni d’un co-caractére, et les structures
d’algebre de Batalin-Vilkovisky différentielle sur A F*.

Les quasi-bigebres de Lie [6] ou quasi-bigebres jacobiennes ([2], [10]) sont des généralisations
des bigebres de Lie, introduites par Drinfeld comme étant les limites classiques des algebres
quasi-Hopf; elles sont caractérisées par ’existence d’un défaut d’identité co-Jacobi pour le co-
crochet, qui est en fait le cobord d’un certain élément de A® F, ot F est Iespace vectoriel sur
lequel est définie la structure de quasi-bigebre de Lie, alors que pour les bigebres de Lie, ce défaut
est nul. Dans la section 3, nous rappelons la définition et les propriétés des quasi-bigebres de
Lie et & partir d’'une structure de quasi-bigebre de Lie donnée (F, u,~), nous définissons trois
opérateurs d,, Oy et iy sur A F* qui sont liés par un ensemble de relations, conséquences des
axiomes d’une structure de quasi-bigebre de Lie.

Les algebres quasi-Batalin-Vilkovisky différentielles sont des généralisations introduites par
Getzler des algebres de Batalin-Vilkovisky differentielles. Une structure d’algebre quasi-Batalin-
Vilkovisky différentielle est caractérisée par la donnée d’'une algebre commutative graduéeA mu-
nie de trois opérateurs différentiels A, §, ® vérifiant un ensemble de relations (voir [7] et section
4). Dans la section 4, nous montrons qu’a toute algebre quasi-Batalin-Vilkovisky différentielle
correspond une structure d’algebre BV, sur le noyau de son opérateur laplacien.

La section 5 est consacrée a la démonstration du résultat qui établit le lien entre les structures
de quasi-bigebre de Lie et les structures d’algebre quasi-Batalin-Vilkovisky différentielle. En
conséquence nous remarquons qu’outre la structure standard d’algebre de Batalin-Vilkovisky
différentielle associée & une bigebre de Lie (F, u,7) [11], chaque co-caracteére de la co-algebre de

Lie (F,~) permet de définir une nouvelle structure d’algebre de Batalin-Vilkovisky différentielle.

2 Préliminaires

Dans cette section, nous rappelons certaines notions standard utiles pour la suite.
Soit G = (F, p) une algebre de Lie sur le corps K, supposé égal & R ou C, ou p : N2F— F

est le crochet d’algebre de Lie sur l’espace vectoriel F.

Définition 2.1 Le crochet de Schouten algébrique ([10], [13], [15]) est la structure d’algébre de
Lie graduée, [, ", sur Ualgebre extérieure, NF = @,>_y NPTYF, de F qui :

(i) s’annule si l'un des arguments est dans K,
(ii) étend le crochet de Lie p, et

(1ii) satisfait la régle de Leibniz graduée

(X, Y AZJ = [X,Y]* A Z + (=1)PTDY A [X, Z]*



pour X e NPHLF, Y e NTHLF, Z e NF.

Dans le cas ou r € F ® F, le crochet de Schouten algébrique de r avec lui-méme est 1’élément

[r,r]* € F® F ® F telle que pour &,n,( € F*,

[I‘, r]ﬂ(ga 7, C) =< Cv I‘(ad:gn - ad;k-# ) - M(r(f)a 1“(77)) >,

ou r considéré comme application linéaire de F* dans F est défini par < r({),n >= r({ ®n)
pour £,m € F* et < adiF€,y >= — < &, p(z,y) pour z,y € F, £ € F*.
En particulier, si a € A2 F, alors [a,a]” est I’élément de A3 F tel que pour &,7,( € F*,

(0.0 = —2 § < Culale).am) >

ou ¢ désigne la somme sur les permutations circulaires des éléments &, 7, (; ou dans la notation

en termes de produits tensoriels triples,

[a,a] = —2([a12, a13] + [a12, ag3] + [a13,a23)).
Sia=),a; ®b;, alors par définition,

app=>» a;®b®1, az=>» a;®1®b, axs=>» 1®a; b,

[a19,a13) = Y pu(ai, a5) @ b; @ by, [aiz,a03] =Y a; @ p(bs, a;) @ b
] (]
[a13,223] = Y a; @ a; @ p(bs, by).
i’j

Remarquons qu’on peut définir un tel crochet sur A F pour tout p € Hom(A?*F,F). L’anti-
commutativité graduée et la regle de Leibniz graduée restent en vigueur, mais en général le
crochet [,]* ne vérifie pas I'identité de Jacobi graduée et il la vérifie si et seulement si (F, i) est
une algebre de Lie.

Soit G = (F,u) une algebre de Lie et soit M un G-module, c’est-a-dire que G agit sur
M. Par exemple G agit sur elle-méme (plus généralement sur son algebre tensorielle) par la

représentation adjointe.

Définition 2.2 L’espace vectoriel des applications k-linéaires antisymétriques sur G a valeurs

dans M est appelé lespace des k-cochaines de G a valeurs dans M.

Désignons par C¥(G, M), I’espace vectoriel des k-cochaines de G & valeurs dans M et C(G, M) =
Di.>0CF (G, M).
Définition 2.3 L’opérateur cobord de Chevalley-FEilenberg de G a valeurs dans M, noté i, :
C(G,M) — C(G,M), est l’application linéaire de degré 1 définie par
(Opc)(xo, ...y Tl) = Zfzo(—l)kmi.(a(azg,...,afz-,...,mk))
+ZKj(—l)i"‘ja(u(a:i,mj),mo,...,afz-, ey Ly )

pour a € CK(G, M), z; € F,i = 0,1,..k; x;.a désignant Uaction de xz; € G sur a € M et 2;

indiquant 'omission de l'argument x;.



Remarque 2.1 On peut définir un tel opérateur pour tout p € H om(/\2 F,F). En général
6/3 # 0 et 6/3 = 0 si et seulement si (F, ) est une algebre de Lie.

Définition 2.4 Une k-cochaine o est appelé un k-cocycle si 6,a = 0. Une k-cochaine o est

appelé un k-cobord si il existe une (k — 1)-cochaine (3, telle que o = 0,,3.

Définition 2.5 Un opérateur différentiel d’ordre zéro sur une algebre commutative graduée A
est un opérateur qui commute avec les éléments de A, ces derniers agissant par multiplication.
Un opérateur différentiel d’ordre n sur A, n > 1, est un opérateur dont le commutateur avec les
éléments de A est un opérateur différentiel d’ordre n—1. Par ailleurs une dérivation d’ordre 1 de
A est une dérivation dans le sens usuel, alors qu’une dérivation d’odre n de A est un opérateur

L tel que [L,a] — La est une dérivation d’odre n — 1 pour tout a € A.

Ainsi une dérivation du second ordre sur A est un opérateur A satisfaisant la relation

A(abe) = A(ab)c+ (=1)1AlelgA(be) + (—1)elHADPEIEA (ac)
—(Aa)be — (—1)Allelg(Ab)e — (—1)IAlal+ D gh(Ac)

pour tous a,b,c € A, ou |A| et |a| désignent respectivement les degrés de A et a.

Définition 2.6 On dit q’un opérateur différentiel A de degré —1 sur une algébre commutative

graduée A engendre un crochet [,|a sur A, si pour tous a,b € A,
[a,b]a = (=1)|*(A(ab) — (Aa)b — (—1)19aAb).

Dans [15] il est établi que 'opérateur transposé de Popérateur de Chevalley-Eilenberg engendre
le crochet de Schouten algébrique.

Soit A Palgebre extérieure A\ F*, ou F est un espace vectoriel de dimension finie sur K = R
ou C, et F* le dual de F. Pour une base donnée (e;) de F de base duale ('), désignons par a;
I'opérateur de degré —1 consistant en la contraction avec e;, et par b’ I'opération de multiplication

extérieure par €. Ces opérateurs satisfont les relations de commutation canoniques,
aibj + b7 a; = (52]
On a le résultat suivant [7] :

Proposition 2.1 Un opérateur sur A = \F* est un opérateur différentiel d’ordre n, s’il s’écrit

comme une somme de monomes, chacun desquels étant au plus d’ordre n en les opérateurs (a;).

Le crochet de dualité entre A F et A F* étendant celui entre F et F* est défini par
<ENENLNEn, T NTa N L AN Ty >= 0y, det(< &,z >)

LGeFi=1,..mux, €F,j=1,..,n.



3 Quasi-bigebres de Lie

Les quasi-bigebres de Lie [6] (appelées quasi-bigebres jacobiennes dans ([2],[10])) sont les limites

classiques des algebres quasi-Hopf, introduites par Drinfeld. Plus précisément

Définition 3.1 Un quadruplet (F, 7y, ®) est une quasi-bigébre de Lie si et seulement si F est
un espace vectoriel muni d’un crochet p € Hom(/\2 F,F), d’un co-crochet ~ € Hom(]:,/\2 F)
et d'un élément ¢ € N> F tels que

3.1. G = (F,pn) est une algébre de Lie,

3.2. v est un 1-cocycle de Ualgébre de Lie G = (F, ), & valeurs dans N2 F pour Uaction adjointe
définie par i,

3.3. 5[,V kR + 0u0 =0,
3.4. 0,0 =0,

ou [,]4r désigne le crochet de Nijenhuis-Richardson [19] des formes sur \F* & valeurs dans

F*, 8y (resp. ) est Uopérateur cobord associé a l'action adjointe définie par ju (resp. 7).

Remarque 3.1 Dans 3.3, ¢ : K — A®F est considéré comme une 0—forme sur F & valeurs
dans A3 F tandis que dans 3.4, ¢ : A> F* — K est considéré comme une 3—forme sur F* &
valeurs dans K.
Remarque 3.2 Dans le cas ou ¢ = 0, le triplet (F,p,~y) satisfaisant les conditions ci-dessus,
n’est rien d’autre qu’une bigebre de Lie.

Dans toute la suite, nous supposerons que 1'espace vectoriel F est de dimension finie sur K,
et que K = R ou C. Ainsi, en termes de grand crochet [, ] ([2], [9], [10], [17]), une quasi-bigebre

de Lie peut étre définie de la maniére suivante :

Définition 3.2 Un quadruplet (F,p,v,¢) avec p € N2 F*QF, vE F*QNF, p € N> F, est
une quasi-bigébre de Lie si et seulement si [u+ v+ ¢, u+ v+ ¢] = 0.

En tenant compte des bidegrés, la condition [ + v + ¢, + v + ¢] = 0 est équivalente aux

suivantes :
3.5. [ p] =0,
3.6. [u,v] =0,

3.7, 3[v,] + [ 9] =0,

3.8. [v,4] =0.

Remarque 3.3 La dénomination ” quasi-bigebre jacobienne” utilisée dans [1], [2], [10] se justifie

par le fait que c’est le crochet qui vérifie I'identité de Jacobi, alors que le co-crochet ne vérifie pas



I’identité co-Jacobi. Ainsi, contrairement & la notion de bigebre de Lie, la notion de quasi-bigebre
jacobienne n’est pas auto-duale; 'objet dual est appélé une quasi-bigebre co-jacobienne.
La donnée d’une structure de quasi-bigebre de Lie sur F détermine une structure d’algebre

de Lie [,]p sur l'espace vectoriel D = F @ F* en posant:
[z, ylp = n(z,y),
[, &lp = —ad;"z + ad}l'€,

(€, nlp = #(&,n) +v(&,n)

pour tous z,y € F, £,n € F*.

L’identité de Jacobi pour le crochet [,]p sur D est équivalente aux conditions définissant la
structure de quasi-bigebre de Lie sur F.

De facon plus précise, on montre dans [10] que les structures de quasi- bigebre de Lie sur F
sont en correspondance biunivoque avec les structures d’algebre de Lie sur D = F @@ F* laissant
invariant le produit scalaire canonique, dont F est une sous-algebre de Lie.

Plus exactement, les conditions définissant une quasi-bigebre de Lie s’écrivent sous la forme

3.9. $ulpu(z,y),2) =0, Ve,y,z€F,

3.10. y(p(z,y)) = (adh ® 1 + 1 @ ady)y(y) — (ad) ® 1 + 1 @ adl))y(z), Yo,y € F,
ou de facon équivalente,

(3.10). u(y(&m) = (adf ® 1+ 1@ ad{)u(n) — (adj ® 1+ 1@ ad))u(§), V¢, € F*,

311 $(v(En),0) = — fadli, ¢, VEmC € F,

312 § p(v(£,m),Q) = § ad"¢(n.C), VEn.( € F*,

ou adty = u(x,y) pour z,y € F, adgn = v(&n) pour £, € F*, § désigne la somme sur
les permutations circulaires des éléments z,y,z € F, ou £,n, € F*, ¢ : N2 F* = F avec <
P(&n), ¢ >= ¢(&,n,C), < adé,y >=— < & p(x,y) > pour z,y € F, & € F* et < ady'x,n >=
— < x,v(&n) > pour z € F,&,n € F*

On a les équivalences suivantes :

3.9 traduit le fait que p est un crochet de Lie sur F.

3.10 et (3.10)" sont équivalentes et traduisent la condition de cocycle 4,y = 0,

3.11 traduit Péquation $[y,v]%x + 0u¢ =0,

3.12 traduit I’équation d,¢ = 0.

Rappelons a présent la notion de couple de Manin due & Drinfeld [6].



Définition 3.3 Un couple de Manin consiste en un couple (D,F) ou D est une algébre de Lie
munie d’un produit scalaire invariant non dégénéré et F une sous-algébre de Lie isotrope de

dimension mazimale de D.

L’étude des quasi-bigeébres de Lie est rendue facile grace au twist [6], (appelé en frangais mod-
ification [1]), qui consiste & construire de nouvelles structures de quasi-bigebre de Lie sur F a
partir d’'une déja connue; ce qui permet de les étudier en termes de classes d’équivalence ([6],
[10]), en montrant que les classes d’équivalence de quasi-bigebres de Lie modulo modification
sont en correspondance biunivoque avec les couples de Manin.

Par le choix d’une base de F et de sa base duale dans F*, les conditions définissant une
quasi-bigebre de Lie s’expriment en fonction des composantes ci?j, f,ij et ¢k de p, v et ¢

respectivement, comme suit :

m .l m .l m.l
3.13. cjjeny, + ey T ity = 0,

314, chy fi™ = A i = S f™ + Ay i = L,
315, filfI™ + S fi" + Fa fi™ = ™™+ 85T+l 7
3.16. fr]%lqs”m 4 frzrllqs]km 4 f,%qbklm — fTZTJqulkm 4 fyjnk(}shm 4 f/%lﬁbl]m

Pour une quasi-bigebre de Lie donnée (F, p, v, ¢), nous pouvons définir sur A F* les opérateurs

suivants :
dll . /\k) F* /\k:-i-l ]:*’
0, NF o A
Z¢ . /\k T /\kf?) ]_-*’
ou
(duf)(xi Ao Axpqr) = ZKj(—l)i"'jf(u(a:i,mj) ANTI AN AT A NG A AN Tpg),
Oy (&1 N oo NEk) = Yig;(C)HAE G NG N ANEN NG A N,
(i¢£)(x1/\.../\wk,3) = f(gb/\xl/\.../\xk,g),

pourE e NV Fx e Fri=1,. ko e F,i=1,..,k +1.

L’opérateur d,, est 'opérateur de Chevalley-Eilenberg (a coefficients triviaux) associé & i, 0y est
le transposé de 'opérateur d, associé a v (v ne définissant pas une structure d’algebre de Lie
sur F*). Pour plus de détails sur les propriétés de 'opérateur de Chevalley-Eilenberg et de son
opérateur transposé, voir par exemple ([11], [15], [16]).

On a le résultat suivant :
Théoreme 3.1 Les opérateurs d,, 0y et iy satisfont les propriétés suivantes :

3.17. d,, est une dérivation de degré 1 de (N F*,A) telle que di =0,



3.18. 0, est une dérivation du second ordre de (\ F*,\) de degré —1,

3.19. Dopérateur d,0, + 0,d, est une dérivation de (A F*,A) de degré 0,

3.20. ig est un opérateur différentiel d’ordre 3 de (\F*,N) de degré —3 tel que 235 =0
3.21. 02 + dyiy +igdy —ig,e =0,

3.22. Oyig +ip0y =0,

ou 0, est l'opérateur transposé de d,,, défini sur \ F.

Démonstration : Les propriétés 3.17, 3.18 et 3.19 sont standard et se démontrent exactement
comme dans le cas des bigebres de Lie (voir par exemple ([14], [16]). On voit que 0, est une
dérivation du second ordre de (A F*,A) en utilisant le fait que 0, engendre le crochet [,]7 et la
regle de Leibniz graduée pour ce crochet. Prouvons 3.20, 3.21 et 3.22.

3.20. En fait iy est par définition un opérateur différentiel d’ordre 3 de degré —3 et comme ¢
est de degré impair, on a zi =0.

3.21. Par définition de d, et d’apres la condition (3.7) de la définition d’une quasi-bigebre de
Lie, on a :

B(X) = L1 X] = [, 61, X] = [6, X], VX € A F.

Mais, 'opérateur d’homologie 0, engendrant le crochet de Schouten algébrique [,]*, on a :
(PN X) = (up) NX = p N (9 X) —[¢, X]!, VX € AF, clest-a-dire [¢, X" = (i} , — Ouiy —
ig0u)(X), VX € AF; d’ott dZ = i, — Ouig — 130, Par transposition, on obtient

02 + dyig + igdy — ig,s = 0.
3.22. Comme d., est une dérivation de (A F,A), on a

dy(pAX) = (dy¢p) NX —p A (d,X), VX € \F.

Mais par hypothese §,¢ = 0, ce qui est équivalent a dy¢ = 0; d’out dyiy, + igd, = 0. Par
transposition, on obtient

872'(1, + 7:¢(97 =0. O

Remarque 3.4 Pour une bigebre de Lie (F,p,v), Vopérateur £ = d,0, + 0,d, est appelé le
laplacien de la bigebre de Lie (F,u,v) ([12], [16]), et I'opérateur transposé L* = d,0, + 0,d,,
est le laplacien de la bigebre de Lie duale (F*,~, u).

Proposition 3.1 Pour x € F, on a :
872',0 + z’x&, = —ify(x).

Démonstration. En effet ce résultat se démontre par un calcul direct. Pour les détails voir

par exemple la proposition 1 de [11]. O



Exemple 3.1 Toute bigebre de Lie est une quasi-bigebre de Lie; il suffit de prendre ¢ = 0.
Exemple 3.2 Soit (F,p) une algebre de Lie. Alors tout choix d'un élément r € A? F définit

une structure de quasi-bigebre de Lie sur F en posant

1

Y= 5ur7 QS = _5[ ,r]/i_

Une telle structure est dite strictement exacte ([1], [2]).
Exemple 3.3 Soit (F, i) une algebre de Lie. Alors tout élément r € F ® F de partie symétrique

adF-invariante définit une structure de quasi-bigebre de Lie sur F en posant
1
v=0ua, ¢=—5[r ]t =—S([aal" +[ss]"),

ol a (resp. s) est la partie antisymétrique (resp. symétrique) de r. Une telle structure est dite
quasitriangulaire [1], [2].
Exemple 3.4 Soit (D, F) un couple de Manin; alors tout choix d’un sous-espace supplémentaire

isotrope de F dans D définit une structure de quasi-bigebre de Lie sur F [6].

4 Algebres quasi-Batalin-Vilkovisky différentielles

Les algebres quasi-Batalin-Vilkovisky différentielles sont des généralisations introduites par Get-
zler des algebres de Batalin-Vilkovisky différentielles [7] en vue d’applications & la théorie con-

forme des champs topologique.

Définition 4.1 Une algébre quasi-Batalin- Vilkovisky différentielle est un quadruplet (A, A, 6, ®)
ou A est une algébre commutative graduée munie d’une dérivation du second ordre A de degré

—1, d’une dérivation § de degré 1 et d’un opérateur différentiel ® d’ordre 3 de degré —3 tels que
4.1. 6% =0,

4.2. A + A§ est un opérateur différentiel du premier ordre,

4.8. A2 460+ 05 =0,

4.4. AD + OA = 92 = 0.

Remarque 4.1 Dans le cas ou ® = 0, le triplet (A, A,¢) satisfaisant les conditions 4.1,4.2
et 4.3 ci-dessus, est une algebre de Batalin-Vilkovisky différentielle ([7], [11]); le couple (A, A)
satisfaisant la condition A2 = 0 est une algeébre de Batalin-Vilkovisky.

Tenant compte des degrés des différents opérateurs, une algebre quasi-Batalin-Vilkovisky
peut étre définie de maniére équivalente en termes de commutateurs gradués d’opérateurs comme

suit :

Proposition 4.1 Un quadruplet (A, A, 6§, ®) ot A est une algébre commutative graduée, A une

dérivation du second ordre de degré —1 de A, § une dérivation de degré 1 de A et ® un opérateur
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différentiel d’ordre 3 de degré -3 de A, est une algébre quasi- Batalin- Vilkovisky différentielle si

et seulement si

4.5. [4,0] =0,
4.6. [0, A] est un opérateur différentiel du premier ordre,
4.7. LA A] + [5,9] =0,

48. [A,®] = [3,3] = 0.

Définition 4.2 L’opérateur L = [d, A] est appelé le laplacien de ’algébre quasi-Batalin- Vilkovisky
différentielle (A, A, 0, D).

On a le résultat suivant :

Proposition 4.2 Dans une algébre quasi-Batalin- Vilkovisky différentielle (A, A, d, ®), le lapla-

cien L commute a la fois avec les opérateurs A, § et @, i.e.,

[L,A] =[L,0] =[L,®] =0.
Démonstration. En effet, de 4.5 et 4.7, on a :

(L, A] = 15, AL, A] = ~[[A, A], ] = [15, ], 6] = ~[[5,], ®] = 0.
De méme, [L,§] = 0 est une conséquence de 4.5. En effet
[L,d] = [[d, A], §] = —[[6,0],A] = 0.
Enfin, [L, ®] = 0 est une conséquence de 4.7 et 4.8. En effet
[L,®] = [[6,A], @] = —[[A, ®],0] + %[[A,A],A] =0. O

Ainsi, les trois opérateurs A, § et ® agissent sur KerL et les relations définissant la structure
d’algebre quasi- Batalin-Vilkovisky différentielle sur A restent en vigueur sur KerL. 'opérateur
L étant une dérivation sur A, KerL est stable pour le produit défini sur A et par conséquent,
KerL est une algebre commutative graduée dont la structure est induite par celle de A. Dans
le cas ou ® = 0, le triplet (KerL,A,d) est une algebre de Gerstenhaber-Batalin-Vilkovisky
différentielle (DGBV-algebra) au sens de ([3], [4], [8], [18]).

Nous rappelons maintenant la définition suivante d’une BV,,-algébre commutative donnée

par Kravchenko [7]:

Définition 4.3 Soit A = @, A; un espace vectoriel Z-gradué. Une application linéaire D : A —
A est dite impaire, si D : A; = @y, Aivor+1, k € Z pour chaque 1.
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Définition 4.4 Un triplet (A, d, D) est une BV -algébre commutative si

4.9. A est une algébre commutative graduée,

4.10. d: A — A est une différentielle de degré 1 de A,

4.11. D : A — A est un opérateur différentiel impair de carré nul, tel que le degré de D — d est
négatif.

On a le résultat suivant :

Théoréme 4.1 Soit (A, A, d, ®) une algébre quasi-Batalin- Vilkovisky différentielle; soit H(KerL, )
la cohomologie de KerL. Alors

4.12. DVopérateur A induit sur H(KerL,§) une structure d’algébre de Batalin- Vilkovisky,

4.13. Dopérateur D = § + A + @ induit sur KerL une structure de BV,-algébre commutative.

Démonstration. Démontrons 4.12. En effet sur KerL, on a dA + Ad = 0; cela signifie que A
agit sur H(KerL,?). Par ailleurs, d’aprés 4.3, A2 = —(§® + @), ce qui signifie que sur H (A, ),
en particulier sur H(KerL,d), A? = 0. Par conséquent (H(KerL,§),A) est une algebre de
Batalin-Vilkovisky.

Démontrons 4.13. KerL étant stable par les opérateurs A, § et ®, il s’ensuit que I'opérateur
D =§+ A+ @ agit sur KerL. Il est clair que l'opérateur D = 6 + A + ® est impair, car §
est de degré 1, A est de degré —1 et ® est de degré —3; les mémes hypotheses montrent que
Popérateur D — § est de degré négatif. D’autre part,

D? = J[5,8] + [5, A + (A, A +5,8]) + 5[®, 8]

Des conditions 4.5, 4.7 et 4.8, et du fait que [0, A] = 0 sur KerL, on obtient D? = 0 sur KerL.
Par conséquent (KerL,d,D) est une BV,-algebre commutative avec D = Y, Dy, ou D; = 0,
Dy=A,D3=®det D,=0pourn>4. 0O

Nous venons ainsi de montrer que si (A, A,d, @) est unimodulaire, c’est-a-dire L = 0,
alors A est munie d’une structure de BV o-algebre et (H(A,J),A) est une algebre de Batalin-
Vilkovisky. Dans ces conditions, tenant compte des degrés des commutateurs gradués des
différents opérateurs, on voit que les conditions 4.5-4.8 sont équivalentes a la nullité du carré de
lopérateur § + A + P.

Dans le cas général, H(KerL,d) est munie d’une structure d’algebre de Gerstenhaber ”ex-

acte” ([11], [20]) dont le crochet de Lie est défini par
[, ba = (=1)1*/(A(ab) — (Aa)b — (~1)la(Ab)),

pour a,b € H(KerL,9).
Soit (A, A, d, @) une algebre quasi-Batalin-Vilkovisky différentielle. Associons & 'opérateur
D = § + A + @ les applications linéaires suivantes ®%, : A" KerL — KerL définies par

®p(a) = D(a),
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@%"'l(al,...,an_,_l) = O (a1,....anany1) — (Ph(a, ..., an))ant1

n n— 1
—(=1)lenl(orl+tlan-1l+D g & (ay, ..., an_1, ani1),

pour a,ay, ...,an+1 € KerL.

Posons
[a,b]p = (—1)!1®2 (a,b) = (=1)19(D(ab) — (Da)b — (—1)1%a(Db)), Va,b e KerL.
On a le résultat suivant:

Proposition 4.3 Les applications linéaires @, et le crochet [,|p ci-dessus définis satisfont les
propriétés suivantes :

J.14. (22 =0,

4.15. ®L est une dérivation du crochet [,]p,

4.16. ®LP3, 4+ 33,0}, =0,

417 (9%)% + L33, + 03,0, =0,

4.18. 03,03 + 03,07 = (93))? =0,

4.19. % =0, pour n > 4.

Démonstration. D’apres le théoreme 4.1, D est un opérateur impair de carré nul sur KerL.
Ainsi, la propriété 4.14 est évidente. Montrons a présent la propriété 4.15. En effet, pour
a,be KerL,on a:
®pla,blp = (=1)D(D(ab) - (Da)b — (~1)“la(Db)) = —(~1)l*'D((Da)b) — D(a(DV))
= —(=Dll(=1)l**PID(a) D(b) + (1)l *IPI[Da, b] p)
—(D(a)D(b) + (=1)1*!la, Db]p) = [Da,b]p + (=1)**![a, Db

= [®p(a),blp + (=1)1 1Pl [a, @}, (B)]p;
d’ou 4.15.
Démontrons 4.16. En effet, pour a,b € KerL, on a :

(@593)(a,b) = D(D(ab) — (Da)b— (~1)la(Db)) = —D((Da)b) — (~1)!4 D(a(Db))
(@50h)(a,b) = ®%(Da,b) + (~1)83(a, Db)

D((Da)b) — (~1) /P (Da)(Db) + (~1)l9 D(a(Db)) - (~ 1)\l (Da)(Db)
D((Da)b) + (1) D(a(Db));

d’'ot ®},®% + 03,8}, = 0.

Les propriétés 4.17 et 4.18 se démontrent aussi par un calcul direct mais long; en fait elles
découlent de la proposition 2 de [8], tandis que la propriété 4.19 est une conséquence du fait que
D est par définition un opérateur au plus d’ordre 3, car § est d’ordre 1, A est du second ordre
et ® est d’ordre 3. O

Remarque 4.2 La propriété 4.17 exprime le fait que le crochet [,]p ne vérifie pas 'identité
de Jacobi graduée et ne définit donc pas une structure d’algebre de Lie graduée sur KerL;

toutefois, il définit une structure d’algebre de Lie sur H(KerL, D). Par ailleurs, les propriétés
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4.15 et 4.16 sont équivalentes. En effet ®1,0% + &2 &L = 0 si et seulement si ®1,(®%(a,b)) =
32 ((®4(a)) Ab+ (=1)lla A L (a)),Va,b € KerL ie.,

(-1 ®pla,blp = —0%((Da),b) — (=1)" & (a, (D))
= —(=1D)l+PDa,b]p — (=1)%%l[a, Db]p = (=1)1*/[Da, b]p — [a, Db]p;

dott By fa, bl = [} (@), bl + (—1)/1P)[a, B} ()] .

Soit A = A F*, ou F est un espace vectoriel de dimension finie. Soient A, §, ® respectivement
une dérivation du second ordre de degré —1, une dérivation de degré 1 et un opérateur d’ordre
3 de degré —3, de A. Alors, d’apres ce qui précede, ces trois opérateurs s’expriment en fonction

des opérateurs a; et b* comme suit :
ij k i k i1 L ik
A= fk aiajb +pa;, 0= Cz-jb b’ak, P = §¢ a;a;ag,

avec

S+ f=0, dyrdi=0, ¢ = @it = g
Remarque 4.3 Les coefficients cfj, f,ij , $% ci-dessus définis sont les doubles de ceux définis
dans [6].

On a le résultat suivant :

Proposition 4.4 Pour A,d, ® définis ci-dessus, on a :

19. 62 =0 si et seulement si les coefficients c¥; sont les constantes de structure d’une algébre
4 i g
de Lie, i.e., satisfont la relation 3.13.
4.20. Ad + 0A est un opérateur du premier ordre si et seulement si les coefficients cfj et f,ij
satifont la relation 3.14.
4.21. A2+ 50 +®5 = 0 si et seulement si les coefficients cfj, f,ij, ®IE et p* satisfont les relations
3.15 et

PEf = @™ = ™.
4.22. A® 4+ ®A =0 si et seulement si les coefficients f,ZCJ et % satisfont la relation 3.16.

Démonstration. Ces différentes propriétés se démontrent aisément par un calcul direct en
utilisant les propriétés des opérateurs a; et b/, notamment P’antisymétrie et les relations de
commutation canoniques. Les propriétés 4.19 et 4.20 découlent du lemme 3.3 et de la proposition
3.4 de [7]. Prouvons 4.21 et 4.22.

4.21. D’apres le lemme 3.2 de [7], on a

A? =2 fikbla,a ar + 298 £} aza;.
D’autre part en utilisant antisymétrie et les relations de commutation canoniques, on a
0P = —20%¢jm”biamanak — 2ci—“j¢ijmamak —®5
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Ainsi, par identification, A% + §® + ®§ = 0 si et seulement si on a 3.15 et
pk)flj — C]Z:m(ﬁkmz _ C%gm¢km],

ce qui prouve 4.21.

4.22. En utilisant de nouveau ’antisymétrie et les relations de commutation canoniques, on a
AP = f,ij¢km”a,~ajaman — DA;

d’out A® + ®A =0 si et seulement si on a 3.16. O
Remarque 4.4 En posant = = pFe; et ¢ = %qﬁijkei A ej A ey, ou (e;) est une base de F, la
relation pkfij = c,imqbkmi —ci ¢F™I dans 4.21 est équivalente & Ou¢ = y(x) ou les ci-“j (resp. f,ij)
sont les coefficients de p (resp. 7).

Ainsi, on vient de prouver que si (4, A,d, ®) est une structure d’algebre quasi-Batalin-
Vilkovisky différentielle sur A F*, alors il existe un crochet de Lie p sur F, un co-crochet ~

sur F, ¢ € N> F,xp € F tels que
A=0y+iy, 0=d, ®=igy,

et 96 = (o).

5 Correspondance entre quasi-bigebres de Lie et algebres quasi-
Batalin-Vilkovisky différentielles

Dans cette section, nous établissons une bijection entre certaines structures de quasi-bigebre
de Lie sur un espace vectoriel F de dimension finie et les structures d’algebre quasi-Batalin-

Vilkovisky différentielle sur A F*. Plus précisément :

Théoréme 5.1 Soit F un espace vectoriel de dimension finie. Les structures de quasi-bigébre de
Lie (F,p,v, ) sur F telles que 0,¢ € Imry, sont en correspondance bijective avec les structures

d’algébre quasi-Batalin- Vilkovisky différentielle sur A\ F*.

Démonstration. Ce théoreme est une conséquence des propositions 3.1 et 4.4 et du théoreme
3.1. En effet :

Soit (F, u,7,$) une structure de quasi-bigebre de Lie sur F telle que d,¢ € Imy, ie., il
existe xg € F tel que y(xg) = 9,¢. Posons

A= N\F*, A=0y+in, 6=d, ®=i,

Il est clair d’apres le théoreme 3.1 que A est une dérivation du second ordre de degré —1 de A,
d est une dérivation de degré 1 de A de carré nul et ® est un opérateur d’ordre 3 de degré —3 de
A. De plus, L = [6,A] = [d, 0y] + [dy,iq,]. D’apres le théoreme 3.1, [d,, 0,] est une dérivation

de A; comme iy, est une dérivation de A, [d,,, iz, est aussi, étant le commutateur gradué de
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deux dérivations de A. Par conséquent L est un opérateur d’ordre 1 de A.
De la définition de A, on a A% = 83 + 0ylig, +1z,0,; du théoreme 3.1 et de la proposition 3.1, on
obtient A? +§® + ®J = 0. Enfin les conditions A® + ®A = 0 et ®? = 0 suivent par le théoreme
3.1. En définitive, (A, A, d, ¢) est une structure d’algebre quasi-Batalin-Vilkovisky différentielle
sur A F*.

La réciproque suit par la proposition 4.3. O
Remarque 5.1 Dans les conditions du théoreme 5.1, le laplacien de ’algebre quasi-Batalin-

Vilkovisky différentielle correspondante est donné par L = [d, 0] + ad}}.

Corollaire 5.1 A toute structure de quasi-bigébre de Lie strictement exacte sur un espace
vectoriel F de dimension finie, il correspond une structure d’algébre quasi-Batalin-Vilkovisky

différentielle sur \ F*.

Démonstration. En effet, soit (F,pu,, ) une structure de quasi-bigébre de Lie strictement

exacte sur F, i.e., il existe r € /\2 F tel que

Le co-crochet v est défini explicitement par
~v(x) = adbr = [z, r]!, Vx € F.
d, étant une dérivation dans (A F,[,]*), on a
Oud = —30u([r,r]#) = —5([Our, x]* — [, Dpur]”)
= —[Our,r]" = —y(Opr).

Ainsi, 0,¢ € I'm~y et la conclusion suit par le théoréme 5.1. O

Remarque 5.2 Dans les conditions du corollaire 5.1, Popérateur A et le laplacien L sont définis
explicitement par A = [iy, d),] —2iy, et L = —2adrh, ot rg = d,r = —u(r). En effet, la restriction
de d, a F est I'opposé du cocycle v, i.e., dy(z) = —y(z) = [r,z]#, Vz € F. En utilisant le fait

que d, est une dérivation dans (A F,A), on montre que
dy(X) =[r, X]*, VX € \F.

L’opérateur d’homologie 0, engendrant le crochet de Schouten algébrique [,]#, on a d,(r A
X) = (Our) NX + 1 A (0,X) + [r, X, ie., dy = Ouif — 130, — i}

Oy = trdy, — dyiy —ipy = [ir,d,] —ir,. D’apres les formules A = 0, + iy, et 0,¢ = —y(0,r), on a

) -
,- D’ou par transposition

A= (97 + i(_aﬂr) = [ir,du] — 2ir,.
Par ailleurs, d’apres la définition de L et de ce qui précede, on a :
L =[6,A] = [dy, lir, dp]] = 2[dys, ixg] = =2[d; iy ]-
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En utilisant le fait que 0, engendre le crochet [,]#, on a :
<L(E),X >=2 <& [ro, X' = -2 <adi¥¢, X >, VEe NF* VX e \F;

d’ou

L = —2ad;.

Ainsi une large classe de structures d’algebre quasi-Batalin-Vilkovisky différentielle est fournie
par celles associées aux structures de quasi-bigebre jacobienne strictement exactes.
Remarque 5.3 Dans le cas ou ¢ = 0, (F, u1,7) est une structure de bigebre de Lie sur . Un
élément = € F tel que y(x) = J,¢ est alors un élément de kery; c’est-a-dire un ”co-caractere de
la co-algebre de Lie (F,~)”. Ainsi, nous retrouvons le résultat de Getzler [7] qui établit une corre-
spondance bijective entre les structures de bigebre de Lie sur un espace vectoriel F de dimension
finie, muni d’un co-caractére et les structures d’algebre de Batalin-Vilkovisky différentielle sur
A F*. Dans ce cas, nous pouvons introduire une paramétrisation sur les structures d’algebre de
Batalin-Vilkovisky différentielle sur A F* en termes de co-caractere. En effet, soit (F, u,y) une

structure de bigebre de Lie sur F. Pour tout co-carctere = de (F,~), posons
Ap =0y +iz 6=d,

Alors de ce qui précede, (A F*, Ay, d) est une algebre de Batalin-Vilkovisky différentielle. Un cal-
cul explicite ([5],[16]) montre que le laplacien d’une telle algebre de Batalin-Vilkovisky différentielle
est donné par L = %(a en — ad)t) + ad*, ot £F € F* et 27 € F sont définis respectivement
par {#(y) = tr(ady),y € F et x7(n) = tr(ad}),n € F*. L'élément 0 € F est naturellement
un co-caractere trivial, et la structure d’algebre de Batalin-Vilkovisky différentielle obtenue
(A F*,Ag,0) est la structure standard donnée en exemple dans [11]. i, étant une dérivation
sur (A F*,A), il est évident que tous les opérateurs A, ainsi construits engendrent le méme
crochet de Batalin-Vilkovisky [,]a,; donc a toutes les structures d’algebre de Batalin-Vilkovisky
(A, A,), il correspond la méme algebre de Gerstenhaber. Notons enfin que (A F*, Ay, d) étant
une structure d’algebre de Batalin-Vilkovisky différentielle sur A F*, alors (A F, 0%, A§) est une
structure d’algebre de Batalin-Vilkovisky différentielle sur A F, car u et v jouent des roles duaux

pour F et F*.
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