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R�esum�e

Les quasi-big�ebres de Lie (appel�ees aussi quasi-big�ebres jacobiennes) sont des g�en�eralisations

introduites par Drinfeld des big�ebres de Lie, tandis que les alg�ebres quasi-Batalin-Vilkovisky

di��erentielles sont des g�en�eralisations introduites par Getzler des alg�ebres de Batalin-Vilkovisky

di��erentielles. Nous montrons que les alg�ebres quasi-Batalin-Vilkovisky �a laplacien nul sont des

BV1-alg�ebres. Nous g�en�eralisons un r�esultat de Getzler en �etablissant une correspondance bijec-

tive entre les structures de quasi-big�ebre de Lie (F ; �; ; �) sur un espace vectoriel F de dimension

�nie telles que @�� 2 Im, et les structures d'alg�ebre quasi-Batalin-Vilkovisky di��erentielle sur

�F�, l'alg�ebre ext�erieure du dual de F .
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1 Introduction

Nous donnons un exemple d'alg�ebre de Batalin-Vilkovisky �a homotopie pr�es et nous g�en�eralisons

un r�esultat de Getzler [7] qui �etablit une correspondance bijective entre les structures de big�ebre

de Lie sur un espace vectoriel F de dimension �nie, muni d'un co-caract�ere, et les structures

d'alg�ebre de Batalin-Vilkovisky di��erentielle sur
V
F�.

Les quasi-big�ebres de Lie [6] ou quasi-big�ebres jacobiennes ([2], [10]) sont des g�en�eralisations

des big�ebres de Lie, introduites par Drinfeld comme �etant les limites classiques des alg�ebres

quasi-Hopf; elles sont caract�eris�ees par l'existence d'un d�efaut d'identit�e co-Jacobi pour le co-

crochet, qui est en fait le cobord d'un certain �el�ement de
V3F , o�u F est l'espace vectoriel sur

lequel est d�e�nie la structure de quasi-big�ebre de Lie, alors que pour les big�ebres de Lie, ce d�efaut

est nul. Dans la section 3, nous rappelons la d�e�nition et les propri�et�es des quasi-big�ebres de

Lie et �a partir d'une structure de quasi-big�ebre de Lie donn�ee (F ; �; ), nous d�e�nissons trois

op�erateurs d�, @ et i� sur
V
F� qui sont li�es par un ensemble de relations, cons�equences des

axiomes d'une structure de quasi-big�ebre de Lie.

Les alg�ebres quasi-Batalin-Vilkovisky di��erentielles sont des g�en�eralisations introduites par

Getzler des alg�ebres de Batalin-Vilkovisky di��erentielles. Une structure d'alg�ebre quasi-Batalin-

Vilkovisky di��erentielle est caract�eris�ee par la donn�ee d'une alg�ebre commutative gradu�eeA mu-

nie de trois op�erateurs di��erentiels �, �, � v�eri�ant un ensemble de relations (voir [7] et section

4). Dans la section 4, nous montrons qu'�a toute alg�ebre quasi-Batalin-Vilkovisky di��erentielle

correspond une structure d'alg�ebre BV1 sur le noyau de son op�erateur laplacien.

La section 5 est consacr�ee �a la d�emonstration du r�esultat qui �etablit le lien entre les structures

de quasi-big�ebre de Lie et les structures d'alg�ebre quasi-Batalin-Vilkovisky di��erentielle. En

cons�equence nous remarquons qu'outre la structure standard d'alg�ebre de Batalin-Vilkovisky

di��erentielle associ�ee �a une big�ebre de Lie (F ; �; ) [11], chaque co-caract�ere de la co-alg�ebre de

Lie (F ; ) permet de d�e�nir une nouvelle structure d'alg�ebre de Batalin-Vilkovisky di��erentielle.

2 Pr�eliminaires

Dans cette section, nous rappelons certaines notions standard utiles pour la suite.

Soit G = (F ; �) une alg�ebre de Lie sur le corps K, suppos�e �egal �a R ou C, o�u � :
V2F ! F

est le crochet d'alg�ebre de Lie sur l'espace vectoriel F .

D�e�nition 2.1 Le crochet de Schouten alg�ebrique ([10], [13], [15]) est la structure d'alg�ebre de

Lie gradu�ee, [; ]�, sur l'alg�ebre ext�erieure,
V
F =

L
p��1

Vp+1F , de F qui :

(i) s'annule si l'un des arguments est dans K,

(ii) �etend le crochet de Lie �, et

(iii) satisfait la r�egle de Leibniz gradu�ee

[X;Y ^ Z]� = [X;Y ]� ^ Z + (�1)p(q+1)Y ^ [X;Z]�

3



pour X 2
Vp+1F , Y 2

Vq+1F , Z 2
V
F .

Dans le cas o�u r 2 F 
 F , le crochet de Schouten alg�ebrique de r avec lui-même est l'�el�ement

[r; r]� 2 F 
 F 
F telle que pour �; �; � 2 F�,

[r; r]�(�; �; �) =< �; r(ad��
r� � � ad��

r� �)� �(r(�); r(�)) >;

o�u r consid�er�e comme application lin�eaire de F� dans F est d�e�ni par < r(�); � >= r(� 
 �)

pour �; � 2 F�, et < ad��x �; y >= � < �; �(x; y) pour x; y 2 F , � 2 F�.

En particulier, si a 2
V2F , alors [a;a]� est l'�el�ement de

V3 F tel que pour �; �; � 2 F�,

[a;a]�(�; �; �) = �2

I
< �; �(a(�);a(�)) >;

o�u
H
d�esigne la somme sur les permutations circulaires des �el�ements �; �; �; ou dans la notation

en termes de produits tensoriels triples,

[a;a]� = �2([a12;a13] + [a12;a23] + [a13;a23]):

Si a =
P

i ai 
 bi, alors par d�e�nition,

a12 =
X
i

ai 
 bi 
 1; a13 =
X
i

ai 
 1
 bi; a23 =
X
i

1
 ai 
 bi;

[a12;a13] =
X
i;j

�(ai; aj)
 bi 
 bj ; [a12;a23] =
X
i;j

ai 
 �(bi; aj)
 bj;

[a13;a23] =
X
i;j

ai 
 aj 
 �(bi; bj):

Remarquons qu'on peut d�e�nir un tel crochet sur
V
F pour tout � 2 Hom(

V2 F ;F). L'anti-

commutativit�e gradu�ee et la r�egle de Leibniz gradu�ee restent en vigueur, mais en g�en�eral le

crochet [; ]� ne v�eri�e pas l'identit�e de Jacobi gradu�ee et il la v�eri�e si et seulement si (F ; �) est

une alg�ebre de Lie.

Soit G = (F ; �) une alg�ebre de Lie et soit M un G-module, c'est-�a-dire que G agit sur

M . Par exemple G agit sur elle-même (plus g�en�eralement sur son alg�ebre tensorielle) par la

repr�esentation adjointe.

D�e�nition 2.2 L'espace vectoriel des applications k-lin�eaires antisym�etriques sur G �a valeurs

dans M est appel�e l'espace des k-cochaines de G �a valeurs dans M .

D�esignons par Ck(G;M), l'espace vectoriel des k-cochaines de G �a valeurs dans M et C(G;M) =L
k�0 C

k(G;M).

D�e�nition 2.3 L'op�erateur cobord de Chevalley-Eilenberg de G �a valeurs dans M , not�e �� :

C(G;M)! C(G;M), est l'application lin�eaire de degr�e 1 d�e�nie par

(���)(x0; :::; xk) =
Pk

i=0(�1)
kxi:(�(x0; :::; x̂i; :::; xk))

+
P

i<j(�1)
i+j�(�(xi; xj); x0; :::; x̂i; :::; x̂j ; :::xk)

pour � 2 Ck(G;M), xi 2 F ; i = 0; 1; :::k; xi:a d�esignant l'action de xi 2 G sur a 2 M et x̂i

indiquant l'omission de l'argument xi.
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Remarque 2.1 On peut d�e�nir un tel op�erateur pour tout � 2 Hom(
V2F ;F). En g�en�eral

�2� 6= 0 et �2� = 0 si et seulement si (F ; �) est une alg�ebre de Lie.

D�e�nition 2.4 Une k-cochaine � est appel�e un k-cocycle si ��� = 0. Une k-cochaine � est

appel�e un k-cobord si il existe une (k � 1)-cochaine �, telle que � = ���.

D�e�nition 2.5 Un op�erateur di��erentiel d'ordre z�ero sur une alg�ebre commutative gradu�ee A

est un op�erateur qui commute avec les �el�ements de A, ces derniers agissant par multiplication.

Un op�erateur di��erentiel d'ordre n sur A, n � 1, est un op�erateur dont le commutateur avec les

�el�ements de A est un op�erateur di��erentiel d'ordre n�1. Par ailleurs une d�erivation d'ordre 1 de

A est une d�erivation dans le sens usuel, alors qu'une d�erivation d'odre n de A est un op�erateur

L tel que [L; a]� La est une d�erivation d'odre n� 1 pour tout a 2 A.

Ainsi une d�erivation du second ordre sur A est un op�erateur � satisfaisant la relation

�(abc) = �(ab)c+ (�1)j�jjaja�(bc) + (�1)(jaj+j�j)jbjb�(ac)

�(�a)bc� (�1)j�jjaja(�b)c� (�1)j�j(jaj+jbj)ab(�c)

pour tous a; b; c 2 A, o�u j�j et jaj d�esignent respectivement les degr�es de � et a.

D�e�nition 2.6 On dit q'un op�erateur di��erentiel � de degr�e �1 sur une alg�ebre commutative

gradu�ee A engendre un crochet [; ]� sur A, si pour tous a; b 2 A,

[a; b]� = (�1)jaj(�(ab)� (�a)b� (�1)jaja�b):

Dans [15] il est �etabli que l'op�erateur transpos�e de l'op�erateur de Chevalley-Eilenberg engendre

le crochet de Schouten alg�ebrique.

Soit A l'alg�ebre ext�erieure
V
F�, o�u F est un espace vectoriel de dimension �nie sur K = R

ou C, et F� le dual de F . Pour une base donn�ee (ei) de F de base duale (�i), d�esignons par ai

l'op�erateur de degr�e �1 consistant en la contraction avec ei, et par b
i l'op�eration de multiplication

ext�erieure par �i. Ces op�erateurs satisfont les relations de commutation canoniques,

aib
j + bjai = �

j
i :

On a le r�esultat suivant [7] :

Proposition 2.1 Un op�erateur sur A =
V
F� est un op�erateur di��erentiel d'ordre n, s'il s'�ecrit

comme une somme de monômes, chacun desquels �etant au plus d'ordre n en les op�erateurs (ai).

Le crochet de dualit�e entre
V
F et

V
F� �etendant celui entre F et F� est d�e�ni par

< �1 ^ �2 ^ ::: ^ �m; x1 ^ x2 ^ ::: ^ xn >= �nmdet(< �i; xj >)

�i 2 F
�; i = 1; :::;m; xi 2 F ; j = 1; :::; n.
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3 Quasi-big�ebres de Lie

Les quasi-big�ebres de Lie [6] (appel�ees quasi-big�ebres jacobiennes dans ([2],[10])) sont les limites

classiques des alg�ebres quasi-Hopf, introduites par Drinfeld. Plus pr�ecis�ement

D�e�nition 3.1 Un quadruplet (F ; �; ; �) est une quasi-big�ebre de Lie si et seulement si F est

un espace vectoriel muni d'un crochet � 2 Hom(
V2 F ;F), d'un co-crochet  2 Hom(F ;

V2F)

et d'un �el�ement � 2
V3 F tels que

3:1: G = (F ; �) est une alg�ebre de Lie,

3:2:  est un 1-cocycle de l'alg�ebre de Lie G = (F ; �), �a valeurs dans
V2F pour l'action adjointe

d�e�nie par �,

3:3: 1
2 [; ]

F�
NR + ��� = 0,

3:4: �� = 0,

o�u [; ]F
�

NR d�esigne le crochet de Nijenhuis-Richardson [19] des formes sur
V
F� �a valeurs dans

F�, �� (resp. �) est l'op�erateur cobord associ�e �a l'action adjointe d�e�nie par � (resp. ).

Remarque 3.1 Dans 3:3, � : K !
V3 F est consid�er�e comme une 0�forme sur F �a valeurs

dans
V3F tandis que dans 3:4, � :

V3 F� ! K est consid�er�e comme une 3�forme sur F� �a

valeurs dans K.

Remarque 3.2 Dans le cas o�u � = 0, le triplet (F ; �; ) satisfaisant les conditions ci-dessus,

n'est rien d'autre qu'une big�ebre de Lie.

Dans toute la suite, nous supposerons que l'espace vectoriel F est de dimension �nie sur K,

et que K = R ou C. Ainsi, en termes de grand crochet [ , ] ([2], [9], [10], [17]), une quasi-big�ebre

de Lie peut être d�e�nie de la mani�ere suivante :

D�e�nition 3.2 Un quadruplet (F ; �; ; �) avec � 2
V2 F�NF ,  2 F�NV2 F , � 2 V3 F , est

une quasi-big�ebre de Lie si et seulement si [�+  + �; �+  + �] = 0.

En tenant compte des bidegr�es, la condition [� +  + �; � +  + �] = 0 est �equivalente aux

suivantes :

3.5. [�; �] = 0;

3.6. [�; ] = 0;

3.7. 1
2 [; ] + [�; �] = 0;

3.8. [; �] = 0:

Remarque 3.3 La d�enomination "quasi-big�ebre jacobienne" utilis�ee dans [1], [2], [10] se justi�e

par le fait que c'est le crochet qui v�eri�e l'identit�e de Jacobi, alors que le co-crochet ne v�eri�e pas
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l'identit�e co-Jacobi. Ainsi, contrairement �a la notion de big�ebre de Lie, la notion de quasi-big�ebre

jacobienne n'est pas auto-duale; l'objet dual est app�el�e une quasi-big�ebre co-jacobienne.

La donn�ee d'une structure de quasi-big�ebre de Lie sur F d�etermine une structure d'alg�ebre

de Lie [; ]D sur l'espace vectoriel D = F
L
F� en posant:

[x; y]D = �(x; y);

[x; �]D = �ad�� x+ ad��x �;

[�; �]D = �(�; �) + (�; �)

pour tous x; y 2 F , �; � 2 F�.

L'identit�e de Jacobi pour le crochet [; ]D sur D est �equivalente aux conditions d�e�nissant la

structure de quasi-big�ebre de Lie sur F .

De fa�con plus pr�ecise, on montre dans [10] que les structures de quasi- big�ebre de Lie sur F

sont en correspondance biunivoque avec les structures d'alg�ebre de Lie sur D = F
L
F� laissant

invariant le produit scalaire canonique, dont F est une sous-alg�ebre de Lie.

Plus exactement, les conditions d�e�nissant une quasi-big�ebre de Lie s'�ecrivent sous la forme

:

3:9:
H
�(�(x; y); z) = 0; 8x; y; z 2 F ;

3:10: (�(x; y)) = (ad�x 
 1 + 1
 ad�x)(y)� (ad�y 
 1 + 1
 ad�y )(x); 8x; y 2 F ;

ou de fa�con �equivalente,

(3:10)0: �((�; �)) = (ad� 
 1 + 1
 ad

� )�(�) � (ad� 
 1 + 1
 ad�)�(�); 8�; � 2 F

�;

3:11:
H
((�; �); �) = �

H
ad

��
�(�;�)�; 8�; �; � 2 F�;

3:12:
H
�((�; �); �) =

H
ad

�
� �(�; �); 8�; �; � 2 F�;

o�u ad�xy = �(x; y) pour x; y 2 F , ad� � = (�; �) pour �; � 2 F�,
H
d�esigne la somme sur

les permutations circulaires des �el�ements x; y; z 2 F , ou �; �; � 2 F�, � :
V2 F� ! F avec <

�(�; �); � >= �(�; �; �), < ad��x �; y >= � < �; �(x; y) > pour x; y 2 F ; � 2 F� et < ad
�
� x; � >=

� < x; (�; �) > pour x 2 F ; �; � 2 F�.

On a les �equivalences suivantes :

3:9 traduit le fait que � est un crochet de Lie sur F .

3:10 et (3:10)0 sont �equivalentes et traduisent la condition de cocycle �� = 0,

3:11 traduit l'�equation 1
2 [; ]

F�
NR + ��� = 0,

3:12 traduit l'�equation �� = 0.

Rappelons �a pr�esent la notion de couple de Manin due �a Drinfeld [6].
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D�e�nition 3.3 Un couple de Manin consiste en un couple (D;F) o�u D est une alg�ebre de Lie

munie d'un produit scalaire invariant non d�eg�en�er�e et F une sous-alg�ebre de Lie isotrope de

dimension maximale de D.

L'�etude des quasi-big�ebres de Lie est rendue facile grâce au twist [6], (appel�e en fran�cais mod-

i�cation [1]), qui consiste �a construire de nouvelles structures de quasi-big�ebre de Lie sur F �a

partir d'une d�ej�a connue; ce qui permet de les �etudier en termes de classes d'�equivalence ([6],

[10]), en montrant que les classes d'�equivalence de quasi-big�ebres de Lie modulo modi�cation

sont en correspondance biunivoque avec les couples de Manin.

Par le choix d'une base de F et de sa base duale dans F�, les conditions d�e�nissant une

quasi-big�ebre de Lie s'expriment en fonction des composantes ckij , f
ij
k , et �ijk de �,  et �

respectivement, comme suit :

3:13: cmij c
l
mk + cmjkc

l
mi + cmkic

l
mj = 0;

3:14: cimkf
jm
l � cimlf

jm
k � c

j
mkf

im
l + c

j
mlf

im
k = cmklf

ij
m;

3:15: f ijmf
mk
l + f jkm fmi

l + fkim f
mj
l = cilm�

jkm + c
j
lm�

kim + cklm�
ijm;

3:16: fklm�ijm + f ilm�
jkm + f jlm�

kim = f ijm�
lkm + f jkm �lim + fkim�ljm:

Pour une quasi-big�ebre de Lie donn�ee (F ; �; ; �), nous pouvons d�e�nir sur
V
F� les op�erateurs

suivants :
d� :

Vk F� !
Vk+1F�;

@ :
Vk F� !

Vk�1F�;

i� :
Vk F� !

Vk�3F�;

o�u

(d��)(x1 ^ ::: ^ xk+1) =
P

i<j(�1)
i+j�(�(xi; xj) ^ x1 ^ ::: ^ x̂i ^ ::: ^ x̂j ^ ::: ^ xk+1);

@(�1 ^ ::: ^ �k) =
P

i<j(�1)
i+j(�i; �j) ^ �1 ^ ::: ^ �̂i ^ ::: ^ �̂j ^ ::: ^ �k;

(i��)(x1 ^ ::: ^ xk�3) = �(� ^ x1 ^ ::: ^ xk�3);

pour � 2
Vk F�, �i 2 F

�, i = 1; :::; k, xi 2 F , i = 1; :::; k + 1.

L'op�erateur d� est l'op�erateur de Chevalley-Eilenberg (�a coe�cients triviaux) associ�e �a �, @ est

le transpos�e de l'op�erateur d associ�e �a  ( ne d�e�nissant pas une structure d'alg�ebre de Lie

sur F�). Pour plus de d�etails sur les propri�et�es de l'op�erateur de Chevalley-Eilenberg et de son

op�erateur transpos�e, voir par exemple ([11], [15], [16]).

On a le r�esultat suivant :

Th�eor�eme 3.1 Les op�erateurs d�, @ et i� satisfont les propri�et�es suivantes :

3.17. d� est une d�erivation de degr�e 1 de (
V
F�;^) telle que d2� = 0,
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3.18. @ est une d�erivation du second ordre de (
V
F�;^) de degr�e �1,

3.19. l'op�erateur d�@ + @d� est une d�erivation de (
V
F�;^) de degr�e 0,

3.20. i� est un op�erateur di��erentiel d'ordre 3 de (
V
F�;^) de degr�e �3 tel que i2� = 0

3.21. @2 + d�i� + i�d� � i@�� = 0,

3.22. @i� + i�@ = 0,

o�u @� est l'op�erateur transpos�e de d�, d�e�ni sur
V
F .

D�emonstration : Les propri�et�es 3:17, 3:18 et 3:19 sont standard et se d�emontrent exactement

comme dans le cas des big�ebres de Lie (voir par exemple ([14], [16]). On voit que @ est une

d�erivation du second ordre de (
V
F�;^) en utilisant le fait que @ engendre le crochet [; ] et la

r�egle de Leibniz gradu�ee pour ce crochet. Prouvons 3:20, 3:21 et 3:22.

3:20. En fait i� est par d�e�nition un op�erateur di��erentiel d'ordre 3 de degr�e �3 et comme �

est de degr�e impair, on a i2� = 0.

3:21. Par d�e�nition de d et d'apr�es la condition (3:7) de la d�e�nition d'une quasi-big�ebre de

Lie, on a :

d2(X) =
1

2
[[; ];X] = �[[�; �];X] = [�;X]�;8X 2

^
F :

Mais, l'op�erateur d'homologie @� engendrant le crochet de Schouten alg�ebrique [; ]�, on a :

@�(�^X) = (@��)^X � �^ (@�X)� [�;X]�; 8X 2
V
F , c'est-�a-dire [�;X]� = (i�@�� � @�i

�
� �

i��@�)(X);8X 2
V
F ; d'o�u d2 = i�@�� � @�i

�
� � i��@�. Par transposition, on obtient

@2 + d�i� + i�d� � i@�� = 0:

3:22: Comme d est une d�erivation de (
V
F ;^), on a

d(� ^X) = (d�) ^X � � ^ (dX); 8X 2
^
F :

Mais par hypoth�ese �� = 0, ce qui est �equivalent �a d� = 0; d'o�u di
�
� + i��d = 0: Par

transposition, on obtient

@i� + i�@ = 0: 2

Remarque 3.4 Pour une big�ebre de Lie (F ; �; ), l'op�erateur L = d@� + @�d est appel�e le

laplacien de la big�ebre de Lie (F ; �; ) ([12], [16]), et l'op�erateur transpos�e L� = d�@ + @d�

est le laplacien de la big�ebre de Lie duale (F�; ; �).

Proposition 3.1 Pour x 2 F , on a :

@ix + ix@ = �i(x):

D�emonstration. En e�et ce r�esultat se d�emontre par un calcul direct. Pour les d�etails voir

par exemple la proposition 1 de [11]. 2
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Exemple 3.1 Toute big�ebre de Lie est une quasi-big�ebre de Lie; il su�t de prendre � = 0.

Exemple 3.2 Soit (F ; �) une alg�ebre de Lie. Alors tout choix d'un �el�ement r 2
V2 F d�e�nit

une structure de quasi-big�ebre de Lie sur F en posant

 = ��r; � = �
1

2
[r; r]�:

Une telle structure est dite strictement exacte ([1], [2]).

Exemple 3.3 Soit (F ; �) une alg�ebre de Lie. Alors tout �el�ement r 2 F
F de partie sym�etrique

ad�-invariante d�e�nit une structure de quasi-big�ebre de Lie sur F en posant

 = ��a; � = �
1

2
[r; r]� = �

1

2
([a;a]� + [s; s]�);

o�u a (resp. s) est la partie antisym�etrique (resp. sym�etrique) de r. Une telle structure est dite

quasitriangulaire [1], [2].

Exemple 3.4 Soit (D;F) un couple de Manin; alors tout choix d'un sous-espace suppl�ementaire

isotrope de F dans D d�e�nit une structure de quasi-big�ebre de Lie sur F [6].

4 Alg�ebres quasi-Batalin-Vilkovisky di��erentielles

Les alg�ebres quasi-Batalin-Vilkovisky di��erentielles sont des g�en�eralisations introduites par Get-

zler des alg�ebres de Batalin-Vilkovisky di��erentielles [7] en vue d'applications �a la th�eorie con-

forme des champs topologique.

D�e�nition 4.1 Une alg�ebre quasi-Batalin-Vilkovisky di��erentielle est un quadruplet (A;�; �;�)

o�u A est une alg�ebre commutative gradu�ee munie d'une d�erivation du second ordre � de degr�e

�1, d'une d�erivation � de degr�e 1 et d'un op�erateur di��erentiel � d'ordre 3 de degr�e �3 tels que

4.1. �2 = 0;

4.2. ��+�� est un op�erateur di��erentiel du premier ordre,

4.3. �2 + �� +�� = 0;

4.4. ��+�� = �2 = 0:

Remarque 4.1 Dans le cas o�u � = 0, le triplet (A;�; �) satisfaisant les conditions 4:1; 4:2

et 4:3 ci-dessus, est une alg�ebre de Batalin-Vilkovisky di��erentielle ([7], [11]); le couple (A;�)

satisfaisant la condition �2 = 0 est une alg�ebre de Batalin-Vilkovisky.

Tenant compte des degr�es des di��erents op�erateurs, une alg�ebre quasi-Batalin-Vilkovisky

peut être d�e�nie de mani�ere �equivalente en termes de commutateurs gradu�es d'op�erateurs comme

suit :

Proposition 4.1 Un quadruplet (A;�; �;�) o�u A est une alg�ebre commutative gradu�ee, � une

d�erivation du second ordre de degr�e �1 de A, � une d�erivation de degr�e 1 de A et � un op�erateur
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di��erentiel d'ordre 3 de degr�e -3 de A, est une alg�ebre quasi-Batalin-Vilkovisky di��erentielle si

et seulement si

4:5: [�; �] = 0;

4:6: [�;�] est un op�erateur di��erentiel du premier ordre,

4:7: 1
2 [�;�] + [�;�] = 0;

4:8: [�;�] = [�;�] = 0:

D�e�nition 4.2 L'op�erateur L = [�;�] est appel�e le laplacien de l'alg�ebre quasi-Batalin-Vilkovisky

di��erentielle (A;�; �;�).

On a le r�esultat suivant :

Proposition 4.2 Dans une alg�ebre quasi-Batalin-Vilkovisky di��erentielle (A;�; �;�), le lapla-

cien L commute �a la fois avec les op�erateurs �, � et �, i.e.,

[L;�] = [L; �] = [L;�] = 0:

D�emonstration. En e�et, de 4:5 et 4:7, on a :

[L;�] = [[�;�];�] = �[[�;�]; �] = [[�;�]; �] = �[[�; �];�] = 0:

De même, [L; �] = 0 est une cons�equence de 4:5. En e�et

[L; �] = [[�;�]; �] = �[[�; �];�] = 0:

En�n, [L;�] = 0 est une cons�equence de 4:7 et 4:8. En e�et

[L;�] = [[�;�];�] = �[[�;�]; �] +
1

2
[[�;�];�] = 0: 2

Ainsi, les trois op�erateurs �, � et � agissent sur KerL et les relations d�e�nissant la structure

d'alg�ebre quasi- Batalin-Vilkovisky di��erentielle sur A restent en vigueur sur KerL. l'op�erateur

L �etant une d�erivation sur A, KerL est stable pour le produit d�e�ni sur A et par cons�equent,

KerL est une alg�ebre commutative gradu�ee dont la structure est induite par celle de A. Dans

le cas o�u � = 0, le triplet (KerL;�; �) est une alg�ebre de Gerstenhaber-Batalin-Vilkovisky

di��erentielle (DGBV-algebra) au sens de ([3], [4], [8], [18]).

Nous rappelons maintenant la d�e�nition suivante d'une BV1-alg�ebre commutative donn�ee

par Kravchenko [7]:

D�e�nition 4.3 Soit A =
L

iAi un espace vectoriel Z-gradu�e. Une application lin�eaire D : A!

A est dite impaire, si D : Ai !
L

kAi+2k+1, k 2 Z pour chaque i.
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D�e�nition 4.4 Un triplet (A; d;D) est une BV1-alg�ebre commutative si

4.9. A est une alg�ebre commutative gradu�ee,

4.10. d : A! A est une di��erentielle de degr�e 1 de A,

4.11. D : A! A est un op�erateur di��erentiel impair de carr�e nul, tel que le degr�e de D � d est

n�egatif.

On a le r�esultat suivant :

Th�eor�eme 4.1 Soit (A;�; �;�) une alg�ebre quasi-Batalin-Vilkovisky di��erentielle; soit H(KerL; �)

la cohomologie de KerL. Alors

4.12. l'op�erateur � induit sur H(KerL; �) une structure d'alg�ebre de Batalin-Vilkovisky,

4.13. l'op�erateur D = � +�+� induit sur KerL une structure de BV1-alg�ebre commutative.

D�emonstration. D�emontrons 4.12. En e�et sur KerL, on a ��+�� = 0; cela signi�e que �

agit sur H(KerL; �). Par ailleurs, d'apr�es 4:3, �2 = �(��+��), ce qui signi�e que sur H(A; �),

en particulier sur H(KerL; �), �2 = 0. Par cons�equent (H(KerL; �);�) est une alg�ebre de

Batalin-Vilkovisky.

D�emontrons 4.13. KerL �etant stable par les op�erateurs �, � et �, il s'ensuit que l'op�erateur

D = � + � + � agit sur KerL. Il est clair que l'op�erateur D = � + � + � est impair, car �

est de degr�e 1, � est de degr�e �1 et � est de degr�e �3; les mêmes hypoth�eses montrent que

l'op�erateur D � � est de degr�e n�egatif. D'autre part,

D2 =
1

2
[�; �] + [�;�] + (

1

2
[�;�] + [�;�]) +

1

2
[�;�]:

Des conditions 4:5, 4:7 et 4:8, et du fait que [�;�] = 0 sur KerL, on obtient D2 = 0 sur KerL.

Par cons�equent (KerL; �;D) est une BV1-alg�ebre commutative avec D =
P

nDn, o�u D1 = �,

D2 = �, D3 = � et Dn = 0 pour n � 4. 2

Nous venons ainsi de montrer que si (A;�; �;�) est unimodulaire, c'est-�a-dire L = 0,

alors A est munie d'une structure de BV1-alg�ebre et (H(A; �);�) est une alg�ebre de Batalin-

Vilkovisky. Dans ces conditions, tenant compte des degr�es des commutateurs gradu�es des

di��erents op�erateurs, on voit que les conditions 4.5-4.8 sont �equivalentes �a la nullit�e du carr�e de

l'op�erateur � +�+�.

Dans le cas g�en�eral, H(KerL; �) est munie d'une structure d'alg�ebre de Gerstenhaber "ex-

acte" ([11], [20]) dont le crochet de Lie est d�e�ni par

[a; b]� = (�1)jaj(�(ab)� (�a)b� (�1)jaja(�b));

pour a; b 2 H(KerL; �).

Soit (A;�; �;�) une alg�ebre quasi-Batalin-Vilkovisky di��erentielle. Associons �a l'op�erateur

D = � +�+� les applications lin�eaires suivantes �n
D :
VnKerL! KerL d�e�nies par

�1
D(a) = D(a);
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�n+1
D (a1; :::; an+1) = �n

D(a1; :::; anan+1)� (�n
D(a1; :::; an))an+1

�(�1)janj(ja1j+:::+jan�1j+1)an�
n
D(a1; :::; an�1; an+1);

pour a; a1; :::; an+1 2 KerL.

Posons

[a; b]D = (�1)jaj�2
D(a; b) = (�1)jaj(D(ab)� (Da)b� (�1)jaja(Db)); 8a; b 2 KerL:

On a le r�esultat suivant:

Proposition 4.3 Les applications lin�eaires �n
D et le crochet [; ]D ci-dessus d�e�nis satisfont les

propri�et�es suivantes :

4.14. (�1
D)

2 = 0 ,

4.15. �1
D est une d�erivation du crochet [; ]D,

4.16. �1
D�

2
D +�2

D�
1
D = 0,

4.17. (�2
D)

2 +�1
D�

3
D +�3

D�
1
D = 0,

4.18. �2
D�

3
D +�3

D�
2
D = (�3

D)
2 = 0,

4.19. �n
D = 0, pour n � 4.

D�emonstration. D'apr�es le th�eor�eme 4.1, D est un op�erateur impair de carr�e nul sur KerL.

Ainsi, la propri�et�e 4.14 est �evidente. Montrons �a pr�esent la propri�et�e 4.15. En e�et, pour

a; b 2 KerL, on a :

�1
D[a; b]D = (�1)jajD(D(ab)� (Da)b� (�1)jaja(Db)) = �(�1)jajD((Da)b) �D(a(Db))

= �(�1)jaj((�1)jaj+jDjD(a)D(b) + (�1)jaj+jDj[Da; b]D)

�(D(a)D(b) + (�1)jaj[a;Db]D) = [Da; b]D + (�1)jaj+1[a;Db]D
= [�1

D(a); b]D + (�1)jaj+jDj[a;�1
D(b)]D;

d'o�u 4.15.

D�emontrons 4.16. En e�et, pour a; b 2 KerL, on a :

(�1
D�

2
D)(a; b) = D(D(ab)� (Da)b� (�1)jaja(Db)) = �D((Da)b)� (�1)jajD(a(Db))

(�2
D�

1
D)(a; b) = �2

D(Da; b) + (�1)jaj�2
D(a;Db)

= D((Da)b)� (�1)jaj+jDj(Da)(Db) + (�1)jajD(a(Db)) � (�1)jaj(Da)(Db)

= D((Da)b) + (�1)jajD(a(Db));

d'o�u �1
D�

2
D +�2

D�
1
D = 0.

Les propri�et�es 4.17 et 4.18 se d�emontrent aussi par un calcul direct mais long; en fait elles

d�ecoulent de la proposition 2 de [8], tandis que la propri�et�e 4.19 est une cons�equence du fait que

D est par d�e�nition un op�erateur au plus d'ordre 3, car � est d'ordre 1, � est du second ordre

et � est d'ordre 3. 2

Remarque 4.2 La propri�et�e 4.17 exprime le fait que le crochet [; ]D ne v�eri�e pas l'identit�e

de Jacobi gradu�ee et ne d�e�nit donc pas une structure d'alg�ebre de Lie gradu�ee sur KerL;

toutefois, il d�e�nit une structure d'alg�ebre de Lie sur H(KerL;D). Par ailleurs, les propri�et�es

13



4.15 et 4.16 sont �equivalentes. En e�et �1
D�

2
D + �2

D�
1
D = 0 si et seulement si �1

D(�
2
D(a; b)) =

��2
D((�

1
D(a)) ^ b+ (�1)jaja ^ �1

D(a));8a; b 2 KerL i.e.,

(�1)jaj�1
D[a; b]D = ��2

D((Da); b) � (�1)jaj�2
D(a; (Db))

= �(�1)jaj+jDj[Da; b]D � (�1)2jaj[a;Db]D = (�1)jaj[Da; b]D � [a;Db]D;

d'o�u �1
D[a; b]D = [�1

D(a); b]D + (�1)jaj+jDj[a;�1
D(b)]D.

Soit A =
V
F�, o�u F est un espace vectoriel de dimension �nie. Soient �; �;� respectivement

une d�erivation du second ordre de degr�e �1, une d�erivation de degr�e 1 et un op�erateur d'ordre

3 de degr�e �3, de A. Alors, d'apr�es ce qui pr�ec�ede, ces trois op�erateurs s'expriment en fonction

des op�erateurs ai et b
i comme suit :

� = f
ij
k aiajb

k + piai; � = ckijb
ibjak; � =

1

3
�ijkaiajak;

avec

f
ij
k + f

ji
k = 0; ckij + ckji = 0; �ijk = ��jik = ��ikj:

Remarque 4.3 Les coe�cients ckij ; f
ij
k ; �

ijk ci-dessus d�e�nis sont les doubles de ceux d�e�nis

dans [6].

On a le r�esultat suivant :

Proposition 4.4 Pour �; �;� d�e�nis ci-dessus, on a :

4.19. �2 = 0 si et seulement si les coe�cients ckij sont les constantes de structure d'une alg�ebre

de Lie, i.e., satisfont la relation 3.13.

4.20. �� + �� est un op�erateur du premier ordre si et seulement si les coe�cients ckij et f ijk

satifont la relation 3.14.

4.21. �2+ ��+�� = 0 si et seulement si les coe�cients ckij ; f
ij
k ; �

ijk et pi satisfont les relations

3.15 et

pkf
ij
k = c

j
mk�

kmi � cikm�
kmj:

4.22. ��+�� = 0 si et seulement si les coe�cients f ijk et �ijk satisfont la relation 3.16.

D�emonstration. Ces di��erentes propri�et�es se d�emontrent ais�ement par un calcul direct en

utilisant les propri�et�es des op�erateurs ai et bj, notamment l'antisym�etrie et les relations de

commutation canoniques. Les propri�et�es 4:19 et 4:20 d�ecoulent du lemme 3:3 et de la proposition

3:4 de [7]. Prouvons 4:21 et 4:22.

4:21: D'apr�es le lemme 3:2 de [7], on a

�2 = 2fmi
l f jkm blaiajak + 2pkf ijk aiaj:

D'autre part en utilisant l'antisym�etrie et les relations de commutation canoniques, on a

�� = �2ckij�
jmnbiamanak � 2ckij�

ijmamak � ��
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Ainsi, par identi�cation, �2 + �� +�� = 0 si et seulement si on a 3.15 et

pkf
ij
k = c

j
km�

kmi � cikm�
kmj ;

ce qui prouve 4:21.

4:22: En utilisant de nouveau l'antisym�etrie et les relations de commutation canoniques, on a

�� = f
ij
k �

kmnaiajaman � ��;

d'o�u ��+�� = 0 si et seulement si on a 3.16. 2

Remarque 4.4 En posant x = pkek et � = 1
3�

ijkei ^ ej ^ ek, o�u (ei) est une base de F , la

relation pkf ijk = c
j
km�

kmi� cikm�
kmj dans 4:21 est �equivalente �a @�� = (x) o�u les ckij (resp. f

ij
k )

sont les coe�cients de � (resp. ).

Ainsi, on vient de prouver que si (A;�; �;�) est une structure d'alg�ebre quasi-Batalin-

Vilkovisky di��erentielle sur
V
F�, alors il existe un crochet de Lie � sur F , un co-crochet 

sur F , � 2
V3F ; x0 2 F tels que

� = @ + ix0 ; � = d�; � = i�;

et @�� = (x0).

5 Correspondance entre quasi-big�ebres de Lie et alg�ebres quasi-

Batalin-Vilkovisky di��erentielles

Dans cette section, nous �etablissons une bijection entre certaines structures de quasi-big�ebre

de Lie sur un espace vectoriel F de dimension �nie et les structures d'alg�ebre quasi-Batalin-

Vilkovisky di��erentielle sur
V
F�. Plus pr�ecis�ement :

Th�eor�eme 5.1 Soit F un espace vectoriel de dimension �nie. Les structures de quasi-big�ebre de

Lie (F ; �; ; �) sur F telles que @�� 2 Im, sont en correspondance bijective avec les structures

d'alg�ebre quasi-Batalin-Vilkovisky di��erentielle sur
V
F�.

D�emonstration. Ce th�eor�eme est une cons�equence des propositions 3:1 et 4:4 et du th�eor�eme

3:1. En e�et :

Soit (F ; �; ; �) une structure de quasi-big�ebre de Lie sur F telle que @�� 2 Im, i.e., il

existe x0 2 F tel que (x0) = @��. Posons

A =
^
F�; � = @ + ix0 ; � = d�; � = i�:

Il est clair d'apr�es le th�eor�eme 3:1 que � est une d�erivation du second ordre de degr�e �1 de A,

� est une d�erivation de degr�e 1 de A de carr�e nul et � est un op�erateur d'ordre 3 de degr�e �3 de

A. De plus, L = [�;�] = [d�; @ ] + [d�; ix0 ]. D'apr�es le th�eor�eme 3.1, [d�; @ ] est une d�erivation

de A; comme ix0 est une d�erivation de A, [d�; ix0 ] l'est aussi, �etant le commutateur gradu�e de
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deux d�erivations de A. Par cons�equent L est un op�erateur d'ordre 1 de A.

De la d�e�nition de �, on a �2 = @2 +@ix0 + ix0@ ; du th�eor�eme 3:1 et de la proposition 3:1, on

obtient �2+ ��+�� = 0. En�n les conditions ��+�� = 0 et �2 = 0 suivent par le th�eor�eme

3:1. En d�e�nitive, (A;�; �; �) est une structure d'alg�ebre quasi-Batalin-Vilkovisky di��erentielle

sur
V
F�.

La r�eciproque suit par la proposition 4:3. 2

Remarque 5.1 Dans les conditions du th�eor�eme 5.1, le laplacien de l'alg�ebre quasi-Batalin-

Vilkovisky di��erentielle correspondante est donn�e par L = [d�; @ ] + ad��x0 .

Corollaire 5.1 A toute structure de quasi-big�ebre de Lie strictement exacte sur un espace

vectoriel F de dimension �nie, il correspond une structure d'alg�ebre quasi-Batalin-Vilkovisky

di��erentielle sur
V
F�.

D�emonstration. En e�et, soit (F ; �; ; �) une structure de quasi-big�ebre de Lie strictement

exacte sur F , i.e., il existe r 2
V2 F tel que

 = ��r; � = �
1

2
[r; r]�:

Le co-crochet  est d�e�ni explicitement par

(x) = ad�xr = [x; r]�; 8x 2 F :

@� �etant une d�erivation dans (
V
F ; [; ]�), on a

@�� = �1
2@�([r; r]

�) = �1
2([@�r; r]

� � [r; @�r]
�)

= �[@�r; r]
� = �(@�r):

Ainsi, @�� 2 Im et la conclusion suit par le th�eor�eme 5:1. 2

Remarque 5.2 Dans les conditions du corollaire 5.1, l'op�erateur � et le laplacien L sont d�e�nis

explicitement par � = [ir; d�]�2ir0 et L = �2ad��r0 , o�u r0 = @�r = ��(r). En e�et, la restriction

de d �a F est l'oppos�e du cocycle , i.e., d(x) = �(x) = [r; x]�; 8x 2 F : En utilisant le fait

que d est une d�erivation dans (
V
F ;^), on montre que

d(X) = [r;X]�; 8X 2
^
F :

L'op�erateur d'homologie @� engendrant le crochet de Schouten alg�ebrique [; ]�, on a @�(r ^

X) = (@�r) ^ X + r ^ (@�X) + [r;X]�, i.e., d = @�i
�
r
� i�

r
@� � i�

r0
. D'o�u par transposition

@ = ird� � d�ir� ir0 = [ir; d�]� ir0 : D'apr�es les formules � = @ + ix0 et @�� = �(@�r), on a

� = @ + i(�@�r) = [ir; d�]� 2ir0 :

Par ailleurs, d'apr�es la d�e�nition de L et de ce qui pr�ec�ede, on a :

L = [�;�] = [d�; [ir; d�]]� 2[d�; ir0 ] = �2[d�; ir0 ]:
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En utilisant le fait que @� engendre le crochet [; ]�, on a :

< L(�);X >= 2 < �; [r0;X]� = �2 < ad��
r0
�;X >; 8� 2

^
F�;8X 2

^
F ;

d'o�u

L = �2ad��
r0
:

Ainsi une large classe de structures d'alg�ebre quasi-Batalin-Vilkovisky di��erentielle est fournie

par celles associ�ees aux structures de quasi-big�ebre jacobienne strictement exactes.

Remarque 5.3 Dans le cas o�u � = 0, (F ; �; ) est une structure de big�ebre de Lie sur F . Un

�el�ement x 2 F tel que (x) = @�� est alors un �el�ement de ker; c'est-�a-dire un "co-caract�ere de

la co-alg�ebre de Lie (F ; )". Ainsi, nous retrouvons le r�esultat de Getzler [7] qui �etablit une corre-

spondance bijective entre les structures de big�ebre de Lie sur un espace vectoriel F de dimension

�nie, muni d'un co-caract�ere et les structures d'alg�ebre de Batalin-Vilkovisky di��erentielle surV
F�. Dans ce cas, nous pouvons introduire une param�etrisation sur les structures d'alg�ebre de

Batalin-Vilkovisky di��erentielle sur
V
F� en termes de co-caract�ere. En e�et, soit (F ; �; ) une

structure de big�ebre de Lie sur F . Pour tout co-carct�ere x de (F ; ), posons

�x = @ + ix; � = d�:

Alors de ce qui pr�ec�ede, (
V
F�;�x; �) est une alg�ebre de Batalin-Vilkovisky di��erentielle. Un cal-

cul explicite ([5],[16]) montre que le laplacien d'une telle alg�ebre de Batalin-Vilkovisky di��erentielle

est donn�e par L = 1
2 (ad


�� � ad

��
x ) + ad��x , o�u �� 2 F� et x 2 F sont d�e�nis respectivement

par ��(y) = tr(ad�y ); y 2 F et x(�) = tr(ad�); � 2 F�. L'�el�ement 0 2 F est naturellement

un co-caract�ere trivial, et la structure d'alg�ebre de Batalin-Vilkovisky di��erentielle obtenue

(
V
F�;�0; �) est la structure standard donn�ee en exemple dans [11]. ix �etant une d�erivation

sur (
V
F�;^), il est �evident que tous les op�erateurs �x ainsi construits engendrent le même

crochet de Batalin-Vilkovisky [; ]�0
; donc �a toutes les structures d'alg�ebre de Batalin-Vilkovisky

(A;�x), il correspond la même alg�ebre de Gerstenhaber. Notons en�n que (
V
F�;�0; �) �etant

une structure d'alg�ebre de Batalin-Vilkovisky di��erentielle sur
V
F�, alors (

V
F ; ��;��

0) est une

structure d'alg�ebre de Batalin-Vilkovisky di��erentielle sur
V
F , car � et  jouent des rôles duaux

pour F et F�.
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