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Abstract

Let X be a Banach space and X� its dual space, for T 2 L(X) we denote by T � its

adjoint. We show that if x 2 X and x� 2 X� have disjoint local spectrum with empty

interior, therfore (x; x�) = 0. This provides a simple proof and a generalization of a result

of J.Finch.
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1 INTRODUCTION

Soient X un espace de Banach de dual X� et T 2 L(X) un op�erateur continu sur X. On

note par T � 2 L(X�) l'adjoint de T , �(T ) son spectre �(T ) = C n�(T ) son r�esolvent et

par RT : � 2 �(T ) ! (T � �)�1 sa fonction r�esolvente. Pour tout x 2 X l'application

� 2 �(T ) ! (T � �)�1x 2 X peut admettre des extensions analytiques qu'on appelera

r�esolventes locales de T en X, on notera �(x; T ) l'ouvert maximal sur lequel RT (�)x admet

une extension, le ferm�e �(x; T ) = C n�(x; T ) est appel�e le spectre local de T en x. Lorsque

l'extension maximale de RT (�)x est unique, on dit que T poss�ede la propri�et�e d'extension

unique (SV EP ). Il est clair que �(x; T ) � �(T ) et qu'il est non vide, pour x non nul,

lorsque T poss�ede la (SV EP ). Un calcul direct montre que T n' admet pas la (SV EP ),

si et seulement si, on peut trouver un ouvert O et F : O ! X une fonction analytique

non nulle satisfaisant: (T � �)F (�) = 0. En consid�erant les fonctions G1; G2 d�e�nies par:

G1(�) =
F (�)

���
� 6= �

G2(�) =

(
F (��F (�)

���
� 2 On�

F 0(�) � = �

on voit que l'�equation (T � �)G(�) = F (�) admet des solutions analytiques sur tout C .

Donc �(F (�); T ) = ; pour tout � 2 O et par suite on a l'�equivalence, T a la (SV EP ) si

et seulement si �(x; T ) 6= ; pour tout x non nul. Pour une �etude d�etaill�ee des propri�et�es

du spectre local nous renvoyons le lecteur aux r�ef�erences [2] et [4]. Lorsque T et T � ont

la (SV EP ), Bishop [1] montre que pour tout x 2 X et x� 2 X� satisfaisant �(x; T ) \

�(x�; T �) = ; on a (x; x�) = 0. En remarquant que ce r�esultat n'est pas vrais si T ne

satisfait pas la (SV EP ), J.Finch �etablit dans [3] le r�esultat suivant.

Proposition 1.1 , Soient x 2 X et x� 2 X� si �(x; T ) = �(x�; T �) = ; alors (x; x�) = 0.

Nous donnons dans ce travail des extensions de ce r�esultat en utilisant une m�ethode

inspir�ee directement du travail de Bishop [1] simpli�ant par la même occasion la preuve

de [3].

2 Ortogonalit�e et spectre local

Pour une partie F 2 C , on note F 0 son interieur. Le th�eor�eme suivant g�en�eralise le

th�eor�eme de J.Finch [3].

Th�eor�eme 2.1 Soient T 2 L(X), x 2 X et x� 2 X�. Si

�(x; T ) \ �(X�; T �) = ; et que �(x; T )0 = �(X�; T �)0 = ;

alors (x; x�) = 0.

Preuve: Pour tout � 2 �(x; T ), il existe D� un voisinage ouvert de � et f� : D� ! X

analytique satisfaisant (T � �)f�(�) = x; (� 2 D�) et pour tout � 2 �(x�; T �), on peut
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trouver D�

� , f
�

� : D�

� ! X� analytique tels que (T ���)f ��(�) = x�; (� 2 D�

�). En �ecrivant

�(x; T ) = [�2�(x;T )D� et �(x�; T �) = [�2�(x�;T �)D
�

�

et en utilisant notre hypoth�ese on a:

C = [�2�(x;T )D� [ [�2�(x�;T �)D
�

�

Soit h la fonction d�e�nie par:

h(�) =

(
(f�(�); x

�) si � 2 D�

(x; f ��(�)) si � 2 D�

�

Montrons que cette fonction est bien d�e�nie. On a trois cas �a �etudier:

� � 2 D� \D
�

�0 on aura:
(f�(�); x

�) = (f�(�); (�� T �)f ��0(�))

= ((�� T )f�(�); f
�

�0(�))

= (x; f ��(�))

� � 2 D� \ D�0 ouvert, comme �(x�; T �) = C , il existe �" 2 C telque l'ouvert V =:

D� \ D�0 \ D�

�" soit non vide, on obtient alors d'apr�es le premier cas, pour tout

� 2 V :

(f�(�); x
�) = (x; f ��0(�)) = (f�"(�); x

�)

h �etant analytique. l'�egalit�e s'�etend �a D� \D�0 .

� � 2 D�

� \D
�

�0 s'obtient de la même mani�ere que le deuxi�eme cas.

Comme pour � assez grand: jh(�)j = j(T � �)�1x; x�)j � k(T � �)�1k:kxk:kx�k, on a

limj�j!1 h(�) = 0. Donc h est identiquement nulle, et par suite (x; x�) = f̂(0) = 0.

Le corollaire suivant est une r�eciproque partiel du th�eor�eme 5 de [3]

Corollaire 2.2 Soit T un op�erateur continu sur X et supposons que l'ensemble XT (;) =:

fx 2 X; �(x; T ) = ;g est dense dans X . Alors T � admet la (SV EP ) et on a pour tout

x� 2 X� non nul, (�(x�; T�))0 6= ; .

Preuve, Soit x� 2 X� telque (�(x�; T�))0 = ;. Donc d'apr�es le th�eor�eme.2.1 (x; x�) = 0

pour tout x 2 XT (;). d'ou x = 0.

Le th�er�eme 2.1 peut s'ecrire de plusieures mani�eres pourvu que la fonction h de notre

preuve soit partout d�e�nie.

Th�eor�eme 2.3 Soient x 2 X et x� 2 X�. On a (x; x�) = 0 dans chacun des cas suivants:

1. T satisfait la SVEP, (�(x; T ))0 = ; et �(x; T ) \ �(x�; T �) = ;.

2. T � a la SVEP, (�(x�; T �))0 = ; et �(x; T ) \ �(x�; T �) = ;.

3. �(x; T ) = �(x�; T�) = ;. J.Finch [3].

4. T et T � ont la SVEP et �(x; T ) \ �(x�; T�) = ;. E.Bishop [1]
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