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Abstract

The main aim of this paper is to study classes of decomposable shifts on Beurling
spaces. Necessary conditions to be decomposable are given. We introduce the multiplier
algebras of Beurling spaces which allow us to prove a classification theorem for decom-

posable weighted shifts.
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1 INTRODUCTION

On désigne par (w(n)), 7, une suite de réels dans [1, +oo[ et par

Ay ={f €CN), 2, glf(n)|w(n) < +oo}

ou I est le cercle unité et f(n) le nitmme coéfficient de Fourier de f. A, muni de la
norme || fl, = En€Z|f(n)|w(n) est un espace de Banach.

Considerons le shift sur A,
Sw . Aw — Aw
EnEZf(n)a” — EnEZf(n)a”“ | .
oll « est la fonction position sur I définie par a(e') = e*.

S, est un opérateur continu et inversible lorsque

. w(k) w(k)
O ) < ) < ®

Dans ce cas pour tout n € Z on a:

w(k +n)
1(50)" |l = sup(——=5—)
ez, (k)
On notera @(n) = ||(S,)"||. Soient R = lim supn_>+ood)(n)% et r = limsup,_,__ &(n)w.

Le spectre de S, est la courone {z € C,r < |z| < R} ( voir [8] par exemple).

Rappellons que A, est un espace régulier (i.e. on peut trouver des fonctions dans A, a
support arbitrairement petit) si et seulement si EneZng?—ﬁm < +00 (voir [1], [2]). On dira
dans ce cas que (w(n)), 7, est une suite réguliere.

On étudie dans ce travail différents concepts de décomposabilité de S,, on généralise
notamment certains résultats de [9] et on retrouve ceux de [7] dans le cas ou A, est une

algebre.

2  Multiplicateur de A,

On supposera dans la suite de ce travail que (w(n)), 7, est une suite satisfaisant (1). On

dira qu’une fonction f définie sur I' est un multiplicateur de A, si ’application
Mf : Aw — Aw

g — fg
est un opérateur borné. On notera M, I'espace des multiplicateurs de A, muni de sa

norme d’opérateur.

Remarques

1. Il est clair que M, est une partie de A, (1 € A,).
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2. Muni de sa norme d’opérateur, notée ||.|| s, , M, est une algebre de Banach contenant,
S,. Dans un raisonnement analogue & celui de [8], on peut voir que M, coinside

avec le commutant de S, noté {S,}’

3. Lorsque (w(n)), 7, est un poids (ie. w(n+m) < w(n)w(m); nym € 7Z), A, est
une algebre et on a: M, = A,

La proposition suivante (signalée dans [4]) permet ”d’approcher” M,,.

Proposition 2.1 Soit (w(n)), 7 une suite dans [1,+00[, sous les notations précédentes
nous avons:
A&) g Mw g AO’ N Aw

ot o est la suite donnée par o(n) = Max(1; IJE LY. En plus les injections sont continues

Preuve: Soit f € AQ et g € A, on a
1fglle = Zyezlf(n)g(k —n)lw(k)
= g () (k — )2
E Szl f(n)g(k —n)|@(n)w(k —n)

< Nfllzllgll
donc f e My et || fllan, < [Iflls-

D’autre part soit f € M, on a pour tout n € Z
1fe"llo < I fllaz lo”]lo = [[fllow(n).
Done £, _z|f(k)|w(n + k)| < w(n).|Ifll.

w( n+k

En particulier, | f(k )= N<Iflle pour tout n € Z, par passage au maximum on obtient
[f®)|@(k) < I/l dot Ekezlf( )3 suite f € Ag.

3 Eléments de la théorie spectrale locale

Soit T € L(X) un opérateur borné sur un espace de Banach, on note par o(7), le spectre
de T et Ry : A € C\o(T) — (T — \)! sa fonction résolvente. Pour z € X on désigne
par p(z,T), le résolvent local de T en x, ’ensemble des A € C tel qu’il éxiste un voisinage
Vde Aet F: V — X une fonction analytique satisfaisant (T — p)F(@) = x pour tout
p € V. Le spectre local de T en z est o(x,T) = C\p(x,T). On notera pour toute partie
Fde C Xyp(F) ={z € X,0(z,T) C F}. Xy(F) joue un role important dans la théorie

de décomposition d'un opératreur borné.

e On dit que T a la propriété d’extension unique (en abrégée SVEP) si la seule fonction
analytique F' sur un ouvert O satisfaisant (T'— ) f(A) = 0(A € O) est la fonction
nulle. On voit que si 7" n’a pas de valeurs propres ou si son spectre est d’intérieur
vide, alors T satisfait la SV EP. Dans ce cas on a: o(z,T) # () pour tout = € X et
Ugexo(z,T) = o(T) voir [3]



e On dira que T satisfait la condition (de décomposition) (§) si pour tout recouvrement
{01, 05} d’ouvert du spectre de T on a: Xr(0O;) + X7(0s) = X.

e On dira que T satisfait la condition de Dunford (C) si Xr(F') est fermé pour toute
partie fermée F' C C. En considérant o (7| x,(p)), on peut vérifier facilement que tout

opérateur possédant la condition de Dunford (C') admet la (SVEP). voir aussi [6]
e T est dit un opérateur décomposable s’il satisfait les conditions (d) et (C')

e On dira que T est spectral s'il éxiste une mesure spectrale £ : B — {T} (B
la tribu borélienne de C ) satisfaisant pour tout borélien S € B o(E(S)) C S et
E(S)? = E(S) avec E(0) =0 et E(o(T) = 1.

e On dira que 7" est uniformement décomposable s’il existe m > 0 telque pour tout
recouvrement d’ouvert {07, 05} de o(T') et tout x € X, il existe une décomposition

r = x + xy vérifiant: o(z;,T) C O; et ||z;|| < mljz|| pour i =1,2.

Pour une étude détaillée des différentes classes d’opérateurs décomposables, nous ren-
voyons le lecteur a [5], [7].
Nous produisons dans cette proposition une condition nécessaire pour la décomposabilité

de S, géneralisant les résultats de [9].

Proposition 3.1 Si S, posséde la propriété (0) alors on a:
i.0(S,) =T.

ii. (wW(n))nez est une suite réguliére.

Preuve:

i. Le spectre de S, étant une couronne, il suffit de montrer que o(S,) C T, soient {O1, Os}
un recouvrement de o(S,,) avec O; NT" = (). Pour tout f € A, il existe fi, fo € A, telles
que f = fi + fo avec o(f;, S,) € O; Vi € {1,2} d’apres [4] Supp(f) C o(f,S,), on aura
alors Supp(f1) C o(f1,S,)NO; CTNO; =0 donc f; =0 ce qui donne f = f, et par suite
o(f,S,) € Os pour tout f € A,, S, n’ayant pas de valeurs propre, il admet la (SVEP),
on obtient 0(S,) = Usea, 0(f,Su) € Oa. O, étant un voisinage arbitraire de I'. 7. est
établie.

2. Soit V' un ouvert arbitraire de I'" et O un ouvert différent de I' tel que I' C V U O, on
construit,( comme dans i.) f € A, tel que o(f,S,) C V.

4 Sur la décomposabilité de S,.

Dans ce paragraphe on étudie les différentes notions de décomposabilité pour S,, on

supposera, en vertu de la prop.3.1, que o(S,) C I
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Théoréeme 4.1 Soit (w(n)), 7 dans [1,+oo] une suite satisfaisant (1) et supposons que
o(T)CT:

alors S, n’est pas uniformement décomposable.

Preuve: L’espace A, peut étre vu comme étant le dual topologique de I'espace des suites:

Cow={f = (F),.z lim |17 =g

n—> —+00 w(n)

Supposons que S, est uniformement décomposable. Il éxiste m > 0 telque pour tous
les recouvrements de I’ donnés par les arcs:I,; =le wi, et w)i[ I, =]e™ )i ei] on a
1= fu1+ fo2 avec o(fni, Su) C In; et || fuillw < [|1]]w < mw(0).i =1,2. La boule unité
de A, étant o(A,,Cp,)-compact on peut extraire une sous suite f,, ; convergente vers
f € A,. Dautre part f,;(£) — x1,(€) pour tout £ € T o I =|1,e™[ et I, =]e™, ™|
par unicité de la limite f = xy, .

Ce qui contredit le fait que A, C C(I)

Le corollaire suivant est une conséquence directe de théoreme 4.1 bien qu’ admettant une

preuve beaucoup plus simple.
Corollaire 4.2 S, ne peut pas étre spectral .

Preuve: Tous opérateur spectral est uniformement décomposable avec m = 1.

D’autre classes d’opérateurs décomposables ont été étudiées dans [5] ou on montre
qu’elles sont toutes distinctes, nous introduisons ici ces classes et nous montrons qu’elles
se confondent dans notre cas. Pour T € L(X), on note Lat(T) le trellis des sous-espaces

invariants (fermés).

e On dit que T est décomposable relativement a 1’ identité si pour tout recouvrement
d’ouverts Oy, ...,0, de o(T) il éxiste pour i € 1,...,n,Y; € Lat(T) et P, € {T}
satisfaisant: P;(X) C Y;,0(T|Y;) C O; et I = P, + ... + P, ( I étant 'identité de
L(X)).

e T est faiblement décomposable relativement a 1’ identité si

i Pour tout recouvrement (O;);— ., il éxiste pour touti = 1,...,n (X;) € Lat(T)
telque: o(T1X;) CO; i=1,...,n.
it. Pour tout p >0 3 (Pjj);=1,..p C {T} telque P;;(X) C X; avec

e T est dit A-scalaire ( A une algebre de fonctions réguliére contenant les polynomes
trigonometriques ) s’il éxiste un morphisme d’algebre ¢ : A — {T'}', satisfaisant

¢(1) =1,¢(z) =T.



Théoreme 4.3 Soit (w(n)), 7, une suite dans [1,+0o[. Les assersions suivantes sont

équivalentes.
1. @ est une suite réquliere
2. S, est M,—scalaire
3. S, est décomposable relativement a " identité.

4. S, est faiblement décomposable relativement a I’ identité .

Preuve:

e 1 = 2: D’apres la prop 2.1 @ est de Beurling si seulement si M, est une algebre

réguliere. Le morphisme
¢: M, — {S,}
f — My:g9— fg.
M = fg répond alors a la question

e 2 = 3 = 4 sont vraies de facon générale a partir des définitions.

e 4 = 1 Soient O, 0y un recouvrement de I' satisfaisant, F\Ul # ) et X1, Xy deux
espaces invariants telsque o(S,|X;) C O;. D’apres . 3(fij)j=1., € M, = {T}
telque fi;A, C X; et limy,_ 1 Y= ,fij = 1. donc, il existe ¢,j tels que f;; # 0
et fi; € X, , par suite o(fi;,S,) € O; comme Supp(fi;) C o(fij,S.) on obtient
Supp(fij) # T d’olt & est une suite réguliere.
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