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Abstract

The main aim of this paper is to study classes of decomposable shifts on Beurling

spaces. Necessary conditions to be decomposable are given. We introduce the multiplier

algebras of Beurling spaces which allow us to prove a classi�cation theorem for decom-

posable weighted shifts.

MIRAMARE { TRIESTE

October 1998

1Regular Associate of the Abdus Salam ICTP. E-mail: zerouali@frs.ac.ma
2Permanent address.

brought to you by COREView metadata, citation and similar papers at core.ac.uk

provided by CERN Document Server

https://core.ac.uk/display/25276139?utm_source=pdf&utm_medium=banner&utm_campaign=pdf-decoration-v1


1 INTRODUCTION

On d�esigne par (!(n))
n2Z

une suite de r�eels dans [1;+1[ et par

A! = ff 2 C(�);�
n2Zjf̂(n)j!(n) < +1g

o�u � est le cercle unit�e et f̂(n) le ni�emme co�e�cient de Fourier de f . A! muni de la

norme kfk! = �
n2Z

jf̂(n)j!(n) est un espace de Banach.

Considerons le shift sur A!

S! : A! �! A!

�
n2Zf̂(n)�

n �! �
n2Zf̂(n)�

n+1

o�u � est la fonction position sur � d�e�nie par �(eit) = eit.

S! est un op�erateur continu et inversible lorsque

0 < inf
k2Z

(
!(k)

!(k + 1)
) � sup

k2Z

(
!(k)

!(k + 1)
) < +1 (1)

Dans ce cas pour tout n 2 Z on a:

k(S!)
n
k = sup

k2Z

(
!(k + n)

!(k)
)

On notera ~!(n) = k(S!)
nk. Soient R = lim supn!+1 ~!(n)

1

n et r = lim supn!�1 ~!(n)
1

n .

Le spectre de S! est la courone fz 2 C ; r � jzj � Rg ( voir [8] par exemple).

Rappellons que A! est un espace r�egulier (i.e. on peut trouver des fonctions dans A! �a

support arbitrairement petit) si et seulement si �
n2Z

Log!(n)

n2+1
< +1 (voir [1], [2]). On dira

dans ce cas que (!(n))
n2Z est une suite r�eguli�ere.

On �etudie dans ce travail di��erents concepts de d�ecomposabilit�e de S!, on g�en�eralise

notamment certains r�esultats de [9] et on retrouve ceux de [7] dans le cas o�u A! est une

alg�ebre.

2 Multiplicateur de A!

On supposera dans la suite de ce travail que (!(n))
n2Z est une suite satisfaisant (1). On

dira qu'une fonction f d�e�nie sur � est un multiplicateur de A! si l'application
Mf : A! �! A!

g �! fg

est un op�erateur born�e. On notera M! l'espace des multiplicateurs de A! muni de sa

norme d'op�erateur.

Remarques

1. Il est clair que M! est une partie de A! (1 2 A!).
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2. Muni de sa norme d'op�erateur, not�ee k:kM!
;M! est une alg�ebre de Banach contenant

S!. Dans un raisonnement analogue �a celui de [8], on peut voir que M! coinside

avec le commutant de S! not�e fS!g
0

3. Lorsque (!(n))
n2Z est un poids ( ie. !(n +m) � !(n)!(m); n;m 2 Z), A! est

une alg�ebre et on a: M! = A!

La proposition suivante (signal�ee dans [4]) permet "d'approcher" M!.

Proposition 2.1 Soit (!(n))
n2Z une suite dans [1;+1[, sous les notations pr�ec�edentes

nous avons:

A~! �M! � A� \ A!

o�u � est la suite donn�ee par �(n) = Max(1;
~!(n)

1+n2
). En plus les injections sont continues

Preuve: Soit f 2 A~! et g 2 A! on a

kfgk! = �
k2Zjf̂(n)ĝ(k � n)j!(k)

= �
k2Zjf̂(n)ĝ(k � n)j

!(k)!(k�n)
!(k�n)

� �
k2Zjf̂(n)ĝ(k � n)j~!(n)!(k � n)

� kfk~!kgk!
donc f 2M! et kfkM!

� kfk~!.

D'autre part soit f 2M!, on a pour tout n 2 Z

kf�nk! � kfkM!
k�nk! = kfk!!(n).

Donc �
k2Zjf̂(k)j!(n+ k)j � !(n):kfk!

En particulier, jf̂(k)
!(n+k)

!(n)
j � kfk! pour tout n 2 Z, par passage au maximum on obtient

jf̂(k)j~!(k) < kfk! d'o�u �
k2Zjf̂(k)j

~!(k)

1+n2
< +1, et par suite f 2 A�.

3 El�ements de la th�eorie spectrale locale

Soit T 2 L(X) un op�erateur born�e sur un espace de Banach, on note par �(T ), le spectre

de T et RT : � 2 C n�(T ) ! (T � �)�1 sa fonction r�esolvente. Pour x 2 X on d�esigne

par �(x; T ); le r�esolvent local de T en x, l'ensemble des � 2 C tel qu'il �existe un voisinage

V de � et F : V ! X une fonction analytique satisfaisant (T � �)F (�) = x pour tout

� 2 V . Le spectre local de T en x est �(x; T ) = C n�(x; T ). On notera pour toute partie

F de C XT (F ) = fx 2 X; �(x; T ) � Fg. XT (F ) joue un role important dans la th�eorie

de d�ecomposition d'un op�eratreur born�e.

� On dit que T a la propri�et�e d'extension unique (en abr�eg�ee SVEP) si la seule fonction

analytique F sur un ouvert O satisfaisant (T � �)f(�) = 0(� 2 O) est la fonction

nulle. On voit que si T n'a pas de valeurs propres ou si son spectre est d'int�erieur

vide, alors T satisfait la SV EP . Dans ce cas on a: �(x; T ) 6= ; pour tout x 2 X et

[x2X�(x; T ) = �(T ) voir [3]
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� On dira que T satisfait la condition (de d�ecomposition) (�) si pour tout recouvrement

fO1; O2g d'ouvert du spectre de T on a: XT (O1) +XT (O2) = X.

� On dira que T satisfait la condition de Dunford (C) si XT (F ) est ferm�e pour toute

partie ferm�ee F � C . En consid�erant �(TjXT (;)), on peut v�eri�er facilement que tout

op�erateur poss�edant la condition de Dunford (C) admet la (SV EP ). voir aussi [6]

� T est dit un op�erateur d�ecomposable s'il satisfait les conditions (�) et (C)

� On dira que T est spectral s'il �existe une mesure spectrale E : B �! fT g0 (B

la tribu bor�eli�enne de C ) satisfaisant pour tout bor�elien S 2 B �(E(S)) � S et

E(S)2 = E(S) avec E(;) = 0 et E(�(T ) = I.

� On dira que T est uniformement d�ecomposable s'il existe m > 0 telque pour tout

recouvrement d'ouvert fO1; O2g de �(T ) et tout x 2 X, il existe une d�ecomposition

x = x1 + x2 v�eri�ant: �(xi; T ) � Oi et kxik � mkxk pour i = 1; 2:

Pour une �etude d�etaill�ee des di��erentes classes d'op�erateurs d�ecomposables, nous ren-

voyons le lecteur �a [5], [7].

Nous produisons dans cette proposition une condition n�ecessaire pour la d�ecomposabilit�e

de S! g�eneralisant les r�esultats de [9].

Proposition 3.1 Si S! poss�ede la propri�et�e (�) alors on a:

i.�(S!) = �.

ii. (!(n))n2Z est une suite r�eguli�ere.

Preuve:

i: Le spectre de S! �etant une couronne, il su�t de montrer que �(S!) � �, soient fO1; O2g

un recouvrement de �(S!) avec O1 \ � = ;. Pour tout f 2 A! il existe f1; f2 2 A! telles

que f = f1 + f2 avec �(fi; S!) � Oi 8i 2 f1; 2g d'apr�es [4] Supp(f) � �(f; S!), on aura

alors Supp(f1) � �(f1; S!)\O1 � �\O1 = ; donc f1 = 0 ce qui donne f = f2 et par suite

�(f; S!) � O2 pour tout f 2 A!, S! n'ayant pas de valeurs propre, il admet la (SV EP ),

on obtient �(S!) =
S
f2A!

�(f; S!) � O2. O2 �etant un voisinage arbitraire de �: i: est

�etablie.

ii: Soit V un ouvert arbitraire de � et O un ouvert di��erent de � tel que � � V [ O, on

construit,( comme dans i.) f 2 A! tel que �(f; S!) � V .

4 Sur la d�ecomposabilit�e de S!:

Dans ce paragraphe on �etudie les di��erentes notions de d�ecomposabilit�e pour S!, on

supposera, en vertu de la prop.3.1, que �(S!) � �.
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Th�eor�eme 4.1 Soit (!(n))
n2Z dans [1;+1[ une suite satisfaisant (1) et supposons que

�(T ) � �:

alors S! n'est pas uniformement d�ecomposable.

Preuve: L'espace A! peut être vu comme �etant le dual topologique de l'espace des suites:

C0;! = ff = (f̂(n))
n2Z; lim

n�!+1
j
f̂(n)

!(n)
j = 0g

Supposons que S! est uniformement d�ecomposable. Il �existe m > 0 telque pour tous

les recouvrements de � donn�es par les arcs:In;1 =]e�
1

n
i; e(�+

1

n
)i[ In;2 =]e(��

1

n
)i; e

1

n [ on a

1 = fn;1 + fn;2 avec �(fn;i; S!) � In;i et kfn;ik! � k1k! � m!(0):i = 1; 2: La boule unit�e

de A! �etant �(A!; C0;!)-compact on peut extraire une sous suite fnk;1 convergente vers

f 2 A!. D'autre part fn;i(�) �! �Ii(�) pour tout � 2 � o�u I1 =]1; e
�i[ et I2 =]e

�i; e2�i[

par unicit�e de la limite f = �I1 .

Ce qui contredit le fait que A! � C(�)

Le corollaire suivant est une cons�equence directe de th�eor�eme 4.1 bien qu' admettant une

preuve beaucoup plus simple.

Corollaire 4.2 S! ne peut pas être spectral .

Preuve: Tous op�erateur spectral est uniformement d�ecomposable avec m = 1.

D'autre classes d'op�erateurs d�ecomposables ont �et�e �etudi�ees dans [5] o�u on montre

qu'elles sont toutes distinctes, nous introduisons ici ces classes et nous montrons qu'elles

se confondent dans notre cas. Pour T 2 L(X), on note Lat(T ) le trellis des sous-espaces

invariants (ferm�es).

� On dit que T est d�ecomposable relativement �a l' identit�e si pour tout recouvrement

d'ouverts O1; :::; On de �(T ) il �existe pour i 2 1; :::; n; Yi 2 Lat(T ) et Pi 2 fTg0

satisfaisant: Pi(X) � Yi; �(T jYi) � Oi et I = P1 + ::: + Pn ( I �etant l'identit�e de

L(X)).

� T est faiblement d�ecomposable relativement �a l' identit�e si

i Pour tout recouvrement (Oi)i=1;:::;n il �existe pour touti = 1; :::; n (Xi) 2 Lat(T )

telque: �(T jXi) � Oi i = 1; :::; n.

ii: Pour tout p > 0 9 (Pij)j=1;:::;p � fTg0 telque Pij(X) � Xi avec

limp!+1k�j=1;:::;pPij � Ik = 0

� T est dit A-scalaire ( A une alg�ebre de fonctions r�eguli�ere contenant les polynômes

trigonometriques ) s'il �existe un morphisme d'alg�ebre � : A ! fTg0, satisfaisant

�(1) = I; �(z) = T .
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Th�eor�eme 4.3 Soit (!(n))
n2Z une suite dans [1;+1[. Les assersions suivantes sont

�equivalentes.

1. ~! est une suite r�eguli�ere

2. S! est M!�scalaire

3. S! est d�ecomposable relativement �a l' identit�e.

4. S! est faiblement d�ecomposable relativement �a l' identit�e .

Preuve:

� 1 ) 2: D'apr�es la prop 2.1 ~! est de Beurling si seulement si M! est une alg�ebre

r�egul��ere. Le morphisme
� : M! �! fS!g

0

f �! Mf : g ! fg:

Mf = fg r�epond alors �a la question

� 2) 3) 4 sont vraies de fa�con g�en�erale �a partir des d�e�nitions.

� 4 ) 1 Soient O1; O2 un recouvrement de � satisfaisant, �nOi 6= ; et X1; X2 deux

espaces invariants telsque �(S!jXi) � Oi. D'apres ii: 9(fij)j=1:::p 2 M! = fTg0

telque fijA! � Xi et limp�!+1�i=1:::pfij = 1: donc, il existe i; j tels que fij 6= 0

et fij 2 Xi , par suite �(fij; S!) � Oi comme Supp(fij) � �(fij; S!) on obtient

Supp(fij) 6= � d'o�u ~! est une suite r�eguli�ere.
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