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INTRODUCTION

Le progrés de la techniqup des sources d'ions a entrain?,
au cours des dernilres années, une augmentation importante de la
densité des phases des faisceaux des accélérateurs cycliques.
L'interaction électromagnétique des particules devient le principal
facteur qui limite 1'intensité. Parmi les effets les plus importants,
on peut citer 1; chute de la fréquence des oscillations bétatroniques.
En général, la densité limite est atteinte lorsque le nombre d'oscil-
lations accomplies par tour par les particules représente unc valeur
entidre ou semi-entiére. Par suite de 1l'excitation de réscnances,
une partie du failsceau se perd contre les parois de la chambre.
L'étude de cet effet dans les accélérateurs de protons a fait 1'objet

/1-3/

de plusieurs iravaux

Le commencement de l'accélération constitue la phace la
plus dangerevse, ¢t un procédé trivial mais collteux d'avgmentation
de 1'intensité consiste 4 élever 1l'énergie d'iﬁjection. D'putre parf,
dans un champ rigoureusement rigulier azimutalement, il ne se prodult
pas d'oscillations par résononce, puisque la résonance parandétrigue
est due aux ncn-howoginéitdés azimutales du gradient. C'esi pourquoi

1'intencité limite peut étre édlevée par une correction méticulcuse

du champ.,
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Le glissement de fréquence de Coulomb est déterminé par la
densité de charge locale dans le paquet et décroit rapidement avec
1'augmentation de 1l'énergie. Les particules peuvent couper la bande
de résonance quatre fois par période d'oscillation synchrotronique,

et le nombre total de ces intersections est limité.

Les pertes de particules dans l'intersection multiple de
la résonance ont été estimées d'aprés 1l'équation de Fokner-Planck/B/.
Dans le préscnt travail, on effectue une étude plus détaillée de la

traversée coulombienne de la résonance paramétrique.

L'analyse consécutive aboutit & une équation cinétique
asuto-accordée dans l'espace de phases sextudimensionnel. Toutcfois,
les difficultés mathématiques obligent & consentir & une série de
simplifications. Nous examinerons le mouvement dans un champ linéaire
4 coordonnées verticale et horizontale séparées., Négligeons les
variations de la densité de charge qui ont lieu alors du pacsage de
la résonnnce, c'est-a-dire considérons que les dimensions des paquets
varient seulcment du fait de l'amortissement adiabatique des oscilla=-
tions. Enfin, négligeons 1l'influence de la charge d'espace sur les
oscillations synchroironipes. On montrera que les résultats oblecnus
4 partir de ces hypothéses s'appliquent aussi, avec une précision

suffisante, aux cas plus généraux.
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Résolution de 1'équation deg oscillations bétatronignes

Pour fixer les idées, examinons un déplacement le long de
1'axe vertical =z . On sait /4/ qu'au voisinage de la bande de réso-~

nance 1'équation de l'amplitude complexe a est de la forme :

o
da  _ | axp (-2 1 ¢ (x) ax) | (1)
av exp ’ .
[+]
ou P = demi~largeur complexe de la résonance paramétrique, mesurce
en nombre dloscillations bétatroniques par tour; ¢ = agimut généra-

1isé; 1'astérisque désigne la conjuguée complexe. La grandeur £ ()
est 1la distance moyenne par tour du point de travail & la résonancce;
c'est pourquoi elle dépend seulement lentement de v (par 1la fréqucnce

des oscillations synchroironiques).

L'équation (1) est vraie au voisinage de la résounance
entitre et semi-entidre. Dans le premier cas, le membre dc droite
doit comperter un terme déterminé par les perturbations du champ et
indépendant de l'amplitude. Toute¢fois, on sait /4/ qu'une tellc od-
Jonction entraine une déformation de l'orbite d'déquilibre et nc
podifie pas la distribution des particules par rapport su centre dn
faiscean. C'est pourquoi le mcubre de droite peut ne pas étre con-i~
déré et la déformation de lforbite sera examinde 4 part et expriwd»

dans les résultats finals.
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Par suite de l'amortissement adiabatique des oscillations,

leur amplitude vraie A est 11ée & a par la relation :

=la,ﬂo}fo/ﬁf (2)

ou /? = rapport des vitesses des particules & celle de la lumiére;
7‘: (l-ﬁ?) . = facteur relativiste; /30 ’ 73 se rapportent au

moment de l1l'injection.

Introduisons les notations : a(°) ~ digstance du point de
travall & la résonance dans un faisceau d'intensité nulle; {1 - nombre
d'oscillations synchrotroniques par tour; R - rayon moyen de l'orbite;
n - densité lindéaire des particules au centre du paquet; fz -~ fonction
de Floquet, normée d'apris /4/. Si la section transversale éu faisceau

est limitée par une ellipse & pBles ry T, et la densité de charge

est constante dans la section, le glissement maximal de la fréqucnce

2 o2 A )
AQ = mcep 2 <r (r T T )> (J)

(moyenne par tcur). Cette grandeur, qui varie peu par période

est égal A s

d'oscillation cynchrotronique, diminue avec l'augmentation de 1'éncizic
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S1i les oscillations synchrotroniques sont linéaires et la
densité des phases dans les limites d'un paquet est constante, la

fonction £ (1) est de la forme :

E(3) =9 -AQ J {- qt'sin"mf ' (4)

ou o - amplitude relative des oscillations synchrones. Dans le cas

général, on peut poser :

£ = £9-2Q[1-¢ +£x(9)], (5)

o les { et X (1Y), qui dépendent de la forme et de 1'emplitude des

oscillations synchrotroniquecs, satisfont les conditions

R/Q

X(0+ EDAO); [yedd=0i Xmmx=13 §(1+Amal)el. )

Adnpi, (1 - {)AQ est le glissement du point de travail moyen par
période des oscillations synchrotroniques, {AQ est 1'amplitude de
ses oscillations.

.

Si l'accroiscement de 1'amplitude est assez petit, la

solution de 1'équation (1), aux termeszlelz prés, est de la forme :

v s x .
a(d) =a, +as [F(x)dx +a, [F(x)dx [F (y)dy (7)
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Yo _ arplitude initiale,

N i

ol a, = |a,l e
]

F(1¥) - coefficicut du membre de droite de (1). En désignant

rar I et I1 1'intégrale simple et 1l'intégrale double, et compte

tenmu de ce que 2 Rel, = |1|, nous obtiendrons .:

-— "2' (] y -2( 7 ~al oy
Sl =1 +Re (1Y) + £Re*(I€™*%) + Ini(I™F),  (8)
L'estiration rontre que le terme suivant de cette série ruO,l.IIIB,

51 bien que,lorsque l'amplitude est multipliée par deux,les termes

de 1'addition rejetés sont "< 0,01.

Acecroiscencnt de 1'amplitude des particules synchrones

Pour une particule synchrone ({ = 0), nous avons :

g x
111 =[pfexp{-2i [[™ -aQ(y)ldyf dx/. (9)

La pr'rneipale contribution & l'intégrale est donnée par le voisinage

du r-'ri 1?5 s Ot 1a condition d¢ résonance est vérifiéde :
. ()

fpréa Yo traversée de la riscncnce, l'amplitude & -subit des battencals

crertig povr atteindre finalement une valeur stable. Pour calculer
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1l'accroissement de l'amplitude, décomposons en série l'exposant de
1'exponentielle au voisinage de ‘0% et limitons-nous aux termes

~ (V- ﬁ;)Q. S1 au mcment de 1'injection le point de travail est
assez éloigné de la régonance, si bien que 1}"p HAQ'P | > o

la limite infirieure de (9) peut &ire remplacée par = . Le passage
A la limite U-—» oo fournit 1'emplitude stable, qui pour la phase ini-

by

tiale la moins favorable est égale A :
fai=lao] (1+1Tle + 2IT12); 11 =IPl/iaaT7 - (12)

Par suite des battements, la valcur maximale de 1l'amplitude
est atteinte pour U, =~ 77P +l’f/‘/ll,\a'P | et, compte tenu de l'amortisse-

ment adiabatique, elle est égale a :

L1112, ~ 2P|,
Am=Ao‘/£che(1+I1Im+§lIlm); '”’“"ﬁza;‘r' (1)

Pour une trés faible largeur de la réconance, il est
poscible que Am<A° ; alors, & aucun moment l'amplitude ne ddépasse

la valeur initiale et, au point l}m’ un maximum relatif a lieu.

Les estimaticns (11)-(12) sont majorées d'un facteur deux

environ si au début du cycle le point de travail est disposé au

voigirnpe Jde la réson-nece, si bicn gue Ub l/l[\(l}| <1 » Daas

1'inticrvalle 1% ﬁ% V}Z&Cﬁrl <10 s 1'erreur sur |I| ne ddpansc

pas 10-15 %,
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Accroisseront de_1'~mplitude des particules non synchrenng

Pour les particules non synchroneg, nous aurons :

»

- 4
LoPfexp2iffem-sau-goxeyux i -pEffe ™t as)

ou les dérivées.sont prises aux moments de passage par la réoconance

be s lorsque la condition suivante est vérifiée :

E0;)=€- [1-5 +5X(5%)]AQ(%)=0. (14)

I1 résulte de (6) et de (10) que la valcur maximale de U, pour la~
quclle le passage est possible, est égale & 43; et que la valeur

minimale est tirée de 1l'équation :

: 8(0)
1- Z:(i +Ixminl) )

2Q(4) =

5'il s'avire que le membre de droite de (15) dépasse le glisscmuii
de 1la fréquence au début du cycle, le point de travail pacse par la

réconance juste aprés 1l'injection; et il faut poser 191 = O,

Les phages 1pq dons (13) sont les valeurs de l'intdgrale
en cxporaont daus l'exponentielle aux moments 15& . Lorsque q voailic,
leuryariation est presque désordonnde. La ewrrélation faible, qui

provoque l'appariticn de résonances synchro-bétatroniques, est furtc— !l
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aliérén par les procesnug stochastiques, tels que les fluctuations
dea ditférenis paveiires et la diffusion sur le gaz résiducl. Par
gsuite, lcs VG. peuvent €ire considérdis comme des prondeurs alda~
toires, prenant n'irporte quelle valeur dans l'intervalle O - 27
avec wne méme probabilité. Alorsc l'amplitude des oseillatioas est
aucsi une grandeur aléatoire et, d'apres (8) et (13), sa valeur

moyenue et ca dispersion pour V->oe pont égales a s

o . = (162)
iai =1ad(1 +311F);
(lat~1ai)? =4 1o PiT1E ; (16D)
o | TR = PP S L
! 2= PP § it )

Tn utilisant l1a formule (5) et compte tenu de ce que A Q1)) wvarie
Jentc.-ni par rapport & X (1), nous obtiendrons nglz ﬁl\Qq VX;,
Cebic valeur dépenﬂ_peu de 1'indiece q , c'est pourquoi la sormation
peutt Glire romplnede par une intégration suivant dq . Pascois ensuite
A 1'ivd tpration suivant 15', cn rosant dn = 2%;1d1}'(1a réqsononao
agl ti-vrersée quatre fois par période d'ocnillation synchrotroniquo).

La a’finitive, nous aurons an lieu de (17) :

——= _ 202 ("0 de \
e =5 [ i e
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Cette formule ntest pas cormmode parce qu'elle inclut la fonction
(V) qui générale ent n'eat pas bicn connue. C'est pourquoi nous
renplagons ]X,é] par sa valeur moycnne par période d'oscillation

synchrotronique, dégale & 55} (1 + ‘7min | )e I1 en résulte :

4§,
— AP di
M =Z @+ Kl ) | A7) (100)

Bien que la transformation effectuée entrdine certaines erreurs,
elle est tout & fait satinfaisante pour les estimations, cowme on

le montre plus loin,

Dans 1a relation entre l'amplitude et le tempa, 11 convient
de remplacer la lintte ~uporinure dans (18) par l'arizut courant
On voit qua |Il2 angr-nte avec V .
1}<:q}b K Tonc l'amplitude moycnne et la dispersion gont mnximales

eu mor-nt 1J .
p
Ltexpreasion (18) est aussi formcllement valable pour len

particules synchrones, puisque pour {-p0, la relation (11) découle

de (10} (16) et (18).

Te colonl des pertes exic~ deg dopndes plvs ddtailldeq
sur la prolobilité d~-~ différents accroisacrents de 1'emplitude,

A partir de (13) on pcut montrer que les moments impailrs de dintrite.



_11-
tion des grondeurs Re I et Im I disparaissent et que les moments

rairs sont égaux & :

(19)

; L @RI, k2l
H&H”‘(%LU&“ 74 1= 40t ],

ot 1le point de suspension désigne des tcrmes nJ(kz/M)z et d'ordre

enpérieur, M est défini par la relation :
Mglaalf‘=(§lc;f‘)‘ '. (20)

On voit que M est approximativement égal au nombhrc de
traversées de la régonance. Il résulte de (19) que les fonctions de
distribution des grandeurs Re I et Im I sgont identiques et égales

by
a ¢

xYIIR
w(x,':.-_’lrﬁe 1(:\1(3 12”,1 m’])*"'j (21)

ovt X ddsirne NRe I ou Im I. ILa mojoure partie des particules est

. L X
cooeentrée dnmg le denaine I‘ZII’ y 8i bien que la digtribnution
(21) est presyue gaussienne si le nombre de traversées de la résonaicn

e
est M > 10,

folt A 1'amplitude admi=anible. Alors l'aceroiccercn’
ad )

e:migsible de 1'eoplitude o | par rapport & la valeur inttial-z

lagl = A, est @
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D'apré¢s (8), 1a probabilité que 1'amplitude dépasse la valeur

admissible est :

N = JfWE)W(y)dxay

frx+pxteyl>g ’ (23)

ou 1l'intdégration s'effectue gselon la partie externe de 1l'ellipse

e
centrée au point (-1,0) et de gigs , J2g-l et Vg-% « Cette formule

donne la valeur relative des pertes lorsque toutes les particules
ont méme amplitude initiale. Rigoureusement parlant, tous les résul-
tats précédents sont obtenus sans tenir compte des pertes. Toutefois

1'écart est peu important si les pertes sont faibles.

D'aprads (21), l'expression semi-intégrale est sensiblement

T2, st |112$; 2(g-1)2,

différente de zéro dans un cercle de rayon
ce cercle sort largement desc bords de l'ellipse suivant laguelle
s'effectue 1'intégration et 1l'importance des pertes devient inadmis-
sible. Au contraire, si (g-l)2 &2 III2 , les pertes sont trds petites
et on peut les négliger. En pratique, dans le cas le plus intéressant,
(g-~1)2 ~ I—I—l-é €1 (1'inégalité a lieu car nous sommes obligés de
limiter &4 de petits accroissements dc 1'amplitude, d'aprés nos hypo-

théses initiales).
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La contribution principale 4 1'intdgrale est donnde par
. —_—
le domaine x° + y- 2 2 171° . D'aprés (21), on pout négliger 1las
corvcctions Aszl dans ce domainc. Avec ces hypothéses, 1l'intigrale

(23) a été calculée sur ordinateur et les résultats sont représcntés

sur la figure 1.

Pour palculer les pertes, dans un cas plus général, il
faut multiplier N par la fonction de distribution selon les ampli-
tudes initiales et intégrer, en tcnant compte de la dépcndance de g
dang A, (22). La figure 2 représente les résultats obtenus pour une
distribution rectangulaire, clest-a-dire quand toutes les valeurs A,
gont également probables dans 1'intervalle O =~ T,e La valcur de g,
sur cctte courbe est obtenue d'aprés (22) pour A, = r,. Il apparait
sur la courbe que,dansg lg_ggmaine qui noug intérease, la rclation
entre les pertes et i}{é cot presque linéaire. A partir deo la
forrvie (18), on peut montrer que, si la fonction AV est réele,
la grondeur V‘iié décroit presque lindairement avec 1l'avgaertation
de § . Cela est confirmé par l'cxenple étudié plus loin - (fig. 3).
I1 en résulte dans le calcul des pertes qu'il faut prendre pour III2

la valeur trovvée pour 1l'amplitude moyenne des oscillations synchro-

troniques,
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FExnmen des hypothéses initinles

Parmi les hypothéses admises précédemment, les moins
importantes sont celles relatives & la forme des oscillations
synchrotroniques, car les caractéristiques moycnnes du faisceau et
les pertes de particules n'en dépendent presque pas. Il suffit que

la stabilité de.phases soit conservée.

L'absence d'auto-accord est ginante, tout d'abord parce
gque l'on ne tient pas compte de la variation de la densité du fais-
ceau lors de la traversée de la résonance. Ensuite, parce que la
traversée entraine ecsentiellement une modulation de l'enveloppe, et
la densité moyenne varie trés peu. Ainsi, lors d'un accroisscment de
1'anplitude d'un facteur de deux, la hauteur maximale et minimnle du
Taigceau différeht d'un facteur de quatre, bien que la densité moyenne
diminue d'environ 10 %. De méme, le glissement coulorblen de fréquénce
diminue insensiblement, et cela ge déroule dens ie temps relativement
long cntre 1'injection et ’ﬁb. Donc 1'effet considéré est pratiquement

sans influcnce sur la vitesse de traversdée et on peut le ndégliger.

In ontre, du fait de la diversité dos accroilssomnnis deg
arplitudes des différentes porticules, la frontidre du faisccau
devient diflrnge et lea forces de Conlomb devierncnt non lincaircs.

Lo non-lindéarité pcut avoir lieu aussi par suite de la non-hemogirditi
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de la distribution initiale. Alors, le glissement coulombien dépend
de l'amplitude, ce qui peut modifler la vitesse de traversée dec la
résonance. Toutefols, les estimations pour le cas de la non-linéérité
quadratique ont hontré que l'effet est sensible,seulemeht lorsque

(fE %%J- « La valeur typique de |P| , pour laquelle le niveou des

3
pertes est admissible, est dgale & 1.10-3. La fréquence synchrotronique
€l est généralepent voisine de 1-10-1, c'est-a-dire en pratique seule-
ment pour les particules synchrones. Le résultat physique est clair :
la résonanée est traversée rapidement lorsque 1'amplitude deca oscilla-
tions syncﬁrotroniques est suffisante; Ad'autre part, l'accroiscement
de 1l'amplitude et la variation correspondante du glissement coulombien
sont pcu importants pour chaque traversée. Pour les particules synchrones,
la non-lindarité entraine une diminution de l'accroissement de 1'ampli-
tﬁde, si 1'on suppose'naturellement que la densité de la charge diminue
avec la distonce de 1l'axe du faisceau. En effet, si ltamplitude aug-
mente, le glissement de la fréquence diminue et la traversée s'effectue
plus vite qu'en 1l'absence de non~lindarité. Lorsque 1'amplitude
‘diminue, 1n vitesse de traversdée. diminue aussi, ce qui provogque un
nwortissceuent plus important. |
To liaicon des oscillctions est importante seulemont 21 len

deux Tréquences bétatroniques traverscent la résonance simultandrcanl,
(novs me tre=s pos comnte de la poosibilité de la résoncncc de leo
liclnon, ear reng n'avons vas conriddrdé jusqu'ici les réconcnceces roa
lindcires). Loukefois, mme dous ez cas, il ne peut se prodaire ' o

redistribution des incrdéments des ogscillotions verticales ci racdilnlecs,
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Ainsi, les résultats obtenus pcuvent Gtre utilisdés pour
des distributions autres que celle étudiée, cn prenant pour AQ

le gligssement moyen sur la section du faisceau.

Exemple

Les figures 3-7 représentent les résultats des calculs
pour l'accélérateur de Serpukhov de 70 GeV /5/. Les paramétres cont
leo sulvants : énergie d'injection 100 MeVj accroissement de l'énerpgile
par tour 0,187 MeV X (V) = cos 20V, ot { = 0,0667 et ne dépcnd
pas de 1'éncrgie et de l'amplitude (cas faiblement relativiste, oscil-
lations synchrotroniques linéaires). La dépendance AQ(Y) est prise
sous la forme suivante 3

AQ,
AQ = (24)

‘/17+ 3,38.10" 1%

ou {LQ, esct le glissement coulombien & 1l'injection; AQ, = 0,1
12

correspond a4 1'intensité 10™" particules par impulsion.

Les fisures 3-4 donnent la variation de l'amplitude des
poriticules synchroncs aprés traversée de la résonance (formule (1.2))
cn Lenction de E(o), AQ, , |l . sur lco figures 5=-T, lca couches
cu trait continu représentent la variation de V i;nzo en fonctici

[}
ae &, E( ), AQ, , selon la formule (18a). Les courbes en
[}
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pointillés sont construites selon une formule approximative (1Cbh).
L'écart est important ceulement avec 6(0) = AQ, .pour des parti-
cules 4 grande amplitude des oscillations synchrotroniques. Cela
résulte du fait que dans (i8b) on prenait la moyenne de la fonction
| X'| sur une période d'oscillation synchrotronique 27/J1 , tandis
que, d'aprés (14), avec E(o) > AQ, (1-21) , 1la traversée de 1a

résonance n'est. possible que sur une partie de la période

da-ﬁ‘au'cos;:- gg; fl-\l’,).

Le point de cassure de la courbe, figure 5, s'explique
par le fait que, pour (:> 0,25, les particules traversent la résonance

juste aprés 1l'injection.

Les points rdunis par les droites représecntent les
résul tats du calcul de 1'intégrale (13) sur ordinatecur. Leurs dis-
tances ruluelles sont trop grandes pour qu'il soit possible de
congtruire des courbes régulidéres. Leur forme réelle est repréoentée
sur lcs grnphiques complénentaires.

Pour vérifier la formule (18a), on a trouvé la valcvr

. _—
ncocnne |17 / |I]2 et la dispersion dec ce facteur. D'orrés (10),

crd
cilec 2014 Gixe Jonle & 13 en fait, cn a obtenu les valeurs 1,15 o

P » . 4 . [y » .
0,%%, L'écart d'environ 15 j correspond approximaliverent & lo prdci-

sion du calcul de 1l'intégrale (13). La concordance avee la forrulc

(16b) est un peu plus mauvaise ¢ respectivement 1,37 et 1,18,
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Fig. 3 Amplitude maximale des particules synchrones
en fonction du glissement coulombien initial.
Les nombres sur les courbes sont les valeurs
ge €(°); 2z|p| = 0,01.
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Amplitude maximale des oscillations des
particules synchrones en fonction de la
largeur de résonance. Les nombres sur

les courbes sont les valeurs de
f(o); AQQ = 0,60
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Pig. 5 Variation de l'accroissement de 1'amplitude

des oscillations betatroniques en fonction de
1l'amplitude des oscillations synchrotroniques;
<(°) = 0,3; 48Qo = 0,6; 2wlP| = 0,01.
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¢ = 0,4;

la position du point de travail;

AQO = 0,6;

27|P| = 0,01.
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