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CaMUS 3, 27 – 38

Pavages additifs
Jean-François Marceau

Résumé Le présent article en est un d’introduction aux pavages additifs,
faisant également des liens avec les pavages multiplicatifs. Nous ajoutons éga-
lement deux nouveaux théorèmes pour les pavages additifs (voir théorème 3.7
et théorème 3.11) et une conjecture sur les pavages multiplicatifs infinis. Nous
souhaitons avec cet article ramener les recherches sur les pavages au goût du
jour et montrer de nouvelles pistes pour tenter de découvrir une application
aux pavages additifs.

1 Introduction

Au cours des dernières années, les avancées en matière d’algèbres amassées ont
permis de révéler plusieurs liens avec divers domaines des mathématiques. Par
exemple, un lien évident entre les frises de nombres générées à partir d’un carquois
de type An et les pavages (multiplicatifs) de nombres développés par Conway et
Coxeter [CC73a, CC73b] au cours des années 70. Bien que les pavages (multi-
plicatifs) de Conway et Coxeter soient bien connus, il existe certaines variantes
de ceux-ci qui sont moins connues, par exemple les pavages additifs développés
par G.C. Shephard [She73] ou les 2-frises étudiées par Morier-Genoud, Ovsienko
et Tabachnikov [SMGT11, MG11]. Ce qui suit est une introduction aux pa-
vages additifs de Shephard comportant deux nouveaux théorèmes (2 et 5) et une
conjecture.

2 Pavages multiplicatifs

Un pavage multiplicatif est un assemblage de nombres arrangés en lignes décalées
comme les briques d’un mur de telle sorte que la ligne du haut et la ligne du bas
sont composées uniquement de 1 et que chaque losange

a
b c

d

satisfait à l’équation suivante :

bc� ad = 1:

Cette recherche a été rendue possible grâce à une bourse de recherche de premier cycle du
CRSNG et grâce à David Smith de l’Université Bishop’s qui m’a guidé tout au long de mes
recherches.

cUniversité de Sherbrooke



28 Pavages additifs

Cette équation est appelée règle unimodulaire. Voici un exemple de pavage
multiplicatif :

: : : 1 1 1 1 1 1 1 1 1 : : :
: : : 1 2 2 2 2 1 5 1 : : :

: : : 4 1 3 3 3 1 4 4 1 : : :
: : : 3 1 4 4 1 3 3 3 : : :

: : : 2 2 1 5 1 2 2 2 2 : : :
: : : 1 1 1 1 1 1 1 1 : : :

Définition 2.1. Étant donné un pavage à n lignes, une tranche est un ensemble
de n éléments adjacents, où chaque élément provient d’une ligne différente (en
gras dans l’exemple suivant). Un couple est une paire d’éléments adjacents sur
une tranche. Une diagonale est une tranche à travers laquelle il est possible de
tracer une ligne droite (en italique dans l’exemple suivant).

: : : 1 1 1 1 1 1 1 1 1 : : :
: : : 1 2 2 2 2 1 5 1 : : :

: : : 4 1 3 3 3 1 4 4 1 : : :
: : : 3 1 4 4 1 3 3 3 : : :

: : : 2 2 1 5 1 2 2 2 2 : : :
: : : 1 1 1 1 1 1 1 1 : : :

Dans ce document, nous utiliserons les notations suivantes afin de spécifier
la position d’un nombre appartenant à un pavage :

: : : 1 1 1 1 1 : : : ligne 1
: : : m1,3 m2,4 m3,5 m4,6 : : : ligne 2

: : : m1,4 m2,5 m3,6 : : : ligne 3
: : : m1,5 m2,6 : : : ligne 4

: : : m1,6 : : : ligne 5

: : :
:::

Remarque . Dans un pavage multiplicatif à n lignes, la ligne 1 et la ligne n sont
composées uniquement de 1.

2.1 Propriétés

Les huit propriétés des pavages multiplicatifs qui suivent serviront de points
de comparaison avec les propriétés des pavages additifs dont nous discuterons
dans la section 3. Lors de nos recherches nous avons remarqué que, pour chaque
propriété du cas additif, il existe une propriété analogue pour le cas multiplicatif.
Il est à noter que toutes les propriétés qui suivent proviennent des travaux de
Conway et Coxeter [CC73a, CC73b], à l’exception de la propriété 3 qui a été
tirée de l’article de Fraser Martineau et Lavertu [ML10].
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P.1.Siunediagonaledupavageestconnue,ilestpossibledeconstruirelereste
dupavageetcettecontructionestunique.

P.2.Toutpavagemultiplicatifànlignesadmetaumoins2isométries:une
translationden+1positionsversladroite(ougauche)etunetransvection
composéed’uneréflexionparrapportàl’axehorizontalsuivied’unetranslation
den+12 positionsverslagauche(oudroite).

P.3.Siunpavagemultiplicatifcontientunetranchecomposéeuniquementde
1,alorslepavageseracomposéuniquementd’entierspositifs.

P.4.Lesnombressurladeuxièmeligned’unpavagemultiplicatifànlignes
correspondentauxnombresdetrianglesadjacentsauxsommetsd’unpolygone
triangulé(ausensdeConwayetCoxeter[CC73a])àn+1sommets.

P.5.Lepavageseracomposéuniquementd’entierspositifssietseulements’il
existek∈Ntelquepourtoutp∈N:

mk,p|mk,p+1+mk,p 1.

P.6.

mk,k+2 1 0 ...
1 mk+1,k+3 1 0 ...

0 1
...

mk,p=
... 0

...
... 0

...
... 1 0

... 0 1 mp 3,p1 1
... 0 1 mp 2,p

P.7.Pourtoutk∈N:

mp,p+2=
mk,p+mk,p+2
mk,p+1

·

P.8.Ilestpossibled’obtenirunpavageàn+1lignesàpartird’unpavageàn
lignesenremplaçant4élémentsconsécutifs(...,a,b,c,d,...)deladeuxièmeligne
par(...,a,b+1,1,c+1,d,...).

3 Pavagesadditifs

Unpavageadditifestunassemblagedenombresarrangésenlignesdécalées
commelesbriquesd’unmurdetellesortequelaligneduhautetlalignedubas
sontcomposéesuniquementde0etchaquelosange

a
b c
d
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satisfaitàl’équationsuivante:

(b+c)−(a+d)=1. (17)

Exemple 3.1.

... 0 0 0 0 0 0 0 ...
...0 1 2 3 0 1 ...

... 2 0 2 4 2 0 2 ...
...1 0 3 2 1 0 ...

... 0 0 0 0 0 0 0 ...

Exemple 3.2.

... 0 0 0 0 0 0 0 ...
... 0 3.5 1.5 1 0 3.5 ...

... 0 2.5 4 1.5 0 2.5 4 ...
...1.5 2 3 −0.5 1.5 2 ...

... 0 0 0 0 0 0 0 ...

Danslasuitedudocument,nousutiliseronslesnotationssuivantespoursituer
lesélémentsdansunpavageadditif:

... 0 0 0 0 0 ...ligne0
... a1 a2 a3 a4 ... ligne1

... a12 a23 a34 ... ligne2
... a123 a234 ... ligne3

... a1234 ... ligne4

...
...

Note:Dansunpavageadditifàn+1lignes,laligne0etlalignensontcomposées
uniquementde0.Danslecontextedespavagesadditifs,lalignekseraaussi
appeléelakeligne.

3.1 Propriétésdupavageadditif

Cettesectionestl’essencedudocument,nousyprésenteronslesprincipauxthéo-
rèmesconnusàproposdespavagesadditifsetnousfournironsdespreuvesà
ceux-ci.
Lethéorèmesuivant(tiréde[She73])estl’analoguedelapropriété6des

pavagesmultiplicatifs.

Théorème 3.3.Nousavons

ar...s=
s

i=r

ai −ts r,

où

tn=
n(n+1)

2
,

c’est-à-direquetnestlen
enombretriangulaire.
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Démonstration. Nousprocéderonsparrécurrence.
Pours−r=1:

ars=ar+as−1=
s

i=r

ai −t1.

Pours−r=2:

arps =arp+aps−ap−1

=(ar+ap−1)+(ap+as−1)−ap−1

=ar+ap+as−3

=
s

i=r

ai −t2.

.

Pours−r≥3:enappliquantl’équation(17)aulosange

ar+1...s1

ar...s 1 ar+1...s

ar...s

nousobtenons:

ar...s =ar...s 1+ar+1...s−ar+1...s1−1

=

s 1

i=r

ai+

s

i=r+1

ai−

s 1

i=r+1

ai −2ts r 1+ts r 2−1

=

s

i=r

ai −
2(s−r−1)(s−r)

2
+

(s−r−2)(s−r−1)

2
−1

=

s

i=r

ai −
(s2−2sr+s+r2−r)

2

=

s

i=r

ai −
(s−r)(s−r+1)

2

=

s

i=r

ai −ts r.

Cethéorèmeentraînetroiscorollairesquinouspermettentdecaractériserles
pavagesadditifsetquiserévéleronttrèsimportantspourdémontrercertains
théorèmes.Lepremiercorollaireestuneconditionsuffisantepourquelepavage
soitcomposéuniquementd’entiers.

Corollaire 3.4. Lepavageestuniquementcomposéd’entierssietseulementsi
lesélémentsdelapremièrelignesonttousdesentiers.
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Lesecondcorollaireestuneconditionsuffisantepourquelanelignesoit
composéeuniquementde0.

Corollaire 3.5. Laneligneestunelignede0sietseulementsilasommede
n’importequellesuitedennombresconsécutifssurlapremièreligneestégaleà
tn 1.

Lederniercorollaireestuneconditionsuffisantepourquelepavageadditif
soitcomposéuniquementdenombrespositifs.

Corollaire 3.6. Sipourtousr,s∈Zavecs≤n,nousavons

r+s

i=r

ai≥ts

alorslepavageadditifestcomposéuniquementdenombrespositifs.

Lethéorèmeprécédentnousa montréunerelationpermettantdecalculer
unélémentquelconquedupavageàpartirdesélémentssurlapremièreligne.
Maintenant,ilseraitintéressantdevoirs’ilexisteunerelationpermettantde
calculerlesélémentsdelapremièreligneàpartird’élémentsquelconques.En
fait,siuncoupled’élémentsestconnu,ilexisteunetellerelation.Celle-ciest
présentéedanslethéorèmesuivantquiseveutl’analoguedelapropriété7des
pavages multiplicatifs.

Théorème 3.7. Pourtousr,s,avecs>r,nousavons:

(a)as=ar...s−ar...s 1+(s−r),

(b)ar=ar...s−ar+1...s+(s−r).

Démonstration.

(a) Envertuduthéorème3.3,nousavons:

ar...s−ar...s 1+(s−r)=

s

i=r

ai −

s 1

i=r

ai −ts r+ts r 1+(s−r)=as

(b)Lapreuveestsimilaireetlaisséeaulecteur.

Lethéorèmesuivant,tiréde[She73],estl’analoguedelapropriété2des
pavages multiplicatifs.

Théorème 3.8. Toutpavageadditifàn+1lignesadmetcommeisométrieune
translationdenpositionsversladroite(oulagauche).
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Démonstration.Envertuduthéorème3.3,noussavonsque:

k+n 1

i=k

ai −tn 1=0=
k+n

i=k+1

ai −tn 1.

Ensimplifiant,onobtient

ak=ak+n.

Ensuite,

ar...s =

s

i=r

ai −ts r

=

s+n

i=r+n

ai −ts r

=ar+n...s+n.

Lethéorèmesuivant,égalementtiréde[She73],estl’analoguedelapropriété
3despavagesmultiplicatifs.

Théorème 3.9.Siunpavageadditifàn+1lignesadmetunetranchede0,
alorslepavageestcomposéuniquementd’entierspositifs.

Démonstration.Enutilisantl’équationas=ar...s−ar...s 1+(s−r)(ouar=
ar...s−ar+1...s+(s−r))duthéorème3.7àtouslescouplesdezéroquicomposent
latranche,nouspouvonscalculernnombresconsécutifssurlapremièreligne.De
cettemanière,nousdécouvronsquelapremièreligneestenfaitunepermutation
desnombresde1àn.Commetouteslespermutationsde1ànauxconditions
destroiscorollairesduthéorème3.3,lepavageestcomposéuniquementd’entiers
positifs.

Lapropriété8despavagesmultiplicatifsnouspermetdegénérerunpavageà
partird’unautre.Ilsetrouvequenousavonsdécouvertunetechniquesimilaire
pourlefaireaveclespavagesadditifs.Envoiciunexemple:

Exemple 3.10.Considéronslepavageoriginalsuivant:

0 0 0 0 0 0 0 0
2 2 2 2 2 2 2

3 3 3 3 3 3 3 3
3 3 3 3 3 3 3

2 2 2 2 2 2 2 2
0 0 0 0 0 0 0
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Eninsérantun5danslapremièrerangéenousobtenons:

0 0 0 0 0 0 0 0
2 2 5 2 2 2 2

3 3 6 6 3 3 3 3
3 6 6 6 3 3 3

2 5 5 5 5 2 2 5
3 3 3 3 3 0 3

0 0 0 0 0 0 0 0

Toutefois,ilestévidentqu’ilestimpossibled’obtenirlepavageoriginaldecette
façon,puisqu’ilcontient5lignesetqu’iln’yaaucun4surlapremièreligne.

Voicilethéorème:

Théorème3.11.Ilestpossibled’obtenirunpavageàn+1lignesàpartird’un
pavageànligneseninsérantlenombren−1n’importeoùdanslapremièreligne
dupavage.Deplus,silepavageànlignesestforméd’entierspositifs,alorsil
enestdemêmepourlepavageàn+1lignes.

Démonstration.Pourdémontrerlapremièrepartiedel’énoncé,ilsuffitdevérifier
queleshypothèsesducorollaire2sontsatisfaitespourlenouvelarrangementà
n+1lignes.Supposonsunpavageadditifànlignes.Noussavonsque:

k+n 2

i=k

ai =tn 2

pourtoutk.Alors:

k+n 2

i=k

ai +n−1=tn 2+n−1=tn 1.

desortequeleshypothèsesducorollaire2sontvérifiéespourlenouvelarrange-
ment.Onobtientdoncunpavageàn+1lignes.
Pourcequiestdelasecondepartie,ilsuffitdemontrerqueleshypothèses

descorollaires1et3sontsatisfaitespourlenouveaupavageàn+1lignes.Pour
montrerqueleshypothèsesducorollaire3sontsatisfaites,ilsuffitdelemontrer
pourlessous-sommesquiincluentlenombren−1nouvellementajoutéàla
premièreligne.Envertuduthéorème3.3,noussavonsque:

r+s

i=r

ai ≥ts,

d’où
r+s

i=r

ai +(n−1)≥ts+(n−1)≥ts+(s+1)=ts+1

carsestaumaximumégalàn−2.Leshypothèsesducorollaire3sontdonc
vérifiéespourlepavageàn+1lignes.Finalement,puisquen−1estunentier,
l’hypothèseducorollaire1estvérifiée.
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Note:Cette méthodefonctionnesurtouslespavages, maisellenepermetpas
detouslesobtenir.

Lethéorèmequisuitprovientde[She73].

Théorème 3.12. Supposonsunparallélogrammeayantpoursommets:

(aj...k,aj...s,ar...s,ar...k)

oùr<j≤k<s.Alors:

aj...k+ar...s=aj...s+ar...k−(j−r)(s−k),

où(j−r)(s−k)représentel’aireduparallélogrammesinousdéfinissonsl’aire
deslosangescommeétantégaleà1.

Démonstration.

ar...k + aj...s−(j−r)(s−k)

= k
i=rai −tk r + s

i=jai −ts j −(j−r)(s−k)

= k
i=rai + s

i=jai −(k r)(k r+1)
2 −(s j)(s j+1)

2

−(j−r)(s−k)

= s
i=rai + k

i=jai −(k2 2kr+k r+r2)
2 −(s2 2sj+s j+j2)

2

−2(js jk rs+rk)
2

= s
i=rai + k

i=jai +( k2 k+r r2 s2 s+j j2+2jk+2rs)
2

= s
i=rai + k

i=jai −(k2 2jk+k j+j2)
2 −(s2 2sr+s r+r2)

2

= s
i=rai + k

i=jai −(k j)(k j+1)
2 −(s r)(s r+1)

2

= s
i=rai + k

i=jai −tk j−ts r

= aj...k+ar...s

4 Pavagesconstants

Un pavageconstantestunpavage(additifou multiplicatif)pourlequelsur
chaquelignetouslesélémentssontégaux.
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Exemple 4.1 (Exemple additif).

0 0 0 0 0
2 2 2 2

: : : 3 3 3 3 3 : : :
3 3 3 3

2 2 2 2 2
0 0 0 0

Exemple 4.2 (Exemple multiplicatif).

1 1 1 1 1
x x x x

: : : y y y y y : : :
x x x x

1 1 1 1 1

où x =
p

3 et y = 2.
Une interprétation géométrique peut être associée à chacun des deux types de
pavages.

4.1 Le cas multiplicatif :

Pour le cas multiplicatif, il a été démontré dans [CC73a, CC73b] que la valeur des
éléments sur une ligne d’un pavage multiplicatif constant à n lignes représente
la longueur des diagonales d’un polygone régulier à n + 1 côtés de longueur 1.
L’exemple précédent illustre les deux longueurs possibles pour les diagonales d’un
hexagone régulier avec des côtés de longueur 1 (voir Figure 8).

Figure 8 – Hexagone régulier avec des côtés de longueur 1.

4.2 Le cas additif :

Il est spécifié dans [She73] que tout pavage additif constant est directement relié
à une parabole. Par exemple, le pavage

0 0 0 0 0
2 2 2 2

: : : 3 3 3 3 3 : : :
3 3 3 3

2 2 2 2 2
0 0 0 0
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peutêtrereliéàlaparaboleprésentéeàlaFigure9.

Figure9–f(x)=5x x
2

2

Cetexemplemetenévidencequelavaleursurlan-ièmelignedupavageest
égaleàlavaleurenydelaparabolepourx=n.Cetterelationestapplicable
àtouslespavagesadditifsconstants.L’équationdelaparabolecorrespondantà
unpavageadditifconstantànlignesestdonnéepar

f(x)=
nx−x2

2
·

5 Conclusionetconjecture

Pourlecasdespavagesadditifsconstants,larelationaveclesparabolesestin-
téressante,carelleestleseullienconnuavecunautresujetmathématiqueet
peutêtreunepistepourdécouvriruneinterprétationgéométriqueauxpavages
additifsengénéral.Lorsdenosrecherchesàproposdespavages,nousnous
sommesdemandés’ilétaitpossibledetrouverunenouvelleinterprétationgéo-
métriqueauxlignescentralesdespavagesmultiplicatifsàplusdequatrelignes.
Nousn’avonspuentrouverune,maisnousensommesarrivésàuneconjecture
quenousn’avonspaspudémontrer.Nousavonsdécouvertquesinousprenons
uneligneautrequelapremière,deuxième,ladernièreoul’avant-dernièreligne
d’unpavageàcinqlignesouplusetquenousl’associonsàunelignede1,nous
obtenonsunpavageinfini(n’ayantpasdelignede1àlafin)composéunique-
mentd’entierspositifs.Parexemple,sinousprenonslatroisièmelignedupavage
suivant:

... 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ...
...1 2 2 2 2 1 5 1 ...

... 4 1 3 3 3 1 4 4 1 ...
...3 1 4 4 1 3 3 3 ...

... 2 2 1 5 1 2 2 2 2 ...
...1 1 1 1 1 1 1 1 ...
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et que nous adjoignons cette ligne à une ligne de 1 nous obtenons :

: : : 1 1 1 1 1 1 1 1 : : :
: : : 4 1 3 3 3 1 4 : : :

: : : 15 3 2 8 8 2 3 15 : : :
: : : 11 5 5 21 5 5 11 : : :

: : : 8 18 12 13 13 12 18 8 : : :
13 43 31 8 31 43 13

:::
:::

:::
:::

:::
:::

:::
:::

Ce genre de pavages pourrait faire l’objet de recherches plus approfondies pour
de futurs projets.
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