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CaMUS 1 (2010), 26�31

Triangulation minimale de cubes

Jean-Philippe Burelle

Résumé. Une manière combinatoire d'étudier les triangulations de cubes
n-dimensionnels est donnée, ainsi que des outils pour optimiser le nombre de
simplexes utilisés dans une telle triangulation. On donne ensuite un exemple
concret en démontrant la minimalité d'une triangulation du 3-cube.

0. Introduction

Les triangulations, en plus d'avoir un intérêt intrinsèque, sont utiles dans
plusieurs domaines. Entre autres, elles sont utilisées pour discrétiser des prob-
lèmes complexes lorsqu'il n'y a pas de solutions dans le cas continu. Par exemple,
on utilise des triangulations pour approximer des surfaces en imagerie numérique.
Les triangulations de cubes de dimensions supérieures peuvent êtres utilisées dans
des algorithmes qui servent à trouver des points �xes d'applications, et plus la
triangulation est petite, plus l'algorithme sera rapide, d'où l'intérêt de trouver
des triangulations minimales [2].

Puisque étudier les triangulations du cube en considérant ses propriétés
géométriques devient vite compliqué en dimensions supérieures à trois, on règle
le problème en considérant le cube comme un objet combinatoire et en dé�nis-
sant les triangulations de manière complètement combinatoire. Cette dé�nition
est extraite de plusieurs travaux sur les triangulations mais entre autres [3]. Un
d-cube sera donc représenté par l'ensemble de ses sommets, arêtes et faces. Il
peut aussi être vu comme l'enveloppe convexe de ses sommets conv({0, 1}d).

On parle de dé�nitions d'abord pour avoir un langage dans lequel parler de
triangulations, puis d'une technique pour passer d'une triangulation à une autre
facilement, et �nalement d'une application de cette technique pour trouver une
triangulation minimale du cube en trois dimensions.

1. Préliminaire

Une triangulation en deux dimensions est la séparation d'une �gure en trian-
gles. Si l'on veut généraliser le concept aux dimensions supérieures, nous devons
d'abord généraliser l'idée de triangle et de tétraèdre.
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Figure 2. Un exemple de �ip en 2 dimensions

Dé�nition : Un circuit C est un sous-ensemble a�nement dépendant mini-
mal d'un ensemble de points P , c'est à dire que tous ses sous-ensembles propres
sont a�nement indépendants.

Par exemple, trois points sur une droite ou cinq points dans l'espace tridi-
mensionnel forment des circuits.

Proposition : Il existe une équation de dépendance unique (à une constante
près) pour un circuit C = {x1, x2, . . . , xn}, satisfaisant les relations suivantes :

(1)
∑

λixi = 0∑
λi = 0.

Preuve. Supposons au contraire qu'il en existe deux, alors∑
λixi = 0

∑
µixi = 0.

Nous savons que les λi et µi sont tous non-nuls, car sinon il existerait un circuit
plus petit. Ceci implique

∑
i>1

λixi = −λ1x1
∑
i>1

µixi = −µ1x1

∑
i>1

λixi
λ1

= −x1
∑
i>1

µixi
µ1

= −x1.

Il s'ensuit que

∑
i>1

λixi
λ1

=
∑
i>1

µixi
µ1

.

Donc

∑
i>1

(
λi
λ1
− µi
µ1

)xi = 0.

Ceci est une contradiction à la minimalité des deux circuits car nous avons trouvé
un ensemble dépendant plus petit que les deux précédents (il n'utilise pas le point
x1).
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C+ ={xi∈C|λi<0}

C− ={xi∈C|λi>0}.
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T− ={C\xi|λi<0}.

T+ ={C\xi|λi>0}.
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T2=(T1\{σi∈T+})∪{σi∈T−}



6P = 3C + 3L

= 3C +H + C
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