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1. EINLEITUNG

Das Auftreten von Turbulenz in Strémungen wird vielfach als das letzte grofle ungeléste
Problem der klassischen Physik bezeichnet. Dabei liegen die Schwierigkeiten nicht in der
Konzeption der zugrundeliegenden Gleichungen. Die Navier-Stokes-Gleichungen gelten
seit langem als fester Bestandteil des physikalischen Weltbildes und bringen im we-
sentlichen die Newton‘schen Bewegungsgleichungen fiir ein Kontinuum zum Ausdruck.
Vielmehr sind die Mechanismen, die zum Auftreten der groflen Vielzahl der phénome-
nologisch bekannten Strémungszustinde fiihren, und der Ursprung der Komplexitét
in diesen Zustdnden nicht verstanden. Aufgrund der mathematischen Schwierigkeiten,
die sich bei der Behandlung der Navier-Stokes-Gleichungen ergeben, kommen geschlos-
senen Stromungen in gut kontrollierbaren Laborexperimenten eine wichtige Rolle zu.
Dabei besteht die Hoffnung, aus den Untersuchungen der ersten Instabilititen Riick-
schliisse auf grundstzliche Mechanismen beim Ubergang von laminarem zu irreguliirem
Stromungsverhalten schliefen zu konnen.

Wegen seiner geometrischen Einfachheit und guten experimentellen Kontrollier-
barkeit ist die Stréomung zwischen zwei konzentrischen rotierenden Zylindern, die als
Taylor-Couette-Stromung bezeichnet wird, eine h#ufig untersuchte Konfiguration. In
diesem System tritt bei Erhhung der Reynoldszahl eine Zentrifugalinstabilitdt in der
laminaren Couette-Stromung auf, die zum Einsetzen der Taylor-Wirbelstrémung fiihrt.
Experimentelle und theoretische Stabilitdtsuntersuchungen haben gezeigt, dafl die-
ser Ubergang in einem endlichen System durch die Randbedingungen kontinuierlich
verlduft, und keine Instabilitdt mehr auftritt. Die bisherigen experimentellen Befunde
beziiglich des Relaxationsverhaltens beim Einsetzen der Taylor-Wirbelstromung wider-
sprechen allerdings diesen Ergebnissen. Um diesen Widerspruch aufzukléren, sind im
Rahmen dieser Arbeit weitere Untersuchungen zum Relaxationsverhalten beim Uber-
gang zur Taylor-Wirbelstromung durchgefiihrt worden.

Eine zentrale Aussage der Theorie des deterministischen Chaos ist die, dafi durch
die nichtlineare Wechselwirkung weniger Freiheitsgrade zeitlich irreguldres Verhalten
zustande kommen kann, das auf deterministischen Gesetzen beruht. Daher besitzt die-
se Theorie fiir prinzipielle Untersuchung des Ubergangs von laminarer zu irregulirer
Stromung eine grofle Bedeutung. Da es sich bei Strémungen aber um raum-zeitliche
Prozesse handelt, in denen im Prinzip unendlich viele Freiheitsgrade das Systemverhal-
ten bestimmen koénnen, lassen sich komplexe Stromungszustéinde in vielen Fillen nicht
im Sinne einer niederdimensionalen Theorie verstehen. Um die Anzahl der rdumlichen
Freiheitsgrade zu reduzieren, werden Untersuchungen niederdimensionalen Verhaltens
daher hiufig in sehr kleinen Systemen durchgefiithrt. Durch diesen Ansatz konnten
Szenarien gefunden werden, die zeigen, dafl in Stromungen niederdimensionales Chaos
fiir das Einsetzen irreguldren Stromungsverhaltens verantwortlich sein kann. Experi-
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mentelle Untersuchungen in diesem Bereich offenbarten, dal das Auftreten von Ver-
zweigungen, welche die Spiegelsymmetrie des Systems brechen, eine grofie Bedeutung
fiir die Entstehung von Chaos im Taylor-Couette-System besitzen, indem sie durch
Wechselwirkung mit einer oszillatorischen Instabilitéit sogenanntes homoklines Chaos
hervorbringen koénnen. Diese Untersuchungen blieben bisher aber auf kleine Systeme
beschrinkt.

In grofleren Taylor-Couette-Systemen konnten ebenfalls Stromungszustéinde beob-
achtet werden, die ein chaotisches Zeitverhalten aufweisen. Bevor die stationéire Taylor-
Wirbelstromung allerdings chaotisch wird, treten zeitperiodische Instabilitdten auf,
die zum Einsetzen wellenférmiger Moden in der axialsymmetrischen Wirbelstromung
fiihren. Dabei wurde hiufig angenommen, dal Wechselwirkungen in der zeitabhingi-
gen Stromung fiir die Entstehung chaotischen Verhaltens bei hoheren Reynoldszahlen
verantwortlich sind, obwohl es vom theoretischen Standpunkt aus prinzipielle Schwie-
rigkeit gibt.

Experimentelle Untersuchungen von v.Stamm et al [142] hatten gezeigt, dafi eine
quasi-periodische Stromung auch iiber eine Periodenverdopplungskaskade auf einem
Torus ins Chaos iibergehen kann. Sie konnten dieses Verhalten in Stromungszustinden
von 10 bis 40 Wirbeln beobachten. Auflerdem fanden sie, da3 vor dem Einsetzen der
zweiten Oszillation eine stationédre Verzweigung auftritt, welche die Spiegelsymmetrie
der zeitabhéngigen Taylor-Wirbelstromung bricht. Im Rahmen dieser Arbeit wird un-
tersucht, welche Bedeutung diese Symmetriebrechung fiir das Einsetzen des Chaos in
dieser zeitabhingigen Taylor-Wirbelstromung hat.



2. HYDRODYNAMIK UND NICHTLINEARE INSTABILITATEN

Die Hydrodynamik befaflt sich als Teilgebiet der Mechanik mit den Eigenschaften von
stromenden Fliissigkeiten. Die Grundgleichungen der Hydrodynamik [6, 7] leiten sich
somit unmittelbar aus den Newton’schen Gesetzen ab und wurden von Navier und
Stokes formuliert:

Byl + IV = —~Vp + 1V + 2 F, (2.1)
p p
wobei p die Dichte und v die kinematische Viskositit der Fliissigkeit ist. Diese Gleichun-
gen enthalten auf der linken Seite die Zeitableitung der Geschwindigkeit des Fluides.
Aufgrund der Kontinuumsbeschreibung kommt noch ein sogenannter advektiver Term
hinzu, welcher sich aus der Anderung der Geschwindigkeit in riumlicher Richtung er-
gibt. Die rechte Seite ergibt sich als Summe der Volumenkrifte, des Drucks und der
Viskositét. Der letzte Term beschreibt die Krifte aufgrund der Deformation der Fluid-
elemente. Die Navier-Stokes-Gleichungen werden hiufig in einer dimensionslosen Form
geschrieben. Als dimensionsloser Parameter ergibt sich die Reynoldszahl, die definiert
ist als:
UL
Re = ” (2.2)
Die Reynoldszahl gibt ein Verhiltnis von Trégheitskriften eines Systems auf der einen
Seite und der Viskositdt v auf der anderen Seite an. Welche konkreten Grofien hier
zum Tragen kommen, hiingt dabei von der Problemstellung ab. In der Hydrodynamik
werden sehr hiufig Verhiltnisse von typischen physikalischen Groflen in dimensionslo-
sen Groflen ausgedriickt [7]. Fiir kleine Reynoldszahlen treten im allgemeinen laminare
Stromungen auf. Beispiele fiir diese laminaren Stromungen sind die Rohrstrémung,
die im laminaren Bereich durch das Hagen-Poiseuille-Gesetz beschrieben werden kann,
oder die Stréomung zwischen zwei konzentrischen Zylindern, die als laminare Couette-
Stromung bezeichnet wird. Diese Stromungsanordnung wird im allgemeinen als Taylor-
Couette-System bezeichnet und bildet die Grundlage der Untersuchungen dieser Arbeit.

2.1 Das Taylor-Couette-System

Aufgrund der einfachen geometrischen Struktur des Taylor-Couette-Systems wird es
hiufig fiir grundlegende Untersuchungen nichtlinearer Phiinomene und des Ubergang
in chaotisches und turbulentes Stromungsverhalten benutzt. Zum einen fiihrt diese ein-
fache Strémungsanordnung dazu, dafl viele numerische Untersuchungen explizit durch-
gefithrt werden konnen. Auf der anderen Seite ist das Taylor-Couette-System eines der
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Abb. 2.1: Schematische Darstellung eines Taylor-Couette-Systems mit Taylor-
Wirbelstromung. Hierbei bezeichnet f die Innenzylinderdrehfrequenz, r;
den Radius des Innenzylinders, r, den Radiuns des Aufenzylinders und d
die Spaltbreite.

am besten kontrollierbaren hydrodynamischen Experimente iiberhaupt [24, 18, 19, 25].

Als Taylor-Couette-Strémung bezeichnet man die Strémung im Spalt zwischen zwei
konzentrischen Zylindern, die im allgemeinen Fall unabhingig voneinander rotieren
konnen [46, 45]. Abbildung 2.1 zeigt den prinzipiellen Aufbau eines Taylor-Couette-
Systems mit den geometrischen Parametern. Schematisch ist die stationéire Taylor-
Wirbelstromung eingezeichnet. Dieser Zustand ergibt sich durch das Auftreten einer
Instabilitit der laminaren Couette-Stromung (vgl. Abschnitt2.3).

Ein wichtiger geometrischer Parameter fiir die Beschreibung der Stromung ist das
Radienverhéltnis n = :—Z, wobei r; und r, respektive den Radius des Innen- und des
Auflenzylinders bezeichnen. Die Spaltbreite betrigt daher d = r, — r;. Experimentelle
Systeme sind im allgemeinen durch eine ruhende Boden- und Deckelplatte begrenzt,
so daf die Stromung in der Hohe begrenzt ist. Daher fiihrt man ein Hohen- zu Spalt-
breitenverhéltnis I' = % ein, wobei die Hohe in Anlehnung an andere strukturbildende
Systeme als L bezeichnet wird. Modifikationen, die sich durch die Wahl anderer Rand-
bedingungen oder durch abweichende Geometrien ergeben, sind bei Koschmieder [25]

dargestellt.

In theoretischen Arbeiten werden hiufig Systeme untersucht, die in der Lange un-
endlich ausgedehnt sind. Fiir diese Untersuchungen werden periodische Randbedingun-
gen angenommen [19, 18, 13]|. Experimentell hat sich indes gezeigt, dafi das Héhen- zu
Spaltbreitenverhiltnis I' ein sehr wichtiger Parameter zur Beschreibung der Taylor-
Couette-Stromung darstellt [61, 62, 63, 60]. Bei experimentellen Untersuchungen ist
zumeist das Radienverhéltnis fest, so dal I' die Hohe des Systems widerspiegelt. Neben
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den geometrischen Parametern kann man auch eine Reynoldszahl Re fiir das Taylor-
Couette-System definieren. Bei unabhingig rotierenden Zylindern miissen sogar zwei
Reynoldszahlen, eine ,,duflere“ und eine ,innere“, eingefithrt werden. Da in dieser Ar-
beit nur der Fall eines rotierenden Innenzylinders betrachtet wird, wihrend der duflere
in Ruhe bleibt, wird im folgenden kurz von der Reynoldszahl Re des Taylor-Couette-
Systems gesprochen. Sie ist definiert als:

Tidf

14

Re =27

(2.3)

Dabei bezeichnet f die Rotationsfrequenz des Innenzylinders und v die kinematische
Viskositat.

2.2 Stabilitdts- und Verzweigungstheorie

Bei Erhéhung der Reynoldszahl kénnen in laminaren Stromungen Instabilitdten auftre-
ten, das heif$t, dal Storungen nicht mehr gedampft werden, sondern anwachsen kénnen.
Dieses fiihrt dazu, daf§ der laminare Stromungszustand in einen anderen Zustand iiber-
geht. Die laminare Grundstromung wird dann von einer Sekundéarstrémung iiberlagert.
Verschiedene physikalische Mechanismen kénnen die Ursache von Instabilitéten sein.

2.2.1 Hydrodynamische Instabilitdtsmechanismen

Im Taylor-Couette-System tritt bei Erhohung der Reynoldszahl eine Zentrifugalinsta-
bilitat auf. Diese wird dadurch verursacht, dafl Fliissigkeit aufgrund der Haftbedingung
an den Réndern bei Rotation des Innenzylinders ebenfalls in Rotation versetzt wird.
Unter Vernachléssigung der Viskositat ist diese Konfiguration instabil, da Fliissigkeit
wegen der hoheren Zentrifugalkraft am Innenzylinder gegeniiber den Bereichen am
Auflenzylinder nach auflen strémt. Dies Verhalten wird als Rayleigh’schen Stabilitéts-
kriteriums bezeichnet (siehe [25]). Bei Hinzunahme der Viskositét tritt eine dimpfende
Komponente hinzu, so daf} sich bei Rotation des Innenzylinders zunéchst eine laminare
Schichtenstromung, die sogenante Couette-Stromung, einstellt. Eine weitere Erhohung
der Reynoldszahl fiihrt auch zu einer Zunahme der Zentrifugalkréfte, so dafl sich bei ei-
ner kritischen Reynoldszahl Re, ein Kriftegleichgewicht ergibt. Eine weitere Erh6hung
fiihrt zum Auftreten einer Instabilitdt, so dal das System iiberkritisch wird. Die im
iiberkritischen Fall auftretende Strémung wird als Taylor-Wirbelstrémung (TWS) be-
zeichnet. In diesem Stromungszustand wird der azimutalen Couette-Stromung eine
sekundidre Wirbelstrémung mit radialer und axialer Komponente iiberlagert. Dieses
fiihrt zur Bildung torustérmiger Wirbel um den Innenzylinder, die in axialer Richtung
periodisch angeordnet sind. Abbildung 2.1 zeigt eine schematische Darstellung dieses
Stromungszustandes.

Das grundlegende Verhalten in der Umgebung einer Instabilitdt ist durch das Kon-
kurrieren zweier gegenldufiger Prozesse bestimmt, von denen der eine dimpfend und
der andere treibend wirkt. Bei rotierenden Fliissigkeiten ist die Zentrifugalkraft der
treibende Mechanismus fiir die Instabilitdt. Sehr hdufig werden auch andere Konfigu-
rationen rotierender Fliissigkeiten untersucht, wie zum Beispiel die Strémung zwischen
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rotierenden Kugeln [44]. Zentrifugalinstabilititen treten aber auch in der Grenzschicht
konkaver Flichen (Gortler-Instabilitit) und in der Poiseuille-Stromung gekriimmter
Rohre (Taylor-Dean-Instabilitdt) auf. Der Stand der Forschung dieser Instabilitéts-
klasse ist in [24] dargestellt.

Eine andere wichtige Klasse sind die Konvektionsinstabilitdten, deren bekannte-
ste die Rayleigh-Bénard Instabilitédt darstellt. Durch einen Temperaturgradienten wird
dabei eine instabile Dichteschichtung erzeugt, der Reibungskrifte und Warmeleitung
entgegenwirken. Konvektionsinstabilitdten konnen unter anderem auch in Fliissigkri-
stallen [20] auftreten.

Neben den Schichteninstabilitdten kénnen aber auch Scherinstabilitdten und Kom-
binationen verschiedener Instabilitdtsmechanismen auftreten. Die in diesem Abschnitt
dargestellten Mechanismen sind verantwortlich fiir das Auftreten von Instabilitéiten in
laminaren Stromungen. Sie werden daher auch als primére Instabilitdten bezeichnet.
Umfassende Darstellungen hydrodynamischer Instabilitdtsmechanismen finden sich in
8,9, 12, 25, 10]

2.2.2 Grundlagen der Theorie dynamischer Systeme

Fiir eine mathematische Behandlung von Instabilitdtsproblemen liefert die Theorie dy-
namischer Systeme den begrifflichen Rahmen, der hier kurz dargestellt wird. Umfassend
wird diese Theorie in Guckenheimer und Holmes [26] oder bei Glendinning [30] dar-
gelegt. In dieser Arbeit werden ausschliellich Konzepte der Theorie kontinuierlicher
deterministischer Systeme zur Anwendung kommen.

Stromungen gehoren zur Klasse der unendlich-dimensionalen Systeme, da sie durch
partielle Differentialgleichungen beschrieben werden. Eine exakte mathematische Be-
handlung dieser Systeme ist in den meisten Fillen nicht moglich. In der Umgebung von
Instabilitdtspunkten 148t sich das dynamische Verhalten aber hidufig durch sehr wenige
Freiheitsgrade beschreiben, so daf3 sich das Problem dann auf ein niederdimensionales
dynamisches System reduzieren 148t. Gegenstand dieser Arbeit wird die experimen-
telle Untersuchung von Instabilitdten der Taylor-Couette-Stréomung sein, daher wird
auf eine explizite Darstellung der Theorie unendlich-dimensionaler dynamischer Syste-
me verzichtet. Begrifflich lassen sich endlich- und unendlich-dimensionale dynamische
Systeme weitgehend analog entwickeln.

Eine Evolutionsgleichung bestehend aus einem System nichtlinearer, gewdhnlicher
Differentialgleichungen lautet:

X = F@n (2.4)
Dabei ist F' mindestens ein C!-Vektorfeld und # € R™ ein n-dimensionaler Vektor. Die
Parameterabhingigkeit von F wird durch i angedeutet. Das System ist autonom, das
heifit, F héingt nicht explizit von der Zeit ab, und es ist von erster Ordnung in der Zeit.
Dieses sind keine wesentlichen Einschrankungen, da sich Systeme von Differentialglei-
chungen auf diese Form zuriickfiihren lassen.

Als Phasenraum bezeichnet man den durch die Koordinaten x4, ..., z,, aufgespannten
Raum. Dabei wird jeder Systemzustand zu einem Zeitpunkt durch einen Punkt im
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Phasenraum charakterisiert. Der Graph einer Losung Z(t) von Gleichung 2.4 heifit
Trajektorie, wihrend durch die Gesamtheit der Losungen der Flufl ¢(Z,t) definiert
wird:

—

d - —
S0(,1) = Flo(z,1) (2:5)
Dabei ist eine einzelne Losung Z(t) von Gleichung 2.4 mit dem Anfangswert Z(0) = 7
durch ¢(Zy,t) gegeben.
Zwei einfache Objekte im Phasenraum lassen sich definieren durch:

e 7 ist ein Fizpunkt des Flusses ¢(Z,t) & ¢(Z,t) = 7 fiir alle ¢

e T ist periodisch mit (minimaler) Periode T' < ¢(Z,t+T) = ¢(Z, t) fiir alle ¢, und
o(z,t + s) # ¢(x,t) fiir alle 0<s< T'. Die Kurve
I={y:y=0¢(z,1t),0 <t < T} wird periodischer Orbit genannt.

Einen Fixpunkt Z, erhilt man als Losung der Gleichung: F (Ze, 1) =0

Stabilitatstheorie

Zur Untersuchung der Stabilitdt fiihrt man einen Referenzzustand s ein, der Losung
von Gleichung 2.4 ist. Dieser Zustand ist vom physikalischen Standpunkt aus beob-
achtbar, wenn er stabil, das heifit robust gegen Stérung, ist. Sei & eine zweite Losung
von Gleichung 2.4, dann ist eine Stérung = definiert als: T = & — &

Man unterscheidet zwischen zwei Typen von Stabilitit. Ein Zustand &y wird als
Lyapunov-stabil bezeichnet, wenn der Abstand des Referenzzustandes Z; zum gestorten
Zustand ¥ im Phasenraum fiir alle Zeiten beliebig klein gehalten werden kann. Ein
benachbarter Zustand bleibt in diesem Fall benachbart. Als quasi-asymptotisch stabil
bezeichnet man einen Zustand Z, wenn Stérungen 7 fiir ¢ — oo gegen Null gehen. Uber
die Gréfle der Storung Z bis zu einem beliebigen Zeitpunkt wird dabei nichts ausgesagt.

Ein Zustand heif3t asymptotisch stabil, wenn er Lyapunov-stabil und quasi-asymp-
totisch stabil ist. Das bedeutet, dal Stérungen im System wieder abklingen kénnen
und der Referenzzustand wiederhergestellt wird. Asymptotische Stabilitdt ist daher mit
Irreversibilitdt verbunden und eine Eigenschaft von dissipativen Systemen. Sie tritt in
konservativen Systemen nicht auf.

Ein Zustand kann aber auch lokal stabil und global instabil sein. Man spricht dann
von bedingter Stabilitit. Dieses ist zum Beispiel bei einem System mit Hysterese gege-
ben. Eine wichtige Eigenschaft nichtlinearer Systeme ist, daf sie multistabil sein kénnen.
Das bedeutet, daf fiir einen Kontrollparameterwert mehrere Losungen gleichzeitig in
einem System existieren kénnen. Dies steht im Gegensatz zu den Eindeutigkeitssitzen
linearer Systeme.

Eine hinreichende Bedingung fiir die Instabilitdt eines Fixpunktes wird durch die
Lineare Stabilititsanalyse geliefert, die Aussagen dariiber macht, ob eine Stérung im
System wieder abklingt, oder ob sie verstiarkt wird. Mit Hilfe dieses Verfahrens, bei
dem es sich um ein lokales handelt, kann der kritische Kontrollparameterwert ermittelt
werden, an dem das System instabil wird.
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Betrachtet man eine Storung Z des stationdren Zustandes @5, der Losung von Glei-
chung 2.4 ist, so ergibt sich als Evolutionsgleichung fiir z:

di - }
& (@, +7) - F(i,) (2.6)
dt

Ist die Stérung sehr klein # < 1, so lifit sich F(&, + ) in einer Taylorreihe entwickeln.
Damit wird aus Gleichung 2.6:

di i : _OF
e Li+N(Z) mit L= %(xs) (2.7)

Der Term L ist die Jacobi-Matrix, wihrend der Term N (Z) alle Glieder hoherer
Ordnung in Z umfafit. Fiir das linearisierte Problem ergibt sich dann:

dz

— =L(z 2.8
= L) (28)
Der Losungsansatz 7 (t) = e\7(0) fiihrt auf ein Eigenwertproblem. Durch Transforma-
tion auf das Koordinatensystem A mit den (linear unabhéngigen) Eigenvektoren y; als

Basisvektoren ergibt sich ein entkoppeltes Gleichungssystem:

dA;
dt

= NA; mit n=1,..,n (2.9)

Als allgemeine Losung des linearisierten Systems 2.8 ergibt sich dann:

i(t) = Z Aty (2.10)
=1

Durch Losung des linearen Problems 2.8 lassen sich schon wichtige Aussagen iiber
das nichtlineare System (Gleichung 2.4) machen. Man nennt einen stationdren Punkt
Zs des nichtlinearen Systems einen hyperbolischen Fizpunkt, sofern alle Eigenwerte A
der Jacobi-Matrix £ nicht verschwinden bzw. rein imaginér sind. An einem solchen
hyperbolischen Fixpunkt kann die Klassifizierung des nichtlinearen Systems auf das
lineare zuriickgefithrt werden (Theorem von Hartman und Grobman [26]).

Sind an einem hyperbolischen Fixpunkt #, alle Realteile der Eigenwerte A von
L negativ (Re(\) < 0), so ist der stationdre Punkt Z; asymptotisch stabil. Sofern
nur ein Eigenwert von L einen positiven Realteil besitzt, ist Z; instabil. An nicht-
hyperbolischen Punkten kann das lineare System keine Aussagen liefern [26].

Da F vom Kontrollparameter jI abhiingt, fiihrt eine Anderung von 7 meistens auch
zu einer Anderung der Jacobi-Matrix £ und der zugehérigen Eigenwerte \. Damit
definiert das lineare Problem den kritischen Kontrollparameterwert fig,;; — auch einfach
kritischer Punkt genannt — an dem das nichtlineare System instabil wird. Es handelt
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sich dabei um den Punkt, an dem der erste Realteil eines Eigenwertes Ag,.;; durch Null
geht (Re(Mgri(i)) = 0). Ein stationdrer Punkt ist bei jig,;; nicht-hyperbolisch.

Zusitzlich liefert das lineare Problem die Moden, die am kritischen Punkt auftre-
ten konnen, und zwar durch die Eigenvektoren y; der Jacobi-Matrix £. In rdumlich
ausgedehnten Systemen fiihrt die lineare Stabilitdtsanalyse zu Aussagen iiber die mar-
ginale Stabilitdtskurve und die kritische Wellenzahl k.. Die marginale Stabilitdtskurve
ist definiert durch A(k) = 0, wobei k die Wellenzahl der Moden der linearen Analyse
darstellt.

2.2.3 Verzweigungstheorie

Mit Hilfe der linearen Stabilitdtsanalyse kann ein kritischer Punkt eines Systems ermit-
telt werden. Fiir riumlich ausgedehnte Systeme liefert diese Analyse weiterhin die kriti-
sche Wellenzahl der kritischen Mode. Die Giiltigkeit der linearen Analyse endet aber am
kritischen Punkt, da sie keine nichtlinearen Einfliisse, wie zum Beispiel die nichtlineare
Déampfung eines linearen Wachstums einer Mode, beriicksichtigt. Um nichtlineare Ein-
fliisse in die Beschreibung zu integrieren und um die prinzipiellen Eigenschaften eines
nichtlinearen Systems in der Umgebung eines kritischen Punktes zu erfassen, wird eine
schwach nichtlineare Analyse durchgefiihrt. Dieses wird meistens mittels einer Mehr-
fachskalentheorie gemacht, da in diesem Verfahren eine explizite Trennung der Zeits-
kalen vorgenommen wird. Eine genaue Beschreibung dieses Verfahrens findet sich in
[16, 17]. Bei dieser Methode wird das ,critical-slowing-down* in die Analyse integriert.
Diese kritische Verlangsamung resultiert daher, dafl die Anwachsrate der kritischen Mo-
de am kritischen Punkt verschwindet, das heif}t, der Fixpunkt wird nicht-hyperbolisch.
Die Zeitkonstante ist definiert als das reziproke der Anwachsrate, und divergiert daher
am kritischen Punkt. Aus dem ,critical-slowing-down“ folgt eine sehr wichtige Eigen-
schaft nichtlinearer Systeme in der Umgebung von Verzweigungspunkten. Die kritische
Verlangsamung fiihrt dazu, daf§ in der Umgebung eines kritischen Punktes nur noch
sehr wenige, meistens nur eine einzige Mode die gesamte Dynamik eines nichtlinea-
ren Systems bestimmt. Die anderen Moden werden adiabatisch eliminiert [16] oder
yversklavt“[14]. Das bedeutet, da8 es geniigt, die Dynamik in der Umgebung eines
kritischen Punktes auf einem niederdimensionalen Unterraum des Systems zu untersu-
chen. Mathematisch driickt sich diese Aussage im ,,Zentrumsmannigfaltigkeitstheorem*
aus, das zum Beispiel in [31] zu finden ist. Die Klassifizierung des Losungsverhaltens
in der Umgebung von kritischen Punkten wird im Rahmen der Verzweigungstheorie
behandelt [26, 31, 30].

Dabei zeigt sich, dafl sich im iiberkritischen Bereich die Struktur des Phasenraums
dndern kann. Es konnen zum Beispiel neue Losungen entstehen oder verschwinden,
oder die Dynamik der Lésung kann sich dndern. Ein wichtiges Ergebnis der Verzwei-
gungstheorie ist, dafl nur sehr wenige verschiedene generische Typen von sogenannten
lokalen Verzweigungen auftreten konnen. Thre Eigenschaften spiegeln im wesentlichen
die Art des kritischen Eigenwertes und die Symmetrie des Systems wieder. Lokale
Verzweigungen lassen sich im Gegensatz zu globalen [29] vollstindig im Rahmen der
lokalen Analyse des nicht-hyperbolischen Fixpunkts verstehen. Im Rahmen der Ver-
zweigungstheorie werden die reduzierten Gleichungen hiufig in Normalform angegeben.
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Abb. 2.2: Schematische = Verzweigungsdiagramm  (links) einer Sattelknoten-
Verzweigung und (rechts) einer transkritischen Verzweigung.

Diese bezeichnet die ,einfachste nichtlineare Gestalt einer gew6hnlichen Differential-
gleichung, um noch alle generischen Eigenschaften einer Verzweigung wiederzugeben.
Normalformgleichungen sind nicht eindeutig [26].

Verzweigungstypen

Wichtig fiir die Klassifizierung der Verzweigungtypen ist die Anzahl der kritischen Ei-
genwerte. In diesem Abschnitt werden nur Verzweigungen mit einem reellen oder einem
Paar konjugiert komplexer Eigenwerte dargestellt. Verzweigungen mit einer héheren
Anzahl kritischer Eigenwerte werden in Kapitel 5 besprochen. Wird ein reeller Eigen-
wert kritisch und das System besitzt keine Symmetrie, so wird das Verhalten in der
Umgebung durch eine Sattelknoten-Verzweigung beschrieben. Die Normalform dieser
Verzweigung ist eindimensional und lautet:

i=p—a° (2.11)

Dabei ist p der Kontrollparameter des Systems. Diese Verzweigung hédngt nur von
einem Parameter ab, man bezeichnet sie daher als Kodimension-1 Verzweigung. Als
Kodimension einer Verzweigung versteht man die Anzahl der Parameter, die nétig
sind, die moéglichen Strukturdnderungen des Phasenraums in der Umgebung eines kri-
tischen Punktes vollstéindig zu beschreiben [26, 27, 28]. Abbildung 2.2 zeigt das Ver-
zweigungsdiagramm einer Sattelknoten-Verzweigung. Ein anderer Verzweigungstyp,
der bei einem reellen Eigenwert auftreten kann, ist die transkritische Verzweigung,
deren Verzweigungsdiagramm ebenfalls in Abbildung 2.2 dargestellt ist. Die zweite
generische Kodimension-1 Verzweigung ist die Hopf-Verzweigung, sie tritt in einem
2-dimensionalen Phasenraum auf und &ndert die dynamischen Eigenschaften des Sy-
stems. Beim Durchgang durch den kritischen Punkt wird ein stabiler Fixpunkt instabil,
und ein stabiler Grenzzyklus entsteht. Uber eine Hopf-Verzweigung konnen Oszillatio-
nen in einem nichtlinearen System auftreten. Die Normalform der Hopf-Verzweigung,
deren Verzweigungsdiagramm in Abbildung 2.3 dargestellt ist, lautet:

t=pr—wz—z(@®+2%)  und 2 =wr+pzr— 2(2® + %) (2.12)
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Abb. 2.3: Schematisches Verzweigungsdiagramm einer Gabelverzweigung (links) und
einer Hopf-Verzweigung (rechts).

w ist die Frequenz des Grenzzyklus im iiberkritischen Bereich. Eine umfassende Dar-
stellung der Verzweigungstheorie findet sich in [26, 31]. Sofern eine Verzweigung in
einem raumlich ausgedehnten System vom trivialen Fixpunkt aus auftritt, bedeutet
das das Auftreten von Strukturen im unstrukturierten Grundzustand. Dabei sind die
Symmetrien des Systems von entscheidender Bedeutung,

Symmetriebrechende Verzweigungen

Darstellungen des Einflusse von Symmetrien auf Verzweigungen findet man in [27, 28,
33]. Das Taylor-Couette-System im Fall unendlicher Ausdehnung in axialer Richtung
besitzt die Symmetriegruppe O(2)X SO(2). Diese Gruppe spiegelt die Translationsin-
varianz in axialer Richtung, die Spiegelsymmetrie Z5 und die Rotationssymmetrie des
Systems wieder. Eine Darstellung der Verzweigungen des Taylor-Couette-System unter
dem Gesichtspunkt der Symmetrie findet sich bei Chossat und Iooss [18]

Sehr wichtig fiir die Beschreibung physikalischer Systeme ist die stationire Ver-
zweigung mit Z,-Symmetrie. Anstelle der Sattelknoten-Verzweigung tritt dann eine
Gabelverzweigung auf. Die Normalform einer Gabelverzweigung lautet:

&= pr—2° (2.13)

Eine schematische Darstellung des Verzweigungsdiagramms der Gabelverzweigung ist
in Abbildung 2.3 zu sehen.'.

Man erkennt, daf der triviale Fixpunkt = = 0 bei dieser Verzweigung erhalten bleibt
und seine Stabilitit wechselt. In Z;-symmetrischen Systemen kénnen auch Sattelknoten-
Verzweigungen auftreten, aber nicht vom trivialen Fixpunkt. Abbildung 2.4 zeigt eine
subkritische Gabelverzweigung. Die bisher dargestellten Verzweigungen waren alle su-
perkritisch. Eine subkritischen Verzweigung verhélt sich sowohl im Stabilitédtsverhalten
als auch in der Abhéngigkeit vom Kontrollparameter invers zu einer superkritischen
Verzweigung. Sie wird daher auch inverse Verzweigung genannt. Die in Abbildung 2.4

1 In dieser Arbeit wird die stationire Verzweigung mit Z,-Symmetrie auch einfach , symmetriebre-
chende Verzweigung“ genannt.
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Abb. 2.4: Schematische Verzweigungsdiagramm (links) einer subkritischen Verzwei-
gung und (rechts) einer gestorten Gabelverzweigung.

auftretenden Sattelknoten-Verzweigungen im asymmetrischen Bereich ist eine Folge
von nichtlinearen Termen hoherer Ordnung in der Normalform der Gabelverzweigung.
Die Eigenschaften dieser Normalform sind dann aber nicht mehr durch einen Kon-
trollparameter beschreibbar. Die Normalform ist daher von héherer Kodimension [26].
Neben nichtlinearer Entartung kann auch die Strukturinstabilitét einer Verzweigung zu
einer hoheren Kodimension fiihren. Von diesem Standpunkt aus ist die Gabelverzwei-
gung eine Kodimension-2 Verzweigung, da die Hinzunahme eines konstanten Terms zur
Normalform die exakte Zs-Symmetrie zerstoren wiirde. Ein solcher Term wird daher
auch als symmetriebrechende Storung bezeichnet. Bei der Gabelverzweigung fiihrt ein
solcher symmetriebrechender Term dazu, dafl der Verzweigungspunkt verschwindet. Ein
Losungsast verlduft dann kontinuierlich, wihrend die instabile und eine stabile Losung
vom kontinuierlichen Ast entkoppeln und eine Sattelknoten-Verzweigung bilden. Dieses
Verhalten ist in Abbildung 2.4 dargestellt.

Stationdre Verzweigungen mit O(2)-Symmetrie werden durch zweidimensionale Nor-
malformen beschrieben und fiihren zum Auftreten von sogenannten , relativen“ Gleich-
gewichtslagen [33]. Bei einer Hopf-Verzweigung mit O(2)-Symmetrie treten laufende
und stehende Wellen auf [34]. Ein Brechung dieser O(2)-Symmetrie kann schon zum
Auftreten komplexer Dynamik fiihren [36, 35]

Explizit berechnet werden Verzweigungspunkte héufig mit Hilfe numerischer Me-
thoden. Hiangen physikalische Systeme von mehreren Parametern ab, so gibt es Verfah-
ren, mit deren Hilfe die Abhéingigkeit vom Verzweigungspunkt von diesen Parametern
bestimmt werden kann. A.Cliffe [120, 60] hat eine solches Verfahren fiir die axialsym-
metrische Taylor-Wirbelstromung entwickelt (,ENTWIFE“). Gewohuliche Differenti-
algleichungen werden hiufig mit dem Programmpaket AUTO untersucht.

2 Dieses Programmpaket ist verfiighar unter www.concordia.ca.
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2.2.4 Raum-zeitliche Strukturbildung in dissipativen Systemen

Das Auftreten von Instabilitdten in rdumlich ausgedehnten Systemen, ist mit der Ent-
stehung von rdumlichen Strukturen verbunden, sofern die kritische Wellenzahl k. # 0
ist. Die Analyse dieser strukturierten Zustinde nimmt einen breiten Raum in der Un-
tersuchung nichtlinearer Systeme ein. Eine umfassende Ubersicht iiber dieses Gebiet
ist von Cross und Hohenberg [17] erstellt worden. Weitere Darstellungen finden sich in
(16, 22, 21, 15].

Wie im vorherigen Abschnitt dargelegt, sind die Eigenschaften dieser Muster durch
die Eigenwerte und die kritischen Wellenzahlen des linearisierten Operators bestimmt.
Eine schwach nichtlineare Analyse im iiberkritischen Bereich gibt eine Beschreibung der
Amplitude der kritischen Mode. Um auch raumliche Variationen erfassen zu kénnen,
wird die schwach nichtlineare Analyse um rdumliche Abhéngigkeiten erweitert. Diese
fiihrt dann auf eine sogenannte Ginzburg-Landau-Gleichung fiir die Amplitude A(x,t) =
R(z)e’®@® der kritischen Mode. Die Amplitude ist wegen der zugrundeliegenden Trans-
lationssymmetrie komplex. Dabei bezeichnet R(z) den Modulus und ®(z) die Phase
des periodischen Musters:

100 A(t, z) = eA(t, 2) — g|A(t, 2)PA(L, z) + £0,2 A(t, x) (2.14)

Ein solche Gleichung wurde fiir zunédchst fiir die Rayleigh-Bénard Konvektion von
Newell und Whitehead [47] und von Segel [48] abgeleitet. Fiir die Taylor-Couette-
Stromung stellten Graham und Domaradzki [49] eine Ginzburg-Landau-Gleichung auf.
In diesem Fall ist ¢ = &gije”. Im Fall stationdrer Instabilitdten sind die Koeffizienten
der Ginzburg-Landau-Gleichung reell, wihrend sie bei zeitperiodischen Instabilitéiten
komplex sind. Die komplexe Ginzbung-Landau-Gleichung kann unter Umsténden auch
raum-zeitliches Chaos zeigen.

Wegen dieser allgemeinen Eigenschaften findet das Konzept der Amplitudenglei-
chungen auch in vielen anderen Gebieten der Naturwissenschaft Eingang. So lassen
sich z.B. das Anschwingen eines Lasers aber auch Strukturbildung in chemischen Re-
aktionen im Rahmen des Amplitudengleichungskonzeptes verstehen. Letzteres fiihrt
bei Hinzunahme von Diffusion zu raum-zeitlicher Strukturbildung, die sowohl in che-
mischen als auch biologischen Systemen Gegenstand intensiver Forschung ist. Eine
Darstellung des Forschungstandes ist in [21, 22] zu finden. Allen diesen Strukturen
ist die Eigenschaft inhdrent, dafl sie nur im thermodynamischen Nicht-Gleichgewicht,
also unter sténdiger Energiezufuhr, auftreten konnen. Da die Energie vom System dis-
sipiert wird, werden diese Strukturen auch ,dissipative” Strukturen genannt, was im
Gegensatz zu Strukturen in konservativen Systemen aber auch in Systemen, die sich
im thermodynamischen Gleichgewicht befinden, zu sehen ist. Fiir eine ausfiihrlichere
Darstellung sei auf die Arbeit von Cross und Hohenberg [17] verwiesen.

2.3 Der Ubergang zur Taylor-Wirbelstrémung (TWS)

Seit der Arbeit von Taylor [54] aus dem Jahr 1923, in der er sowohl auf theoretischer
Seite eine lineare Stabilitdtsanalyse durchfiihrte als auch eine experimentelle Best&ti-
gung fiir seine Berechnungen fand, wurden viele Arbeiten zum Ubergang von der la-
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Abb. 2.5: Schematische Darstellung des Verzweigungsdiagramms des Ubergangs von
der Couette-Stromung in die Taylor-Wirbelstromung in einem endli-
chen Taylor-Couette-Systems mit (A) periodischen und (B) physikalischen
Randbedingungen

minaren Couette-Strémung zur Taylor-Wirbelstrémung durchgefiihrt. Eine Ubersicht
iiber den Stand der Forschung mit einer umfassenden Bibliographie wurde von R.Tagg
[19] erstellt. Weitere Zusammenfassungen von Untersuchungsergebnissen finden sich
bei Koschmieder [25], Mullin [131, 132], Di Prima und Swinney [13] und Busse et
al. [23]. Eine mathematische Darstellung ist von Chossat und Iooss [18] verdffentlicht
worden. Bei der Darstellung der Eigenschaften des Taylor-Couette Ubergangs in die-
sem Abschnitt sollen Modifikationen durch Anderungen in der Geometrie und durch
unabhéngig rotierende Zylinder nicht betrachtet werden.

In theoretischen Arbeiten wird hiufig die Taylor-Couette-Stromung mit einer un-
endlichen Ausdehnung in axialer Richtung betrachtet. Dieses entspricht dem Verhal-
ten eines Systems mit periodischen Randbedingungen. Lineare Stabilitdtsanalysen und
schwach nichtlineare Analysen wurden unter anderem von [55, 58] von durchgefiihrt.
Diese Analysen lieferten Aussagen iiber die kritische Reynoldszahl Re. und die kri-
tische Wellenzahl \.. Diese Werte hingen von der Spaltbreite n ab. Fiir ein Taylor-
Couette-System mit n = 0.5 betrdgt die kritische Reynoldszahl fiir ein unendlich
ausgedehntes System Re = 68.2 [55, 58, 13|. Pfister und Rehberg [56] fanden expe-
rimentell eine gute Bestitigung fiir diesen Wert, indem sie die Amplitudenprofile der
Stromung in einem endlichen System mittels einer Ginzburg-Landau-Gleichung aus-
werteten. Dabei lagen sie mit Re. = 68.0 sehr nahe an der numerisch bestimmten von
Re,. = 68.2. Die schwach nichtlinearen Analysen von Davey et al. [55] ergaben, daf die
Stromungsamplitude der Taylor-Wirbel im {iberkritischen Bereich durch eine Landau-
Gleichung beschrieben werden kann. Diese Gleichung beschreibt das Verhalten einer
Gabelverzweigung (2.13). Stationdre Eigenschaften dieser Landau-Gleichung wurden
von [57, 59] untersucht. Die Ergebnisse dieser Analysen sind in [13, 25] zusammenge-
fafit. In einem endlichen System mit ruhendem Boden und Deckel, wie es experimentell
héufig verwendet wird [117, 23, 1], kann man schon im unterkritischen Bereich eine se-
kundéire Wirbelstrémung beobachten, die sich von den Réindern ausbildet [56, 51, 117].
Diese sogenannten Ekman-Wirbel resultieren aus einer Verdnderung des Geschwin-
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digkeitsprofils der laminaren Couette-Stromung, aufgrund einer Singularitit zwischen
dem rotierenden Innenzylinder und den stationiren Boden-und Deckelplatten. Diese
Singularitdt hat zur Folge, dafl sich die Isotachen, d.h. die Linien gleicher Azimutalge-
schwindigkeit, des Couette-Profils, in diesem Punkt treffen und somit eine Abnahme
der Zentrifugalkraft in der Nidhe der Endplatten bewirken. Aufgrund des damit auf-
tretenden Gradienten in axialer Richtung kommt es zu einer Induktion eines Wirbels.
Dieser erzeugt normalerweise eine Einwértsstromung an den Endplatten.

Benjamin und Mullin [61, 62, 65, 63] konnten zeigen, daf8 diese Stérung der lami-
naren Couette-Stromung durch die Ekman-Wirbel die Taylor-Couette-Instabilitit in
einem endlichen System zerstort. Sie fanden, daf in einem endlichen System mit ruhen-
den Endplatten sogenannte ,anormale“ Moden auftreten kénnen [65]. Diese zeichnen
sich durch eine Auswirtsstromung an einer oder beiden Endplatten aus [65, 66]. Eine
wichtige Eigenschaft dieser ,,anormalen® Moden ist, daf sie bei einer festen Spaltbrei-
te unabhéingig von der Zylinderlénge immer bei der gleichen kritischen Reynoldszahl
auftreten, die fiir n = 0.5 bei ca. 2.5Re, liegt [66]. Schéifer stellte ein Modell fiir den
Taylor-Couette Ubergang in unter Beriicksichtigung von Randbedingungen auf [64].
Ein wesentliches Ergebnis dieser Arbeiten ist es, dal das Stabilitdtsproblem einer end-
lichen Stromung sich konzeptionell von dem einer unendlich ausgedehnten Strémung
unterscheidet. Diese beiden Systeme lassen sich nicht ineinander iiberfithren, da die
Randbedingungen auch fiir sehr grofle Zylinderldngen die Verzweigung zerstoren. Abbil-
dung 2.5 zeigt schematisch das Verzweigungsdiagramm der Taylor-Couette-Stromung
mit (A) periodischen Randbedingungen und mit (B) realistischeren Randbedingungen.

Zur Untersuchung von Eigenschaften der Taylor-Wirbelstrémungen, wie zum Bei-
spiel dem Problem der Wellenzahlselektion [50, 51], werden hiufig Ginzburg-Landau-
Gleichungen herangezogen. Eine Zusammenfassung dieser Ergebnisse findet sich in
[15, 19]. Randbedingungen fiir diese Gleichungen wurden von Graham und Domaratzki
[49] untersuchten. Das riumliche Ausbreiten einer Front in einem Bereich der instabilen
Couette-Stromung bei Anderung der Reynoldszahl wurde numerisch von [77,78, 79, 80|
untersucht. Ahlers et al. [76] fithrten Experimente zur Frontpropagation durch.

Transiente Dynamik wurde im Bereich des Einsatzes der Taylor-Wirbelstromung
zuerst von Davey et al. [67] und Donnelly et al. [68, 69] untersucht. Sie hatte aufgrund
storungstheoretischer Uberlegungen fiir ein Taylor-Couette-System mit Radienverh:lt-
nis 7 = 0.5 einen Zusammenhang 7y = 0.24¢ aufgestellt, wobei 77 die Anwachsrate
und e den relativen Abstand des Kontrollparameters vom kritischen Punkt darstellt.
Gollub und Freilich [70] untersuchten experimentell das Relaxationsverhalten beim
Ubergang in die Taylor-Wirbelstrémung in einem System mit einem Hohen- zu Spalt-
breitenverhéltnis von I' = 30.5 und einem Radienverhiltnis von n = 0.612 mit Hilfe der
Laser-Doppler-Anemometrie. Gemessen wurden die Zeitkonstanten 7 durch sprungar-
tige Anderung des Kontrollparameters von einem stationiren Anfangszustand aus. Als
MeBbereich wurde —0.05 < € < 0.5 gew#hlt. Sie gaben eine Skalierung der reziproken
Zeitkonstanten von 1/7 = aq = (0.33+£0.01)e!91%093 an. Aus diesem Ergebnis schlossen
sie auf eine Auftreten eines , critical-slowing-down“ und sahen die Landau Theorie als
bestitigt an. Fiir die Rayleigh- Bénard-Konvektion konnte ein ,critical-slowing-down*
am Einsatz der Konvektionschwelle von Behringer und Ahlers [71] gefunden werden.
Numerische Untersuchungen der transienten Dynamik in einem endlichen System wur-
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den von Neitzel [72] auf der Grundlage der Navier-Strokes-Gleichungen durchgefiihrt.
Anders als bei den Messungen von Gollub und Freilich [70] verwendete Neitzel [72]
aber immer den ruhenden Innenzylinder als Anfangswert seiner Berechnungen.



3. AUFBAU DES TAYLOR-COUETTE EXPERIMENTS

3.1 Mechanischer Aufbau

Fiir die in dieser Arbeit durchgefiihrten Untersuchungen stand ein Taylor-Couette Ex-
periment zur Verfiigung, welches den sehr hohen Anforderungen geniigt, die bei der Un-
tersuchung nichtlinearen Phinomenen an ein Experiment gestellt werden. Diese konnte
durch eine Reihe von vorhergehender Arbeiten unter Beweis gestellt[117, 52, 122, 121].

Der mechanische Aufbau besteht im wesentlichen aus einem Auflenzylinder, der aus
Glas gefertigt wurde, und einem Innenzylinder aus Stahl. Der Radius des Auflenzylin-
ders betrigt r, = (25.04+0.005)mm und der des Innenzylinders r; = (12.540.005)mm.
Daher ergibt sich eine Spaltbreite von d = 12.5mm und Radienverhéltnis von n =
ri/To = 0.5. Mesungen haben eine Exzentrizitit des Innenzylinders von € < 0.0005mm
ergeben. Die Boden- und Deckelplatte sind aus Messing gefertigt. Der Deckel ist {iber
einen Schrittmotor mit einerGenauigkeit von AL = 0.0lmm in der Hohe justierbar.
Wihrend der Untersuchungen dieser Arbeit waren sowohl Boden- und Deckelplatte
als auch der Auflenzylinder in Ruhe, nur der Innenzylinder rotierte. Die Drehzahl des
Innenzylinders wurde iiber eine Regelung basierend auf einen ,PLL“ (phase locked
loop) mit einer Genauigkeit von f/Af = 107% bei einer Rotation und im Langzeit-
mittel auf f/Af = 1077 konstant gehalten. Als Meffliissigkeit wurde Silikons] mit
unterschiedlicher Viskositédt benutzt. Dabei kam sowohl Silikonél mit v ~ 35¢St fiir die
Untersuchung des Taylor-Couette Ubergangs als auch Silikonsl mit v ~ 10¢St fiir die
Untersuchungen der zeitperiodischen Instabilitdten zum Einsatz. Die genaue Viskositét
wurde jeweils ermittelt. Unterschiedliche Viskositdten ermoglichen eine Skalierung des
relaventen Drehzahlbereichs, da die geometrischen Parameter fest sind.

Die Reynoldszahl, die durch Re = 2#@ definiert ist, ist bei fester Viskositét
und einer festen Geometrie proportional zur Drehfrequenz f des Innenzylinders. Um
eine hohe Genauigkeit in der Reynoldszahl zu bekommen, mufl die Temperatur der
MefBfliissigkeit moglichst konstant gehalten werden, da eine starke Abh#ngigkeit der
Viskositit des Silikonols von der Temperatur besteht. Um dieses zu erreichen und
auch mogliche Temperaturgradienten zu vermeiden, wird die Thermostatisierung in
drei Stufen durchgefiihrt. Zunéchst wird das Labor mit Hilfe einer Klimaanlage auf
(21.0£1)°C gehalten. In der néchsten Stufe wird das Innere einer isolierten Box, die das
gesamte Experiment umschliefit, durch eine Lufthermostatisierung auf (21.0 + 0.1)°C
temperiert. Die eingentliche Thermostatisierung geschieht durch ein Umstrémen des
Auflenzylinders mit einem auf (21.0 + 0.01)°C' temperierten Silikondl. Dabei ist der
Auflenzylinder nochmals von einen Box aus Plexiglas umgeben. Der experimentelle
Aufbau ist schematisch in Abbildung 3.1 dargestellt.
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Abb. 3.1: Schematischer Aufbau des Taylor-Couette Experiments mit Regelungsele-
menten und Laser-Doppler Anemometer.

3.2 Optische StrémungsmeBverfahren

Die Stromungsgeschwindigkeit der Mefifliissigkeit wird mit Hilfe optischer Stromungs-
meflverfahren bestimmt. Optische Meflverfahren haben gegeniiber anderen, wie der
Hitzdrahtanemometrie oder dem Pilotrohr [41, 42], den Vorteil, da§ die Stréomung
nicht durch Einfiihren mechanischer Komponenten gestért wird. Dieses wiirde insbe-
sondere die zumeist sehr sensiblen Effekte, die Gegenstand dieser Untersuchungen sind,
zerstoren. Bei optischen Verfahren wird hingegen nicht die Geschwindigkeit der Fliissig-
keit selbst, sondern die suspendierter oder schon in der Stromung vorhandener Streu-
partikel gemessen. Es muf} natiirlich sichergestellt sein, dafl diese Teilchen zum einen die
Stromung ebenfalls nicht storen, zum anderen aber auch eine gutes Folgeverhalten und
eine hinreichende Streucharakteristik besitzen. In Rahmen dieser Arbeit kamen zwei
optische Mefiverfahren zum Einsatz, die Laser-Doppler Anemometrie (LDA) und die
Particle-Image-Verlocimetry (PIV), wobei der iiberwiegende Teil der Untersuchungen
mit LDA durchgefiihrt wurden.

Die Laser-Doppler Anamometrie ist ein optisches Stromungsmef3verfahren, welches
die Stromungsgeschwindigkeit des MeBfluids lokal mifit [39, 40]. Dabei wird iiblicher-
weise nur eine Geschwindigkeitskomponente im MefBort bestimmt. Mehrkomponenten-
LDA sich ebenfalls moglich, aber technisch deutlich aufwendiger zu realisieren [42]. Die
Laser-Doppler Anemometrie zeichnet sich durch eine gute zeitliche Auflésung und eine
hohe Geschwindigkeitsauflosung aus. In diesen Punkten ist LDA zur Zeit das Verfahren
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der StromungsmefBtechnik mit der hochsten Genauigkeit [41]. Daher ist es fiir Uner-
suchungen dynamischer Eigenschaften einer Stromung, wie sie in dieser Arbeit durch-
gefiihrt werden, besonders geeignet. Ergéinzt werden die Messungen mittels LDA durch
Visualisierungsverfahren, mit denen die rdumliche Strukturen von Strémungen unter-
sucht werden. In unserer Arbeitgruppe steht dafiir ein ,,Partikel-Image-Velocimeter*
zur Verfiigung, das neben der Visualisierung auch auch quantitative Informationen
iiber das rdumliche Stromungverhalten liefert [37].
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Abb. 3.2: Schematischer Aufbau eines Laser-Doppler-Anemometers (LDA)

Die Funktionsweise der Laser-Doppler Anemometrie basiert darauf, da} Frequenz-
unterschiede im Streulicht bewegter Teilchen, die aufgrund des Dopplereffekt zustande
kommen, beziiglich eines Referenzsignals detektiert und ausgewertet werden [40, 39].
Bewegen sich Teilchen mit der Meffliissigkeit, so liefert die Teilchengeschwindigkeit
die Information iiber die Stromungsgeschwindigkeit. Fiir die konkrete Realisierung der
MeBanordnung gibt es mehrere prinzipielle Moglichkeiten, die in [40, 39] dargestellt
sind. Das fiir diese Arbeit benutzte Verfahen basiert auf dem Prinzip, dafl zwei sich
unter einen Winkel kreuzende Laserstrahlen jeweils unterschiedlich verschobenes Streu-
licht aussenden, welches vom Detektor aufgenommen wird. Aufgrund der unterschied-
lichen Winkel der beiden Laserstrahlen beziiglich der Bewegung des Streuteilchens
kommt es zu unterschiedlichen Doppler-Verschiebungsfrequenzen. In diesem Verfahren
wird nur Streulicht aus dem Kreuzungspunkt der beiden Laserstrahlen ausgewertet.
Daher nennt man diesen Kreuzungspunkt auch Mefivolumen, welches die Form eine
Ellipsoides hat. Fine schematische Dastellung des fiir die Arbeit benutzen Meflaufbaus
ist in Abbildung 3.2 zu sehen.

Bei dem in diesem Experiment benutzten Laser handelt es sich um einen 7mW
HeNe-Laser. Nachdem der Laserstrahl mit Hilfe eines Strahlteilers in zwei Teilstrahlen
aufgespalten wird, wird die Frequenz des Lichts durch akusto-optische Modulatoren
(Bragg-Zellen) verschoben. Dieses geschieht durch laufende Schallwellen in einem Kri-
stall, die zu Dichteschwankungen und damit zu Brechungindexidnderungen fiihren, und
so als Phasengitter wirken. Die Verschiebung der beiden Teilstahlen ist etwas unter-
schiedlich, sie liegt bei 40 M Hz und bei 39.9Mz. Diese Differenz bewirkt, daf} das
Interferenzstreifenmuster im Meflvolumen nicht mehr fest ist, sondern in eine Rich-
tung lduft. Damit wird die Nulllage des Streulichts auf 100K H z verschoben, so dafl es
moglich ist, neben dem Betrag der Geschwindigkeit auch die Richtung zu bestimmen.
Wegen der geringen Laserleistung wird die Streuung in Vorwiértsrichtung detektiert.
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Abb. 3.3: Darstellung eines Particel-Image-Velocimeters (PIV) (aus [37])

Wegen einer Streuteilchengréfie von 6.2um (monodisperse Latexteilchen) kommt die
Mie’sche Streutheorie zu Anwendung, deren héchste Amplitude in Vorwértsrichtung
zu finden ist. Detektiert wird das Licht mit Hilfe einer Avalange-Photodiode. Zur Aus-
wertung der LDA-Burst wird ein Analogtracker benutzt. Das Prinzip basiert auf einer
Regenstrecke aus Phasenkomperator und spannungsgesteuertem Oszillator. Die Regel-
spannung dieses Oszillators ist proportional zur Frequenz des detektierten Streulichtes.
Diese Regelspannung entspricht somit der lokalen Stromungsgeschwindigkeit im Mef-
volumen. Sie wird nach analoger Verstiarkung und Filterung mit Hilfe eines 14-bit AD-
Wandlers in eine Mefirechner eingelesen und dann weiterverarbeitet. Eine detailierte
Beschreibung des Meflaufbaus findet sich in [43, 122].

Die zweite Stromungsmefimethode, die in dieser Arbeit zur Anwendung kommt, ist
die ,,Particle-Image-Velocimetrie®“. Dieses Verfahren erlaubt es, zweidimensionale Ge-
schwindigkeitsfelder einer Stromung aufnehmen zu koénnen. Diese Verfahren ist ebefalls
beriihrungslos und liefert quantitative Geschwindigkeitsinformationen. Der schemati-
sche Aufbeu dieses Mefiverfahrens ist in Abbildung 3.1 dargestellt. Mit Hilfe eines
Lasers wird ein Lichtschnitt erzeugt, der in der Stromung in den relevanten Meflbe-
reich eingebracht wird. Gemessen werden bei diesem Verfahren die beiden Geschwindig-
keitskomponenten innerhalb der Ebene, indem das Streulicht von supendierten Teichen
mittens einer Kamera aufgezeichnet wird. Dabei werden zwei Bilder in einem kurzen
Zeitabstand nacheinander belichtet. Die Verschiebung zwischen den beiden Bildern
liefert die Geschwindigkeitsinformation, die mittels statistischer Verfahren ausgewer-
tet werden. Die prinzipiellen Eigenschaften der ,Particle-Image-Velocimetrie“ sind in
Raffel [38] beschrieben worden. Die Spezifikationen des in dieser Arbeit verwendeten
Mefisystems finden sich bei Langenberg [37].



4. UNTERSUCHUNGEN ZUM RELAXATIONSVERHALTEN AM
UBERGANG ZUR TAYLOR-WIRBELSTROMUNG

Aus den bisherigen Untersuchungen des Ubergangs zur Taylor-Wirbelstrémung ergeben
sich offenkundig Widerspriiche. Die Arbeiten von Benjamin und Mullin [61, 62, 65, 63]
haben, wie in Kapitel 2.3 dargelegt, eindeutig gezeigt, dal es sich beim Einsetzen
der Taylor-Wirbelstromung nicht um eine Verzweigung, sondern um einen kontinuier-
lichen Prozel handelt, welcher durch die Randwirbel ausgelést wird. Dieses gilt ins-
besondere auch fiir sehr lange Systeme. Auf der anderen Seite steht die Auffassung
[70, 15], daB sich der Taylor-Couette-Ubergang in einem endlichen System als leicht
gestorte Variante des Taylor-Couette-Problems in unendlich ausgedehnten Systemen
darstellt. Letztere Betrachtung impliziert die Anwendbarkeit einer Landau-Gleichung,
welche aus der schwachen nichtlinearen Analyse des unendlich ausgedehnten Systems
herriihrt, auch fiir die Beschreibung der Taylor-Couette-Strémung in einem endlichen
System. Die Storung durch die Rénder wird in diesem Bild als eine schwache sym-
metriebrechende Stérung angesehen, welche die Gabelverzweigung wegen der Struk-
turinstabilitdt entkoppelt. Insbesondere wird angenommen, dafl diese Storung fiir sehr
grofle Systemléngen zumindest in einem ausreichenden Abstand von den Rédndern klein
werden und daher das prizipielle Verhalten nicht veréindert.

Ein solches Verhalten wiirde die Anwendung einer Landau-Gleichung rechtfertigen,
und insbesondere auch das Auftreten eines ,critical-slowing-down“ mit einem Skalie-
rungsverhalten von 7 = 7oe~* am Ubergangspunkt zur Taylor-Wirbelstromung erwar-
ten lassen. Dieses Verhalten wurde von Gollub und Freilich experimentell gefunden
[70]. Wegen der ungekliarten Widerspriiche, die sich bei der Beschreibung des Taylor-
Couette-Ubergangs ergeben, ist es notig, diese Ergebnisse zu iiberpriifen und erneute
Messungen zum Relaxationsverhalten am Taylor-Couette-Ubergang durchzufiihren. *

4.1 MefB- und Auswertungsverfahren

4.1.1 Bestimmung der Zeitkonstanten

Um das Relaxationsverhalten eines nichtlinearen Systems zu bestimmen, wird, wie bei
linearen Systemen auch, eine kleine Stérung in das System eingebracht und das Re-
sponseverhalten beobachtet. In der Umgebung von Instabilititen wird dieses zumeist
durch kleine Kontrollparameterspriinge von einem stationdren Anfangszustand ausge-
hend durchgefiihrt. Die Auswertung der gewonnenen Zeitreihen hiingt dann vom Modell
ab, welches die Dynamik des Systems beschreibt.

! Die Messungen wurden in Zusammenarbeit mit O. Meincke [73] und M. Wrage [74] im Rahmen
ihrer Diplomarbeit durchgefiihrt
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Abb. 4.1: Profile der radialen Stromungsgeschwindigkeit v, fiir vier verschiedene
Reynoldszahlen aufgenommen in einem 40-Wirbelzustand. Deutlich ist die
Induktion von Wirbeln ausgehend von den Réndern schon im ,unterkriti-
schen“ Bereich (Re = 65.54,67.73,68.0) zu erkennen.

MeBwertaufnahme

Bei der Messung des Relaxationsverhaltens des Ubergangs von der Couette- zur Taylor-
Wirbelstrémung geht man ebenso vor. Da es sich bei diesem Ubergang aber um einen
rdumlich ausgedehnten Prozefl handelt, ist die Wahl des Mefortes von entscheidender
Bedeutung. Um das Einsetzen der sekundéiren Wirbelstrémung zu charakterisieren,
mufl nur entweder die radiale oder die axiale Komponente gemessen werden, weil es
sich bei der Couette-Stromung um eine reine Azimutalstromung ohne radiale und axia-
le Komponenten handelt. Dabei ist zu beachten, dafi die gewédhlte Komponente und
der Meflort die Amplitude der Taylor-Wirbelstromung hinreichend reprisentiert. Daher
wurde die radiale Komponente der Strémungsgeschwindigkeit v, in der Zylindermitte
L/2 in einem Anstand von 3mm vom Innenzylinder gemessen. Abbildung 4.1 zeigt die
rdumliche Verteilung von v, eines 40-Wirbelzustandes fiir vier verschiedene Reynolds-
zahlen in der unmittelbaren Umgebung des Einsetzens der Taylor-Wirbelstrémung.
Dabei entspricht nur das Profil, welches bei Re = 68.27 aufgenommen wurde, einem,
im Sinne des unendlich ausgedehnten Systems, iiberkritischen Zustand. Aus den Pro-
filen im ,,unterkritischen* Bereich wird deutlich, daf} die von den Réndern induzierten
Wirbel nahe des kritischen Punktes selbst im 40-Wirbelzustand schon fast den ge-
samten Zylinder ausfiillen. Deshalb ist offensichtlich, daf es auch fiir relativ grofie Sy-
steme nicht sinnvoll ist, beim Ubergang von der Couette- zur Taylor-Wirbelstrémung
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Abb. 4.2: Wurzelartiges Ansteigen der Stromungsgeschwindigkeit beim Einsetzen der
Taylor-Wirbelstromung (aus [53]). Der fiir die Untersuchungen des Relaxa-
tionsverhaltens relevante MeBbereich ist dargestellt.

von einer schwach gestorten Instabilitdt zu sprechen, bei der die Storung fiir grofle
Systeme zu vernachlissigen ist. Aus den Profilen in Abbildung 4.1 geht hervor, daf
die Zylindermitte der sinnvollste Meflort ist, da hier die Stérungen von den Rénder
minimal sind. Auflerdem ist wegen der Spiegelsymmetrie des Systems in der Zylin-
dermitte immer das Maximum der radialen Stromungsgeschwindigkeit im Bereich der
Taylor-Wirbelstromung. Wegen der Anderung der Wirbelgréfe mit der Reynoldszahl
[117, 51, 50] hétten andere MeBorte zudem den Nachteil, daf nicht nur die Amplitude,
sondern auch die Anderung des Profils mitgemessen wiirde. Dieses wiirde insbeson-
dere bei den Messungen des Responseverhaltens zu inakzeptablen Verfilschungen des
Zeitverhaltens durch Phasendiffusionsprozesse [52, 2, 117] fiihren.

Da es Ziel dieser Untersuchung ist, ein méglichst prizises Bild vom Relaxationsver-
halten in der Umgebung des Einsetzens der Taylor-Wirbelstromung zu erhalten, wur-
den die Messungen in einem kleinen Bereich um den kritischen Punkt durchgefiihrt.
Abbildung 4.2 zeigt den Reynoldszahlbereich, in dem das Responseverhalten unter-
sucht wurde. Dargestellt ist die radiale Stromungsgeschwindigkeit eines stationdren
30-Wirbelzustandes in der Zylindermitte aufgetragen iiber der Reynoldszahl. Man er-
kennt deutlich das wurzelartige Verhalten der Stromungsamplitude iiber einen grofien
Reynoldszahlbereich. Allerdings ist in unmittelbarer Umgebung des Einsetzens der
Wurzelfunktion eine dhnlich inhomogene Verteilung der Stromungsgeschwindigkeit im
System vorhanden, wie es fiir den 40-Wirbelzustand in Abbildung 4.1 dargestellten ist.
Trotz des groBen Bereichs der Ubereinstimmung mit dem Wurzelgesetz ist fiir die Un-
tersuchung der kritischen Verlangsamung nur der Bereich in unmittelbarer Umgebung
des Einsetzens der Wirbelstrémung relevant, da nur hier die theoretischen Ableitun-
gen Giiltigkeit besitzen[55, 59]. Das Responseverhalten im nichtlinearen Bereich ist zur
Zeit theoretisch nicht verstanden, so dafl etwaige Effekte bei einer Messung im die-
sem Bereich nicht beriicksichtigt wiirden und zu fehlerhaften Interpretationen fiihren
konnten.

Um das Relaxationsverhalten zu bestimmen, wird ausgehend von einem Anfangs-
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wert die Reynoldszahl sprungartig erhoht und die sich ergebende Anderung der Stré-
mungsgeschwindigkeit aufgezeichnet. Dabei wird zunéchst sichergestellt, daf§ es sich bei
dem Anfangszustand um einen stationdren Zustand handelt, indem eine ausreichende
Zeit abgewartet wird. Dann wird eine Zeitreihe aufgenommen, um daraus einen Mittel-
wert fiir den Anfangszustand, welcher fiir die weitere Auswertung benutzt wird, zu be-
stimmen. Als Anfangszusténde werden sowohl unter- als auch iiberkritische Stromungs-
zustdnde gewidhlt. Dabei wurde von den unterkritischen Zustéinden aus das Einsetzen
der Taylor-Wirbelstromung und von den iiberkritischen das Abklingverhalten unter-
sucht. Die unterkritischen Anfangszustdnde wurden so gewihlt, dafl zwar noch keine
radiale Stromung am Meflort vorhanden war, sich aber schon eine Wirbelstromung
vom Zylinder ausbreiten konnte. Dadurch kann bei der sprungartigen Erhchung der
Reynoldszahl vermieden werden, dafl sich Fronten von den Réandern aus bilden, die in
der Zylindermitte zusammenlaufen. Die dabei auftretenden Selektions- und Ausgleich-
sprozesse wiirden sonst das Einsetzen der Wirbelstromung iiberlagern. Aus diesem
Grund konnten Messungen auch nur sinnvoll bis zu Zustdnden mit 20 Wirbeln durch-
gefiihrt werden. Bedingt durch die kleinen Reynoldszahlanderungen entstehen nur klei-
ne Anderungen in der Strémungsgeschwindigkeit. Wegen des relativ hohen Rauschan-
teils aufgrund der kleinen radialen Stromungsgeschwindigkeiten war es nur moglich, das
Verhalten iiberkritischer Endzustéinde zu untersuchen, da in diesem Fall eine endliche
Amplitude nach Abklingen der Transienten vorliegt. Bei unterkritischen Endzustinden
treten im Experiment Fluktuationen auf, welche das Mefisignal iiberlagern. Nachdem
das Relaxationsverhalten aufgenommen worden ist, wird die Stromungsamplitude des
stationdren Endzustandes bestimmt, indem wiederum nach einer ausreichenden Warte-
zeit (ca. 10min) eine Zeitreihe zur Mittelwertbildung gemessen wird. Diese wird eben-
falls fiir die dann folgende Auswertung benutzt.

Zeitkonstanten in nichtlinearen Systemen

Um aus den Mefidaten Aussagen iiber das Verhalten der Zeitkonstante machen zu
konnen, wird die zu erwartende theoretische Kurve an das gemessene Zeitverhalten
angepafit. Die Zeitkonstante ist dabei assoziiert mit dem exponentiellen Verhalten in
der Umgebung eines Fixpunkts, bestimmt sich also aus dem Realteil des gréfiten Ei-
genwerts der Jakobi-Matrix bzw. der Frechét-Ableitung fiir rdumlich ausgedehnte Sy-
steme. Als Zeitkonstante wird das Reziproke dieses Eigenwertes definiert. Fiir einen
kritischen Punkt, der durch einen Nulldurchgang dieses Realteils definiert ist, ergibt
sich daher eine divergente Zeitkonstante. Die konkrete Dynamik eines Systems hingt
jedoch auch von den nichtlinearen Termen ab. So divergiert zwar die Zeitkonstante der
Landau-Gleichung am kritischen Punkt, Storungen klingen aber wegen des nichtlinea-
ren Dampfungsterms trotzdem ab. Das Zeitverhalten ist allerdings nicht mehr expo-
nentiell, sondern gehorcht einem 1/v/¢-Gesetz. Hier wird auch deutlich, da# Systeme
mit unterschiedlichen nichtlinearen Termen zwar ein unterschiedliches Zeitverhalten
aufweisen, aber trotzdem demselben Skalierungsgesetz gehorchen kénnen. Zu sehen
ist dies beispielsweise beim Vergleich des logistischen Wachstums mit der Landau-
Theorie [14]. Diese Definition der Zeitkonstanten ist sinnvoll, da eine Instabilitit bis
zum kritischen Punkt vollstéindig durch den linearen Anteil beschrieben werden kann.
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In diesem Bereich geniigt die lineare Ddmpfung, um das Anwachsen einer Stérung zu
schwichen. Erst im iiberkritischen Bereich kommt es zu einer Konkurrenz zwischen
linearem Wachstum und nichtlinearer Ddmpfung, welche fiir das Auftreten einer end-
lichen Amplitude verantwortlich ist. Die Hinzunahme eines Storterms bewirkt, dafl
sich schon im unterkritischen Bereich eine endliche Gleichgewichtsamplitude einstellt.
Daher wird das ,,critical-slowing-down“ zerstort. Bei rdumlich ausgedehnten Systemen
ist das Verhalten im Prinzip dasselbe, nur kann hier auch unter der Annahme von
stationdren Storungen ein deutlich komplizierteres Verhalten auftreten, da rdumliche
Inhomogenitéten beriicksichtigt werden miissen. So treten beim Taylor-Couette-System
die Stérungen nur an den Réndern auf.

Da es zur Zeit kein befriedigendes mathematisches Modell gibt, welches den Uber-
gang zur Taylor-Wirbelstromung hinreichend beschreibt und Voraussagen iiber das
Relaxationsverhalten liefert, die experimentell zu iiberpriifen wéren, sind die Meflergeb-
nisse trotz der prinzipiellen Schwierigkeiten im Sinne der Landau-Theorie ausgewertet
worden. An die Melkurven wird die Losung der Landau-Gleichung 2.13 angepaft:

A(t) = Ager (4.1)

Ver+ (52 -1

Die Anfangsamplitude A; und die Endamplitude Ay werden, wie oben dargestellt, in
den stationédren Zustinden gemessen, so dafi als einziger freier Parameter die Zeitkon-
stante 7 angepafit wird. Die Wahl dieser Auswertungsmethode hat im wesentlichen zwei
Griinde. Zunéchst stehen die Untersuchungen von Gollub und Freilich [70] im Raum,
die behaupten, daf das Relaxationsverhalten am Ubergang zur Taylor-Wirbelstrémung
im Rahmen der Landau-Theorie zu verstehen ist und insbesondere dafl ein ,critical-
slowing-down “ auftritt. Die Anwendung derselben Auswertungsmethode ermdoglicht
somit einen direkten Vergleich mit ihren Ergebnissen. Zudem wird die Relaxation nur
an einem Ort in der Stromung gemessen. Somit liegen nur skalare Zeitreihen vor und es
konnen keine experimentellen Aussagen iiber rdumliche Prozesse gemacht werden. Die
Landau-Theorie liefert daher die einfachste funktionale Form, welche fiir die stationdren
Zustiande eine Wurzelabhéngigkeit der Amplitude vom Kontrollparameter beschreibt.
Wie aus Abbildung 4.2 ersichtlich, tritt dieses Verhalten bei hinreichend grofien Zylin-
derhéhen zumindest in der Zylindermitte auf.

Wegen der im Experiment unvermeidlich vorhandenen Storungen kénnte noch ein
Storterm fiir die Beschreibung des realen Experiments hinzugenommen werden. Gollub
und Freilich [70] haben versucht, diesen durch die Wahl eines grofien Systems klein zu
halten, um ihn fiir die Analyse ausschlieen zu konnen. Ein solcher Term wiirde die
Anzahl der anzupassenden Parameter erh6hen. Da die Stromungsgeschwindigkeiten im
interessanten Mefibereich sehr klein sind und damit das Mefirauschen entsprechend
grof ist, fithrt ein zusédtzlicher Parameter zu einer grofleren Beliebigkeit. Somit wird
auch hier zunéichst, wie bei den Experimenten von Gollub und Freilich, angenommen,
dafl diese Storungen klein sind und das prinzipielle Verhalten nur wenig beeinflussen,
wie es bei den stationfiren Amplituden der Fall ist.
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4.1.2 Bestimmung des Skalierungsverhaltens

Kann man bei der Bestimmung der Zeitkonstanten noch davon ausgehen, daf}, wie
im vorherigen Abschnitt dargelegt, eine Anpassung mit Hilfe der Losung der Landau-
Gleichung bei leicht verrauschten Daten auch bei einem gestérten System noch zu ap-
proximativ richtigen Ergebnissen bei der Bestimmung der Zeitkonstanten fiihrt, so tre-
ten bei der Untersuchung des Skalierungsverhaltens konzeptionelle Probleme auf. Denn
wie die Arbeiten von Benjamin und Mullin [65, 61, 62, 63] gezeigt haben, tritt auch
in langen Systemen kein kritischer Punkt beim Ubergang zur Taylor-Wirbelstrémung
auf. Um eine Vergleichbarkeit mit den Ergebnissen von Gollub und Freilich [70] zu
ermoglichen, wird in dieser Arbeit zundchst davon ausgegangen, dal zumindest ap-
proximativ auch die Skalierung im Sinne der Landau-Theorie auszuwerten ist. Eine
konstante Storung der Landau-Gleichung fiihrt dazu, daf§ die Divergenz der Zeitkon-
stanten verschwindet und sich ein Maximum ergibt. Dies tritt aber wiederum am ur-
spriinglichen kritischen Punkt auf, so da} dieser Punkt bei schwacher Stérung fiir die
experimentelle Auswertung als ,approximativer” kritischer Punkt angesehen werden
kann. Die Bestimmung dieses Punktes kann dann durch das Wurzelgesetz erfolgen.
Dieses Verfahren wird im folgenden bei der Untersuchung des Relaxationsverhaltens
einer symmetriebrechenden Verzweigung des 2-Wirbelzustandes angewendet. In die-
sem Fall ist theoretisch und experimentell gezeigt worden, dafl es sich um eine Gabel-
verzweigung handelt [120, 122], die allerdings durch experimentelle Ungenauigkeiten
gestort ist. Beim Ubergang zur Taylor-Wirbelstromung wird in dieser Arbeit neben
dem Skalierungsverhalten auch die Abhéngigkeit dieser Skalierung von der Linge des
Systems untersucht. Dabei ist zur Zeit nicht geklirt, ob eine Anderung der Linge zu
einer Verschiebung des Maximums der Zeitkonstanten fiihrt. Der Grund fiir eine solche
Verschiebung konnte darin liegen, dafl das rdumliche Profil der Amplitude gekriimmt
ist. Dieses ist in Abbildung 4.1 zu sehen. Bei konvektionsunterdriickenden Rindern
fiihrt die rdumliche Inhomogenitit zu einer Verschiebung des kritischen Punktes und
damit des ,critical-slowing-down“ zu hoheren Kontrollparameterwerten [15, 17]. In
der Ginzburg-Landau-Gleichung ist dieses eine Folge der zweiten Ortsableitung. Ei-
ne Kriimmung des Profils entgegengesetzt derer, die bei konvektionsunterdriickenden
Réndern auftritt, konnte zu einer Verschiebung des Maximums der Zeitkonstanten zu
kleineren Kontrollparameterwerten fithren. Um einen Vergleich mit den Ergebnissen
von Gollub und Freilich [70] zu erméglichen, wird die Skalierung zum einen unter der
Annahme eines , approximativen® kritischen Punktes im Sinne der gestérten Landau-
Theorie bestimmt. Dabei wird in einem groflen System der ,approximative® kritische
Punkt auf Grundlage des Wurzelgesetzes bestimmt und fiir alle Zylinderhéhen zur Aus-
wertung verwendet. Andererseits wird unter der Annahme, dafi eine Verschiebung des
Maximums der Zeitkonstanten bei Verdnderung der Systemlinge auftritt, die Bestim-
mung des kritischen Punktes fiir jede Zylinderhohe separat durchgefiihrt.

4.2 Symmetriebrechende Verzweigung des 2- Wirbelzustandes

Bevor der Ubergang von der Couette- zur Taylor-Wirbelstrémung betrachtet wird, soll
das Relaxationsverhalten an einer symmetriebrechenden Verzweigung eines 2-Wirbel-
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Abb. 4.3: Gemittelte axiale Stromungsgeschwindigkeit v, im Ubergangsbereich vom
symmetrischen 2- in den asymmetrischen 1-Wirbelzustand. Durch Anpas-
sung einer Wurzelfunktion ergibt sich eine kritische Reynoldszahl Re, =
129.2.

zustandes untersucht werden. Wirbelstromungen in sehr kleinen Systemen wurden von
Pfister, Cliffe und Mullin [120, 122] mit dem Ziel untersucht, die Anzahl der stationéren
Lésungen stark zu reduzieren. Dabei wurden neben einer Vielzahl von zeitperiodischen
Instabilitdten auch stationdre Verzweigungen gefunden, welche den reflexionssymmetri-
schen Grundzustand in einen beziiglich der Z,-Symmetrie asymmetrischen iibergehen
lassen. Diese symmetriebrechenden Verzweigungen wurden sowohl experimentell [122]
als auch mit Hilfe numerischer Verzweigungsanalyse der Navier-Stokes-Gleichungen un-
tersucht [120, 122]. Somit ist sowohl vom theoretischen als auch vom experimentellen
Standpunkt klar, daB es sich beim Ubergang vom symmetrischen 2-Wirbelzustand in
einen asymmetrischen 1-Wirbelzustand um eine Zy-symmetriebrechende Verzweigung
handelt. Diese 148t sich in niedrigster Ordnung durch eine Gabelverzweigung beschrei-
ben (vgl.Kapitel 2.2.3). Die experimentellen Untersuchungen zeigten aber auch, daf} ein
asymmetrischer 1-Wirbelzustand entkoppelt ist, wihrend sich der andere kontinuierlich
aus dem symmetrischen 2-Wirbelzustand entwickelt [122]. Es liegt also das Verhalten
einer gestorten Gabelverzweigung vor, deren Relaxationsverhalten in diesem Abschnitt
untersucht werden soll.

Als normierte Hohe des Zylinders wurde I' = 1 gew#hlt. Gemessen wurde die axia-
le Stromungsgeschwindigkeit v, in der Zylindermitte (L/2) in einem Abstand von
r = 1.55mm vom Innenzylinder, da hier das Maximum der axialen Stromungsge-
schwindigkeit des asymmetrischen 1-Wirbelzustandes liegt. Die axiale Geschwindig-
keitskomponente wurde gewéhlt, da so der symmetrische 2-Wirbelzustand eindeutig
durch eine verschwindende Geschwindigkeitskomponente charakterisiert ist. Die radia-
le Komponente éndert sich mit der Reynoldszahl und ist somit fiir die Bestimmung
des Zustandes nicht geeignet. Um das stationéire Verhalten in der Umgebung des kri-
tischen Punktes zu bestimmen, wurde zunéchst fiir verschiedene Reynoldszahlen die
axiale Stromungsgeschwindigkeit am Meflort bestimmt. Dabei wurden fiir jeden Mef-
punkt Zeitreihen nach einer gewissen Wartezeit, (typischerweise 10 min) aufgenommen
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Abb. 4.4: Rechts: Zeitkonstanten im Ubergangsbereich von 1- und 2-Wirbelzustand
fiir einen unter- und iiberkritischen Anfangszustand; links: Skalierungsver-
halten an symmetriebrechender Verzweigung fiir unterschiedliche Anfangs-

zustéinde. Die Gerade entspricht der Skalierung .

und dann gemittelt. Das Ergebnis dieser Messungen ist in Abbildung 4.3 dargestellt.
Der wurzelartige Anstieg der mittleren Stromungsgeschwindigkeit ist ebenso wie die
leichte Stérung in unmittelbarer Umgebung des kritischen Punktes zu erkennen. Die
Anpassung einer Wurzelfunktion ergibt eine kritische Reynoldszahl von Re, = 129.2.
Das Relaxationsverhalten wurde nur fiir den iiberkritischen Bereich bestimmt, da die
axiale Geschwindigkeit im unterkritischen Bereich verschwindet und daher die Aus-
wertung problematisch ist (vgl. Kapitel 4.1). Das Relaxationsverhalten wurde jeweils
fiir einen unter- und einen iiberkritischen Anfangszustand bestimmt, um den Unter-
schied von Einsetzen und Abklingen zu untersuchen. Dabei sind der symmetrische 2-
Wirbelzustand bei Re = 114.7 und der asymmetrische 1-Wirbelzustand bei Re = 147.4
als Anfangszustinde gewihlt worden. Die Auswertung ist, wie in Abschnitt 4.1.1 dar-
gestellt, mittels Bestimmung der Anfangsamplitude A; und der Endamplitude Ay und
Anpassung der Losung der Landau-Gleichung an die Mefldaten durchgefiihrt worden.

Die Ergebnisse dieser Auswertung sind in Abbildung 4.4 (links) zu sehen. Es ist
zunéchst festzustellen, daf} sich die Zeitkonstanten fiir beide Anfangswerte bei Annéhe-
rung an den kritischen Punkt vergrofilern. Die Zeitkonstanten, die sich beim iiberkri-
tischen Anfangswert ergeben, steigen aber in der Umgebung des kritischen Punktes
deutlich stiarker an als die Zeitkonstanten, die sich bei dem unterkritischen Anfangs-
wert ergeben. Die Betrachtung der Skalierungseigenschaften, dargestellt in Abbildung
4.4 (rechts), zeigt, daf die Zeitkonstanten des Abklingprozesses noch nahe am kritischen
Punkt dem von der Landau-Theorie vorhergesagten Skalierungsverhalten 7 = 7e~!
entspricht. Diese Verhalten ist durch die Gerade in Abbildung 4.4 (rechts) angedeu-
tet. Erst die Zeitkonstanten in unmittelbarer Ndhe des kritischen Punktes weichen von
der Geraden ab und folgen einem flacheren Verlauf. Fiir die Zeitkonstanten, die sich
bei einem unterkritischen Anfangswert ergeben, weicht der Verlauf der Zeitkonstanten
schon viel frither bei Ann&herung an den kritischen Punkt vom theoretischen Verlauf
ab. Nur in einem relativ grofem Abstand vom kritischen Punkt entspricht die Steigung
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Abb. 4.5: Gemittelte radiale Stromungsgeschwindigkeit v, gemessen in der Zylinder-
mitte in einem Abstand von 3mm vom Innenzylinder aufgetragen fiir ver-
schiedenen Reynoldszahlen im Bereich des Einsetzens des 8-, 12- 16- und
20-Wirbelzustandes.

der theoretischen, wird dann aber bei Anndherung an den kritischen Punkt deutlich
kleiner.

Diese Diskrepanz in den Zeitkonstanten ist nicht im Rahmen der Landau-Theorie
zu verstehen. Die Abweichung der Zeitkonstanten von der theoretischen Skalierung in
unmittelbarer Ndhe des kritischen Punktes, wie dieses bei den Zeitkonstanten bei einem
iiberkritischen Anfangszustand der Fall ist, wiirde man bei experimentellen Systemen
erwarten, da in diesem Fall Stérungen unvermeidlich sind. Ungekldrt ist aber, wieso
die Zeitkonstanten, die sich bei einem unterkritischen Anfangszustand ergeben, deut-
lich frither vom theoretischen Verhalten und den Zeitkonstanten, die sich bei einem
iiberkritischen Anfangszustand ergeben, abweichen.

4.3 FEinsetzen der stationidren Taylor-Wirbelstromung

Bei der Untersuchung des Relaxationsverhaltens wurde in der gleichen Weise vor-
gegangen, wie bei der Untersuchung der symmetriebrechenden Verzweigung im 2-
Wirbelszustand. Im Unterschied zu den Messungen von Gollub und Freilich [70] wurde
in dieser Arbeit auch die Abhéngigkeit des Relaxationsverhaltens von der System-
grofle untersucht. Dazu wurden Messungen in Zustinden mit 8, 12, 16 und 20 Wirbeln
durchgefiihrt. Untersuchungen in Zustdnden héherer Wirbelzahl waren wegen des sehr
kleinen Mef3bereichs nicht sinnvoll durchzufiihren, da Stérungen im Experiment auf-
traten, die das Zeitverhalten iiberlagerten. Abbildung 4.5 zeigt die stationdre Ampli-
tude der vier Zusténde in der Umgebung des Einsetzens der Taylor-Wirbelstrémung.
Als normierte Zylinderhéhe wurde bei allen Messungen I'/N = 1 gewihlt, so dafl
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Abb. 4.6: Zeitkonstanten des 8- bis 20-Wirbelzustandes: (links) Anfangszustand Re =
62.8 (¢, < 0 < €y), (rechts) Anfangszustand Re = 73.7 (0 < &y < &;)

die Wirbelgréfle im wesentlichen der kritischen Wellenlénge des unendlich ausgedehn-
ten Systems entspricht. Die Einfliisse der Rénder sind bei der stationdren Amplitu-
de des 8-Wirbelzustandes noch signifikant. Wegen dieser starken Beeinflussung wurde
auf Untersuchung von Zustdnden mit weniger als acht Wirbeln verzichtet. Man er-
kennt in Abbildung 4.5, daf} der Einflu der Randstérung mit zunehmender Wirbel-
zahl deutlich abnimmt. Wéhrend dieser Einflul beim 12-Wirbelzustand noch signifi-
kant ist, erkennt man in der stationdren Amplitude des 16-Wirbelzustandes und des
20-Wirbelzustandes im Rahmen der Mefigenauigkeit beim Einsetzen der Wurzel kei-
nen Unterschied. Die stationdre Amplitude geht im 20-Wirbelzustand im Rahmen der
Mefgenauigkeit in eine Sittigung iiber. Daher stellt die Begrenzung der Zylinderhohe
auf einen 20-Wirbelzustand aufgrund des Mefiverfahrens keine Einschrinkung fiir diese
Untersuchung dar.

4.3.1 Zeitkonstanten

Die Zeitkonstanten wurden nach dem in Kapitel 4.1.1 dargestellten Verfahren ermittelt.
Abbildung 4.6 zeigt die Ergebnisse der Untersuchungen fiir den 8-, 12-, 16- und 20- Wir-
belzustand. Eine Bestimmung der Zeitkonstanten bei kleineren Reynoldszahlen war mit
dem verwendeten Mefiverfahren nicht méglich, da die Stromungsamplituden zu klein
waren. Auf der linken Seite von Abbildung 4.6 sind die Zeitkonstanten dargestellt, die
sich beim Einsetzen der Taylor-Wirbelstrémung ergeben. Dabei wurde als Anfangszu-
stand immer ein ,unterkritischer* gewiihlt, das heift, es gilt immer (¢; < 0 < €)% Die
Reynoldszahl des Anfangszustandes betrug Re = 62.8. In Abbildung 4.6 (rechts) sind
die Ergebnisse der Untersuchungen fiir einen ,iiberkritischen“ Anfangszustand darge-
stellt. Die Reynoldszahl dieses Zustandes betrug Re = 73.7. Bei diesen Messungen
wurde immer das Abklingen der Stromungsamplitude bei sprungartiger Erniedrigung
des Kontrollparameters untersucht (0 < ey < ¢;).

2 Es wird hier trotz der konzeptionellen Probleme dieselbe Klassifizierung fiir die Anfangs- und
Endzustinde verwendet, die auch von Gollub und Freilich [70] benutzten wurde.
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Abb. 4.7: Vergleich der Zeitkonstanten des Finsatz- und des Abklingprozesses fiir die
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Abb. 4.8: Zeitkonstanten eines Endzustandes fiir verschiedene Anfangszustéinde in
einem 12- und einem 8-Wirbelzustand aufgenommen.

Sowohl beim Einsetzen der Taylor-Wirbel als auch beim Abklingen der Stromungs-
amplitude ist eine signifikante Erhéhung der Zeitkonstanten bei Reduktion der Reynolds-
zahl zu erkennen. Dabei wurden die Messungen bis zu der Reynoldszahl durchgefiihrt,
an der aufgrund der zu kleinen Stromungsgeschwindigkeit keine Auswertung mehr
moglich war. Dieser Punkt liegt aber insbesondere beim 16- und 20-Wirbelzustand in
unmittelbarer Ndhe des Einsetzns der Wurzelabhingigkeit, so dal man im Rahmen der
Landau-Theorie von einer Annéherung an den kritischen Punkt sprechen wiirde. Eine
Quantifizierung dieser Aussage wird im folgenden Abschnitt dargestellt. Man erkennt
allerdings auch in Abbildung 4.6, daf} eine signifikante Lingenabhingigkeit existiert.
Die Zeitkonstanten nehmen mit der Systemlinge zu. Dieses ist insbesondere fiir den
AbklingprozeB (Abbildung 4.6, rechts) ausgeprigt. Bemerkenswert ist dabei, dafl eine
sehr starke Zunahme zwischen dem 16-Wirbelzustand und dem 20-Wirbelzustand auf-
tritt, da die stationdren Amplituden der beiden Zusténde in der Zylindermitte, wie aus
Abbildung 4.5 zu sehen, sich nicht mehr signifikant unterscheiden.

Abbildung 4.7 zeigt noch einmal die Ergebnisse aus Abbildung 4.6, wobei hier zum
Vergleich das Einsatz- und das Abklingverhalten fiir die einzelnen Zusténde aufgetra-
gen sind. Man erkennt, daf} die Zeitkonstante des Einsatzprozesses bei allen Zustdnden
immer deutlich unter der des Abklingprozesses liegt. Qualitativ konnte dieses Verhalten
auch bei der Untersuchung des 2-Wirbelzustandes beobachtet werden (vgl. Abschnitt4.2).
Betrachtet man aber diese Diskrepanz fiir die verschiedenen Zustinde, so findet sich
eine signifikante Zunahme bei Erhéhung der Wirbelzahl. Diese ist besonders deut-
lich bei den Zeitkonstanten des 20-Wirbelzustandes zu erkennen. Die Zeitkonstanten
des Abklingprozesses steigen dabei iiberproportional gegeniiber denen des Einsatz-
prozesses an. Um sicherzustellen, dafl die Diskrepanz in den Zeitkonstanten fiir den
Einsatz- und den Abklingprozef nicht von der konkreten Wahl des Anfangszustandes
abhéngt, sondern nur davon, ob es sich um das Einsetzen oder das Abklingen der
Taylor-Wirbelstrémung handelt, wurden exemplarische Messungen mit verschiedenen
Anfangszustdnden durchgefiihrt. Abbildung 4.8 zeigt die Ergebnisse fiir Messungen im
8-Wirbelzustand (rechts) und im 12-Wirbelzustand (links). Fiir den 8-Wirbelzustand
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wurde ein Endzustand mit einer Reynoldszahl Re = 69.8 und beim 12-Wirbelzustand
mit einer Reynoldszahl Re = 69.3 gewdhlt. Man erkennt, dafl die Zeitkonstanten fiir
den Einsatz- und fiir den Abklingprozefl im Rahmen der Fehlergenauigkeit jeweils gleich
sind. Daher 148t sich folgern, daf sich die Diskrepanz in den Zeitkonstanten, die sich fiir
einen Endzustand ergibt, durch unterschiedliche dynamische Eigenschaften des Einsatz-
und Abklingvorgangs ergeben muf}; und nicht in der konkreten Wahl des Anfangszu-
standes begriindet liegt.

Im Rahmen der Landau-Theorie, die Gollub und Freilich [70] bei ihren Untersu-
chungen unterstellten, wird der Einfluf der Rénder auf den Taylor-Couette-Ubergang
als Storung betrachtet, die auf das Verhalten in der Zylindermitte mit Zunahme der
Systemgrofle immer geringeren Einflufl hat. In diesem Sinne wihlten Gollub und Frei-
lich [70] einen Zylinder mit I' = 30.5. Die Messungen dieser Arbeit zeigen, dafl die
durch die Réander eingebrachte Stérung fiir das Abklingen der Strémungsamplitude
des 8- bis 16-Wirbelzustandes noch signifikant ist, obwohl auch hier eine Zunahme der
Zeitkonstanten auftritt. Beim 20-Wirbelzustand tritt aber ein qualitativer Sprung zu
deutlich grofleren Zeitkonstanten auf. Daher 148t sich schlieflen, dafl die Randstérung
in diesem Bereich einen sehr viel geringeren Einfluf} besitzt als in Zustdnden mit weni-
ger Wirbeln. Dieses Verhalten entspriche noch der Landau-Theorie. Fiir das Einsetzen
der Taylor-Wirbelstrémung kann man dieses Verhalten in Abhéngigkeit von der Wir-
belzahl nicht feststellten, obwohl auch hier eine Zunahme der Zeitkonstanten mit der
Wirbelzahl zu verzeichnen ist. Die Diskrepanz zwischen den beiden Prozessen nimmt
aber mit groflerer Wirbelzahl signifikant zu. Der Einflufl der Randstérungen auf das
Einsetzen der Taylor-Wirbelstromung ist in Bezug auf das Relaxationsverhalten of-
fenbar ein qualitativ anderer als der Einflufl auf das Abklingen. Dieses widerspricht
der Annahme, dafl der Einflu} der Randstérungen bei Erhéhung der Zylinderhéhe zu
vernachlissigen ist, da dies sowohl fiir das Einsetzen als auch fiir das Abklingen der
Taylor-Wirbelstromung zutreffen miifite. Bei den Messungen dieser Arbeit vergrofier-
te sich die Diskrepanz der Zeitkonstanten der beiden Prozesse noch mit zunehmender
Wirbelzahl.

4.3.2 Skalierungsverhalten

Die Bestimmung der Zeitkonstanten hat einen signifikanten Unterschied beim Einset-
zen und beim Abklingen der Taylor-Wirbelstromung aufgezeigt. In diesem Abschnitt
wird daher untersucht, ob sich die beiden Prozesse auch in ihrem Skalierungsver-
halten unterscheiden. Dabei ist die Wahl eines approximativen ,kritischen® Punktes
fiir die Auswertung der MeBwerte aufgrund der konzeptionellen Schwierigkeiten, die
sich beim Einsetzen der Taylor-Wirbelstromung ergeben, problematisch. Das relative
Skalierungsverhalten der beiden Prozesse zueinander 148t sich aber ungeachtet dieser
Schwierigkeiten durch eine solche Betrachtung trotzdem untersuchen. Zunéchst wird
das Skalierungsverhalten unter der Annahme untersucht, dafy sich das Maximum der
Zeitkonstanten mit der Wirbelzahl nicht verschiebt. Diese Annahme entspricht der
Landau-Theorie unter der Annahme, dafl die Randstérung mit der Wirbelzahl klein
wird. Dies ist zumindest fiir die stationire Amplitude in der Zylindermitte der Fall.
Wie in Abbildung 4.5 zu sehen, dndert diese sich beim Ubergang vom 16- und zum
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Abb. 4.9: Abhédngigkeit des Skalierungsverhaltens von e, wobei als kritischer Punkt
Re, = 67.2 angenommen wird. Links ist das Verhalten beim ,Abkling“-
rechts beim ,,Anschwingprozef3“ dargestellt. Die gepunktete Linie entspricht
der Skalierung e~ geméf der Landau-Theorie.

20-Wirbelzustand nicht mehr wesentlich. Der , kritische“ Punkt ergibt sich daher im
Sinne der Landau-Theorie aus der Anpassung einer Wurzelfunktion an die stationre
Amplitude des 20-Wirbelzustandes zu Re, = 67.2.

Das Skalierungsverhalten in den vier untersuchten Zustinden unter dieser Annahme
ist in Abbildung 4.9 dargestellt. Zusitzlich ist jeweils zum Vergleich die theoretische
Skalierung gemifl der Landau-Theorie von £~! eingezeichnet. Die Skalierung, die sich
fiir des Abklingen der Stromungsamplitude ergibt, ist in Abbildung 4.9 (links) darge-
stellt. Man erkennt fiir den 16-Wirbelzustand eine sehr gute Ubereinstimmung mit dem
theoretischen Verlauf. Die Skalierung beim 12- und 8-Wirbelzustand weicht allerdings
vom theoretischen Verlauf ab und folgt einem flacheren Verlauf. Dies ist im Sinne eines
stiarkeren Einflusses der Rénder zu interpretieren. Der starke Anstieg der Zeitkonstan-
ten des 20-Wirbelzustandes im Vergleich zum theoretischen Verlauf ist zur Zeit nicht
verstanden, spiegelt allerdings den iiberproportionalen Anstieg der Zeitkonstanten des
20-Wirbelzustandes nahe des kritischen Punktes wieder.

Abbildung 4.9 zeigt die Skalierung der Zeitkonstanten des Einsetzens der Taylor-
Wirbelstromung. Man erkennt fiir alle Zusténde eine qualitative Abweichung vom theo-
retischen Verlauf. Die Meflkurven verlaufen alle deutlich flacher als die theoretische
Kurve. In Abbildung 4.10 ist zum Vergleich das Skalierungsverhaltens des Einsetzens
und des Abklingens der Taylor-Wirbelstromung im 16-Wirbelzustand dargestellt. Zur
Verdeutlichung der unterschiedlichen Skalierungsverhalten sind Ausgleichsgeraden fiir
die Meflwerte bestimmt worden. Dabei ergibt sich fiir den Abklingprozef} eine Skalie-
rung von £ %% was dem Wert der Landau-Theorie entspricht. Dementgegen verhilt
sich eine durch die Zeitkonstanten des Einsatzprozesses gelegte Ausgleichsgerade wie
g7 96% Die Auswertung des kritischen Punktes beim 16-Wirbelzustand ergibt, wie beim
20-Wirbelzustand, einen Wert von Re, = 67.2.

Betrachtet man das Skalierungsverhalten unter der Annahme, daf sich das Maxi-
mum der Zeitkonstanten mit der Systemlénge &ndern kann, dann ergibt sich fiir den 8-
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Abb. 4.10: Skalierungsverhalten im Bereich des Finsetzens des 16-Wirbelzustandes
mit Re. = 67.2. Die Ausgleichsgerade fiir den Einsatzprozef} verlduft deut-
lich flacher als die des Abklingprozesses. Diese entspricht dem theoreti-

schen Verlauf von 71,

und den 12-Wirbelzustand ein qualitativ &hnliches Skalierungsverhalten wie fiir den 16-
Wirbelzustand. Insbesondere liegen die Ausgleichsgeraden fiir die Abklingprozesse in
allen Zustinden bei jeweils ungefihr 7 ~ ¢! und fiir die Einsatzprozesse bei 7 ~ 7%,

Da die Skalierung sehr stark vom kritischen Punkt abhéingt, ist eine Aussage iiber
den exakten Wert nicht zu treffen. Allerdings 148t sich festhalten, daf sich die Skalierun-
gen des Einsetzens und des Abklingens der Taylor-Wirbelstrémung ebenfalls signifikant
unterscheiden, da das relative Verhalten der Skalierung bei Variation des kritischen
Punktes erhalten bleibt. Qualitativ ist das Verhalten des Abklingprozesses sehr viel
niher an dem der Landau-Theorie als das des Einsetzens der Taylor-Wirbelstromung,
obwohl das Verhalten des 20-Wirbelzustandes ebenfalls vom theoretischen abweicht.

Zusammenfassend zeigen diese Untersuchungen, dafl das Relaxationsverhalten beim
Einsetzen der Taylor-Wirbelstromung nicht im Rahmen der Landau-Theorie beschrie-
ben werden kann. Insbesondere kann ein qualitativ unterschiedliches dynamisches Ver-
halten beim Einsetzen und beim Abklingen der Taylor-Wirbelstrémung beobachtet
werden. Dabei zeigt sich, dafl die Randstérungen nur fiir den Abklingprozef} bei grofie-
ren Zylinderlingen konzeptionell vernachlédssigt werden konnen. Beim Einsetzen der
Taylor-Wirbelstromung ist dieser Einflu} auch fiir grole Systeme nicht vernachlissig-
bar, was sich in einer starken Diskrepanz der Zeitkonstanten, insbesondere beim 20-
Wirbelzustand, duflert. Dieses Verhalten spiegelt sich auch in den Skalierungseigen-
schaften der beiden Prozesse wieder. Insbesondere der Einsatzprozefl skaliert in allen
untersuchten Zustinden anders als die Landau-Theorie.

Die Ergebnisse dieser Arbeit widerlegen somit die Aussagen von Gollub und Frei-
lich [70], daB beim Ubergang zur Taylor-Wirbelstromung ein ,,critical-slowing-down®
auftritt. Die Untersuchungen zeigen, dafl die Randstérungen auch bei grofien Syste-
men den Einsatzprozefl qualitativ verdndern und somit nicht vernachlissigt werden
kénnen [75]. Die Ergebnisse dieser Arbeit sind daher in Ubereinstimmung mit denen
der Stabilitdtsuntersuchungen von Benjamin und Mullin [61, 62, 63]. Fiir eine theore-
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tische Beschreibung des experimentellen Relaxationsverhalten miiite der Einflufl der
Randbedingungen in die theoretische Beschreibung eingehen. Neitzel [72] untersucht
ein solches Verhalten numerisch auf Grundlage der Navier-Stokes-Gleichungen, wihlte
aber als Anfangswert einen ruhenden Innenzylinder. Die Untersuchungen mit einsei-
tiger Berandung[77, 78], die zur Auftreten von Fronten fiihrt, sind auf die in dieser
Arbeit vorliegende experimentelle Situation nur bedingt iibertragbar, da die Ausbil-
dung stationédren Fronten einen deutlich lingeren Laufweg benétigt [79], als es bei den
Experimenten in dieser Arbeit der Fall ist. Auflerdem treten bei den einseitig berande-
ten Systeme keine Uberlagerungen von gegenliufigen Prozessen auf.



5. HOHERE INSTABILITATEN UND CHAOS

In nichtlinearen Systemen konnen auch héhere Instabilitdten auftreten, die andere Ei-
genschaften haben konnen als die lokalen Verzweigungen.

5.1 Homokline Verzweigungen

Ein sehr wichtiger Typ von Verzweigungen sind sogenannte homokline Verzweigungen,
die dadurch entstehen, dafl periodische Orbits und Fixpunkte miteinander wechsel-
wirken. Da sich diese Verzweigungen nicht im Rahmen der linearen Analyse verstehen
lassen, bezeichnet man sie als globale Verzweigungen. Eine umfassende Darstellung der
globalen Verzweigungstheorie findet sich bei Wiggins [29].

Ein homokliner Orbit im Phasenraum tritt dann auf, wenn die stabile Mannig-
faltigkeit eines Sattelpunktes mit der instabilen Mannigfaltigkeit verbunden ist. Als
heteroklinen Orbit bezeichnet man die geschlossene Verbindung stabiler und instabi-
ler Mannigfaltigkeiten mehrerer Sattelpunkte. Die stabile (instabile) Mannigfaltigkeit
eines Fixpunkts ist dadurch definiert, da§ die Trajektorie fiir ¢ — +(—)oc in den
Fixpunkt lduft. Solche Orbits sind allerdings stukturinstabil, so dafl eine Stérung zu
einem Aufbrechen der Verbindung zwischen stabiler und instabiler Mannigfaltigkeit
fithrt. In Abhéngigkeit von den Parametern kénnen daher durch das Verschmelzen von
periodischen Orbits mit Sattelpunkten homokline und heterokline Verzweigungen auf-
treten. Dabei werden die Eigenschaften dieser Verzweigungen von den Eigenschaften
der Sattelpunkte bestimmt.

In einem zweidimensionalen System kénnen im wesentlichen zwei Arten von homo-
klinen Verzweigungen auftreten. Eine tritt durch das Verschmelzen eines periodischen
Orbits mit einem hyperbolischen Sattelpunkt auf. Die Anniherung des periodischen Or-
bits an den Sattelpunkt fiihrt zu einer Divergenz der Periodendauer mit 7 = —c * Ine,
wobei € den Abstand zum kritischen Punkt darstellt [156, 31]. Dieser Verzweigungstyp
wird auch Andronov-Leontovic-Verzweigung genannt. Eine weitere homokline Verzwei-
gung in einem planaren System tritt durch die Bildung eines periodischen Orbits durch
eine Sattelknoten-Verzweigung auf. Diese Verzweigungstyp wird auch als SNIPER-
(Saddle-Node-Infinite-PERiod) Verzweigung bezeichnet. Die Periodendauer divergiert
bei diesem Typ mit 7 = ¢ % ¢~ /? [156, 31]. AuBerdem tritt keine Hysterese auf, da ein
stabiler Fixpunkt iiber eine Sattelknoten-Verzweigung in einen stabilen periodischen
Orbit tibergeht.

Diese Typen von homoklinen Verzweigungen konnen auch in dreidimensionalen Sy-
stemen auftreten. Ein weiterer Typ von homokliner Verzweigung, der sehr dhnlich einer
SNIPER Verzweigung ist, wird als ,,Blue-Sky“-Katastrophe bezeichnet. Bei diesem Typ
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fiihrt eine Sattelknoten-Verzweigung von periodischen Orbits zur Bildung eines zusétz-
lichen , groflen“ periodischen Orbits (siehe [31]).

Physikalische Systeme besitzen hiufig eine Zy-Symmetrie. In diesen Systemen tre-
ten oft homokline Orbits auf, die durch das Verschmelzen von zwei periodischen Orbits
mit dem symmetrischen Sattelpunkt entstehen. Eine solche Verzweigung wird auch als
, Gluing“-Verzweigung bezeichnet. Im Lorenz-System, das hiufig zur Analyse chaoti-
schen Verhaltens untersucht wird, tritt ein solcher Orbit auf [157]. Glendinning und
Mullin [158] haben den Einfluf von symmetriebrechenden Stérungen auf symmetrische
homokline Verzweigungen untersucht. Sie fanden unter anderem, daff Stérungen zu
einer Entkopplung der homoklinen Verzweigungen fiihren.

Wenn gleichzeitig mehrere lokale Instabilitéiten auftreten, so konnen Wechselwir-
kungen zwischen diesen Moden zu héheren lokalen und zu globalen Verzweigungen
fiihren. Eine Klassifikation der Normalformen gekoppelter lokaler Verzweigung wurden
von Arneoro et al. [164] durchgefithrt. Hiufig untersucht wurde das gleichzeitige Auf-
treten von stationdren und oszillatorischen Instabilitdten. Dabei kann es als Folge der
Kopplung der Instabilitdten zum Auftreten eines Torus kommen. Eine Darstellung die-
ser Untersuchungen findet sich bei [165]. Terme hoherer Ordnung in der Normalform
kénnen zu komplizerteren Wechselwirkungen fithren. Entfaltungen der Normalformen
mit héherer Ordnung wurden unter anderem von Algaba et al.[168] und Krauskopf und
Rousseau [167] durchgefiihrt.

5.2 Chaos und homokline Orbits

Eine wichtige Eigenschaft homokliner Orbits ist, daf} sie der Ursprung fiir die Entste-
hung chaotischen Verhaltens in einem nichtlinearen System sein kénnen [29, 159, 160,
161, 162, 163]. Ein chaotischer Zustand ist intrinsisch mit der Bildung eines , seltsamen*
Attraktors im Phasenraum verbunden. Dieser Attraktor unterscheidet sich qualitativ
von stationdren und periodischen Attraktoren, da er eine fraktale Dimension besitzt.
Eine weitere Eigenschaft des chaotischen Zustandes ist, dafl benachbarte Trajektorien
im Phasenraum sich exponentiell voneinander entfernen. Dieses Entfernen zweier Tra-
jektorien entspricht einem positiven Lyapunov-Exponenten. Wegen dieser Eigenschaft
muf} es einen Riickfaltungsmechanismus geben, da ein Attraktor nur ein begrenztes
Gebiet im Phasenraum einnimmt. Darstellungen der Eingeschaften chaotischer At-
traktoren finden sich bei Schuster [144] und Argyris [146].

Abbildung 5.1 zeigt schematisch einen homoklinen Orbit beziiglich eines Sattelfo-
kus in drei Dimensionen. Die Analyse eines solchen Orbits geht auf Shil’'nikov zuriick
und ist ausfiihrlich in Guckenheimer und Holmes [26] und Wiggins [29] dargestellt.
Der Fixpunkt vom Sattelfokus-Typ hat eine zweidimensionale stabile Mannigfaltigkeit
W* mit den Eigenschaften eines stabilen Fokus in der (z3,x3)-Ebene und eine eindi-
mensionale instabile Mannigfaltigkeit W in der z;-Richtung. Eine Verbindung dieser
beiden Mannigfaltigkeiten ergib einen homoklinen Orbit vom Shil’'nikov-Typ. In der
Umgebung dieses Orbits kann es zur Bildung chaotischer Attraktoren kommen. Diese
héngt vom Verhéltnis der Eigenwerte der stabilen und der instabilen Mannigfaltigkeit
ab [161, 26]. Der Ursprung dieses Verhaltens liegt anschaulich darin, daf die Ebene 3T
bei fortschreitender Zeit durch die Dynamik in der Umgebung des Sattelfokus auf die
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Abb. 5.1: Schematische Darstellung des Phasenraums in der Umgebung eines homo-
klinen Orbits vom Shil’nikov Typ (Beschreibung im Text).

Ebene AY. " abgebildet wird. Dadurch kommt es zu einer spiralférmigen Deformation
der Ebene ¥ 7 auf der Ebene AYX.*. Durch Riickfaltung auf die Ebene ¥ kann es zum
Auftreten von chaotischem Verhalten kommen [161, 26].

Es existieren numerische Verfahren, mit deren Hilfe man Eigenschaften, wie Dimen-
sion und Lyapunov-Exponent, eines chaotischen Attraktors bestimmmen kann [187,
189]. Eine Methode zur Bestimmung der Korrelationsdimension wurde von Grassber-
ger und Procacia [181] entwickelt. Fiir die Auswertung chaotischer Zeitreihen kann
man eine auf Takens zuriickgehende Methode der Attraktorrekonstruktion mittels zeit-
verzogerter Koordinaten benutzen. Der rekonstruierte Attraktor ist dem orginalen At-
traktor topologisch dquivalent. Diese Verfahren werden ausfiihrlich in [187, 189] behan-
delt. Buzug [187] entwickelte Verfahren, um experimentelle Zeitreihen optimal charak-
terisieren zu kénnen. Ein Verfahren zur Rauschreduktion, das auf der Phasenraumre-
konstruktion beruht, wurde von Enge[186] entwickelt. Ein Uberblick iiber den Stand
der Forschung ist bei Galka [189] zu finden.

Glendinnig und Sparrow [161] fithrten eine Verzweigungsanalyse einer homoklinen
Verzweigung vom Sattelfokus-Typ durch. Sie fanden, dafy abhéingig von den Eigenwer-
ten des Sattelfokus zwei unterschiedliche Szenarien auftreten konnen. Sie konnten zei-
gen, daf} ein chaotischer Zustand iiber Periodenverdopplungskaskaden einsetzen kann.
Der Weg ins Chaos iiber Periodenverdopplung ist in [144] dargestellt. Glendinnig und
Sparrow [161] konnten auflerdem zeigen, dafi eine komplexe Verzweigungsstruktur in
der Umgebung eine Shil’nikov-Orbits auftreten kann. Diese Verzweigungsstruktur wird
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Abb. 5.2: Verhalten eines periodischen Orbits bei einer Shil’nikov-Verzweigung: (A)
Divergenz der Periode, (B) Sattelknoten-Verzweigungen (f) und Perioden-
verdopplungen (t)

auch als ,,Shil’nikov-Wiggle“ bezeichnet. Abbildung 5.2 zeigt die Periode eines Orbits
in der Umgebung eines Shil’nikov Orbits fiir die beiden auftretenden Szenarien. Eine
detaillierte Darstellung findet sich in [29, 31]. Experimentell konnte dieses Verhalten
bisher nur von Healey et al.[174] in einem elektronischen Schwingkreis beobachtet wer-
den. Weitere Untersuchungen des Schil’nikov-Orbits sind unter anderem von Arneodo
et al.[159], Gaspard und Nicolis [160], Gaspard et al. [162] und Gonchenko et al.[163]
duchgefiihrt worden. Das Autreten von Shil’'nikov Orbits in Zusammenhang mit einer
Hopf-Verzweigung wurde unter anderem vom Hirschberg und Knobloch [169] und von
M.Bosch, C.Sim6[170] untersucht. Shil’'nikov-Chaos kann auch durch die Kopplung sta-
tionédrer und oszillatorischer Verzweigungen entstehen [166]. Homoklines Chaos wurde
unter anderem in elektronischen Schwingkreisen [171, 172, 173, 174], in Lasern [175, 176]
und in chemischen Systemen [177, 178, 179, 180] gefunden.

Neben Periodenverdopplungen kénnen auch andere Uberginge ins Chaos auftreten
[144, 146]. Eines dieser Szenarien ist der Weg ins Chaos iiber Intermittenz [149, 150]. In-
termittenz tritt durch eine subkritische Verzweigung eines periodischen Orbits auf. Da-
bei klassifiziert man die Intermittenztypen nach den auftretenden Verzweigungen[143].
Typ-I entsteht durch eine Sattelknoten-Verzweigung, Typ-II durch eine inverse Hopf-
Verzeigung und Typ-III durch eine inverse subharmonische Verzweigung eines periodi-
schen Orbits. Da es sich um subkritische Verzweigungen handelt, miissen noch Me-
chanismen im Phasenraum existieren, die das System wieder in die Umgebung des
urspriinglichen periodischen Orbits bringen. Intermittenz wurde zum Beispiel in einer
Rayleigh-Bénard Konvektion [151] oder einer Taylor-Couette Stromung [129, 121] be-
obachtet. Weitere Typen von Intermittenz wurden von Bauer et al. [155] und Price
und Mullin [129] gefunden. Ein anderer Weg in Chaos ist das Ruelle-Takens-Szenario,
daB dadurch auftritt, da8 ein 73-Torus im allgemeinen nicht stabil ist, und in einen
chaotischen Attraktor {ibergeht [144].
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5.3 Hohere Instabilitaten der Taylor-Couette-Stromung

Bei Erh6hung der Reynoldszahl treten in der Taylor-Couette-Stromung zeitperiodische
Instabilitdten auf. Dabei entsteht eine zeitabhéngige Stromung, die die Form einer rotie-
renden Welle hat. Umfangreiche numerische [81, 82, 83, 84, 86, 87] und experimentelle
(88, 89, 90, 91, 92, 93, 94, 96, 97, 98, 116] Untersuchungen dieser Instabilitdten sind
durchgefiihrt worden. Diese Untersuchungen hatten das Ziel, die kritische Reynoldszahl,
die azimutale Wellenzahl m und die Wellengeschwindigkeit ¢ zu bestimmen. Wahrend
in einem Taylor-Couette-System mit schmalem Spalt die Wavy-Mode einsetzt [13, 93],
konnten fiir ein Radienverhéltnis von 7 = 0.5 verschiedene Typen von zeitperiodischen
Moden gefunden werden [98, 116]. Untersuchungen bei Radienverhiltnissen n < 0.5
wurden von Roepke [103] durchgefiihrt, der weiter Typen von zeitperiodischen Mo-
den fand. Zur Klassifizierung der verschiedenen Instabilitdten wird als Parameter das
normierte Hohen- zu Spaltbreitenverhéltnis I' auf die Wirbelzahl normiert N. Dieses
Verhéltnis wird auch als normierte Héhe I'/N bezeichnet.

In der Taylor-Couette-Stromung bei n = 0.5 setzen als erste zeitperiodische In-
stabilitdt die Kleine-Jet-Mode, die Antijet-Mode, die Wavy-Mode und die Core-Mode
ein[98, 116, 142]. Die Kleine-Jet-Mode ist eine Oszillation der Auswirtsstromung mit
einer azimutalen Wellenzahl m = 1. Die Wellengeschwindigkeit normiert auf die In-
nenzylinderdrehzahl liegt im Bereich 0.46 < ¢/f < 0.52. Oszillationen in benach-
barten Auswértsstromungen sind gegenphasig. Die Kleine-Jet-Mode setzt im Bereich
['/N < 0.96 als erste zeitperiodische Instabilitidt ein. Der Verzweigungspunkt hingt
von der Reynoldszahl ab, ist aber bei fester Reynoldszahl fiir alle Zustinde mit mehr
als vier Wirbeln identisch. [116, 117]. Die Eigenschaften der Kleinen-Jet-Mode sind
sehr #hnlich zu denen der von Jones [82] numerisch gefundenen ,,Subharmonic-Mode*.
Iooss fand diese Mode durch Symmetriebetrachtungen [85]. Untersuchungen von Ei-
genschaften der Kleinen-Jet-Mode werden in Kapitel 6 vorgestellt. Die Eigenschaften
der anderen ersten zeitperiodischen Instabilititen findet sich bei Gerdts et al.[116, 117].

Eine weitere Grundmode der Taylor-Couette-Stromung bei n = 0.5 ist die Grofle-
Jet-Mode, die sehr dhnliche Eigenschaften wie die Kleine-Jet-Mode besitzt [193, 1, 117].
Sie tritt erst bei hoheren Reynoldszahlen und besitzt eine gréflere Schwingungsampli-
tude und Wellengeschwindigkeit. Im Gegensatz zur Kleine-Jet-Mode oszillieren be-
nachbarte Wirbelpaare in Phase. Im Bereich der Grofien-Jet-Mode konnten Bereiche
gefunden werden, in denen es zu einer Frequenzkopplung von Kleiner-Jet- und Grofler-
Jet-Mode kommt [119].

Das Relaxationsverhalten beim Einsetzen der Wavy-Mode wurde von Pfister und
Gerdts [102] untersucht. Ein Ginzburg-Landau Gleichung fiir die wellenférmige Taylor-
Wirbelstromung wurde von Marx und Haken [100, 101] abgeleitet. Bust et al.[99] fan-
den, daf} das Einsetzen einer Wavy-Mode zu einer inhomogenen Verteilung der Wir-
belgroflen im System fiihrt. Abshagen [193] konnte dieses Verhalten auch beim Einsatz
der Kleinen-Jet-Mode beobachten.

Modulierte wellenférmige Taylor-Wirbelstromungen sind experimentell von Gor-
man und Swinney [104, 107], Zhang und Swinney [110] und King und Swinney [109]
untersucht worden. Coughlin und Marcus [113, 114] haben umfangreiche numerische
Simulationen der von Gorman und Swinney [104, 107] und Zhang und Swinney [110]
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gefundenen Moden durchgefiihrt. Sie fanden eine Vielzahl quasi-periodischer Lésungen
bei hoheren Reynoldszahlen. Weitere Untersuchungen der modulierten wellenférmigen
Taylor-Wirbelstrémung sind von [112, 111, 108, 105] durchgefiihrt worden.

Die Untersuchungen von Gerdts et al.[116] und v.Stamm et al.[142] zeigten, daf
in der wellenférmigen Taylor-Wirbelstromung als sekundére zeitperiodische Instabi-
litdt eine axialsymmetrische (m = 0)-Mode einsetzen kann. Wegen der extrem nied-
rigen Frequenz gegeniiber den rotierenden Wellen wurde diese Mode als ,,Very-Low-
Frequency, (VLF)-Mode bezeichnet. v.Stamm et al.[142] konnten eine ,universelle®
Sequenz von Instabilititen im Bereich von I'/N < 0.96 fiir Zustéinde mit 10 bis 50
Wirbeln beobachten. Dabei trat vor dem Einsetzen der VLF-Mode eine symmetriebre-
chende Verzweigung auf. Eine Erh6hung der Reynoldszahl fiihrte dann zum Einsetzen
einer VLF-Mode-Oszillation auf beiden asymmetrischen Asten iiber eine homokline
Verzweigung. Laure et al. [115, 18] konnten numerisch eine Drift-Verzweigung in der
wellenformigen Taylor-Wirbelstrémung beobachten.

5.4 Chaotische Taylor-Couette-Strémung

Ubergiinge ins Chaos wurde schon in vielen Strémungsexperimenten beobachtet. Eine
Ubersicht iiber diese Arbeiten findet sich bei Gollub und Swinney [12] und Cvitano-
vié[145].

In der Taylor-Couette-Strémung wurden in verschiedenen Zustinden Uberginge
ins Chaos beobachtet [13, 131, 132, 1]. Dabei unterscheiden sich Systeme mit einer
kleinen Anzahl von Wirbeln und groflen Systemen durch die Anzahl der stationdren
Losungen. Umfangreiche Untersuchungen der Taylor-Couette Stromung bei sehr klei-
nen Zylinderh6hen wurden von Pfister et al. [184, 121, 122, 123, 124] durchgefiihrt.
Sie fanden bei ihren Untersuchungen verschiedene niederdimensionale Szenarien, wie
Periodenverdopplung und Intermittenz [121, 124, 123].

Mullin [131, 132, 128, 130] untersuchte die Entstehung von Chaos im Zusammen-
hang mit symmetriebrechenden Verzweigungen im Strémungen mit einer kleinen An-
zahl von Wirbeln. Stabilitdtsuntersuchungen dieser Zustinde wurden von Tavener et
al.[125] und Mullin [63] durchgefiihrt. Mullin et al.[126] fanden eine oszillatorische In-
stabilitit, die durch eine Wechselwirkung der symmetriebrechenden Verzweigung und
einer Sattelknoten-Verzweigung erzeugt wird. Die Sattelknoten-Verzweigung geht aus
der Wechselwirkung von axialsymmetrischen Zustdnden verschiedener Wirbelzahlen
hervor [63]. Mullin und Price [127] fanden, dafl Chaos aus einer Wechselwirkung der
symmetriebrechenden und der oszillatorischen Instabilitit auftreten kann. Die Ursa-
che fiir chaotisches Verhalten liegt dabei in der Bildung von homoklinen Orbits vom
Shil’'nikov-Typ. Dieses waren die ersten Beobachtungen fiir das Auftreten dieses Me-
chanismus in einem Stréomungsexperiment. In weiteren Untersuchungen entdeckten sie
auch einen bis dahin unbekannten Typ von Intermittenz, den sie Typ X [129] nann-
ten. Peacock et al. [134] konnten Shil’nikov Orbits auch in Strémungsexperimenten mit
Fliissigkristallen beobachten.

In Taylor-Couette-Strémungen mit einer gréfleren Anzahl von Wirbeln wurde die
ersten Hinweise auf chaotisches Verhalten zuerst von Gollub und Swinney [135] und
anschlieBend von Fenstermacher, Swinney und Gollub [136] gefunden. Thre Untersu-
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chungen zeigten, daf irregulires Verhalten nicht im Sinne der Landau-Szenarios [6]
auftritt, sondern schon nach wenigen zeitperiodischen Instabilitdten. Die Beobachtun-
gen stellten aber noch kein Beweis fiir chaotische Dynamik dar. Dieser wurde von
Brandstétter et al. [137] und Brandstétter und Swinney [139] geliefert. Sie konnten
nachweisen, daf} in einer Taylor-Couette-Stromung ein sogenannter ,seltsamer Attrak-
or® [144] auftritt. Damit konnten sie zeigen, daf sich Strémungen nach Gesetzen des
deterministischen Chaos verhalten. Der Annahme, da8 es sich bei den Ubergangen
in chaotischen Stromungszustdnde um ein Szenario in Sinne Ruelle-Takens handelt
[137, 136], wurde von Coughlin und Marcus [113, 114] widersprochen. Sie argumen-
tierten, daf} es sich bei der modulierten wellenférmigen Taylor-Wirbelstrémung in ei-
nem mitrotierenden Bezugssystem um eine einfach periodischen Strémung handelt.
Somit geht ein einfach-periodischer Zustand direkt in niederdimensionales chaotisches
Strémungsverhalten iiber. Zur Zeit gibt es daher keine Erklirung fiir den Ubergang
in die von Gollub und Swinney [135] und von Brandstéitter et al. [137] untersuchten
chaotischen Zusténde.

Ein Ubergang ins Chaos verbunden mit dem Auftreten zweier Frequenzen wurde
von L‘vov, A.A. Predtechinsky und A.I. Chernykh [141] experimentell und numerisch
untersucht. Sie analysierten das Szenario auf Basis der Kopplung der rdumlich ver-
teilten Oszillationen. Vastano und Moser [140] untersuchten den Ubergang von einem
quasiperiodischen Zustand ins Chaos mittels Kurzzeit-Lyapunov-Exponenten. Die Cha-
rakterisierung chaotischer Stromung auf Grundlage der Analyse von Zeitreihen wur-
de von Buzug und Pfister [182, 183, 184, 185, 187, 188] durchgefiihrt. Sie entwickel-
ten Methoden, um die Analyse experimenteller Zeitreihen zu optimieren. v.Stamm et
al.[142] konnten ein anderes Ubergangsszenario ins Chaos beobachten. Sie fanden in
Zusammenhang mit ihren Untersuchungen zur Symmetriebrechung und dem Einsetzen
der VLF-Mode, dafl dieser doppelt-periodische Zustand iiber eine Periodenverdopp-
lungskaskade auf dem Torus ins Chaos iibergeht. Sie beobachteten dieses Szenario fiir
Zusténde von 10 bis 40 Wirbeln.
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6. UNTERSUCHUNGEN ZUR JET-INSTABILITAT DER
TAYLOR-WIRBELSTROMUNG

Im Rahmen dieser Arbeit werden die axialsymmetrischen Instabilititen der wellenformi-
gen Taylor-Wirbelstromung untersucht. Daher werden zunéchst die Eigenschaften des
Einsatzes der zeitabhéngigen Strémung betrachtet. Die bei den folgenden Analysen un-
terliegende zeitperiodische Mode ist die Kleine-Jet-Mode, die im Bereich I'/N = 0.96
auftritt. Bei der Kleinen-Jet-Mode handelt es sich um eine m = 1-Mode, deren gréfite
Amplitude in der Auswértsstromung lokalisiert ist. Es wird zunéchst das rdumliche Ver-
halten der zeitabhéngigen Taylor-Wirbelstromung mittels PIV betrachtet. Zum Ver-
gleich sind auch Aufnahmen der Groflen-Jet-Mode, die bei héheren Reynoldszahlen
auftritt, durchgefithrt worden. Um die Eigenschaften des Verzweigungstyps beim Ein-
setzen der Kleinen-Jet-Mode in einem endlichen System zu bestimmen, sind, wie bei der
Taylor-Wirbelstromung, ebenfalls Messungen des Relaxationsverhaltens durchgefiihrt
worden. Ferner wurde experimentell die Wechselwirkung der Jet-Instabilitdt mit einer
axialsymmetrischen Instabilitdt der Taylor-Wirbelstromung untersucht.

6.1 Strémungsmuster der Kleinen und Grofien-Jet-Mode

Innenzylinder  Auflenzylinder

Abb. 6.1: PIV-Aufnahmen  eines  Wirbelpaares  der  stationidren  Taylor-
Wirbelstrémung bei I'/N = 0.87 und (a) Re = 203, (b) Re = 254,
(c) Re = 304, (d) Re = 321. Man erkennt die Zunahme der Strémungsge-
schwindigkeit in der Auswértsstromung bei Erh6hung der Reynoldszahl.
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PIV-Aufnahmen einer Schwingungsperiode der Kleinen-Jet-Mode in einem

Wirbelpaar bei I'/N = 0.87 und Re = 3309.

Abb. 6.2

Da es sich beim Einsatz einer zeitperiodischen Instabilitdt in der Taylor-Wirbel-

sind Aufnahmen mit Hilfe ei-

. Dabei bietet die PIV Technik gegeniiber an-

Y

stromung um einen raum-zeitlichen Prozef handelt

1

nes PIV Systems durchgefiihrt worden

deren Visualisierungsverfahren den Vorteil, dafl quantitative Informationen in einer

zweidimensionalen Ebene einer Strémung gewonnen werden konnen. Laser-Doppler-

Anemometrie besitzt zwar eine héhere Auflosung beziiglich Zeit und Geschwindigkeit,
setzt aber eine genaue Kenntnis des rdumlichen Verhaltens eines Strémungsvorganges

voraus. Diese muf} erst durch Visualisierungsverfahren erlangt werden

solange es sich

Y

nicht um rein stationdre Strémungen handelt. Da bei den Untersuchungen in diesem

Abschnitt nur strukturelle Eigenschaften der Strémung im Vordergrund stehen, wird

auf eine quantitative Auswertung der Geschwindigkeitsfelder verzichtet. Trotzdem ist
auch hier die PIV Technik den anderen Visualisierungsverfahren iiberlegen, da es keine

Fehlinterpretationen der Stromungsbilder erlaubt, und da die rdumlichen Geschwin-

37] im Rahmen seiner Diplomarbeit

[

! Die Messungen wurden in Zusammenarbeit mit J. Langenberg

durchgefiihrt.
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digkeitsunterschiede zu erkennen sind. Wie in Kapitel 5.3 dargestellt, gibt es zwei
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V-Aufnahmen einer Schwingungsperiode der Grofien

Wirbelpaar bei I'/N = 0.87 und Re

: PI

3
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Abb.

Mode setzt erst bei hoheren Reynoldszahlen ein.

Da es sich bei der Jet
der Auswartsstromung handelt, sind zundchst Stromungsbilder von der axialsymme-

trischen Stromung bei Ann#dherung bis unmittelbar an den kritischen Punkt gemacht
worden. Abbildung 6.1 zeigt eine Sequenz von Aufnahmen eines einzelnen Wirbel-

Wirbeln immer die Kleine-Jet-Mode als erste zeitperiodische Instabilitiat auftritt. Die
paars des 12-Wirbelzustandes bei I'/N

hat sich gezeigt, dafl in der Taylor-Wirbelstromung fiir Zustinde mit mehr als vier
Grofle-Jet

unterschiedliche Typen von Jet-Moden. Diese werden in Anlehnung an das Verhéltnis
ihrer Schwingungsamplituden als Kleine-Jet- und Grofle-Jet-Mode bezeichnet. Dabei

Re = 203 bis (d) Re = 321. Man erkennt, daf§ die Strémungsgeschwindigkeit im Be-

reich der Auswértsstromung bei Erhchung der Reynoldszahl deutlich zunimmt. Dieses
hat zur Folge, dafl sich auch die Position der Wirbelkerne in Richtung der Auswérts-

stromung verschiebt, wihrend die Einwirtsstromung nahezu unveréndert bleibt. Diese

Asymmetrie zwischen der Ein- und der

nischen zum Ausdruck gebracht [59, 50]. Dieses Verhalten ist fiir den Bereich I'/N < 1

langem bekannt und wird durch eine starke Zunahme der rdumlichen zweiten Harmo-
stiarker ausgeprégt als fiir I'/N > 1 [37].
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Auflenzylinder

Innenzylinder

Auflenzylinder

Innenzylinder

Abb. 6.4

PIV-Aufnahmen einer halben Schwingungsperiode

(oben,Re = 339) und der Grofien-Jet-Mode (unten, Re = 507) bei I'/N

0.87. Die Darstellung der Oszillationen in zwei benachbarten Auswiérts-
stromungen zeigt das typische gegenphasige Verhalten der Kleinen-Jet-

(oben) und das typische gleichphasige Verhalten der GroBen-Jet-

(unten).

Mode

Mode
Die Zunahme der Stromungsgeschwindigkeit in der Auswértsstromung fiihrt zu ei-

ner Instabilitdt und zum Auftreten der nicht-axialsymmetrischen zeitabhiangigen Klei-
nen-Jet-Mode. Abbildung 6.2 zeigt eine ganze Periode der Kleinen-Jet-Mode in einem

ten PIV-Verfahren nicht moglich, eine Sequenz von Stromungsbildern, die aus einer

Wirbelpaar aufgenommen bei Re = 339 und I’
einzelnen Schwingungsperiode stammen

2Hz liegt

frequenz bei ca.

Periode der Groflen-Jet-Mode in einem einzelnen Wirbelpaar bei einer Reynoldszahl

men, wobei auch hier eine exakte Synchronisierung zur Zeit nicht vorhanden ist. Somit
entsprechen alle auch im folgenden dargestellten Sequenzen nur qualitativ dem zeitli-
chen Strémungsverlauf. Die Grofie-Jet-Mode zeichnet sich im Vergleich zur Kleinen-Jet-
Mode durch eine deutlich gréfiere Schwingungsamplitude aus. Abbildung 6.3 zeigt eine
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Re = 507 und einer normierten Héhe I'/N = 0.87. Man erkennt deutlich die grofie-
re Schwingungsamplitude der Groflen-Jet-Mode im Vergleich zur Kleinen-Jet-Moden.
Wihrend bei der Kleinen-Jet-Mode die Positionen der Wirbelkerne nahezu unveréndert
bleiben, dndern sich diese bei einer Grofien-Jet-Mode-Oszillation signifikant.

Die beiden Moden unterscheiden sich neben ihrer Oszillationsfrequenz und ihrer
Amplitude auch durch die axiale Periodizitat. Mit Hilfe zweier LDA-Systeme konnten
nachweisen, dafl benachbarte Oszillationen der Groflen-Jet-Mode in Phase und die der
Kleinen-Jet-Mode gegenphasig schwingen [117]. Abbildung 6.4 zeigt PIV Aufnahmen
des rdumlichen Verhaltens der Kleinen-Jet- und der Groflen-Jet-Mode. Dargestellt ist
jeweils eine halbe Periode beider Oszillationen in axial benachbarten Wirbelpaaren.
Die Parameter sind identisch zu den obigen der Einzelmessungen. Signifikant ist das
Phasenverhalten der beiden Oszillationstypen zu erkennen, wobei bei der Kleinen-Jet-
Mode-Oszillation ein leichter Phasenversatz auftritt. Dieses Verhalten wird ebenfalls in
[117] berichtet. Trotz der groflen Schwingungsamplitude der GroBlen-Jet-Mode wird aus
Abbildung 6.4 ersichtlich, dal auch bei dieser Mode die Einwértsstrémung im Vergleich
zur Auswirtsstromung nahezu in Ruhe bleibt. Untersuchungen mittels PIV im Bereich
der VLF-Mode konnten wegen der kleinen Schwingungsamplitude der VLF-Mode und
der begrenzten Auflésung der PIV nicht durchgefiihrt werden.

6.2 ,Critical-slowing-down“ beim FEinsetzen der Kleinen-Jet-Mode

Wie aus den Untersuchungen des Relaxationsverhaltens, das beim Einsatz der Taylor-
Wirbelstromung auftritt, deutlich wird, erlaubt auch die Untersuchung der transienten
Dynamik Riickschliisse auf die Art einer Instabilitéit. Die zeitperiodischen Moden in
der Taylor-Wirbelstromung treten im Fall unendlich ausgedehnter Systeme iiber ei-
ne Hopf-Verzweigung auf [117, 12]. Aus der Normalform einer Hopf-Verzweigung wird
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Abb. 6.5: Stationidre Amplitude der Kleinen-Jet-Mode aufgetragen iiber der
Reynoldszahl Re aufgenommen in einem 10-Wirbelzustand bei I'/N =
0.9. Die an die MefBidaten angepafite Wurzelfunktion ergibt eine kritische
Reynoldszahl Re. = 420.3.

deutlich, daf} die Amplitude der Oszillation die gleiche funktionale Form besitzt wie die
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Landau-Gleichung. Daher tritt ein , critical-slowing-down“ auch beim Einsetzen einer
Ostzillation iiber eine Hopf-Verzweigung ein. Dabei bezieht sich die kritische Verlang-
samung auf die Anpassung der Amplitude einer Oszillation an die Endamplitude bei
einem festen Kontrollparameterwert. Die Oszillationsfrequenz ist davon nicht beein-
flufit. Pfister und Gerdts [102] haben dieses Verhalten beim Einsatz der Wavy-Mode in
einem Taylor-Couette System mit 1 = 0.5 untersucht. Sie fanden dabei eine sehr gute
Bestitigung fiir dafl Auftreten eines ,,critical-slowing-down*“.
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Abb. 6.6: Typisches Zeitverhalten der Amplitude einer oszillatorischen Mode bei ei-
nem Anschwing- und einem AbklingprozefS. Links ist der Anschwingprozef3
mit €; < 0 < €y und rechts der Abklingproze mit €5 < €; dargestellt. Die
MefBwerte entsprechen den Extrema der Oszillation, die angepafBt Kurve
ist Losung der Landau-Gleichung (4.1). Diese Messungen wurden fiir eine
Wavy-Mode bei I'/N = 1.3 in einem 16-Wirbelzustand durchgefiihrt

Es wird untersucht, ob diese Eigenschaft auch beim Einsatz der Kleinen-Jet-Mode
auftritt.? Dabei sind zum Vergleich die Messungen beim Einsetzen der Wavy-Mode
wiederholt. Die Mefimethode ist identisch zu der, welche auch bei der Untersuchung
der stationdren Stromung benutzt wurde. Der einzige Unterschied besteht darin, daf
die Amplitude der Oszillation nicht direkt gemessen werden konnte. Daher wurden
die anschwingenden und abklingenden Oszillationen aufgenommen, um dann aus den
Oszillationsmaxima die Einhiillende diese Prozesses zu bestimmen.

Abbildung 6.5 zeigt die stationdre Amplituden der Kleinen-Jet-Mode in Abhéngig-
keit von der Reynoldszahl. Die Messung wurde in einem 10-Wirbelzustand bei I'/N =
0.9 durchgefiihrt. Die sich ergebende Wurzelabhiingigkeit wurde zur Bestimmung des
kritischen Punktes genutzt, indem eine Wurzelfunktion an die Mef3werte angepaf3t wur-
de. Als kritischer Punkt ergibt sich hier Re. = 420.3. Daraufhin wurden, wie schon bei
der Untersuchung der Taylor-Wirbelstromung, das Anschwing- und Abklingverhalten
mit Hilfe von Kontrollparameterspriingen ausgemessen. Als Anfangszustand dienten
dafiir wieder ein unter- und ein {iberkritischer Wert. Abbildung 6.6 gibt einen typischen
Anschwing- und einen typischen Abklingproze3 wieder. Zu sehen ist die Einhiillen-
de der Kleinen-Jet-Mode, an die die Losung der Landau-Gleichung angepafit wurde

2 Die Messungen wurden in Zusammenarbeit mit M. Wrage [74] im Rahmen seiner Diplomarbeit
durchgefiihrt.
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(vgl.Gleichung 4.1). Die Signalqualitit im Vergleich zu den Zeitreihen, die bei der Un-
tersuchung der stationdren Strémung zur Verfiigung standen, ist signifikant besser. Der
Grund dafiir liegt in der Tatsache, dafl bei der Untersuchung der stationdren Stromung
direkt die sehr kleinen Radialgeschwindigkeiten gemessen wurden. Obwohl die Ande-
rungen im Geschwindigkeitsfeld der Kleinen-Jet-Mode, wie in Abbildung 6.2 zu sehen
ist, ebenfalls nicht sehr grof} sind, werden wegen des ortsfesten Mefivolumens die Ge-
schwindigkeitsinderungen am Gradienten des stationdren Stromungsfeldes verstérkt.
Diese sind in der Auswértsstromung sehr groff, so dafl eine hohe Verstirkung erzielt
wird. Die fiir den 10-Wirbelzustand ermittelten Zeitkonstanten sind in Abbildung 6.7
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Abb. 6.7: Zeitkonstanten (links) und Skalierungsverhalten (rechts) beim Einsetzen
der Kleinen-Jet-Mode bei I'/N = 0.9. Exemplarisch sind die MeBergeb-
nisse fiir den 10-Wirbelzustand dargestellt. Die Zeitkonstanten der An-
schwingprozesses (¢; < €7) (X ) sind stets gréfer als die des Abklingprozes-
ses (¢; < €y) (+) bei gleichem Endzustand ¢

aufgetragen. Dabei wurden wiederum nur iiberkritische Endzustinde betrachtet. Man
sieht eine im experimentellen Rahmen sehr gute Annidherung an ein divergentes Ver-
halten in der Umgebung des kritischen Punktes. Dieses gilt sowohl bei unterkritischen
als auch bei iiberkritischen Anfangszustédnden. Als kritischen Exponenten ergeben sich
mit der in Abbildung 6.5 bestimmten kritischen Reynoldszahl von Re, = 420.3 fiir
den AnschwingprozeB (g; < 0 < &) e 19 und fiir den Abklingproze$ (0 < ¢ < &;)

£79992 Die gleichen Messungen wurden auch fiir Zustéinde mit 6 und mit 16 Wirbeln

durchgefiihrt. Dabei wurden als kritische Exponenten fiir den Anschwingprozef ¢, %%

und ¢4 %% und fiir den Abklingproze8 5 %%** und &,¢** respektive fiir den 6- und den
16-Wirbelzustand ermittelt. Dieses kann als sehr gute Bestiitigung dafiir angesehen
werden, dafl auch beim Einsatz der Kleinen-Jet-Instabilitit ein , critical-slowing-down*
auftritt.

Aus Abbildung 6.7 wird aber auch ersichtlich, daf§ der Wert der Zeitkonstanten
des Anschwingproze (¢; < ) immer deutlich oberhalb dem des Abklingprozesses
(e < ;) liegt. Auch Pfister und Gerdts [102] hatten kleine Unterschiede zwischen den
Zeitkonstanten der beiden Prozesse bei den Untersuchungen der Wavy-Mode feststellen

kénnen. Vergleichsmessungen beim Einsatz der Wavy-Mode konnten dieses indes nicht
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Abb. 6.8: Meflergebnisse der Vergleichsmessungen beim Einsetzen der Wavy-Mode im
16-Wirbelzustand bei I'/N = 1.3. Dargestellt ist wiederum das Anschwing-
(+) und Abklingverhalten (x) fiir verschiedene Endzustinde. Im Rahmen
der Mefigenauigkeit sind die Zeitkonstanten identisch.

bestitigen. Abbildung 6.8 zeigt die Zeitkonstanten beim Einsetzen der Wavy-Mode in
einem 16-Wirbelzustand bei I'/N = 1.3. Dabei tritt auch beim Einsatz der Wavy-Mode
ein , critical-slowing-down“ auf. Als kritische Exponenten ergeben sich fiir den Abkling-
prozeB —1.007 und fiir den Anschwingproze —0.994 bei einem kritischen Punkt von
Re. = 378.1. Dieses Verhalten bestitigt die Ergebnisse von Pfister und Gerdts [102].
Es lassen sich aber keine signifikanten Abweichungen zwischen den Zeitkonstanten des
Anschwing- und des Abklingprozesses feststellen. Bei der Bewertung der Unterschie-
de zwischen diesen Ergebnissen und denen von Pfister und Gerdts muf§ beriicksichtigt
werden, daf} sie die Wavy-Mode in einem 36-Wirbelzustand bei I'/N = 1.003 unter-
suchten, so dafl ihre normierte Hohe nidher an der lag, die bei den Messungen der
Zeitkonstanten der Kleinen-Jet-Mode eingestellt wurde, als an der fiir diese Untersu-
chungen verwendete. Um festzustellen, ob die Diskrepanz zwischen den Zeitkonstanten
bei einem Kontrollparameterwert vom Anfangszustand abhingt, oder ob es sich um ei-
ne Eigenschaft des Anschwing- und des Abklingprozesses handelt, wurden einige dieser
Untersuchungen fiir verschiedene Anfangszusténde wiederholt. Abbildung 6.9 zeigt die
Ergebnisse dieser Untersuchung fiir den Einsatz der Kleinen-Jet-Mode (links) und zum
Vergleich fiir den Einsatz der Wavy-Mode (rechts). Die Messungen der Zeitkonstanten
der Kleinen-Jet-Mode wurden wiederum in einem 10-Wirbelzustand bei I'/N = 0.9
durchgefiihrt. Dargestellt sind in Abbildung 6.9 die Ergebnisse fiir den Endzustand
g7 = 0.018. Man erkennt, daf} die Zeitkonstanten jeweils fiir den Anschwing- und den
Abklingprozefl im Rahmen der Mef3genauigkeit fiir verschiedene Anfangszusténde iden-
tisch sind, sich aber fiir die beiden Prozesse unterscheiden. Beachtet werden sollte, dafl
dieses beim Anschwingprozef auch fiir iiberkritischen Anfangszustinde, die aber unter-
halb des Endzustandes liegen, gilt. Untersuchungen fiir andere Endzustinde ergaben
qualitativ das gleiche Verhalten. Aus diesen Untersuchungen wird deutlich, daf§ die
Unterschiede zwischen den Zeitkonstanten nicht durch die unterschiedlichen Anfangs-
werte zustande kommen, sondern Eigenschaften des Anschwing- und des Abklingpro-
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Abb. 6.9: Abhingigkeit der Zeitkonstanten von der Wahl des Anfangszustandes bei
festem Endzustand. Exemplarisch sind links die Ergebnisse der Messungen
bei Einsatz der Kleinen-Jet-Mode im 10-Wirbelzustand bei I'/N = 0.9 fiir
einen Endzustand ey = 0.018 gezeigt. Zum Vergleich sind rechts die Ergeb-
nisse der Messungen beim FEinsetzen der Wavy-Mode im 16-Wirbelzustand
bei I'/N = 1.3 fiir einen Endzustand ¢; = 0.031 dargestellt.

zesses wiederspiegeln. Die Vergleichsmessungen beim Einsetzen der Wavy-Mode er-
gaben im Rahmen der Mefgenauigkeit keine Unterschiede zwischen Zeitkonstanten
bei verschiedenen Anfangszustinden. Die Messungen wurden im 16-Wirbelzustand bei
['/N = 1.3 durchgefiihrt. Die Tatsache, daf§ fiir den Anschwing- und den Abkling-
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Abb. 6.10: Darstellung eines numerisch simulierten (links) Anschwing- und (rechts)
Abklingprozesses. Zusétzlich ist die Anpassung der Losung der Landau-
Gleichung an die numerischen Daten zu sehen.

proze unterschiedliche Zeitkonstanten auftreten, ist nicht im Rahmen der Landau-
Theorie zu verstehen. Daher miissen Prozesse das Relaxationsverhalten beeinflussen,
die in der bisherigen Beschreibung nicht enthalten sind. Im Unterschied zum Verhalten
am Ubergang zur Taylor-Wirbelstromung liegen die Zeitkonstanten des Anschwingpro-
zesses beim Einsatz der Kleinen-Jet-Mode immer oberhalb derer des Abklingprozesses.
Am Verzweigungspunkt der zeitperiodischen Kleinen-Jet-Mode konnte aber sowohl fiir
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den Anschwing- als auch fiir den Abklingprozefl das gleiche Skalierungsverhalten be-
obachtet werden. Dieses Verhalten wird aber durch die lineare Dynamik in der Um-
gebung des Fixpunkts bestimmt. Da fiir beide Prozesse eine Skalierung gem&fl der
Landau-Theorie beobachtet werden konnte, kann die lineare Dynamik des Prozesses
nicht beeinflufit sein. Beim Taylor-Couette-Ubergang fiihrten die durch die Réiinder in
das System eingebrachte Stérungen zur Zerstorung des kritischen Verhaltens. Da die
Oszillation an den Randern verschwindet, lauten die Randbedingungen anders als beim
Taylor-Couette-Ubergang A(0) = A(L) = 0. Diese Randbedingungen fiihren lediglich
zu einer Verschiebung des kritischen Punktes, &ndern aber die funktionale Form der
Landau-Gleichung nicht [15, 17]. Daher muf} die Abweichung in den Zeitkonstanten bei
Einsatz der Kleinen-Jet-Mode andere Ursachen haben. Dabei mufl beachtet werden,
daf es sich bei der zeitperiodischen Instabilitit um eine Instabilitét eines periodischen
Grundmusters handelt. Daher wird die Dynamik nicht nur durch die kritische zeit-
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Abb. 6.11: Zeitkonstanten und Skalierungsverhalten eines simulierten Szenarios. Die
Zeitkonstanten des Anschwingprozesses 0 < €; < € liegen immer deutlich
oberhalb derer des Abklingprozesses 0 < ef < ¢;.

periodische Mode, sondern auch durch die Phase des periodischen Musters bestimmt.
Messungen der Wirbelgréfie beim Einsetzen der Kleinen-Jet-Mode haben ergeben, daf
die zeitabh#ngige Stréomung eine inhomogene Verteilung besitzt [193, 1]. Um diesen
Einflu ph&nomenologisch zu modellieren, wird ein weiterer nichtlinearer Term zur
Landau-Gleichung hinzugefiigt. Da ein weiterer A3-Term lediglich zu einer Umskalie-
rung fiihrt und nur Terme hinzugefiigt werden koénnen, die mit der Symmetrie des
Systems iibereinstimmen, wird als zusitzlicher ,Stérterm*“ A5 zur Landau-Gleichung
addiert. Der Einflufl dieses Terms soll allerdings als klein angenommen werden, so daf3
sich folgende Gleichung ergibt:

00 A = A — gA® — §A° (6.1)

Dieser zusétzliche Term bedeutet, daf eine stirkere nichtlineare Ddmpfung im System
vorhanden ist, die anschaulich zu einem ,;schnelleren“ Abklingen und einem ,langsa-
meren“ Anschwingen fiihrt. Da eine Auswertung der Mefidaten auf Grundlage dieser
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Gleichung nicht moglich ist, wurden numerisch Zeitreihen erzeugt, die dann mit dem-
selben Verfahren ausgewertet wurden, wie es auch zur Auswertung der experimentel-
len Zeitreihen benutzt wurde. Simuliert wurden, wie im Experiment, Kontrollparame-
terspriinge, wobei die Parameter € und g den experimentellen Werten entsprachen.
Zusidtzlich wurden die Datenséitze mit einem statistischen Rauschen iiberlagert, das in
der Groflenordnung des Meflrauschens lag. Abbildung 6.10 zeigt numerisch erzeugte
Zeitreihen eines Anschwing- und eines Abklingprozesses. Die Auswertung eines simu-
lierten Szenarios ist in Abbildung 6.11 dargestellt. Dabei liegen die Zeitkonstanten des
Anschwingprozesses 0 < ¢; < € immer deutlich oberhalb derer des Abklingprozesses
0 < g5 < ¢g;. Das Skalierungsverhalten entspricht aber dem der Landau-Theorie. Die
Ergebnisse der Simulation reproduzieren konsistent das Verhalten, das auch am Ein-
satzpunkt der Kleinen-Jet-Mode beobachtet wurde. Das ist ein Hinweis darauf, daf
beim Einsatz der Kleinen-Jet-Mode noch weitere Prozesse beteiligt sind, die nicht im
Rahmen einer Landau-Gleichung beschrieben werden konnen, so daf§ eine Auswertung
in Sinne der Landau-Theorie zu Artefakten fiihrt. Offenkundig ist aber, daf} es sich beim
Einsatz der Kleinen-Jet-Mode um eine Verzweigung handelt, das kritische Verhalten
also nicht zerstort wird.

6.3 Wechselwirkung axialsymmetrischer und wellenférmiger Stromung

Folgt man dem Verzweigungspunkt der Kleinen-Jet-Mode ausgehend von dem im letz-
ten Abschnitt untersuchten bei I'/N = 0.9 zu kleineren normierten Hohen, so kommt
man in einen Bereich, in dem der axialsymmetrische Stromungszustand sekundir wird
(63, 117]. Dieses ist dabei im Sinne des Stabilitdtswechsels von axialsymmetrischen
Zustéanden verschiedener Wirbelzahl mit I" zu verstehen (vgl. Kapitel 2.3). Eine Reduk-
tion der Reynoldszahl ausgehend vom sekundiren Zustand fiithrt dabei zu einem Uber-
gang des sekundéren Zustandes in den priméren iiber eine Sattelknoten-Verzweigung.
Im Bereich der Jet-Mode besitzt der primére Zustand ein Wirbelpaar weniger. Ab-
bildung 6.12 zeigt einen Ausschnitt aus dem Stabilitdtsdiagramm des symmetrischen
4-Wirbelzustandes S;. Der Sy Zustand ist in diesem I'-Bereich sekundir, wiahrend der
symmetrische 2-Wirbelzustand S, den priméren darstellt. Linie A in Abbildung 6.12
bezeichnet die untere Stabilitdtslinie der axialsymmetrischen 4-Wirbelzustandes Sj.
Bei Reduktion der Reynoldszahl tritt an dieser Linie eine Sattelknoten-Verzweigung
auf. Die ,jet“-Linie markiert den Einsatzpunkt der zeitperiodischen Jet-Mode iiber
eine Hopf-Verzweigung. Am Punkt I'y, an dem sich diese beiden Stabilitétslinien tref-
fen, kommt es zu einer Verdnderung des Stabilitdtsverhaltens des 4-Wirbelzustandes.
Es bildet sich eine Spitze aus, deren obere Linie B die obere Stabilitdtsgrenze des
oszillatorischen 4-Wirbelzustandes bildet. Diese Linie lduft mit der unteren Stabilitéts-
linie C' des oszillatorischen 4-Wirbelzustandes am Punkt ['s zusammen. Anschaulich
148t sich festhalten, dafl das Auftreten einer zeitperiodischen Welle die untere Sta-
bilitdtsgrenze des 4-Wirbelzustandes zu hoheren Reynoldszahlen hin verschiebt. Die
Tatsache, dal der Einsatz einer zeitperiodischen Stromung das Stabilitdtsverhalten
der axialsymmetrischen Stromung signifikant verdndert, 148t sich aus den bisherigen
theoretischen Arbeiten zur wellenférmigen Taylor-Wirbelstrémung nicht verstehen (vgl.
Kapitel5.3). Auch wurde dieses Verhalten bei den Untersuchungen der axialsymmetri-
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Abb. 6.12: Stabilititsdiagramm des sekundéren 4-Wirbelzustandes S,. Am Punkt I'y
trifft die Stabilitdtslinie der Hopf-Verzweigung die untere Stabilitédtsgren-
ze von Sy4 (A). Die Linien (B) und (C) stellen respektive die obere und
untere Stabilitdtslinien des oszillatorischen S, Zustandes dar, die bei I'y
zusammenlaufen.

schen Strémung nicht beobachtet. Es ist daher naheliegend, dafi die Anderung des
Stabilitidtsverhaltens durch eine Wechselwirkung von axialsymmetrischer und nicht-
axialsymmetrischer Struktur verursacht wird. Physikalisch ist zur Zeit nicht verstan-
den, wie eine solche Wechselwirkung zustande kommt. Eine Untersuchung der ma-
thematischen Struktur einer Kopplung von Hopf- und Sattelknoten-Verzweigung zeigt
indes, daf} dieser theoretische Rahmen eine hinreichende Basis fiir die Beschreibung der
Anderung des Stabilitiitsverhaltens des Sy-Zustandes darstellt. Die Normalform einer
gekoppelten Instabilitdt aus Sattelknoten- und Hopf-Verzweigung lautet bei entspre-
chender Anpassung der freien Parameter [31]:

5 = a+ 2241 (6.2)
o= r(=b—2z+2%)

Zu einer vollstindigen Entfaltung gehort neben der axialen Komponente z, die das
Auftreten stationdren Verhaltens beschreibt, und der radialen Komponente r, die die
Amplitude des oszillatorischen Verhaltens wiedergibt, auch noch eine azimutale Kom-
ponente w. Daher handelt es sich eigentlich um ein dreidimensionales System, bei dem
aber die Azimutalkomponente entkoppelt ist. Der Parameter a ist fiir das Auftre-
ten der Sattelknoten-Verzweigung und der Parameter b fiir das Auftreten der Hopf-
Verzweigung verantwortlich. Abbildung 6.13 zeigt den fiir diese Untersuchungen re-
levanten Teil des Stabilitdtsdiagramms der Normalform 6.2. Unterhalb der Linie D
(a < 0) ist kein stabiler Fixpunkt im System vorhanden. Die Linie D korrespondiert mit,
der Linie A im Stabilitdtsdiagramm 6.12. Im Bereich zwischen Linie D und C' in Abbil-
dung 6.13 existiert nur ein stabiler Fixpunkt auf der z-Achse. Dieser Bereich entspricht
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Abb. 6.13: Teil des Stabilitdtsdiagramms der Normalform 6.2 mit Parametern a und
b. Auftretende Verzweigungen: A inverse sekundire Hopf, B heterokli-
ne Verzweigung, C' priméire Hopf- und D Sattelknoten-Verzweigung. Der
gepunktete Pfeil entspricht dem in Abbildung 6.14 dargestellten Verzwei-
gungsdiagramm.

dem Bereich des stabilen axialsymmetrischen 4-Wirbelzustandes, welcher in Abbildung
6.12 zwischen den Linien ,A“ und ,,jet* lokalisiert ist. Bei Linie C' in Abbildung 6.2 tritt
eine Hopf-Verzweigung auf, die den Einsatz der Jet-Mode représentiert. Die Bildung
eines heteroklinen Orbits bei Linie B und die Existenz eines instabilen Torus im Be-
reich zwischen Linie A und B ist experimentell nicht zu iiberpriifen, da beim Ubergang
von Linie B sich die Struktur der stabilen Fixpunkte in Abbildung 6.13 nicht dndert.
Bei Linie A kommt es in Abbildung 6.13 zu einer inversen Hopf-Verzweigung, was in
der dreidimensionalen Normalform einer inversen Torus-Verzweigung entspricht. Diese
Verzweigung fiihrt dazu, dafl es jenseits der Linie A keinen stabilen Fixpunkt mehr
gibt. Diese Verzweigung entspricht im Stabilitdtsdiagramm des 4-Wirbelzustandes der
Linie B. Da im System lokal kein Fixpunkt mehr existiert, stabilisiert sich das System
auf einem anderen Fixpunkt im Phasenraum. Dieses entspricht im Fall des S; Zustan-
des dem priméren S, Zustand. Abbildung 6.14 zeigt eine schematische Darstellung des
moglichen Verzweigungsdiagramms im Bereich I'y < I' < I's. Dieses Diagramm ent-
spricht dem Pfad entlang dem gestrichelt gezeichneten Pfeil in Abbildung 6.13. Die
auftretenden Verzweigungen am Punkt A, jet und B sind entsprechend der Notation
aus Abbildung 6.12 dargestellt. Bei der Beschreibung einer Verzweigung mittels einer
Normalform mufl man sich im klaren sein, daf} die Parameter, die in der Normalform
auftreten, im allgemeinen nicht direkt mit den physikalischen Parametern des unter-
suchten Systems iibereinstimmen miissen.

Neben den Stabilitdtsaussagen, die sich aus der Normalform ergeben, lassen sich
auch Aussagen iiber dynamisches Verhalten aus der Normalform ableiten, die sich
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Abb. 6.14: Schematische Darstellung eines méglichen Verzweigungsdiagramms des
sekundéren 4-Wirbelzustandes (N=4) bei einer normierten Hohe I'y <
I' < I'y. Die Punkte A und B entsprechen respektive den Punkten auf
den entsprechenden Linien in Abbildung 6.12. Der vordere Index steht fiir
Stabilitéit (+) bzw. Instabilitét (-) in z-Richtung, der hintere entsprechend
fiir die r-Richtung. Der primére 2-Wirbelzustand (N=2) ist ebenfalls dar-
gestellt.

experimentell iiberpriifen lassen. Zunichst ist die Oszillationsfrequenz in niedrigster
Ordnung nicht vom Stabilitdtsverhalten beeinfluit. Insbesondere tritt keine Divergenz
der Oszillationsfrequenz durch Bildung eines homoklinen Orbits auf. Eine experimen-
telle Untersuchung der Wellengeschwindigkeit der Jet-Mode unmittelbar nach ihrem
Einsatz zeigt, dafl diese sich zwar leicht #ndert, aber dieselbe Gréflenordnung fiir al-
le T' besitzt (Abbildung 6.15). Insbesondere kommt es zu keinen qualitativen Ande-
rungen, welche auf andere strukturelle Eigenschaften, wie z.B. die Existenz von ho-
moklinen Orbits, schlielen liele. Insofern ist diese Beobachtung konsistent mit dem
Verhalten der Normalform. Eine zweite dynamische Eigenschaft betrifft den Ubergang
an Linie A in Abbildung 6.13. Die in der Normalform auftretende sekundire inver-
se Hopf-Verzweigung, die dafiir verantwortlich ist, dal der gesamte Zustand instabil
wird, duflert sich durch das Auftreten einer instabilen Modulation des periodischen
Zustandes. Die Modulationsfrequenz ist dabei unabhéngig von der des Grenzzyklus.
Eine solche transiente Modulation konnte an der Stabilitdtsgrenze B in Abbildung
6.12 bei Re = 405 und I" = 2.94 beobachtet werden. Abbildung 6.16 zeigt eine Zeitrei-
he der experimentell auftretenden Modulation des oszillatorischen 4-Wirbelzustandes.
Dabei wurde wegen der unterschiedlichen Zeitskalen die ,,schnelle“ Jet-Mode mit einen
Tiefpal von feutorr = 0.2Hz herausgefiltert. Am Ende der dargestellten Zeitreihe
geht die Strémung vom modulierten oszillatorischen 4-Wirbel- in den stationdren 2-
Wirbelzustand iiber. Die Analyse des Stabilitdtsverhaltens zeigt, dafi sich das Zu-
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Abb. 6.15: Auf die Drehfrequenz des Innenzylinder v; normierte Oszillationsfrequenz
w der Jet-Mode unmittelbar nach ihrem Einsatz aufgetragen iiber die
normierte Hohe T’
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Abb. 6.16: Zeitreihe der langsamen Modulation des instabilen zweifach-periodischen
4-Wirbelzustands bei I' = 2.94 und Re = 405. Der Sprung am Ende der
Zeitreihe markiert den Ubergang in den 2-Wirbelzustand.

sammentreffen von Sattelknoten-Verzweigung der axialsymmetrischen Strémung und
Hopf-Verzweigung der nicht-axialsymmetrischen Strémung im Rahmen der Verzwei-
gungstheorie vollstindig beschreiben 148t. Allerdings sind die physikalischen Ursachen
fiir diese Kopplung noch ungeklirt.

Die Jet-Instabilitit weist eine Reihe von Eigenschaften auf, die generisch im Sinne
der bestehenden Theorie erfafit werden kénnen. Allerdings ist insbesondere die Wech-
selwirkung der Kleinen-Jet-Mode mit der unterliegenden axialsymmetrischen Stromung
nicht verstanden.
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7. ANALYSE DER AXIALSYMMETRISCHEN INSTABILITATEN
DER WELLENFORMIGEN TAYLOR-WIRBELSTROMUNG

Im diesem Kapitel werden Untersuchungen der axialsymmetrischen Instabilititen der
wellenférmigen Taylor-Wirbelstrémung im Bereich I'/N < 0.96 vorgestellt. Hier tritt
die Kleine-Jet-Mode als erste zeitperiodische Instabilitdt in der stationdren Taylor-
Wirbelstromung auf. Die Arbeiten von v.Stamm et al. [142] hatten gezeigt, daf§ in
dieser zeitperiodischen Stromung eine ,,universelle“ Sequenz von Stréomungszustinden
auftritt, die durch axialsymmetrische Instabilitéiten zustande kommt. Sie untersuch-
ten diese Sequenz in Zustdnden mit mehr als zehn Wirbeln und fanden bis zum 50-
Wirbelzustand, der ihre experimentelle Grenze darstellte, die gleiche Abfolge von In-
stabilitédten.

Die experimentellen Untersuchungen dieser axialsymmetrischen Instabilitdten sind
in dieser Arbeit fiir Stromungszustinde mit vier bis zehn Wirbeln durchgefiihrt wor-
den. Dabei standen hier auftretende Wechselwirkungen zwischen den asymmetrischen
Asten im Vordergrund. Diese asymmetrischen Aste treten durch eine symmetriebre-
chende Verzweigung in der zeitabhingigen Stromung auf. Die experimentellen Ergeb-
nisse werden auf Grundlage der Verzweigungstheorie analysiert. Dabei wird neben der
Reynoldszahl Re und der normierten Hohe I'/N auch die Wirbelzahl N als Verzwei-
gungsparameter betrachtet. Letzterer charakterisiert den Einflu der Randbedingungen
auf die axialsymmetrischen Instabilititen.

Ziel dieser Analyse ist die Riickfiihrung der beobachteten Verzweigungen auf grund-
legende Instabilitdten, die zu einer Vielzahl von Verzweigungen im experimentellen
System fiithren kénnen. Auch wenn eine solche Analyse ihrer Natur nach phinome-
nologisch bleiben muf}; ermdoglicht eine Beschreibung auf Grundlage der Prinzipien
der Verzweigungstheorie Aufschlufl iiber die Organisation der wellenférmigen Taylor-
Wirbelstromung. Die Anwendbarkeit der in dieser Arbeit verwendeten Methode zur
Analyse von Instabilitdten, die einer exakten theoretischen Behandlung nicht zugéng-
lich sind, leitet sich zum einen aus der Allgemeingiiltigkeit der Verzweigungstheorie
fiir nichtlineare Systeme und zum anderen aus der Vielzahl exakter Anwendungen im
Bereich des Taylor-Couette-Systems ab [60, 63, 66, 122, 117].

Die in diesem und im néchsten Kapitel benutzte Terminologie zur Beschreibung der
Verzweigungen bezieht sich ausschlielich auf die axialsymmetrischen (m = 0) Insta-
bilitdten der wellenférmigen Taylor-Wirbelstrémung. Dieses dient der Vereinfachung
und ist gerechtfertigt, da weder von Gertds et.al [116], v.Stamm et al. [142] noch in
dieser Arbeit eine direkte Wechselwirkung der ,schnellen“ (m = 1) Oszillation der
Kleinen-Jet-Mode mit der axialsymmetrischen (m = 0) Struktur beobachtet werden
konnte. Lediglich auf der ,langsamen“ Zeitskala der VLF-Mode wurden Variationen
in der Phase der Kleinen-Jet-Mode beobachtet [116, 142, 117]. Welche Bedeutung die-
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Abb. 7.1: (a): Amplitude der VLF Oszillation aufgetragen gegen die Reynoldszahl
Re fiir T/N = 0.913 und N = 12. Die Abweichung vom Wurzelgesetz
bei héheren Reynoldszahlen ist durch das Auftreten einer Modulation zu
erkliren. (b): Zeitreihe einer VLF-Oszillation beim Einsetzen iiber Hopf-
Verzweigung, aufgenommen bei Re = 804.4 und I'/N = 0.913 im 12-
Wirbelzustand.

se Kopplung fiir die Entstehung der axialsymmetrischen Instabilitdten hat, ist aber
zur Zeit noch nicht vollstindig geklart [116]. In dieser Arbeit werden lediglich die dy-
namischen Eigenschaften der axialsymmetrischen Instabilitéit untersucht, so dafl die
Kleine-Jet-Mode als ,, Trigerfrequenz® betrachtet wird, die dynamisch nicht direkt an
die ,langsame” axialsymmetrische Dynamik koppelt. Sie ist daher in allen Zeitreihen
der VLF-Mode in diesem und im folgenden Kapitel mittels eines Tiefpasses herausge-
filtert worden. Ein bei den Untersuchungen der VLF-Mode als stationédr bezeichneter
Fixpunkt ist also stationér im Sinne einer axialsymmetrischen Dynamik. Die Stromung
selbst ist aber zeitabhingig aufgrund der nicht-axialsymmetrischen Kleinen-Jet-Mode.
Alle Zeitreihen der VLF-Mode sind in der Zylindermitte (L/2) in einem Abstand von
3mm vom Innenzylinder gemessen worden. Dabei wurde die axiale Komponente der
Stromungsgeschwindigkeit v, gew#hlt, da diese in einem stationdren symmetrischen
Zustand verschwindet (vgl. [116, 142, 117]).

7.1 Klassifikation der oszillatorischen Instabilitidten

FEinsatz der VLF-Mode iiber eine Hopt-Verzweigung

Experimentelle Untersuchungen im 4-, 8-, 10- und 12-Wirbelzustand haben gezeigt,
da8 es neben der von Gerdts et al. [116] gefundenen VLF-Mode, die iiber eine ho-
mokline Verzweigung einsetzt, im Bereich I'/N < 0.96 noch einen zweiten Typ von
VLF-Mode gibt. Diese VLF-Mode setzt iiber eine Hopf-Verzweigung ein. Abbildung
7.1 (links) zeigt eine Zeitreihe dieses zweiten Typs. Die Zeitreihe wurde in einem 12-
Wirbelzustand bei I'/N = 0.913 und Re = 804.4 aufgenommen. Die Amplituden der
stationdren Oszillationen bei dieser Zylinderhshe sind in Abbildung 7.1 (rechts) dar-
gestellt. Man erkennt deutlich das wurzelférmige Ansteigen der Amplituden vom kri-
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tischen Punkt. Im Experiment findet man, dafl die Oszillationsfrequenz dieser Mode
beim Einsatz einen endlichen Wert besitzt. Daher 148t sich auf einen Einsatz der Os-
zillation iiber eine Hopf-Verzweigung schlieflen. Die Abweichung vom Wurzelgesetz bei
hoheren Reynoldszahlen ist auf das Auftreten einer Modulation zuriickzufiihren. Die
Frequenz dieser zweiten VLF-Mode liegt typischerweise um eine Gréfenordnung héher
als die der VLF-Mode, welche iiber eine homokline Verzweigung einsetzt. Die azimu-
tale Wellenzahl ist aber ebenfalls m = 0, was durch Messungen mittels zweier LDA
an verschiedenen azimutalen Positionen nachgewiesen werden konnte. Diese Messun-
gen wurden ebenfalls im 4-, 8-, 10- und 12-Wirbelzustand durchgefiihrt. Die Analyse
der unterliegenden zeitperiodischen Stromung im Bereich dieser VLF-Mode ergab keine
Unterschiede zu der beim anderen Typ der VLF-Mode. In beiden Fillen ist lediglich die
Kleine-Jet-Mode priisent. Somit ist diese Oszillation nicht auf eine Anderung in der un-
terliegenden Strémung zuriickzufiihren, sondern stellt eine andere Art von Instabilitét
der wellenformigen Taylor-Wirbelstromung dar. Dieser Typ wird zur Vereinfachung im
folgenden aufgrund seines Einsatzes als V L Fiy,,r-Mode bezeichnet, wéhrend der ande-
re Typ entsprechend V LF},mokiin-Mode genannt wird. Fiir den 12-Wirbelzustand liegt
der Bereich, in dem die V LFgqyr-Mode als erste zeitperiodische axialsymmetrische
Mode in der wellenférmigen Taylor-Wirbelstromung auftritt, bei I'/N > 0.913. Fiir
['/N < 0.907 tritt die V LFyomoriin-Mode als erste Instabilitéit auf. Ein gemeinsamer
Instabilitdtspunkt konnte nicht identifiziert werden, da fiir 0.913 > I'/N > 0.907 die
asymmetrische wellenféormige Wirbelstromung bei Erhchung der Reynoldszahl direkt
in einen anderen Stromungszustand iibergeht, ohne daf} eine zeitperiodische axialsym-
metrische Instabilitéit auftritt.

Einsatz der VLF-Mode iiber eine homokline Verzweigung

Der Typ der homoklinen Verzweigung, iiber die die V LF}ymoriin-Mode einsetzt, wurde
von v.Stamm et al. [142] experimentell charakterisiert. Sie fanden, dal die V'L F},omokiin-
Mode mit endlicher Amplitude aber sehr grofier Periode, die bis zu einigen Stunden
gehen kann, einsetzt. Die Periode skaliert dabei mit 7 = 7yln(¢). Zudem fanden sie
keine Hysterese beim Einsatz. Sie klassifizierten den Typ der auftretenden Verzweigung
wegen des Skalierungsgesetzes als eine Andronov-Leontovich Verzweigung.

Eine genauere Betrachtung zeigt indes, dafl dieser Verzweigungstyp nur unter sehr
speziellen Annahmen eine derartige Situation beschreibt. Bei einer homoklinen Ver-
zweigung, die durch das Verschmelzen eines hyperbolischen Sattelpunktes mit einem
periodischen Orbit zustande kommt, fiihrt das Aufbrechen des Orbits dazu, dafl kein
stabiler Attraktor in der Umgebung dieses homoklinen Orbits existiert. Da aber ex-
perimentell ein asymmetrischer stabiler Fixpunkt beobachtet wird, miifite ein weiterer
stabiler Fixpunkt existieren, der nicht in die homokline Verzweigung involviert ist.
Da aber keine Hysterese beobachtet wurde, muflte dieser zweite Fixpunkt gleichzeitig
mit der homoklinen Verzweigung entstehen oder verschwinden, was im einfachsten Fall
iiber eine Sattelknoten-Verzweigung mit einem weiteren Fixpunkt geschehen konnte.
Da es zwischen diesen Verzweigungen keine Kopplung gibt, erscheint ein solches Ver-
halten, das in einem physikalischen Systems in einem groflen Bereich der Reynoldszahl
Re und normierten Hohe I' auftritt, hochst unwahrscheinlich. Viel naheliegender ist
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Abb. 7.2: Drei Zeitreihen (a) und rekonstruierte Attraktoren (b) der periodischen
V' L Fpomokiin-Mode unmittelbar an den Grenzen zum Bereich der V LFyops
Mode. Die Messungen wurden in einem 12-Wirbelzustand bei I'/N = 0.9
und Re = 660 (1) und bei I'/N = 0.907 und Re = 784 (2) und Re = 817
(3) durchgefiihrt. Der Attraktor (2b) ist rauschreduziert im Phasenraum
[186].
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Abb. 7.3: Schematisches Verzweigungsdiagramm der Abspaltung eines Torus von ei-
nem Fixpunkt tiber eine inverse Hopf-Verzweigung: a) stabiler asymmetri-
scher Fixpunkt, b) Verzweigungspunkt, c) instabiler asymmetrischer Fix-
punkt und stabiler Torus

die Annahme, dafl der periodische Orbit sich direkt iiber eine homokline Verzwei-
gung vom stabilen Fixpunkt abldst. In diesem Fall wiirde keine Hysterese auftreten,
wie es im Experiment beobachtet wird. Allerdings stellt im planaren Fall das Auftre-
ten der Sattelknoten-Verzweigung bei gleichzeitiger Bildung eines homoklinen Orbits
ebenfalls keine hinreichende Beschreibung der experimentellen Befunde dar. Eine sol-
che SNIPER-Verzweigung besitzt das Skalierungsgesetz 7 = 7oe =2 (vgl.Kapitel 5). Der
Verzweigungstyp der zum Auftreten der V L F,omoriin-Mode fiihrt, 148t sich somit nicht
durch eine planare homokline Verzweigung adiquat beschreiben.

Eine hinreichende Beschreibung mufl sowohl das Skalierungsverhalten als auch das
Fehlen einer Hysterese beinhalten. Die Tatsache, dafi die Periode der V LF},o0k1in-Mode
mit 7 = 7oln(e) skaliert, bedeutet, dafi der periodische Orbit der V LF}mokiin-Mode in
die Nihe eines Sattelpunktes kommen muf. Die logarithmische Skalierung in der Nihe
der homoklinen Verzweigung ist Ausdruck der linearen Dynamik des Sattelpunkts. Da,
wie oben gesehen, das beschreibende System nicht zweidimensional sein kann, ist es
naheliegend, von einem dreidimensionalen System auszugehen. Ein stabiler Fixpunkt,
wie zum Beispiel ein asymmetrischer Ast, besitzt dann drei stabile Mannigfaltigkeiten.
Da der Fixpunkt bei der homoklinen Verzweigung nicht verschwindet, sondern von
einem stabilen Fixpunkt in einen Sattelpunkt {ibergeht, tritt eine lokale Verzweigung
auf. Aufgrund der Sattelpunktseigenschaft mufl noch eine stabile Richtung vorhanden
sein, so daf} diese lokale Verzweigung planar ist. Daher kann es sich nur um eine inverse
Hopf- oder eine inverse Gabelverzweigung handeln. Letztere ist aber sehr unwahrschein-
lich, da keine zusétzliche Symmetrie im System vorhanden ist, die das Auftreten einer
weiteren Gabelverzweigung nach der ersten Symmetriebrechung rechtfertigt.

Abbildung 7.2 zeigt drei typische Zeitreihen der periodischen V LF},mokiin-Mode.
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Die Zeitreihen (2) und (3) wurden in einem 12-Wirbelzustand bei I'/N = 0.907 aufge-
nommen. Man erkennt deutlich, daf§ die Attraktoren die Struktur eines Torus besitzen.
Das liegt daran, dafl diese Zusténde in unmittelbarer Nahe zur oszillatorischen Insta-
bilitdt der V LFy,,r-Mode bei I'/N = 0.913 auftreten. Da die Stromung in diesem
Bereich lokal instabil gegen die oszillatorische V LFp,,-Mode wird, kann man folgern,
dafl auch die V' LF},,moriin-Mode die Folge einer lokalen Instabilitit gegeniiber der oszil-
latorischen Mode ist. Ob in der Stromung eine Hopf-Verzweigung, wie bei der V L Fi,p ¢-
Mode, oder eine homokline Verzweigung, wie bei der V LF}pmoriin-Mode, auftritt, ist
durch die nichtlinearen Wechselwirkungen bestimmt.

Bei der V L Fomoriin-Mode kommt es nun nicht zu einer Stabilisierung eines periodi-
schen Orbits, sondern die Trajektorie entfernt sich iiber die instabile Mannigfaltigkeit
des Fixpunkts und wird {iber die verbleibende stabile wieder in die Umgebung der Fix-
punkts reinjiziert. Auf diese Weise bildet sich ein homokliner Orbit. Die lokale Insta-
bilitdt des Fixpunkts 188t sich aus obigen Betrachtungen als inverse Hopf-Verzweigung
verstehen. Daher bildet sich ein homokliner Orbit vom Shil’nikov-Typ am Instabilitéits-
punkt der inversen Hopf-Verzweigung. Eine solche Verzweigung 148t sich im Rahmen
einer Kopplung von stationdrer und Hopf-Verzweigung verstehen, wie sie auch im Ex-
periment auftritt. Krauskopf und Rousseau [167] haben diese Verzweigung im Rahmen
einer Kodimension-3-Entfaltung von planaren Vektorfeldern gefunden. Abbildung 7.3
zeigt schematisch die mogliche Verzweigung beim Einsatz der V LFjmokiin-Mode. Die
oberen Graphiken von Abbildung 7.3 zeigen die iibliche planare Darstellung der radia-
len (r) und der axialen Komponente (z), die auch bei der Entfaltung von gekoppelten
oszillatorischen und stationdren Instabilititen benutzt wird [26, 31]. Die azimutale
Komponente der Hopf-Verzweigung ist weggelassen worden. Die Darstellungen unter-
halb der planaren Vektorfelder zeigt schematisch den dreidimensionalen Phasenraum.
In Abbildung 7.3 (A) existieren ein stabiler Fixpunkt auf der z-Achse und zwei insta-
bile periodische Orbits. Bei (B) tritt eine inverse Hopf-Verzweigung auf und es bildet
sich ein homokliner Orbit vom Shil’nikov-Typ. Bei (C) hat sich ein periodischer Orbit
vom Sattelpunkt abgespalten. In der Normalformbeschreibung existieren ein instabiler
Fixpunkt und ein stabiler Torus. Es handelt sich beim Einsatz der V LE},mokiin-Mode
eigentlich um die Abspaltung eines Torus von einem stabilen Fixpunkt iiber eine inverse
Hopf-Verzweigung.

Die Skalierungseigenschaften ergeben sich bei der beschriebenen Verzweigung aus
der Analyse von Glendinnig und Sparrow [161], da es sich um einen homoklinen Or-
bit vom Shil’nikov-Typ handelt. Der Unterschied zu einer ,einfachen* Shil’nikov-Ver-
zweigung liegt im iiberkritischen Bereich. Wahrend im ,einfachen® Fall der homokline
Orbit aufbricht, bildet sich bei der V LF} moriin-Mode ein stabiler Fixpunkt iiber eine
inverse Hopf-Verzweigung.

Die bisherigen Analysen der Verzweigungsstruktur der axialsymmetrischen Insta-
bilititen der wellenférmigen Taylor-Wirbelstromung zeigen, dafl sich die stationdren
und zeitperiodischen Instabilititen der Zustinde mit zwolf und mehr Wirbeln konsi-
stent durch die Wechselwirkung einer symmetriebrechenden und einer zeitperiodischen
Mode beschreiben lassen. Im folgenden werden die stationédren und zeitperiodischen
Verzweigungen in Zustdnden mit zehn und weniger Wirbeln analysiert.
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Abb. 7.4: Periode der verschiedenen VLF-Oszillationen bei I'/N = 0.8, aufgenommen
im 10-Wirbelzustand. Der kontinuierliche Ast ist nur im Koexistenzbereich
dargestellt.

7.2 Stabilitatsverhalten des 10-Wirbelzustandes

Bei der Untersuchung des Einsatzes der V LF}omokiin-Mode hatten v.Stamm et al. [142]
festgestellt, dafl diese auch im 10-Wirbelzustand iiber eine homokline Verzweigung ein-
setzt. Sie hatten dabei Messungen bei I'/N = 0.8 und I'/N = 0.84 durchgefiihrt. Mes-
sungen, die im Rahmen dieser Arbeit durchgefiihrt wurden, haben ergeben, dafl diese
Mode in einem Bereich von 0.8 < I'/N < 0.88 auftritt. Kleinere Zylinderh6hen wurden
nicht untersucht. Fiir I'/N > 0.888 konnte der Einsatz der V LFy,,s-Mode als erste axi-
alsymmetrische zeitperiodische Instabilitit der wellenformigen Taylor-Wirbelstromung
beobachtet werden. Diese Untersuchungen ergaben, daf sich der Einsatz der VLF-Mode
im 10-Wirbelzustand qualitativ genauso verhéilt wie im 12-Wirbelzustand.

In den Untersuchungen von v.Stamm et al. [142] zeigte sich indes, da} die beiden
asymmetrischen zeitperiodischen Zustéinde bei I'/N = 0.8 bei Erhthung der Reynolds-
zahl in einen symmetrischen oszillatorischen Zustand iibergehen. In Zustédnden mit
mehr als zehn Wirbeln konnte ein solches Phénomen weder von v.Stamm et al.[142]
noch in den Untersuchungen dieser Arbeit beobachtet werden. Daher stellt der 10-
Wirbelzustand eine Grenze dar, an der es zu Wechselwirkungen zwischen stationiren
und oszillatorischen Moden kommt. Der Typ dieser Verzweigung, der zum Auftreten
einer symmetrischen Oszillation fithrt, wurde von v.Stamm et al.[142] nicht untersucht.

Um die Wechselwirkungen zwischen den asymmetrischen Asten zu analysieren, wur-
de in dieser Arbeit eine genaue Analyse der Verzweigungstypen durchgefiihrt. Ab-
bildung 7.4 zeigt die Frequenzen der im Ubergangsbereich von asymmetrischer und
symmetrischer Stromung auftretenden periodischen Zustinde. Dabei bezeichnet V LF4
den asymmetrischen V LF},,noriin- Zustand, der sich bei quasistatischer Erh6hung der
Reynoldszahl von der stationdren Taylor-Wirbelstromung aus ergibt. V' LF4, bezeichnet
den zu V LF, spiegelsymmetrischen Zustand. Dieser ist aufgrund unvermeidlicher ex-
perimenteller Ungenauigkeiten entkoppelt. Der symmetrische periodische Zustand wird
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Abb. 7.5: Schematisches Verzweigungsdiagramm des 10-Wirbelzustandes bei I'/N =
0.8 im symmetrischen Fall: (a) Symmetriebrechung, (b) Einsatz der VLF-
Mode iiber inverse Hopf-Verzweigung des asymmetrischen Fixpunkts, (c)
symmetrische homokline Verzweigung

mit V LFs bezeichnet. Man erkennt, dafl der priméire asymmetrische Zustand V LF4
eine signifikante Zunahme der Oszillationsfrequenz bis Re = 404.9 erfihrt. Eine weite-
re Erhohung der Reynoldszahl fiihrt zum Ubergang in der V LFg-Zustand. Bei V LF,
ist nur der Anstieg im relevanten Reynoldszahlbereich dargestellt. Der V' L Fs-Zustand
erhoht bei Erniedrigung bis Re = 399.9 seine Oszillationsfrequenz und geht bei wei-
terer Erniedrigung wieder in den asymmetrischen V LF4-Zustand iiber. Es ergibt sich
daher ein Koexistenzbereich von ARe = 5, was experimentell als signifikant angesehen
werden muf}. Die entkoppelte V' LFy, geht schon bei Re = 381 in den priméren V LF-
Zustand iiber. Dabei kommt es auch zu einer Erhohung der Oszillationsfrequenz. Zu
sehen ist zusitzlich die Anndherung der V LF4,-Mode an die untere Stabilitdtsgrenze,
was zu einer deutlichen Erh6hung der Oszillationsfrequenz fiihrt.

Sowohl das Stabilitdtsverhalten als auch das Verhalten der Oszillationsfrequenzen
der VLF-Moden entspricht qualitativ dem, was Glendinning und Mullin [158] bei einer
symmetrischen homoklinen Verzweigung gefunden haben, die einer Stoérung ausgesetzt
ist. Charakteristisch fiir diese Verzweigung ist die Bildung eines Koexistenzbereichs
von asymmetrischem und symmetrischem periodischen Orbit. Daher 148t sich aus den
Beobachtungen der VLF-Moden im 10-Wirbelzustand schlielen, dafi die asymmetri-
schen periodischen Orbits der V LF}ymokiin-Moden iiber eine homokline Verzweigung
mit dem instabilen Fixpunkt zu einem symmetrischen periodischen Orbit verschmel-
zen. Diese sogenannte ,,Gluing“-Verzweigung ist durch experimentelle Stérungen aller-
dings entkoppelt. Ein schematisches Verzweigungsdiagramm des 10-Wirbelzustandes
bei I'/N = 0.8 ist in Abbildung 7.5 zu sehen.

Zeitreihen der drei unterschiedlichen oszillatorischen Zustidnde sind in Abbildung
7.6 zu sehen. Dabei sind jeweils die Zeitreihen dargestellt, die unmittelbar an den
Verzweigungspunkten auftreten. Untersuchungen haben gezeigt, dafl bei gréeren nor-
mierten Hohen die Stromung zeitlich chaotisch wird, bevor es zu einem Verschmelzen
der asymmetrischen Aste kommt. Dieses wird in Kapitel 8.1 dargestellt.
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Abb. 7.6: Zeitreihen der periodischen VLF-Oszillationen bei I'/N = 0.8 aufgenom-
men im 10-Wirbelzustand. Oben links: V LF,-Mode-Oszillation bei Re =
404.9, oben rechts: Symmetrische V LFg-Mode-Oszillation bei Re = 399.9,
unten: V LF,,-Mode-Oszillation bei Re = 381.0.

7.3 Verzweigungsstruktur des 8-Wirbelzustandes

Die experimentelle Untersuchung der axialsymmetrischen Instabilitdten des zeitabhéngi-
gen 8-Wirbelzustandes offenbart eine deutlich komplexere Verzweigungsstruktur als die,
die in Strémungszustdnden mit zehn und mehr Wirbeln beobachtet wird. Bei der Un-
tersuchung des 10-Wirbelzustandes konnte zwar eine Verschmelzung von periodischen
Orbits, die auf den beiden asymmetrischen Asten auftritt, zu einem symmetrischen
beobachtet werden, aber der Einsatz dieser oszillatorischen Moden ist von der Wech-
selwirkung der asymmetrischen Aste nicht beeinflufit.

Im 8-Wirbelzustand findet man Wechselwirkungen zwischen den beiden verschiede-
nen Typen der VLF-Mode und der Symmetriebrechung. Im folgenden werden die drei
qualitativ unterschiedlichen Verzweigungsdiagramme dargestellt, die in Abhéngigkeit
von der normierten Hohe I'/N beobachtet werden konnten.

7.3.1 Stabilitédtsverhalten bei I'/N = 0.77

Zunichst wurde das Verhalten der Symmetriebrechung und der V LF},moriin-Mode in
einem Bereich untersucht, in dem die V LFy,,;-Mode nicht auftritt. Als Abfolge von
Zusténden ergibt sich bei der normierten Héhe I'/N = 0.77 nach Einsatz der Kleinen-
Jet-Mode ein , kontinuierlicher® Ubergang von dem symmetrischen Zustand in einen
asymmetrischen. Dieser asymmetrische Zustand wird bei Re = 383.5 iiber eine ho-
mokline Verzweigung instabil. Dabei tritt eine axialsymmetrische V LF-Mode auf. Im
Gegensatz zum 10-Wirbelzustand verbindet diese Oszillation schon beim Einsatz bei-
de asymmetrischen Bereiche. Da es sich somit um einen symmetrischen periodischen
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Abb. 7.7: Unterschiedliches oszillatorisches Verhalten des 8-Wirbelzustandes bei
I'/N = 0.77, aufgenommen fiir verschiedene Reynoldszahlen (von links
oben nach unten: Re = 383.5, Re = 385.3, Re = 386.3, Re = 3904,
Re = 391.1)

Zustand handelt, wird diese Mode auch als V' LFg;-Mode bezeichnet. Zeitreihen dieser
V LFgs; sind in Abbildung 7.7 (links und rechts oben und unten links) dargestellt. Die
Zeitreihe in Abbildung 7.7 (oben links) ist unmittelbar nach dem Einsatz der Mode
bei Re = 383.5 aufgenommen worden. Man erkennt eine leichte Irregularitit in den
Absténden der Oszillation. Eine sehr geringe Erh6hung der Reynoldszahl fiihrt indes
schon zu einem exakt periodischen Verhalten der Oszillation, so da} von einem dy-
namischen Ursprung dieser Irregularitit nicht auszugehen ist. Zudem wird ein solches
Verhalten hiufig in der unmittelbaren Nihe eines homoklinen Orbits in experimentel-
len Systemen beobachtet [123]. Die asymmetrische Form der Oszillation ist auf eine
experimentelle Asymmetrie zuriickzufiihren, die auch fiir die Entkopplung der sym-
metriebrechenden Verzweigung verantwortlich ist. Die Zeitreihe, die in Abbildung 7.7
(oben rechts) zu sehen ist, ist bei Re = 385.3 aufgenommen worden und zeigt eine
typische V LFg-Mode-Oszillation. Eine leichte Erhéhung der Reynoldszahl fiihrt er-
neut zu einem deutlichen Anstieg der Periode und schliefilich zu einer Restabilisierung
eines asymmetrischen Fixpunkts bei Re = 386.4 iiber eine riickwértsgerichtete homo-
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Abb. 7.8: Verzweigungsdiagramm der axialsymmetrischen Moden in zeitperiodische
8-Wirbelzustand aufgenommen bei I'/N = 0.793.

kline Verzweigung. Abbildung 7.7 (links unten) zeigt eine V LFs;-Mode Oszillation bei
Re = 386.3. Die Periode der V LFs;-Mode liegt in diesem Bereich bei ca. zwei Stun-
den, so dafl die VLFs;-Mode um vier Gréflenordnungen langsamer oszilliert als die
unterliegende Kleine-Jet-Mode, deren Frequenz im Bereich von 2H z liegt. Ein Skalie-
rungsverhalten der beiden homoklinen Verzweigungen konnte nicht sinnvoll bestimmt
werden, da die oszillatorischen Zusténde nur in einem sehr kleinen Reynoldszahlbereich
stabil sind und jeweils beide Verzweigungen die Oszillationsfrequenz beeinflussen.

Der restabilisierte asymmetrische Fixpunkt, der bei Re = 386.4 auftritt, liegt auf
der dem primiren Fixpunkt entgegengesetzten Seite des symmetrischen Fixpunktes.
Der primére Fixpunkt geht kontinuierlich aus dem symmetrischen hervor. Es muf} fest-
gehalten werden, dafl unterhalb von Re = 386.4 kein asymmetrischer Fixpunkt, der
entgegengesetzt zum priméren liegt, gefunden werden konnte. Eine weitere Erh6hung
der Reynoldszahl vom zweiten asymmetrischen Fixpunkt ausgehend fiihrt erneut zum
Einsatz einer symmetrischen VLF-Mode Oszillation. Diese setzt wiederum iiber eine
homokline Verzweigung bei Re = 391.1 ein und wird als V LFso-Mode bezeichnet. Ab-
bildung 7.7 (unten, rechts) zeigt eine Zeitreihe dieser V LFsy bei Re = 391.1. Eine wei-
tere Erh6hung dndert das Stromungsverhalten qualitativ nicht, nur eine Erhéhung der
Oszillationsfrequenz ist festzustellen. Der doppelt-periodische Zustand aus Kleiner-Jet-
Mode und V LFg,-Mode restabilisiert sich bei hoherer Reynoldszahl in einem symme-
trischen Zustand der Groflen-Jet-Mode bei Re = 402.0. Ein Vergleich der homoklinen
Verzweigungen zeigt, dafl die Verzweigungen in Vorwértsrichtung, die zum Auftreten
einer Ostzillation bei Erh6hung der Reynoldszahl fithren, sich anders verhalten, als die
riickwértsgerichteten, die eine Restabilisierung eines asymmetrischen Fixpunkts verur-
sachen. Wihrend die vorwirtsgerichteten zwar eine signifikante Erhéhung der Oszilla-
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Abb. 7.9: Vier Typen von oszillatorischem Verhalten des 8-Wirbelzustandes bei
['/N = 0.793 (von links oben nach rechts unten: Re = 420.8, Re = 428.2,
Re = 429.8 und Re = 437.6). Die asymmetrischen Zustédnde sind oszillato-
rische, die symmetrischen doppelt-oszillatorische (gleicher Mafistab).

tionsfrequenz mit sich bringen, so daf§ man im Rahmen der Mefigenauigkeit von einer
homoklinen Verzweigung sprechen kann, ist im Vergleich mit der riickwértsgerichte-
ten der Absolutwert der Frequenz deutlich kleiner. Zudem konnte bei den riickwérts-
gerichteten Verzweigungen keine Hysterese gefunden werden, wihrend man bei den
vorwirtsgerichteten einen sehr kleinen Koexistenzbereich von ARe = 0.3 von stati-
ondrem und zeitperiodischem Verhalten findet. Ob diese Beobachtung experimentell
oder dynamisch bedingt ist, 148t sich nicht kldren. Allerdings zeigen diese Beobachtun-
gen, dafl es zwei Typen von homoklinen Verzweigungen in der Strémung gibt, die auf
unterschiedliche Entstehungsmechanismen hindeuten.

7.3.2 Stabilitédtsverhalten bei I'/N = 0.793

Bei einer leichten Vergréflerung der Zylinderhdhe dndert sich das Verzweigungsdia-
gramm der axialsymmetrischen Instabilitdten der wellenférmigen Taylor-Wirbelstro-
mung. Abbildung 7.8 zeigt eine Aufnahme eines Verzweigungsdiagramms bei I'/N =
0.793. Dabei wurde, wie bei allen Zeitreihen der axialsymmetrischen VLF-Mode Os-
zillationen, die ,,schnelle“ Kleine-Jet-Mode mittels Tiefpafl herausgefiltert. Dieses Dia-
gramm erhilt man experimentell durch Messung der Stromungsgeschwindigkeit in der
Zylindermitte bei quasi-statischer Erhohung der Reynoldszahl mit ARe/At = 2 x
1073s7!. Man erkennt, daf} die Strémung in der gleichen Weise wie bei I'/N = 0.77 kon-
tinuierlich asymmetrisch wird, es dann aber zum Einsatz der oszillatorischen V L Fp ¢-
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Mode auf dem asymmetrischen Ast kommt. Eine Zeitreihe dieses Zustandes ist in Ab-
bildung 7.9 (oben links) zu sehen. Dieser Zustand wurde bei Re = 420.8 aufgenommen.
Das Verzweigungsdiagramm in Abbildung 7.8 zeigt, dafl die Abfolge der Zustdnde doch
ansonsten qualitativ gleich zu der bei I'/N = 0.77 ist. Allerdings gehen bei I'/N = 0.793
nicht mehr stationdre asymmetrische Zustidnde in periodische symmetrische Oszillatio-
nen iiber, sondern periodische asymmetrische Zustinde in doppelt-periodische sym-
metrische Oszillationen. Es handelt sich daher um homokline Verzweigungen zwischen
periodischen Orbits. Der zuerst auftretende symmetrische doppelt-periodische Zustand
wird als V LFs;, und der zweite entsprechend als V' LFss, bezeichnet. Abbildung 7.9
zeigt die vier verschiedenen oszillatorischen Zustéinde bei I'/N = 0.793 deren Abfolge
entsprechend wie bei I'/N = 0.77 bei Erh6hung der Reynoldszahl von einem asymme-
trischen in den oszillatorischen Zustand V LFs;, (Abbildung 7.9 oben, rechts) iibergeht,
um sich dann wiederum im einem anderen asymmetrischen Zustand zu restabilisieren.
Dieser geht dann in den symmetrischen oszillatorischen Zustand V' LFgs, iiber (Abbil-
dung 7.9 unten, rechts). Im zweiten asymmetrischen Bereich tritt eine Schwebung bei
der VLFyopr-Mode auf.

7.3.3 Stabilitéitsverhalten bei I'/N = 0.82

Eine weitere Vergroerung der normierten Héhe I'/N fithrt nochmals zu einer qualita-
tiven Anderung des Stabilitiitsverhaltens der wellenférmigen Taylor-Wirbelstrémung.
Abbildung 7.10 zeigt fiinf verschiedene Zeitreihen, die das Stabilitdtsverhalten bei
I'/N = 0.82 charakterisieren. Zunéchst fillt auf, da8 die oszillatorische V LFy,,f schon
im symmetrischen Zustand auftritt. Der Wechsel zwischen symmetriebrechender Ver-
zweigung und Hopf-Verzweigung vollzieht sich im Bereich von 0.8 < I'/N < 0.82. Eine
genauere Bestimmung ist nicht moglich, da es sich wegen der Storung bei der Symme-
triebrechung nicht um einen kritischen Punkt handelt, sondern um einen kontinuierli-
chen Prozef8. Nach Einsatz der V LFp,,;-Mode wird die Strémung asymmetrisch, und
es setzt wieder eine Schwebung ein. Anders als in Zusténden im Bereich I'/N < 0.82
geht dieser asymmetrische Zustand nicht iiber eine homokline Verzweigung in einen
symmetrischen oszillatorischen Zustand iiber, sondern verzweigt direkt in den entkop-
pelten asymmetrischen Zustand.

Dieser ist ebenfalls periodisch, wobei hier eine Modulation auftritt. Bei I'/N =
0.82 findet man eine kleine Hysterese zwischen den beiden asymmetrischen Asten.
Der bei kleineren Zylinderhéhen auftretende oszillatorische Zwischenbereich V' LFg; ist
verschwunden. Eine weitere Erhohung der Reynoldszahl fiihrt dann allerdings, wie bei
kleineren Zylinderh6hen, zum Einsatz einer symmetrischen Oszillation. Dabei weist
diese Ostzillation schon deutliche zeitliche Irregularitéiten auf. Dieses Verhalten wird in
Kapitel 8.1.2 untersucht.

Eine weitere Vergroflerung der Zylinderhohe fiihrt zu einer Verschiebung der Sym-
metriebrechung zu héheren Reynoldszahlen. Auch bei I'/N = 0.84 wird die periodische
V LFpqp-Mode nach Einsatz einer Modulation bei héheren Reynoldszahlen auf dem
symmetrischen Ast chaotisch. Diese Zustidnde wurden daher in dieser Arbeit nicht
weitergehend untersucht, da hier die Wechselwirkung von Symmetriebrechung und os-
zillatorischem Verhalten im Vordergrund steht.
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Abb. 7.10: Fiinf verschiedene Typen oszillatorischen Verhaltens des §-
Wirbelzustandes aufgenommen bei I'/N = 0.82 (von links oben nach
unten: Re = 451.6, Re = 462.0, Re = 487.6, Re = 486.7, Re = 511.5).
Die Linie bei Null zeigt in den Zeitreihen den symmetrischen Zustand an.
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Abb. 7.11: Diagramm der axialsymmetrischen Instabilititen des wellenférmigen 8-
Wirbelzustandes. Die beiden durchgezogenen Linien markieren die homo-
klinen Verzweigungen des V LFg - beziehungsweise V LFs1.- Zustandes.
Der Kreuzungspunkt dieser Linien kennzeichnet das Verschwinden dieses
Bereichs und das Auftreten von Hysterese.

7.3.4 Stabilitdtsdiagramm der axialsymmetrischen Moden

Abbildung 7.11 zeigt eine Zusammenfassung iiber das Stabilitdtsverhalten der axial-
symmetrischen Instabilitdten im Bereich der wellenférmigen Taylor-Wirbelstrémung
des 8-Wirbelzustandes. Der Einsatz der Symmetriebrechung ist nicht mit eingezeich-
net, da, wie oben erliutert, die Instabilitdt durch Stérungen im Experiment zerstort
wird. Bei kleinem Entkopplungsgrad gibt man iiblicherweise den kritischen Punkt der
Sattelknoten-Verzweigung der entkoppelten Losung an, dessen Bestimmung hier da-
durch verhindert wird, dafl Wechselwirkungen zwischen symmetriebrechendem und os-
zillatorischem Verhalten auftreten. Innerhalb der durchgezogenen Linien befindet sich
der symmetrische oszillatorische Zwischenbereich V' LFg; beziehungsweise V LFg;,, der
die beiden asymmetrischen Zustédnde trennt. Die Linien geben daher gleichzeitig die
unteren und die oberen Verzweigungen der stationiren asymmetrischen Zustinde an.
Der Kreuzungspunkt der Linien markiert das Verschwinden des oszillatorischen Be-
reichs und den Beginn einer Hysterese zwischen beiden asymmetrischen Zustdnden zu
grofleren Zylinderhshen, wie sie bei I'/N = 0.82 auftritt. Der Kreuzungspunkt wurde
nicht explizit bestimmt. Ferner zeigt Abbildung 7.11, die Einsatzlinie der V LFiy,p¢-
Mode und des V LFs9- beziehungsweise des V LFsq,-Zustandes. Die Restabilisierung
des symmetrischen Zustandes der Groflen-Jet-Mode ist ebenfalls eingezeichnet. Man
erkennt, daf8 der Einsatz der V LFy,,;-Mode das Verhalten der asymmetrischen Aste
und den Einsatz der homoklinen Verzweigungen qualitativ nicht beeinflufit.
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Abb. 7.12: Schematische Darstellung des Phasenraums in der Umgebung des Ein-
satzes der V LFyomoriin-Mode. (A) Bildung eines homoklinen Orbits iiber
inverse Hopf-Verzweigung, (B) Bildung eines heteroklinen Orbits iiber
inverse Hopf-Verzweigung, (C) Bildung eines heteroklinen Orbits iiber
Sattelknoten-Verzweigung von periodischen Orbits

7.3.5 Verzweigungsanalyse des 8-Wirbelzustandes

Aus den experimentellen Untersuchungen der Stabilitidt des zeitabhédngigen 8-Wirbel-
zustandes wird deutlich, daf sich das Verhalten qualitativ von dem in Zustédnden mit
zehn oder mehr Wirbeln unterscheidet. Es tritt zwar im zeitabhéngigen 8-Wirbelzustand
ebenfalls eine Symmetriebrechung auf, und auch der Einsatz von oszillatorischem Ver-
halten tiber homokline Verzweigungen von asymmetrischen Fixpunkten 148t sich ermit-
teln. Im Gegensatz zum Verhalten von Zustdnden mit zehn oder mehr Wirbeln kénnen
aber fiir verschiedene normierte H6hen mehrere homokline Verzweigungspunkte exi-
stieren, die zu einem Wechsel von stationdrem und oszillatorischem Verhalten fiihren.
Im 8-Wirbelzustand treten aber, anders als bei Zusténden groflerer Wirbelzahl, keine
asymmetrischen Oszillationen auf, die auf jeweils eine Seite des symmetrischen Fix-
punkts beschrénkt sind, sondern nur grofie symmetrische Oszillationen, die den instabi-
len symmetrischen Fixpunkt einschlieBen. Das bedeutet, dafl es beim Einsatz der VLF-
Mode, die durch eine inverse Hopf-Verzweigung auftritt, nicht zu einer Reinjektion in
die stabile Mannigfaltigkeit desselben Fixpunkts kommt, sondern zu einer Reinjektion
in die stabile Mannigfaltigkeit des instabilen Fixpunkts auf der spiegelsymmetrischen
Seite. Treten keine Storungen im System auf, welche die Z,-Symmetrie des Systems
brechen, so bildet sich am Einsatzpunkt der VLF-Mode ein heterokliner Orbit zwischen
den beiden asymmetrischen Sattelpunkten. Abbildung 7.12 (A) zeigt schematisch die
Phasenraumstruktur unmittelbar vor dem Einsatz der VLF-Mode in Zustédnden mit
mehr als acht Wirbeln. Diese Darstellung korrespondiert zu Abbildung 7.3 (A). Die
Ebenen in Abbildung 7.12 (A) sollen die Trennung der asymmetrischen Bereiche beim
Einsetzen der VLF-Mode andeuten. Die Phasenraumstruktur des 8-Wirbelzustandes
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Abb. 7.13: Schematisches Verzweigungsdiagramm der lokalen Verzweigungen in der
Umgebung der z-Achse im symmetrischen Fall: (A) Symmetriebrechung
(a) und inverse Hopf-Verzweigung (b); (B) Symmetriebrechung (a), super-
kritische Hopf-Verzweigung (b) und Sattelknoten-Verzweigung von peri-
odischen Orbits (c).

unmittelbar von dem Einsatz der VLF-Mode ist in Abbildung 7.12 (B) fiir den Fall
dargestellt, dafl keine symmetriebrechenden Stérungen im System vorhanden sind.

Eine schematische Darstellung der Abfolge der lokalen Verzweigungen der Fixpunk-
te des 8-Wirbelzustandes, die im ungestorten Fall auftreten wiirden, ist in Abbildung
7.13 (A) zu sehen. Stabile Losungen sind in dieser Darstellung mittels durchgezogener
Linien gekennzeichnet, instabile Losungen durch gestrichelte. Zur genaueren Klassifi-
zierung des Stabilitéitsverhaltens ist die Art der Stabilitidt beziehungsweise Instabilitét
der Losungsiste eingezeichnet. Das erste + (—) bedeutet, dafi das System stabil (in-
stabil) gegeniiber oszillatorischen Stérungen ist, das zweite + (—) kennzeichnet Sta-
bilitdt (Instabilitéit) gegeniiber stationdren Stérungen. Punkt (a) in Abbildung 7.13
(A) kennzeichnet den Einsatz der symmetriebrechenden Verzweigung, wie es auch im
Experiment der Fall ist. An Punkt (b) setzt die symmetrische VLF-Mode iiber eine
inverse Hopf-Verzweigung ein.

Die experimentellen Befunde des 8-Wirbelzustandes zeigen aber, dafl die Bereiche
der V LFpyq,r-Mode nicht getrennt von dem der V LFj,mok1in-Mode sind, wie es beim
10-Wirbelzustand und beim 12-Wirbelzustand der Fall ist. Es wurden Ubergiinge von
asymmetrischen oszillatorischen Zustinden in symmetrische oszillatorische Zustidnde
beobachtet. Dadurch &dndert sich die lokale Verzweigungsstruktur. Der stabile Fix-
punkt wird in diesem Fall instabil durch das Auftreten einer superkritischen Hopf-
Verzweigung. Das bedeutet, daf sich ein stabiler Grenzzyklus in der Umgebung des
asymmetrischen Fixpunkts bildet, bevor die heterokline Verzweigung iiber die inver-
se Hopf-Verzweigung einsetzt. Beim Ubergang in einen symmetrisch oszillatorischen
Zustand, ausgehend vom asymmetrischen oszillatorischen Zustand, kommt es daher
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Abb. 7.14: Darstellung der lokalen Instabilitdten der Fixpunkte auf der z-Achse unter
Einflu8 von Stérungen: (A) symmetrischer Fall, Finsatz der Symmetrieb-
rechung bei (a) und der inversen Hopf-Verzweigung bei (b); (B) und (C):
Einfluf} verschiedener Stérstirken auf die Verzweigung; bei (B) tritt ein
entkoppelter Ast vor der inversen Hopf des kontinuierlichen Astes auf, bei
(C) dahinter. Hier existiert ein Bereich ohne stabilen Fixpunkt.

zu einer Sattelknoten-Verzweigung von periodischen Orbits. Dieses stimmt mit den
Beobachtungen iiberein, da zwar die Periode der symmetrischen Oszillation am Ver-
zweigungspunkt divergiert, aber das Verhalten in der Umgebung des asymmetrischen
Grenzzyklus unveridndert bleibt. Aus der heteroklinen Verzweigung wird also eine Blue-
Sky-Katastrophe.

Die Phasenraumstruktur unmittelbar vor Einsatz dieser Verzweigung ist in Abbil-
dung 7.12 (C) dargestellt. Das Verhalten ist sehr #hnlich zu dem in Abbildung 7.12
(B). Der Unterschied besteht darin, dafi anstelle von stabilen Fixpunkten in (B) stabi-
le periodische Orbits in (C) existieren. Die zur inversen Hopf-Verzweigung gehérenden
instabilen Grenzzyklen sind in beiden Abbildungen zusétzlich dargestellt. Unterschied-
liche stabile Attraktoren in (B) und (C) fithren zu anderen Verzweigungstypen. Aus
den experimentellen Beobachtungen wird aber deutlich, dafl das Auftreten von homo-
klinen Verzweigungen nicht durch die V LFy,,-Mode beeinfluflit wird. Insofern kann
die Bildung eines stabilen Grenzzyklus als lokales Ereignis in der Umgebung eines
Fixpunkts betrachtet werden, durch das die globale Struktur des Phasenraums nicht



7.3. Verzweigungsstruktur des 8-Wirbelzustandes 79

beeinfluit wird. Abbildung 7.13 (B) zeigt das modifizierte Verzweigungsdiagramm des
8-Wirbelzustandes im symmetrischen Fall mit dem Auftreten der superkritischen Hopf-
Verzweigung an Punkt (b) und der Sattelknoten-Verzweigung periodischer Orbits an
Punkt (c). Gem#f den experimentellen Beobachtungen kénnen die Verzweigungspunk-
te der symmetriebrechenden (a) und der superkritischen Hopf-Verzweigung (b) die
Reihenfolge tauschen, was im Experiment zwischen 0.8 < I'/N < 0.82 der Fall ist.

Die bisherige Analyse kann zwar prinzipielle Eigenschaften des Stabilitdtsverhal-
tens wiedergeben, insbesondere aber die explizite Verzweigungsstruktur nicht erfassen.
Bisher wurden die Verzweigungen nur unter der Annahme einer exakten Z,-Symmetrie
betrachtet. Offenbar haben Stérungen, die diese Symmetrie brechen, signifikanten Ein-
fluf} auf das Stabilitdtsverhalten des 8-Wirbelzustandes. Da aber nicht nur die Symme-
triebrechung entkoppelt ist, sondern auch der Einsatz der homoklinen Verzweigungen
auf den asymmetrischen Asten bei unterschiedlichen Reynoldszahlen auftritt, mufl der
Einsatz der inversen Hopf-Verzweigung an die symmetriebrechende Verzweigung gekop-
pelt sein. Das bedeutet, daf} die inverse Hopf-Verzweigung bei einem bestimmten Grad
der Asymmetrie einsetzt. Eine Normalform, welche den Einsatz der oszillatorischen In-
stabilitit an den Grad der Asymmetrie des Systems koppelt, 148t sich folgendermaflen
beschreiben:

t=¢ez—a2’ und = pr + b2°r, (7.1)

Dabei bezeichnet z die symmetriebrechende und r die oszillatorische Mode. Da in
dieser Analyse nur die Stabilitdt der Fixpunkte betrachtet wird, ist die Gleichung in
r-Richtung nur linearisiert angegeben. Im einfachsten Fall kann man annehmen, daf
der Kontrollparameter u der Hopf-Verzweigung stets negativ ist, aber eine positive
Kopplung b zwischen Symmetriebrechung und Hopf-Verzweigung besteht. Zur Verein-
fachung kann man @ = b = 1 und p = —1 setzten, so dafl nur ein Kontrollparameter
im System iibrigbleibt. Bei ¢ = 0 wird der symmetrische Fixpunkt instabil und eine
symmetriebrechende Verzweigung tritt auf. Solange |z| < 1 ist, ist das System aber
in r-Richtung stabil. Bei |z| = 1 wird der Fixpunkt auf der z-Achse in radialer Rich-
tung instabil. Dieses entspricht dem Auftreten der inversen Hopf-Verzweigung, die im
Experiment fiir das Auftreten der VLF-Mode ist.

Addiert man einen Zs-symmetriebrechenden konstanten Stoérterm in die Gleichung
fiir z, so dndert sich das Stabilitdtsverhalten. Es entkoppelt die symmetriebrechen-
de Verzweigung, so dafl ein kontinuierlicher Ast und eine entkoppelte Sattelknoten-
Verzweigung entsteht. Wegen der unterschiedlichen Amplituden wird die Bedingung
|z| = 1 auf dem kontinuierlichen Ast bei kleinerem ey, als auf dem entkoppelten Ast
erfiillt (ep02). Daher wird der kontinuierliche Ast schon bei kleineren Reynoldszahlen
instabil als der entkoppelte. Sofern die beiden asymmetrischen Bereiche sich dynamisch
getrennt verhalten, wie es in Zustdnden mit zehn oder mehr Wirbeln beim Einsatz der
VLF-Mode der Fall ist, fiihrt das frithere Auftreten der inversen Hopf-Verzweigung auf
dem kontinuierlichen Ast lediglich dazu, daf§ auch die VLF-Mode auf dem kontinuierli-
chen Ast bei niedrigeren Reynoldszahlen auftritt als auf dem entkoppelten. Dynamisch
bleiben die beiden Bereiche jedoch getrennt. Die Verzweigung auf dem entkoppelten
Ast bei groflen Stérungen verldfit den Bereich der lokalen Analyse.

Beim 8-Wirbelzustand tritt im symmetrischen Fall beim Einsetzen der inversen
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Hopf-Verzweigung ein heterokliner Orbit auf. Eine Stérung bewirkt nun, daf§ die inverse
Hopf-Verzweigung auf dem kontinuierlichen Ast bei €, einsetzt, bevor dies auf dem
entkoppelten der Fall ist. Daher fiihrt diese Instabilitit lediglich dazu, dafl sich das
System auf dem entkoppelten Ast stabilisiert. Eine weitere Erh6hung der Reynoldszahl
fithrt dann bei g,9 zum Auftreten einer Oszillation iiber die inverse Hopf-Verzweigung,
da kein stabiler Fixpunkt mehr im System vorhanden ist. Abbildung 7.14 (b) zeigt diese
Situation. Insbesondere tritt eine Hysterese zwischen den beiden asymmetrischen Asten
auf. Dieses Verhalten korrespondiert mit dem prinzipiellen Verzweigungsdiagramm bei
I'/N = 0.82. Wie oben dargestellt, beeinflult das Auftreten der V LFy,,;-Mode dieses
Wechselwirkungsverhalten zwischen den asymmetrischen Zustdnden nicht.

Eine Erhéhung der Storung hat nun zur Folge, daf§ der Einsatzpunkt der inversen
Hopf-Verzweigung auf dem kontinuierlichen Ast zu niedrigeren, wiahrend die Sattel-
knoten-Verzweigung des entkoppelten Astes zu hoheren Reynoldszahlen wandert. Da-
bei kann die inverse Hopf- Verzweigung bei kleineren Kontrollparameterwerten als die
Sattelknoten-Verzweigung auftreten. Diese Situation ist in Abbildung 7.14 dargestellt.
Bei Einsatz der inversen Hopf-Verzweigung auf dem kontinuierlichen Ast tritt nun eine
homokline Verzweigung auf, da sich der entkoppelte Ast noch nicht gebildet hat. Erst
beim Auftreten der Sattelknoten-Verzweigung entsteht ein stabiler Fixpunkt, und der
periodische Orbit verschwindet somit iiber eine SNIPER-Verzweigung. Eine weitere
Erh6hung der Reynoldszahl fiihrt dann zum Auftreten der inversen Hopf-Verzweigung
auf dem entkoppelten Ast und damit zur Bildung eines neuen periodischen Orbits iiber
eine homokline Verzweigung. Diese Verzweigungsstruktur entspricht genau jener, die
im 8-Wibelzustand, zum Beispiel bei I'/N = 0.77, beobachtet wird. Insbesondere er-
klart diese Stabilitdtsbetrachtung auch das unterschiedliche Verhalten der vorwérts-
und riickwértsgerichteten homoklinen Verzweigung bei I'/N = 0.77. Wéhrend die
vorwértsgerichteten durch eine inverse Hopf-Verzweigung verursacht werden, tritt bei
der riickwirtsgerichteten eine SNIPER-Verzweigung auf.

Fiir den Bereich, in dem die V LFy,,;-Mode auftritt, gelten fiir die Entstehung der
homoklinen Verzweigungen dieselben Argumente, da durch das Auftreten des ,klei-
nen“ Grenzzyklus der V LFp,,r-Mode nur die lokale Phasenraumstruktur in der Um-
gebung des Fixpunkts modifiziert wird. Allerdings treten anstelle der inversen Hopf-
Verzweigung eine Sattelknoten-Verzweigung periodischer Orbits und anstelle der Sattel-
knoten-Verzweigung von Fixpunkten Sattelknoten-Verzweigung periodischer Orbits auf.

Als Ergebnis dieser Analyse 148t sich festhalten, dafi sich das Stabilitdtsverhal-
ten des 8-Wirbelzustandes, wie auch bei Zustinden mit mehr Wirbeln, ebenfalls im
Rahmen der Wechselwirkung von symmetriebrechender und oszillatorischer Instabi-
litdt beschreiben 148t. Allerdings beeinflussen Stérungen, die im Experiment auftreten,
das Stabilitdtsverhalten stirker als bei Zustédnden mit zehn oder mehr Wirbeln und
fithren zu qualitativen Anderungen in der Verzweigungsstruktur.
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Abb. 7.15: (a): Vollstindiges Stabilititsdiagramm des 4-Wirbelzustandes S, mit un-
terer Stabilitdtsgrenze, Finsatz der Zeitabhingigkeit und Instabilitdten
der zeitabhingigen Strémung; (b) Axialsymmetrische Instabilitéiten des
zeitabhdngigen Sy Zustandes. (Detailierte Beschreibung im Text)
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7.4 Stabilitatsverhalten des 4-Wirbelzustandes

7.4.1 Symmetriebrechung und VLF-Mode

Im vorherigen Kapitel konnte gezeigt werden, daf} eine Verringerung der Wirbelzahl bei
gleicher normierter Hohe die Wechselwirkung zwischen den asymmetrischen Zustdnden
qualitativ beeinfluit. Insbesondere kommt es beim 8-Wirbelzustand zu einem Auftre-
ten von symmetrischen VLF-Mode-Oszillationen. In diesem Abschnitt wird das Sta-
bilitdtsverhalten im 4-Wirbelzustand untersucht. Sowohl das Stabilitédtsverhalten der
axialsymmetrischen Strémung [63] als auch der Einsatz der ersten zeitperiodischen In-
stabilitdt in der axialsymmetrischen Strémung [116] verhilt sich in diesem Zustand
qualitativ in der gleichen Weise, wie es bei Zustinden mit einer héheren Anzahl von
Wirbeln der Fall ist. Der 2-Wirbelzustand zeigt demgegeniiber ein anderes Stabilitéts-
verhalten als der 4-Wirbelzustand [122, 63]. Daher kann der 4-Wirbelzustand als das
kleinste System angesehen werden, in dem das Auftreten von Symmetriebrechung und
VLF-Mode-Oszillationen untersucht werden kann. Vom prinzipiellen Standpunkt un-
terscheidet sich der 4-Wirbelzustandes von Zustdnden mit einer grofleren Anzahl von
Wirbeln dadurch, dafl aufgrund der geringen Zylinderhéhe deutlich weniger stationére
Losungen existieren [63] als zum Beispiel beim 12-Wirbelzustand. Die Untersuchung
des Stabilitdtsverhaltens der zeitabhéngigen Stromung kann daher ebenfalls Aufschlufl
iiber die Vergleichbarkeit von Strémungen in kleinen Systemen und solchen in grofien
Systeme geben. Die Untersuchungen des 4-Wirbelzustandes bauen auf Ergebnissen von
M. Semrau auf, die er im Rahmen seiner Diplomarbeit gewonnen hat [118].

Experimentelle Ergebnisse

Abbildung 7.15 (a) zeigt das gesamte Stabilitéitsdiagramm des 4-Wirbelzustandes S,
fiir den fiir diese Arbeit relevanten Zylinderhohenbereich. Dargestellt ist zur Ubersicht
nochmals der Ubergang vom 4- in den 2-Wirbelzustand S, sowie der Einsatz der Jet-
Mode. Dieses Stabilitatsverhalten wurde schon in Kapitel 6.3 untersucht. Die zu héher-
en Reynoldszahlen gelegenen Verzweigungslinien kennzeichnen den Einsatz von axial-
symmetrischen Instabilititen der wellenférmigen Taylor-Wirbelstromung. Dabei wird
der zeitabhéngige symmetrische Sy-Zustand im Bereich AS, asymmetrisch, wihrend im
Bereich V LF5 eine axialsymmetrische Oszillation auftritt. Der Stabilitdtsbereich V LF,
kennzeichnet das Auftreten einer axialsymmetrischen VLF-Mode-Oszillation auf den
asymmetrischen Asten, wobei innerhalb eines kleinen Bereichs eine Periodenverdopp-
lung (PD) beobachtet werden konnte. Die oberen Stabilitétsgrenzen dieser Zustinde
sind ebenfalls in Abbildung 7.15 (a) dargestellt.

Abbildung 7.15 (b) zeigt eine detaillierte Darstellung der axialsymmetrischen Insta-
bilitdten des zeitabhingigen S; Zustandes. Fiir I' < 3.168 tritt eine Hopf-Verzweigung
auf, und das System geht von einem periodischen in einen doppelt-periodischen Zu-
stand iiber. Die dabei auftretende Mode, die als V' LFs bezeichnet wird, ist eine axial-
symmetrische Oszillation, die direkt vom symmetrischen Fixpunkt einsetzt. Der Ein-
satz der V LFs-Mode vom symmetrischen Fixpunkt iiber eine Hopf-Verzweigung ist in
Zusténden mit hoherer Wirbelzahl nicht beobachtet worden. Abbildung 7.16 (a) zeigt
die Oszillationsfrequenz w, normiert auf die Innenzylinderdrehzahl v; der symmetri-
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Abb. 7.16: (a) Auf die Innenzylinderdrehzahl v; normierte Frequenz w der V LFg-
Mode unmittelbar nach ihrem Einsatz; (b) Verteilung der auf die Spalt-
breite d normierte Wirbelgrofie A bei I' = 3.28 aufgetragen iiber die
Reynoldszahl Re. Die einzelnen Wirbel sind vom Boden (W1) zum Deckel
(W4) durchnummriert.

schen V LFs-Mode, unmittelbar nach ihrem Einsatz. Die Frequenz nimmt bei Erh6hung
von I' stark ab, und verschwindet bei I' = 3.168 fast vollstindig. Fiir I' > 3.168 tritt
anstelle der Hopf-Verzweigung eine symmetriebrechende Verzweigung auf. Im Rah-
men der Mefigenauigkeit konnte keine Hysterese zwischen dem oszillatorischen und
dem asymmetrischen Bereich beobachtet werden. Dafl die Stabilitéitslinien der Hopf-
Verzweigung und der symmetriebrechenden Verzweigung in Abbildung 7.15 nicht zu-
sammenlaufen, liegt daran, dafl die symmetriebrechende Verzweigung entkoppelt ist
und die Stabilitdtslinie der Sattelknoten-Verzweigung des entkoppelten Astes einge-
zeichnet ist. Dieser entkoppelte Zustand wird mit AS4, bezeichnet. Eine Analyse des
Uberganges zwischen dem symmetrischen oszillatorischen Bereich und dem asymme-
trischen Bereich wird in Abschnitt 7.4.1 vorgenommen.

Abbildung 7.16 (b) zeigt den Verlauf der Wirbelgréen iiber die Reynoldszahl, auf-
getragen bei I' = 3.28. Die Wirbelgroflen A sind dabei normiert auf die Spaltbreite d.
W, bis W, bezeichnen die Wirbel vom Boden zum Deckel. Die beiden Randwirbel W;
und W, sind signifikant grofler als die beiden Wirbel in der Mitte der Stromung. Zu
kleineren Reynoldszahlen bis hin zur unteren Stabilititsgrenze wird dieses Verhalten
noch verstirkt. Der Einsatz der symmetriebrechenden Verzweigung ist daran zu er-
kennen, dafl die beiden Wirbelpaare oberhalb der Zylindermitte, W3 und Wy, sich mit
zunehmender Reynoldszahl gegeniiber den iibrigen Wirbeln W; und W, vergréflern.
Das rdumliche Verhalten der Symmetriebrechung im 4-Wirbelzustand ist somit iden-
tisch zu jenem, das in Systemen mit einer grofleren Anzahl von Wirbeln beobachtet
wurde [142]. Die asymmetrischen Aste werden wiederum instabil gegen eine oszillatori-
sche Mode, die daher als V LF, bezeichnet wird. Untersuchungen mit zwei LDA haben
gezeigt, dafl es sich um eine oszillatorische Mode mit azimutaler Wellenzahl m = 0
handelt. Aufgrund der kleinen Schwingungsamplitude und einer typischen Oszillati-
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Abb. 7.17: Verzweigungsdiagramme der axialsymmetrischen Instabilitéiten: (a) Fin-
satz der V LFs-Mode iiber Hopf-Verzweigung, (b) Restabilisierung des
AS,-Zustandes innerhalb des V LFs Bereichs, (c¢) Symmetriebrechung und
V LFpopr-Mode, Restabiliserung der V LFs-Mode bei héheren Reynolds-
zahlen. Die Diagramme wurden durch quasistatische Erhohung der
Reynoldszahl aufgenommen. Die Jet-Mode-Oszillationen sind herausge-
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onsfrequenz, die vergleichbar mit jener der V LFpy,y,r-Mode ist, liegt der Schlufl nahe,
daf} es sich hierbei um die gleiche oszillatorische Instabilitdt handelt.

Abbildung 7.17 zeigt drei typische Verzweigungsdiagramme der axialsymmetrischen
Moden im zeitabhéngigen 4-Wirbelzustand. Experimentell wurden diese Diagramme
durch Messung der axialen Stromungsgeschwindigkeit in der Zylindermitte (L/2) bei
einem Abstand von 3mm vom Innenzylinder mittels quasistatischer Erhéhung der
Reynoldszahl gewonnen. Das Mef3signal wurde, wie in allen Untersuchungen das VLF-
Mode in dieser Arbeit, tiefpa3gefiltert. Die Grenzfrequenz des Filters betrug f = 0.2H z.
Bei I' = 3.136 (a) tritt nur die symmetrische V LFg-Mode auf. Man erkennt oszilla-
torisches Verhalten in allen Diagrammen durch einen breiten Streifen, der bedingt
durch die Aufnahmetechnik nur die Amplitude der Oszillation wiederspiegelt. Eine
Erhéhung der Reynoldszahl fiihrt zum Ubergang des doppelt-periodischen Zustands
in einen anderen symmetrischen Zustand, der hier nicht weiter untersucht wurde. Zu
erkennen ist in den drei Diagrammen an der durchgezogenen Linie im V LFgs-Mode-
Bereich, dafi dieser symmetrische Zustand ein hysteretisches Verhalten aufweist. Bei
I' = 3.152 (b) wird der VLFs Bereich unterbrochen durch eine Restabilisierung des
asymmetrischen ASs-Zustandes. Eine Erh6hung der Reynoldszahl fiihrt dann zum Ein-
satz der V LF,-Mode auf dem asymmetrischen Ast, die darauthin direkt wieder in den
symmetrischen V LFg iibergeht. Bei I' = 3.2 (c) stellt sich ein anderes Szenario ein.
Der symmetrische S;-Zustand geht iiber die symmetriebrechende Verzweigung in den
asymmetrischen AS,-Zustand {iber. Zur Verdeutlichung sind in diesem Diagramm beide
asymmetrischen Aste AS, und AS,, durch zwei aufeinander folgende Aufnahmen aus-
gemessen worden. Das Verhalten der beiden Aste ist qualitativ gleich. Eine Erhohung
der Reynoldszahl fiihrt zum Einsatz der V LF,-Mode. Der Bereich gréfierer Amplitude
in diesem oszillatorischen Bereich kennzeichnet den Einsatz einer Periodenverdopp-
lung. Der oszillatorische Zustand geht bei weiterer Erh6hung der Reynoldszahl {iber
eine inverse Hopf-Verzweigung wieder in der AS;-Zustand iiber, der daraufthin in den
oszillatorischen Bereich der V LFs-Mode verzweigt.

Verzweigungsanalyse

Experimentell ergeben sich qualitative Ahnlichkeiten der axialsymmetrischen Insta-
bilitdten des 4-Wirbelzustands mit denen des 8-Wirbelzustands. Zunéchst tritt auch
im zeitabhéngigen 4-Wirbelzustand eine symmetriebrechende Verzweigung auf. Ferner
konnten, wie im 8-Wirbelzustand, zwei Typen von VLF-Moden beobachtet werden.
Zum einen tritt die V LFyq,-Mode in den asymmetrischen Zustdnden AS, auf, zum
anderen konnte die symmetrische V' LFs-Mode identifiziert werden. Anders ist beim
4-Wirbelzustand jedoch das Auftreten der V LFs-Mode iiber eine Hopf-Verzweigung
des symmetrischen Fixpunkts. Besonders das Zusammentreffen der Hopf-Verzweigung
und der symmetriebrechenden Verzweigung ist nicht im Rahmen der bisherigen Ver-
zweigungsanalyse zu verstehen.

Die bisherige Beschreibung ging davon aus, dafl die V L Fs-Mode im 8-Wirbelzustand
und die V LF},omokiin-Mode in Zustéinden mit mehr als acht Wirbeln iiber eine inver-
se Hopf-Verzweigung des asymmetrischen Fixpunkts einsetzt. Insbesondere ist es ein
wichtiges Ergebnis der Verzweigungsanalyse des 8-Wirbelzustandes, dafl das Auftre-
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Abb. 7.18: Ausschnitt aus dem Verzweigungsdiagramm von Gleichung 7.2. Kontroll-
parameter sind € und \. Die dynamischen Bereiche und die auftretenden
Verzweigungen werden im Text erldutert.

ten der inversen Hopf-Verzweigung an den Grad der Asymmetrie gekoppelt ist. Das
impliziert, dafl vor dem Einsatz der V LFspomoriin-Mode eine Symmetriebrechung auf-
getreten sein muf. Auflerdem setzt die V LFgpomoriin-Mode bei Zusténden mit gréferer
Wirbelzahl immer {iber eine homokline Verzweigung ein.

Beim Ubergang zwischen dem symmetrischen VLFg Bereich und dem asymme-
trischen AS;-Zustand wurde eine im Rahmen der Mef3genauigkeit divergente Periode
der V LFs-Mode bei Anndherung an den Verzweigungspunkt beobachtet. Auflerdem
wurde an diesem Verzweigungspunkt keine Hysterese beobachtet. Daher zeigt diese
homokline Verzweigung eine starke Ahnlichkeit mit der homoklinen Verzweigung im
8-Wirbelzustand. Allerdings setzt die V' LFs-Mode in 4-Wirbelzustand fiir [' < 3.168
iiber eine Hopf-Verzweigung des symmetrischen Fixpunkts ein. Dadurch sind in die-
sem Bereich keine asymmetrischen Fixpunkte vorhanden. Die asymmetrischen Fix-
punkte miissen beim Ubergang vom V LFg-Zustand in den AS,-Zustand erst iiber
eine Sattelknoten-Verzweigung entstehen. Somit tritt eine SNIPER-Verzweigung im
4-Wirbelzustand auf. Im 8-Wirbelzustand entstehen die asymmetrischen Fixpunkte
durch die symmetriebrechende Verzweigung und werden dann instabil.

Um das Stabilitdtsverhalten des 4-Wirbelzustandes moglichst vollsténdig beschrei-
ben zu kénnen und auch das Uberwechseln zwischen den asymmetrischen Zustinden
zu erfassen, wurde ein Modell aufgestellt. Um eine moglichst einfache Gestalt der be-
schreibenden Gleichungen zu bekommen und die Struktur der auftretenden Verzwei-
gung zu verdeutlichen, wurde ein anderes Koordinatensystem gewéihlt, als es fiir die
Beschreibung von gekoppelten Instabilitéten iiblich ist. Bei den bisherigen Modellierun-
gen wurde der symmetriebrechenden Mode die z-Koordinate zugeordnet, so dafl diese
mit der z-Koordinate des physikalischen Systems iibereinstimmt. Da die Normalform
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a} b)

Abb. 7.19: Schematische Verzweigungsdiagramme von Gleichung 7.2 bei festem A
und ¢ < €,: (a) A < 0, Hopf-Verzweigung bei e = 0, (b) A > 0, beie =0
treten zwei stabile Fixpunkte und zwei Sattelpunkte auf

zur Beschreibung der Kopplung von oszillatorischer und symmetriebrechender Mo-
de im Fall nicht-trivialen Verhaltens in z-Richtung wegen der Axialsymmetrie immer
einen Fixpunkt auf der z-Achse besitzt [165], eignet diese sich nicht zur vollstéindigen
Beschreibung des Verhalten des 4-Wirbelzustandes. Die Struktur der auftretenden axi-
alsymmetrischen Verzweigungen im 4-Wirbelzustand 148t sich durch ein System von
Differentialgleichungen in Zylinderkoordinaten (r, h, ¢) beschreiben:

T = h
h o= er+(e—e)—1°—h® :
¢ = (cos(¢) —1)+ A (7.4)

Um Verwechslungen mit der z-Koordinate der Strémung zu vermeiden, wurde die Be-
zeichnung h gewéhlt. Die beiden Kontrollparameter des Gleichungssystems sind € und
A, die strukturell in der Umgebung der Verzweigung den physikalischen Parametern Re
und I" entsprechen. ¢, ist eine positive Konstante. Die (7, h)-Gleichungen sind die eines
selbsterregten Duffing-Oszillators [146]. Die hier gewéhlte Form der Selbsterregung ist
nicht die einzig mogliche, andere wiren ebenfalls denkbar. Fiir ¢ < 0 existiert nur ein
stabiler Fixpunkt bei r, h = 0. Bei ¢ = 0 wird dieser Fixpunkt instabil und es tritt eine
Gabelverzweigung auf. Da wegen der Zylinderkoordinaten r > 0 sein muf, ist diese
Gabelverzweigung nur einseitig. Bei ¢ = ¢, wird der nicht-triviale Fixpunkt instabil
und es setzt eine Oszillation iiber eine Hopf-Verzweigung ein.

Betrachtet man nur die Gleichung fiir ¢, so ist offensichtlich, daf fiir A < 0 keine
Fixpunkte existieren, da fiir die rechte Seite der Gleichung F(¢) := (cos?(¢) — 1) + A
immer F'(¢) < 0 gilt. Damit wichst der Betrag der Phase monoton mit modulo 27 mit
der Zeit. Fiir A > 0 treten Fixpunkte auf. Fiir A = 0 existieren zwei Sattelpunkte bei
F5(¢,A=0) =0 und FS(¢,\ = 0) = 7, wobei hier nur das Intervall [0, 27) betrachtet
wird. Fiir A > 0 tritt eine Sattelknoten-Verzweigung auf und es entstehen im Intervall
[0, 27) zwei stabile und zwei instabile Fixpunkte aus den Sattelpunkten Fy'y(¢, A = 0).
Fiir die Modellierung ist nur der Bereich in unmittelbarer Umgebung der Sattelknoten-
Verzweigung bei A = 0 interessant, so dal wegen |\| << 1 die bei A = 1 auftretenden
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Abb. 7.20: Schematische Darstellung des Phasenraums von Gleichung 7.2 im Bereich
A < 0 und ¢ > ¢,. Es existieren zwei stabile und zwei instabile periodische
Orbits. Bei A\ = 0 verschmilzt jeweils ein stabiler und instabiler Orbit
und ein heterokliner Orbit von nicht-hyperbolischen periodischen Orbits
entsteht.

Sattelknoten-Verzweigungen keine Einschrankung der Modellierung darstellen.

Das Gleichungssystem beschreibt somit die Dynamik auf einem Torus, wobei eine
Frequenz sich aus der selbsterregten Schwingung des Duffing-Oszillators ergibt. Die
andere resultiert aus der ¢-Gleichung. Abbildung 7.18 zeigt die fiinf verschiedenen dy-
namischen Bereiche des Modells, die fiir die Beschreibung der Verzweigungsstruktur
des 4-Wirbelzustandes relevant sind. Zusétzlich sind die auftretenden Verzweigungen
eingezeichnet. Fiir ¢ < 0 gibt es im Modell nur einen symmetrischen Fixpunkt un-
abhéngig von der ¢-Variablen. Bei ¢ = 0 wird dieser Fixpunkt instabil und es tritt
nicht-triviale Dynamik auf. Fiir A < 0 existieren keine Fixpunkte in der ¢-Gleichung, so
dal aus dem symmetrischen Fixpunkt ein symmetrischer Grenzzyklus iiber eine Hopf-
Verzweigung entsteht. Dies entspricht dynamisch dem Verhalten beim Einsetzen der
V LFs-Mode bei I' < 3.168. Fiir A > 0 besitzt die ¢-Gleichung Fixpunkte, so da} beim
Nulldurchgang von ¢ aus dem symmetrischen Fixpunkt zwei instabile und zwei stabile
Fixpunkte des Gesamtsystems hervorgehen. Diese strukturell unterschiedlichen Ver-
zweigungsdiagramme sind in Abbildung 7.19 dargestellt. Das Verhalten in z-Richtung
des physikalischen Systems, das bei der Modellierung des 8-Wirbelzustandes direkt mit
der symmetriebrechenden Mode iibereinstimmt, ergibt sich bei dieser Beschreibung aus
der Projektion z = r * cos(¢). Eine entsprechende Koordinatentransformation auf die
Normalformkoordinaten wire moglich, wiirde aber die Stabilitidtseigenschaften des Sy-
stems nicht so deutlich heraustreten lassen. Das Auftreten der zwei stabilen Fixpunkte
korrespondiert mit dem Auftreten der symmetriebrechenden Verzweigung. Zusétzlich
entstehen noch zwei Sattelpunkte am Verzweigungspunkt. Diese Entartung ldt sich
allerdings experimentell nicht verifizieren. Der Ubergang zwischen dem oszillatorischen



7.4. Stabilitiatsverhalten des 4-Wirbelzustandes 89

(1a)

Vz(t) (arb. units)

(2a)

Vz(t) (arb. units)

~
w
o

N

Vz(t) (arb. units)

Abb.

45000

40000

35000

30000

25000

20000

0

50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
t/s

55000
50000 -
45000 -
40000 {1
35000
30000 f{
25000
20000
15000)

|

10000

55000

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

t/s

50000
45000 -
40000
35000
30000
25000 ;
20000 -
15000

g o

10000
0

7.21:

200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800
t/'s

(1b)

Vz(t) (arb. units)

(2b)

Vz(t) (arb. units)

(3b)

Vz(t) (arb. units)

40000

38000 -

36000 -

34000

32000

30000

28000 k

26000

24000

45000

0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
t

40000

35000 |

30000

25000

20000

45000

40000

35000 |

30000

25000

05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
t

20000

05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
t

Experimentelle (a) und numerische Zeitreihen (b) in der Nihe der glo-
balen Verzweigungen des zeitabhéngigen 4-Wirbelzustandes. Die nume-
rischen Zeitreihen entsprechen v,(t) = r(t)cos(¢(t)), die experimentellen
der axialen Stromungsgeschwindigkeit bei L/2: (1) (a) V LFs-Mode nahe
der SNIPER-Verzweigung bei I' = 3.168 und Re = 734.7 ((b) numeri-
sche Parameter: ¢ = 0.5,A = —0.002), (2) und (3a) VLFs-Mode nahe
der Blue-Sky-Katastrophe bei (2a) I' = 3.168 und Re = 855.5 und (3a)
[' = 3.155 und Re = 782.9 ((b) numerische Parameter: ¢ = 1.1, (2)\ =

~0.012, (3)A = —0.012 )
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(a) (b)

Abb. 7.22: Rekonstruktion eines experimentellen (a) und numerischen (b) Attraktors
von Zeitreihe (2a,b) aus Abbildung 7.21

und dem asymmetrischen Bereich wurde bei der experimentellen Betrachtung als eine
Sattelknoten-Verzweigung klassifiziert, was durch die Modellierung gestiitzt wird. Im
Modell tritt eine SNIPER-Verzweigung auf.

Fiir € > ¢, tritt eine zuséitzliche Oszillation durch eine Hopf-Verzweigung auf. Das
fiihrt dazu, dafl der periodische Orbit bei A < 0 in einen Torus iibergeht. Abbildung
7.20 zeigt eine Darstellung des Phasenraums in diesem Bereich. Die beiden stabilen
asymmetrischen Fixpunkte bei A > 0 werden oszillatorisch. Der Ubergang zwischen
den beiden Bereichen bei A = 0 und € > ¢, findet iiber eine Sattelknoten-Verzweigung
von periodischen Orbits statt, die zu einer ,,Blue-Sky“ Katastrophe fiihren. Der Einfluf}
von symmetriebrechenden Storungen ist bei dieser Modellierung nicht beriicksichtigt
worden, so dal im Modell jeweils heterokline Verzweigungen auftreten, wihrend im
Experiment Storungen meist zu homoklinen Verzweigungen fiihren. Da aber die expe-
rimentellen Beobachtungen keinen signifikanten Einflul von Stérungen nahelegen, ist
bei der Modellierung darauf verzichtet worden.

Neben dem Stabilitdtsverhalten kann wegen der expliziten Modellierung auch das
dynamische Verhalten verglichen werden. Abbildung 7.21 zeigt jeweils drei verschiede-
ne experimentelle (a) und numerische (b) Zeitreihen. Die oberen Zeitreihen (1) zeigen
das dynamische Verhalten in unmittelbarer Nihe zur SNIPER-Verzweigung. Diese tritt
bei I' = 3.168 bei einer Reynoldszahl von Re = 738 auf, die experimentelle Zeitreihe
wurde bei Re = 734.7 im Bereich der V LFs-Mode aufgenommen. Die Modellparame-
ter sind € = 0.5 und A = —0.002, wobei €, = 1 gewihlt wurde. Die Zeitreihen (2)
und (3) in Abbildung 7.21 sind in der Nihe der ,,Blue-Sky“-Katastrophe aufgenommen
worden. Zeitreihe (2a) wurde bei Re = 855.5 und I' = 3.168 gemessen, Zeitreihe (3a)
bei Re = 782.9 und 3.155. Das Auftreten von irregulirem Verhalten in der Ndhe von
homoklinen Verzweigungen ist schon in Abschnitt 7.3.1 dargelegt worden. Inwiefern
das zeitlich irreguldre Verhalten dynamischen Ursprungs ist, 148t sich auch fiir den
4-Wirbelzustand nicht eindeutig kldren, aber auch in diesem Fall tritt diese Irregula-
ritdt erst unmittelbar am Verzweigungspunkt auf. Man erkennt deutlich den Einfluf3
einer symmetriebrechenden Stérung in den Zeitreihen (2a) und (3a). Die numerischen
Zeitreihen sind bei Parameterwerten von ¢ = 1.1, A = —0.012 (2b) und ¢ = 1.1,
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A = —0.001 (3b) berechnet worden. Abbildung 7.22 (a) zeigt den rekonstruierten At-
traktor von der Zeitreihe 7.21 (2a), und Abbildung 7.22 (b) den von Zeitreihe (2b).
Man erkennt deutlich die Lage der beiden asymmetrischen periodischen Bereiche und
das Uberwechseln zwischen diesen Bereichen. Der Vergleich der dynamischen Eigen-
schaften belegt nochmals die sehr gute Ubereinstimmung von Experiment und Modell.
Diese ist ein sehr starker Hinweis, dafl sich die axialsymmetrischen Instabilititen des
zeitabhingigen 4-Wirbelzustandes strukturell durch Gleichung 7.2 beschreiben lassen.

Die Untersuchungen der axialsymmetrischen Instabilitdten des zeitabhéngigen S,-
Zustandes haben gezeigt, daB sehr viele strukturelle und dynamische Ahnlichkeiten
zum Verhalten in Zustdnden hoéherer Wirbelzahl zu beobachten sind. Insbesondere
konnten auch im 4-Wirbelzustand eine symmetriebrechende Verzweigung und zwei Ty-
pen von V LF-Moden identifiziert werden. Insofern verhilt sich der 4-Wirbelzustand
auch bei axialsymmetrischen Instabilititen qualitativ wie Zustdnde mit einer hoher-
en Anzahl von Wirbeln. Allerdings zeigen sich auch strukturelle Besonderheiten, wie
das Auftreten eine Hopf-Verzweigung des symmetrischen Fixpunkts und das Auftre-
ten einer SNIPER-Verzweigung zwischen dem symmetrisch oszillatorischen und dem
asymmetrisch stationdrem Bereich.

7.4.2 Symmetriebrechende Verzweigung hoherer Ordnung
Experimentelle Ergebnisse

In den bisherigen Untersuchungen stand die Wechselwirkung zwischen symmetrieb-
rechenden und oszillatorischen Instabilititen im Vordergrund. Abbildung 7.23 zeigt
den Verlauf der symmetriebrechenden Verzweigung, die im vorherigen Abschnitt un-
tersucht wurde, in Abhéngigkeit von der Reynoldszahl fiir fiinf Hohen- zu Spaltbreiten-
verhéltnisse zwischen I' = 3.368 und I' = 3.64. Die fiinf Diagramme zeigen jeweils den
Wert der axialen Geschwindigkeit in der Zylindermitte, wobei die Oszillationen der
Jet-Mode herausgefiltert wurden. Die Nulllage in den Diagrammen entspricht daher
einer verschwindenden axialen Geschwindigkeit in der Zylindermitte, was einem Zs-
symmetrischen Strémungszustand gleichkommt. Die Verzweigungsdiagramme wurden
alle durch quasistatische Variation der Reynoldszahl bei fester Zylinderh6he gewonnen,
wobei sie sich wegen der in einigen Parameterbereichen vorhandenen Multistabilitét
zum Teil aus mehreren einzelnen Diagrammen zusammensetzten. Die Pfeile in den
Verzweigungsdiagrammen sollen die Richtung des Ubergangs von einem Lésungsast in
einen anderen anzeigen.

Zunichst ist allen Verzweigungsdiagrammen gemein, dafi die Stromung bei kleinen
und bei groen Reynoldszahlen symmetrisch ist. Der symmetrische Zustand bei kleinen
Reynoldszahlen entspricht dem zeitperiodischen Sy-Zustand, wihrend es sich bei dem
symmetrischen Zustand bei grofieren Reynoldszahlen ebenfalls um einen S;-Zustand
handelt, der allerdings ein anderes Zeitverhalten aufweist. Dieser wurde in der vor-
liegenden Arbeit nicht untersucht. Bei I' = 3.64 (Abbildung 7.23 e) ist zu erkennen,
dafl keine Symmetriebrechung auf dem priméaren Ast auftritt, sondern der periodische
Sy-Zustand bei Erhohung der Reynoldszahl direkt in den anderen Zustand iibergeht.
In allen anderen vier Verzweigungsdiagrammen (Abbildung 7.23, a-d) tritt im zeitpe-
riodischen S, eine symmetriebrechende Verzweigung, wie sie auch bei kleineren Zylin-
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Abb. 7.23: Verlauf der Symmetriebrechung des zeitabhingigen S,-Zustandes fiir
fiinf verschiedene Zylinderhohen. Die Verzweigungsdiagramme sind durch
quasi-statische Erh6hung beziehungsweise Erniedrigung der Reynoldszahl
aufgenommen worden.
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derh6hen einsetzt, auf. Die bei dieser Verzweigung festgestellte Entkopplung aufgrund
experimentellen Stérungen ist durch den nach unter zeigenden Pfeil kenntlich gemacht.
Auffillig ist allerdings, daf sich die Entkopplung geéindert hat. Bei I' = 3.2 (Abbildung
7.17 ¢) verlduft der obere Ast kontinuierlich, wihrend der untere entkoppelt ist. Bei
groferer Zylinderhohe ist dies, wie in Abbildung 7.23(a-d) zu sehen, umgekehrt. Dieses
Verhalten 1483t sich zur Zeit nicht vollstéindig erkldren, es zeigt aber, daf eine Stérung
auf eine Verzweigung nicht unmittelbar mit einer experimentellen Ungenauigkeit in
Verbindung gebracht werden kann.

Eine Erhohung der Reynoldszahl ausgehend vom Punkt der Symmetriebrechung
fiihrt zu differenziertem Verhalten bei verschiedenen Zylinderhéhen. Bei I' = 3.52 wer-
den beide asymmetrischen Aste bei hoherer Reynoldszahl instabil und das System
restabilisiert sich wieder in einem symmetrischen Zustand. Dabei tritt eine Hystere-
se auf, was durch die Pfeile dargestellt ist. Der symmetrische Zustand verzweigt bei
Reduzierung der Reynoldszahl immer in den kontinuierlichen Ast des AS,-Zustandes.
Dieses Verhalten dndert sich bei Verringerung der Zylinderhéhe auf I' = 3.4. Zuné&chst
wandert der Einsatzpunkt zu kleineren Reynoldszahlen. Wichtiger ist allerdings, daf}
innerhalb der beiden AS;-Zustéinde ein Reynoldszahlbereich existiert, innerhalb dessen
eine Koexistenz von jeweils zwei asymmetrischen Zustinden unterschiedlicher Amplitu-
de auftritt. Im System sind in diesem Bereich daher insgesamt vier stabile asymmetri-
sche Zustidnde vorhanden. Diese Koexistenz kommt durch die Bildung einer Hysterese
zustande, wobei jeweils einer dieser Zustdnde mit dem Bereich hoherer und der ande-
re mit dem Bereich niedrigerer Reynoldszahlen kontinuierlich verbunden ist. Wahrend
sich dieses Verhalten fiir den kontinuierlichen AS;-Zustand bei I' = 3.392 und bei
[' = 3.368 (Abbildung 7.23 a,b) nicht &ndert, kommt es auf dem entkoppelten Ast des
ASy-Zustandes zu qualitativen Verdnderungen. Bei I' = 3.392 erkennt man eine Tren-
nung des entkoppelten Astes, so dafl zwei unabhéngige entkoppelte Bereiche entstehen.
Eine weitere Verminderung der Zylinderhohe fiihrt dann dazu, dafl bei I' = 3.368 der
entkoppelte Bereich bei hoheren Reynoldszahlen vollstéindig verschwindet, so dafl in
diesem Bereich nur noch der leicht asymmetrische kontinuierliche Ast vorhanden ist.

Identifikation der auftretenden Verzweigungen

Bei der Betrachtung des experimentellen Verzweigungsdiagramms fillt der signifikante
Einflu} der Stérung auf die Verzweigungen auf. Zur Identifikation der Verzweigungs-
typen ist es daher notwendig, die Verzweigungen unter Annahme einer exakten Zo-
Symmetrie zu kennen. Zunéchst muf festgehalten werden, daf bei der experimentellen
Untersuchung keine Hinweise auf eine globale oder eine oszillatorische Verzweigung
auftraten, so dafl sich die Beschreibung im Rahmen der Theorie lokaler stationérer
Verzweigungen bewegen kann. Wegen der Z5-Symmetrie kann es sich nur um eine Ga-
belverzweigung handeln. Diese muf} allerdings Terme hoherer Ordnung enthalten, da
im System bis zu vier stabile Lésungen gleichzeitig auftreten. Da es keine Uberschnei-
dungen von Losungen im experimentellen Diagramm gibt, geniigt eine eindimensiona-
le Betrachtung. Abbildung 7.24 zeigt eine Darstellung der mdéglichen Verzweigungen,
welche das Verhalten der nicht-trivialen Diagramme in Abbildung 7.23 wiedergeben.
Der Einflufl der Stérung ergibt sich dabei unmittelbar aus dem Verhalten der Losun-
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Abb. 7.24: Schematische Darstellung der vier nicht-trivialen Verzweigungsdiagramme
aus Abbildung 7.23. (a) I'/N = 3.368, (b) I'/N = 3.392, (c) /N =
3.4, (d) T'/N = 3.52. Zusétzlich sind die Verzweigungsdiagramme im Zo-
symmetrischen Fall eingezeichnet.

gen einer einfachen Gabelverzweigung, die sich in einen kontinuierlichen Ast und eine
Sattelknoten-Verzweigung aufspaltet.

Aus Abbildung 7.24 erkennt man, dafl im symmetrischen Fall die Verzweigungsdia-
gramme als eine Abfolge von superkritischen und subkritischen Gabelverzweigungen zu
verstehen sind. Insbesondere der Ubergang zwischen dem Verzweigungsdiagramm (a)
und (b) und der Ubergang zwischen (b) und (c) impliziert das Zusammentreffen von
sub- und superkritischer Verzweigung. Dieses entspricht einer Entartung des Verzwei-
gungspunktes. Dabei gibt es zum einen die Moglichkeit, dafi eine stabile symmetrische
Lésung vollstéindig verschwindet und eine Hysterese jeweils zwischen den beiden asym-
metrischen Losungen entsteht. Dieses geschieht beim Ubergang von (b) nach (c). Zum
anderen kann auch die instabile symmetrische Losung verschwinden. Dabei kommt es
zu einer Abspaltung von zwei entkoppelten Bereichen.

Abbildung 7.25 zeigt eine schematische Darstellung des Verzweigungsdiagramms
unter der Annahme exakter Z,-Symmetrie. Die Bereiche (1), (2), (3), (4) und (6) geben
das prinzipielle Verzweigungsdiagramm der fiinf verschieden experimentellen Diagram-
me aus Abbildung 7.23 wieder, wobei der Einflu der Stérung hier unberiicksichtigt
bleibt. Die durchgezogenen Linien in Abbildung 7.25 zeigen den Einsatz der Gabelver-
zweigungen, wihrend die gestrichelten Linien Sattelknoten-Verzweigungen darstellen.
Das Zusammentreffen zweier Sattelknoten-Verzweigungen markiert daher entweder das
Verschwinden oder das Auftreten eines entkoppelten asymmetrischen Bereichs. Der
Zustand, der zum Bereich (5) im schematischen Stabilitéitsdiagramm korrespondiert,
ist in Abbildung 7.23 nicht dargestellt. Stichprobenartige Messungen konnten aber
die Existenz eines solchen Zustandes bestéitigen. Dieser Zustand verzweigt nicht in
einen asymmetrischen, obwohl in einem Reynoldszahlbereich entkoppelte asymmetri-
sche Zustinde gefunden werden konnte, die sowohl bei Erhohung als auch bei Ernied-
rigung der Reynoldszahl wieder in der symmetrischen Zustand {ibergehen.
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Abb. 7.25: Stabilitdtsdiagramm der Zy-symmetrischen Verzweigungen aus Abbildung
7.24. Die Verzweigungsdiagramme (a) bis (d) entstammen den Bereichen
(1) bis (4). Die mit SB bezeichneten Linien stellen den Einsatz einer
symmetriebrechenden Verzweigung dar, die mit f markierten den einer
Sattelknoten-Verzweigung. Im Bereich (5) treten nur noch entkoppelte
asymmetrische Losungen auf, im Bereich (6) sind gar keine asymmetri-
schen Losungen vorhanden. Die Zustidnde im unterlegten Bereich links
von (1) wurden nicht beobachtet.

Fiir eine Beschreibung der Verzweigungsdiagramme aus Abbildung 7.25 sind wegen
der Multistabilitdt nichtlineare Terme hoherer Ordnung in der Normalform der Ga-
belverzweigung notwendig. Maximal treten vier stabile Losungen gleichzeitig auf, so
dafl zusammen mit den drei instabilen Losungen, welche die stabilen Bereiche vonein-
ander trennen, insgesamt sieben verschiedene Losungen gleichzeitig auftreten kénnen.
Daher miissen Terme bis zur siebenten Ordnung in der Normalform vorhanden sein,
wobei wegen der angenommenen Zp- Symmetrie nur ungerade Terme moglich sind.
Diese Untersuchungen zeigen, dafl auch das stationére Verhalten des zeitabhingigen
Sy-Zustandes ein kompliziertes Wechselwirkungsverhalten aufweist, das sich mit Hilfe
der Verzweigungstheorie strukturell offenlegen 1:8t.

In diesem Kapitel ist eine Verzweigungsanalyse der axialsymmetrischen Instabi-
litdten der wellenférmigen Taylor-Wirbelstromung im Bereich der Kleinen-Jet-Mode
durchgefiihrt worden. Dabei wurde neben der Reynoldszahl Re und der normierten
Hohe I'/N auch die Wirbelzahl N als Verzweigungsparameter verwendet. Im Vor-
dergrund dieser Analyse standen die Zustdnde mit vier bis zehn Wirbeln. In diesen
Zusténden konnten experimentell Wechselwirkungen zwischen symmetriebrechenden
und oszillatorischen Moden beobachtet werden, deren prinzipielles Stabilitétsverhalten
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sich vollstindig im Rahmen der lokalen und globalen Verzweigungstheorie beschreiben
1a8t. Dabei zeigte sich insbesondere, dafi das Zusammenwirken einer oszillatorischen
und einer symmetriebrechenden Instabilitét fiir die Vielzahl der im Experiment auf-
tretenden Instabilitdten eine hinreichende Beschreibung darstellt. Zustinde mit mehr
als zehn Wirbeln wurden von v.Stamm et al. [142] untersucht. Sie fanden eine univer-
selle Sequenz von Zusténden, die sich an die in dieser Arbeit untersuchten Zustidnde
anschlieffit und auf Grundlage der Ergebnisse dieser Arbeit beschreiben 14fit. Es er-
gibt sich daher ein konsistentes Bild der Verzweigungsstruktur der axialsymmetrischen
Instabilitdten der wellenférmigen Taylor-Wirbelstromung im Bereich der Kleinen-Jet-
Mode fiir Zusténde von 4 bis 50 Wirbeln.



8. EXPERIMENTELLE HINWEISE AUF SHIL’NIKOV CHAOS IN
DER WELLENFORMIGEN TAYLOR-WIRBELSTROMUNG

Die Analyse des Stabilitédtsverhaltens der wellenférmigen Taylor-Wirbelstréomung hat
gezeigt, dal das Zusammenwirken von symmetriebrechenden und oszillatorischen Mo-
den zur Bildung von homoklinen Orbits fiihren kann. Wie in Kapitel 5 dargelegt, kann in
der Umgebung homokliner Orbits chaotisches Verhalten im Sinne Shil’nikovs entstehen.
In diesem Kapitel werden experimentelle Untersuchungen des Ubergangs in chaotisches
Systemverhalten im Bereich der wellenférmigen Taylor-Wirbelstromung dargestellt. Die
Untersuchungen sind in Zustdnden mit acht bis zwolf Wirbeln durchgefiihrt worden.
Im 4-Wirbelzustand wurde kein Hinweis auf chaotisches Systemverhalten gefunden. In
Zustanden mit mehr als zwo6lf Wirbeln hatten v.Stamm et al. [142] eine Periodenver-
dopplungskaskade der VLF-Mode auf den asymmetrischen Asten beobachtet. In den
Untersuchungen dieser Arbeit steht der Einfluf der Wechselwirkung der asymmetri-
schen Aste auf den Ubergang ins Chaos im Vordergrund. Besonders die Bedeutung der
homoklinen Orbits in der wellenférmigen Taylor-Wirbelstromung fiir die Entstehung
von Chaos wird untersucht.

8.1 Chaotische homokline Dynamik

8.1.1 Chaotische ,,Gluing“-Verzweigung im 10-Wirbelzustand

In Kapitel 7.2 wurde gezeigt, dafl im 10-Wirbelzustand eine gestorte homokline Ver-
zweigung bei I'/N = 0.8 auftritt. Dabei verschmelzen die beiden asymmetrischen peri-
odischen Orbits mit dem instabilen symmetrischen Fixpunkt und bilden einen grofien
symmetrischen periodischen Orbit iiber eine homokline Verzweigung. Durch Stérun-
gen entkoppelt diese Verzweigung im Sinne der Analyse von Glendinnig und Mullin
[158]. Allerdings treten auch im gestorten Fall homokline Orbits auf. Aus der Ver-
zweigungsanalyse von Glendinnig und Sparrow [161] wird deutlich, da§ das Auftreten
von chaotischer Dynamik in der Umgebung des homoklinen Orbits vom Verhiltnis der
Eigenwerte abhéingt. Da bei einer normierten Héhe von I'/N = 0.8 nur periodische
Losungen auftreten, ist offenbar die Shil’nikov-Bedingung nicht erfiillt. Daher wurde
der Bereich des 10-Wirbelzustandes, in dem es zu einer gestorten homoklinen Verzwei-
gung kommt, fiir verschiedene Hohenverhiltnisse untersucht. Bei diesen Untersuchun-
gen, die im Bereich 0.8 < I'/N < 0.88 durchgefiihrt wurden, traten qualitativ zwei
unterschiedliche Szenarien auf. Abbildung 8.1 zeigt exemplarisch jeweils eines dieser
Szenarien ins Chaos, das im 10-Wirbelzustand beobachtet werden konnte. Das linke
Szenario in Abbildung 8.1 wurde bei I'/N = 0.816 aufgenommen. Der Einsatz der
Symmetriebrechung und der VLF-Mode stimmt bei dieser normierten Hohe mit dem
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Abb. 8.1: Zwei Szenarien ins Chaos, aufgenommen im 10-Wirbelzustand bei I'/N =

0.816 (links) und T'/N = 0.824 (rechts). Links ist der Ubergang ins Chaos
des symmetrischen periodischen Orbits bei Re = 445.5, Re = 466.1 und
Re = 478.5 (von oben nach unten) zu sehen. Das rechte Szenario zeigt
den Ubergang ins Chaos auf dem asymmetrischem Ast bei Re = 429.0,
Re = 457.9, Re = 462.0 (von oben nach unten).
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bei I'/N = 0.8 iiberein. Aulerdem tritt bei dieser normierten Hohe dieselbe symme-
trische homokline Verzweigung auf, die auch bei I'/N = 0.8 gefunden werden konnte.
Abbildung 8.1 (oben links) zeigt die periodische V LFs-Mode des aus dieser Verzwei-
gung hervorgegangenen symmetrischen Zustands. Bei einer Erh6hung der Reynoldszahl
geht dieser symmetrische Zustand ins Chaos iiber. Ein Szenario im Sinne einer nieder-
dimensionalen Beschreibung 148t sich allerdings nicht beobachten. Vielmehr wird die
periodische Ostzillation der V LFg-Mode leicht irreguléir in der Amplitude. Um auszu-
schlieflen, daf} es sich bei diesem Verhalten um transiente Dynamik handelt, wurde die
Einschwingzeit auf bis zu 24 Stunden ausgedehnt. Bei Re = 466.1 tritt ein anderes
Verhalten auf, das sich sehr dhnlich wie eine Periodenverdopplung verhilt. In Abbil-
dung 8.1 (links, mitte) ist eine Zeitreihe dieses Zustandes dargestellt. Man erkennt die
asymmetrische Struktur dieser Zeitreihe, da die Verdopplung nur auf einer Seite des
symmetrischen Fixpunkts auftritt. Allerdings ist die Amplitude leicht irregulir und
Phasenspriinge sind zu beobachten. Trotzdem stellt dieser Ubergang einen Hinweis auf
eine niederdimensionale Wechselwirkung zwischen symmetrischem Fixpunkt und pe-
riodischem Orbit dar. Ahnliche dynamische Zustiinde treten auch im Lorenz-System
auf [157], wobei im Verzweigungsdiagramm dieses Systems, wie im 10-Wirbelzustand,
ebenfalls eine symmetrische homokline Verzweigung auftritt. Im Lorenz-System ist die-
se Verzweigung verantwortlich fiir die Entstehung chaotischen Verhaltens. Eine weitere
Erhohung der Reynoldszahl fiihrt zu einem chaotischen Zustand, wie im Abbildung 8.1
(unten links) zu sehen ist.

Das Szenario in Abbildung 8.1 (rechts), aufgenommen bei I'/N = 0.824, ist typisch
fiir das Verhalten des 10-Wirbelzustandes bei etwas grofieren Zylinderh6hen. Man sieht,
dafl bei der Erh6hung der Reynoldszahl das Zeitverhalten aus dem priméren asymme-
trischen Ast ein zeitlich irregulidres Verhalten aufweist, ohne daf sich hier ein klares
Szenario erkennen 1d8t. Eine weitere Erhohung fiihrt dann zu einer Attraktorkrise, bei
der sich die Grofle des chaotischen Attraktors schlagartig verdoppelt. Dabei ist der
»grofle” chaotische Attraktor durch experimenteller Stérungen ebenfalls asymmetrisch.
Eine experimentelle Analyse des dynamischen Verhaltens und des Uberganges ins Cha-
os auf dem primiren Ast hat kein klares Ubergangsszenario ergeben. Die schwache
Form des auftretenden Chaos deutet indes auch in diesem Fall auf ein niederdimensio-
nales Verhalten hin. Untersuchungen des Uberganges ins Chaos auf dem entkoppelten
asymmetrischen Ast zeigen ein dhnliches Verhalten.

Die Untersuchungen des Ubergangs ins Chaos in der wellenférmigen Taylor-Wirbel-
stromung des 10-Wirbelzustandes zeigen deutliche Hinweise auf niederdimensionales
Verhalten, das durch die Wechselwirkung zwischen dem symmetrischen Fixpunkt und
den oszillatorischen Moden entsteht. Allerdings 148t sich keine eindeutige Zuordnung
zu einem niederdimensionalen Szenario finden.

8.1.2 Inverse Periodenverdopplungskaskade im 8-Wirbelzustand

Die Untersuchung der symmetrischen V' L Fg9,-Mode im 8-Wirbelzustand hat eindeutige
experimentelle Hinweise fiir das Auftreten von homoklinem Chaos in Sinne Shil’nikovs
geliefert. Die Analyse der Verzweigungsstruktur des 8-Wirbelzustandes hat gezeigt, daf
das Auftreten der V' LFss, iiber eine homokline Verzweigung stattfindet. Die Ursache
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Abb. 8.2: Inverse  Periodenverdopplungskaskade der V LFgy,-Mode im 8-
Wirbelzustand bei T'/N = 0.8. Links: Zeitreihen der V LFgo,-Mode,
rechts: Leistungspektrum. (oben) einfach-periodische V LFgy, — Mode
(P1) bei Re = 453.75, (mitte) doppelt-periodische V LFgsy, — Mode (P2)
bei Re = 451.28, (unten) vierfach-periodische V LFg9, — Mode (P4) bei
Re = 450.45.
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Abb. 8.3: Chaotische und periodische V LFso,— Mode im 8-Wirbelzustand beiI' /N =
0.8. Links: Zeitreihe der V LFgo,— Mode, rechts: Leistungsspektrum. (oben)
chaotische V LF s, — Mode bei Re = 447.56, (unten) periodische V L Fgo, —
Mode bei Re = 447.15

fiir diese homokline Verzweigung gegeniiber einer heteroklinen Verzweigung im symme-
trischen Fall lag in der Entkopplung der lokalen Verzweigungen durch Storungen, die
im Experiment auftreten. Fiir I'/N = 0.8 bildet sich zusétzlich in der Umgebung der
asymmetrischen Fixpunkte lokal ein Grenzzyklus aus, so dafl die homokline Verzwei-
gung lokal durch eine Sattelknoten-Verzweigung periodischer Orbits zustandekommt.

Fiir I'/N = 0.8 konnte im Bereich der V L Fg9, — Mode unmittelbar nach deren Ein-
setzen iiber die homokline Verzweigung ein Ubergangsszenario gefunden werden, was
sehr grofie Ubereinstimmung zu der Verzweigungsstruktur in der Nihe einer homokli-
nen Verzweigung von Shil'nikov Typ zeigt. Abbildung 8.2 zeigt die Entwicklung der
Dynamik der V LFgo,-Mode im 8-Wirbelzustand bei I'/N = 0.8 bei einer Annéherung
an die homokline Verzweigung von hoheren Reynoldszahlen aus. Bei Re = 453.75 ist
die V LFss9,-Mode noch einfach-periodisch (P1). Bei einer Verringerung der Reynolds-
zahl tritt eine inverse Periodenverdopplungskaskade auf, wie es auch bei Ann#dherung
an einen homoklinen Orbit von Shil’nikov Typ unter sehr allgemeinen Bedingungen der
Fall ist [161, 162]. Die Kaskade konnte bei I'/N = 0.8 bis zum vierfach-periodischen
Zustand (P4) bei Re = 450.45 verfolgt werden. Bei einer weiteren Reduktion der
Reynoldszahl geht die V' L Fs9,-Mode in einen schwach chaotischen Zustand iiber. Abbil-
dung 8.3 (oben) zeigt eine Zeitreihe und das zugehorige Leistungsspektrum der chao-
tische V LFgo,-Mode bei Re = 447.56. Der Ubergang ins Chaos der V LFg,,- Mode
entspricht daher genau dem, der bei einer Shil’'nikov-Verzweigung zu beobachten ist.
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Abb. 8.4: Normierte Frequenzen w/v; der VLFgs9, — Mode im 8-Wirbelzustand bei
I'/N = 0.8 fiir die beobachteten dynamischen Bereiche. Eine weitere Re-
duktion der Reynoldszahl fiihrt zum Ubergang in einen asymmetrischen
Zustand.

Eine weitere Reduktion des Kontrollparameters fiihrt bei der Shil'nikov-Verzweigung
erneut zum Auftreten einer Periodenverdopplungskaskade, die eine Restabilisierung des
periodischen Zustandes mit sich bringt. Dieser periodische Zustand verschwindet dann
iiber eine Sattelknoten-Verzweigung, ohne daf} die Periodendauer divergiert. Folgt man
der Kaskade des V LFgy,-Zustandes bei I'/N = 0.8 vom chaotischen Bereich zu nied-
rigeren Reynoldszahlen, so findet man eine Restabilisierung eines einfach-periodischen
Zustandes bei Re = 447.15. Eine Zeitreihe der V LFs9,-Mode bei dieser Reynolds-
zahl ist in Abbildung 8.3 (unten) zu sehen. Allerdings konnte experimentell keine er-
neute Periodenverdopplungskaskade beobachtet werden. Eine weitere Reduktion der
Reynoldszahl vom restabilisierten einfach-periodischen Zustand der V LFso, — Mode
bei Re = 447.15 fithrt unmittelbar zu einem Ubergang in einen asymmetrischen os-
zillatorischen Zustand. Dabei wurde keine Divergenz der Periodendauer des V L Fgo,-
Zustandes beim Ubergang in den asymmetrischen Zustand beobachtet. Diese Tatsache
ist ein weiterer Hinweis fiir das Auftreten einer Shil’nikov Verzweigung. Abbildung 8.4
zeigt die verschiedenen dynamischen Bereiche der V LFgs,.,-Mode bei I'/N = 0.8 im
Uberblick. Aufgetragen sind die auf die Innenzylinderdrehzahl v; normierten Frequen-
zen der Grundfrequenz w der V LFss, iiber der Reynoldszahl. Fiir andere normierte
Héhen konnten dhnliche Szenarien beobachtet werden. Abbildung 8.5 zeigt die Ergeb-
nisse der Untersuchungen bei I'/N = 0.8, T'/N = 0.793, T'/N = 0.79 und '/N = 0.78.
Fiir T'/N = 0.79 trat ebenfalls eine inverse Periodenverdopplungskaskade von einfach-
periodischen V LFg,, ausgehend auf. Allerdings konnte bei dieser normierten Hohe
der vierfach-periodische Zustand (P4) nicht mehr identifiziert werden. Auch war es
nicht moglich, den restabilisierten einfach-periodischen Zustand zu priparieren. Fiir
['/N < 0.78 bleibt das dynamische Verhalten der V LFsy-Mode einfach-periodisch.
Fiir normierte Héhen I'/N > 0.8 konnte der Ubergang von periodischem zu chaoti-
schem dynamischen Verhalten bei Reduktion der Reynoldszahl im V LFg,-Zustand
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Abb. 8.5: Ausschnitt aus dem Verzweigungsdiagramm des 8-Wirbelzustandes. Neben
dem Szenario bei I'/N = 0.8 sind auch die beobachteten Zusténde der
V LFgsy-Mode bei I'/N = 0.793, I'/N = 0.79 und I'/N = 0.78 dargestellt.

auch beobachtet werden. Hier war es allerdings experimentell nicht moglich, eine Peri-
odenverdopplungskaskade zu beobachten.

Die Untersuchungen des dynamischen Verhaltens der V LFgso.,-Mode im 8-Wirbel-
zustand haben eindeutige experimentelle Hinweise fiir das Auftreten von chaotischer
Dynamik in Verbindung mit homoklinen Orbits in der wellenférmigen Taylor-Wirbel-
stromung geliefert. Diese Ergebnisse zeigen zum ersten Mal, dafl chaotische Dynamik
in der wellenférmigen Taylor-Wirbelstromung auch durch eine Wechselwirkung von
symmetriebrechender und oszillatorischer Instabilitdt in Sinne Shil’'nikovs organisiert
werden kann [133].

8.2 Finsatz von Chaos iiber Intermittenz

Die Untersuchungen des 8- und des 10-Wirbelzustandes haben gezeigt, dafl die Wech-
selwirkungen zwischen den asymmetrischen Asten zum Auftreten von chaotischem
Verhalten fithren. Dieses Verhalten weist dynamisch groBe Ubereinstimmungen mit
niederdimensionalem Chaos auf, das in der Umgebung eines homoklinen Orbits vom
Shil’nikov-Typ auftreten kann. Fiir Systeme mit mehr als zehn Wirbeln konnten keine
Wechselwirkungen zwischen den periodischen asymmetrischen Zustinden beobachtet
werden. Fiir den 12-Wirbelzustand findet man aber, dal der Ubergang ins Chaos von
der Wechselwirkung zwischen den beiden asymmetrischen Asten beeinfluBt wird [4].
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Dies steht im Widerspruch zu fritheren Arbeiten von v.Stamm et al.[142], die auf bei-
den asymmetrischen Asten unabhingig voneinander dynamisches Verhalten beobachtet
hatten.

Daher wurde erneut eine Analyse des dynamischen Verhaltens des 12- und des 14-
Wirbelzustandes durchgefiihrt. Fiir den 14-Wirbelzustand konnte in einem sehr kleinen
Reynoldszahlbereich vor dem Einsatz von Chaos eindeutig eine Periodenverdopplungs-
kaskade beobachtet werden. v.Stamm et al. [142] haben in Zusammenhang mit diesem
Zustand von einem direkten Ubergang des periodischen in den chaotischen Zustand be-
richtet. Die hier beschriebenen Untersuchungen zeigen, daf sich der 14-Wirbelzustand
qualitativ wie Zusténde mit 16 und mehr Wirbeln verhélt. Der 12-Wirbelzustand zeigt
indes ein anderes Szenario als Zustdnde mit einer hoheren Anzahl von Wirbeln. Erst ei-
ne neue Mefmethode brachte diese Ergebnisse hervor. Wéhrend von Stamm et al.[142]
die Verzweigungsdiagramme durch quasistatische Erh6hung der Reynoldszahl bestimm-
ten, wurde dieses in dieser Arbeit durch sukzessive Erh6hung der Reynoldszahl bei ei-
ner wesentlich langeren Wartezeit zwischen den Reynoldszahldnderungen, als es bei der
quasistatischen Methode technisch moglich war, durchgefiihrt. Die Einschwingzeiten in
dieser Arbeit betrugen dabei bis zu 48 h. Dieses Verfahren ist somit wegen des Zeit-
aufwandes fiir systematische Untersuchungen grofler Parameterbereiche, wie sie von
v.Stamm et al. [142] durchgefiihrt wurden, nicht praktikabel.

8.2.1 Symmetrisches Chaos

Im 12-Wirbelzustand tritt chaotisches Systemverhalten nicht iiber eine Periodenver-
dopplungskaskade, sondern iiber Intermittenz auf. In Abbildung 8.6 ist eine typische
Zeitreihe der chaotischen VLF-Mode, die im 12-Wirbelzustand unmittelbar nach Ein-
satz des Chaos bei Re = 412 und einer normierten Hohe von I'/N = 0.84 aufgenommen
wurde. Diese Zeitreihe ist, wie alle zuvor gezeigten VLF-Mode-Zeitreihen, tiefpafige-
filtert mit einer Cutoff-Frequenz von f. = 0.1Hz. Die Zeitreihe gibt die Dynamik der
Strémung in der Zylindermitte (L/2) in einem Abstand von 3mm vom Innenzylinder
wieder. Dabei wurde die axiale Komponente gemessen. Somit entspricht eine Ande-
rung der Stromungsgeschwindigkeit einer axialen Verschiebung Az des Wirbelsystems,
sofern es sich, wie im Fall der VLF-Mode, um kleine Verschiebungen handelt.

Die Zeitreihe in Abbildung 8.6 zeigt die charakteristischen Eigenschaften der chao-
tischen VLF-Mode im 12-Wirbelzustand. Zunéchst erkennt man das Auftreten von
laminaren Phasen, die fiir den Ubergang ins Chaos iiber Intermittenz typisch sind. Als
zweites Kennzeichen dieses Zustandes 148t sich festhalten, dafi das System zwischen den
beiden asymmetrischen Asten wechselt. Der stabile symmetrische Zustand, der bei klei-
neren Reynoldszahlen auftritt, entspricht einer Strémungsgeschwindigkeit, die zwischen
den beiden asymmetrischen Bereichen in der Zeitreihe lokalisiert ist. Es findet somit ein
Ubergang von einen asymmetrischen periodischen in einen symmetrischen chaotischen
Zustand statt. Die Wiederherstellung der Zs-Symmetrie mufl dabei im Sinne einer Mit-
telung verstanden werden [147, 148]. Abbildung 8.7 zeigt diesen Ubergang anhand des
Verhaltens im rekonstruierten Phasenraum. Dabei wurde eine Einbettung mittels Zeit-
verzogerung und optimalem Rekonstruktionsparameter verwendet [182, 183, 185, 187].
In Abbildung 8.7 (a) sind beide periodischen Orbits der VLF-Mode zu sehen, die bei
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Abb. 8.6: Chaotische VLF-Mode bei I'/N0.84 unmittelbar nach Einsatz des Chaos
im 12-Wirbelzustand (Re = 412) aufgenommen in der Zylindermitte. Die
»,schnellen®“ QOszillationen der Kleinen-Jet-Mode sind herausgefiltert wor-
den. Deutlich ist das intermittente Verhalten und die Verbindung beider
Aste zu erkennen.

I'/N = 0.84 und Re = 411 jeweils auf den beiden asymmetrischen Asten auftreten.
Der chaotische Attraktor in Abbildung 8.7 (b) entspricht der Zeitreihe aus Abbildung
8.6, und zeigt somit das Verhalten der Stromung bei Erh6hung der Reynoldszahl von
Re = 411 auf Re = 412. Man erkennt deutlich die Position der vormals stabilen peri-
odischen Orbits innerhalb des symmetrischen chaotischen Orbits. Um dieses Verhalten
zu verdeutlichen, sind in Abbildung 8.8 Teile des Attraktors aus Abbildung 8.7 (b) dar-
gestellt. Abbildung 8.8 (a) verdeutlicht durch vier verschiedene Ansichten die Struktur
des chaotischen Attraktors in der Umgebung des vormals stabilen periodischen Orbits.
Dieser Teil des Attraktors entspricht einer laminaren Phase in der in Abbildung 8.6 dar-
gestellten Zeitreihe. Der Wechsel zwischen den asymmetrischen Asten im chaotischen
Fall wird durch den symmetrischen Attraktor in Abbildung 8.8 (b) verdeutlicht.

Innerhalb der experimentellen Genauigkeit von ARe = 0.2 konnte keine Hysterese
zwischen dem periodischen und dem chaotischen Bereich beobachtet werden. Allerdings
muf} festgehalten werden, dafl in der unmittelbaren Umgebung des kritischen Punktes
sehr lange chaotische Transienten aufgetreten sind. Diese konnen bis zu 24 Stunden
dauern, so dafl zur Bestimmung des kritischen Punktes Einschwingzeiten bis zu 96
Stunden abgewartet wurden.

Dasselbe Szenario, das bei I'/N = 0.84 beobachtet werden konnte, tritt im 12-
Wirbelzustand auch fiir andere Zylinderh6hen auf. Bei kleineren Zylinderh6hen wurde
es bis zu einer normierten Hohe von I'/N = 0.76 verfolgt. Bei hoheren Zylinderhthen
tritt dasselbe Szenario bis zu normierten Héhen von I'/N = 0.868 auf. Eine weitere
Erhéhung (I'/N > 0.87) #ndert das Verhalten insofern als beim Einsetzen der chaoti-
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(b)

Abb. 8.7: Phasenraumrekonstruktion eines periodischen (Re = 411) (a) und eines
chaotischen (Re = 412) (b) Attraktors der VLF-Mode bei I'/N = 0.84.
Der chaotische Attraktor korrespondiert mit der Zeitreihe aus Abbildung
8.6. Fiir den periodischen Zustand sind beide asymmetrischen periodischen
Orbits dargestellt.
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(b)

Abb. 8.8: Rekonstruktion von Teilen des in Abbildung 8.7 gezeigten chaotischen
Attraktors: a) Rekonstruktion einer laminaren Phase der intermittenten
Zeitserie aus Abbildung 8.7 unter vier verschiedenen Blickwinkeln. Die-
se Teilattraktoren korrespondieren mit dem periodischen Orbit, der bei
Re = 411 auftritt. Der symmetrische Attraktor zeigt das Uberspringen
zwischen den asymmetrischen Zustinden.

schen Strémung beide asymmetrischen Aste getrennt bleiben, so dal zwei asymmetri-
sche chaotische Attraktoren entstehen. Dabei wurde bei Erh6hung der Reynoldszahl
im Fall von asymmetrischem Chaos keine Krise beobachtet, die zu Verschmelzen der
beiden asymmetrischen chaotischen Attraktoren zu einem symmetrischen fithren. Diese
ist somit offenbar nur abhingig von der Zylinderhohe, so daf es im folgenden sinnvoll
erscheint, von einer kritischen normierten Héhe I'./N zu sprechen. In der Nihe dieser
kritischen normierten Hohe wurde eine leichte Modulation der periodischen VLF-Mode
beobachtet, deren Ursprung allerdings noch nicht gekldrt werden konnte.

8.2.2 Untersuchung des Intermittenztyps

Die verschiedenen Intermittenztypen des Pomeau-Manneville-Szenario werden iibli-
cherweise auf Grundlage des Typs der Instabilitidt des periodischen Orbits charakteri-
siert [149, 143, 144], obwohl auch die Reinjektion den Typ der Intermittenz beeinflussen
kann [153, 154]. Zur Klassifikation des Intermittenztyps, der im Fall der chaotischen
VLF-Mode im 12-Wirbelzustand auftritt, wurden sowohl die Wiederkehrabbildung als
auch das Skalierungsverhalten untersucht.

Abbildung 8.9 (a) zeigt sehr lange laminare Phasen der chaotischen VLF-Mode,
die bei I'/N = 0.84 und Re = 411.6 aufgenommen worden sind. In Abbildung 8.9 (b)
ist die Wiederkehrabbildung exemplarisch fiir die ersten beiden laminaren Phasen aus
(a) dargestellt. Aufgetragen ist dabei jeweils das Maximum einer Oszillation gegen das
vorangegangene. Die Reinjektion in die laminare Phase geschieht in der Wiederkehrab-
bildung iiber den unteren Ast. Danach hilt sich das System fiir eine gewisse Zeit in der
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Abb. 8.9: (a) Lingste experimentell beobachtete laminare Phasen der VLF-Mode,
aufgenommen im 12-Wirbelzustand bei Re = 411.6 und I'/N = 0.84. (b)
Experimentelle Wiederkehrabbildung, exemplarisch fiir die erste () und die
zweite (o) laminare Phase aus Zeitserie (a). Aufgetragen ist das Maximum
einer Oszillation gegen das vorangegangene.

Umgebung des urspriinglichen stabilen Fixpunkts auf, um dann iiber den oberen Ast
die laminare Phase wieder zu verlassen. Eine qualitativ dhnliche Form der Wiederkehr-
abbildung wurde in einem Intermittenz-Szenario in einer Rayleigh-Bénard Konvektion
beobachtet. Dieses Szenario wird iiblicherweise als Prototyp einer Typ-I Intermittenz
betrachtet. Das von der theoretischen Form abweichende Aussehen der Wiederkehr-
abbildung wird dabei durch die Existenz einer zusétzlichen stabilen Mannigfaltigkeit
erklart [151]. Anders als bei Typ-II und Typ-III Intermittenz tritt bei Typ-I Intermit-
tenz kein zusétzliches dynamisches Element zur laminaren Phase hinzu, das auf die Art
der Instabilitéit des periodischen Orbit zuriickschlielen lieBe. Ein solches Element, wie
das Auftreten einer instabilen Subharmonischen oder einer zusétzlichen Modulation,
kann auch im Fall der VLF-Mode nicht identifiziert werden.

Abbildung 8.10 zeigt die Verteilung der laminaren Phasen der chaotischen VLF-
Mode unmittelbar nach Einsatz des Chaos bei I' = 0.87 und Re = 594. Deutlich
zu erkennen ist der , weiche“ Abfall vom Maximum, das in diesem Fall im Intervall
At = 60 — 80s liegt, zu ldngeren laminaren Phasen. Diese Verhalten ist charakteri-
stisch fiir einen Intermittenztyp, der mit der Entstehung eines instabilen Grenzzyklus
verbunden ist. Dies ist bei Typ-II und Typ-III der Fall. Charakteristisch fiir Typ-
I Intermittenz wire eine scharfe Grenze bei den laminaren Phasen. Diese entspricht
der lingsten Zeit, die es dauert, den Bereich des ,, Tunnels“ in der Wiederkehrabbil-
dung zu verlassen. Abbildung 8.10 (b) zeigt in doppelt logarithmischer Darstellung
die mittlere Lénge der laminaren Phasen < 7 > aufgetragen iiber dem relativen Ab-
stand vom kritischen Punkt ¢ = R‘Eijec. Der kritische Punkt ergibt sich dabei aus
der Stabilitidtsanalyse. Das Skalierungsverhalten, das in Abbildung 8.10 (b) dargestellt
ist, korrespondiert mit einem Szenario, dafl bei I'/N = 0.84 aufgenommen wurde. Es
ergibt sich ein Skalierungsgesetz von < 7 >= ¢ 98!, Zusammen mit zwei weiteren
Szenarien, die bei I'/N = 0.82 und nochmals bei I'/N = 0.84 aufgenommen wurde,
ergibt sich ein Skalierungsverhalten von < 7 >= ¢ (074005 Djeges Verhalten steht im
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Abb. 8.10: Verteilung der laminaren Phasen der intermittenten VLF-Mode aufge-
nommen im 12-Wirbelzustand unmittelbar nach Finsatz des Chaos bei
Re = 594 und T'/N = 0.87. Aufgetragen ist die Anzahl der laminaren
Phasen tiber ihrer Linge. (b) Skalierungsverhalten der mittleren Lingen
der laminaren Phasen < 7 > einer intermittenten VLF-Mode-Oszillation
beiT'/N = 0.84

Widerspruch zum charakteristischen Skalierungsverhalten der drei Intermittenztypen.
Wihrend Typ-II und Typ-III Intermittenz mit < 7 >= ¢ ! skalieren, verhélt sich Typ-I
mit < 7 >= ¢ %5, Das Skalierungsverhalten von Typ-II und Typ-III Intermittenz kann
sich allerdings in Abhéngigkeit von der Reinjektionswahrscheinlichkeit &ndern, so daf
auch ein Skalierungsgesetz < 7 >= 7% méglich ist [154, 153]. Fiir Typ-I kénnen nur
Exponenten kleiner 0.5 erreicht werden. Daher widerspricht das experimentell bestimm-
te Skalierungsverhalten ebenso wie die Verteilung der laminaren Phasen der Annahme,
daf es sich bei der im 12-Wirbelzustand auftretenden Intermittenz um den Typ-I han-
delt. Insbesondere das Skalierungsverhalten und die Verteilung der laminaren Phasen
deuten auf die Existenz eines instabilen periodischen Orbits im chaotischen Bereich
hin, wie dieses bei Typ-II und Typ-III der Fall ist. Es ergeben sich aber weder aus der
Zeitreihe noch aus der Wiederkehrabbildung Hinweise auf die Instabilitdt des periodi-
schen Orbits, so daf} keine eindeutige Zuordnung des Intermittenztyps der VLF-Mode
zu den bisher bekannten Typen durchgefiihrt werden kann.

8.2.3 Experimenteller Shil’nikov Attraktor

Das Szenario im 12-Wirbelzustand zeigt fiir einige Bereiche der normierten Héhe I'/ N
zusdtzliche dynamische Eigenschaften, die Riickschliisse auf die Phasenraumstruktur
zulassen. Abbildung 8.11 (a) zeigt eine Zeitreihe eines chaotischen 12-Wirbelzustandes
bei I'/N = 0.8. Sie gibt das Systemverhalten unmittelbar nach Einsatz des Chaos
bei Re = 366 wieder. Signifikant sind neben den laminaren Phasen und dem Wechsel
zwischen den asymmetrischen Asten, wie es auch bei I'/N = 0.84 der Fall ist (vgl. Ab-
bildung 8.6), Bereiche qualitativ anderen oszillatorischen Verhaltens. Aus Abbildung
8.11 (a) erkennt man, dafl diese Bereiche ebenfalls unregelméifig auftreten, aber dann
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Abb. 8.11: (a) Chaotische VLF-Mode, aufgenommen im 12-Wirbelzustand unmittel-
bar nach Einsatz des Chaos bei I'/N = 0.8 und Re = 366. Ein zusétzlicher
Typ von Oszillation ist zu sehen. (b) Ausschnitt aus einer Zeitreihe, die
bei I'/N = 0.87 aufgenommen wurde.(c) Rekonstruierter Attraktor von
Zeitserie (b) zeigt eine signifikante Ubereinstimmung mit homoklinem At-
traktor vom Shil’nikov-Typ
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jeweils eine gewisse Zeit andauern. Abbildung 8.11 (b) zeigt eine Phase dieser Oszil-
lationen. Diese Zeitreihe wurde bei I'/N = 0.87 unmittelbar nach Einsatz des Chaos
bei Re = 594 aufgenommen. Die Umgebung der kritischen normierten Hohe ist der
zweite Bereich, in dem diese Art von oszillatorischen Verhaltens beobachtet werden
konnte. Dabei tritt diese Oszillation nur fiir I'/N > 0.87, also im Bereich getrenn-
ter asymmetrischer Dynamik auf. Fiir I'/N < 0.87, wo es zu einem Wechsel zwischen
den beiden asymmetrischen Asten kommt, wurde diese Art von Oszillation nicht be-
obachtet. Abbildung 8.11 (c) zeigt eine Phasenraumrekonstruktion der Zeitreihe aus
Abbildung 8.11 (b). Anhand dieses Attraktors wird die Phasenraumstruktur sichtbar.
Man erkennt das typische Verhalten, das auch in der Umgebung eines homoklinen Or-
bits vom Shil'nikov Typ auftritt. Das bedeutet, dafl im Bereich des Auftretens dieses
Ostzillationstyps der instabile symmetrische Fixpunkt in die Dynamik des chaotischen
Systems involviert wird. Arneodo et al. [164] konnten in einer Normalform zeigen, daf
chaotisches Verhalten durch die Wechselwirkung zwischen einem periodischen Orbit
und einem instabilen Fixpunkt auftreten kann, ohne daf es zur Bildung eines homokli-
nen Orbits kommen mufl. Obwohl das dynamische Verhalten des 12-Wirbelzustandes
eine komplexere Struktur besitzt als der 8- und der 10-Wibelzustand, ist auch in diesem
Fall die Wechselwirkung zwischen stationdren und oszillatorischen Strukturen relevant
fiir die Organisation der Dynamik.

8.3 Analyse der chaotischen Strémung

Die im vorangegangenen Abschnitt dargestellten Ergebnisse haben gezeigt, daf sich
der Ubergang vom periodischen Strémungsverhalten ins Chaos verhilt wie in niederdi-
mensionalen chaotischen Systemen. Diesen ist allerdings eigen, dafi die Dimension des
chaotischen Attraktors durch die Anzahl der Freiheitsgrade des niederdimensionalen
Systems beschrénkt ist.

Die Zeitreihe in Abbildung 8.12 zeigt die chaotische VLF-Mode im 12-Wirbelzustand
bei I'/N = 0.84. Dieser Zustand wurde bei Re = Re = 509.0 aufgenommen und er-
gibt sich somit unmittelbar aus dem in Abbildung 8.6 dargestellten bei Erhhung der
Reynoldszahl. Schon aus der Zeitreihe 148t sich eine signifikante Zunahme der Kom-
plexitéit des Zeitverhaltens direkt nach dem Einsatz des Chaos erkennen. Um diesen
Eindruck zu quantifizieren, wurden Schitzungen der Korrelationsdimension mittels
numerischer Verfahren durchgefiihrt. Das verwendete Verfahren entspricht dem von
Grassberger und Procaccia [181, 189].

Um Artefakte bei der Bestimmung der Korrelationsdimension aufgrund einer zu ge-
ringen Anzahl von Datenpunkten zu vermeiden, wurde in einer Langzeitmessung eine
Zeitreihe des chaotischen Zustandes iiber 100 Stunden bei einer Abtastfrequenz von 10
Hz aufgezeichnet. Um die Qualitéit der Schitzung bewerten zu koénnen, ist zusétzlich
eine Methode angewendet worden, die bei der Analyse chaotischer Zeitreihen hiufig
verwendet wird. Aus der chaotischen Zeitreihe werden sogenannte Surrogatzeitreihen
erzeugt [189]. Diese Surrogate besitzen die gleichen linearen Eigenschaften wie die Ori-
ginalzeitreihe, das heifit, sie stimmen im Leistungsspektrum und in der Amplituden-
verteilung mit der Originalzeitreihen iiberein.

Allerdings sind alle nichtlinearen Eigenschaften beseitigt worden, so daf} es sich bei
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Abb. 8.12: Zeitreihe  einer  chaotischen = VLF-Mode-Oszillation = des — 12-
Wirbelzustandes aufgenommen in der Zylindermitte bei I'/N = 0.84 und
Re =509.0

den Surrogaten um gefiltertes Rauschen handelt. Bei der Analyse der nichtlinearen
Zeitreihe wird dann das entsprechende Maf}, wie zum Beispiel die Korrelationsdimen-
sion, sowohl von der Originalzeitreihe als auch von den Surrogaten bestimmt.

Abbildung 8.13 zeigt die Ergebnisse der Analyse einer Zeitreihe des chaotischen
Zustandes (rechts) und der Surrogatzeitreihen (links). Die Schitzung der Korrelati-
onsdimension bei der chaotischen Zeitreihe ergibt eine signifikante Konvergenz, so dafl
es sich eindeutig um ein chaotisches Verhalten bei der Zeitreihe in Abbildung 8.12
handelt. Aus Abbildung 8.13 erkennt man allerdings, dafl der Wert der Korrelations-
dimension ungefihr bei 5.5 liegt. Eine genauere Schitzung ist schwierig, aber fiir diese
Untersuchungen auch nicht notwendig, da es fiir eine hinreichende Abschitzung der
Komplexitdt der Stromung ausreicht. Eine so hohe Korrelationsdimension wurde in
einem experimentellen System bisher kaum beobachtet [189]. Um sicherzustellen, dafl
es sich nicht um einen Artefakt des Analyseverfahrens handelt, ist eine Schiatzung der
Korrelationsdimension der Surrogatzeitreihen vorgenommen worden. Die Auswertung
der Surrogatzeitreihe, die in Abbildung 8.13 dargestellt ist, zeigt, dafl keine Konvergenz
bei der Dimensionsbestimmung auftritt. Dieses Ergebnis ist zu erwarten, da es sich bei
den Surrogatzeitreihen um gefiltertes Rauschen handelt, die keine fraktale Eigenschaft
im Phasenraum besitzen. Eine Konvergenz hétte auf einen Artefakt des Analysever-
fahrens hingedeutet. Diese Uberpriifung zeigt, daf es sich bei geschiitzten Dimension
um eine Eigenschaft der chaotischen Stromung handelt.

Aus diesen Analysen wird deutlich, dal es zu einem starken Anstieg der Kom-
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Zeitreihe in Abbildung 8.12 dargestellt ist,(rechts): Schétzung der Korre-
lationsdimension der Surrogatzeitreihen

plexitdt im Bereich der chaotischen VLF-Mode bei einer Erhhung der Reynoldszahl
kommt. Wahrend der Einsatz des Chaos im Rahmen eines niederdimensionalen dyna-
mischen Verhaltens beschrieben werden konnte, treten bei Erhéhung der Reynoldszahl
offenbar weitere Freiheitsgrade hinzu. Im chaotischen Bereich fern vom Einsatzpunkt
mufl beachtet werden, daf§ es sich bei einer Strémung um einen raum-zeitlichen Prozef3
handelt, so daf andere Untersuchungsmethoden notwendig werden [189].
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9. TAYLOR-COUETTE-STROMUNG BEI HOHEREN
REYNOLDSZAHLEN — LOKALISIERTE MODEN

Friihere experimentelle Untersuchungen haben gezeigt, daf bei h6heren Reynoldszahlen
Stromungszustinde auftreten kénnen, bei denen einzelne Wirbelpaare axial lokalisiert
oszillieren [191, 193, 195, 117]. Dabei wurden sowohl Zustéinde mit lokalen Oszilla-
tionen der Groflen-Jet-Mode als auch mit Oszillationen der Core-Mode beobachtet.
Die Zusténde der Groflen-Jet-Mode sind dabei von v.Stamm [117] und von Absha-
gen [193] untersucht worden. Sie treten ausgehend von den chaotischen Zusténden
der Kleinen-Jet-Mode und der VLF-Mode bei hoheren Reynoldszahlen im Bereich
['/N < 1 auf. Da die lokal oszillatorischen Zustéinde vom dynamischen Standpunkt
aus zumeist kein komplexes Verhalten aufweisen [193, 117], fiihrt die Erhshung der
Reynoldszahl ausgehend von den hochdimensionalen chaotischen Zusténden zu einer
Reduktion der Komplexitit und nicht zu einer Erh6hung. Es wurde bisher kein Szena-
rio in der Taylor-Wirbelstromung bei n = 0.5 beobachtet, das einen stetigen Anstieg
der Komplexitét von der stationdren Taylor-Wirbelstromung aus aufweist [117, 23, 1].
In diesem Kapitel werden systematische Untersuchungen der h6heren Instabilitéiten der
Taylor-Wirbelstromung bei n = 0.5 fiir I'/N > 1 vorgestellt. Das Auftreten von lokal
oszillatorischen Core-Moden wurde in diesem Bereich von v.Stamm|[117] beobachtet.

9.1 Lokalisierung in nichtlinearen Systemen

Lokalisierte Strukturen treten in einer Vielzahl von nichtlinearen Systemen auf [17].
In hydrodynamischen Systemen kann dieses zum Beispiel durch Frontpropagation oder
Wellenléngenselektion der Fall sein. Frontpropagation im Taylor-Couette System wur-
de von [76, 77, 78, 79, 80] untersucht. Ein Beispiel von Lokalisierung in Verbindung mit
Wellenzahlselektion findet sich bei Hegseth et al.[190]. Sie untersuchten das Auftreten
einer inhomogenen Wirbelgrofenverteilung in einer quasi-eindimensionalen Konvek-
tionszelle. Lokalisierte Oszillationen in einem Taylor-Couette-System mit gegenrotie-
renden Zylindern wurden von Baxter und Andereck [192] untersucht. Sie fanden, daf
das Auftreten der lokalen Oszillation auch zu einer lokalen Erhéhung der Wirbelgrofie
fithrt. Schulz [194] untersuchte das Auftreten von lokalen Oszillationen in einem Taylor-
Couette System bei niedrigen Reynoldszahlen.

Raumlich lokalisierte Oszillationen in einem Taylor-Couette-System wurden zuerst
von Pfister [191] gefunden. Dabei handelt es sich um Oszillationen der Grofen-Jet-
Mode, die bei I'/N < 1 auftreten. Umfangreiche experimentelle Untersuchungen die-
ser Stréomungszustinde wurden von v.Stamm [117] und Abshagen [193] durchgefiihrt.
Im Vordergrund dieser Untersuchungen stand eine méglichst vollsténdige Klassifizie-
rung der verschiedenen lokalisierten Zustédnde und deren Stabilitdtsverhalten. Die Un-
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Abb. 9.1: Profile der axialen Stromungsgeschwindigkeit der lokal oszillatorischen
Zusténde der GroBen-Jet-Mode des 12-Wirbelzustandes [193]

tersuchungen wurden wegen der hohen Multiplizitdt der Losungen hauptséchlich in
Stromungszustéinden mit 8 bis 12 Wirbeln durchgefiihrt, ergénzt von stichprobenarti-
gen Messungen bei Zustdnden mit bis zu 40 Wirbeln. Die lokal oszillatorischen Zustédnde
der Groflen-Jet-Mode bei 12 Wirbeln sind in Abbildung 9.1 dargestellt. Dabei sind die
Profile der axialen Stromungsgeschwindigkeit in einem Abstand von 9mm vom In-
nenzylinder quasi-statisch aufgenommen worden. Wegen der hohen Multiplizitdt der
moglichen lokal oszillatorischen Zustinde wurde eine Kodierung eingefiihrt [117]. Die-
se ist fiir alle untersuchten lokalen Moden identisch. Der vordere obere Index bezeichnet
die Wirbelanzahl des Zustandes und die Buchstabenfolge ist ein Kiirzel fiir die lokal
auftretende oszillatorische Mode. Die Grofle-Jet-Mode wird als ,LJ“ fiir ,,Large-Jet®
bezeichnet, wihrend ein ,,C*“ fiir lokale Oszillationen der Core-Mode steht.

Der hintere untere Index ist eine bindre Kodierung der axialen Position der lokalen
Oszillation vom Zylinderboden aus betrachtet. Dabei wird bei der Groflen-Jet-Mode in
aufsteigender Folge jedem oszillierenden Wirbelpaar eine ,,1° zugeordnet. Liest man die
Folge von ,1“ und ,,0“ respektive fiir ein oszillierendes Wirbelpaar und eines ohne Oszil-
lation vom Boden zum Deckel als Bindrzahl, so ergibt der entsprechende Dezimalwert
den hinteren Index. Als Beispiel bezeichnet '2L.J, einen 12 Wirbelzustand mit einer lo-
kalen Oszillation der Groflen-Jet-Mode im dritten Wirbelpaar vom Zylinderdeckel aus
betrachtet (000100). Beim hinteren Index der lokalen Core-Mode muf} beachtet werden,
daf jedem einzelnen Wirbel eine Binérzahl zugeordnet wird, da die Core-Mode in jedem
einzelnen Wirbel unabhéngig oszillieren kann. Es treten experimentell nicht alle denk-
baren lokalisierten Zusténde auf, allerdings wurde zu jedem asymmetrischen Zustand
auch der entsprechende spiegelsymmetrische Zustand gefunden. Bei der Untersuchung
der strukturellen Eigenschaften zeigte sich, daf eine Oszillation der Groflen-Jet-Mode
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in einem Wirbelpaar zu einer signifikanten Vergrofilerung dieses Wirbelpaares fiihrt.
Andere lokalisierte oszillatorische Moden konnten von v.Stamm [117] ebenfalls identi-

fiziert werden. Dabei handelt es sich unter anderem um lokalisierte Oszillationen der
Core-Mode, die bei I'/N > 1 auftreten.

9.2 Untersuchungen zur lokalisierten Core-Mode

Im Rahmen dieser Arbeit sind die Eigenschaften der lokalisierten Core-Mode expe-
rimentell untersucht worden.! Ein Hauptteil dieser Untersuchungen befafit sich mit
der Fragestellung, ob dhnliche Eigenschaften, wie sie bei den lokalisierten Oszillatio-
nen der Groflen-Jet-Mode gefunden werden konnten, auch fiir die lokalen Oszillationen
der Core-Mode zutreffen. Eine systematische Abhéngigkeit der Verzweigungssequen-
zen von der Wirbelzahl, wie man sie qualitativ im Bereich I'/N < 0.96 findet, ist
fiir Stromungszustéinde bei I'/N > 0.96 nicht untersucht worden. In diesem Bereich
ist allerdings experimentell eine Verschiebung der Verzweigungspunkte der primiren
zeitperiodischen Instabilitdten in Abhéngigkeit von der Wirbelzahl festgestellt worden
[116]. Ab einer Wirbelzahl von 30 tritt fiir I'/N > 0.96 nur noch die Wavy-Mode als
erste zeitperiodische Instabilitdt der Taylor-Wirbelstrémung auf. Daher ist eine syste-
matische Abhéngigkeit, wie sie fiir /N < 1 auftritt, schon fiir die Grundstrémung
nicht gegeben.

9.2.1 Stabilitdt und Symmetriebrechung

Ein wesentlicher Unterschied der lokalen Core-Mode zur lokalen Grofien-Jet-Mode zeigt
sich schon in der Tatsache, dafl in jedem Wirbel eines Zustandes eine Oszillation der
Core-Mode auftreten kann. Es ergibt sich daher eine wesentlich h6here Anzahl von
moglichen Stromungszustdnden mit einer lokalen Core-Mode Oszillation, als dieses
bei der Groflen-Jet-Mode der Fall ist. In diesem Kapitel werden ausschliefilich Unter-
suchungen des 8-Wirbelzustandes dargestellt. Zustinde mit anderer Wirbelzahl wer-
den in [195, 196] beschrieben. Im 8-Wirbelzustand kénnten prinzipiell 36 verschiedene
Zustinde mit lokal oszillierender Core-Mode auftreten. Abbildung 9.2 zeigt Stromungs-
profile der verschiedenen lokal oszillatorischen Strémungszustinde der Core-Mode, die
bei einer Messung bei I'/N = 1.45 aufgetreten sind. Die Profile zeigen die axiale
Stromungskomponente in einem Abstand von 3mm vom Innenzylinder. Dabei ergeben
sich die Zustédnde von links nach rechts durch quasi-statische Erh6hung der Reynolds-
zahl. In Abbildung 9.2 sind nicht alle méglichen Zustédnde gezeigt, denn die jeweils spie-
gelsymmetrischen Zustédnde konnen ebenfalls auftreten. Eine umfassende experimentel-
le Untersuchung des Bereichs 1.1 < I'/N < 1.6 zeigte, daf} insgesamt 19 verschiedene
Zustdnde mit lokalen Oszillationen der Core-Mode auftreten. Dabei wurden wieder
die jeweils zueinander symmetrischen Zustéinde gefunden. Abbildung 9.3 (oben) zeigt
das Stabilitdtsdiagramm des 8-Wirbelzustandes in diesem Bereich. Die Punkte geben
jeweils die Reynoldszahl an, bei der das System in die entsprechend der Legende ange-
gebenen Zustéinde {ibergeht. Dabei wurde bei den Messungen bei fester Zylinderhéhe

! Die Messungen wurden in Zusammenarbeit mit U. Gries [195] im Rahmen seiner Diplomarbeit
durchgefiihrt.
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Abb. 9.2: Profile der axialen Strémungsgeschwindigkeiten verschiedener lokal oszil-
latorischer Zustédnde der Core-Mode aufgenommen bei I'/N = 1.45. Die
Reynoldszahl ist von links nach rechts erh6ht worden.

die Reynoldszahl von der stationdren Taylor-Wirbelstromung aus quasi-statisch erhoht.
Die Verzweigungslinien entsprechen daher den Einsatzpunkten. Weitere systematische
Untersuchungen, um die vollstindigen Stabilitdtsbereiche der einzelnen Zustinde zu
bestimmen, wurden wegen der hohen Multiplizitét nicht durchgefiihrt. Stichprobenar-
tige Messungen in den Zusténden 8C15 und 8Cyg bei I'/N = 1.5 haben allerdings gezeigt,
dafl diese Zustidnde eine Hysterese aufweisen kénnen. Die Reynoldszahl kann bei die-
sen Zustdnden soweit vermindert werden, bis diese lokal oszillatorischen Zustéinde bei
Re =~ 510 in die stationire Taylor-Wirbelstrémung iibergehen. Das bedeutet, dafl ein
Koexistenzbereich von stationdrer Stromung und lokal oszillatorischen Zustdnden auf-
tritt. Abbildung 9.3 (unten) zeigt schematisch eine fiir den Bereich 1.1 < T'/N < 1.6
universelle Sequenz von Verzweigungen, die bei Erh6hung der Reynoldszahl auftreten
kann. Dabei ist aus dem Stabilititsdiagramm ersichtlich, daB nicht alle Ubergéinge auf-
treten miissen. Aus dieser Darstellung lassen sich zwei wichtige Beobachtungen ablesen.
Zum einen ist ersichtlich, daB es durch den Ubergang zwischen den Zustiinden zu einer
Brechung der Z;-Symmetrie kommen kann. Andererseits kann sich das System auch
wieder in einem symmetrischen Zustand stabilisieren und somit die Symmetrie der
Stromung wieder erhéhen. Somit kann man auch im Bereich 1.1 < T'/N < 1.6 davon
sprechen, dafl Lokalisierung fiir die Symmetriebrechung aber auch fiir die Erh6hung
der Symmetrie verantwortlich ist. Die zweite Beobachtung ist, dafl zu Beginn der Se-
quenz bei niedrigen Reynoldszahlen nur sehr wenige Wirbel oszillieren, wihrend eine
Erhohung sukzessive zu einer Erhohung der Anzahl der oszillierenden Wirbel fiihrt.
Dieses Verhalten steht im Gegensatz zum Verhalten der lokalen Grofien-Jet-Mode,
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Abb. 9.3: Oben: Ausschnitt aus dem Stabilitdtsdiagramm des 8-Wirbelzustandes. Der

FEinsatz der Antijet-Mode ist von Predtechensky [98, 116] durchgefiihrt
worden. Unten: Schematische Darstellung der auftretenden Verzweigungs-
sequenzen der lokalen Core-Mode im Bereich 1.1 < T'/N <1.6 bei zuneh-

mender Reynoldszahl.



120 9. Taylor-Couette-Stréomung bei hoheren Reynoldszahlen — Lokalisierte Moden

Amm

Abb. 9.4: Axiale Verteilung der Wirbelgrofien fiir verschiedene lokal oszillatorische
Zusténde (N = 8) der Core-Mode bei einer normierten Héhe von (links)
I'/N = 1.35 und (rechts) I'/N = 1.45.

bei der tendenziell bei héheren Reynoldszahlen weniger Wirbelpaare oszillieren als bei
niedrigeren.

9.2.2 Wirbelgrofenverteilung

Die Untersuchung der Wirbelgréfen in oszillatorischen Zustdnden hat sowohl fiir die
in allen Wirbelpaaren oszillierende Moden als auch fiir die lokal oszillierenden eine
Tendenz zur Vergrofierung der Wirbelgrofle durch die Oszillation aufgezeigt [193, 117].
Daher wurden die lokal oszillatorischen Zustinde der Core-Mode ebenfalls auf ihre
Wirbelgrofienverteilung untersucht. Da bei der Core-Mode die Kerne eines Wirbels
oszillieren, die Ein- und Auswiértsstromung aber in Ruhe sind, wurden die Wellenldngen
mit Hilfe von Stromungsprofilen, wie sie in Abbildung 9.2 zu sehen sind, bestimmt.
Der Fehler liegt dabei bei ca. AX = 0.3mm. Abbildung 9.4 zeigt die Ergebnisse dieser
Untersuchungen fiir I'/N = 1.35 (links) und I'/N = 1.45 (rechts). Dargestellt sind die
Gréfen der einzelnen Wirbel des 8-Wirbelzustandes vom Boden aus durchnumeriert.
Bei ['/N = 1.35 tritt, wie aus dem Stabilitdtsdiagramm in Abbildung 9.3 ersichtlich,
folgende Sequenz von Moden auf:

Antzyet —)8 01 —)8 0129 —>8 0144 _)8 048 _>8 C’49 (91)

Auffillig ist, da weder der Zustand 8C; noch der symmetrische Zustand 8C)o9 eine
signifikante inhomogene Wellenlingenverteilung besitzen. Erst die Zustéinde 8C}44 und
8C4s zeigen eine Verinderung der Wirbelgréfien beim Einsetzen einer lokalen Oszillati-
on der Core-Mode. Die Messungen bei Zustand 8C\44 zeigen, daf nicht nur der Wirbel,
der lokal oszilliert, signifikant vergréflert wird, sondern auch der zweite Wirbel eines
Wirbelpaares. Dieses gilt hier fiir den zweiten und dritten Wirbel dieses Zustandes.
Beim Ubergang von 8C)44 in den Zustand 8Cjs pafit sich die GréBe des ersten Wirbel-
paares an die der iibrigen an, und das zweite vergroflert sich. Dabei gibt es im Rahmen
der Mefigenauigkeit keine Unterschiede zwischen den einzelnen Wirbeln. Abbildung 9.4
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Abb. 9.5: (a) Ausschnitt aus dem Stabilititsdiagramm des 12-Wirbelzustandes. Dar-
gestellt ist der Einsatz der Kleinen-Jet-, der GrofBen-Jet- und der Antijet-
Mode. Oberhalb des Punktes c) tritt die GroBe-Jet-Mode axial lokalisiert
auf. Die untere Stabilitéitslinie der lokal oszillatorischen Zustéinde 2L.J, g
ist ebenfalls dargestellt. Die Pfeile zwischen den Stabilitdtslinien zeigen ei-

ne Hysterese an.(b): Stromungsprofile der lokal oszillatorischen Zusténde
2LJyg [4].

(rechts) zeigt die WirbelgroBenverteilung der lokal oszillatorischen Zusténde der Core-
Mode bei I'/N = 1.45. Die bei dieser Hohe auftretende Verzweigungssequenz lautet:

Antzyet —)8 Cl —>8 0144 —>8 048 —)8 049 —)8 0177 —)8 057 —)8 061 —>8 0189 (92)

Auch bei dieser Zylinderhohe tritt qualitativ das gleiche Verhalten auf. Lokale Oszil-
lationen der Core-Mode fiihren zu einer Vergréflerung der Wirbelgréfle. Auflerdem ist
diese Vergroflerung wiederum unabhéngig von der Anzahl der Oszillationen in einem
Wirbelpaar. Auffillig ist bei I'/N = 1.45, daB der Ubergang von 8Cys auf Cy und
dann auf 8C)7; zu keiner signifikanten Anderung der Wirbelgréfenverteilung fiihrt.
Daher 148t sich schlieflen, daf} eine Oszillation in einem Endwirbelpaar keine Vergrofie-
rung der Wirbelgrofle verursacht. Einzige Ausnahme von dieser Regel ist der Zustand
8C144. Eine Erklirung dafiir gibt es zur Zeit nicht.

9.3 Dynamik der lokal oszillatorischen Zustidnde

Vom dynamischen Standpunkt aus betrachtet, handelt es sich bei den lokal oszilla-
torischen Zustédnden um periodische, wie bei der lokalen Core-Mode, oder um quasi-
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periodische Zustéinde, sofern die lokalen Oszillationen in einem zeitperiodischen Zu-
stand auftreten. Letzteres ist zum Beispiel beim Einsetzen der lokalen Grofien-Jet-Mode
mit unterliegender Kleiner-Jet-Mode der Fall. Experimentelle Untersuchungen der lokal
oszillatorischen Zustédnde sowohl der Core-Mode als auch der Grofien-Jet-Mode haben
gezeigt, dafl auch in diesen Zusténden sehr langsame Modulationen auftreten kénnen.
Dabei unterscheiden sich, wie im folgenden gezeigt wird, die Art dieser langsamen
zeitperiodischen Moden qualitativ.

Abbildung 9.5 zeigt einen Ausschnitt des Stabilitdtsdiagramms des 12-Wirbelzu-
standes. In diesem Diagramm ist der Einsatz der Kleinen-Jet- Mode, der Antijet-Mode
und der Groflen-Jet-Mode eingezeichnet. Die Grofle-Jet tritt fiir gréflere normierte
Héhen T'/N > 0.89 (Punkt c) nicht mehr in jedem Wirbelpaar, sondern nur noch
axial lokalisiert auf. Zusitzlich ist die untere Stabilitéitsgrenze der Zustéinde 2L.Jyg
eingezeichnet. Oberhalb des Punktes a) findet der Ubergang in den 10-Wirbelzustand
statt. Bei einer normierten Hohe von I'/N = 0.9, durch den Punkt b) im Diagramm
gekennzeichnet, konnte im Bereich der Zustéinde 2L.J, eine sehr langsame zusitzliche
Oszillation gefunden werden. Abbildung 9.6 zeigt die Amplitude (links) und Oszilla-
tionsfrequenz (rechts) dieser Mode. Die Oszillation setzt bei Re = 940.5 bei Redu-
zierung der Reynoldszahl mit endlicher Amplitude und sehr kleiner Frequenz ein. Da
bei diesem Ubergang keine Hysterese festgestellt werden konnte, deutet dieses auf ei-
ne inverse homokline Verzweigung hin, wie sie auch beim Einsatz der VLF-Mode im
Bereich der Kleinen-Jet-Mode auftritt, obwohl die Hinweise nicht so deutlich sind wie
bei dieser. Dynamisch verhilt sich der Zustand '2L.J, wie ein stabiler T3-Torus beste-
hend aus Grofler-Jet-Mode, Kleiner-Jet-Mode und VLF-Mode. Eine weitere Reduktion
der Reynoldszahl ausgehend vom periodischen VLF-Bereich des Zustandes 2 L.J, fiihrt
zu einem Aufbrechen des T3-Torus. Abbildung 9.7 zeigt ein Szenario, das im Zustand
121 J, bei T'/N = 0.9 aufgetreten ist. Dabei zeigen die Zeitreihen (a) nur die VLF-Mode
Ostzillationen. Die ,;schnellen* Oszillationen der Kleinen-Jet- und der Groflen-Jet-Mode
sind herausgefiltert worden. Die Attraktoren (b) sind ebenfalls nur aus den VLF-Mode
Zeitreihen rekonstruiert worden. Der periodische Zustand (Abbildung 9.7, 1) ist bei
Re = 924 aufgenommen worden. Deutlich zu erkennen sind kleine Schwankungen in
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der Amplitude der periodischen Schwingung. Diese sind vermutlich nicht die Auswir-
kung eines dynamischen Effektes, sondern treten aufgrund experimenteller Grenzen auf,
denn die Amplituden der beiden herausgefilterten Jet-Moden sind wesentlich gréfer als
die der VLF-Mode. Eine Reduktion der Reynoldszahl fiihrt zu einer Zunahme der Irre-
gularitéit, wie es in Abbildung 9.7 (2) zu sehen ist. Diese Zeitreihe wurde bei Re = 866.2
aufgenommen. Eine weitere Reduktion der Reynoldszahl fiihrt dann unmittelbar zum
Einsatz von chaotischem Verhalten. Dieser Zustand ist in Abbildung 9.7 (3) dargestellt.
Die Zeitreihe wurde bei Re = 849.8 aufgenommen. Dynamisch findet man im Zustand
121.J, bei T'/N = 0.9 einen aufbrechenden 7?-Torus. Eine weitere Reduktion fiihrt zum
Ubergang eines anderen lokal oszillatorischen Zustandes der Grofien-Jet-Mode. Ein in-
teressantes dynamisches Phinomen konnte im Bereich der lokalen Core- Moden bei
['/N = 1.2 beobachtet werden. Fiir Re > 842 tritt ein Zustand auf, der dynamisch
zwischen den beiden stationiren Zustinden 8Ci4; und 8Ci7; wechselt. Abbildung 9.8
zeigt eine Zeitreihe des stationiren dynamischen Zustandes, die bei I'/N = 1.2 und
Re > 842 in der Zylindermitte aufgenommen worden ist. Daneben ist schematisch die
Anderung in der WirbelgréBenverteilung beim Wechsel zwischen den beiden Zustéinden
dargestellt. Messungen haben ergeben, dafl der Wechsel fiir Re = 842.4 einsetzt und
daf} bei steigender Reynoldszahl die Frequenz des Wechsels zunimmt. Ein solches dy-
namisches Phénomen, welches auch die axiale Position der Oszillationen beinhaltet,
konnte bisher in einem Taylor-Couette System noch nicht beobachtet werden.



10. DISKUSSION

Im Rahmen dieser Arbeit wurden verschiedene Aspekte des Ubergangs vom laminaren
Zustand in rdumlich und zeitlich komplexes dynamisches Verhalten der Taylor-Couette-
Stromung experimentell untersucht. Gegenstand der Untersuchungen war zunichst, ob
beim Ubergang von der laminaren Couette-Strémung zur Taylor-Wirbelstrémung ein
ycritical-slowing-down® auftritt. Die Verlangsamung der Dynamik bei Ann&herung an
einen kritischen Punkt ist eine allgemeine Eigenschaft von Instabilitéiten. Sie fiihrt zu
einer Divergenz der Zeitkonstanten nach einem Skalierungsverhalten 7 = 7oe~!. Fiir
die Taylor-Couette-Instabilitit 148t sich dieses Verhalten aus der nichtlinearen Analyse
herleiten [55, 12]. Sie fiihrt fiir Systeme mit unendlicher Ausdehnung in axialer Richtung
zu einer Landau-Gleichung fiir die Beschreibung der Taylor-Wirbelstrémung im iiber-
kritischen Bereich. Das aus der Landau-Theorie folgende wurzelformige Ansteigen der
Stromungsamplitude in der Zylindermitte konnte in experimentellen Systemen nachge-
wiesen werden [12, 15, 53, 117]. Die Eigenschaft des ,critical-slowing-down“ beim Ein-
setzen der Taylor-Wirbelstrémung wurde von Gollub und Freilich [70] in einem Taylor-
Couette-Experiment mit 7 = 0.612 untersucht. Um Stérungen zu minimieren, die durch
die experimentellen Rénder in das System eingebracht werden konnten, wihlten sie ein
Stromung mit einem Hohen- zu Spaltbreitenverhéltnis von I' = 30.5. Sie fanden eine
Abhingigkeit der reziproken Zeitkonstanten von 1/7 = ag = (0.3340.01)g!-01%093 yom
relativen Abstand zum kritischen Punkt. Sie sahen es daher als bestétigt an, dafl beim
Einsetzen der Taylor-Wirbelstromung ein ,critical-slowing-down* auftritt. Bei ihren
Untersuchungen wurde implizit angenommen, dafl die durch die Rénder eingebrach-
ten Stérungen bei einem Ubergang zu Systemen unendlicher Ausdehnung in axialer
Richtung verschwinden wiirden und daher keine prinzipielle Einschrankung der An-
wendbarkeit der Landau-Theorie auf endliche Systeme darstellen.

Aus den Arbeiten von Benjamin und Mullin [61, 62, 63, 65] wurde allerdings deut-
lich, daf} sich die Taylor-Couette-Strémung in einem endlichen System prinzipiell an-
ders verhilt, als die Taylor-Couette-Instabilitdt in einem in axialer Richtung unend-
lich ausgedehnten. Sie fithrten zusammen mit A.Cliffe experimentelle und numerische
Stabilitatsuntersuchungen durch und fanden Zusténde der Taylor-Wirbelstromung, de-
ren Umlaufsinn an den Endplatten umgekehrt zu dem der Taylor-Wirbel ist, die sich
bei kontinuierlicher Erh6hung der Reynoldszahl ergeben. Sie nannten diese Zustidnde
sanormale“ Moden [65, 66]. Sie fanden, daf§ der kritische Punkt dieser anormalen Mo-
den zwar mit der Spaltbreite variiert, aber unabhéingig von der Systemlinge ist [66].
Insbesondere liegt dieser Einsatzpunkt im Sinne einer schwachen nichtlinearen Ana-
lyse weit entfernt vom Einsatzpunkt der Taylor-Couette-Instabilitit, die bei n = 0.5
bei Re = 68.2 einsetzt, fiir dieses Radienverhiltnis bei ungefahr 2.5Re.. Auf dieser
Grundlage entwickelte Schaeffer [64] ein Modell, das die Randbedingungen in die Be-
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schreibung des Taylor-Couette-Uberganges einfiihrte. Er tat dieses auf Grundlage eines
Homotopie-Parameters 7, der bei 7 = 0 den theoretisch einfacher zu behandelnden
periodischen Randbedingungen und bei 7 = 1 den realistischen festen Endplatten ent-
spricht. Diese Untersuchungen zeigten, dal der Ubergang zur Taylor-Wirbelstrémung
in einem endlichen System prinzipiell keine Instabilitéit darstellt, da der Einfluf} der
Réander auf das Stabilitdtsverhalten auch fiir sehr grofie Systeme nicht abnimmt. Wire
dies der Fall konnte man von einer gestorten Taylor-Couette-Instabilitéit sprechen, die
im Sinne einer Landau-Theorie, wie sie fiir unendlich ausgedehnte Systeme giiltig ist
[565, 12], beschrieben werden kann.

Aufgrund dieser prinzipiellen Widerspriiche zwischen den Stabilitéitsuntersuchun-
gen von Benjamin und Mullin [61, 62, 63, 65] und den Ergebnissen von Gollub und
Freilich [70] wurden in dieser Arbeit weitere experimentelle Untersuchungen des Rela-
xationsverhaltens am Ubergang zur Taylor-Wirbelstrémung durchgefiihrt. Anders als
bei den Untersuchungen von Gollub und Freilich [70] wurden in dieser Arbeit Mes-
sungen in Zustdnden verschiedener Wirbelzahl vorgenommen, um die Abhéngigkeit
der Relaxation von den Randbedingungen feststellen zu konnen. Da die Stabilitdtsun-
tersuchungen von Benjamin und Mullin [61, 62, 63, 65] keine explizite Aussage iiber
das Relaxationsverhalten machen, wurden die Meflergebnisse im Sinne der Landau-
Theorie ausgewertet. Diese ermoglicht eine Vergleichbarkeit mit den Ergebnissen von
Gollub und Freilich [70].

In der Landau-Theorie treten keine Unterschiede in den Zeitkonstanten zwischen
dem Einsatz und dem Abklingen des iiberkritischen Zustandes auf. Um den prinzi-
piellen Einflufl von Stérungen auf das Relaxationsverhalten im Experiment zu unter-
suchen, wurde zunichst ein Ubergang von einem symmetrischen 2-Wirbelzustand in
einen asymmetrischen 1-Wirbelzustand betrachtet [122, 120]. Bei diesem Zustand tritt
theoretisch eine symmetriebrechende Verzweigung auf, die im Experiment entkoppelt
ist [122]. Es zeigte sich, dafl Stérungen das Abklingen der Stromungsamplitude deut-
lich weniger beeinflussen als das Einsetzen der 1-Wirbelstémung von einem unterkri-
tischen 2-Wirbelzustand aus. Wihrend die Zeitkonstanten des Abklingprozesses mit
dem theoretischen Verlauf bis nahe an den kritischen Punkt qualitativ iibereinstim-
men, treten beim Einsatzprozel bei einem deutlich gréfleren relativen Abstand vom
kritischen Punkt Abweichungen von der Theorie auf.

Die Untersuchungen des Einsetzens der Taylor-Wirbelstrémung zeigte fiir alle vier
betrachteten Zylinderhéhen ein Verhalten, wie es auch bei der symmetriebrechen-
den Verzweigung beobachtet wurde. Allerdings setzt die Anwendbarkeit der Landau-
Theorie auf endliche Systeme voraus, dal der Einflufl von Stérungen bei Zunahme der
Zylinderlinge abnimmt und sich dem kritischen Verhalten bei unendlicher Ausdeh-
nung annéhert. Dies konnte fiir das Relaxationsverhalten nicht beobachtet werden. Es
trat im Gegenteil fiir Zusténde gréfleren Wirbelzahl eine deutlich stirkere Diskrepanz
zwischen Einsatz und Abklingen der Stromungsamplitude der Taylor-Wirbelstrémung
auf, so dafl der Einflufl der Rénder, wie beim Stabilitdtsverhalten, auch fiir das Re-
laxationsverhalten nicht vernachlissigt werden kann. Daher tritt in einem endlichen
Taylor-Couette-System zwar eine Verlangsamung im Bereich des Einsetzens der Taylor-
Wirbelstromung auf. Entgegen den Aussagen von Gollub und Freilich [70] ist diese
Verlangsamung aber keine kritische Verlangsamung [75].
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Explizite theoretische Voraussagen fiir das in dieser Arbeit gefunden Relaxationsver-
halten gibt es zur Zeit nicht. Das Einseten der Taylor-Wirbelstrémung wird theoretisch
meist in einem einseitig berandeten System unter dem Aspekt der Frontpropagation
untersucht [77, 78, 79, 80]. Diese Untersuchungen belegen, daf die Geschwindigkeit der
Front v = vy/¢ betriigt. Experimentell wurde diese Abhiingigkeit von Ahlers et al.[76]
untersucht. Sie fanden eine Bestétigung des prinzipiellen Verhaltens, konnten allerdings
die genauen theoretischen Vorhersagen nicht bestéitigen [76, 79]. Bei den Untersuchun-
gen von Ahlers et al.[76] wird der Einfluf der Rénder nicht betrachtet, so daf§ eine
direkte Vergleichbarkeit mit den Ergebnissen dieser Arbeit nicht moglich ist.

Da in dieser Arbeit das Verhalten eines beidseitig berandeten Systems untersucht
wurde, sind die theoretischen Ergebnisse [77, 78, 79, 80] ebenfalls nicht direkt iibertrag-
bar, obwohl der Einflufi raumlicher Propagationsprozesse auf das Relaxationsverhalten
eine sehr naheliegende Erklarung fiir die Ergebnisse dieser Arbeit darstellt. Numeri-
sche Berechnungen der Relaxation in beidseitig berandeten Prozessen auf Grundlage
der Navier-Stokes-Gleichungen sind von Neitzel [72] durchgefiihrt worden. Seine Wahl
des Anfangswertes 148t allerdings keinen direkten Vergleich der Ergebnisse zu.

Trotz der Diskrepanzen von endlichen und unendlichen Systemen beim Ubergang
von der Couette- zur Taylor-Wirbelstrémung treten auch im endlichen System bei
Erhohung der Reynoldszahlen zeitperiodische Instabilitdten auf, die zu rotierenden
Wellen fiihren [116, 82, 83, 88]. Diese wurden in theoretischen Analysen von [81, 82, 83,
84, 86, 87] mit dem Ziel untersucht, die Einsatzpunkte sowie die Wellenzahlen und Wel-
lengeschwindigkeiten fiir verschiedenen Radienverhiltnisse zu bestimmen. Nach diesen
Analysen treten die rotierenden Wellen iiber eine Hopf-Verzweigung auf. Experimen-
telle Untersuchungen dieser strukturellen Eigenschaften und des Stabilitdtsverhaltens
wurden von [88, 89, 90, 91, 76, 93, 94, 95, 96, 97, 98] durchgefiihrt. Die fiir diesen Ver-
zweigungstyp charateristische Eigenschaft des ,critical-sowing-down“ konnte fiir die
Kleine-Jet-Mode [116] in einer Taylor-Couette Stromung mit 7 = 0.5 in dieser Ar-
beit nachgewiesen werden. Pfister und Gerdts [102] fanden diese Eigenschaft zuvor am
Ubergang zur Wavy-Mode. Die Untersuchungen der Kleinen-Jet-Mode in dieser Arbeit
zeigten aber auch eine signifikante Abweichung von dem theoretischen Verhalten des
ycritical-slowing-down“. Dadurch wird deutlich, dafl weitere Prozesse am Einsatz der
Kleinen-Jet-Mode beteiligt sein miissen, die aber die Instabilitdt nicht zerstoren, wie
es beim Taylor-Couette-Ubergang der Fall ist. Dieses Verhalten war bisher nicht be-
kannt. Bisher unbekannt war auch der Einfluf} der zeitperiodischen Strémung auf die
Stabilitat der axialsymmetrischen Wirbelstromung. Insgesamt zeigen diese Ergebnisse,
daf in endlichen Systemen zwar eine Hopf-Verzweigung beim Einsetzen der zeitperiodi-
schen Moden beteiligt ist, aber auch weiter Prozesse auftreten, deren Existenz bisher
nicht bekannt war.

Die Arbeiten von Gollub und Swinney [135] und Fenstermacher, Swinney und Gol-
lub [136] zeigten, daB irreguldres Stromungsverhalten nicht als Folge sukzessiven Auf-
tretens oszillatorischer Instabilitdten zu verstehen ist, wie es von Landau und Hopf
[6] vorgeschlagen wurde. Sie fanden in einem Taylor-Couette-System ein Szenario,
bei dem auf eine quasi-periodische Stromung ein zeitlich irregulérer Zustand folgte.
Brandstétter et al. [137] und Brandstétter und Swinney [139] konnten nachweisen, daf
ein ,seltsamer® Attraktor in einer zeitlich irreguldren Taylor-Couette-Stromung, die
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auf eine quasi-periodischen Stromungszustand folgt, auftritt. Sie konnten damit zei-
gen, daf} sich eine Strémung wie ein niederdimensionales chaotisches System verhalten
kann. Der Ubergang vom quasi-periodischen Bereich in einen irreguliren Strémungszu-
stand wird dabei hdufig im Zusammenhang mit dem Ruelle-Takens-Szenario gebracht
[135, 136, 139, 138].

Coughlin und Markus [113, 114] bezweifelten bei ihrer Analyse des Einsetzens der
quasiperiodischen Taylor-Wirbelstromung die Relevanz des Ruelle-Takens-Szenarios fiir
das Auftreten irreguliren Stromungsverhaltens nach einer quasiperiodischen Taylor-
Couette-Stromung. Sie argumentierten, dal der Ubergang in einem mitrotierenden Be-
zugssystem ein Ubergang von einem Grenzzyklus in einen chaotischen Zustand dar-
stellt. Zur Zeit gibt es daher keine befriedigende Erkldrung fiir das Auftreten von
chaotischem Stromungsverhalten, das als Folge einer Reynoldszahlerh6hung aus einem
quasiperiodischen Zustand des Taylor-Couette Systems entsteht.

Aufgund der hohen Anzahl von rdumlichen Freiheitsgraden, die in ausgedehnten
Systemen auftreten konnen, sind systematische Untersuchungen niederdimensionaler
chaotischer Dynamik hauptséchlich in kleinen Systemen durchgefiihrt worden [121,
123, 124, 132, 131, 128, 127, 145, 152, 151, 144]. In diesen Systemen ist die Anzahl der
raumlichen Freiheitsgrade stark reduziert [60, 63, 120, 122]. Pfister et al. [121, 123, 124]
fanden in einer Taylor-Couette-Strémung mit zwei Wirbeln Periodenverdopplungskas-
kaden und Intermittenzen.

Eine systematische Untersuchung der Organisation von nierderdimensionaler chao-
tischer Dynamik in der Taylor-Couette-Stromung wurde von Mullin et al. [126, 125,
127, 128, 131, 132] durchgefiihrt. Fiir ihre Untersuchungen betrachteten sie einen 4-
Wirbelzustand in einem modifizierten Taylor-Couette-System mit n = 0.5 [125, 127,
128]. Durch experimentelle und numerische Analysen der Verzweigungsstruktur konn-
ten sie in dieser Stromung symmetriebrechende und Hopf-Verzweigungen finden. Ihre
Untersuchungen zeigten, dafl die Wechselwirkung dieser Verzweigungen verantwortlich
fiir die Entstehung chaotischen Stromungsverhaltens ist. Sie beobachteten Hinweise
auf Shil’'nikov-Chaos [127] und einen neuen Typ von Intermittenz [128]. In ihrer Arbeit
betonten sie die Bedeutung der Z, Symmetrie fiir die Organisation chaotischen Verhal-
tens in der Taylor-Couette-Strémung [131, 132]. Thre Untersuchungen beschrénkten sich
aber auf kleine Systeme und relativ niedrige Reynoldszahlen. Sie konnten daher keine
Aussagen iiber die Entstehung von Chaos machen, das in gréferen Zylindern bei héher-
en Reynoldszahlen in der zeitabhiingigen Taylor-Wirbelstrémung auftritt. v.Stamm et
al. [142, 117] untersuchten den Ubergang in Chaos als Folge von sukzessiven Insta-
bilitdten in einer Taylor-Couette-Strémung bei n = 0.5. Sie fanden eine ,universel-
le“ Abfolge von Strémungszustinden ausgehend von der Taylor-Wirbelstrémung bei
Erhohung der Reynoldszahl fiir Zustinde mit einer Wirbelzahl von 10 bis 50 Wirbeln.
Sie zeigten, dal in einer quasiperiodischen Taylor-Couette-Stromung bestehend aus
einer nicht-axialsymmetrischen zeitperiodischen Mode und einer axialsymmetrischen
zeitperiodischen Mode ein Ubergang in einen chaotischen Strémungszustand iiber eine
Periodenverdopplungskaskade auftritt. Sie fanden auflerdem, das vor der oszillatori-
schen Instabilitdt der axialsymmetrischen Mode in der zeitabhéingigen Stromung eine
symmetriebrechende Verzweigung im System entsteht.

In dieser Arbeit wurden die Organisation chaotischer Dynamik des von v.Stamm et
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al.[142] dargestellten Szenarios untersucht. Dazu wurden umfangreiche experimentelle
Untersuchungen in Zustinden mit kleinerer Wirbelzahl als in [142] durchgefiihrt. Durch
die Ausweitung der experimentellen Untersuchungen zu kleineren Systemen bis hin
zum 4-Wirbelzustand konnte eine Wechselwirkung zwischen der symmetriebrechenden
Verzweigung und den axialsymmetrischen oszillatorischen Instabilititen identifiziert
werden. Eine experimentelle Verzweigungsanalyse ergab, daf} sich das beobachtete Sta-
bilitdtsverhalten im Rahmen einer Wechselwirkung der symmetriebrechenden Verzwei-
gung und einer oszillatorischen Instabilitét konsistent beschreiben 1idfit. Insbesondere
konnten homokline Verzweigungen identifiziert werden. Experimentelle Untersuchun-
gen in der Umgebung dieser homoklinen Verzweigungen zeigten eindeutige Hinweise,
daf chaotische Dynamik im Sinne Shil’nikovs auftritt. Damit konnte erstmalig demon-
striert werden, daf} chaotische Dynamik in der wellenférmigen Taylor-Wirbelstrémung
nicht ausschliellich auf Kopplungen von zeitperiodischen Moden zuriickzufiihren ist,
wie es bisher fiir die quasi-periodische Stromung angenommen wurde, sondern dafl auch
die Wechselwirkung von symmetriebrechender und oszillatorischer Instabilitit zu chao-
tischem Stromungsverhalten fithren kann. Durch diese Arbeit liegen erstmalig eindeuti-
ge Hinweise auf einen Mechanismus vor, der fiir die Organisation niederdimensionalen
chaotischen Verhaltens in der wellenférmigen Taylor-Wirbelstromung verantwortlich
ist [4, 133].

Zusammen mit den von v.Stamm et al. [142] gewonnenen Ergebnissen, ergibt sich
nun ein konsistentes Szenario, das sich von sehr kleinen zu sehr groflen Wirbelzah-
len erstreckt. Insbesondere 148t sich aus diesem Szenario erkennen, dal nur in ei-
nem Zwischenbereich von Zusténden eine direkte Wechselwirkung der asymmetrischen
Stromung chaotisches Verhalten hervorruft. Fiir Zustinde grofierer Wirbelzahl verein-
facht sich die Verzweigungstruktur aufgrund der Trennung der Lésungsiste.

Die experimentellen Untersuchungen der lokal oszillatorischen Core-Moden haben
gezeigt, dafl auch im Bereich I'/N > 1 sehr dhnliche Organisationsprinzipien gelten,
wie im Bereich I'/N < 1 [1, 193, 117] auftreten. Insbesondere fithrt das lokale Auftreten
der Core-Mode auch zu einer Vergréflerung des Wirbelpaares, in dem die rotierende
Welle lokalisiert ist. Wahrend allerdings die Grofe-Jet-Mode in der Mitte eines Wirbel-
paares lokalisiert ist und die beiden Wirbel eines Paares gleichméfig vergréfert, fiihrt
das Auftreten der Core-Mode auch zu einer gleichméfiigen Vergrofierung der einzelnen
Wirbel eines Paares, wenn nur einer der beiden Wirbelkerne oszilliert. Aufgrund der
Untersuchungen der lokalen Core-Moden ergibt sich ein zusammenhéngendes Bild iiber
das prinzipielle Verhalten der héheren Instabilitdten des Taylor-Couette-Systems bei
n = 0.5 [196].
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11. ZUSAMMENFASSUNG

Chaos und Verzweigungen sind fundamentale Eigenschaften von nichtlinearen Syste-
men, die sie von linearen unterscheiden. In dieser Arbeit wurden Untersuchungen an
einem hydrodynamischen Prézisionsexperiment durchgefithrt, um grundsétzliche Ei-
genschaften von Instabilitdten und dem Einsetzen chaotischen Verhaltens in Stréomun-
gen aufzukléiren.

Zwischen den numerisch ermittelten und den experimentell gemessenen Verzwei-
gungen beim Ubergang zur Taylor-Wirbelstromung treten nicht nur quantitative son-
dern auch qualitative Unterschiede auf. Diese kommen dadurch zustande, dafl bei
theoretischen Untersuchungen periodische Randbedingungen angenommen wurden, die
das Verhalten unendlich langer Zylinder wiederspiegeln. Die theoretisch vorhergesagte
Gabelverzweigung wurde unter anderem als Grundlage fiir die experimentelle Unter-
suchung des Relaxationsverhaltens genommen. Dabei konnte scheinbar ein ,critical-
slowing-down*“ beobachtet werden.

Erneute Messungen des Relaxationsverhaltens, die im Rahmen dieser Arbeit durch-
gefiihrt wurden, zeigen, da8 beim Ubergang zur Taylor-Wirbelstromung zwar eine Ver-
langsamung der Dynamik auftritt aber keine ,kritische* Verlangsamung, da die Rand-
bedingungen auch bei groflen Systemen nicht vernachléssigt werden kénnen. Damit
werden die Stabilitdtsanalysen bestétigt, das heifit, es handelt sich beim Einsetzen der
Taylor-Wirbelstromung wegen der Randbedingungen nicht um eine Verzweigung.

Aufgrund von theoretischen Untersuchungen wird das Einsetzen der zeitperiodi-
schen Moden in der stationidren Taylor-Wirbelstromung als eine Hopf-Verzweigung be-
schrieben. Experimentelle Untersuchungen in dieser Arbeit konnten zwar grundlegende
Eigenschaften dieser Beschreibung, wie das Auftreten eines ,critical-slowing-down* be-
stiatigen. Sie zeigten aber auch, dal diese Beschreibung nicht hinreichend fiir alle zeit-
periodischen Moden ist. Durch Abweichungen vom theoretisch erwarteten kritischen
Verhalten konnte die Beteiligung weiterer Prozesse am Einsatz der zeitperiodischen
Moden nachgewiesen werden, die bisher unberiicksichtigt waren. Auflerdem deckten
diese Untersuchungen einen Einfluf} der zeitperiodischen Mode auf das Stabilitatsver-
halten der Taylor-Wirbelstromung auf, der bisher véllig unbekannt war.

Das Auftreten von komplexem Verhalten ist eine typische Eigenschaft von Strémun-
gen. Zum Versténdnis der Mechanismen, die zum Einsetzen dieses komplexen Verhal-
tens fiithren, ist aber eine genaue Kenntnis der Verzweigungsstruktur des Systems notig.
Im Rahmen dieser Arbeit konnte durch eine systematische experimentelle Analyse die
Verzweigungsstruktur der Instabilitidten einer wellenférmigen Taylor-Wirbelstrémung
identifiziert werden. Die Untersuchungen zeigten, da} die Brechung der Spiegelsym-
metrie des Systems fiir die Organisation chaotischen Verhaltens in dieser Stromung
verantwortlich ist. Es konnten eindeutige experimentelle Hinweise gefunden werden,
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dafl das Zusammenwirken von symmetriebrechender und oszillatorischer Instabilitét
zum Auftreten von homoklinem Chaos im Sinne Shil’nikovs fiihrt. Dies sind die ersten
experimentellen Ergebnisse dieser Art fiir eine Strémung bei hoheren Reynoldszah-
len. Sie belegen, dafl entgegen allen bisherigen Annahmen die wellenférmige Taylor-
Wirbelstromung nicht nur durch Kopplung von zeitlichen Moden, sondern auch durch
die Wechselwirkung von symmetriebrechender und oszillatorischer Instabilitéit ins Cha-
os iibergehen kann.

Friihere experimentelle Untersuchungen hatten gezeigt, dafl bei héheren Reynolds-
zahlen lokalisierte zeitperiodische Oszillationen in der Taylor-Couette-Stromung auf-
treten konnen. Die in dieser Arbeit durchgefiihrten Untersuchungen konnten charakte-
ristische Eigenschaften der bisher untersuchten Zusténde auch fiir solche nachweisen,
bei denen eine andere zeitperiodische Mode auftritt. Somit ergibt sich gemeinsam mit
den fritheren Ergebnissen ein einheitliches Bild des prinzipiellen Verhaltens der hoheren
Instabilitdten des Taylor-Couette Systems.

Die Ergebnisse dieser Arbeit stellen einen Ausgangspunkt fiir die Untersuchung
weiterer grundlegender Eigenschaften einer Stromung auf dem Weg zur Turbulenz dar.
Wie die Schiatzungen der Korrelationsdimension der chaotischen Zustéinde bei hoheren
Reynoldszahlen zeigt, tritt bei einer kleinen Erhéhung der Reynoldszahl vom Einsatz-
punkt des Chaos aus ein hochdimensionales chaotisches Verhalten auf. Daher bricht die
rdumliche Kohérenz auf, die beim Auftreten niederdimensionalem chaotischen Verhal-
tens noch vorhanden ist, und die raum-zeitliche Abhéngigkeit wird fiir die Organisation
irreguldren Verhaltens relevant. Somit stellt die chaotische Taylor-Couette-Stromung
eines der wenigen experimentellen Systeme dar, an denen der Ubergang von niederdi-
mensionalem Chaos in einen raum-zeitlichen chaotischen Zustand untersucht werden
kann.

Die Analyse nichtlinearer Systeme ist ohne die detaillierte Betrachtung der auftre-
tenden Verzweigungen und ihrer gegenseitigen Wechselwirkungen nicht moglich. Dieses
wurde durch die experimentellen Untersuchungen in dieser Arbeit eindringlich demon-
striert.
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