A posteriori Finite-Elemente-Analysis
zur adaptiven Ortsdiskretisierung
in der Elastoviskoplastizitat

Dissertation

zur Erlangung des akademischen Grades
Doktor der Naturwissenschaften
(Dr. rer. nat.)
der Technischen Fakultit
der Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel

Roland Klose

Kiel
2003



ii

1. Gutachter : Prof. Dr. Carsten Carstensen

2. Gutachter : Prof. Dr. Dr. h.c. Wolfgang Hackbusch

Datum der miindlichen Priifung: 12.5.2003



iii

Zusammenfassung

Ein Modell zur Beschreibung von elastoviskoplastischem Materialverhalten ist die
Perzyna-Viskoplastizitdt. In der betrachteten Problemstellung wird das Prandtl-
ReuB3-Fliefigesetz mit von-Mises-FlieBfunktionen verwendet, die perfekte Plastizitit,
isotrope Verfestigung und lineare kinematische Verfestigung beinhalten. Die ma-
thematische Modellierung fiihrt auf eine zeitabhéingige Variationsungleichung. Eine
analytische Losung dieses Problems ist in den meisten Fillen nicht moglich, so dafl
man auf eine numerische Approximation angewiesen ist. In dieser Arbeit wird hier-
zu ein numerisches Verfahren entwickelt, das auf einem Zeitdiskretisierungsverfah-
ren und der Finite-Elemente-Methode beruht. Die Genauigkeit der Finite-Elemente-
Approximation 148t sich durch eine Verfeinerung der Elementgrifie sowie durch eine
Erhohung des Polynomgrades verbessern.

Zur Kontrolle des Ortsdiskretisierungsfehlers in einem Zeitschritt werden a po-
steriori Fehlerabschétzungen bewiesen, die eine garantierte obere Schranke fiir den
Spannungsfehler liefern. Die in der a posteriori Fehleranalysis auftretenden Kon-
stanten werden bestimmt, so daf} sich auf der Basis von residualen Schétzern bere-
chenbare Fehlerschranken ergeben, die eine Aussage iiber die in der Finite-Elemente-
Rechnung erzielte Genauigkeit erlauben.

Im Rahmen dieser Arbeit wurden eine Finite-Elemente-Methode fiir die Losung
des elastoviskoplastsichen Problems sowie verschiedene residuenbasierte a posteriori
Fehlerschéitzer implementiert. Zur Verbesserung des Approximationsverhaltens der
Finite-Elemente-Methode werden automatisierte adaptive Netzverfeinerungen auf
der Basis der residualen a posteriori Fehlerschéitzer realisiert. Anhand von numeri-
sche Beispielen werden die Figenschaften der Fehlerschitzer in adaptiven Algorith-
men untersucht und Aussagen iiber die Genauigkeit der Abschéitzungen getroffen.
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Kapitel 1

Einleitung

In der Werkstoffoptimierung und -charakterisierung werden heute vielfach numeri-
sche Simulationen angewendet. Dazu beigetragen hat der rasche Anstieg der Com-
puterleistung in den letzten Jahren. Numerische Simulationen unterstiitzen werk-
stoffmechanische Experimente, wodurch sich Entwicklungszeiten und Kosten sparen
lassen.

Die Finite-Elemente-Methode (FEM) ist das dominierende numerische Verfahren in
der Spannungs- und Verformungsberechnung elastoplastischer Probleme geworden.
Basierend auf der Variationsformulierung der zugrundeliegenden partiellen Differen-
tialgleichung wird eine Losung in einem endlichdimensionalen Raum gesucht. Das
System der Basisfunktionen des Finite-Elemente-Raumes besteht aus global stetigen
Funktionen, die auf jedem Element der Finite-Elemente-Triangulierung Polynome
niedriger Ordnung sind.

Bei der numerischen Losung partieller Differentialgleichungen treten Approximati-
onsfehler auf. Fehlerquellen sind

e der Zeitdiskretisierungsfehler,
e der Ortsdiskretisierungsfehler,
e Abbruchfehler bei iterativen Verfahren,

e Interpolationsfehler bei Netzverfeinerungen.

Gegenstand dieser Arbeit ist die Kontrolle des Ortsdiskretisierungsfehlers aufgrund
der Finite-Elemente-Approximation.

Eine Verbesserung der Approximationsqualitit 148t sich durch eine Erhéhung der
Anzahl der Freiheitsgrade erreichen. Hierfiir gibt es verschiedene Moglichkeiten.

e h-Version der FEM: Die Anzahl der Freiheitsgrade wird durch eine Verringe-
rung der Elementgrofie h erhoht.

e p-Version der FEM: Die Erhéhung der Anzahl der Freiheitsgrade wird durch
eine Erh6hung der Polynomgrade der FE-Basisfunktionen erreicht.

e hp-Version der FEM: Die Anzahl der Freiheitsgrade wird erhtht, indem eine
geeignete Kombination aus einer Verringerung der Grofle von Elementen und
der Erhohung des Polynomgrades von Ansatzfunktionen durchgefiihrt wird.



2 Einleitung

Um die Giite der numerischen Approximation abzuschitzen und um das Konver-
genzverhalten zu steuern, wurden intensive Forschungen auf dem Gebiet der a po-
steriori Fehlerschéitzer unternommen. Ein a posteriori Fehlerschitzer n hingt von
der berechneten Finite-Elemente-Losung wu; sowie weiteren gegebenen Groflen ab.
Der Fehler e = u — uy, ist die Differenz aus der exakten Lésung w und der Finite-
Elemente-Losung uy,. Der a posteriori Fehlerschétzer n sollte die Abschétzungen

llell <Cin und 7 < Cylfle]]] (1.1)

erfiillen, das heifit die Gréfle n soll bis auf Konstanten C; bzw. C5 eine obere bzw.
untere Grenze fiir den Fehler in einer geeigneten Norm ||| - ||| darstellen. A poste-
riori Fehlerschétzern konnen Beitrdge auf einem Element 7" einer Triangulierung 7
zugewiesen werden, d.h. es gilt

n=0_ ) (1.2)

TeT

Die Qualitdt eines Fehlerschitzers wird durch den globalen bzw. lokalen Effekti-

vitatsindex o
CEff: H|;ﬁ| bZW. CEff,T:

(1.3)

beurteilt. Optimal wire ein globaler Effektivitidtsindex moglichst nahe eins, in der
Praxis werden aber auch h6here Werte als akzeptabel betrachtet.

Um die Zuverléssigkeit der numerischen Losung zu kennen, ist eine garantierte
obere Schranke des Ortsdiskretisierungsfehlers notig. Dies erfordert Fehlerschitzer,
die eine berechenbare obere Schranke fiir den Gesamtfehler bilden. Das bedeutet,
der Wert der Konstante C in (1.1) sollte berechnet werden konnen. Ist diese Voraus-
setzung erfiillt, konnen a posteriori Fehlerschitzer als Abbruchkriterium in Finite-
Elemente-Rechnungen eingesetzt werden. Einen Fehlerschitzer der eine garantierte
obere Schranke fiir den Gesamtfehler bildet, nennt man zuverlassig.

Um eine Lésung mit vorgegebener Genauigkeit mit moglichst geringem Rechen-
aufwand zu erzielen, ist eine optimale Verfeinerungsstrategie nétig. Dies fiihrt auf die
Konstruktion adaptiver Verfahren, bei denen eine Verfeinerung der Finite-Elemente-
Triangulierung nur lokal durchgefiihrt wird. A posteriori Fehlerschitzer werden dazu
eingesetzt, diese adaptiven Verfahren zu steuern. Der Schétzer dient hierbei als Ver-
feinerungsindikator. Der Verfeinerungsindikator ist der Elementbeitrag ny in (1.2).
Um zu garantieren, dafl der Fehlerschitzer mit derselben Rate konvergiert wie der
Fehler, ist es erforderlich, dafy der Fehlerschitzer eine untere Schranke des Fehlers ist,
daf also die rechte Seite von (1.1) erfiillt ist. Diese Eigenschaft nennt man Effizienz.

Man kann a posteriori Fehlerschitzer in zwei Klassen einteilen, explizite und
implizite Fehlerschitzer. Explizite Fehlerschétzer erlauben eine direkte Berechnung
der Fehlerschranke aus vorhandenen Daten. Dies sind die numerische Lésung sowie
Randdaten. Hier wird ein residuenbasierter Schétzer nach I. Babuska und W. Rhein-
boldt behandelt [12, 13].

Implizite Fehlerschitzer erfordern die Losung von kleinen lokalen Problemen. Ein
Fehlerschiitzer basierend auf lokalen Problemen auf Elementen findet sich erstmals
bei D. Ladeveze und D. Leguillon [43] sowie R. Bank und A. Weiser [17] und ist



bekannt als die Methode der &dquilibrierten Residuen. Diese Methode wurde wei-
terentwickelt von M. Ainsworth und J.T. Oden [1, 2, 3]. In dem Buch ,A Poste-
riori Error Estimation in Finite Element Analysis “[4] findet sich eine Version des
dquilibrierten Residuenschitzers, auf die hier aufgebaut wird. Eine zweite Methode
zur a posteriori Fehlerschitzung durch Losen lokaler Probleme stammt von 1. Ba-
buska und W. Rheinboldt und wurde verfeinert von C. Carstensen und S.A. Funken
[26]. Im Gegensatz zur Methode der dquilibrierten Residuen werden hier fiir jeden
Knoten auf dem zugehorigen Patch lokale Probleme gelost.

Arbeiten zu a posteriori Fehlerschéitzern in der Plastizitéit existieren von ver-
schieden Autoren. Residuale Fehlerschéitzer wurden von J. Alberty, C. Carstensen
und D. Zarrabi in den Arbeiten [9, 24, 23] verdffentlicht. In [49] wird von S. Ohni-
mus die Methode der &dquilibriertern Residuen fiir die Fehlerabschitzung bei der
Berechnung des elastischen Priadiktors verdffentlicht. Weitere Arbeiten zur a poste-
riori Fehlerabschitzung in der Plastizitit stammen von C. Johnson und P. Hansbo
[42], sowie zur Fehlerabschitzung iiber Dualitéitstechniken von R. Rannacher und
F.-T. Suttmeier [53, 55, 54] sowie S.I. Repin und L.S. Xanthis [56].

In dieser Arbeit wird das Modell der regularisierten Viskoplastizitit nach Per-
zyna betrachtet. Die mathematische Modellierung fiihrt auf eine zeitabhéngige Va-
riationsungleichung, die in dem Zeitintervall [0, tg] gestellt ist. Gegeben sind Funk-
tionenrdume X ,X,, fiir die Verschiebung, S fiir die Spannung und M fiir interne
Verfestigungsvariablen. Der Raum der verallgemeinerten Spannungen ist definiert als
T = Sx M. Weiterhin sind Bilinearformen b : X xS — Rund A : TXT — R und ein
Funktional 1, : S — R gegeben. Das Funktional 9, ist abhéingig von einem Regu-
larisierungsparameter p, der die Bedeutung einer Viskositit hat. Fiir den Grenzfall
o — 0 erhdlt man ein Modell der Plastizitit. Geben ist aulerdem ein von Ober-
flichenkriften und einer Volumenkraft abhéingiges Lastfunktional | € H'(0,tg; X')
mit /(0) = 0.

Das zu 16sende Problem besteht darin, die Verschiebung w(¢) und die verallgemei-
nerte Spannung X(t) = (o (t), a(t)) zu finden, wobei (u, X) = (u, 0, a) : [0,tg] —
X x T mit w(0) =0, 3(0) = 0, so daf fiir fast alle ¢ € [0, tq],

b(v,o(t) =< L(t),v > Yo e X, (1.4)

Uo(T) — 1,(S(1) + AS(), T — B(t)) + b(w(t), 7 —o(t)) >0 VT €T. (L.5)

Gleichung (1.4) beschreibt das quasistatische Kréftegleichgewicht und Gleichung
(1.5) modelliert das FlieBgesetz plastischer Materialien. Das betrachtete Problem
verwendet das Prandtl-ReuB3-Fliegesetz mit von-Mises-Fliefifunktionen, die perfekte
Plastizitit, isotrope Verfestigung und lineare kinematische Verfestigung beinhalten.
In Kapitel 2 wird das elastoviskoplastische Problem ausfiihrlich dargestellt.

Die numerische Losung des elastoviskoplastischen Problems erfolgt in dieser Ar-
beit auf der Grundlage einer Zeitdiskretisierung nach der verallgemeinerten Mittel-
punktsregel und einer Finite-Elemente-Diskretisierung.

In jedem Zeitschritt des numerischen Losungsverfahrens ist eine nichtlineare Va-
riationsgleichung mit einer Finite-Elemente-Methode zu 16sen. Eine Kontrolle des
Ortsdiskretisierungsfehlers erfolgt durch einen a posteriori Fehlerschiitzer. In jedem
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Zeitschritt ist ein Abbruchkriterium fiir die erzielte Genauigkeit zu erfiillen. Andern-
falls ist die Finite-Elemente-Rechnung in diesem Zeitschritt mit erhthter Genauig-
keit zu wiederholen. Der a Posteriori Fehlerschitzer wird zur Steuerung von adapti-
ver Algorithmen eingesezt werden, mit dem Ziel, eine vorgegebene Genauigkeit mit
moglichst wenig Freiheitsgraden zu erzielen. Gerade in zeitabhiingigen Problemen
ist es von Bedeutung, dafl eine Finite-Elemente-Methode mit optimaler Verfeine-
rungsstrategie verwendet wird. Durch die Vielzahl an Zeitschritten vervielfacht sich
der mogliche Zeitgewinn. Wie eine optimale Verfeinerungsstrategie zu erfolgen hat,
ist zunéchst nicht klar. In dieser Arbeit werden h-, p- und hp-Verfeinerungen unter-
sucht. Die genannten Moglichkeiten zur Erhohung der Freiheitsgrade unterscheiden
sich in der Konvergenzrate des Ortsdiskretisierungsfehlers. Eine Beschreibung der
Konvergenztheorie fiir finite Elemente wird in [20, 35, 52, 57] gegeben. Die Konver-
genz hingt von der Regularitiat des Problems ab, von der Elementgrofie h, von dem
verwendeten Polynomgrad p fiir die Ansatzfunktionen des Finite-Elemente-Raumes
sowie der verwendeten Fehlernorm. Das Konvergenzverhalten ist bestimmt durch die
Interpolationseigenschaften der gewéhlten finiten Elemente. Fiir h-Verfeinerung ist
die Konvergenzrate algebraisch. Fiir p-Verfeinerung kann die Konvergenz exponen-
tiell sein, bei Auftreten von Singularitdten nimmt der Fehler allerdings auch hier im
asymptotischen Bereich nur algebraisch ab [14, 16]. Die Ap-Methode, eine Kombina-
tion aus h- und p-Methode weist bei geeignet konstruierten Netzen asymptotische
exponentielle Konvergenz auf [10, 11, 16, 15].

In der Kontinuumsmechanik wurden p- und hp-Methoden bisher hauptséichlich
in linearen Problemen angewendet. Die p-Version der Finiten-Elemente in der Ela-
stoplastizitét ist in den Arbeiten [32, 31, 40, 41, 61] untersucht worden.

In der bisherigen Forschung fehlen a posteriori Fehlerabschédtzungen, die fiir
die Finite-Elemente-Approximation des elastoviskoplastischen Problems mit finiten
Elementen hoherer Ordnung garantierte obere Fehlerschranken fiir residuenbasierte
Fehlerschitzer liefern.

In dieser Arbeit werden a posteriori Fehlerabschitzungen fiir den Ortsdiskretisie-
rungsfehler in einem Zeitschritt bewiesen. Dabei wird vorausgesetzt, dafl der exakten
und der numerischen Lésung die selben Anfangswerte zugrundeliegen. Folgende An-
forderungen werden bei der a posteriori Fehleranalysis beriicksichtigt.

e Es werden garantierte obere Fehlerschranken bewiesen. Da die Konstante C}
in der Abschitzung (1.1) bestimmt wird, erhilt man eine berechenbare obere
Schranke fiir den Spannungsfehler in einem Zeitschritt.

e Die a posteriori Fehleranalysis 148t finite Elemente héherer Ordnung zu. Da-
mit ist eine zuverldssige a posteriori Fehlerabschitzung bewiesen, die in allen
eingangs genannten Verfeinerungsstrategien Giiltigkeit besitzt.

Die Arbeit ist wie folgt aufgebaut. Kapitel 2 definiert das elastoviskoplastische
Problem.

Kapitel 3 beschreibt die numerische Lésung des Problems. Teile dieses Kapitels
sind in [28] verdffentlicht.

Gegenstand von Kapitel 4 ist die a posteriori Fehlerabschitzung des Spannungs-
fehlers. Kapitel 4 zeigt als ein wesentliches Ergebnis dieser Arbeit, dafl in der Elasto-



viskoplastizitit eine a posteriori Fehlerabschéitzung auf der Grundlage von residu-
enbasierten Schétzern moglich ist, die explizit berechenbare Fehlerschranken liefert
und in Finite-Elemente-Methoden hoherer Ordnung eingesetzt werden kann. Die
Abschétzung des Spannungsfehlers setzt voraus, dafl eine obere Abschitzung des
Verzerrungsfehlers durch den Spannungsfehler existiert. In Abschnitt 4.1 werden
diese Abschétzungen fiir Elastoviskoplastizitit mit Verfestigung bewiesen, und auf-
tretende Konstanten werden berechnet. In den Abschnitten 4.2, 4.3 und 4.4 wird
mit den Ergebnissen aus Abschnitt 4.1 die Zuverldssigkeit des Residuenschétzers,
der Methode der dquilibrierten Residuen und des Patch-Residuen-Schétzers bewie-
sen.

Anhand von praktischen Beispielen werden in Kapitel 5 die numerischen Eigen-
schaften der Fehlerschétzer untersucht. Zu diesem Zweck wurde im Rahmen dieser
Arbeit eine Finite-Elemente-Methode mit der Moglichkeit einer hp-Verfeinerung,
sowie die genannten Fehlerschitzer implementiert.
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Kapitel 2

Das elastoviskoplastische
Modellproblem

Dieses Kapitel falt kontinuumsmechanische Grundlagen zusammen und definiert ein
elastoviskoplastisches Modellproblem. Die Ausfiihrungen zur Viskoplastizitéit folgen
[36, 9], als weitere Literatur wird auf [58, 46, 44, 37, 27, 22] verwiesen.

Der erste Abschnitt ist eine Einfiihrung in fundamentale Begriffe der Konti-
nuumsmechanik. Es wird die lokale Form des quasistatischen Kraftegleichgewichts
beschrieben und das Verschiebungsproblem der linearen, isotropen Elastizitéit an-
gegeben. Anschlieflend werden der ebene Spannungszustand und der ebene Ver-
zerrungszustand definiert, auf den sich die Modellrechnungen im weiteren Verlauf
beschrénken.

Der zweite Abschnitt fiihrt das physikalische Modell der regularisierten Visko-
plastizitit nach Perzyna ein, und es werden das Prandtl-Reuf3-Fliegesetz sowie die
von-Mises-Flie3funktionen definiert.

Der dritte Abschnitt beschreibt das im weiteren Verlauf der Arbeit verwendete
Modellproblem der regularisierten Viskoplastizitdt und gibt die Formulierung als
Variationsungleichung an.

Im vierten Abschnitt ist die Zeitdiskretisierung nach der verallgemeinerten Mit-
telpunktsregel beschrieben. Es wird die eindeutige Existenz einer schwachen Losung
in einem Zeitschritt gezeigt.

2.1 Kontinuumsmechanik und lineare Elastizitat

In der Kontinuumsmechanik werden Verdnderungen in der Gestalt eines festen Kor-
pers aufgrund von dufleren Kréften berechnet. Dabei wird angenommen, dafi der
Korper aus einem Kontinuum von Partikeln, den materiellen Punkten besteht, die,
abhéngig von der Zeit ¢, den Raum (); einnehmen. Die Region, die der Korper zur
Zeit t = 0 einnimmt, wird als Referenzkonfiguration €2 bezeichnet. Die Positionen
der materiellen Punkte werden durch den Ortsvektor  in der Referenzkonfiguration
identifiziert.

Die Bewegung y = y(x, t) ist auf Q) eine injektive Abbildung der Referenzkonfigura-
tion auf die Momentankonfiguration y : Q — Q, C R®, mit det Dy > 0 auf Q. Hier



8 Das elastoviskoplastische Modellproblem

ist mit Dy die Jakobi-Matrix mit den Komponenten (Dy);; = 371’; bezeichnet. Die
Verschiebung w(x, t) ist definiert durch

u(x,t) = y(x,t) — .

Verénderungen in der Léinge, der Fliche und dem Volumen durch eine Deformation
werden mit Hilfe des Deformationsgradienten F' = Dy ausgedriickt. Das Modell-
problem beschrinkt sich auf kleine Verschiebungen und kleine Verzerrungen. Die
Beschrankung auf kleine Verschiebungen erlaubt es, einen linearisierten Greenschen
Verzerrungstensor € zu verwenden,

= %(Du + (Dw)").

Eine infinitesimale Starrkdrperverschiebung erfiillt die Bedingung €(u) = 0. Die
zugehorigen Bewegungen und Deformationen haben die allgemeine Darstellung

y(z) =y, +w(x—xzy) und u(x)=1u)+w(xr—xH).

Hierbei ist w ein schiefsymmetrischer Tensor.

Quasistatisches Kriftegleichgewicht

Die auf den Koérper in der Momentankonfiguration 2; einwirkenden Krifte sind die
Volumenkraft f(y) und Oberflichenkrifte g(y), die auf den Neumannrand 'y C T
wirken, sowie Kontaktkrifte t(y) - n(y), die von einem Teil des Korpers auf den
anderen ausgeiibt werden. Das Cauchy-Theorem besagt, dafl sich die Kontaktkréfte
als Produkt aus dem Cauchy-Spannungstensor und der Normalen ausdriicken lassen,
t = Tn. Uber die Abbildung y = y(z, t) lassen sich GréBen in der Momentankonfi-
guration auf die Referenzkonfiguration transformieren. In der Referenzkonfiguration
lautet die lokale Form des 2. Newtonschen Axioms,

dive + f = py in Q. (2.1)

Hier ist & = det F TF~" der 1. Piola-Kirchhoff-Spannungstensor. Im folgenden wird
der quasistatische Fall betrachtet, es wird eine vernachldssigbare Beschleunigung
vorausgesetzt, y ~ 0. Gleichung (2.1) wird dann quasistatisches Kriftegleichgewicht
genannt. In der Kontinuumsmechanik ist die Volumenkraft f in Inertialsystemen
gleichzusetzen mit der Gewichtskraft pro Volumen des Korpers. Die Gewichtskraft
ist im Vergleich zu den Kontaktkriften vernachléssigbar, weshalb in der Kontinu-
umsmechanik in guter Naherung mit f = 0 gerechnet werden kann.

Definition 2.1 (Vektorraum der symmetrischen Tensoren). Symmetrische
Tensoren zweiter Ordnung sind lineare Transformationen in Sy, definiert als

Sq:={A:R* - R? | A ist linear und A = A"}. (2.2)

Das ist ein Vektorraum mit Skalarprodukt A : A = tr(ATA) = S°F | Ay Ayj.

1,j=1
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Elastische konstitutive Gleichung

Im Fall kleiner Verzerrungen ist die Beziehung zwischen dem Spannungstensor o
und dem Verzerrungstensor € linear,

o = Ce.

Hierbei ist C der Elastizitétstensor, der vom Ort aber nicht von der Zeit abhingig
ist. Falls die Dichte p und der Elastizitéitstensor C des Kérpers unabhéingig von der
Position sind, ist das Material homogen. Ein richtungsunabhéngiges Material nennt
man isotrop. Fiir homogene und isotrope Materialien sind die Komponenten des
Elastizitdtstensors gegeben durch

Cijki = X0k + p(0ikdjr + 6udijk),

wobei d;;, das Kronecker-Delta ist. Mit A und p sind die Lamé-Konstanten bezeich-
net. Die Spannungs-Dehnungs-Beziehung ist in diesem Fall gegeben durch

o= \tre)I + 2pue.

In gewissen Situationen lassen sich dreidimensionale Probleme der Kontinuums-
mechanik auf ein zweidimensionales Problem zuriickfiihren. Man unterscheidet zwi-
schen dem ebenen Verzerrungszustand und dem ebenen Spannungszustand.

Ebener Verzerrungszustand

Ein ebener Verzerrungszustand (EVZ) liegt (in der xy-Ebene) fiir einen Verzerrungs-
tensor € vor, wenn fiir € : Q@ — R3*% gilt €,, = €,, = €,, = 0. Der ebene Verzer-
rungszustand liegt ndherungsweise vor, wenn ein sehr langer Kérper mit Léngsachse
in z-Richtung einen von z unabhingigen Querschnitt besitzt und einer von z un-
abhéngigen Belastung ausgesetzt ist. Fiir diese Geometrie tritt keine Verschiebung
in z-Richtung auf (u, = 0).

Das in Abschnitt 2.3 beschriebene elastoplastische Modellproblem beschrinkt
sich auf den ebenen Verzerrungszustand.

Ebener Spannungszustand

Ein ebener Spannungszustand (ESZ) liegt (in der xy-Ebene) fiir einen Spannungs-
tensor o vor, wenn fiir & : Q — ]Ri’;g gilt 0,, = 0y, = 0,, = 0. Der ebene
Spanungszustand liegt ndherungsweise vor, wenn eine diinne Scheibe nur in ihrer
Ebene belastet wird.

2.2 Regularisierte Viskoplastizitéit

Die freie Energie F = F(e) und die Spannung o = o(€) elastischer Materialien
héngen nur von der Verzerrung € ab. Die freie Energie F' = F'(e, €) und die Spannung
o = o(€, &) elastoplastischer Materialien sind von einer Reihe interner Variablen
& = (&)™, abhéngig, die Skalare oder Tensoren sind. Das Verhalten elastoplastischer
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Materialien héngt von der Materialgeschichte ab. Daher ist eine Evolutionsgleichung
der Form

& =Bi(ef) 1<i<m (2.3)
erforderlich.

Wiéhrend der plastischen Deformation treten interne Spannungen a = (o)™,
auf, die zu den internen Variablen konjugierte Groflen sind, in dem Sinne, daf}

oF
o€,’
Die Grofle a; : §; stellt eine interne Dissipation dar. Aus thermodynamischen
Uberlegungen folgt die fundamentale Annahme der geometrisch linearisierten Ela-

stoplastizitit, die additive Aufspaltung des Verzerrungstensors € in einen elastischen
Anteil e = C'o und einen irreversiblen plastischen Anteil p,

e = e(0) + p(&). (2.4)

Die elastische Verzerrung hingt von der Spannung o ab, die plastische Verzerrung
héngt von weiteren internen Variablen &£ ab. Die kinematischen Variablen p und &
bilden die verallgemeinerte Verzerrung P = (p, &€). Die entsprechende verallgemei-
nerte Spannung ist ¥ = (o, ).

o = — 7,:1,,77?,

Im folgenden soll die Evolutionsgleichung (2.3) fiir verschiedene elastoplastische Mo-
delle angegeben werden. Diese Evolutionsgleichung wird Flieigesetz genannt. Die
FlieB3funktion ® definiert eine abgeschlossene, konvexe Menge K durch

K={X¥eS;xS,,:®(X) <0}.
Mit D* ist die Indikatorfunktion der Menge K bezeichnet, die definiert ist durch

0 falls ®(X) <0,

2.5
oo falls ®(X) > 0. (2:5)

lﬂ&={
In der ratenunabhéngigen Plastizitit ist die zeitliche Ableitung der verallgemeiner-
ten Verzerrung durch das Fliegesetz gegeben,

P cdD*(X) = {(o*, a*) € K :¥(r,B) € K, (2.6)
D'(c,a)+o":(T—0)+a": (B—a) < D*(1,B)}.

Durch eine Yosida-Regularisierung der Indikatorfunktion D* der Menge K ergibt
sich ein viskoplastisches Modell, wie in [9] gezeigt. Die Regularisierung der Funktion

D* lautet 1
(X)) = 2—|2 —TgXZ|* fiir ¥ € Sy X Sy (2.7)
0
Hierbei ist p > 0 ein kleiner Regularisierungsparameter und Il stellt den Projekti-
onsoperator auf die Menge K dar. Die Projektion T' = I X ist definiert durch

T —T|=inf{|S—T|: T €Sy xS,, mitd(T") < 0}. (2.8)

Die Regularisierung ¢} konvergiert fiir ¢ — 0 gegen die Indikatorfunktion D* [60].
Man erhilt fiir diesen Grenzfall das Modell der Plastizitét.
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Satz 2.2. [36] Das Funktional @}, ist konver und Gateauz differenzierbar mit der

Ableitung

(D)) = %(z 13, (2.9)

Beweis. Der Beweis folgt [36]. Die Gateaux-Ableitung ist definiert durch
1
* ! Vi A% ok
(pp(2), T) = lim [ (3 + dT) — ¢, (2)].

o1( + dT) = zigm +dT — TI(S + dT)?
= 2ig|(2: —IX) + dT + 1T — [[(X + dT)|?
2%(\2 ISP 4 2d( - T, T) + 2(S — IS, IS — (S + dT))
+|dT + 11X — 11X — [I(Z + dT)|2.
(2.10)

Der letzte Term in (2.10) ist von der Ordnung O(|d|?).

dT + IS — TI(Z. + dT)

<|dT| + | — TI(T + dT)| < |d||T| + | — (T + dT)|
=|d||T| + [d||T| = 2|d||T].

Im zweiten Schritt wurde ausgenutzt, dal die Projektion nichtexpansiv ist. Der
vorletzte Summand in (2.10) ist ebenfalls von der Ordnung O(|d|?). Aufgrund der
Eigenschaften der Projektion gilt

(- I, 0T — (T + dT)) > 0. (2.11)
Auflerdem gilt fiir den vorletzten Summanden in (2.10)

(- IS, I — II(S + dT))

=(2 — (T + dT), 11T — [I(T + dT)) — (IS — II(T + dT), 11T — [I(T + dT))
< (B -1 +dT), 11T — [I(T + dT))
= (2 +dT - (T + dT), 11T - [[(Z + dT)) — (dT, IS - T[(T + dT))

-~

<0

< (dT,T1dT). o
2.12

Die letzte Ungleichung gilt, da aufgrund der Projektionseigenschaften der erste Sum-
mand in der vorletzen Zeile von (2.12) kleiner gleich null ist. Da 0 in der konvexen
Menge K liegt, folgt

(dT,11dT) = (—dT, —11dT)
= (—=dT — (II(—dT)), 0 — IIdT) + (~11dT, —11dT) < (IldT, 11dT).

~ /
-~

<0
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Wegen der Nichtexpansivitit der Projektion folgt
(IldT, 11dT) < |IldT|* = |IIdT — 110> < |dT — 0> = |d]*|T|* = O(|d}?).
Damit erhélt man

3(E+dT) = — (|2 - IZ* 4 2d(E - [IZ, T) + O(|d[*))

1
20
und .

Q3(Z+dT) — ¢3(2) = 2—9(261(2 — O, T) + 0(|d]?)).

Fiir die Gateauxableitung erhélt man

N . 1
tin L[4}(2 + dT) = (2] = - (5 - 11, 7).
Die Gateaux-Ableitung (¢,(X))" ist monoton, sodafl ¢,(X) konvex ist. [

Das Flie3gesetz der regularisierten Viskoplastizitéit lautet mit Satz 2.2

. 1

P c oy, (Z) = {E(E — X))} fir ¥ € Sy x Sy (2.13)
Mit den Definitionen der FlieBfunktion aus [9] lassen sich die Fliefigesetze fiir die
perfekte Viskoplastizitit sowie Viskoplastizitit mit Verfestigung angeben, indem die

Projektion der verallgemeinerten Spannung auf die Menge K berechnet wird und in
das Fliefigesetz (2.13) eingesetzt wird.

Perfekte Viskoplastizitit

Im Fall der perfekten Viskoplastizitit, gibt es keine Verfestigung und keine internen
Variablen £. Die Fliefunktion ist gegeben durch

®(o) = |dev(o)| — oy. (2.14)

Durch Minimierung des Ausdrucks f(7) = |0 — 7|? unter der der Nebenbedingung
®(1) = |dev T| — 0, = 0 ergibt sich mit (s); := max(0, s),s € R, das Fliefigesetz

p=1/0(1 - 0,/|dev(0)]) dev(c). (2.15)

Viskoplastizitit mit isotroper Verfestigung

Viskoplastizitdt mit isotroper Verfestigung ist charakterisiert durch einen skalaren
Verfestigungsparameter o« > 0 und das Verfestigungsmodul H > 0. Die Flieffifunktion
ist

®(o,a) = |dev(o)| — oy(1 + Ha). (2.16)
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Durch Minimierung des Ausdrucks f(7,3) = |(o — 7, — 3)|? unter der Nebenbe-
dingung ®(7, 8) = |devT| — 0,(1 + HB) = 0 ergibt sich fiir das Flieigesetz

p 1 1 L (1+aH)o, dev (o) (2.17)
é ol + H?o |dev(e)| ), \—Hoyldev(a)[] '
In diesem Modell ist der plastische Anteil der freien Energie gegeben durch FP =
%H1§2. Die interne Spannung ist definiert durch o = —88%. Dies bedeutet o« = —H{&,

wobei H; ein positiver Verfestigungsparameter ist.

Viskoplastizitit mit kinematischer Verfestigung

Bei Viskoplastizitdt mit kinematischer Verfestigung ist die Fliefunktion gegeben
durch

®(o,a) = |dev(o) — dev(a)| — oy. (2.18)
Durch Minimierung des Ausdrucks f(7,8) = |(6 — T, — 3)|? unter der Nebenbe-
dingung ®(7,B) = |devT — dev 8| — 0, = 0 ergibt sich fiir das Fliegesetz

b = i __ 9% dev(a - a)
(5) B 29(1 | dev (o — a)‘)-# <_ dev(o — a)> . (2.19)

Im Fall der linearen kinematischen Verfestigung hat der plastische Anteil der freien
Energie die Form F? = k;|€|. Die interne Spannung ist definiert durch o = —%,

wodurch a = —k1&, mit einem positiven Parameter k;.

2.3 Elastoviskoplastisches Modellproblem

Ein materieller Kérper nimmt urspriinglich das Gebiet  C R? ein. Der Rand T be-
steht aus den disjunkten Anteilen I'y und I'p, I' = 'y UIl'p. Auf dem Dirichlet-Rand
sind zusétzlich zu den Dirichlet-Randbedingungen tangentiale Gleitrandbedingun-
gen zugelassen. Beide Arten von Randbedingungen lassen sich in der Forderung

M -u=w aufl)p (2.20)
zusammenfassen. Dabei gilt fiir M € R™? : ' — RY,
e
M (z) = ( 0 ) (Gleitrand), M(z)=I=| : Dirichlet-Rand. (2.21)
€
Fiir den Vektor w € R? : T'p — R? gilt
w(z) =0 (Gleitrand), w(x)=wup(x) (Dirichlet-Rand). (2.22)

Mit diesen Definitionen lassen sich folgende Raume fiir die Verschiebungen definie-
ren,

Xy ={ve H'(Q)*: M -v =w auf Tp}, (2.23)
Xo:={ve H(Q): M -v=0auf I'p}. (2.24)
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Fiir die Spannungen wird der Raum S, fiir die internen Spannungen der Raum M
und fiir die verallgemeinerten Spannungen der Raum T definiert durch

S = {T € Sy, Tij € LQ(Q)}, (225)
M= {p=(pj): pj € L*(Q),5=1,....,m}, (2.26)
T:=S x M. (2.27)

Fiir eine gegebene Volumenkraft f(z,t) € H(0,tg; L?(Q)%) und eine gegebene
Oberflichenkraft g(z,t) € H(0,tg; L?(I'y)?) lautet das Anfangsrandwertproblem
der regularisierten Viskoplastizitdt in der schwachen Formulierung:

Problem 1 (Duales Problem der Viskoplastizitit).
Man finde die Verschiebung u(x,t) € H*(0,tq; Xar), die Spannung o € H*(0,tg; S)
und die plastische Variable o € H'(0,tg; M), so da8 fiir fast alle ¢ € [0, tg]

/QO'(w,t) ce(v)dx = /Qf(w,t) -vdx + /1“N g(z,t) - vds, (2.28)

fiir alle v € X, gilt und das Flie3gesetz fast iiberall in 2 erfiillt ist:

[G(u(:i,t)) B C_la(“;’t)-l _llo(z,t) —llko(z,1)
[ ¢(a(z,t)) J 0 [ } : (2.29)

Dabei liegen Anfangsbedingungen vor
u(zx, 0) = uo(x), o(x,0) = o(x), a(z,0) = ag(x), (2.30)
und die Spannung ergibt sich aus der konstitutiven Gleichung durch

_ 0F(&,§)
o= (2.31)

Im folgenden wird eine dquivalente Formulierung fiir das Modellproblem nach
[36] angegeben.

Definition 2.3. Es werden Bilinearformen definiert durch

a:SxS—>R E(U,T)z/Cla:Tdm, (2.32)
Q

b:X xS R b(v,r)z—/e(v) 7 da, (2.33)
Q

c:MxM—->R, capB) :/Hla:ﬂdm, (2.34)
Q

wober H = H; bes isotroper Verfestigung und H = ky bei kinematischer Verfestigung.
Mit ¥ = (o, ) und T = (1, B) ist die Bilinearform A definiert durch

A:TxT—-R AXT)=1a(o, )+ c(e, B). (2.35)
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und die Funktionale 1, : S — R, I(t) : Xo = R sind definiert durch

(7, B) = /Q o(r, B)da, (2.36)

<l(t),v>=—/ﬂf(t)-vdm—/r g(t) - vds. (2.37)

Problem 2 (Duales Problem der Viskoplastizitit).
Man finde fiir ein gegebenes | € H'(0,tg; X') mit 1(0) = 0 Abbildungen (u,X) =
(u,o,a) : [0,tg] = Xp x T mit ©(0) =0, £(0) = 0, so daf fiir fast alle ¢ € [0, t¢],

b(v,o(t) =<lI(t),v > VYve X, (2.38)

Vo(T) — 1, (E(1)) + A(Z(t), T — Z(t)) + b(u(t), T — o)) >0 VT €T. (2.39)

2.4 Zeitdiskretisierung und Existenz von schwa-
chen Losungen

Das Modellproblem wird in der Zeit diskretisiert und ein Existenzsatz fiir eine
schwache Losung in einem Zeitschritt angegeben. Weiter wird eine a priori Fehler-
abschétzung fiir den Zeitdiskretisierungsfehler bewiesen. Die Ausfiihrungen folgen
[36].

Das Zeitdiskretisierungsschema ist die verallgemeinerten Mittelpunktsregel. Es
werden n + 1 diskrete Zeitpunkte ¢, € [0,tg] gewdhlt mit ¢y = 0, ¢, = t¢ und
tx < txy1. Die Zeitintervalle sind nicht notwendigerweise dquidistant. Es gilt

te = th1 + Oty

Das Zeitdiskretisierungsschema der verallgemeinerten Mittelpunktsregel definiert fiir
einen Parameter 1/2 < 0 <1 Zeitpunkte t5_;,¢ durch

tk_1+g == etk + (]. - G)tk_l.

Die Werte der Verschiebung, der Spannung und der plastischen Variablen zum dis-
kreten Zeitpunkt ¢; sind bezeichnet durch uy, o, oy und §;,. Die Werte zum Zeit-
punkt tx_1.¢9 werden durch lineare Interpolation bestimmt,

U140 = Oup + (1 — O)ug_y, Ok 110 =00, + (1 —0)o)_1,

2.40
o119 = 0o + (1 — 0) oy, Ep 109 =08,+(1=0)§, ;. (2:40)

Das Modellproblem aus Abschnitt 2.3 wird nach der verallgemeinerten Mittelpunkts-
regel in der Zeit diskretisiert. Fiir Viskoplastizitit mit Verfestigung wird das zeit-
diskretisierte Modellproblem angegeben.
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Problem 3 (Zeitdiskretes Modellproblem 1). Man finde das Verschiebungfeld uy €
X, die Spannung o € S und die plastische Variable ay € M zu den diskreten
Zeitpunkten t; fiir £ = 1, ..., n, so dafi fiir alle v € X,

/ Ok 149 : €(v)dx = / f(ty—140) -vdzx +/ g(tk_149) -vds (2.41)
Q Q Iy

und das zeitdiskrete FlieBgesetz

1 [E(Uk—1+0 — ) — C M (O po140 — U'k—l):| _ ! |:0'k—1+0 — ko149
o

0Nt Ei1+o — Ek1 o119 — gog_149
(2.42)
in 2 erfiillt sind. Die Anfangsbedingungen lauten
u(x,0) = up(x), o(x,0) = o¢(x), a(x,0) = ap(x). (2.43)

Bemerkung 1. Das Zeitdiskretisierungsschmea nach der verallgemeinerten Mittel-
punktsregel ist fiir # = 1/2 das Crank-Nicolson-Verfahren und fiir # = 1 das implizite
Euler-Verfahren.

Eine dquivalente Formulierung fiir das zeitdiskrete Problem 3 lautet folgender-
maflen.

Problem 4 (Zeitdiskretes duales Problem).
Man finde fiir ein gegebenes [ € H*(0,%g; X') mit [(0) = 0 eine Folge {us, Zp}7_, €
Xy X T mit ug=0,35=0,sodal fiir k=1,2,....,n

b(v,ok 140) = ({(tk—140), V) Yo € X (2.44)

Y140 — g1
VAN

T — Ok_119) >0 VT e T.

$o(T) = o(Br-140) + Al

Uk—146 — Ug—1
Ly

T —X_140)
(2.45)

Der folgende Satz aus [36] wird bendtigt, um die eindeutige Losung des zeitdis-
kreten dualen Problems zu zeigen.

Satz 2.4. [36] Mit V ist ein reeller Hilbertraum bezeichnet, a : V x V — R eine
stetige, V-elliptische Bilinearform, [ : V — R ein beschrinktes lineares Functional
und j : V. — R ein eigentliches, konveres und unterhalbstetiges Funktional auf V.
Dann hat die elliptische Variationsungleichung zweiter Art,

a(u,v—u)+jw) —j(u) > (l,v —u) Yo eV (2.46)
eine eindeutige Losung u € V.

Satz 2.5. Das zeitdiskrete duale Problem 4 hat eine eindeutige Lisung.
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Beweis. Das zeitdiskrete duale Problem ist mit z = (u,o,a) und y :=
(v,7,8), sowie

a(z,y) == /Q(C_la'—e(u)) :wa—i-/gare(v)d:l:-l—/Qa:H_l,Bda:

dquivalent zu der Variationsungleichung

Ty — T
%(y) - 1/)g(wk—1+e) + a( u lgeAtk i l,y - aU/c—1+a)

><l(tk—1+9) — I(ty-1)
- O\t

Y — wk*1—|—0> V’y € X() x T.

Dies ist eine elliptische Variationsungleichung zweiter Art. Bei positiver Verfestigung
existiert eine eindeutige Losung (uy 119, Xk 110) € Xar X T, da die Voraussetzungen
von Satz 2.4 erfiillt sind. Die Bilinearform a(x, y) ist symmetrisch, stetig und X x T-
elliptisch. Das Funktional 9, : S — R ist stetig, eigentlich und mit Satz 2.2 konvex.
|

Fiir das duale Problem kann eine a priori Fehlerabschitzung in der Zeit abge-
leitet werden. Der Beweis fiir die Konvergenzordnungen der verallgemeinerten Mit-
telpunktsmethode im Fall des viskoplastischen Variationsproblems kann auf den Fall
der Elastoplastizitét zuriickgefiihrt werden, so daf im weiteren auf [36] zuriickgegriffen
werden kann, um folgenden Satz zu zeigen.

Satz 2.6. Sei X € W21(0,tg;T) falls § # 1/2 und £ € W31(0,tg; T) falls 0 = 1/2.
Das zeitdiskrete duale Problem wird fir eine dquidistante Unterteilung des Zeitin-
tervalls [0,tg] in n Teile der Linge At = tg/n betrachtet. Die Unterteilungspunkte
sind t, = kAt, k = 0,...,n. Dann gilt fiir die Losung Xy des zeitdiskreten dualen
Problems die a priori Abschdtzung

0I£11?<Xn ||Z(t]c) - 2k||L2(Q) S CAt”E“WQ,l(O,T;T) falls 0 75 1/2, (247)
Jnax 12(tk) — B2 < c(At)2||E||W3,1(O’T;T) falls 0 = 1/2. (2.48)
Beweis. Aus dem zeitkontinuierlichen Problem erhélt man mit T = Xy 1,9 €

P11 und Py_149 :={T = (7,8) € T : Vv € Xy b(v,7) =< l(tg—149),v >}
die Abschétzung

Do(Bh-140) = Vo(E(th-140) + A0 (te-110), Zh-140 — Z(tr-149)) > 0. (2.49)
Aus dem zeitdiskreten Problem erhélt man mit T' = X(tx_1419) € Pr_140,

Y 1160 — Xp a1

HAt ,z(tk_1+9 - Ek_1+g) 2 0 (250)

Vo(B(th-146) — Yo(Xp—149) + A(

Da A eine Bilinearform ist, ist (2.49) dquivalent zu

bo(Bk-110) = Vo(E(th-140)) + A(=B(th-110), B(te-110) — Zp-119) 20, (2.51)
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und mit

Y 149 — Vg1 Vg — Lgo1

= 2.52
OAt At (2:52)

ist (2.50) dquivalent zu
At(1ho(B(te-110)) — Yo(Bk-146)) + A(Zk — -1, 2(tk-146) — Zk-146) > 0. (2.53)

Multipliziert man (2.52) mit At und addiert das Ergebnis zu (2.53), dann folgt

AZy — Zp1 — B(tk-140), Z(tk-140) — Xp—140) > 0. (2.54)

Das ist (13.7) aus [36]. Der weitere Beweis ist analog zu [36].
|
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Kapitel 3

Numerische Losung des
Modellproblems

Dieses Kapitel beschreibt die Losung des viskoplastischen Modellproblems mit der
Methode der finiten Elemente. Der Lésungsalgorithmus beruht auf einer expliziten
Darstellung des Spannungstensors o = o (u) in Abhéingigkeit der unbekannten Ver-
schiebung w innerhalb eines Zeitschrittes der verallgemeinerten Mittelpunktsregel.
Die Ableitung dieser Beziehung aus dem zeitdiskreten Fliegesetz zeigt Abschnitt
3.1. Neben der Verschiebung héngt der Spannungstensor o zum diskreten Zeit-
punkt ¢; von Anfangswerten der Spannung o_1, der internen Spannung ay_; und
der Verschiebung u;_; zum diskreten Zeitpunkt ¢;_; ab. Diese Anfangswerte sind
aus dem letzten Zeitschritt zu {ibernehmen in der Art, dal das Fliegesetz in allen
Quadraturpunkten erfiillt ist. Die Losung des nichtlinearen Variationsproblems in
einem Zeitschritt beschreibt Abschnitt 3.2. Abschnitt 3.3 zeigt, wie ein adaptiver
Algorithmus fiir das Modellproblem aufgebaut ist.

3.1 Analytische Darstellung der verallgemeiner-
ten Spannung

Numerische Losungen elastoplastischer Probleme kénnen durch Pradiktor-Korrektor-
Verfahren bestimmt werden, die auch Radial-Return-Algorithmen genannt werden
und in dem Buch von J.C. Simo und T.J.R. Hughes [58] sowie in Arbeiten von
C. Wieners beschrieben werden [66, 67]. Diese Methoden erfordern in jedem Zeit-
schritt die Losung eines lokalen nichtlinearen Problems in jedem Quadraturpunkt,
vorgegeben durch die Evolutionsgleichung des Materials, sowie die Losung eines glo-
balen linearen Variationsproblems.

In dieser Arbeit wird eine Losungsstrategie entwickelt, die ausnutzt, daf fiir die
Spannung und die interne Spannung in jedem Zeitschritt analytische Darstellungen
in Abhéingigkeit der Verschiebung sowie Werten aus dem vorherigen Zeitschritt exi-
stieren. Diese Methode wurde in [28] verdffentlicht und bildet in Kapitel 4 die Grund-
lage fiir eine a posteriori Fehlerabschitzung mit residuenbasierten Fehlerschétzern.
Die Sitze 3.1, 3.2 und 3.3 zeigen, dafl Abbildungen

S Xy x Xy x L2(Q)22 x LA(Q)™ ™ — L*(Q)**2
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und

R: Xy x Xa x L2(Q)22 x L2(Q)™™ —5 [2(Q)™™,

existieren, so daf

Ok—1+0 = S(Uk_1+9,Uk_1,0'k_1,ak_1) ke {1a "'777'}7 (31)
Q149 = R(uk_1+9, Uk—1,0k—1, ak_l) ke {1, . n} (32)

Die Spannung o119 und die plastische Variable ax_1.9 zum Zeitpunkt t5_q1,4 las-
sen sich als Funktion der unbekannten Verschiebung wy 1,9 sowie Variablen zum
Zeitpunkt t; 1 darstellen. Es gilt m = d (d = 2, 3) im Fall der kinematischen Verfe-
stigung, m = 1 im Fall der isotropen Verfestigung. Mit d ist die Dimension des Pro-
blems bezeichnet. Fiir perfekte Plastizitét treten in (3.1) und (3.2) keine plastischen
Variablen auf. Durch Einsetzen der Ausdriicke (3.1) und (3.2) in das quasistatische
Kriftegleichgewicht (Problem 3) ist die Fliebedingung eliminiert. Damit ist in je-
dem Zeitschritt ein nichtlineares Variationsproblem mit der Verschiebung uy_1,¢ als
unbekannter Grofle zu 16sen.

Problem 5 (Zeitdiskretes Modellproblem 2). Man finde das Verschiebungfeld wuy €
X zu den diskreten Zeitpunkten %, fiir £ = 1, ..., n, so daf§ fiir alle v € X,

/ S(uk—1+07uk—17 Ok—1, ak—l) : G(’U) dx = / .f(tlc—1+9) v da:—l—/ g(tk—1+0) -vds
Q Q r
! (3.3)
mit den Anfangsbedingungen
u(z,0) = uo(x), o(x,0) = o¢(x), a(x,0) = ag(x). (3.4)

Die Ableitung der Beziehungen (3.1) und (3.2) fiir die Materialgesetze aus Ab-
schnitt 2.2 (Flieigesetze (2.15), (2.17), (2.19)) ist Gegenstand des folgenden Teils
in diesem Abschnitt. Zunéchst wird die elastische Verzerrung in Abhéngigkeit der
Spannung ausgedriickt.

Bemerkung 2. Die elastische Verzerrung hat die Darstellung

1 1
S . .
N do trol + 2 devo (3.5)

Dies folgt aus der Tatsache, da} Konstanten «, £, v und ¢ existieren, so daf3

Cle

o=vytrel +ddeve und e=atrol + fdevo. (3.6)

Setzt man den Ausdruck fiir die Spannung o aus (3.6) in den Ausdruck fiir die
elastische Verzerrung e aus (3.6) ein, ergibt sich

e =davytrel + fddeve mit a=1/(d*y) und B=1/6. (3.7)
Wegen (3.6) gilt fiir den Spannungstensor o
)

o=vytrel +d6(e—1/dtrel) = (y— 8) trel +de=MAtrel +2ue. (3.8)

Dies zeigt § = 2p und v = A+ (2u)/d. Eingesetzt in den Ausdruck fiir die elastische
Verzerrung e aus (3.6) erhiilt man mit o und S aus (3.7) die Darstellung (3.5).
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3.1.1 Perfekte Plastizitit

Dieser Abschnitt zeigt, daf} fiir elastoviskoplastische Materialien ohne Verfestigung
der Spannungstensor in Abhéngigkeit von der Verzerrung und von Variablen aus
dem letzten Zeitschritt dargestellt werden kann.

Satz 3.1. Im Modell der perfekten Viskoplastizitit (Abschnitt 2.2) gilt fir die Ab-
bildung S aus (3.1)

S(Uk—140, Uk—1,0k_1) = Ok_1+¢

3.9
== ()\ + QM/d) tr(QAtkAk_1+9)I + 2,LL h(| dev GAtkAk_H_gD dev QAtkAk_H_g ( )
mit
h(z) = 1 — max{0, ——(1 — ~2)} (3.10)
=1-—max — .
141y 2uz’”’
Uk—14+6 — Up—1 ~10k-1
Ay = A1
ko140 e( O/t )+C O/t (3:11)
und den Konstanten
0
I, = d 'y =o,. 12
1 QMQAtk un 2 Oy (3 )

Beweis. Das FlieBgesetz der perfekten Viskoplastizitit (2.15) wird zeitdiskretisiert.
Es ergibt sich

10k—149 1 oy
Ap_1.9—Ct =-(1-——)
k=116 Ot Q( |dev og_149]

)+ dev Ok_1+6- (313)

Daraus erhiilt man mit Cloy_1,19 = atroy_i1,9l + Sdevor_i4g

1 2
tr Ok—1+0 — @ tr GAtkAk_Hg = d(A + FIUI) tr HAtkAk_H_g.

Fiir rein elastisches Materialverhalten ist der Deviatoranteil des Spannungstensors
in linearer Weise abhéngig von der Verzerrung,

1
B

Fiir elastoviskoplastisches Materialverhalten, das auftritt, falls (1—o, /| dev og_149|) >
0, erhilt man mit Cloy 119 = atroy_14.9I + fdev o, 149 aus dem zeitdiskreti-
sierten FlieBgesetz (3.13)

dev Ok_14+ = dev QAtkAk_H_g = 2,u dev 0AtkAk_1+9.

1 1 o
Ap_ 19— —(atrog_1491 d _ =-(1-—"2%—)d _
k—1+6 HAtk(a rog_110l + Bdeveog_149) Q( \devak,prg\) eV Ok_146
(3.14)
und nach Deviatorbildung
A
dev HAtkAk,1+9 = (,B —+ b tk (1 %y )) dev Ok 140- (315)

| dev oyl
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Das Ziel ist es im folgenden, aus dieser Gleichung den Deviatoranteil des Spannungs-
tensors in Abhéngigkeit der Verzerrung darzustellen. Zunichst kann ein Ausdruck
fiir | dev oy_1¢| abgeleitet werden. Aus (3.15) folgt

Q| dev QAtkAk,H_g‘ + HAtkoy

d _ =
|dev k14| 0ty + Bo
und
N o, (00t + Bo)
dev 0Nt Ay 119 = 1— y dev op_1.g.
VoA Ao = (B 4 = (g Ay 1oa] + 0D00y))) 40V 140

Damit ergibt sich eine Darstellung fiir den Deviatoranteil des Spannungstensors in
Abhéngigkeit der Verzerrung,

1Y ‘ dev HAtkAk,1+9| + GAtkO'y
(/BQ + HAtk) ‘ dev HAtkAk_1+9|

dev Ok_14+0 = dev HAtkAk_H_a. (316)

Mit der Bedingung 1 — 0, /(24| dev 0At, Ag_144|) > O fiir das Auftreten von plasti-
schem Materialverhalten, folgt aus (3.16), dafi der Spannungstensor die Darstellung

2
Ok_1+0 =(A+ #) trOAt e 1Ay 140

1 (1 Oy
1+ F1 2/,1,| dev QAtkAk_1+9|

+ 2u(1 — max{0, )}) dev At Ag_149

besitzt mit I'y = o/(2u0Aty). [ |

3.1.2 Isotrope Verfestigung

Dieser Abschnitt zeigt, daf fiir elastoviskoplastische Materialien mit isotroper Ver-
festigung der Spannungstensor und die interne Spannung in Abhéngigkeit von der
Verzerrung und von Variablen aus dem letzten Zeitschritt dargestellt werden kénnen.

Satz 3.2. Im Modell der Elastoviskoplastizitit mit isotroper Verfestigung (Abschnitt
2.2) gilt fir die Abbildungen S und R aus (3.1) und (3.2)

S(uk71+0, Uk—-1,0k—1, Oékq) = O0k-1+6

24 (3.17)
= ()\ + F) tr eAtkAk_H_g + 2/14 h(| dev HAtkAk_H_gD dev QAtkAk_H_g

und

R(ug 110, Uk 1,0, 1,0 1) = Q119
(ﬁQ(l + H20'§) + QAtk)ozk_l + GAtkHlHO'yO dev HAtkAk_1+9| — ﬂO'y) (318)
Ot + B(o(1 + H?02) + 9ty Hy H?02)

mit
1 ~ Dy(ag-1)

hz)=1— 1
(x) max{0, 5T, ( 2

)} (3.19)
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Up—_146 — Up—1 19k-1
A 119 := +C 3.20
k140 E( 0L ) 0L (3:20)

und

Q(l + H20'§) + HAtk_lHleO';
2/1,0Atk,1

und  Tolag_1) = 0y(1 + a1 H).
(3.21)

1:

Beweis. Das Fliefigesetz der Viskoplastizitit mit isotroper Verfestigung (2.17) wird
zeitdiskretisiert. Es ergibt sich

1 O0k-149 1 1 (14 ax_140H)oy
Ap_149—CH = - 1-— d _ 3.22
k=146 VAN ol+ Hzag( |dev og_114| )+ devok_iy, (3.22)
_10k—149 — Of—1 1 1 (1 + ak_1_|_gH)0'
—H! =-= 1-— Y\, Ho,|d 140/
1 HAtk 0 1 +H2O'§( |deV0'k,1_|_0| )—I— 0'y| eV O 1+0|
(3.23)
Mit Clog_ 119 = atrog_119l + Bdev oy_1,¢ erhilt man aus (3.22)
1 21
tr Ok—1+0 — @ tr GAtkAk_Hg = d(A + d )tI‘ HAtkAk 1+8- (324)

Fiir rein elastisches Materialverhalten ist der Deviatoranteil des Spannungstensors
in linearer Weise von der Verzerrung abhingig,

1
dev Ok_14+ = B dev GAtkAk_H_o = QN dev HAtkAk_H_@. (325)

Fir 1 — (1 + ax_140H)oy/|dev o_149| > 0 tritt elastoviskoplastisches Materialver-
halten auf. Mit C'oy 1,9 = atrog 1,9 + Bdevay 1,4 in (3.22) gilt dann

1 (1- (1+ ap_140H)oy
1+ H?o?2 |dev o149

JAN
dev HAtkAk,H_g = <ﬁ + 0 b )) dev Ok_1+0-

(3.26)
Das Ziel ist es im folgenden, aus dieser Gleichung einen Ausdruck fiir den Devia-
toranteil des Spannungstensors in Abhéngigkeit der Verzerrung zu bestimmen. Mit
der zweiten Komponente des zeitdiskretisierten Flielgesetzes kann die unbekann-
te interne Spannung eliminiert werden, indem (3.23) zunéchst nach der internen
Spannung aufgelost wird:

0Nt HiHoy(| dev o_140| — 0y) + o(1 + H?0}) a1
Op_1+40 = (1 + HQO.Q)Q + HAtkHlHZGQ

(3.27)

und das Ergebnis in (3.26) eingesetzt wird:

dev HAtkAk,H_g = dev Ok 146X
OAtkU deVO'k,H_g‘ — ( -+ O 1H) ) —{—ﬁ( (1 + H2 2) —{—OAtkHlHQ 2)| devak 1-H9|

( (1 + H20'2) -+ OAtkH1H202)| devcrk 1_|_9|
(3.28)



24 Numerische Lésung des Modellproblems

Auflésen nach |dev oy_149| ergibt

|dev og_149| =
HAtkO'y(l + ak_lH) + (Q(l + H20§) + GAIL,]CH1H20'§)| dev QAtkAk_1+9| (329)
oAty + B(o(1 + H?02) + 0/t H, H?0?2) '

Einsetzen von (3.29) in (3.28) ergibt die Darstellung des Deviatoranteils der Span-
nung in Abhéngigkeit der Verzerrung,
devoy 149 =
OAtyoy (1 + ar—1H) + (o(1 + H?0}) + Aty Hi H?02)| dev 0Nt Ap_y 44
(Bo(1 + H%02) + 0t (1 + BH1H?02))| dev 0Nty Ag_149]
x dev AL Ay 144

(3.30)

Aus (3.27) und (3.29) erhdlt man einen Ausdruck fiir die interne Spannung in
Abhéngigkeit der Verzerrung,
. (ﬁg(l + H20'§) + GAtk)ak,l + OAtkHlHO'yﬂ dev HAtkAk,H_g‘ — ﬁO'y)
Q149 = 0Nty + B(o(1 + H?02) + 0/t Hi H?07)

(3.31)
Mit (3.29) und (3.31) ergibt sich aus 1 — (1 + ay_149H)o,/|devog_149| > 0 die
Bedingung 1 — (14 oy_1H)o, /| dev 0At, Ay_114| > 0 fiir das Auftreten von plasti-
schem Materialverhalten. Mit (3.30) folgt die Darstellung

2
Op—1+9 =(A + —M) tr At 1 Ag—149

d
1 (1 + a’kle)Oy
2u(1 — 0 -
+ N( max{ 1 Fl( 2M| dev QAtkAk—1+¢9|

)}) devOAt, Ag_i4g
(3.32)

fiir den Spannungstensor, wobei 'y = (o(1 + H?0}) 4+ 0At, H H?0}) /(2u8 Aty ).
|

3.1.3 Kinematische Verfestigung

Dieser Abschnitt zeigt, daB fiir elastoviskoplastische Materialien mit kinematischer
Verfestigung der Spannungstensor und die interne Spannung in Abhé#ngigkeit von
der Verzerrung und von Variablen aus dem letzten Zeitschritt dargestellt werden
konnen.

Satz 3.3. Im Modell der Elastoviskoplastizitit mit kinematischer Verfestigung (Ab-
schnitt 2.2) gilt fir die Abbildungen S und R aus (3.1) und (3.2)

S(ka1+a, Uk—1,0k—1, akq) = O0k-1+6

2
= ()\ + ?,U) tr(GAtkAk_1+g)I
+ 2,u h(| dev HAtkAk_H_g — Bak_1|) deV(QAtkAk_H_g — 50&19_1) + dev Ap—1

(3.33)
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und

R(Uk—1+0, Uk—1,0k—1, ak—l) = Q146 = 01+ k1 (dev 0N, Ap_119— B dev 0'k—1+0)

(3.34)
mit . r
hlw) = 1= max{0, 7 5-(1 - 2;x)}, (3.35)
Uk—149 — Ug—1 1 0k-1
A, = Zk-1 ‘
k—146 6( OAt, )+C 0At, (3.36)
und den Konstanten
I = 20+ 0011y und Iy =o0,. (3.37)

Q/L(QAtk_l

Beweis. Das Fliefigesetz der Viskoplastizitéit mit kinematischer Verfestigung (2.19)
wird zeitdiskretisiert. Es ergibt sich

1 O0k140 1 o
Ap_ 1.9 —CH =—(1- Y d 140 — Oy
k—1+6 0Atk 2Q |dev(a’k,1+9 _ ak71+9)‘)+ ev(ak 1+ — O 1+0)
_ logiig— o
k1 VAN
(3.38)
Mit C'oy, 1.9 = atrog 1.9l + fdev oy 1,9 erhilt man aus (3.38)
1 21
tr Ok_1+0 = % tr OAtkAk_H_g = d()\ + 7) tr HAtkAk_H_g. (339)

Fiir rein elastisches Materialverhalten ist der Deviatoranteil des Spannungstensors
in linearer Weise von der Verzerrung abhingig,

1
B

Fir 1 — o,/|deveog_149 — ax_1+9| > 0 ist das Materialverhalten plastisch. Mit
Cloy_i1,9=atrop_i1,9I +Bdevoi_ 1.9 im ersten Teil von (3.38) wird die interne
Spannung in Abhéngigkeit der Spannung und der Verzerrung ausgedriickt,

dev Ok_14+ = dev QAtkAk_H_o = QN dev HAtkAk_H_@. (340)

o119 = Op_1 + k1 (0D, Ag—119 — Bdevog_119). (3.41)
Aus der ersten Komponente des Flieigesetzes ergibt sich damit der Ausdruck
dev(0At Ay 119 — BOk_119)
_ (VAN (1

2 ° |dev(og 119 — 1 — kOAL A, g+ /f150'k71+9)|)
x dev(op_140 — Qg1 — k10 Ag_ 119+ k180 _1410),

Oy

(3.42)

aus dem sich ein Ausdruck fiir den Deviatoranteil des Spannungstensors in Abhéngig-
keit der Verzerrung bestimmen 1d8t. Zunéchst erhédlt man daraus einen Ausdruck
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fiir |dev(og_119 — g1 — k10 At Ak 119 + k180k_119)| und setzt diesen in (3.42)
ein, wodurch

2
((gAgtk + k)| dev(0Atg Ak—149 — Bok—14+9)| + 0y) dev(0AL, Ak_119 — BOk—110)
= | deV(OAtkAk—hw - ﬁo'ka_a)‘ deV(O'k,H_g — ak—l)-

(3.43)

Daraus erhélt einen Ausdruck fiir | dev(0AtgAg_110 — Bok—_110)|, der in (3.43) ein-
gesetzt wird, so daf
|dev(ok_1410 — 0g—1)| dev(0AL Ag—119 — Botg—1)

‘ dev(a'k_1+g — ak_l)\ — Oy
]{,‘1 + QQ/(HAtk)

)dev(or_110 — tp_1)

(3.44)

= (Bldev(ok_1+0 — k—1)| +

und
(Oﬂtkkl + 29)| deV(HAtkAk,H_g — ﬁak,l)\ + HAtkO'y

|dev(og 119 — ) 1)| =
(3.45)

Einsetzen von (3.45) in (3.44) ergibt die Darstellung des Deviators der Spannung in
Abhéngigkeit der Verzerung,

HAtkkl + 2Q
0Nty + 0Ntk /(21) + o/ 1

1

dev o140 =(

QAtk -+ GAtkkl/(Qu) + Q//L)| deV(GAtkAk_H_g — ﬁak_1)|
X dev(@AtkAk_1+g — ﬂak_l) + dev Q1.

Fir 1 — o,/|dev(ok_110 — 0_14+9)| > 0 ist das Materialverhalten plastisch, dies
entspricht der Bedingung 1 — o, /| dev(0At, Ak 119 — foy_1)| > 0. Mit (3.46) hat
der Spannungstensor die Darstellung

2
Titio =(A+ ) 0L Ap 1o

1
+ 2p(1 — max{0, Oy

1 —
1+ Fl( 2/L| deV(QAtkAk_H_g — Bak_1)|
X dev(@AtkAk_Hg — ﬁak_1) + dev ap_1,

)})

wobei Fl = (2Q + OAtk,lkl)/(ZuﬁAtk,l) |

3.2 Finite-Elemente-Losung der Gleichgewichts-
bedingung

Dieser Abschnitt beschreibt die Ortsdiskretisierung des Modellproblems (Problem
5) und die numerische Losung der Gleichgewichtsbedingung.
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3.2.1 Triangulierung und Finite-Elemente-Raum

Gegeben sei ein offenes, beschriinktes und zusammenhingendes Gebiet Q C R? mit
polygonalem Rand und eine Triangulierung 7 des Gebietes €2 in abgeschlossene
Dreiecke T'. Die Menge der Elementkanten ist mit £ bezeichnet, die Menge der
Knoten mit A. Es werden nur regulire Triangulierungen zugelassen. Die Zerlegung

Q= UperT

von € ist regulir, wenn fiir zwei verschiedene Elemente T} und 7T} gilt, da 7:NT, = ()
und wenn F' = T; N7, # () entweder eine gemeinsame Kante oder ein gemeinsamer
Knoten ist. Fiir jedes Element T € T ist

pr =sup{diam(B) : B ist ein Kreis, der in 7" enthalten ist}. (3.48)

Die Netzweite h von T ist h(7T) = maxger{hr}. Fiir die Familie {7;}°, wird -
Regularitat vorausgesetzt, in dem Sinne, daf} eine Konstante x unabhingig von ¢
existiert, so daf3

h
sup — < k < o0, i=1,2,.. (3.49)
TeT; PT
Im weiteren Verlauf dieser Arbeit wird die Definition
Q=U{T €eT:2CT} (3.50)

bendtigt. Mit €, ist der Patch zum Knoten z € N bezeichnet. Das Gebiet T be-
steht aus dem Element 7" und den angrenzenden Elementen, die einen gemeinsamen
Knoten mit 7" haben:

T={ur',T eT:T NT #p}. (3.51)
Dann gilt mit [4], dal eine Konstante C' existiert, die nur von k abhéingt, so daf

hy < Chy VT CT. (3.52)

Im folgenden soll der Finite-Elemente-Raum SP(Q) € H'(Q2)? konstruiert werden.
Dazu wird das Referenzelement

T = COIIV{(—l, 0)5 (]—a 0)’ (O’ \/?;)}
eingefiihrt. Fiir jedes Element 7" € T ist eine affine Abbildung
Fr:T—T

definiert. Gilt (z,y) € T = conv{(z1,%1), (€2, 42), (3,93)} und #,§ € T, dann ist

, & To—T1 (7w1*w2+$_3) 7 T1+xo
-n - [ EERE )
2

Y 7 ?/2;?/1 (_gi/_gi& + %)
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Der Raum der Polynome vom totalen Grad p auf dem Referenzelement T ist

SP(T) = {g(z,y) = Z Z ajxr’yte; s aj, € R, (z,y) € T} (3.53)

Mit ey, e, sind die Einheitsvektoren in R* bezeichnet. Es gilt dim(S? (T)) = (p +
1)(p+2). Fiir den Raum SP(T) werden nun hierarchische Basisfunktionen definiert.
Diese Basisfunktionen sind abgeleitet von Legendre-Polynomen P,, n € Ny, und

einer Funktion 9;(z), j = 2, ..., p. Legendre-Polynome sind rekursiv definiert durch

P()(.T) = ]_,
Py(z) =z, (3.54)
2n+1 n ..
Pn+1($) = n+1 .”EPn(.T)— n—_HPn_l(.T) fiir n € N.
Die Funktion 1,(z) ist fiir j = 2, ..., p definiert durch
4 P;(x) — P;_
v(z) == (o) = Fis() (3.55)

2(25 — 1) 1—a?

Basisfunktionen auf dem Referenzelement 7' werden in drei Gruppen eingeteilt.
Dies sind Knotenbasisfunktionen, Kantenbasisfunktionen und innere Basisfunktio-
nen. Die Kantenbasisfunktionen treten auf, falls fiir den Polynomgrad des Referen-
zelementes p > 2 gilt, und die inneren Basisfunktionen treten auf, falls p > 3.

Zu den Elementknoten auf dem Referenzelement 7" gehdren die Knotenbasisfunk-
tionen

A A ~

S on .Y S oa o 1 .Y S n y
N, =—(l—-2——— N. = —(1 - N. =,
1(:1:,y) ( z )a 2($ay) 2( + )a 3(xﬁy) \/g

7 (3.56)

Zu den Elementkanten des Referenzelementes 7 sind fiir j = 2,...,p die folgenden
Kantenbasisfunktionen definiert,

2(2,9)), (3.57)

Fiir 0 <i+j <p—3sind (p—1)(p — 2)/2 innere Basisfunktionen auf dem Refe-
renzelement 7" definiert durch
Nij(#,9) = Ni(#, §)No(#, §)Ns (&, §) P (No (&, ) — Ni(@,9)) P (2N5(#,§) — 1).
(3.58)
Eine Basis des Raumes SP(T') ist gegeben durch {¢re1, ¢1ea, ..., Pre1, Pres} mit
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ia@): 'a¢1+2p(A7?3) = Ag(i,@) Nﬁ(Aag)a
¢2+2p(£ag)a ':@3})('%’:&) :Ng(iag) g(iag)a
Gapt1(2,9), - - Pavapip2)/2(2,9) = Nopo(2,9) ... Nij(2,9) 0<i+j<p—3.

(3.59)

Im folgenden wird der globale Finite-Elemente-Raum SP(£2) definiert. Die Be-
stimmung der Anzahl der Freiheitsgrade erfordert die Definition eines Verteilungs-
vektors fiir Polynomgrade. Jedem Element T € T = {Tj}jﬂi(f ) ist ein Polynomgrad
pr zugeordent. Diese Polynomgrade werden in dem Vektor p = (p1, ..., pm(1)) Zu-
sammengefait. Mit I wird im weiteren Verlauf dieser Arbeit die Indexmenge der
globalen Freiheitsgrade bezeichnet. Die Freiheitsgrade von SP(2) setzen sich aus
drei verschiedenen Anteilen zusammen. In der folgenden Aufzihlung ist bereits die

Dimension des Problems beriicksichtigt.

1. Jedem Knoten sind zwei Freiheitsgrade zugeordnet. Es gibt 24N globale Kno-
tenfreiheitsgrade. Die Indexmenge der Knotenbasisfunktionen wird im folgen-
den mit I; bezeichnet.

2. Jeder Kante F € £ wird ein Kantenpolynomgrad pg zugeordnet. Falls £ =
T, N Ty, wird pg = max{pr,pr,} gesetzt. Die Anzahl der Freiheitsgrade zu
der Kante E € & ist durch pg vorgegeben. Fiir pg > 1 sind der Kante E
2(pg — 1) Freiheitsgrade zugeordnet. Die globalen Kantenfreiheitsgrade setzen
sich aus den Freiheitsgraden aller Kanten F € £ zusammen. Es gibt demnach
Y kee 2(pe — 1) globale Kantenfreiheitsgrade. Die Indexmenge der globalen
Kantenfreiheitsgrade wird mit [, bezeichnet.

3. Der Vektor p bestimmt fiir jedes Element 7" € 7 die Anzahl interner Basis-
funktionen. Fiir p > 2 gehoéren zu dem Element T (pr — 1)(pr — 2) interne
Freiheitsgrade. Es gibt } 7 (pr — 1)(pr — 2) globale interne Freiheitsgrade.

Definition 3.4 (SP(T')). Auf dem Element T ist der Polynomgrad pr gegeben. Die
Kantenpolynomgrade dieses Elements sind mit pg,, pr, und pg, bezeichnet. Vor-
ausgesetzt wird, daff die Basisfunktionen auf dem Referenzelement T entsprechend
(3.59) bis zum Polynomgrad p = max{py : T € T} berechnet sind. Eine Basis des
Raumes SP(T) ist gegeben durch

{¢W(T,1); Sy ¢7r(2N(T))} = {or1€1, 01182 -, YrT,N(T)€1, <PT,N(T)€2} (3.60)

mit N(T') = pg, +pg, + e, + (pr—1)(pr—2)/2. Die Funktion 7 : {1,...,2N(T)} — I
bildet die lokale Nummerierung der Freiheitsgrade in die Indexmenge I ab. Es gilt

pra(z,y) = Gu(Fr(2,9)), era(,y) = G2(Fr'(2,)), era(z,y) = &3(Fp ' (2, 9)),



30 Numerische Lésung des Modellproblems

or34i(T,y) = @31i(Fr ' (2,9)) firt=1,...,pg — 1,

(pT:2+PE1+i(x7 y) = ¢2+P+i(F’1:1(x7 y)) fur 1= ]-7 -+ 3y PEy, — 1)

O\ 4p, 49y +i (T, Y) = Praopri(Fp ' (x,y))  fiiri=1,...,pg, — 1,

P, +pmyom,+i(TY) = Pypri(Fr ' (2,y))  firi=1,...,(pr — 1)(pr — 2)/2.

Um fiir den aus den Rdumen SP(T) konstruierten globalen Finite-Elemente-Raum
Stetigkeit zu garantieren, werden Kantenbasisfunktionen ungerader Ordnung mit
dem Faktor —1 multipliziert, falls die entsprechende Elementkante von einem Knoten
hoherer Nummerierung zu einem Knoten niedrigerer Nummerierung verlduft [18].

Definition 3.5 (Finite-Elemente-Raum SP(2)). Der globale Finite-Elemente-
Raum ist definiert durch

SP(Q) ={u e H'(Q)? :VT € Tul|r € SP(T)}. (3.61)
Fiir Funktionen mit Gleitrandbedingungen werden folgende Notationen eingefiihrt,

SP(Q)={uec H(Q)?*:VT € Tulr € SP(T),M -u = w auf T'p}, (3.62)

SP(Q) ={uec H(Q)?:VT € Tu|lr € S’(T),M -u =0 auf 'p}. (3.63)
Dabei sind M und w durch (2.21) und (2.22) definiert. Ist der Polynomgrad auf
allen Elementen gleich, wird auch SP(S2) geschrieben.

Die Dimension des globalen Finite-Elemente-Raumes ergibt sich aus den oben
genannten Punkten zu

dimSP(Q) =2N =2#N + Y 2(pp—1)+ > _(pr — 1)(pr — 2), (3.64)
Ect TeT
falls pr > 2 fiir alle T € T. Die globalen Basisfunktionen {¢,,..., ¢ox} definieren
die Funktionen {1, ..., pn} durch

{@161, ©P1€2,--.,PNEI, (PNGQ} = {d)la ¢2a R ¢2N—1a ¢2N}'

Dabei sind e; und e, die Einheitsvektoren in R?.

3.2.2 Ortsdiskretes Modellproblem

Die Ortsdiskretisierung erfolgt durch die Finite-Elemente-Methode. In Problem 5
werden die Rdume X und X, in der Variationsformulierung (3.3) durch die endlich-
dimensionalen Rdume SP und S%,, wie in Abschnitt 3.2.1 beschrieben, ersetzt. Die
diskreten Verschiebungen wj, x_14¢ zu den diskreten Zeitpunkten ¢5_149, £ =0, ..., n,
haben die Basisdarstellung

Uhk—1+6 = Z Us—16%2; (3.65)

Lel

wobei I die in Abschnitt 3.2.1 beschriebene Indexmenge der globalen Freiheits-
grade ist. Die Komponenten der Verschiebung werden in dem Vektor Uy 1,9 =
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(Up_14s - UM, o) zusammengefafit. Das Fliefigesetz (2.42) ist in jedem Quadra-
turpunkt zu erfiillen. Zuséatzlich miissen die Anfangswerte in jedem Zeitschritt das
quasistatische Kriftegleichgewicht in der schwachen Formulierung erfiillen. Daher
sind die Spannung o und die plastische Variable i, fiir jedes Element T € T
in den Quadraturpunkten der Flichenintegration zu speichern. Zusétzlich sind die
Spannung und die interne Spannung fiir jedes Element in den Quadraturpunkten
der Kanten sowie fiir jedes Element in den Knoten zu speichern. Die elementweise
Speicherung der Kanten- und Knotenwerte ist erforderlich, da Spannung und interne
Spannung nicht stetig sind. Die in Kapitel 4 verwendeten Fehlerschétzer ben&tigen
Anfangswerte auf den Kanten. Die in Abschnitt 3.3.2 dargestellte Interpolation der
Anfangswerte des Finite-Elemente-Netzes ben6tigt Werte der Spannung und inter-
nen Spannung sowohl in den Knoten als auch in den Quadraturpunkten der Kanten.
Neben der Spannung und der internen Spannung sind weitere Gréflen punktweise zu
speichern. Diese Groflen werden in den Fehlerschitzern des Kapitels 4 eingefiihrt.
Es handelt sich um Ableitungen der Spannung und der internen Spannung.

Problem 6 (Diskretes Modellproblem 8). Finde das Verschiebungfeld w119 €
SP.(Q) zu den diskreten Zeitpunkten t;_1.¢ fiir &k = 1,...,n, so daB fiir alle v;, €
SP(Q2)

/ S(Uhk—1+0, Uhk—1,Th k-1, k—1) : €(Vp) dx =
Q

(3.66)
/ F(tp—116) - vadx +/ 9(tk—149) -vr ds
Q Ty
mit den Anfangsbedingungen
up(x,0) = ug(x), on(x,0) = oo(x), ap(x,0) = ag(x). (3.67)

Aus der Verschiebung wp;_149 und den Variablen wp,_1, Oh k-1, Qpr—1 zZum
Zeitpunkt t;_; berechnen sich Spannung und interne Spannung nach den Sétzen
3.1, 3.2 bzw. 3.3. Im Beispiel der kinematischen Verfestigung gilt

Ohj—1+0 = S(Uhk—116, U k-1, Thk—1, Ohk—1),
Opk—1+9 = R(uh,k—1+0; Uh k—1) O hk—1, ah,k—l)-
Nach (2.40) sind die Werte zum Zeitpunkt ¢;_;,¢ als lineare Interpolation der Werte

zu den Zeitpunkten ¢;_; und ¢, definiert. Das heifit, die Variablen zum Zeitpunkt ¢,
sind

1 1

Up g = g(uh,k—we — (1= 0)upr-—1), Onr= g(ah,k—ue —(1=0)onr-1),
1

oy = a(ah,k71+9 —(1-0)apg_1)-

3.2.3 Verallgemeinerte Randbedingungen

Dieser Abschnitt beschreibt die numerische Realisierung von Dirichlet-Randbeding-
ungen und Gleitrandrandbedingungen fiir Ansatzfunktionen héherer Ordnung. Fiir
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eine Elementkante v C I'p mit Endpunkten (z1,y;) und (z2,y2) liegt eine Dirichlet-
Randbedingung vor, wenn auf v die Verschiebung vorgegeben ist, u|, = up. Eine
Verschiebungsrandbedingung liegt vor, wenn auf v die Normalenkomponente der
Verschiebung null ist, u|, - n = 0. Es werden Gleitrandbedingungen parallel zu
kartesischen Koordinatenachsen zugelassen. Im folgenden wird die Situation eines
zweidimensionalen Problems dargestellt, d = 2. Die globalen Nummerierungen der
Basisfunktionen auf der Kante v gehoren zur Indexmenge (7). Unterschieden wer-
den lineare Basisfunktionen (Indexmenge I;(y)) und Basisfunktionen hgherer Ord-
nung mit Triger auf der Kante v (Indexmenge I»(7)). Es gilt I(y) = I1(y) U I (7).
Es wird eine Matrix M (z,y) definiert durch

(
10
(0 1) falls (z,y) auf dem Dirichlet-Rand,

0 0
M(z,y) =< (0 1) falls (x,y) auf einem Gleitrand parallel zur x-Achse,

10
(0 0) falls (x,y) auf einem Gleitrand parallel zur y-Achse,

(3.68)
und ein Vektor w(z,y) durch
((upa(z,y)

DU Y)Y falls (x,y) auf dem Dirichlet-Rand,
Up2\T,Y
w1\ _
<w2) = (3.69)
(8) falls (z,y) auf dem Gleitrand.
\

Zunichst werden die Freiheitsgrade zu den linearen Basisfunktionen betrachtet. In
den Endpunkten (z1,3;) und (z2,y2) der Elementkante + gilt fiir die zugehorigen
Freiheitsgrade der Verschiebung,

2p—1
M <UU2'°jk ) = (Z;) k=12 (3.70)

Hier sind j; fiir £ = 1, 2 die globalen Nummern der beiden Knoten, die zur Kante
gehoren. Nun werden Bedingungen fiir die Freiheitsgrade der Verschiebung abgelei-
tet, die zu Kantenbasisfunktionen auf der Kante v gehtren. Der Verschiebungsvektor
mit Komponenten zu Kantenbasisfunktionen ist U = {U® : i € I(y)}. Die Minimie-
rung

min | Y U'Mgi(z,y) — w(z,y)

1€Is(7)

5 (3.71)
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mit
4
(Zl> — Zjeh(v) Uig;(z,y) falls (z,y) auf dem Dirichlet-Rand,
2
w(z,y) = 4
w1 .
(wg) falls (z,y) auf dem Gleitrand
\

(3.72)
ergibt das lineare Gleichungssystem

S (04600 - 1u(r) ds) U = (148405, Wlr.0) ds k € o)
i€h(y) 7 K

(3.73)
Die Matrizen in den Gleichungssystemen (3.70) und (3.73) werden zu einer globalen
Matrix B assembliert, die zugehorigen rechten Seiten zu einer globalen rechten Seite
w. Die verallgemeinerte Randbedingung fiir den Verschiebungsvektor U ist damit

BU =w. (3.74)

Die Menge der Freiheitsgrade, die nicht durch Randbedingungen festgelegt sind,
wird mit I bezeichnet.

3.2.4 Iterative Losung mit dem Newton-Verfahren

Das quasistatische Kréftegleichgewicht (3.66) ist ein nichtlineares Variationspro-
blem, das mit einem Newton-Verfahren in Kombination mit der Finite-Elemente-
Methode gel6st wird. Im Zeitschritt & sind die Komponenten (U, , 1 g, -, Uk _1,4)
des Verschiebungsvektors Uyp, ;149 zu bestimmen, so daf fiir p = 1,...,dN das
Kriftegleichgewicht

F, 12/ SWUnk 140, Unk1,0nk 1, %k 1) : €(¢p,)dz — / Ptk 140) - pdx
Q Q

- / 9(te-110) - P,ds =0
I'n
(3.75)
erfiillt ist und die Verschiebung einer verallgemeinerten Randbedingung geniigt,
BUh,k,H_g = w. (376)

Die Komponenten F, bestehen aus einem Anteil (), der von der unbekannten Ver-
schiebung abhéngt, und einem Anteil F,, der in einem Iterationsverfahren nur einmal
berechnet werden muf,

Qp = / SUhnk-146,Unk—1, Onp—1, 1) : €(0,)dz, (3.77)
Q

P, = /Qf(tkprg) ¢, dr + /Fg(tng) - ¢ ds. (3.78)
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Die Komponenten werden in den Vektoren F € R?Y, Q € R?Y und P € R?M
zusammengefafit.

F= (Fla "'aFQN)a Q = (Qla "'aQQN), P = (Pla "'aPZN)- (379)

Der Vektor (), ist stiickweise differenzierbar. Es ist daher mdglich, eine globale
Steifigkeitsmatrix DF € R?V*2V folgendermafien zu definieren,

_ 9QsUn g1t Uimr40)
aUzk 1+6

(DF(Up k146 -+ Unk-146))pa (3.80)

Die Finite-Elemente-Methode (FEM) assembliert die globale Steifigkeitsmatrix
DF (3.80) und den Vektor der rechten Seite F' (3.79) aus Elementbeitrégen. Der
Elementbeitrag zur globalen Steifigkeitsmatrix nennt sich lokale Steifigkeitsmatrix
M. Die Berechnung der lokalen Steifigkeitsmatrix und der lokalen rechte Seite fiir
das Element T im Iterationsschritt ¢ des Newton-Verfahrens héingt von den Kompo-
nenten

i—1,m(T,1 i—1,n(T,2N(T
(U437 - U8 ) (3.81)
der Losung im letzten Iterationsschritt ab. Es gelten die Definitionen:

Definition 3.6 (Lokale rechte Seite). Firp € {1,....2N(T)} ist die lokale rechte
Seite vm Iterationsschritt v definiert durch

Ft,=Qr,— P, (3.82)
z 1,7(T,1) t—1,7w(T,2N(T (1,1 (T 2N(T
QT,p /S hk— 1(+e ’---:Uh,k—1(+0 ( )))a(Uh,(k—1)a---=Uh,(k—1 ( )))ao'h,k—laah,k—l)i
€(drrp))d,
(3.83)
Pp, = / f(te-1+46) - Prirpyde + / 9(tr-140) * Dz ds- (3.84)
T N

Definition 3.7 (Lokale Steifigkeitsmatrix). Die Komponente der lokalen Stei-

figkeitsmatriz zum Element T, M;;q (p,q € {1,...,2N(T)}), ist tm Iterationsschritt i

definiert durch die Ableitung von (3.83) nach den Verschiebungskomponenten,
Qrp((U, i L@ Uifl,w(T,ZN(T))))

i—1,7(T,1 i—1,7(T,2N(T hk—1+0 > YR k146
M, ((Uh,kflg—e)""’Uh,kflg—H ()))) U™ . (3.85)
hk—1

+0

Bei der Berechnung der lokalen Steifigkeitsmatrix wird beriicksichtigt, daf der
Integrand des lokalen Vektors der rechten Seite (3.83) in der elastischen und der pla-
stischen Phase nach den Verschiebungskomponenten differenzierbar ist. Verlduft eine
elastisch-plastische Grenze durch das Element, existiert die Ableitung dort nicht, da
diese Grenze eine Nullmenge ist, es existiert aber das Lebesgue-Integral. Die Un-
terscheidung nach elastischen und plastischen Bereichen wird abhingig vom Vektor
(3.81) getroffen.
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Mit der Definition

i—1,m(T,1 i—1,m(T,2N(T m(Ty1 m(T2N(T
(Ule,k—1(+a )’ n Ulll,k—l(+0 ( ))) - (Uh,(k—l)’ n Uh,(k—l ( )))) L Ct Ohk—1
O Aty AN
ergeben sich fiir die lokale Steifigkeitsmatrix und die lokale rechte Seite abhingig
vom betrachteten Modell die Ausdriicke der folgenden Unterabschnitte.

AZ,HH = ¢

Perfekte Viskoplastizitit

Mit Satz 3.1 und Definition 3.6 erhdlt man im Fall der perfekten Viskoplastizitét
fiir den lokalen Vektor der rechten Seite

Q) =
[+ muoaeai, o1
1 (1- Iy
+ Iy 2u| dev HAtAﬁl,k_1+9|

Die lokale Steifigkeitsmatrix im Iterationsschritt ¢ ist mit Definition 3.7
T _
Mpq -

+ 2u(1 — max{0, 1 )}) dev 9AtA§z,k—1+0) : €(¢p)dm'

1 Ty
/T<( +u)tre(d,) tre(dy) +2u(1 — max{0, - 2u|deV9AtkA§zak—1+9|)}

[y
(2u| dev OAtAZ,k_1+9| —T'5)|dev HAtkAfhk_Hg\z))

x dev e(¢,) : dev e(gbq)) dr.

x (1+

Viskoplastizitit mit isotroper Verfestigung

Mit Satz 3.2 und Definition 3.6 erhilt man im Fall der isotropen Viskoplastizitéit
fiir den lokalen Vektor der rechten Seite

Q) =

[+ nyunia, o1
T

1 [o(an k) ;
+ 24(1 — max{0, 1— ) dev OALAL , ) : e(,)d.
1m0, (1 = g ) des OAAL ) e,

Die lokale Steifigkeitsmatrix im Iterationsschritt ¢ ist mit Definition 3.7

T _
M, =

1 [y —1)
A+ )t t 24(1 — max{0 L= A]
/T<( + ) tre(ey) tre(e,) + 21 — max{0, 77— 2u|devﬁﬁtkA3z,k—1+0|)}

r -
x (1+ : 2(Qh k1) i 2))
(2p dev OALA] 4| — Talone-1))| dev AL AL i 4|

x dev e(¢,) : dev e(d)q)) dr.
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Viskoplastizitit mit kinematischer Verfestigung

Mit Satz 3.3 und Definition 3.6 erhélt man im Fall der Viskoplastizitit mit kinema-
tischer Verfestigung fiir den lokalen Vektor der rechten Seite

Q= [ (O 1) (014}, 1T

1 (1 B .F2
+T 2u| dev 0Nt A 1o — Bt 1]
x dev(0At, A} L 19— Bouy 1)) : €(¢,)de.

Die lokale Steifigkeitsmatrix im Iterationschritt ¢ ist mit Definition 3.7

)})

+ 2p(1 — max{0, .

o
M, =

[ (4 mues) e,
T
1 [y
1+ Pl 2,[1‘ dev(eAtkAh,k_H_e — ﬁah,k,l)\
= )
(2pl dev(eAtA;z,k—1+9 — Bop 1) = I)) dev(eAtkA;z,k—1+9 — Bop-1)]?

x dev e(g,) : dev e(qbq)) de.

+ 2p(1 — max{0,

)}

x (14

Der folgende Algorithmus definiert das Newton-Verfahren. Vorausgesetzt wird, daf
der Vektor P nach (3.78) berechnet ist, und die Menge I = {4, ..., £z} der globalen
Nummern der Freiheitsgrade bestimmt ist, die nicht durch Randbedingungen fest-
gelegt sind. Auflerdem werden vor dem Start des Newton-Verfahrens die Matrix B
und der Vektor w aus (3.74) berechnet.

Algorithmus 3.8 (Newton-Verfahren).

1. Bestimme den Startvektor Uj ;1,9 = (U,?:,i_lw, ey U,?,’Z]_VH(,) = Upp-1.

2. Setze i :== 0 (Anzahl der Iterationen).

3. Berechne Q(Uj}, s_y1,4) nach (3.77). Setze F(U} 4_1.9) = Q(U} 4_144) — P.
Setze 6 := |F((U2’j§71+0, ...U%’i{lw)ﬂ,éo =0 und 05 := 0.

Durchlaufe die Schritte 6-12 solange (6/8s > 107*) oder § < &.

S v

Berechne DF(U,’;’,}C_HQ, oy Uli’,ﬁua) nach (3.80) durch Assemblierung aus Ele-
mentbeitrdigen.

7. Lose das lineare Gleichungssystem

(DF( 1’% b116) %T) (U2T§1+e> _ ( 3) (3.86)

b:= DF(Up4_140)Uhp—140 — F(Up j_140)- (3.87)
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8. Berechne Q(UZT,;?HH) nach (3.77). Setze F(Uﬁk{lw) = Q(U;:,CEHQ) - P.
9. Setze 6o = § und berechne die Norm des Residuums, § = |(F%, ..., F%)|.
10. Setze i:=i+1.
11. Falls (i =20 und 6 < 6y) breche man die Iteration ab.

12. Gehe zu Schritt 5.

In jedem Iterationsschritt des Newton-Verfahrens ist ein lineares Gleichungs-
system zu losen. Lineare Gleichungssysteme kénnen mit direkten Methoden [50,
51] oder iterativen Methoden [34] gelést werden. In dieser Arbeit wird der direk-
te Matlab-Loser verwendet [45], der ausnutzt, dafi die globale Steifigkeitsmatrix
schwachbesetzt ist. Die Implementierung der Finite-Elemente-Methode erfolgte in
Matlab 6.5, in Verbindung mit C-Routinen, die als mex-files eingebunden werden.
Die Hauptrechenzeit wird im Bereich der getesteten Genauigkeit (bis zu 100000
Freiheitsgrade) fiir das Berechnen der lokalen Steifigkeitsmatrizen benétigt. Iterati-
ve Loser mit linearem Aufwand wéren bei noch mehr Freiheitsgraden eine Alterna-
tive, da dann der Anteil der Zeit zum Losen des Gleichungssystems (3.86) an der
Gesamtrechenzeit nicht mehr klein ist.

Das Abbruchkriterium fiir das Newton-Verfahren soll gewihrleisten, daf die Ite-
ration unabhéngig von der Maschinengenauigkeit des Rechners die Iteration been-
det. Die erste Bedingung in Schritt 5 sorgt dafiir, daf die Iteration zumindest einmal
durchlaufen wird. Die Iteration wird beendet, wenn die Norm des Residuums auf-
grund von Rundungsfehlern wieder anwéchst. Als Losung wird die letzte berechnete
Verschiebung gewéhlt, obwohl fiir diese die Norm des Residuums minimal gréfler ist
als fiir die vorletzte berechnete Verschiebung. Diese Wahl spielt eine Rolle bei der
numerischen Berechnung der Fehlerschitzer nach der Methode der dquilibrierten Re-
siduen und der Patch-Residuen nach Kapitel 4. In diesen Fehlerschéitzern wird die zur
Verschiebung gehorige Spannung bendétigt. In der Spannungsberechnung ist eine Fall-
unterscheidung durchzufiihren, ob das Material in der elastischen oder plastischen
Phase ist. Diese Fallunterscheidung ist nach (3.2) und (3.3) von der Verschiebung
Uj_1.¢ abhingig. In den impliziten Fehlerschitzern sind Losbarkeitsbedingungen
von lokalen Problemen zu erfiillen. Diese Losbarkeitsbedingungen kénnen nur dann
erfiillt werden, wenn die Fallunterscheidung fiir die elastische oder plastische Phase
in der Losungsberechnung (Newton-Verfahren) und in den Fehlerschétzern bis auf
Rundungsfehler aufgrund derselben Verschiebung getroffen wird. Das ist durch die
Wahl der Abbruchbedingung in dem Newton-Verfahren gegeben.

3.3 Adaptiver Algorithmus

Die effiziente numerische Losung des zeitabhéngigen Problems 6 erfordert die Ein-
beziehung von a posteriori Fehlerschitzern. Die a posteriori Fehleranalysis in dieser
Arbeit beschrinkt sich auf die Abschitzung des Ortsdiskretisierungsfehlers in jedem
Zeitschritt.
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Ein a posteriori Fehlerschétzer erfiillt zwei Aufgaben. Die erste ist die Funktion
als Abbruchkriterium. Bildet ein a posteriori Fehlerschétzer eine garantierte obere
Schranke fiir einen Fehler, wie z.B. den Spannungsfehler, so kann die Entscheidung
getroffen werden, ob die Ortsdiskretisierung in einem Zeitschritt genau genug ist.
Falls ja, kann zum néchsten Zeitschritt iibergegangen werden, andernfalls ist eine
Verfeinerung der Diskretisierung notig.

Die zweite Aufgabe eines a posteriori Fehlerschitzers besteht darin, adaptive
Netzverfeinerungen zu steuern. Das Ziel jeder adaptiven Verfeinerungsstrategie be-
steht darin, Finite-Elemente-Rdume zu generieren, die es ermoglichen, die vom Be-
nutzer vorgegebene Fehlertoleranz mit einer moglichst geringen Anzahl an Freiheits-
graden einzuhalten. Der a posteriori Fehlerschitzer liefert zu diesem Zweck Infor-
mationen iiber die Verteilung des Fehlers auf die Elemente.

Der in dieser Arbeit verwendete Losungsalgorithmus setzt sich aus folgenden
Schritten zusammen.

1. Initialisierung. Dem Algorithmus miissen Materialparameter, Netzdaten, Ba-
sisfunktionen und Anfangswerte iibergeben werden. Das Zeitdiskretisierungs-
verfahren und die Zeitschrittweite At sind zu wihlen. Eine Fehlertoleranz
d = 0(At) fiir den Ortsdiskretisierungsfehler ist in Abhéngigkeit von der Zeit-
schrittweite zu bestimmen. Bei einer Reduzierung der Zeitschrittweite ist die
Toleranz ¢ zu verringern.

2. In jedem Zeitschritt ist der Algorithmus 3.8 fiir das Newton-Verfahren aufzuru-
fen. Als Ergebnis wird die Verschiebung geliefert. Zusétzlich kann ein Vektor
ausgegeben werden, der Informationen dariiber enthilt, welche Elemente in
der elastischen, plastischen oder gemischt plastisch-elastischen Phase sind. So
kann beim Ubergang von elastischem zu plastischem Materialverhalten eine
Zeitschrittweitenadaption durchgefiihrt werden.

3. Als Abbruchkriterium und als Verfeinerungsindikator wird ein a posteriori Feh-
lerschiitzer n berechnet. In jedem Zeitschritt [tx_1,tx] (1 < k < n) ist die
Bedingung

0177

loh k140l 2(0)

< 0(At) (3.88)

zu erfiillen. In (3.88) ist die berechnete Konstante in der a posteriori Fehler-
abschitzung mit C; bezeichnet. Auf der linken Seite der Abschétzung steht
eine relative Grofle, um ein vergleichbares Abbruchkriterium fiir alle Zeitschrit-
te zu erhalten (s. Kapitel 5). Ist das Abbruchkriterium (3.88) erfiillt, kann der
nichste Zeitschritt berechnet werden oder falls der letzte Zeitschritt erreicht
ist, kann das Verfahren beendet werden.

4. Ist das Abbruchkriterium (3.88) nicht erfiillt, ist die Finite-Elemente-Trian-
gulierung zu verfeinern. Hierfiir wird eine durch einen a posteriori Fehlerschét-
zer gesteuerte adaptive Strategie verwendet. In Abschnitt 3.3.1 sind verschie-
dene Verfeinerungsstrategien dargestellt. Da das Verfahren von Anfangsgwer-
ten abhéngig ist, die punktweise in den Quadraturpunkten gespeichert sind, ist
nach einer Verfeinerung der Ortsdiskretisierung eine Interpolation erforderlich,
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falls tx_; > 0, um die Anfangswerte beziiglich der verfeinerten Triangulierung
zu erhalten (Abschnitt 3.3.1). Anschlieend ist fiir den aktuellen Zeitschritt
der Algorithmus 3.8 fiir das Newton-Verfahren erneut aufzurufen.

START

Initialisieren (Materialparameter, Netzdaten, Zeitachse, Fehlertoleranzen)
Zeitschritt=1; MaxZeitschritt=100;

Festlegung der Anfangswertei(0), o(0), a(0) ‘

Zeitschritt<
MaxZeitschritt?

nein

Berechne Verschiebung u mit der
METHODE DER FINITEN ELEMENTE

‘ Berechne Fehlerschatzer ‘

Fehlerschatzer<
Toleranz?

nein

Zeitschritt=Zeitschritt+1 ‘
Zeitschritt<
‘ Netzverfeinerung (adaptiv oder uniform) MaxZeitschritt?

Berechnung der Anfangswerte Berechnung der Anfangswerte
fur das feinere Netz aus der Finite Elemente Losung

|

{ ENDE

Abbildung 3.1: Adaptiver Algorithmus: Schematischer Ablauf

3.3.1 Verfeinerung der Finite-Elemente-Diskretisierung

Die Fehlerabschétzung C'yn ist eine obere Schranke fiir den Ortsdiskretisierungsfehler
in einem Zeitschritt. Einzelheiten hierzu werden in Kapitel 4 ausfiihrlich dargestellt.
Wenn das Abbruchkriterium (3.88) nicht erfiillt ist, dann ist die Losung in diesem
Zeitschritt beziiglich einer verfeinerten Triangulierung erneut zu berechnen. Der fol-
gende Satz zeigt, daBl der Ortsdiskretisierungsfehler in einem Zeitschritt von der
Approximationseigenschaft des Finite-Elemente-Raumes abhéngt.

Satz 3.9. Ist oy_119 die Lisung von Problem 5 im Zeitschritt [ty_1,tx] und opp—1+0
die Losung von Problem 6 im Zeitschritt [ty _1,tx], und werden fir beide Probleme
die Anfangswerte op 1, Oth 1, Up 1 VOTAUSGESELZL, dann gilt

lok—140 — Thp—116llr2(0) < (2A 4 2p) y inf |Jur—149 — Valla1()- (3.89)
h

£
€sP(Q)
Bewets. Satz 4.4 in Kapitel 4 zeigt mit ¢; := (2\ + 2u)

lok—1+0 — o'h,k—1+0||%2(g) < / (Ok—140 — Ohj—1+0) : €(Uk_1+9 — Upk—110)dT
Q

=c; / (k140 — Oh—1+0) : €(Uk—149 — Uy + V, — Up p—140)dT.
0
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Aufgrund der Galerkin-Orthogonalitit und mit der Holder-Ungleichung erhilt man

lok—140 — Tnp-110ll20) < crll€(ur—110 — Vi)l 2() < cil|ur—110 — Vil 1 ()
|

Nach Theorem 4.1 aus [16] ist fiir eine uniforme Polynomgradverteilung und fiir
quasi-uniforme Netze der Interpolationsfehler des Finite-Elemente-Raumes SP(€)
gegeben durch

inf [lv— < ehp™ ™V |v|| g 3.90
il o= vallinge) < b ollana) (3.90)
wobei g = min(p, m—1) und ¢, eine von der Elementgrée A und dem Polynomgrad
p unabhéngige Konstante ist, und w € H™(Q) gilt. Mit Satz 3.9 folgt

(m71)|

lok-146 — Tnr—110llr2() < (2A + 21)cah¥p™ |ur—116ll zrm(0)- (3.91)

Konvergenz des Spannungsfehlers kann demnach durch Reduzierung der Element-
grofle h, durch eine Erhéhung des Polynomgrades p sowie durch eine Kombination
beider Verfahren erreicht werden. Diese Methoden werden in folgenden Unterab-
schnitten definiert und sind als h-, p- und hp-Methode bekannt.

Die Verfeinerung der Ortsdiskretisierung wird durch Verfeinerungsindikatoren
gesteuert, die adaptive Netze aus der Kenntnis der numerischen Losung und des
Lastvektors generieren.

Die in dieser Arbeit betrachteten Fehlerschéitzer setzen sich aus Elementbeitrigen
zusammen. Der Schitzer nach der Methode der dquilibrierten Residuen berechnet
fiir jedes Element 17" € T die Verfeinerungsindikatoren ngg . Der Patch-Residuen-
Schétzer berechnet fiir jeden Knoten z den Wert 7y, ,. Diesem Fehlerschétzer kénnen
Elementbeitréige zugewiesen werden durch n,r = . N(T) %nL,z. Der Residuenschét-
zer bestimmt elementweise Verfeinerungsindikatoren ng .

Die Elementbeitriige n; der Fehlerschiitzer definieren die folgende Verfeinerungs-
regel.

Definition 3.10 (Verfeinerungsregel ). Fir einen Parameter 0 < ©1 < 1 wird
ein Element T € T zur Verfeinerung markiert, falls

, < Ny 92
O1 max < 7 (3.92)

h-Verfeinerung

In der h-Version der Finite-Elemente-Methode wird mit einem festen Polynomgrad
der Ansatzfunktionen gerechnet. Eine Verfeinerung der Triangulierung erfolgt durch
Verringerung der Elementgrofie. Die Netzverfeinerung erfolgt nach der Rot-, Blau-,
Griin-Verfeinerung zur Vermeidung hingender Knoten. Dabei werden zu halbierende
Kanten festgelegt. Ist ein Element aufgrund des Fehlerindikators zur Verfeinerung
vorgesehen, werden alle drei Kanten dieses Elements zur Verfeinerung vorgesehen,
das Element wird rotverfeinert, d.h in vier Teildreiecke zerlegt. Es werden nun weite-
re Kanten umliegender Elemente markiert, so dafl in jedem Element entweder keine
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Abbildung 3.2: Rot-, Blau-, und Griin- Verfeinerung eines Elements.

oder mindestens auch die lingste Kante halbiert wird. Dabei konnen blauverfei-
nerte Elemente auftreten, wobei ein Element in drei Teildreiecke zerlegt wird, oder
griinverfeinerte Elemente, bei denen ein Dreieck in zwei Teildreiecke zerlegt wird.

Um Konvergenz zu erreichen, wird das Netz uniform oder adaptiv nach folgendem
Algorithmus verfeinert.

Algorithmus 3.11 (h-Verfeinerung). Gegeben ist: Triangulierung Ty, j=0.

1. Berechne eine Ldsung von Problem 6 im Zeitschritt [ty_1,t;] mit Algorithmus
3.8 zur Triangulierung T;.

2. Berechne nr fir alle T € 7.

3. Falls
Cin

||0'h,k71+9||L2(Q)

< 0(A),

gehe zum ndchsten Zeitschritt oder beende die Rechnung, falls der letzte Zeit-
schritt erreicht ist. Andernfalls gehe zu Schritt 4.

4. Markiere Elemente nach Verfeinerungsregel 3.10 mit 0 < ©; < 1.

5. Generiere eine neue requldre Triangulierung T;1 nach der Rot-, -Blau, -Griin-
verfeinerung, erhéhe j und gehe zu Schritt 1.

Abhéngig von dem genauen Wert fiir ©; ist die Verfeinerung uniform oder adap-
tiv. Falls ©; = 0, wird jedes Element zur Verfeinerung markiert, die Verfeinerung ist
uniform. Fiir Werte 0 < ©; < 1 werden nur bestimmte Elemente zur Verfeinerung
markiert, die Verfeinerung ist adaptiv. In numerischen Experimenten des Kapitels 5
wird in diesem Fall der Wert © = 0.5 gewihlt.

p-Verfeinerung

In der p-Version der Finite-Elemente-Methode bleiben die Elementgréfien unveran-
dert. Eine Erh6hung der Anzahl der Freiheitsgrade erfolgt durch Erhéhung des Po-
lynomgrades der Finite-Elemente-Basisfunktionen.

Algorithmus 3.12 (p-Verfeinerung). Gegeben ist: Die Triangulierung Ty, eine
Polynomgradverteilung p,, j = 0.

1. Berechne eine Ldsung von Problem 6 im Zeitschritt [ty_1,t;] mit Algorithmus
3.8 zur Triangulierung Ty mit der Polynomgradverteilung p,.
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2. Berechne nr fir alle T € 7.

3. Falls
Cin

||0'h,k71+0||L2(Q)

< 0(At),

gehe zum ndchsten Zeitschritt oder beende die Rechnung, falls der letzte Zeit-
schritt erreicht ist. Andernfalls gehe zu Schritt 4.

4. Markiere Elemente nach Verfeinerungsregel 3.10 mit ©; = 0.

5. Generiere eine neue Polynomgradverteilung, indem auf jedem markierten Ele-
ment pr := pr + 1 gesetzt wird. Erhéhe j und gehe zu Schritt 1.

hp-Verfeinerung

Die hp-Version der Finite-Elemente-Methode ist eine geeignete Kombination aus
h-Verfeinerung und p-Verfeinerung.

Abschitzung 3.91 zeigt, dafl die Konvergenz der p-Methode bei begrenzter Re-
gularitdt algebraisch ist. Bei hoher Regularitéit ist die Konvergenzrate der p-Version
jedoch sehr grofi. Das Ziel der hp-Methode ist, die vorteilhafte Konvergenzrate der
p-Methode auch in Situationen zu erhalten, in denen lokale Singularitéiten auftreten,
indem diese Methode geeignet mit der h-Methode kombiniert wird.

In Arbeiten von M. Ainsworth und Mitarbeitern werden hierzu Verfahren ent-
wickelt, die die lokale Regularitét der Losung abschédtzen und in Abhingigkeit davon
Elemente, die von einem Verfeinerungsindikator zur Verfeinerung vorgesehen sind,
entweder h- oder p-verfeinern [5, 6].

Das Prinzip der in dieser Arbeit verwendeten hp-Methode besteht darin, den
Einflu von lokalen Singularititen durch eine adaptive h-Methode zu verringern,
und diese Methode mit einer uniformen p-Methode zu kombinieren.

Algorithmus 3.13 (hp-Verfeinerung). Gegeben ist: Die Triangulierung Ty, eine
Polynomgradverteilung p,, 7 = 0.

1. Berechne eine Ldsung von Problem 6 im Zeitschritt [ty 1,tx] mit Algorith-
mus 8.8 zur Triangulierung T; mit der Polynomgradverteilung p;.

2. Berechne nr fir alle T € Ty.

3. Fualls
0177

||0'h,k—1+0||L2(Q)

< §(o),

gehe zum ndchsten Zeitschritt oder beende die Rechnung, falls der letzte Zeit-
schritt erreicht ist. Andernfalls gehe zu Schritt 4.

4. Markiere Elemente nach Verfeinerungsregel 3.10 mit 0 < ©1 < 1.

5. Generiere eine neue requlire Triangulierung Ty.1 nach der Rot-, -Blau, -Griin-
verfeinerung, seize j := j+1. Bestimme die Polynomgradverteilung p;, indem
auf verfeinerten Elementen die Polynomgrade tiibernommen werden.
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6. Markiere Elemente nach Verfeinerungsregel 3.10 mit ©; = 0.

7. Generiere die Polynomgradverteilung p;, indem auf jedem markierten Element
pr = pr + 1 gesetzt wird. Gehe zu Schritt 1.

3.3.2 Interpolation von Anfangswerten

Eine h-Verfeinerung fiir ¢;,_; > 0 ist mit einem Transfer der Anfangswerte von
der Triangulierung 7 auf die feinere Triangulierung T verbunden. Im Zeitschritt
[tk—17tk] sind die Anfangswerte 'ah,k—l, OA'h,]c_l und dh,k—l fiir die h-verfeinerte Tri-
angulierung 7 aus den Anfangswerten up g1, op -1 und o ,—1 der Triangulierung
T zu bestimmen. Es wird ein Verfahren verwendet, das den Zeitschritt [tx_o, tf_1]
mitberiicksichtigt. Die Verschiebungen w9, @y ,—1 in der Basisdarstellung der
Triangulierung 7 werden durch L2-Projektion aus der Basisdarstellung der Trian-
gulierung 7 bestimmt. Spannungen und interne Spannungen, werden hier als Qua-
draturpunktdaten bezeichnet. Die Werte der Quadraturpunktdaten zum Zeitpunkt
tx_o beziiglich der verfeinerten Triangulierung kénnen auf zwei verschiedene Arten
berechnet werden.

In einem ersten Verfahren werden diese Werte durch L?-Projektion bestimmt.
Dafiir wird der Polynomraum £9(7)?*2 fiir alle T € T definiert durch

LYT)>? = {v € L*(T)>** : v;; € Py(T) fiir 4,5 = 1, 2}. (3.93)
Die projizierten Spannungen und internen Spannungen sind gegeben durch

&ﬁ’k_2|T = peLPIPli(I%)“z ||P - ah,k—Z”L?(T) fir alle T € T, (3.94)

d‘ﬁ,kﬂlT = peﬁprzlli(r%)uz lp — anp—2llr2(ry fiiralleT € T. (3.95)

In einem zweiten Verfahren werden die Quadraturpunktdaten zum Zeitpunkt
tr_o beziiglich der verfeinerten Triangulierung durch stiickweise lineare Interpolati-
on bestimmt. Dazu wird fiir jedes Element T € T eine lokale Triangulierung 7. (7")
definiert. Die Elemente der lokalen Triangulierung sind mit 7;,; bezeichnet. Die Kno-
ten dieser lokalen Triangulierung setzen sich zusammen aus den Quadraturpunkten
der zweidimensionalen Quadratur, aus den Quadraturpunkten der eindimensionalen
Quadratur auf den Kanten, sowie den Eckpunkten des Dreiecks 7. Abb. 3.3 zeigt
fiir ein Element 7" die lokale Triangulierung und fiir den Fall der Rotverfeinerung
die Positionen der zu interpolierenden Groflien auf einem Element der verfeinerten
Triangulierung T.

In den Knoten der lokalen Triangulierung 7,0 (7") sind die GroBen o, x—2, 0t 2
zum Zeitpunkt t;_o gegeben. Ein zu verfeinerndes Element 7" wird in n Teildreiecke
T zerlegt, wobei n = 4 fiir Rotverfeinerung, n = 3 fiir Blauverfeinerung und n = 2
fiir Griinverfeinerung. Auf jedem Teildreieck 7" sind Daten in den Punkten (¢, ye)
zu ermitteln. Das sind die Quadraturpunkte der Flichenintegration des Elements
T, die Quadraturpunkte auf den Kanten von T und die Eckpunkte des Elements
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Abbildung 3.3: Dargestellt ist ein Element 7" mit einer lokalen Triangulierung. Die
Knoten dieser Triangulierung sind die Quadraturpunkte der Flichenintegration, die
Quadraturpunkte auf den Kanten, sowie die Eckpunkte von 7. Kreuze und Qua-
drate kennzeichnen Interpolationspunkte auf einem Element einer rot-verfeinerten
Triangulierung.

T. Hat ein Element Tor der lokalen Triangulierung die Eckpunkte P, P,, P;, dann
liegt der Punkt P = (z4,7,) in dem Element T}, falls

1 1 1 1 1 1 1
1 11 1

Die baryzentrischen Koordinaten des Punktes P = (xg,y,) sind a = |Fi|/|Tjokl,
B = |Fs|/|Tiex] und v = |F3|/|Tiex|- Die lineare Interpolation der Spannung im
Punkt P ist durch

~11 212 921 522
[Uﬁ,k—2(P) Giz,k—z(P) Th k- 2(P) T k- 2(P)] =

U/i,lk—z(Pl) Ohr—a(P1) Uhk o(P1) 035 _o(Pr) (3.96)
[CV B ’Y] Uhk o(F2) Uflfk o (1) Uhk o(12) 012L,2k72(P2)

Glll,lk—Z(P3) Uill?k—z(P3) Uh o2 (P3) Uz?k—Q(P3)

gegeben. Entsprechend wird die interne Spannung interpoliert. Durch eine Erhéhung
der Anzahl der Quadraturpunkte 148t sich eine Verbesserung der Interpolation er-
reichen.

Die Startwerte fiir die Spannung &7, 1 und die interne Spannung &;, , , bestim-
men sich in Abh#ngigkeit von W), 1> W} o, SOWie den berechneten Werten O k2
und &, , fiir die Spannung und die interne Spannung nach Satz 3.3 im Fall der
kinematischen Verfestigung durch

&ﬁ,k—l = S(aﬁ,k—2’ ﬁﬁ,k—2a a'ﬁ,k—maﬁ,k—z)a (3.97)

&ﬁ,k—l = R(’a’fz,k—v ah,k—w &ﬁ,k—27aﬁ,k—2)' (3.98)
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Durch diesen Spannungstransfer ist gewihrleistet, das zum Zeitpunkt ¢;_; in den
Quadraturpunkten das Flieigesetz erfiillt ist. Entsprechend erhélt man nach Satz
3.2 die Spannung &ﬁ,k—l und die interne Spannung dﬁ,k—l im Fall der isotropen
Verfestigung und mit Satz 3.1 die Spannung &7, , , bei perfekter Plastizitit.

Neben der Spannung und der internen Spannung werden nach demselben Verfah-
ren weitere Groflen auf die feinere Triangulierung transferiert. Diese Gréflen werden
in den Fehlerschitzern des Kapitels 4 eingefiihrt. Es handelt sich um Ableitungen
der Spannung und der internen Spannung.

Falls die Daten auf einem bestimmten Element 7" zum Zeitpunkt ¢;_, aus einem
elastischen Zeitschritt stammen, gilt o, x_o|7 € £P1(T)?*2. Daher werden in diesem
Fall die Anfangswerte der feineren Triangulierung durch L2-Projektion bestimmt.
Die gleiche Uberlegung gilt in der Plastizitit (¢ — 0), falls das Element 7 zum
Zeitpunkt t; o komplett plastifiziert ist. Falls die Daten zum Zeitpunkt t; o auf
einem bestimmten Element aus einem elastisch-plastischen Zeitschritt stammen, ist
eine elementweise L?-Projektion der Spannungen und internen Spannungen in einen
Polynomraum nicht von Vorteil, um Werte zwischen Quadraturpunkten zu erhalten,
da diese Groflen eine nichtstetige Ableitung besitzen und schlecht durch elementweise
Polynome approximiert werden konnen. Stattdessen werden diese Daten nach dem
beschriebenen Verfahren auf jedem Element stiickweise linear interpoliert.

In der p-Version der Finite-Elemente-Methode bleibt das Netz unveréndert und
der Polynomgrad der Ansatzfunktionen wird lokal oder global erhoht. Da der Auf-
wand der Berechnungen wesentlich von der Anzahl der Quadraturpunkte abhéingt,
wird in jeder Verfeinerungsstufe die geringst nétige Anzahl an Quadraturpunkten
verwendet. Bei einer Erhéhung des Polynomgrades mufl eine Quadratur mit mehr
Quadraturpunkten verwendet werden. In den neuen Quadraturpunkten sind die An-
fangswerte im Fall ¢x_; > 0 nicht mehr bekannt. Ein Transfer der Anfangswerte
erfolgt mit den fiir die h-Verfeinerung beschriebenen Methoden.
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Kapitel 4

A posteriori Fehlerabschitzung in
einem Zeitschritt

Gegenstand dieses Kapitels ist die a posteriori Fehlerabschitzung fiir das elasto-
viskoplastische Modellproblem mit residuenbasierten Schitzern.

Die in dieser Arbeit behandelte a posteriori Fehlerabschitzung fiir die Visko-
plastizitét ist eine Abschétzung des Ortsdiskretisierungsfehlers in einem Zeitschritt.
Das bedeutet, es werden dem ortsdiskreten und dem ortskontinuierlichen Problem in
einem Zeitschritt dieselben Anfangswerte fiir die Verschiebung, die Spannung und
die interne Spannung zugrundegelegt. Bezeichnet werden diese Anfangswerte mit
Upk—1, Ohk—1 Uund oy k1 bzw. oy 1. Zeitdiskrete aber exakte Losungen im Ort fiir
die Spannung, die interne Spannung, die internen Variablen und die Verschiebung
zum Zeitpunkt #;_;4s werden mit oy_149, Qp_149 bZW. Qp_149, §x_1,9 bzW. 140
und w144 bezeichnet.

Es wird eine garantierte obere Schranke fiir den Spannungsfehler hergeleitet, das
ist eine Fehlerschranke, bei der in der Abschéitzung auftretende Konstanten berech-
net werden. Dabei mufy Viskoplastizitdt mit Verfestigung vorausgesetzt werden. Im
einzelnen werden folgende Fehlerschétzer betrachtet: Ein residuenbasierter Schétzer
nach I. Babuska und W. Rheinboldt [12, 13] in Abschnitt 4.2, der Schitzer nach der
Methode der dquilibrierten Residuen nach M. Ainsworth und J.T. Oden [4] in Ab-
schnitt 4.3 und der Patch-Residuen-Schétzer nach C. Carstensen und S.A. Funken
[26] in Abschnitt 4.4.

Abschnitt 4.1 beweist Abschéitzungen, die eine Anwendung der residuenbasierten
Fehlerschiitzer auf das elastoviskoplastische Modellproblem erméglichen und dann
garantierte obere Fehlerschranken liefern. Es wird bewiesen, dafl sich der Betrag
des Verzerrungsfehlers durch den Betrag des Spannungsfehlers abschiitzen 1483t falls
entweder isotrope oder kinematische Verfestigung gegeben ist. Aulerdem wird fiir
diese Fille gezeigt, dafl der Betrag des Fehlers der internen Spannungen durch
den Betrag des Spannungsfehlers beschrénkt ist. In allen Fillen werden die in den
Abschétzungen beteiligten Konstanten angegeben.

In Kapitel 3 wurde gezeigt, dafl in jedem Zeitschritt eine analytische Darstellung
des Spannungstensors in Abhéngigkeit der Verschiebung sowie Daten aus dem letz-
ten Zeitschritt existiert. Aufgrund dieser Tatsache kommen explizite und implizite
residuenbasierte Schitzer zur a posteriori Fehlerabschétzung des Modellproblems in
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Betracht. Aufbauend auf Arbeiten von R. Verfiirth [64], M. Ainsworth und J.T. Oden
[4] sowie C. Carstensen und Mitarbeitern [24, 26] zu residuenbasierten Schitzern,
wird in den Abschnitten 4.2, 4.3 und 4.4 Zuverlissigkeit und unter Einschrinkungen
Effizienz der genannten Fehlerschétzer bewiesen.

4.1 Garantierte obere Schranken fiir den Span-
nungsfehler

4.1.1 TUberblick

Dieser Unterabschnitt gibt einen kurzen Uberblick iiber den Aufbau dieses Kapi-
tels. Die drei zentralen Ergebnisse zur Spannungsfehlerabschiatzung mit dem Re-
siduenschétzer, der Methode der dquilibrierten Residuen und der Patch-Residuen-
Methode werden angegeben und in den Beweisen auf die Probleme hingewiesen, die
in den spéteren Abschnitten 4.1-4.4 behandelt werden.

Residuenschitzer

Der Residuenschitzer nach Babuska und Rheinboldt [12, 13] ist ein expliziter Feh-
lerschétzer, der von der Konstanten der 2. Kornschen Ungleichung (Satz 4.26) und
Konstanten cg, ¢ aus Interpolationsabschétzungen, (4.49), (4.50) bzw. (4.59), (4.60),
abhéingt. In [26, 25] wird von C. Carstensen und S.A. Funken gezeigt, wie die Kon-
stanten cg, c; abgeschétzt werden kénnen. Die Konstante aus der Kornschen Unglei-
chung kann einmalig gebietsabhéngig durch Losen eines Eigenwertproblems nume-
risch bestimmt werden. Mit den in diesem Abschnitt bewiesenen Sdtzen 4.15 und
4.16 , stellt damit im Fall der h-Verfeinerung der Residuenschétzer eine zuverlissige,
berechenbare obere Abschéitzung fiir den Spannungsfehler dar.

Der Beweis fiir Satz 4.1 besteht aus drei Teilen. Die erste Abschitzung (4.3)
ist die Beschrinkung des Spannungsfehlers durch das Residuum und wird in [29]
gezeigt. Der zweite Teil (4.4) ist Technik des Residuenschitzers. Auf diesen Teil
wird in Abschnitt 4.2 ausfiihrlich eingegangen. Der dritte Teil (4.5) ist das Ergebnis
der Sétze 4.15 und 4.16.

Satz 4.1. Fir gegebene Anfangswerte wp g1, Op 1, 1 gilt im Zeitschritt [ty_1, tx]
ber Viskoplastizitdt mit isotroper Verfestigung die Spannungsfehlerabschitzung

1 V30N,
_ — _ <(2\A+2 —
|0 k-1+0 = Onr—1+0llL2(0) <(2A + 2p) <2M Ty H202) + eAtkHle;)

(4.1)

% 1 c 241/2 = 2y1/2 |
\/@(\/7(%%) +\/_(EZE‘E7YE) )

Fiir gegebene Anfangswerte wp g1, Ohg—1, Qg1 gilt im Zeitschritt [ty_1,t;] bei
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Viskoplastizitdt mit kinematischer Verfestigung die Spannungsfehlerabschditzung

Ldo+ WAtk 2)
(4.2)

1 1
_ — _ <(2A 4+ 2 — 4+ —4 /24
lok—110 — Thr—1+0llL2() <( 1) ( kl\/ LN

24

« 1 o 2\1/2 o 2y1/2 |
\/a<\/_(T;_77T) +\/_(EZE£77E) )

Dabei ist cx die Konstante aus der 2. Kornschen Ungleichung (Satz 4.26).
Beweis. Es gilt

1

N+ 2M||0'k—1+9 - G'h,k—1+0||%2(g) < <R(uh,k71+0)a ek—1+a> (4-3)
<cry/es(> np) Plle(er—rso)llra) + cxv/er (O np) Plle(eriso)llrze  (4.4)

TeT EcE

< cx(Ves( Y m) 2+ e (Do ni)?)
TeT Ec&

oA 4.5
(3 + smmahtimms) losis = onevollze @ @D

(35 + /2 + S4B ) o110 — Fngsalliz)  (b).

Fall (a) bezieht sich auf isotrope Verfestigung und Fall (b) auf kinematische Verfe-
stigung. |

Methode der dquilibrierten Residuen

Die Methode der dquilibrierten Residuen in der in dieser Arbeit dargestellten Form
folgt Ainsworth und Oden [4]. Satz 4.2 zeigt, daf§ diese Methode eine berechenba-
re obere Schranke fiir den Spannungsfehler in der Viskoplastizitdt mit Verfestigung
liefert. Der Beweis gliedert sich in drei Teile. Zunéchst ist eine Abschétzung fiir
den Spannungsfehler durch das Residuum nétig (4.8), die in [29] gezeigt wurde. Der
zweite Teil des Beweises beruht auf den Techniken in [4] und wird in Abschnitt
4.3 ausfiihrlich dargestellt. Der dritte Teil des Beweises ist das Ergebnis dieses Ab-
schnitts, die Beschrinkung des Verzerrungsfehlers durch den Spannungsfehler, dar-
gestellt in den Sdtzen 4.15 und 4.16.

Satz 4.2. Fiir gegebene Anfangswerte wp g—1, Oh -1, p—1 gilt im Zeitschritt [ty_1, tk]
bei Viskoplastizitit mit isotroper Verfestigung die Spannungsfehlerabschdtzung
V30t

1
4o — Ohe <@ +20) | -+ :
lok-1ro = one-rsolloze < (2A+20) (zu o(1 + H?02) + 044 H H22 ) "™°
(4.6)

Fiir gegebene Anfangswerte wpp_1, Ohr—1, Ok—1 gilt im Zeitschritt [ty_1,tx] bei
Viskoplastizitdat mit kinematischer Verfestigung die Spannungsfehlerabschdtzung

1(4Q + 20Atkk1 )2
2V Otk BQ

1 1
lok—146 — Tnp—110ll20) < @A +2p) | 57—+ —4/2+
2/L kl

(4.7)
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Beweis. Es gilt
1

2 + 2

<nrqll€(er-1+0)llr2() (4.9)

[7ZAN
(3 + Q(1+H2U%/)§—0Atka1Hza§) lok-110 — Tnp—1+oll12(0)  (2)

(3 + 11/2+ S (G2 ) o110 — Tnsalliz)  (b).

Fall (a) bezieht sich auf isotrope Verfestigung und Fall (b) auf kinematische Verfe-
stigung. |

lok-1+0 — U'h,k—1+9||%2(n) < (R(unk-110); €k-1+0) (4.8)

<NEeq (4.10)

Patch-Residuen-Methode

Die Patch-Residuen-Methode ist in der Arbeit [26] von C. Carstensen und S.A. Fun-
ken zur a posteriori Fehlerabschétzung der Poisson-Gleichung veroffentlicht. Satz 4.3
zeigt, dafl diese Methode in der Viskoplastizitit mit Verfestigung eine berechenba-
re obere Schranke fiir den Spannungsfehler liefert. Der erste Teil des Beweises ent-
spricht den vorherigen Sétzen. Auf den zweiten Teil wird in Abschnitt 4.4 ausfiihrlich
eingegangen. Dabei wird sich zeigen, daf dieser Fehlerschitzer eine Finite-Elemente-
Methode mindestens zweiter Ordnung erfordert, um eine notwendige Bedingung zur
Losbarkeit lokaler Probleme zu erfiillen. Der dritte Teil des Beweises ist identisch zu
den vorherigen Sitzen.

Satz 4.3. Fir gegebene Anfangswerte wp g_1, Op -1, Qp—1 gilt im Zeitschritt [tp_1, tx]
ber Viskoplastizitdt mait isotroper Verfestigung die Spannungsfehlerabschdtzung

1 V30t
_ — _ < (2242 — .
|ok—1+0 — Onr-1+0llr2() < (2A + 2p) (QM + o(L + H?0?) + 64y Hy H?0 L
(4.11)
Fir gegebene Anfangswerte wpp—1, Ohr—1, Ox—1 gilt im Zeitschritt [tp_1,tx] bei

Viskoplastizitdat mit kinematischer Verfestigung die Spannungsfehlerabschdtzung

1 1 1 4o+ 20Atpk,

_ — _ < (2A 42 — 4+ — |24 (/)2 .

|ok—1+0 Ohk 1+a||L2(Q) < (2X+2p) (2# + k1\/ + 2( N ) I
(4.12)

Bewets. Es gilt
1
A+ 2u||°'k—1+0 — Ohp-140ll3 < (R(Uhk-140, €x—140) (4.13)
<nplle(er-1+9) |2 (4.14)
1 V30AtL

<n (ﬂ + 9(1+H2a§)+9aka1H2a§) lok-110 = Onk-110ll2)  (a) (4.15)

(% + A2+ SCEZEE ) og 10— ong reollze ()

Fall (a) bezieht sich auf isotrope Verfestigung und Fall (b) auf kinematische Verfe-
stigung. |
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4.1.2 Grundlegende Ergebnisse der a posteriori Fehlerana-
lysis
Dieser Unterabschnitt bildet die Grundlage fiir die Anwendung von residuenbasier-
ten a posteriori Fehlerschéitzern zur zuverlissigen Spannungsfehlerabschitzung in
der Elastoviskoplastizitit mit Verfestigung. Die zentralen Ergebnisse sind die Sdtze
4.15 und 4.16 zur Abschéitzung des Verzerrungsfehlers durch den Spannungsfehler.
Abschétzungen in diesem Abschnitt gelten punktweise. Zur Vereinfachung der
Notation wird auf die Darstellung der Abhéngigkeit vom Ort verzichtet.
Ein erstes fundamentales Ergebnis fiir die a posteriori Fehlerabschitzung in der

Elastoviskoplastizitdt ist in dem folgenden Satz von C. Carstensen und S. Miiller
[29] dargestellt.

Satz 4.4 ([29]). Fiir Spannungen der Form
o(E) = (A + 2u/d)(tr E)I + 2puh(| dev E|) dev E (4.16)
mit h - [0,00) = (0,1],
h(z) =1 —max{0,1/(1 +T'1)(1 — I'2/(2px))},

qilt die Monotonieabschdtzung

1
d\ +2u

0(A)—o(B)[* < |o(A)—0o(B)|¢- < (0(A)-0(B)): (A= B), (4.17)

wobei |o(A)—o(B)[2., := (0(A)—0o(B) : C ' (0(A)—0o(B) und d die Dimension
15t.

Beweis. Zunichst werden die in der Abschétzung beteiligten Ausdriicke be-
rechnet. Fiir die linke Seite der 2. Abschitzung gilt

0(A) —a(B)lc1 = (0(A) — o(B)) : C ' (a(A) — 0(B))

L i(o(A) = o(B)I + — dev(o(A) — o(B))

=(o(A) —o(B)): (m tr 2
=(\+ %u) tr(A — B)I + 2u(h(|dev A|) dev A — h(| dev B|) dev B)) : (4.18)
A\ +2u
(m tr(A — B)I + (h(|dev A|)dev A — h(| dev B]) dev B))
(dX\ + 2p)?

=7 N . 4N A—-B 2 2 A A — B B 2'
(@r + 4p) tr( )° + 2p|h(| dev Al) dev h(| dev B|) dev B|

Fiir die rechte Seite der Abschétzung (4.17) gilt

(o(4) ~(B)): (A~ B)= (\+ 2) tr(A~ B)I : (A~ B)

+ 2u(h(| dev A]) dev A — h(| dev B|)dev B) : (A — B).
(4.19)
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Zu zeigen bleibt damit A < 0, mit
A :=|h(|dev A|)dev A — h(|dev B|) dev B|?
— (h(|dev A|)dev A — h(|dev B)dev B) : (A — B).

Die Funktion A : [0,00) — (0,1], h(z) =1 —max{0,1/(1 +Iy)(1 — Ty/(2ux))} ist
stetig und monoton fallend,

Iy
141 —

h(0) = 1> h(z) >

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann a := |dev A| < b := | dev B| vorausge-
setzt werden. Mit a := h(a) und 3 := h(b) gilt

A =a?a® — 208 dev A : dev B + %V?
— (aa® + Bb* — adev A : dev B — Bdev A : dev B)
=a’a® + B** — aa® — Bb> + dev A : dev B(a + 8 — 2af3)
=(aa — Bb)* — (aa — pb)(a — b) + (dev A — dev B — ab)(a + B — 2a3)
(aa — Bb)? — (e — Bb)(a — b)(dev A : dev B — ab)((1 — )8 + (1 — B))
(aa — b)* — (e — Bb) (a — b)
(h(a)a — h(b)b)((h(a) — 1)a — (h(b) — 1)b).
Der Ausdruck zh(z) > 0 ist monoton steigend in 0 < z < oo, wihrend z(h(z)

0 monoton fallend ist. Daher folgt aus ¢ < b, daf h(a)a < h(b)b und (h(a) — 1
(h(b) — 1)b. Deshalb gilt A < 0.

Der Beweis der ersten Abschéitzung in (4.17) folgt durch

IN

|

1)
Ja

IV IA

1

DT 2MIU(A) —o(B)?
11 - |
=T 2u(@(tr(”(‘4) — o (B)))*I : I +dev(o(A) — o(B)) : dev(o(A) — o(B)))
11 .
_mE(tr(J(A) —o(B)))I: 1

1
+ o dev(o(A) — o(B)) : dev(o(A) — o(B))

=(0(A) - o(B)): C'(0(A) - o(B)).
n

Im weiteren Verlauf dieses Abschnitts werden Abschétzungen bewiesen, die eine
Kontrolle des Verzerrungsfehlers durch den Spannungsfehler erméglichen. Die nu-
merische Losung des Problems 6 und die exakte Losung des Problems 5 kénnen
in einem Gebiet w C  fiir das Materialverhalten elastische oder plastische Phasen
ergeben. Es kann aber nicht vorausgesetzt werden, dal beide Lésungen notwendiger-
weise einen Zustand derselben Phase darstellen. Daher sind drei verschiedene Fille
zu untersuchen. Die numerische Losung und die exakte Losung kénnen in w C €
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einen Zustand derselben Phase ergeben, der elastisch oder plastisch sein kann, oder
es konnen in w C €2 die numerische und die exakten Losung Zustdnde unterschied-
licher Phase darstellen. Die drei Fille werden in den folgenden Unterabschnitten
behandelt und als elastisch-elastisch, plastisch-plastisch bzw. elastisch-plastisch be-
zeichnet.

Bei Auftreten von plastischem Materialverhalten wird der folgende Satz benotigt.

Satz 4.5. Der Verzerrungsfehler kann abgeschditzt werden durch die Summe aus dem
Spannungsfehler und dem Fehler der plastischen Verzerrung. Es gilt fast diberall in
dem Gebiet 2

1
l€(Ur—110 — Unk—110)| < @|Gk—1+e — Ohk—116| + |Pr140 — Prg-140l-  (4.20)

. _ —1
Beweis. Wegen €(up—149 — Unp—140) = C ' (Op—149 — Ohp—140) + (Pp_119 —
Dhj—144) erhilt man

l€(ur—140 — Unp—-140)| <|C (ko110 — Thp—140)| + [Py 119 — Prp_140l- (4.21)

Mit
C (ko110 — Thk—1+40)
:m tr(Ok-—149 — Thp—140)I + i dev(ox 140 — Thi 140)
folgt
CH (k140 — Thp—140)|” = m(tr(ak—ue — Ohk-140))’

1
+ 12 dev(ok—110 — Ohi—110) : deV(Ok_119 — Oh—149)-

Wegen A, p > 0 gilt 1/(4p?) > 1/(d) + 2p)?. Dies zeigt
1

C ' (0110 — Thp—110)]> < 4—H2|C’k—1+9 — Ohi-140]>-

Eingesetzt in (4.21) ergibt sich die Behauptung. [ |

1. Fall: elastisch-elastisch

In diesem Unterabschnitt wird unter den Voraussetzungen der folgenden Definition
eine Abschétzung des Verzerrungsfehlers durch den Spannungsfehler bewiesen.

Definition 4.6 (Voraussetzungen 1). Es wird vorausgesetzt, dafy fir das orts-
und zeitdiskrete Problem 6 sowie fiir das zeitdiskrete Problem 5 in dem Zeitschritt
[tk—1,tk] dieselben Anfangswerte wpi—1, ohi—1 gegeben sind. Es wird der Fall be-
trachtet, daff die Losungen von Problem 5 und Problem 6 zum Zeitpunkt ty 1.9 in
einem Gebiet w C ) elastisches Materialverhalten aufweisen.
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Satz 4.7. Unter den Voraussetzungen aus Definition 4.6 gilt fast tiberall in w

1
l€(Up—140 — Ung-140)| < 5 |Ok-1160 — Thi—144]- (4.22)
24

Bewets. Es gilt

l€(ur—140 — Ung—140)|°

1 1 1
:mﬁ(tr(ak—ua —onp110)’ T I+ W|O’k—1+e — Ohp 10|

2. Fall: plastisch-plastisch

In diesem Unterabschnitt wird unter den Voraussetzungen der nachfolgenden Defi-
nition eine Abschitzung des Verzerrungsfehlers sowie des Fehlers der internen Span-
nungen durch den Spannungsfehler bewiesen. Der Unterabschnitt teilt sich nochmals
in zwei Teile. Die benétigte Abschitzung des Verzerrungsfehlers wird fiir den Spe-
zialfall der Plastizitit (0 — 0) bewiesen, sowie auf eine zweite unabhéngige Art fiir
die Viskoplastizitdt (0 > 0). Die Abschidtzungen der Viskoplastizitit stellen damit
auch eine Kontrolle fiir die Abschétzungen der Plastizitdt dar, die sich im Grenzfall
o0 — 0 wieder ergeben.

Definition 4.8 (Voraussetzungen 2). Es wird vorausgesetzt, daf fiir das orts-
und zeitdiskrete Problem 6 sowie fiir das zeitdiskrete Problem 5 in dem Zeitschritt
[tk—1,1x] dieselben Anfangswerte wpg_1, opr—1 und o1 (kinematische Verfesti-
gung) bzw. apx—1 (isotrope Verfestigung) gegeben sind. Es wird der Fall betrachtet,
daf$ die Losungen von Problem 5 und Problem 6 zum Zeitpunkt ty_1.9 in einem
Gebiet w C Q plastisches Materialverhalten aufweisen.

a. Abschitzungen fiir den Verzerrungsfehler in der Plastizitét

Dieser Unterabschnitt beschreibt eine Methode, den Verzerrungsfehler durch den
Spannungsfehler abzuschitzen fiir den Fall der ratenunabhéingigen Plastizitit im
Grenzfall o — 0.

Der folgende Satz findet sich in [23] und wird hier mit expliziten Konstanten
angegeben.

Satz 4.9. Im Fuall von isotroper und kinematischer Verfestigung kann der Fehler
der plastischen Verzerrung durch den Spannungsfehler abgeschditzt werden. Unter
den Voraussetzungen aus Definition 4.8 gilt fast iberall in w C Q fiir Plastizitit
(o — 0) mit isotroper Verfestigung

2 o 2 4 2
Dr_116 — ph,k—1+0| S H%T%;kaue — Qp 140 + HIQT%WJCAM — Ohk—1+6]

(4.23)

und fiir Plastizitdt mit kinematischer Verfestigung

1
Pr—146 — Phjp—140l” = p|ak—1+9 — om0 (4.24)
1
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Bewets. Der Beweis folgt [23]. Zunichst wird der Fall der isotropen Verfesti-
gung behandelt. Es gilt
\Pk—1+e - ph,k—1+a|2
:(|Pk—1+a - ph,k—1| - |ph,k—1+6 - ph,k—1|)2
+ 2(|Pk—1+9 - ph,k—1||ph,k—1+9 - ph,k—1| - (Pk—1+a - Ph,k—1) : (ph,k—1+0 - ph,k—l))'

(4.25)
Aus der ersten Komponente des Fliefigesetzes erhélt man
Pr 110 ~Prr1 _ devog_iie
Pe_110 — Phye—1l  |devog_ite|

Mit der zweiten Komponente des Fliefigesetzes,

+0 ~ Q-1 _ 1 1 (1- (1+ ag_149H)oy
VAN o1+ H?o}

Qg
_1Y%k-1
—H; YHoy|dev oy _114],

|dev oy k—144]

erhilt man
1
HHy 0,0 Aty
X (—app-1(0+ 0H?0)) + HH 0,0 Aty + ap—149(0 + 0H?0)) + H?Hy0,0Aty,)).

|devog_149] =

Fir o — 0 gilt |deveog_14| = 0y(1 + _119H), so daB
Peit9 —Prp1 _  devog iy
Pe110 = Prial  oy(1+ ak-149H)
Zwischen plastischer Verzerrung und interner Variable gilt die Beziehung

1
Pr—140 — Phj—1| = “Ho, (Ek—146 — Enk—1)-

(4.26)

Dies zeigt mit (4.26)

Ek—140 — Enjo—1

Pr_140 — Phi—1 = _H0§(1 + on 1o H) devog_11¢-
Dabher gilt
‘Pk—1+e - ph,k—1| - |ph,k—1+0 - ph,k—l‘ = |§k1+jq_ Shk—1 — Shuk1+0 = gh’kfl\
Oy Ho,
= Hiaym—lw — &Ehk—1+0]
(4.27)
und
2(|Pk71+0 - ph,k71||ph,k71+0 - ph,k71| - (Pk71+0 - Ph,kq) : (Ph,kf1+e - Ph,kq))
Ek—146 — Enk—1 Ehk—146 — Enk—1

THo2(1+ oy-149H) Ho2(1 + ap—140H)

X (l dev O'k_1+g|| dev a'h,k—1+9| — dev Ok_140 - dev a'h,k—1—|—0)-
(4.28)
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Es wird gezeigt, dafi der skalare Faktor in (4.28) beschréinkt ist. Mit ag_1419 > 0 und
-1+ = —H1§p-140 it

Ek—1+0 — Enk—1 k140 — Enp—1] k140 — Enp—1]
HO‘%(l + ak_1+9H) - ‘HO‘é(l + ak_1+gH)| B |H20'§ak_1_|_g| (4 29)
1 Jog—149 — Op ] (1 |t 1] 2 '
~ H\H?g | 144 ~ HH?%0? lak-140|” ~ HiH?02

wobei der letzte Schritt wegen der zweiten Komponente des Flielgesetzes giiltig ist.
Damit gilt
1 ag_149 — _
= Qko1rd T Qhkol
H, O Aty -

Daher ist o149 > apg—1, 50 daB |ag_149] > |apg—1] wegen o > 0. Mit (4.25) und

(&k—140 — Enp—1+0) = —1/Hi(k—140 — Qhk—1+0)
erhilt man

|Pk—1+e - ph,k—1+0|2

2
SW Q146 — Qhk—110]
1 Y

8
+ I’IIQT%(‘ dev O'k,H_QH dev Uh,k71—|—0‘ — dev Ok_1+40 dev O'h,k,H_g)
<55 [ Q=146 — Qp k-1 0|2+L|0k 140 — Thk—1+6]"
_H12H20'5 -1+ k—1+4 H12H40_§ -1+ k—1+ *

Es wird der Fall der kinematischen Verfestigung betrachtet. Aus p = —& folgert man

‘Pk71+0 - ph,k71+9| = ‘5k71+9 - Eh,k71+0|a

und mit « = —k, £ erhdlt man [py ;5 — Pps 1419 = %\ak,lw — Oy f-1+40|- [ |

Um den Verzerrungsfehler durch den Spannungsfehler zu kontrollieren, ist zusétz-
lich zu den Sétzen 4.5 und 4.9 eine Abschétzung erforderlich, die den Fehler der
internen Spannungen durch den Spannungsfehler abschitzt.

Satz 4.10. Unter den Voraussetzungen aus Definition 4.8 gilt fast tdberall in w C
im Fall der isotropen Verfestigung

1
Ho,

|k—146 — Qhp—144] < |Ok—1460 — Ohk—1+6 (4.30)

und tm Fall der kinematischen Verfestigung

|Qg—140 — 0o p| < 2|0k_149 — Thp—144]- (4.31)
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Bewets. Zunichst wird der Fall der isotropen Verfestigung betrachtet. Die
zweite Komponente vom Fliefigesetz,

10k—140 — Qpg—1 1 1 (1— (1+ ap—149H)oy

_H- - _=
! VAN ol+ H?d;

Ho,|de _
‘deVU’k_1+g‘ )+ 0-1/| VO 1+9|

148t sich nach der internen Spannung ay_144 auflésen. Im plastischen Fall gilt

Op—146 =
Q(l + HQO'S)OAh’k_l — (QAtkHlHﬂz OAtkHlHO'y
o(1 + H?02) + 0t  H H?02 o(1 + H?02) + 0t H H?02

| dev Ok 1+0|-

Im Fall p — 0 erhélt man

1
Q140 = — 77 + Hay‘dev Ok—1+0]-
Daraus folgt
\0419—1+0 - a’h,k—1+0|2
1
=——(|d _ —|d _ 2 < d 140 — _ 2
H20§(| evog_119| — |deveon_149])° < H205| ev(ok—140 — Thi—110)|

2
< Tgs Ok 140 — Ohk-1+0]
Yy

Im zweiten Fall wird kinematische Verfestigung betrachtet. Aus der zweiten Kom-
ponente vom Fliefigesetz,

1 og1pg—app— 1 oy

= —(1— d o — Oire).
k1 AL, 29( |dev(og_149 — ak_1+9)|) ev(or_110 — Qtk_110)
(4.32)
erhilt man
20
|dev(oh-140 — Qh-140)| = Mmk—ua — apg-1| + 0y

Damit folgt aus (4.32)

Qg1+ = Chp-1 _ 1 200149 — Oty g1
k10t 2020|0tk—119 — Opp—1| + k10N, 0,

dev(ok—110 — Ok—1+9)

und fiir p — 0

1
Qp 119 — Qpg 1= U—|041c71+9 — app—1|dev(or_140 — Qp_149).
Yy

Umformen ergibt

\Ofk71+9 - ah,k71|
|Qgp—149 — Otp k1| + 0y

dev(ak—1+9 - ah,k—l) = deV(O'k—1+a - ah,k—l)
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und

| deV(O'k_H_a — Qp k—1)| — O'y
d 148 — 1) = : d 14 — _1).
eV(Oék 146 — Cp i 1) \dev(ak,ug — ah,k71)| eV(O'k 140 — C&p 1)

Damit gilt
T1L—To .= dev(ak—1+e - ah,k—H—B)
|dev(ok—149 — Qpp—1)| — 0y
— d dev(or_119 — Qpp—
dov(orrrs — el (k110 hjk—1)
dev(opr—140 — Qpp-1)| — O
| dev(oni-110 — anp-1)| — 0y dev(Ohy 106 — Cnp 1)
| dev(ohk-146 — Othk-1)]|

=:aA — bB.
Mit Hilfe der Dreiecksungleichung schitzt man |71 — 72| ab,
a+b a—b
-7 =|——(A-B)+ (A+B)[*

1 1 1

Sz(a+b)2|A ~ B|? + gla+blla—0b|lA-B|lA+B|+ (a— b)’|A + BJ?
1 1

Si(a+b)2|A - B> + 5(a - b)*|A + B

Der letzte Summand 148t sich weiter abschitzen durch
,_ o2 (A +|B|)?

1
5@—0)’A+ B’ < (4| - [B))*

N =

RN E
2\ 4 B
<2(|A| - |B)* <2/ - BI”.

% —2) (4]~ B

Der Fehler der internen Spannung, |og_1+9 — Othk—116/, 148t sich also durch die
Spannung wie folgt abschétzen,

lak—140 — O —146)” = |dev(ag_119) — dev(appo140)|” = |71 — T2|?
1
gé(a +b)?A—B|?+2(/A—-B|? <4A - B|?=4|devoy_ 149 —devon 16|

<Ad|o 149 — Ohp_140]"-
[ |

Satz 4.11. Unter den Voraussetzungen aus Definition 4.8 gilt fast tiberall in w C €2,
daf$ sich der Verzerrungsfehler durch den Spannungsfehler abschdtzen lifit. Im Fall
der isotropen Verfestigung gilt

1 V5

l€(Uk—149 — Unk—110)| < (—

_— 149 — _ 4.33
2u+H1H2a§) |0k—146 — Thk-1+0]; (4.33)

und im Fall der kinematischen Verfestigung gilt
1

2
l€(Up—140 — Unk—140)| < | =— + — ) |Tk—140 — Ohk—1+0]- (4.34)
2/1 ]Cl
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Bewets. Zunichst wird der Fall der isotropen Verfestigung betrachtet. Mit
(4.30) (Satz 4.10) in (4.23) (Satz 4.9) ergibt sich

V5

Pr_140 — Phi— < ———|0k—140 — Ohk—1+0|-
| k—1+6 h,k 1+0‘ H1H20'§| + +

Mit (4.20) folgt die Behauptung.
Im zweiten Fall wird kinematische Verfestigung betrachtet. Mit (4.31) (Satz 4.10)
in (4.24) (Satz 4.9) ergibt sich

2
|pk71+0 - ph,k71+0‘ < k—l\"'kflw - O'h,k71+a\-

Mit (4.20) folgt die Behauptung. [

b. Abschitzungen fiir den Verzerrungsfehler in der Viskoplastizitit

Dieser Unterabschnitt beschreibt eine Methode, den Verzerrungsfehler durch den
Spannungsfehler abzuschitzen. Der Regularisierungsparameter o > 0 ist beliebig.

Der Fehler der internen Spannungen 14fit sich durch den Spannungsfehler ab-
schitzen.

Satz 4.12. Unter den Voraussetzungen aus Definition 4.8 gilt fast tberall in w C Q)
wm Fall der isotropen Verfestigung

GAtkHlHay
1+ H?02) + 0/t H, H?0

|k—146 — O p—140] < (g( ) |Ok—1160 — Ohp—14+4] (4.35)

und im Fall der kinematischen Verfestigung

k149 — Qpg—140] < \/2 + 5(0A—tkk1)2|ak_l+e — Ohk-1+6]- (4.36)

Bewets. Zunichst wird der Fall der isotropen Verfestigung betrachtet. Fiir die
interne Spannung gilt

Op—1+0 =
Q(l + HQO-S)ah,kfl — HAtkHlHO'Z? eAtkHlHO-y
o(1 + H?02) + 0ty H H?02 o(1 + H?02) + 0ty H H?02

|dev og_144]-

Damit 148t sich der Fehler der internen Spannung abschitzen,

0Nt H Hoy,
o(1 + H?02) + 0ty H H?0?2
< OAt,H Ho,
~ o(1+ H%02) + 0/t H H?0?2

Q140 — Qp k110 = (|devoy—i1o| — |devopk—110])

‘U'k71+0 - Uh,k71+0|-
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Im zweiten Fall wird kinematische Verfestigung betrachtet. Aus der zweiten Kom-
ponente vom Flielgesetz,

1 ogprpg—opp— 1 Oy

(1

)] Ydev(og_110 — p_140)

ky AL, T 200 [dev(ok_110 — Q140
erhilt man
1
M(ak—ua - ah,k—l)
1 20|0p—149 — Qtp -1

= — dev(og_146 — Op_149
2020|0—149 — Oty j—1| + k10 AL, 0, (-1 1+0)

k10 Atg|og—149 — ap 1]
20|atp_149 — Qp 1| + k10A L0,

= Q140 — Qpp—1 = dev(ok_140 — Ok—140)

RO tlow 11 — Ctng 1| )dev ag_1419 — dev a1
— + - k—

= (1+
( 200149 — Qp 1| + k10AL0,

_ k0Nt og_149 — oty 1|
20|0tk—149 — Qpp—1| + k10 A0,

devor_i49

k10Nt |og—149 — otp -1
20l0tk—149 — Qpp—1| + k10 A0,
_ kleﬁtk|ak—1+9 - ah,k—1|
 20|ag-149 — Q1| + k10AL0y

= (1 + )dev(ak_1+g — ah,k_l)

dev(op—1+9 — Oth k1)

=  dev(og_1460 — Op k1)
S Q149 — Otp 1] dev (6110 — Cnpr)
N (0146 — Q1| + 0y + [Qp_119 — Ot 1]
N
20+ 0Ntk

= dev(ak_1+g - ah,k—l) = aA,

= |dev(ag 149 — Q- 1)| (|dev(or—140 — @pi—1)| — 0y)

wobei folgende Definitionen gelten,

a =

|dev(og-1+6 — Qni-1)| — 0y

gt (| dev(oh-110 — anp1)| = 0y) + 5par 0y + [ dev(og_119 — Qng1)| — 0y

A :=dev(op_110 — Op 1)
Entsprechend wird definiert
b:=
|dev(onr 116 — ank 1) — 0y

0A2tik1 (|dev(ohk—1+0 — Qhg—1)| — 0y) + %% + | dev(oh k110 — Cnr-1)| — 0y

B :=dev(ohr—1+6 — Ohk—1)-
Damit gilt 71 — 75 := dev(a—_149 — Qpk—149) = ¢A — bB. Analog zum Fall p — 0
gilt
1
(a+b)?|A - B]* + 5(@ —b)% A+ BP.

N | =

71— T2 <
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Der 2. Summand wird abgeschétzt,
1 2 2 1 2 2
Sla= DA+ B < (a—b7(Al+ |B)?

Es wird definiert

2@ und ) = HAtkkl
27 20 + Atk

Cy -

= Otk
und man erhalt

1

5(@ - b)*(|A| + |B|)*

_1 (lA] +|B|)*c30, (Al - | B)?

2 ((1 + 01)‘A‘ + (—1 — ] + CQ)O-y)Q((l + 61)|B| + (—1 — ] + CQ)O'y)2
1
T2

(|A[ + |B|)*c3o, (|A| — |BJ)?
(1 +c)(|Al = 0y) + 209)* (1 + 1) (IB] = 0y) + c209)>

Es wird eine obere Schranke fiir folgenden Ausdruck berechnet,

(|A] + [B])cz0y
(L4 ) ([A] = oy) + c20y) (1 + ¢1)(|B| = 0y) + c20)
(|A] — oy + [B| — 0y + 20y)c20,
(L4 ) ([A] = 0y) + c20y) (1 + ¢1) (1B = 0y) + c20y)
(1 + 22 + 20y)ca0y

T (T )@ + o) (1 + a1)zs + ca0y)
=f (21, 72),
wobei z; und z5 definiert sind durch
z = |A|— oy und 22 = |B|—o0,.
Dann gilt
of co0y (14 ¢1)ze + (2 + 2¢1 — ¢2)0y)

(1 + Cl)l'Q + CQO'y)
2+ 201 — CQ)Uy)
(1 + 01)33'1 + CQO'y) ’

or; (1 + c1)z1 + c20y)?
8f _ CQO'y((l + Cl).’L'l +

8332 ((1 + 61)372 -+ CQO'y)2

PPN

Wegen ¢; > 0, ¢o > 0 und

. 8Q2 + SQHAtkk‘l + QQAt%k%

24+2c; —cp =
T = A b (Ro+ ARy

gilt
af af
a—xl <0 und 8—322 < 0.
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Das Maximum von f(zy,z2) liegt am Randpunkt (z1,z5) = (0,0) und ist

f(z1,22) < £(0,0) = 2 _ Ao w2680k (4.37)

Co HAtkk‘l
Der Fehler der internen Spannung ldt sich also durch die Spannung wie folgt
abschétzen

2 ALk,

E(Mm _ 2
B "IN Ok—148 — Ohk—1+6] -

k110 — p—14+0]> < (2 )?)| dev o_119 — dev opp_140]°

<(2+
Satz 4.13. Unter den Voraussetzungen aus Definition 4.8 gilt fast tiberall in w C €2,

daf$ sich fiir isotrope Verfestigung der Fehler der plastischen Verzerrung folgender-
majen durch den Spannungsfehler abschditzen lift,

V30t
|pk—1+0 _ph,k—1+0| < 1 2.9 2.2
Q( + H O'y) + GAtkHlH O'y

|Ok—110 — Thr-140]. (4.38)

Beweis. In das Fliefigesetz wird der Ausdruck (3.31) fiir die interne Spannung
eingesetzt,

Pi—1+9 — Phi-1 _ 1 1 (1- (1+ ap_140H)oy
VAN ol + H?0; |dev ok _11¢]

_ |devog_i110] — (1 + angp—1H)oy dov o
|dev o, 146|(0(1 + H202) + 0t H,H?2) h146:

)devo_i11e

(4.39)

Fiir den Fehler der plastischen Verzerrung gilt

|Pk71+9 - ph,k71+0‘2
= (|pk71—|—0 - ph,k71| - |ph,k71—|—9 - ph,k71|)2

+ 2(|Pk71+9 - ph,k71||ph,k71+9 - ph,k71| - (Pk71+e - ph,kfl) : (ph,ka—H - Ph,kq))-
(4.40)

Der 1. Summand in (4.40) 148t sich mit (4.39) folgendermafien abschéitzen,

(|Pk—1+a - ph,k—1| - \Ph,k—1+e - ph,k—1|)2

0> At}

- d 10l —1d B 2

(oL + H22) + 6t Hy B2y | 47 Thorsol = [dev i)
NG

< k dev o 4 .

- (9(1+H20§)+9AtkH1H20§)‘ eV o149 — dev opg 14|
AN 7

< [T
B (9(1+H2a§)+0AtkH1H2g§)2“’k 149 = Ohj—1+6)|
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Es gilt wegen der Flieregel

0 S |dev 0']c_1+9‘ — (1 + Ozh,k_lH)O'y S 1 und
|dev og—140]
0 S |dev O'h,k71+0‘ - (1 + O‘h,kle)Uy <1

| dev U'h,k—l-i—e‘

Damit 148t sich der 2. Summand in (4.40) mit (4.39) folgendermafien abschétzen

2(‘Pk71+0 - ph,k71||ph,k71—|—9 - Ph,kq‘ - (Pk71+9 - Ph,kq) : (ph,k71+0 - Ph,kq))
20N\ t2
(o(1+ H%g) + HAtkHIH%g)?

| dev O'k,1+9‘ - (1 + O!h’kle)O'y | dev Uh,k71+0‘ - (1 + ao,hH)ay

|devog_119] | dev op k—1+4]
X (| devog_119||devonk—110] — devor_11o: devopk_14109)
20°A\t2
<
~(e(1+ H?02) + 0Aty HiH?02)?
X (|deveog_119||deveong_110] —deveog 119 dev oy, 1419)
20N\ t3
<
B (Q(]_ + HQO'z) + QAtkHlHQO'S)

5 \O'k—1+0 - Uh,k—1+0\2-

Insgesamt ergibt sich

| P < S0y | :
— Ok_140 — Oh - .
Pi-149 = Phk—1401 = (o(1 —|—H20§) +6’AtkH1H20§)2 k—1+0 hk—1+6

Satz 4.14. Unter den Voraussetzungen aus Definition 4.8 gilt fast diberall in w C
Q, daf$ sich fiir kinematische Verfestigung der Fehler der plastischen Verzerrung
folgendermafen durch den Spannungsfehler abschdtzen lGfst,

Pr—140 — Ph—140] < k_1\/2 + 5(9A—tkkl)2\0k—1+6 —onk-140]  (4.41)

Beweis. Der Beweis folgt aus p = 1/k;a und Satz 4.12. [ |

Satz 4.15. Unter den Voraussetzungen aus Definition 4.8 gilt fast iiberall in w C 2,
daf$ sich fiir isotrope Verfestigung der Verzerrungsfehler folgendermaflen durch den
Spannungsfehler abschdtzen lafst,

1 V30N,
|€k—110 — €np—140] < (— +

2n "o+ B0l + HAtkH1H2UZ> LIREL
(4.42)
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Bewezs. Satz 4.5 zeigt

1
le(ur—140 — Ung-110)| < ﬂ'a’“‘”” — Ohk—146] + |Pr 110 — Pri_116l-

Mit Satz 4.13 gilt

|€(Uk—140 — Unk—1+0)]

V30t | |
O — — Op f— .
1+ H?02) + At H H?02 "~ P10 Thhoitd

< — —
o |Ok—14+0 — Ohi—1+0| + (
[ |

Satz 4.16. Unter den Voraussetzungen aus Definition 4.8 gilt fast tiberall in w C €2,
daf8 sich fiir kinematische Verfestigung der Verzerrungsfehler folgendermafen durch
den Spannungsfehler abschdtzen lGft,

o —€enpre < [ — 4+ —([2 4+ (T e o — Ohko1sal-

€146 — €nk140] < (2M+ k1\/ + 2( N ) > Ok 146 — Ohk1+46]
(4.43)

Bewets. Mit Satz 4.5 und 4.14 folgt die Behauptung. [ |

3. Fall: elastisch-plastisch

In diesem Unterabschnitt wird unter den Voraussetzungen der nachfolgenden Defini-
tion eine Abschéitzung des Verzerrungsfehlers durch den Spannungsfehler bewiesen.

Definition 4.17 (Voraussetzungen 3). Es wird vorausgesetzt, daf fiir das orts-
und zeitdiskrete Problem 6 sowie fiir das zeitdiskrete Problem 5 in dem Zeitschritt
[tk—1,1x] dieselben Anfangswerte wp g1, Op—1 und o1 (kinematische Verfesti-
gung) bzw. ap 1 (isotrope Verfestigung) gegeben sind. Es wird der Fall betrachtet,
daf$ die Losung des des orts- und zeitdiskreten Problems 6 in einem Gebiet w C €2
elastisches Materialverhalten aufweist und die Losung des zeitdiskreten Problems &
zum Zeitpunkt tx_119 in diesem Gebiet viskoplastisches Materialverhalten aufweist.

Mit Satz 4.5 gilt

1
l€(Uk—1+9 — Upk-110)| < ﬂ\ﬂkflw — Ohg 110l + |Pr_140 — Prp—140-  (4.44)

Mit den Voraussetzungen aus Definition 4.17 gilt p, ;.4 = 0. Da vorausgesetzt
wird, dal die Anfangswerte exakt gegeben sind, miissen diese aus einem elasti-
schen Zeitschritt stammen, da es andernfalls nicht méglich wére, dafl die numerische
Losung wp k144 elastisch ist. D.h. es gilt p, ,_; = 0. Es wird eine verallgemeinerte
Spannung 34 149 = (G 149, @k 144) definiert durch

Y140 = Xk 149,
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wobei Iy die Projektion aus (2.8) auf die konvexe Menge K ist. Aus dem zeitdis-
kreten Fliegesetz

1 — 1 — —
m(Pk_H” —Php) = E(Ek—ua — g Xk_149)

folgt dann fiir o > 0, daf p;_, 4 = 0. Damit kann in (4.44) statt p;, ;_,,, = 0 auch
Dj_14¢9 = 0 eingesetzt werden. Mit den Sétzen 4.13 und 4.14 folgt, daf3

V30t
—p < _ — O 4.45
|pk—1—|—0 pk—1+9| — 9(1 + H2O-§) + eAtk-HlHZO'; |0'k 1+6 Ok 1+9| ( )
und
Pr 149 — P 140l < k_l\/Q + 5(9A—tkk1)2|0'k—1+6 — Tk—140]- (4.46)

Aufgrund der Definition der Projektion Il in (2.8) gilt

|Ok—140 — Tk—140] < |Ok—140 — Thk—1+0],

denn Xy 4119 = (Oh—1+6, A k—1+9) ist ein Element der konvexen Menge K. Aus
(4.44), (4.45) und (4.46) folgt dann, daBf in der Viskoplastizitit fiir o > 0 die
Abschétzungen der Sétze 4.15 und 4.16 gelten.

Definition 4.18 (Voraussetzungen 4). Es wird vorausgesetzt, daf fir das orts-
und zeitdiskrete Problem 6 und das zeitdiskrete Problem 5 in dem Zeitschritt [ty_1, t]
dieselben Anfangswerte wp g1, Op—1 und op g1 (kinematische Verfestigung) bzw.
apg—1 (isotrope Verfestigung) gegeben sind. Es wird der Fall betrachtet, daff die
Lésung des orts- und zeitdiskreten Problems 6 in einem Gebiet w C € viskoplasti-
sches Materialverhalten aufweist und die Lisung des zeitdiskreten Problems 5 zum
Zeitpunkt tp_119 tn diesem Gebiet elastisches Materialverhalten aufweist.

Mit den Voraussetzungen aus Definition 4.18 folgt sofort, daf} p,, , ; = 0. Auflerdem

ist py_;, 9 = 0. Es wird eine verallgemeinerte Spannung X4 149 = (Tk_1.49, Ok—1-+0)
definiert durch

Yp—ivo = HxXp k140

wobei Tk die Projektion aus (2.8) ist. Aus dem zeitdiskreten Flielgesetz

1 1

—— (Pp_149 — Ppp1) = —(Zp—140 — D Xp
QAtk( k—1+6 — Phr—1) Q(k1+0 KXk—1+6)

folgt fiir o > 0, daB8 p,_,,y = 0. Dann kann in (4.44) statt p,_,., = O auch
Dj_149 = 0 gesetzt werden. Mit den Sdtzen 4.13 und 4.14 folgt, dafl

V30t
D — D <
Pro1to — Pro1rol < o(1+ H20§) + GAtkH1H20§

[Tk—140 — Ohk—1+0]| (4.47)



66 A posteriori Fehlerabschitzung in einem Zeitschritt

und

Pr—140 — Phj—140 < k_l\/Q + 5(9A—tkl€1)2|0’k71+9 —Ohp_149]-  (4.48)

Aufgrund der Definition der Projektion Il in (2.8) gilt

|Ck—140 — Ohi—1+0| < |Ok—140 — Thj—1+0]

denn Xy 1.9 = (0119, Ox_141p) ist ein Element der konvexen Menge K. Aus (4.44),
(4.47) und (4.48) folgt dann, daf in der Viskoplastizitit fiir o > 0 die Abschétzungen
der Sétze 4.15 und 4.16 gelten.

4.2 Der Residuenschatzer

4.2.1 Zuverlassigkeit der Fehlerabschitzung

Der Residuenschitzer liefert eine zuverlissige Fehlerabschiatzung fiir den Spannungs-
fehler in der Viskoplastizitit mit Verfestigung. Durch die analytische Darstellung des
Spannungstensors in jedem Zeitschritt, mit den in 4.1 gezeigten Abschitzungen fiir
den Verzerrungsfehler durch den Spannungsfehler und mit der Monotonieabschit-
zung aus Satz 4.4 entspricht der Zuverléssigkeitsbeweis des Residuenschitzers in der
Elastoviskoplastizitdt dem Fall der Elastizitéit. Der hier angegebene Beweis beruht
auf Arbeiten von R. Verfiirth [65] fiir h-verfeinerte Netze sowie J.M. Melenk und
B. Wohlmuth [47] fiir p-Verfeinerung. Dieses Kapitel stellt den zweidimensionalen
Spezialfall des ebenen Verzerrungszustandes dar. Da die Ergebnisse in Abschnitt 4.1
auch den dreidimensionalen Fall einschlieflen, ist eine Verallgemeinerung moglich.

Satz 4.19 ([30]). Fir eine regulire Triangulierung T eines Lipschitz-Gebietes Q
existiert eine Abbildung Jy, : Hy () — S3(Q) und es gibt Konstanten cs, c4, so dafs
fiir alle v € Hy(Q)

D bl = Jwvlliagy < GlIVOlTz0), (4.49)
TeT
Z hi' | = Jnv||720m) < ElIV|l2(@)- (4.50)
Bee

Der Operator J, kann auf mehrere Arten definiert werden. In [25] wird von
C. Carstensen und S.A. Funken folgende Definition gegeben.

Definition 4.20 ([25]). Sei N die Menge aller Knoten der Triangulierung T und
K die Menge der freien Knoten. Fir jeden Knoten sei @, die Hutfunktion zum
Knoten z, so daf ¢,(z) = 0 fir alle x € N\ {z} und p,(z) = 1. Der Operator
Jp - HYH(Q) — S83(Q) ist definiert durch

o= (m.0)p,, (4.51)

zeK
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wober

fo, vdx
T,0 = —& .

Jo, dz

In [25] werden fiir die Definition in (4.51) des Interpolationsoperators J, explizite
Schranken fiir die Konstanten ¢ und ¢4 in (4.49) und (4.50) angegeben.

Fiir den Fall der p-Verfeinerung wird von J.M. Melenk und B. Wohlmuth in
[47] der Clément-Interpolationsoperator [30] verallgemeinert. Vorausgesetzt wird ei-
ne quasiuniforme Triangulierung 7, das bedeutet, fiir die Familie {7;}$2, existieren
Konstanten &1, ko > 0, unabhéngig von ¢, so daf}

(4.52)

k1h(T) < hr < Kapr (4.53)

fiir alle T € T;, i = 1,2,.... Fiir jeden Knoten z € N der Triangulierung 7 wird
folgende Notation eingefiihrt:

W = {z}, (4.54)
wi=U{T|T € Tund TNwi™t#£0},5>1, (4.55)
hy := max{hr|z € T}, (4.56)
pr = max{pr + 1|z € T}, (4.57)
& = {EeélzeE). (4.58)

In folgendem Satz definieren J.M. Melenk und B. Wohlmuth einen Interpola-
tionsoperator, der grundlegend ist fiir den Beweis der Zuverldssigkeit des Residu-
enschétzers unter Beriicksichtigung von p-Verfeinerung.

Satz 4.21 ([47]). Vorausgesezt wird eine quasiuniforme Triangulierung. Dann exi-
stiert eine Konstante cs und ein linearer Operator I, : H. (R?) — SP(Q), so dafs

loc

fiir alle Knoten v € N und alle Kanten E € £ die folgenden Abschéitzungen gelten,

hy
o~ Bl < 2ol (4.59)
1/2
||’U — Ih'U”L2(E) < C5p1T||VU||L2(wg). (4.60)

Definition 4.22. Das Residuum R(up x—1+9) ist definiert als ein Element des Dual-
raums von H(Q),

(R(upp-110),v) = / F(te-140) -vdm—i—/ g(tk-1+0) - vds — / Thk—1+9 : €(v)de.
Q r Q

(4.61)

Definition 4.23 (Kantenresiduum). Es wird £q als die Menge der inneren Kan-
ten definiert, und Ex bzw. Ep werden als die Menge der Kanten auf dem Neumann-
bzw. Dirichlet-Rand definiert. Fiir eine innere Kante E € Eq werden mit Tp und Ty
die Elemente bezeichnet, fiir die E = 0T, N 0Ty und mit ng der dufere Normalen-
einheitsvektor von Ty, zu dieser Kante. Fiir eine Kante E € Ey auf dem Neumann-
Rand ist ng der duflere Normalenvektor zur Kante E. Es werden Kantenspriinge

N
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R: & — R? definiert durch
0 fir E € Ep,

Rlp = [ohr-110-1p] = { 9(tk-110) — Ohi-1+0-mp fir E € Ey, (4.62)
(U;Lr,k—lw - o'f;,k—1+a) -ng fir F e &q.

Definition 4.24 (Volumenresiduum). Das Volumenresiduum v : T — R ist
definiert durch

rlr = f(tk—1+0)|r + div o hk—140|7- (4.63)
Die folgenden beiden Sitze finden sich z.B. in [19].

Satz 4.25 (1. Kornsche Ungleichung). Ist Q) eine offene, beschrinkte Menge in
R? mit stiickweise glattem Rand, dann gibt es eine Konstante Cx = Ck (), so dafs

Crllvlling < vl g +/Q€(v) L €(v)de. (4.64)

Satz 4.26 (2. Kornsche Ungleichung). Ist Q) eine offene, beschrinkte Menge in
R mit stiickweise glattem Rand und hat T'p C T ein positives Maf, dann g¢ibt es
eine Konstante cx(Q,Tp), so daf fiir alle v € H(Q)

exllo e < /Q €(v)|2de. (4.65)

Definition 4.27 (Fehlerschitzer ng). Der Residuenschitzer besteht aus Volu-
mentermen nr und Kantentermen ng, die definiert sind durch

hr hy
=l und e = G R )- (4.66)
pr Pg

Fir E = 0Ty N 0T, ist pg = max{pr,, pr, }. Der Fehlerschitzer ng ist definiert durch

N = &(@(én%f/um(;né)lﬂ). (4.67)

Dabei ist cx die Konstante aus der 2. Kornschen Ungleichung. Fiir die Konstanten
ce und ¢y gilt bei h-Verfeinerung cg = c3, c; = ¢4 (mit Satz 4.19). Fir p-Verfeinerung
sind die Konstanten cg und c; abhdingig von cs (mit Satz 4.21).

Satz 4.28. Fir gegebene Anfangswerte wpx—_1, opr—1 gilt fiir einen elastischen Zeit-
schritt [ty_1,tx] die Spannungsfehlerabschitzung

A
lok—1+0 — Tnp—1+0llL2) < (1 + ;)77}2- (4.68)

Fiir gegebene Anfangswerte wp 1, Oh 1, 1 gilt im Zeitschritt [ty_1, t;] bei Visko-
plastizitdt mit isotroper Verfestigung die Spannungsfehlerabschditzung

1 \/§9Atk
C1v0 — OTnpervollze < (2N +2u) | — :
o140 = Tnprsollzae) < (24 +2p) (2u+ o(1 + H?02) + 0AtH H?02' | ™
(4.69)
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Fiir gegebene Anfangswerte wpp_1, Opp—1, 0p_1 gilt im Zeitschritt [ty_1,1x] bei
Viskoplastizitat mit kinematischer Verfestigung die Spannungsfehlerabschditzung

1 1 1 4o+ 20Atpk,
Cvo— onp sz < @ F2p) [ =+ = [24 S (B Y2 ) g
lok-110 — Oni—110llL20) < (2A + 2p) (gu—i_ \/ 2( O Ntk J* | e

k1
(4.70)

Bewets. Der Beweis folgt [65] und [47] und nutzt die in Abschnitt 4.1 bewie-
senen Sétze 4.7, 4.15 bzw. 4.16. Mit Satz 4.4 und e := Uy 149 — Up 149 gilt

1
2\ + 21 lok-110 — a'h,k—1+0||%2(n) < (R(unk-149), €).

Die Spannung o, —14¢ ist elementweise stetig und daher elementweise schwach dif-
ferenzierbar. Es gilt

<R(uh,k—1+0)7 6>
:/f(tk_1+9)-eda:+/ 9(tk—1+40) - eds+Z/d1v7-a-hk 144 - edx
Q 'y

TeT

— / (Ohk—1+0- M) - eds
aT

:/f(tk1+g-ed:c+/ gtk 119) - eds—i—Z/dlvTa'hk 119 - edx
N

TeT

- Z / Ohk—1+6-NE) - eds — Z/ Oh—146lrz — Ohk-1+6|7+) - op) - eds

Ecén Ee&q
:/'r-ed:c—i-/ R - eds.
Q UE

Setze J := Jj fiir h-Verfeinerung und J := I, fiir p-Verfeinerung. Dann gilt auf-
grund der Galerkin-Orthogonalitit

(R(upk—1+0), €)

(4.71)

1/2 1/2
< I E vl P e~ Te)lr + Y175 Tnle— )l
TeT Ece PE hg
p
<) ” rll52) "% Z T||e — Jell3)'?
TeT TeT
PE
Z” 1/2R||2U£ 1/2 Z ||€—J6||2 )1/2
Ece Pg EES

Aus (4.49), (4.50) und mit den Definitionen fiir nr und ng folgt im Fall der h-
Verfeinerung

1
2\ + 24 Ha’k*HG_U’“k*”"”%Z(Q) < \/@(Z n%)l/QHBHHl(Q)‘f‘\/a(Z 77125)1/2||e||H1(Q)

TeT Eet

(4.72)
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Im Fall der p-Verfeinerung folgt aufgrund der Quasiuniformitit des Netzes aus
(4.59), (4.60)

C
rolle = el < 21| Velizs, VT ET,z€T,
1

P
}11/2

le = Inellze) < (| Vellws), VE €&,z €F,
K1
E

fiir pgp = max{pr,, pn, }, falls E = 071N07T5. Damit gilt (4.72) auch fiir p-Verfeinerung.
Mit der 2. Kornschen Ungleichung folgt,

1 2 / C6 1/2 1/2
m||a'k71+0_a'h,k71+9”L2(Q) <( ;(Z Zﬂ )e(e)lz2q)

TeT EcE

Die Satze 4.7, 4.15 bzw. 4.16 werden zur Absorption der rechten Seite verwendet. ll

4.2.2 Effizienz der Fehlerabschitzung

Effizienzbeweise fiir den Residuenschéitzer in der Elastizitdt bei h-Verfeinerung be-
ruhen auf Arbeiten von Verfiirth [62, 63, 65] und lassen sich auf die Elastovisko-
plastizitit iibertragen, wenn man die explizite Darstellung des Spannungstensors
beriicksichtigt (Sétze 3.1- 3.3).

Satz 4.29 ([65]). Es wird vorausgesetzt, daff die Anfangswerte im Zeitschritt exakt
gegeben sind. Dann ist die L*-Norm des Volumenresiduums, ||7||r2(r), lokal durch
den Fehler der Finite-Elemente-Diskretisierung beschrinkt,

71|22y < es(hy | uk—140 — Wng—140llmrcr) + (|7 — Fllz2em))- (4.73)

Mit 7 ist eine endlichdimensionale Approximation fir das Volumenresiduum r be-
zeichnet, die auf jedem Element stetig ist.

Satz 4.30 ([65]). Vorausgesetzt wird, daff Anfangswerte im Zeitschritt exakt gegeben
sind. Die L?>-Norm des Kantenresiduums, || R||p2(g), ist dann lokal durch den Fehler
der F' inite—Elemente—Diskretisierung beschrdnkt,

1Rllcew) < el k110 — wnivoollin sy + B2 lr = Fll oy + IR — Rlloace).

(4.74)
Mit R ist eine endlichdimensionale Niherung fir das Kantenresiduum R bezeichnet,
die auf jeder Kante stetig ist. Das Gebiet E ist der Patch zur Kante E, definiert
durch E=U{T' ¢ T:ECT}.

In den oberen Abschitzungen fiir Volumen- und Kantenresiduum treten Terme
|7 ||z2¢r) und || R— R)||12(m) auf, die nur dann klein werden, wenn sich Volumen und
Kantenre51duum gut durch Polynome approximieren lassen. Dies ist fiir elastische
Elemente bzw. Kanten gegeben und im Fall der Plastizitit (o — 0) auch fiir komplett
plastische Elemente bzw Kanten zu beiden angrenzenden Elementen.

In der Arbeit Arbeit [47] von Melenk und Wohlmuth wird gezeigt, da§ bei p-
Verfeinerung die Eigenschaften der Zuverlissigkeit und der Effizienz nicht simultan
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fiir den Residuenschitzer bewiesen werden konnen. Dies liegt daran, dafl in inver-
sen Abschitzungen die Abhingigkeit vom Polynomgrad nicht in derselben Potenz
vorkommt wie die Abhéngigkeit von dem Elementdurchmesser.

4.3 Die Methode der dquilibrierten Residuen

Die Methode der dquilibrierten Residuen beruht auf Arbeiten von D. Ladeveze und
D. Leguillon [43], M. Ainsworth und J.T. Oden [4, 1, 2, 3], R.E. Bank und A. Weiser
[17], sowie T. Strouboulis, I. Babuska und K. Gangaraj [59].

4.3.1 Zuverlassigkeit der Fehlerabschitzung

Die Methode der dquilibrierten Residuen ist ein impliziter a posteriori Fehlerschétzer,
der eine obere Schranke fiir den Spannungsfehler liefert. Es sind elementweise Neu-
mannprobleme zu l6sen, die Losbarkeit dieser Probleme wird fiir finite Elemente
der Ordnung p > 1 durch die Konstruktion dquilibrierter Randkréfte garantiert. In
diesem Abschnitt wird der zweidimensionale Spezialfall behandelt. Die Technik der
Methode der dquilibrierten Residuen wird in diesem Abschnitt in Anlehnung an das
Buch [4] beschrieben. Die Anwendbarkeit auf das elastoviskoplastische Problem ist
eine Konsequenz aus den Ergebnissen des Abschnitts 4.1. Effizienzbeweise werden
finiten Elementen hoherer Ordnung angepaft.

Definition 4.31 (Aquilibrierte Randkrifte). Es werden Randkrifte g (t—140) €
L2(0T) fiir T € T definiert, mit den Eigenschaften

gr(tk-1+0) = g(tk-119) aufOT NTy, (4.75)

gT(tk,H_g) + agr (tk71—|—9) =0 auf oT N aT'. (476)

Definition 4.32 (Lokale Probleme). Mit Vi wird der Funktionenraum Vp :=
{ve H(T)?:v =0 auf TpNIT} bezeichnet. Das Funktional ly_1,9r(v) : Vr = R
wird definiert als

li—11or(v) := / f(ti—140) -vdx +/ g7 (ti—140) -vds — / Ohi—110 : €(v) de,
T T

oT
(4.77)
und die Bilinearform ar(yr,v) : Vi X Vp — R wird definiert als

ar(yr,v) == /Te(yT) : €(v) dex. (4.78)

Es werden lokale Probleme folgendermafen definiert. Man bestimme y, € Vr, so
daf fir alle v € Vi

aT(yT, 'U) = lk,H_g,T('U). (479)

Definition 4.33 (Fehlerschitzer 7g und Verfeinerungsindikator ngg r). Der
Fehlerschditzer ngg und der Verfeinerungsindikator ngor werden definiert durch

W%Q,T = ar(Yr, Yr), (4.80)
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e = () mher)'”. (4.81)
TeT

Satz 4.34. Fiir gegebene Anfangswerte wpk_1, opp—1 gilt fiir einen elastischen Zeit-
schritt [ty_1,tx] die Spannungsfehlerabschdtzung

A
lok-146 = Onk-110llz2(0) < (1 + ;)WEQ- (4.82)

Fiir gegebene Anfangswerte wp g—1, Op g1, —1 gilt im Zeitschritt [t—_1, tx] bei Visko-
plastizitdt mit isotroper Verfestigung die Spannungsfehlerabschditzung

V30t
+ H202) + 0N, H B2 ) P9
(4.83)
Fiir gegebene Anfangswerte wpg_1, Ohg—1, Qg1 gilt im Zeitschritt [ty_1,t;] bei
Viskoplastizitat mit kinematischer Verfestigung die Spannungsfehlerabschdtzung

1
o . < (22 +2 5
lok—140 = Thr—140ll2(0) < (2A + 2p) <2u - o(1

+ L gw)g
2\ ALk Q-

1
lok—110 — Thp-110ll22(0) < (2A + 2p) (

ke
(4.84)
Bewets. Mit Satz 4.4 und e := ug_149 — Up k140 gilt
| 12 < (R(wnp_rso), €) (4.85)
116 — Ohk— _ ,€e). .
I+ 2 Ok_1+6 hk—146|l2 < hk—146

Es gilt mit Definition 4.32, Definition 4.31 sowie Anwendung von Holder-Unglei-
chung und diskreter Holder-Ungleichung

<R(uhk 1+9 Zlk 1+0T Z/ yT

TeT TeT

<> lletwr)llerllel@)llzr < (Y lelr)50) (Y lle(e)lzz)? = neqlle(e)l2-

TeT TeT TeT

Zur Absorption der rechten Seite werden die Sétze 4.7, 4.15 bzw. 4.16 verwendet. B

4.3.2 Losung der lokalen Probleme
Losbarkeit

Falls [0T N T'p| # 0 folgt die eindeutige Losbarkeit der lokalen Probleme aus dem
Lax-Milgram-Lemma. Falls |07 NI'p| = 0 handelt es sich bei den lokalen Problemen
(4.79) um Neumann-Probleme. In diesem Fall kann keine eindeutige Losung exi-
stieren, denn addiert man zu einer Losung yr eine beliebige Starrkérperbewegung
v € Zr mit Zr == {2z € Vr : a(v,2) = 0 VYov € Vr}, erhilt man wieder ei-
ne Losung. Eine Anwendung des Lax-Milgram-Lemmas bend6tigt das Konzept der
Quotientenrdume [48]. Es wird der Raum X1 = HY(T)/Z7 definiert, das ist H(T)
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modulo Starrkérperbewegungen. In diesem Raum soll das Lax-Milgram-Lemma an-
gewendet werden, um eine eindeutige Losung in dem Quotientenraum zu beweisen.
In X7 ist eine Norm definiert durch

lelllxr = el @y/ze = inf llw+ 2[lm o). (4.86)

Die Bilinearform im Quotientenraum ist unabhingig von einem bestimmten Re-
priasentanten gegeben durch

ar([u], [v]) = /Te('u,) ce€(v)de  mit u € [u],v € [v]. (4.87)

Die Bilinearform ist stetig, denn aus

ar(u, v) < |le(w)]| 2 ()l 2y < lwllar vl o

folgt
or([ul; [v]) < inf flullmm) nf vl (4.88)

Der Beweis der Elliptizitidt der Bilinearform in dem Quotientenraum X1 bendétigt
die 1. Kornsche Ungleichung und eine Variante davon.

Satz 4.35 (Variante der Kornschen Ungleichung). Ist 2 eine offene, be-
schrinkte Menge in R? mit stiickweise glattem Rand und Zo die Menge aller Starr-
korperbewegungen auf 2, dann gibt es eine Konstante cig > 0, so daf

collvllaeyp/ze < €))7z (4.89)
Beweis. Angenommen, die Behauptung sei falsch. Dann gibt es eine Folge
v, € H(Q)?/Zq mit
1

le(@nllze <~ und  [loallaipyz, = 1.

Weil H'(Q) in H°(Q) kompakt ist, gibt es eine Teilfolge der beschrénkten Folge v,
die in H9(Q) = L*(Q) konvergiert. Aufgrund der 1. Kornschen Ungleichung gilt

CK”vm - 'Unj”?{l(ﬂ) < ||€(vni - vnj)”%?(ﬂ) + ”vm - ,v"j”%z(ﬂ)
2 2 )
< TL_ + o + ”vm - Unj”Lz(Q)'
v J

Damit ist die Teilfolge v,,, eine Cauchy-Folge in H'(2) und, da H'(Q) ein Banach-
Raum ist, auch konvergent gegen ein uo € H(Q2). Es gilt

Jim_[le(w)l120) = lle(uo) l12(0) = 0.

Daher ist ug eine Starrkorperbewegung, ein Widerspruch zu

1= ||'Uni||H1(Q)2/ZQ — ||u0||H1(Q)2/ZQ = zieang ||U() + z||H1(Q)2 =0.
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Die Elliptizitét der Bilinearform ar([u], [u]) folgt nun aus Satz 4.35. Es gilt

ar([ul, [u]) = /T e(u) : e(w)dz > cioll[ulllin )z, - (4.90)

Der Beweis des Lax-Milgram Lemmas im Quotientenraum X erfordert weiterhin
die Stetigkeit des Funktionals der rechten Seite, [y_1+97(v). Damit dieses Funktional
wie die Bilinearform unabhingig von einem bestimmten Représentanten in dem
Quotientenraum definiert ist, mufl gefordert werden, daf

li—1+9r(v) =0 fiir alle v € Z;. (4.91)

Das Funktional ;1197 (v) ist stetig. Der Beweis benotigt den Spursatz.

Satz 4.36 (Spursatz [33]). Fiir ein beschrinktes Gebiet Q mit einem C*'-Rand 0
existiert ein beschrdnkter linearer Operator

v WHP(Q) — LP(09),

so daf B
YU = ulaq falls w e WHP(Q) N C(Q) (4.92)
und
el o) < cunllullwiro)- (4.93)
Beweis. [33] [

Mit der Cauchy-Ungleichung und der Spurungleichung (4.93) gilt

|lk—110,0([v])]
=] / F(tk-116) - vdx —I—/ g1 (te—1+40) - YvdS — / Ohk1+0: €(v)dz |
T oT T

< F (te—rvo)ll2cmy 1ol 2y + |97 (Er—140) | 22om) |70 | L2077
+ o nk-110ll L2 || €(V) | L2(r)

< Ftr1vo)llz2y + crillgr (tr—1vo)llz2or) + o hk—140llL2(m) [0 272 (1)

(4.94)

Mit (4.88), (4.90) und (4.94) folgt aus dem Lax-Milgram-Lemma die eindeutige
Losung des folgenden lokalen Neumann-Problems im Quotientenraum H*(T')/Z7:
Finde ein [y,] € HY(T)/Zz, so da§

a(yr,v) =l _1407(v) =0 fiir alle v € H'(T). (4.95)

Der Raum Z; enthilt die linearen Starrkorperbewegungen, d.h. z € Z;, falls
z(x) = A-x + b, wobei A eine Drehmatrix und b ein konstanter Vektor ist.
Mit N sind die Knoten der Triangulierung 7 bezeichnet. Es gilt Y~ .\ ¢n(z) =1
in Q. Mit N(T) sind die Knoten von Element 7 bezeichnet und mit N () die
Knoten der Kante 7. Die Randkrifte g(tx 14¢)r sind so zu konstruieren, daf§ die
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Aquilibrierungsbedingung 1. Ordnung erfiillt ist. Der Raum Z ist ein Teilraum von
span{¢;}, i € I,(T). Es werden Randkréfte g(tx_149)7 konstruiert, so dafl

0
lk—140.7( ((ﬁl)) = lg—110,7( (wl)) =0 VieN(T), (4.96)
gr(te—ie) + 9 (te140) =0 auf 0T N AT, (4.97)
gr(te_110) = g(te_119) auf 0T NTy. (4.98)

Der folgende Algorithmus nach M. Ainsworth und J. T. Oden [4] dient der Be-
stimmung der Randkrifte g, (tx_1.4). Die Berechnung der Randkrifte erfolgt dabei
durch Losung lokaler Probleme.

Definition 4.37. Mit I,(v) ist die Menge der linearen Freiheitsgrade von Kante 7y
bezeichnet. Die Momente der Randkrifte sind definiert durch

phi= [r(tor) - dids  firle o). (4.99)

Y

Fiir die Randkrafte wird der Ansatz

gr tk 1_|_9 Zallqﬁl firl; € I (’Y) (4100)

verwendet. Damit erhélt man fiir die Momente der Randkrifte

4
Wy = Yo, / ¢, dy,  fiir ; € [i(7). (4.101)
=1 Y

Zur Berechnung der Koeffizienten oy, 7 = 1, ..., 4 wird die Massenmatrix M, fiir jede
Kante 7y definiert,

f7 ¢, ¢ ds ... f7 ¢y, - ¢, ds
M'y = e =
f7 ¢, P ds ... f7 ¢y, - ¢, ds

h (4.102)

O = O N
_— o N O
O N O =
N O = O

und man erhilt die Koeffizienten damit aus der Losung eines linearen Gleichungs-
systems,

M’Y [all’ Qyy, Qg al4]T = [:u‘%,ll’ :u%,ly :u%,ly M%,M]T’ (4103)
2
Qu; = E(Q'M’%Jj - ’u%,lmod(jﬂ,s)ﬂ)' (4'104)

Definition 4.38. Es wird die Funktion Ng_1497(¢,) fir | € I (T) definiert durch

A viom(dy) = /T Trnir0 - () d — /T Fte 110) - b, da.
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Die Aquilibrierungsbedingungen (4.96)-(4.98) lassen sich in Abhiingigkeit der
Momente ausdriicken. Fiir alle Elemente 7" € 7 der Triangulierung muf} gelten

D iy = Dkvvor(dy) Vi € I,(T), (4.105)
yCoT
By = P Vie L(y), y=0TNaT, (4.106)
M%,l = /g(tkH—O) - ¢, ds Vie Ii(y), y=0TNTy. (4.107)
Y

Der Patch zum Knoten n ist das Gebiet P, = U{T € T : n € N(T)}. Die Aquilibrie-
rungsbedingungen fiir die Momente lassen sich als lokale Probleme zu jedem Patch
P, n € N, formulieren. Die Menge der Kanten, die Knoten n enthalten, ist definiert
durch &, = {y € T : n € N(v)}. Zu Knoten n gehoren die Freiheitsgrade {; und I,
mit l; = 2n — 1, I = 2n. Je nachdem ob Knoten n ein innerer Knoten ist oder auf
dem Rand liegt, ergeben sich Unterschiede fiir die Aquilibrierungsbedingungen. Bei
Randknoten mufl noch unterschieden werden, in welcher Kombination die an Kno-
ten n angrenzenden Elementkanten zu Dirichlet-Réndern oder Neumann-Réndern
gehoren.

Bemerkung 3. Durch zweimalige partielle Integration in (4.79) erhélt man

— / div Dy, - vdx + Dyr-nds =
r or (4.108)
/(f(tk1+9) + div O'h7k,1+g) -vdx + / (gT —Ohk 146" nT) - vds,
T

T
wobei ny der Normalenvektor zum Element T ist. Wihlt man nun fiir die Rand-
krifte g = ok 119 - N7, lautet das Problem zur Bestimmung von y;- in der starken
Formulierung

—div Dy = f(tk—140) + divon k140 auf T, (4.109)
Dy, -np = (O'k_1_|_9 - a'h,k—1—|—0) Ny auf 0T Ny, (4.110)
yr=20 auf 0T NT'p. (4.111)

Das heifit Dy, ist der Gradientenanteil von o_119 — 04 k—14¢ in einer Helmholtz-
Zerlegung [21]. Eine optimale Wahl der Randkrifte wire daher g; = %114 - nr.

Numerische Losung

Die lokalen Probleme 4.32 sind auf einem endlichdimensionalen Teilraum zu l6sen.

Definition 4.39 (Endlichdimensionale lokale Probleme). Mit Vi, wird der
Funktionenraum Vryp, := {v, € HY(T)*NSYT) : vy, = 0 auf Tp N T} bezeichnet.
Der Polynomgrad q dieses Finite- Elemente- Raumes ist hoher zu wdhlen als der Po-
lynomgrad p zur Losung des Modellproblems. Mit (4.77) fir das Funktional | und
(4.78) fir die Bilinearform a sind folgende endlichdimensionale Probleme zu losen.
Bestimme yrp, € Vrp, so daf fir alle v, € Vpy,

a’T(yT,Im vp) = lg—110,0(Vh)- (4.112)
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Falls |0T NTp| = 0, ist die Steifigkeitsmatrix A des lokalen Problems singulér.
In diesem Fall ist ein Gleichungssystem Arxz = b zu l6sen, fiir das rg(Ar) =
rg(Ar|b) gilt, da aufgrund der Aquilibrierung eine nichteindeutige Lésung existiert.
Der Vektor b liegt also im Bildraum der Matrix Ar. Eine Losung wird mit Hilfe der
QR-Zerlegung bestimmt. Es existiert eine Zerlegung

Ar=QR (4.113)

der Matrix A in ein Matrixprodukt aus einer unitdren Matrix ) und einer rechten
oberen Dreiecksmatrix R. Damit gilt

Rxr=Q"b=:c. (4.114)

Die Diagonale von R hat 3 Nulleintrége, entsprechend den 3 verschiedenen Starr-
korperbewegungen im R?. Die entsprechenden Indizes werden mit iy, 45, i3 bezeich-
net. Die Komponenten x(i;), (i2), (i3) von  zu diesen Indizes sind beliebig und
werden zu null gesetzt, z(iy) = x(i2) = z(i3) = 0. Dann wird das Gleichungssystem

Ri=¢ (4.115)

gelost, das durch Streichen der Zeilen und Spalten (i1, 49, 3) entsteht. Fiir I = [1 :
2N(T)] und I = I\ {iy,is,43} gilt dann x(I) = & und x((i1,4s,43)) = (0,0,0).
Dieses Losungsverfahren ist erheblich weniger aufwendig als etwa eine Losung iiber
eine Singuldrwertzerlegung.

Definition 4.40 (Fehlerschiitzer 1ngg ;, und Verfeinerungsindikator ngg ).
Die Lisung der endlichdimensionalen Probleme in Definition 4.39 definiert den Feh-
lerschitzer nrgn und den Verfeinerungsindikator nepq rn durch

77]2577Q,T,h = ar(Yrp Y1,p); (4.116)
negn = O Mhgra) (4.117)
TeT

4.3.3 Konstruktion der Momente der dquilibirierten Rand-
krifte

Es wird der Losungsalgorithmus zur Bestimmung der Momente nach [4] angegeben.
Eine optimale Wahl fiir die Randkréfte wire g, (tx—1410) = Ok—149 - n und damit
py, = fy @, - (0k_1+9 - nr)ds. Die exakten Spannungen sind nicht bekannt. Daher
wahlt man die Naherung

:“%,z ~ ﬁ%,l = /¢l (Ohp—1+0|T - m7) ds. (4.118)
v

Es wird der Ausdruck

% Do DD Wk, — )’ (4.119)

TEP, vCOT i=1
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minimiert mit den Aquilibrierungsbedingungen (4.105)-(4.107) als Nebenbedingun-
gen. Zu minimieren ist

({NTM} {Mibor}) = Z Z Z /'[’Tnl /v‘Tm)

TEPn ¥COT i=1

2
+ Z ZO'Tnl (Ak 110,7(¢ m Z ,UTnZ) + Z Z)‘%m (:“%,n,- +U;’,ni)

TEP, i=1 yCoT y=38TnaT" =1

t Z Z’\%m (:U’Tm - /g(tk—l-f—ﬂ) - Oy, ds) .

y=0TNI'y =1

(4.120)
Eine notwendige Bedingung fiir ein Minimum lautet
OL({ug . }s {Ni}s {ori})
7 = 0. (4.121)
a/’l’T,’ni
Daraus erhélt man
IU’,YY“,ni - ﬂij“,nz — OT,n; + /\'y,ni = 0. (4122)
Man setzt
Ay, =0 auf v C I'p. (4.123)
Es ergibt sich fiir die Lagrange-Multiplikatoren
(o7, + o iy T B, s voT N AT,
Ayni = Ot + i, — [ 9 By, ds v=08TNTy, (4.124)
und fiir die Momente der Randkréfte
3 (0T = O g, + iy = Pigs,,, 7 =0T NOT,
Wrme =9 S, 9(th-110) - &, ds v =0T NTy, (4.125)

OTn; + ﬂ%mz Y= oT N I'p.

Damit erhiilt man durch Einsetzen in die Aquilibrierungsbedingung 1. Ordnung
fiir die Momente ein lineares Gleichungssystem zur Bestimmung der Lagrange-
Multiplikatoren {or,, : T € P, }:

1 _
- (0T — O ) + 0T m = Dp1v07(9,,) VT €P,  (4.126)
2 sTeg
y=8TNaT’ yCoTNI'p
mit

> (B, -0 ,)

~=0TNoT’

> e Y[ ot o, ds

yCOTNI'p yCOTNI'w

N | =

Ak—1+9,T(¢ni) :Ak_1+6aT(¢ni) -
(4.127)
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Dieser Ausdruck kann auch in der folgenden Form dargestellt werden,

Nk1y07(bn,) = Dk 1107(dy,) — / (Ohk-140 - NT) - Py s (4.128)
aT
mit
%(Uh,k—1+0|T + a'h,k—1+9|T') -nr auf or N 8T’,
(Ohk—140"M7) = Ohk-116 - NT auf 0T' N I'p, (4.129)

g(tk—1+9) auf 0T NTy.

Innerer Knoten:

Es wird das Gleichungssystem zur Bestimmung der Lagrange-Multiplikatoren {or,, :
T € P,} fiir ein Patch zu einem inneren Knoten aufgestellt.

Abbildung 4.1: Patch zu einem inneren Knoten

Das Gleichungssystem (4.126) lautet:

2 -1 -1 o1 él(d)m)
Ll | = : . (4.130)
0 =1 2 =1 |oxo An_1(¢n,)
-1 -1 2| |ov] | Axe,) ]
Randknoten:

Es wird das Gleichungssystem zur Bestimmung der Lagrange-Multiplikatoren {or,,, :
T € P,} fiir ein Patch zu einem Randknoten aufgestellt. Dabei sind drei Fille zu
unterscheiden. Der Knoten n gehort zu zwei Elementkanten, die von Typ Neumann-
Neumann, Dirichlet-Neumann oder Dirichlet-Dirichlet sein konnen.

1. Neumann-Neumann: v; C I'ny, yv41 C I'y
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DO | =

Abbildung 4.2: Randknoten

01
02

ON-1
ON

01
02

ON-1
ON

01
)

ON-1
ON

A2(‘Pni)

AN—1(<Pm-)

| AN(‘l"nl) A

> >

ANfl (‘Pnl)

| AN(‘Pni) J

AN—l (‘Pnl)

B AN(QOm) A

(4.131)

(4.132)

(4.133)

Es sind lineare Gleichungssysteme M -0 = b, M € RV*N o, b € RY zu lésen.
Die Matrix M ist fiir innere Knoten und Neumann-Neumann Randknoten singulér
mit Kern [1,1,...,1]T. Es gilt also dim(Kern(M)) = 1 und damit rg(M) = N — 1.
Das Gleichungssystem hat eine Losung, falls rg(M) = rg(M|b). Da M = MT folgt
aus Kern(M) = [1,1, ...
Losung besitzt, falls die Summe der Komponenten der rechten Seite b null ist, denn

,1]7, daB das Gleichungssystem dann und nur dann eine
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nur dann kénnen M und M |b durch diesselben elementaren Zeilenumformungen in
Zeilenstufenform gebracht werden. Es gilt

D Akcrvor(bn) = Y Dirror(dn,) —/ 9(tk-110) - Py, ds =0 (4.134)

TeP, TEeP, P’y

aufgrund der Galerkin-Orthogonalitét fiir P;-Finite-Elemente, und damit sind die
linearen Gleichungssysteme losbar. Zur Festlegung der Losung der nicht eindeutig
losbaren Gleichungssysteme wird eine Methode aus [2] verwendet. Man minimiert
oo /2 unter der Nebenbedingung Mo = b. Das Variationsfunktional lautet

L(o,\) = %O'TO' — (Mo —b)" A (4.135)

Durch Ableiten nach o und A erhilt man
oc—M"X\=0 und Mo =0 (4.136)
und damit das Gleichungssystem
MM™ )\ =b (4.137)

zur Bestimmung von . Man definiert 7 := M M?. T und b haben die Eigenschaft
SN Ty =0und 3, b; = 0. Man setzt D := 1®1 und 16st das Gleichungssystem

(T + D)X =b. (4.138)

Gleichungssysteme (4.137) und (4.138) haben diesselbe Losung, denn aus (4.138)

folgt
N

TA+ (D) M)1=b, (4.139)

i=1

und Aufsummieren der Vektorkomponenten auf beiden Seiten ergibt

N N N

S ND T+ NO N)=0. (4.140)

1=

Wegen ZZJL Ti; = 0 erhélt man Zfil Ai=0.

Durch die Aquilibrierungsprozedur wurde eine elementweise Galerkin-Orthogo-
nalitédt fiir Ansatzfunktionen 1. Ordnung konstruiert. Besteht der FE-Ansatzraum

aus Polynomen der Ordnung p, kann man auch Randkriifte g(tx_1.9)7 konstruieren,
so daf}

o O

lk—1+6,T(¢l) Vi € I(T), (4141)
ng (tkfl—H?) + gT2 (tk,1+g) = auf 8T1 N 8T2, (4142)
gT(tk_1+g) = g(tk_1+9) auf 0T NT'y. (4143)
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Man erhilt eine elementweise Galerkin-Orthogonalitit der Ordnung p. Es wird eine
Aquilibrierung hoherer Ordnung durchgefiihrt. Fiir die Randkrifte g(t;_144) macht
man den Ansatz
9(te-rro)rly = Y s (4.144)
LI (7)VI2(7)

und erhélt zur Bestimmung der Koeffizienten «; ein lineares Gleichungssystem,

>
)

kel(y

/ &, buds)oy = 1, Vi€ L(7)U LK) (4.145)

Y

Es zeigt sich, dafl die Momente beziiglich der linearen Basisfunktionen unabhingig
durch den bereits beschriebenen Algorithmus zur Aquilibrierung 1.0rdnung berech-
net werden konnen. Es verbleiben die Momente beziiglich der Kantenbasisfunktio-
nen zu bestimmen. Fiir [ € I,(7) sind die folgenden Aquilibrierungsbedingungen zu
erfiillen,

pry = Di-1107() VT mit v C T, (4.146)
lu}'l,l + lu%z = 0 Y= aTl N aTZ, (4147)
py = / g(tk11e) - Pyds  y=0TNTy. (4.148)

Y

Innere Kante:

Falls v = 9T, N 9T, lauten die Aquilibrierungsbedingungen (4.146)-(4.147)

’u%hl = Ak*1+9,Tl(¢l)a (4149)
'U’%LZ = Ak*1+9;T2(¢l)a (4150)

Die ersten beiden Bedingungen bestimmen die Momente eindeutig und die dritte
Bedingung gilt wegen der Galerkin-Orthogonalitiit.

Neumann-Kante:
Falls v = 0T N 'y lauten die Aquilibrierungsbedingungen (4.146)-(4.147),
N%,l = Np_110,7(dy), (4.152)

o= [ 9lteese) - s (4.153)
Y

Diese Bedingungen bestimmen die Momente eindeutig, da die Differenz der rechten
Seiten aufgrund der Galerkin-Orthogonalitét verschwindet.

Dirichlet-Kante:

Fiir v C I'p, sind die Momente eindeutig durch die folgende Bedingung bestimmt,

M%,l = Ngp_110,7(By)- (4.154)
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4.3.4 Effizienz der Fehlerabschitzung

Die Effizienz der Methode der &quilibrierten Residuen ist in [4] fiir die Finite-
Elemente-Losung des Poisson-Problems mit P;-Elementen bewiesen. Im Zusammen-
hang der Losung des elastoviskoplastischen Problems mit einer Finite-Elemente-
Methode hoherer Ordnung ergeben sich zusitzliche Schwierigkeiten. In Effizienz-
beweisen treten iiblicherweise approximierende Terme auf, die unter bestimmten
Voraussetzungen von héherer Ordnung sind. Bei der Methode der dquilibrierten
Residuen tritt dabei die Orthogonalprojektion IT7 : Ly(y) — P,(7) auf. Um den ap-
proximierenden Term in Satz 4.44 moglichst klein zu halten, wird ausgenutzt, dafl
p in der Orthogonalprojektion als der Polynomgrad der Finite-Elemente-Methode
gewdhlt werden kann. Fiir Finite-Elemente-Methoden hoéherer Ordnung ist damit
p > 1 und es sind im Vergleich zu [4] Modifikationen nétig.

Die Menge der Kanten E € £, die den Knoten n € N enthalten, ist definiert als
En={E€&:nCE}. (4.155)

Satz 4.41. Es wird vorausgesetzt, daf$ die Randkrdfte g nach einer Aquilibrierung
p-ter Ordnung bestimmt sind. Mit IT) = Ly(7y) — Pp(y) ist eine Orthogonalprojektion
bezeichnet. Es qilt

I (gr—{onsrsomDiog < il 3o (3 hplrlart 32 IR
neNny 7'cq, 4 coT' NE,

(4.156)

Beweis. Es wird das Element 7" € T betrachtet. Aufgrund der x-Regularitét
der Triangulierung und (3.52) ist der Durchmesser von jedem Element in dem Patch
T #quivalent zu hy [4]. Daher kann wihrend des Beweises h fiir jeden auftretenden
Elementdurchmesser geschrieben werden.

Die Momente der Grofe IT) (g — (T x—140 - 7)) € Pp(7) beziiglich Basisfunk-
tionen ¢, sind

*Y
Kty = /H;(QT - <0'h,k—1+9 -nr)) - ¢yds.
¥

Die Grofe I1)(gr — (o hk—140 - 7)) kann in eine Legendre-Reihe entwickelt werden.
Die Orthogonalitéitseigenschaft der Legendre-Polynome zeigt dann

/m@~wmwwm»@@=ﬂw—wmwmw»@w

Y v

wobei ¢, Kantenbasisfunktionen bis zum Grad p sind. Die Grofe 11} (gr—{(Ohr-1+0"
nr)) wird als Linearkombination der Kantenbasisfunktionen dargestellt,

I(gr — (Thpr-110 - M1)) = Z bigp-
)

leI(y

Die Koeffizienten 8 = {f1, ..., fn} bestimmen sich aus dem linearen Gleichungssy-
stem

* Y
M’y,B = M7
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Zu
1*'7

B =M, L. (4.157)

Hierbei ist M, die Massenmatrix zur Kante v und der Vektor ;,(L; hat die Momente

ﬁ;z als Komponenten. Damit 148t sich wie folgt abschitzen:

I (g7 — (Thi—140 - )2y = | D Bidyllza)

lel(v)
(15 peras
T 1el(y)
<(J((X (3 o000 = /z@ > - d)ds)"”
T 1el(y) leI(y T ler(y lel(y)
=8I Y & ¢lds>1/2<c13h1/2|ﬂ|<c13h1/2|M ey
7 1el(y) Sclzh*l

< 013014h71/2‘l*1T‘-

Damit gilt also

IR
1L (gr — (O hk—1+0 - nT))”%%y) < achh |t = eyl h Z .u'Tz
i€l(y)

Zunichst werden die Momente zu Basisfunktionen 1. Ordnung abgeschétzt, wobei
hier die Ausfiihrungen [4] folgen. Es gilt

* Y

Hry = /(QT —(Ohk-140 - 1)) - Pyds.
Y

Mit (4.129) erhélt man

(fig ,uTn) auf y =0T N T,
auf vy =0T NTp,

3
/(Uh,k—1+a “nr) - @,.ds= p,
! f tk 149) - @,.ds auf 7T NTy.

Mit (4.125) folgt

%(OT,M —op ;) aufy=0TnN oT',

s = 3 O, anf y = 9T (T,
0 auf y =0T NTy.
Es folgt
* Y
firg? <cis Y ohn <cis Y ANy pr(9,,) (4.158)

T ey T eQ,
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fiir die Momente zu linearen Basisfunktionen. Weiter gilt

Alc—1+6v,T’ (¢nl)
=/ Ohi-1+0 - €(0,,)dx — / F(tr-110) - @, dx — / (Ohk—146"Np) - O, ds
T’ T’ oT’

:_/ (diVUh,k1+e+f(tk1+a))'¢nidm+/ (Ohg—140 - Mg) - G, ds
T T’
/ (Ohk—146 " Tp) - @, ds
a1’
:—/ r-¢,dr+ [ R-¢,ds.
T’ T’

Auf einer Kante v = OT' NT'y oder v = T NTp gilt dabei R = R und auf inneren
Kanten v gilt R = %R. Damit erhilt man

Do @n)| el o lDn oy + D IR 10nllaeyy

4 cor’

<cig(hllrll g2y + Z W2 || Rl 2y))-

v CoT' NE,

Hierbei ist &, die Menge der Kanten, die Knoten n enthalten. Damit gilt

(i) < e Y Rl + Y RlIRIG.).

T eQn v coT' NEn

Es sollen nun die Momente ﬁ;l zu Basisfunktionen hoherer Ordnung abgeschétzt
werden. Es gilt

*
pir, = /(QT —(Ohk-140 - M1)) - G ds = pg; — /(Uh,k—1+e'nT> - @ds.
vy

Y

Fir v C I'y gilt

py = /g(tk—1+e) ~¢ds  und  (onp-119 - 1) = G(tk-110)-
v

Daher ist fip,, = 0. Fiir v C T'p gilt mit (4.154)
g =D (&) und (Ohr—1+10-MT) = Opg_14+9 - M-
Ky k—146,T\P; hk—146 - TVT hk—146 - 0T

Damit gilt

,&;,l = Ng_110,7(d1) — /(O'h,k—1+a ‘nr) - ¢ds

v

= /Tah’k_1+9 :e(¢))dx — /Tf - ¢ dx — fy(a'h,k_Hg -nr) - ¢,ds.
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Partielle Integration zeigt

,I*L;,l =- /(diV Oni-1+0 + f(te—110)) - P dx + / (Ohk—116-17) - Pyds
T o

T

- / (Thk—14017) - Pyds

Y

- /(diV Ohk-1+0 + f(tr-110)) - G dx = — / - ¢ dz.
T T
Falls v = 0T N T, gilt

1
pr; = Dk-1yor(¢y)  und (Thk—110-M7) = g(ah,k—1+e|T+ Thk—140l7') - Mr.

Damit folgt

* Y 1
fits = Bicr00(6) = [ (G@ne1ialr + Tnssialye) - mr) - s =
v

1
/ Thp-1+0 : €(P)idx — / f-¢dx— /(E(Uh,k—1+6|T + Ohk-1+6l) - M7) - Pds.
T T v

Partielle Integration zeigt

/*L;,l =— /(diV Ohi—1+0 + f(te—110)) - dx + / (Ohk—116lT - M7) - Pyds
T or

1
- /(i(ah,k1+0|T +Ohi-140l7) - 1) - Pds
Y

=_ /(div Ohk—1+6 + f(ti-149)) - $dx
T

1
1 / (O ntiolt — O tsolps) - Tr) - s

/ - pdx + - /R b,ds.

Damit gilt fiir Momente zu Kantenbasisfunktionen

*Y
igy| < vl l@llzea) + IRl 2ol @illz2¢) < cis(BliTlizaey + hY2(| Rl 22,

und man erhilt )
(7)) < cro(B2|lP 22 + RIIRI22)-
[ |

Satz 4.42 (Variante der Kornschen Ungleichung). Ist Q eine offene, be-
schrinkte Menge in R%2 mit stickweise glattem Rand, dann gibt es eine positive
Konstante cop, so dafs

020”””%11(9) < /Qe('v) :e(v)dzx  fir alle v € H'(Q)*\ Zq, (4.159)

wobei Zq die Menge aller Starrkéorperbewegungen auf Q) ist.
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Bewets. Angenommen, die Ungleichung sei falsch. Dann gibt es eine Folge
v, € H'(Q)?\ Zq mit
1
l€(vn)[|720) < ~und |vnlla1 @) = 1.

Weil H'(Q) in H°(Q2) kompakt ist, gibt es eine Teilfolge der beschrinkten Folge v,
die in H(Q2) = L*(Q)) konvergiert. Aufgrund der 1. Kornschen Ungleichung gilt,

CK“vm - ’U'"aj”%ll(ﬂ) < ||€(’Um - vnj)||%2(ﬂ) + ”vm - vn]‘”%,z(ﬁ)
2 2
< n_z + n_J + |vn, — vnj”L?(Q)-

Damit ist die Teilfolge von v,, Cauchy-Folge in H*(2) und da H*(2) ein Banachraum
ist, auch konvergent in H'(Q). Es gibt daher ein uy € H}(Q)? \ Zq, so dal

m |le(vn,)l| o) = ll€(uo) |10 = 0.
g —> 00

Daher ist uy = 0, ein Widerspruch zu 1 = ||v,, || g1(0) = [|wol|#1(0)- [ |

Satz 4.43 ([20]). Unter der Voraussetzung, dafi das Gebiet Q einen Lipschitz-Rand
hat und 1 < p < oo eine reelle Zahl ist, existiert eine Konstante co; > 0, so daf fir
alle v € WHP(Q)

0]l oo0) < eanllvll @ lIolih . (4.160)

Der folgende Satz zeigt, wie der Effizienzbeweis fiir die Methode der dquilibrierten

Residuen in [4] zu modifizieren ist, um in der Elastoviskoplastizitéit eine obere Ab-
schitzung der elementweisen Fehlerindikatoren zu erhalten.

Satz 4.44. Ist y; eine Lisung des lokalen Problems aus Definition 4.32, und wur-
den die dquilibrierten Randkrifte {g;} nach einer Aquilibrierung p-ter Ordnung
bestimmt, dann gilt mit ¥ und R aus den Sdtzen 4.29 und 4.30 fir den Fehler
€ := Uk 119 — Upi_1+0 Mil einer Konstanten coq > 0 die Abschéitzung

— 1/2 )
ar(ye, yr)? <cu (||€||H1(T”) + hrllr =Pl 2y + hi? IR = Rl z2(ute, menmery)

+ th/2||Hg<0'h,k71+0 “ny) = (Ohk-140° nT>”L2(8T\FN)>.

(4.161)
Beweis. Die lokalen Probleme sind definiert durch
aT(yTa ’U)

=lp_146(v)
:/ f(te—119) - vdx +/ gr(tk_119) - vds — / Ohi—1+0 : €(v)dx

T aT T
Z/(f(tk—1+o) +divopk-_140) - vd +/ (9r(te—140) — Ohg—1+0 1) - VAS

T aT

=/ r - vdx +/ cyR - vds +/ (97(tk—1+9) — {(Oh k110 - NT))VdS,
T ar ar
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wobei ¢, = 1/2, falls y eine innere Kante ist, und ¢, = 1, falls v eine Kante auf dem
Rand 0f2 ist. Aufgrund der Aquilibrierung 1. Ordnung gilt I_;,4(1) = 0, und daher
erhélt man mit ¥ = 7 [, vde,

ar(y,,v) = a(yy, v — ) :/Tr (v —v)dx +/ c,R-(v—7)ds

aT
+/ (97 (tk—140) — (Ohk—140 - M1)) - (v —D)ds.
aT
Mit der Cauchy-Ungleichung und Satz 4.43 folgt

aT(yTav)
§||7’||L2(T)||U - 5||L2(T) + ||R||L2(3T)||v - E||L2(0T)
+lgr(te-110) = (Trr—110 - nr)l| L2001V — P L2007

_ _nl/2 1 2
<lIrllzoeyllv = Bl 2y + e | Rl 2om 1o — Bl ot o — 1 s
+ ollgr (th116) — (Thp—110 - 1) || 20my |0 — v||1/2T)||v v||”2

Mit der Poincaré-Ungleichung ||v — @||z2(ry < ca2h|v| g1y folgt
ar(Yr,v) < coa(hllr|l L2 + C21h1/2||R||L2(aT) + co1h'?|lgy — (o hp—110- nr) 2(or))
X |[vll 1 (my

Mit Satz 4.42 und der Wahl v = y, erhélt man mit co3 = coo max{1,co1}

ar (Yo, yr)?

<cos(hll7l o) + h1/2||R||L2(3T) + hl/Q”QT — (O hp—140 - 1) L2(0m))
=cos(hll7|l 2y + B | R L2 oy

+h'||g, - (o hk—110 - 1) + (T hr—110 - 1) — (Thp-140) lL2(0m\r))
<cas(Pllrllz2(r) + h1/2||R||L2(6T) + hl/Q”QT - H;<0'h,k—1+6 1) || 2 em\ry)

+ h1/2||Hg<0'h,k—1+0 “nr) = (Thr—1+0 ° 1)||L2(0T\TN))-

Mit Satz 4.41 folgt
ar(yr, Yr)'? < casx

(hT||7‘||L2(T) + th/2||R||L2(aT) + WP h 140 - Pr) — (T 110 - P || 200m\T y)

+Z Z Z(hT'||T||L2(T')+ Z h;/’QHR”L?('V')))'

YCAT neENTY T' cq,, 5 coT'nE,

Mit T ist der Patch zum Element T bezeichnet, wie in (3.51) definiert, und w,
bezeichnet den Patch zur Kante v, d.h w, = U{T" € T : v C T'}. Mit den Sitzen
4.29, 4.30 und e := ug_119 — Up k140 folgt

1/2

ar(yr,yr)'""” <cau(llell gz + hrllr — 7l + hi” | R = Rllr2uge,menrncry

+ th/QHHZ(o'h,k—He “nr) = (Thp-140" nT>||L2(3T\FN))
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4.4 Die Methode der Patch-Residuen

Ein zweiter impliziter Fehlerschitzer ist die Methode der Patch-Residuen. Im Gegen-
satz zur Methode der dquilibrierten Residuen werden lokale Probleme nicht element-
weise, sondern fiir jeden Patch geldst. Dadurch entfiillt die Aquilibrierungsprozedur,
man hat es aber mit gréfleren lokalen Problemen zu tun. Fiir das Poisson Problem
wurde diese Methode von C. Carstensen und S.A. Funken in [26] beschrieben. In
der Kontinuumsmechanik treten bei dieser Methode lokale Probleme auf, die nur
bei Verwendung finiter Elemente hoherer Ordnung l16sbar sind, d.h fiir p > 2. Die-
ser Abschnitt beschreibt die Methode der Patch-Residuen fiir den ebenen Verzer-
rungszustand. Da die Ergebnisse in Abschnitt 4.1 auch den dreidimensionalen Fall
einschlieflen, ist eine Verallgemeinerung moglich.

4.4.1 Zuverlassigkeit der Fehlerabschitzung

Die Methode der Patch-Residuen liefert eine obere Schranke fiir den Spannungsfeh-
ler. Es werden fiir jeden Patch lokale Probleme definiert.

Definition 4.45 (Lokale Probleme). Mit V, wird der FunktionenraumV, := {v €
HYQ,):v=0 aufTpndQ,} bezeichnet. Das Funktional l,(v) — R wird definiert
als

l,(v) = / o, r-vdzx +/ o, R-vds, (4.162)
z uéNQ,

mit UE = U{E : E € &} = {x : firaleE € & x € E}. Die Bilinearform
a,(y,,v): V, x V, = R wird definiert als

0:(y,,0) == / ooy, - €(v) de. (4.163)

Es werden lokale Probleme fiir jeden Patch S0, definiert. Man bestimme y, € V,, so
dafs fir alle v € V,

a,(y,,v) = 1,(v). (4.164)

Definition 4.46 (Fehlerschitzer 7, und Verfeinerungsindikator 7 ,). Der
Fehlerschdtzer n, und der Verfeinerungsindikator ny, , sind defintert durch

M. = (Y Yz), (4.165)

= (O np) (4.166)
zeEN

Satz 4.47. Fir gegebene Anfangswerte wp 1, op i1 gilt fiir einen elastischen Zeit-
schritt [ty_1,1x] die Spannungsfehlerabschdtzung

A
lok—140 — Thp-110ll22(0) < (1 + ﬁ)nL' (4.167)
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Fiir gegebene Anfangswerte wp 1, Oh 1, 01 gilt im Zeitschritt [ty_1, ti] bei Visko-
plastizitdt mit isotroper Verfestigung die Spannungsfehlerabschitzung

1 V304t
149 — _ 2y < (2N +2 —
|ok—1+0 — Onk-1+0llL2(0) < (2A + 2p) (2N + o+ B707) + 000, H, 52

nL-

(4.168)
Fiir gegebene Anfangswerte wpp—1, Ohr—1, Ok—1 gilt im Zeitschritt [ty_1,tx] bei
Viskoplastizitat mat kinematischer Verfestigung die Spannungsfehlerabschdtzung

1 1 1 40+ 20tk
||0'k,1_|_9 — Uh,k71+0||L2( (2)\ -+ 2/1) ( \/2 —+ —(uP) nL-

k1 2 ONt Lk
(4.169)
Bewets. Mit Satz 4.4 und e := Ug_149 — Up p—1+0 gilt
1 2
mnﬂkfue — O k140l < (R(Unk-140,€)-
Es gilt mit Definition 4.45
(R(whk—1+0), /.f tk—1+0) €d€'3+/ g(tk—1+0)'ed3—/ Ohi—1+9 - €(€) de.
INY Q

Elementweise Auswertung der rechten Seite und partielle Integration liefert

(R(whk—1+0); Z/ (tk—140) + divopk_116) - €dz
TeT

— / (Ohp-116-m)-eds+ / gty 119) - €ds.
T I'n

Fiir E = TTNT~ werden die zu den Elementen 7T und 7~ zugehérigen Spannungen
mit o ;.o und o, _, 4 bezeichnet. Der Vektor ng ist in diesem Fall der &ufere
Normalenvektor von Element T~ zur Kante E. Fiir E C 09 ist ng der duflere
Normalenvektor zur Kante E. Damit folgt

(R(unk-1+10); €)
= Z / tk 1_|_e) + div Ohk— 1+g) edx + / (g(tk_1+g) — Ohk—146 " n) -eds
I'n

TeT

+Z/ ahk 140 — Oh - 140) " ME) - eds.

Eeé&

Mit den Definitionen 4.23 und 4.24 fiir die Kantenspriinge und das Volumenresiduum
erhélt man

(R(upg—1+0),€) = /r edw+/ R. eds—Z/ ©,T- edm+/ o, R-eds.

2eN Uueén,
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Anwendung von Hélderungleichung und diskreter Hélderungleichung zeigt

1
a7t~ onsaal} < S L(e) = 3 / poe(ys) : ele) da
2eEN 2€EN
<Y e ey .0, 102 e(€)|13 0.
2eN
<O e e(y)l3.0.)' O e *e(e)ll50,)'
2€EN 2eN
=nc||e(e)]l2-

Die Sitze 4.7, 4.15 bzw. 4.16 werden zur Absorption der rechten Seite benutzt. W

4.4.2 Losung der lokalen Probleme
Losbarkeit

Ein Beweis fiir die Existenz von Losungen der lokalen Probleme in Definition 4.45
ist ein offenes Problem, da die Elliptizitdt der Bilinearform a(v,v) in (4.163) nicht
klar ist. Es kann aber eine notwendige Bedingung fiir die Existenz von Losungen
angegeben werden. Falls |02, NT'p| = 0, handelt es sich bei den lokalen Problemen
(4.164) um Neumann-Probleme. In diesem Fall lautet eine notwendige Bedingung
fiir die Existenz von Losungen, daf fiir 7, :={z €V, : a,(v,2) =0 Vo € V,} gilt

l,(v) =0 firallewv € Z,. (4.170)

Dabei enthélt Z, die linearen Starrkérperbewegungen, d.h. z € Z,, falls z(x) =
A - x + b, wobei A eine Drehmatrix und b ein konstanter Vektor ist.

Satz 4.48. Die lokalen Probleme aus Definition (4.45) konnen fir [0, NT'p| =0
nur dann eine Losung besitzen, falls die Galerkin-Orthogonalitit 2. Grades erfillt
15t.

Beweis. Es ist zu iiberpriifen, dafl [,(v) = 0, falls v € Z,. Die Menge Z,
besteht aus den Starrkdérperbewegungen. Fiir v € Z, gilt p,v € §%(Q). Mit partieller
Integration erhilt man die Darstellung

/f te—140)" (p.v) dz— /O'hk 140 : D(p.v) dz+ / 9(te-110)-(p.v) ds
Q 89.NT y
(4.171)
fiir das Funktional (4.162). Die Forderung [,(v) = 0 fiir v € Z, in (4.171) ist identisch
mit der Forderung, dafl die Galerkin-Orthogonalitit zweiten Grades erfiillt ist. W

Die Galerkin-Orthogonalitét 2. Grades ist fiir Finite-Elemente-Methoden héherer
Ordnung gegeben. Erforderlich sind Ansatzfunktionen mindestens 2. Grades fiir die
Verschiebung.
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Numerische Losung
Die lokalen Probleme (4.164) sind auf einem endlichdimensionalen Teilraum zu 16sen.

Definition 4.49 (Endlichdimensionale lokale Probleme). Mit V,, wird der
Funktionenraum V, 5 = {v, € H(Q,)NSU Q) : v, =0 aufTp NN} bezeich-
net. Der Polynomgrad q dieses Finite- Elemente- Raumes ist hoher zu wéhlen als der
Polynomgrad p zur Ldsung des Modellproblems. Mit (4.162) fir das Funktional [,
und (4.1683) fiir die Bilinearform a, sind folgende endlichdimensionale Probleme zu
losen. Bestimme Yon € Van,y 80 daf$ fiir alle v, € V,p,

0z (Y2 p Un) = Lo (vn). (4.172)

Falls |02, N T'p| = 0, ist die zugehorige Steifigkeitsmatrix A, des lokalen Pro-
blems singulér. In diesem Fall ist ein Gleichungssystem A,x = b zu losen, fiir das
rg(A;) = rg(A,|b) gilt, da aufgrund der Betrachtungen im letzten Abschnitt eine
nichteindeutige Losung existiert. Der Vektor & wird analog zum letzten Abschnitt
mit Hilfe einer QR-Zerlegung bestimmt.

Definition 4.50 (Fehlerschétzer 7, und Verfeinerungsindikator 7y, , ;). Die
Losungen der endlichdimensionalen lokalen Probleme in Definition 4.49 definieren
den Fehlerschitzer ng » und den Verfeinerungsindikator ny, . durch

Mo = 0(Yyps Yson); (4.173)
= (> ni )Y (4.174)
z2eEN

4.4.3 Effizienz der Fehlerabschitzung

Effizienz fiir die Methode der Patch-Residuen kann mit Hilfe der Satze 4.29 und
4.30 gezeigt werden, die fiir h-Verfeinerung gelten. Der Durchmesser h, von (2, ist
definiert als

h, =max{hr:T €T, T CQ,}. (4.175)

Satz 4.51. Ist y,, eine Lisung des lokalen Problems aus Definition 4.49, dann gilt
mit ¥ und R aus den Sitzen 4.29 und 4.30 fiir den Fehler e := Up—149 — Up k—1+0
mit einer Konstanten c3; die Abschdtzung

a( Yo Yop)? < csi(llellm,) + hallr — Pllzzg,) + 12| R — Rl|12e,)). (4.176)

Bewesis. Falls fiir die Losung des lokalen Problems in Definition 4.49 y, , € Z,
gilt, d.h. y, , eine Starrkérperbewegung ist, gilt a(y, », ¥, ) = 0 und die Behauptung
ist bewiesen. Im folgenden wird daher angenommen, daf y, , € V5, \ Z,. Dann gilt
fir alle v, € V, 5 und im speziellen fiir alle V, , \ Z,

a’(yz,h7 vh) = a(yz,ha Up — ﬁh) = lz('vh - 5h)

= / .1 - (v —Up)de +/ ¢, R- (v, —0y)ds
z UEN,
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wegen der Galerkin-Orthogonalitéit 1. Ordnung, wenn mit vy, das Integralmittel von
vy, iiber den Patch €2, bezeichnet ist. Mit der Cauchy-Ungleichung und Satz 4.43
folgt

(Y, ps Vn)
< ez |l2)llvn — Orll2@.) + || €2Rl|2wenen [|[vn — OnllL2wena.)

_ — n1/2 — n1/2
< ”QOz"'”Lz(QZ)”'Uh - 'Uh”Lz(Qz) + 025||€0zR||L2(uennz)||Uh - 'Uh||L/2(QZ)||'Uh - ’Uh||H/1(QZ)-

Mit der Friedrichs-Ungleichung ||v) — Up||m1(0,) < €25|Vn|m1(o,) und der Poincaré-
Ungleichung ||vy, — Opl12(0,) < C22hz |Vn|m1(q,) folgt

[on = Bl ot lon = Ballra.) < Ve2tashi?|vhlma.)

und

a(Y,pn) < ca6(hal0ar 20y + B 202 Rl 12ugnn.)) | DVs| 2(0.)-

Fiir alle v, € V5, \ Zq, gilt dann auch mit Satz 4.42

a(y,,vn) < car(hallo.rllr2 ) + b2 ll0Rll2ena.)) l€(n)llz2@.)-

Die Abbildung
oo ([ oo da)

Q.

definiert eine Norm auf dem endlichdimensionalen Raum V, ;. Aufgrund der Aqui—
valenz von Normen auf endlichdimensionalen Rdumen gilt dann

a(Y,pvn) < cas(halloar||120.) + B2 @Rl r2wenn.)) |0y *€(vn) || L2(0.)-

Fir v, =y, , gilt

a( Yo Yop)'? < cos(hall0ar 20, + B2l 0:Rl| 12uene,))
< cag(hl|P|| 120,y + By ? || Rl r2(ue.))-

Mit wg wird der Patch zur Kante E bezeichnet, d.h. wg = U{T' eT:FEC T'}.
Mit (3.52), den Sétzen 4.29, 4.30 und e := Uj_14+9 — Upk—1+¢ fOlgt

a’(yz,h’yz,h)l/Q < 030(||€||H1(92) + hyllr — F||L2(Qz) + ||€||H1(u{wE:Eesz})
+ hollr = Pllewsmee. ) + b * | R — Rl r2e.)
< csi(lellmi.) + hollr = Pllzze.) + b [|R — Rl|z2(e.))
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Kapitel 5

Numerische Ergebnisse

In diesem Kapitel wird der Losungsalgorithmus fiir das elastoviskoplastische Mo-
dellproblem anhand von numerischen Beispielen getestet. Die Ergebnisse sind mit
den im Rahmen dieser Arbeit implementierten Programmen berechnet worden, die
im Anhang aufgefiihrt sind.

Kapitel 4 hat gezeigt, daf§ fiir das elastoviskoplastische Problem in jedem Zeit-
schritt eine berechenbare Schranke fiir den Spannungsfehler existiert. In der Fehler-
abschitzung treten materialabhingige Konstanten auf. In Abschnitt 5.2 wird unter-
sucht, wie der globale Effektivitdtsindex der Fehlerschétzer von Materialparametern
abhéngt.

In Abschnitt 5.3 wird anhand von numerischen Beispielen die Approximations-
qualitdt verschiedener adaptiv generierter Netze untersucht.

5.1 Definition von Testproblemen

Beispiel 5.1 (Das elastische L-Gebiet-Problem). Die Geometrie des L-Gebiet-Pro-
blems zusammen mit der Ausgangstriangulierung ist in Abbildung 5.1 gezeigt. Die-
ses Standard-Benchmarkproblem 16st das Modellproblem fiir den elastischen Fall
bei verschwindender Volumenkraft und Dirichlet-Randbedingungen. Die Verschie-
bung w auf dem Dirichlet-Rand I'p = T ist durch die bekannte exakte Losung w
vorgegeben. In Polarkoordinaten (r € [0,00), ¢ € [—7,7|) ist u gegeben durch

u(r, 90) = ur(ra 90)31' +ug0(7na (p)e<p, (5'1)
mit
ur (r, ) = ir“(—(a 1) cos((+ 1)g) + (Co — (o + 1))Cy cos((a — 1)),

1 (5.2)
u,(r, ) = @r“((a + 1) sin((a + 1)) + (Cy + o — 1)Cy sin((a — 1)¢)).

Der Exponent o = 0.54483737 ist die Losung der Gleichung

asin(2w) + sin(2wa) =0
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Abbildung 5.1: Ausgangstriangulierung fiir Beispiel 5.1.
mit

w=31/4, O =—(cos((a+D)w))/(cos((a=1)w)),  Cs= (2(A+2))/(A+p)-

Beispiel 5.2 (Der radialbelastete Ring). Die Geometrie des radialbelasteten Ringes
ist in Abbildung 5.2 gezeigt. Dargestellt wird der zweidimensionale Ausschnitt eines
in z-Richtung unendlich ausgedehnten Zylinders mit innerem Radius r; und duflerem
Radius 75. Der Zylinder ist zeitabhéngigen radialen Oberflichenkriften g,(t) = te,
und g,(t) = —t/4e, ausgesetzt, die an dem gesamten Zylindermantel angreifen
und zu einer elasto-plastischen Verformung fiihren. Aufgrund der Symmetrie des
Problems braucht nur ein Viertel des Gebietes diskretisiert zu werden. Auf der x-
Achse und der y-Achse sind Gleitrandbedingungen vorgegeben. Die Finite-Elemente-
Triangulierung ist eine polygonale Naherung des Gebietes. Es wird das Modell der
kinematischen Verfestigung betrachtet. Fiir dieses Problem existiert eine explizit
bekannte Losung [7] von Problem 1 fiir o — 0,

u(r, ¢, t) = up(r,t)e,
o(r,¢,t) = o,(r,t)e, ® e, + 044 @ €4, (5.3)
p(T, ¢at) = PT(T7 t)(e'f Qe — €¢ ® €¢),

mit e, = (cos ¢, sin @), e; = (—sin ¢, cos @) und, mit a = p+ A, k = 2/ (2u + A),

= _ - ?/{I(R(t)) (r+ —) fier 2 RO,
st — SRI(R() (4r +22) 4 kI(r)r fiir T < R(2),
_ )= = Sesl(R() (1 - ) fiar > R(?)

op(r,t) = {_r% —2arI(R(t)) (1 — %) +2asl(r) fir r < R(t), (5:5)
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oy(r,t) = O(ro;)/0r, (5.6)

B fiir r > R(t),
Blnt)= {T;;Ml) (1= B2/r?) fiirr < R(2), 57)
I(r) = m(lnr +1/2(R?/r* — R?)). (5.8)

Mit « = 4ak/(3(ak + k1)) ist der Radius der plastischen Grenze R(t) die Losung der
Gleichung

2
f(R)=—-2almR+ (a—1)R*—a+ Oit. (5.9)
y
y
(0.2)
o
G :
o
o
o
o
o
0.1)
Q
(0,0)

000000000

(1,0)

I_D
Abbildung 5.2: Radialsymmetrischer Ring (linkes Bild). Geometrie (rechtes Bild) mit

Oberflichenkriften gq(t) = te, und go(t) = —t/4e,, die auf den gesamten Neumann-
Rand wirken.

Das betrachtete Zeitintervall ist [0, 4]. Fiir die Materialparameter werden folgen-
de Werte gewéihlt:

E = 210000, v=0.28, #k;=28000, o,=5

Beispiel 5.3 (Cooks Membrane). Eine zweidimensionale Scheibe aus Plexiglas, be-
schrieben durch das Gebiet 2 = conv{(0, 0), (48, 44), (48, 60), (0, 44)} ist an der Kan-
te (z = 0) befestigt und bei verschwindender Volumenkraft (f = 0) an der gesamten
gegeniiberliegenden Kante (z = 48) einer zeitabhingigen Scherkraft g = (0, 8.0t)
ausgesetzt. Abbildung 5.3 zeigt die Geometrie des Problems. Die Materialparameter
im Modell der Plastizitdt mit kinematischer Verfestigung werden gewé#hlt als

E=2900, v=04, k =100, o,=50, o=0.



98 Numerische Ergebnisse
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Abbildung 5.3: Geometrie fiir Beispiel 5.3.

Beispiel 5.4 (L-Gebiet). Ein L-Gebiet mit den Eckpunkten {(0.5,0.5), (0.5, 0.0),
(1.0,0.0), (1.0,1.0), (0.5,1.0), (0.0,1.0), (0.0,0.5)} ist an der Kante y = 0 befestigt
und an der gesamten Kante y = 1 einer zeitabhéingigen Oberflichenkraft g = (0, 1.2¢t)
ausgesetzt. Die Geometrie des Problems zeigt Abbildung 5.4. Das betrachtete Zeitin-
tervall ist [0,0.1]. Die Materialparameter im Modell der kinematischen Verfestigung
werden gewédhlt als

E =206900, v=0.29, k =50000, o,=100.

y rN g:(O,l.Z t)

|-N 07

0=(0,0) 05
05 I-N
o4l FN 4=(0,0) =0.0)
02 |-N
ol 0=(0,0

0 I I I I X
0 0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

[, w00

Abbildung 5.4: Geometrie fiir Beispiel 5.4.
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Beispiel 5.5 (Lochscheibe). Eine zweidimensionale Lochscheibe 2 = (—3,3)% \
B(0,1), wie in Abbildung 5.5 gezeigt, ist einer zeitabhingigen Oberflichenkraft
g(t) = 30tn an der oberen Kante (y = 3) und der unteren Kante (y = —3) aus-
gesetzt. Hierbei ist n der duflere Normalenvektor von 0€). Der Rest des Randes ist
kriftefrei. Aufgrund der Symmetrie des Problems braucht nur ein Viertel des Gebie-
tes diskretisiert zu werden. Die Finite-Elemente-Triangulierung nihert das Gebiet
Q) durch ein polygonales Gebiet an. Die Materialparameter im Modell der kinema-
tischen Verfestigung werden gewéhlt als

E =210000, v=0.28, o0,=250, ki =60000, po=0.

LN o

g
0000000000000 O0O0

(0,0) (3,0)

[ A A A O Goustoestosatons

Abbildung 5.5: Geometrie und Ausgangstriangulierung fiir Beispiel 5.5.

5.2 Der Effektivititsindex in Abhingigkeit von
Materialparametern

Kapitel 4 hat gezeigt, daf in jedem Zeitschritt der in Kapitel 3 vorgestellten Losungs-
methode eine Fehlerabschitzung mit garantierter oberer Schranke fiir den Span-
nungsfehler existiert. Fehlerabschétzungen nach der Methode der dquilibrierten Re-
siduen und der Patch-Residuen-Methode sind nach Satz 4.34 und 4.47 von Mate-
rialparametern abhéngig. Der Effektivitidtsindex dieser Schitzer soll im folgenden
anhand der Beispiele 5.1 und 5.2 bestimmt werden.

Das elastische Problem aus Beispiel 5.1 wird mit einer h-uniformen P,-Finite-
Elemente-Methode gelost. Es werden der Spannungsfehler sowie die Fehlerschétzer
neg,, und 7y, 5 berechnet. Die lokalen Probleme in den Fehlerschitzern werden mit
einer p-Methode mit Polynomgrad p = 4 berechnet. Nach Satz 4.34 und Satz 4.47
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gelten fiir den Spannungsfehler die Abschitzungen

A A
lo —onllro@ < (1+ ;)UEQ und  |lo — gl < (1+ ;)UL-
—— ———

CM M

Die Fehlerabschétzungen sind abhéingig von der Materialkonstante

A
cr=1+72. (5.10)
i
Aus den Beziehungen [27]
E E
A= - und w=

(1+v)(1-2v) 2(1+v)

wird ersichtlich, daf} die Querkontraktion v ein kritischer Parameter ist. Fiir v nahe
0.5 werden die Fehlerschétzer ngg, und 7. 5 eine sehr hohe Uberschitzung haben.
Tabelle 5.1 zeigt fiir die Materialparameter von Beton, Stahl, Kupfer und Blei, den
Spannungsfehler, die Werte fiir die Fehlerschétzer ngg pn, 7,4, die Materialkonstante
cur, sowie den Effektivitdtsindex beider Fehlerabschétzungen. Abbildung 5.6 stellt
den Spannungsfehler, und die Werte cyngg,» sowie ey, in Abhéngigkeit der Frei-
heitsgrade dar. In allen vier Rechnungen ist der Effektivititsindex kleiner als 10, fiir
nr.p ist er jeweils kleiner als fiir ngg p-

v lo — ol NEQ,h MLk cMm Cerra CErr2
0.20 0.4786 0.6131 0.4949 1.6667 2.1353 1.7237
0.28 0.5210 0.6412 0.5252 2.2727 2.7972 2.2911
0.34 0.6001 0.7073 0.5835 3.1250 3.6834 3.0390
0.44 1.0895 1.1787 0.9489 8.3333 9.0152 7.2582

Tabelle 5.1: Effektivitdtskonstanten Crrr1 = cuneon/l|lo — o2 und Crrro =
cunop/|loe — onll2(@) in Abhéngigkeit von der Querkontraktion v in Testbeispiel
5.1. Finite-Elemente-Methode mit p = 2, 25090 Freiheitsgrade.

Das plastische Problem aus Beispiel 5.2 wird mit einer P,-Finite-Elemente-Metho-
de gelost. Auf dem Neumannrand werden die Randkrifte g = o - n vorgegeben,
wobei o die exakte Losung ist und n der duflere Normalenvektor. Der polygonale
Rand wird nach jeder Verfeinerung angepafit, sodafl Knoten auf dem inneren Neu-
mannrand auf einem Kreis mit dem Radius 1 um den Koordinatenursprung liegen
und Knoten auf dem dufleren Neumannrand auf einem Kreis mit dem Radius 2. Als
Ausgangsnetz wird eine Triangulierung mit 113 Knoten verwendet. Es werden fiir
verschiedene Werte des plastischen Parameters k; je vier Experimente mit steigen-
der Vorgabe an die Genauigkeit durchgefiihrt. Das betrachtete Zeitintervall ist in
allen Experimenten [0, 4]. Mit n ist die Anzahl der Zeitschritte in einem Experiment
bezeichnet. Berechnet werden der Spannungsfehler ||o(tn—149) — Thn—144ll12(0) SO-
wie die Fehlerschitzer ngg , und 1. Nach Satz 4.34 und Satz 4.47 gelten fiir den
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Abbildung 5.6: Fehlerabschitzungen fiir Beispiel 5.1 in Abhéngigkeit der Freiheits-
grade fiir verschiedene Werte der Querkontraktion v.
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Spannungsfehler im letzten Zeitschritt [t,_1,t,_11¢] die Fehlerabschidtzungen

1 1
lon-116 — Onn-116ll12(0) < (2A + 2#)(@ + —)NEQ.h

et
und 1 1
lon-146 — Ohn-116llr2(0) < (2A + 2#)(@ + k—l)ﬁL,h-
N ~ _

Der Gesamtfehler ||o(t,—149) — Thn—1+46l/12() ist im Gegensatz zu dem Fehler des

letzten Zeitschrittes von dem Zeitdiskretisierungsfehler und der Fehlerakkumulation

der Ortsdiskretisierungsfehler vorheriger Zeitschritte beeinflufit. Daher wird der Ge-

samtfehler grofler sein, als der Fehler des letzten Zeitschrittes. Durch den Vergleich

der berechneten Fehlerschétzer mit dem Gesamtfehler ergeben sich daher Aussagen

iiber den globalen Effektivitéitsindex, die als ein Mindestwert zu verstehen sind.
Die Fehlerabschitzungen sind von dem Faktor

1 2

abhéngig, der von den Lamékonstanten A und p sowie dem Verfestigungsparame-
ter k; abhéngt. Neben dem in der Elastizitit untersuchten kritischen Parameter v,
tritt hier eine problematische Abhéangigkeit von der plastischen Variablen k; auf.
Entscheidend ist der Wert dieser Variablen im Vergleich zum Elastizitdtsmodul. Es
treten Werte 0 < k; < F in der Praxis auf [46]. Bei isotroper Verfestigung spielen
die Variablen H;, H und o, eine Rolle. In diesem Fall liefert die Abschétzung nur
dann annehmbare Genauigkeiten, falls das Produkt HyH?o} nicht viel kleiner als
der Elastizitdtsmodul ist. Der materialabhéngige Faktor ist in diesem Fall

1 V3
Cyp = (2)\+ 2#)(@ + m)
Y

(5.12)
Tabelle 5.2 zeigt fiir verschiedene Werte der plastischen Variablen k; den Spannungs-
fehler, die Werte fiir die Fehlerschétzer ngg s, Nz 5, die Materialkonstante ¢y sowie
den Effektivitdtsindex beider Fehlerabschéitzungen. Abbildung 5.8 stellt den Span-
nungsfehler, und die Werte cyngg,n sowie cynyr,n in Abhéngigkeit der Freiheitsgrade
dar.

Es zeigt sich, dal der Effektivitidtsindex nur fiir k; &~ FE einen annehmbaren
Wert ergibt. Fiir kleine Werte von k; im Vergleich zu dem Elastizitdtsmodul E ist
der Effektivitdtsindex sehr hoch und fiir k; = 0 wére er unendlich. Das ist der Fall
der perfekten Plastizitdt. Der Schétzer 7. j ist in den Experimenten immer kleiner
als der Schétzer nggp. Die lokalen Probleme wurden dabei mit einer p-Methode
gelost, wobei der Polynomgrad als p = 4 gew#hlt wird.
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Abbildung 5.7: Fehlerabschitzungen fiir Beispiel 5.2 in Abhéngigkeit der Freiheits-
grade fiir verschiedene Werte der plastischen Verfestigungsvariable k;
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k1 lo — a2 NEQ,h U CM Ceyra Ceyro
150000 0.000893 0.001449 0.000907 7.2443 11.75 7.36
100000 0.001001 0.001608 0.001003 9.7301 15.63 9.75
80000 0.001055 0.001683 0.001050 11.594 18.49 11.53
50000 0.001141 0.001791 0.001117 17.188 26.97 16.82
28000 0.001188 0.001853 0.001153 28.906 45.06 28.05
10000 0.001194 0.001869 0.001152 76.847 120.3 74.14
1000 0.001179 0.001848 0.001135 748.01 1172 720.3
100 0.001177 0.001846 0.001133 7460 11695 7177

Tabelle 5.2: Effektivitdtskonstanten Crrr1 = cunegn/||o(th-146) — Thn—146ll2(0)
und Cgyyo = cunp/||o(tn-146) — Thm—146]|L2(0) in Abhéngigkeit von der plastischen
Variablen k; in Testbeispiel 5.2. Berechnet mit einer P,-Finite-Elemente-Methode,
49666 Freiheitsgrade.

5.3 Experimentelle Konvergenzraten

Der in Kapitel 3 entwickelte Losungsalgorithmus fiir das elastoviskoplastische Mo-
dellproblem berechnet in jedem Zeitschritt einen a posteriori Fehlerschétzer. Bei
Uberschreiten einer gegebenen Fehlertoleranz ist eine Verfeinerung der Ortsdiskreti-
sierung erforderlich. Verfeinerungsindikatoren generieren adaptive Netze. Im folgen-
den werden verschiedene Verfeinerungsstrategien getestet.

Um Fehlerschétzer als Verfeinerungsindikatoren einzusetzen, werden ihnen ele-
mentweise Beitriage zugeordnet. In der Methode der dquilibrierten Residuen ist dieser
Beitrag durch

neQTh = \/ WY1 h Y1) (5.13)

nach Definition 4.40 gegeben. Bei Y, handelt es sich um die Lésung des endlichdi-
mensionalen Problems in Definition 4.39.

In der Patch-Residuen-Methode miissen knotenweise Beitrige auf elementweise
Beitrige umgerechnet werden. Die elementweisen Fehlerindikatoren sind nach Defi-
nition 4.49 gegeben durch

1 /
NL,T,h = g Z a’z(yz,h’ yz,h)' (514)

2eENNT

Bei y, ;, handelt es sich um die Losung des endlichdimensionalen Problems in Defi-
nition 4.49.

Die elementweisen Beitrége des Residuenschétzers werden mit Definition 4.66
berechnet,

1
mren=(p+ D gty Y mp) (5.15)
EcE EeE
ECATNTy ECOT\T

Die lokalen Probleme in der Methode der #quilibrierten Residuen nach Defi-
nition 4.39 und in der Methode der Patch-Residuen nach Definition 4.49 werden
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mit einer p-Methode gelost, wobei der Polynomgrad p + 2 betriagt, wenn p der Po-
lynomgrad der Finite-Elemente-Methode zur Losung des Modellproblems ist. Im
Losungsalgorithmus und in den impliziten Fehlerschitzern sind dieselben Quadra-
turformeln zu verwenden, da sonst in den lokalen Problemen der Fehlerschiitzer keine
Losbarkeit gegeben ist. Da in den lokalen Problemen ein hoherer Polynomgrad ver-
wendet wird, als der maximale Polynomgrad in der Finite-Elemente-Methode zur
Losung des Modellproblems, ist die Quadraturformel dem Polynomgrad der lokalen
Probleme anzupassen.

Der adaptive Algorithmus ist wie in Abschnitt 3.3 beschrieben durchgefiihrt
worden. Als Zeitdiskretisierungsschema wurde das implizite Euler-Verfahren ein-
gesetzt. Der gesamte zeitabhéingige Algorithmus wird mehrmals durchlaufen. Bei
jedem Durchlauf wird eine kleinere Toleranz fiir den Ortsdiskretisierungsfehler vor-
gegeben. Daher werden je nach Erhohung der Genauigkeit mehr Freiheitsgrade notig.
Die dargestellten Ergebnisse fiir Fehlerschitzer in Abhéngigkeit von Freiheitsgraden
kénnen sich bei zwei aufeinanderfolgenden Genauigkeiten um mehr als eine Verfei-
nerungsstufe voneinander unterscheiden.

Eine Steuerung der Zeitschrittweite kann {iber die Anzahl der benétigten Ite-
rationsschritte im Newton-Verfahren erfolgen. Dies setzt im Gegensatz zu dem in
Algorithmus 3.8 beschriebenen Verfahren eine andere Abbruchbedingung voraus.
Die Iteration mufl dann abbrechen, wenn die Norm des Residuums kleiner als eine
vorgegebene Schranke ist oder wenn der Betrag der Differenz von neuem und altem
Residuum kleiner als eine vorgegebene Schranke ist. Der Startwert fiir das Newton-
Verfahren ist der Anfangswert der Verschiebung. Daher wird fiir eine sehr kleine
Zeitschrittweite dieser Startwert so gut sein, dafl im plastischen Fall nur wenige
Newton-Schritte notig sind. Legt man die Anzahl der maximal erlaubten Newton-
Schritte fest und verkleinert die Zeitschrittweite, falls diese Anzahl iiberschritten
wird, erhélt man einen groben Anhaltspunkt fiir die erforderliche Zeitschrittweite.

Alternativ kann die Zeitschrittweite empirisch vorgegeben werden, wobei eine
Erhohung in der geforderten Genauigkeit der Ortsdiskretisierung mit einer verklei-
nerung der Zeitschrittweite zu koppeln ist. In den hier dargestellten Experimenten
wurde mit uniformen Zeitschrittweiten gerechnet, die bei einer Verringerung der
Fehlertoleranz fiir den Ortsdiskretisierungsfehler halbiert worden sind. Die grobste
Zeitschrittweite ist ein Viertel der Lange des Zeitintervalls.

In jedem Zeitschritt wird einer der Fehlerschitzer nggn, nrn, Nr zur Kontrol-
le des Ortsdiskretisierungsfehlers eingesetzt. Die Konstanten des Residuenschétzers
wurden als 1 festgelegt. Da in diesem Abschnitt Konvergenzraten untersucht werden
sollen, sind absolute Gréflen der Fehlerschéitzer nicht relevant. Wenn in einem Zeit-
schritt der Ortsdiskretisierungsfehler grofler als eine bestimmte Toleranz ist, wird das
Finite-Elemente-Netz verfeinert und der aktuelle Zeitschritt nochmals berechnet. Die
numerischen Experimente haben gezeigt, dal der absolute Wert des Fehlerschétzers
mit der Zeit sehr stark anwichst, wogegen ein relativer Wert 1/||o||2 fiir elastische
Zeitschritte nahezu konstant bleibt und erst in plastischen Zeitschritten ansteigt.
Dieser relative Wert wurde als Kriterium benutzt, ob in einem Zeitschritt eine Orts-
verfeinerung durchzufiihren ist. Zur Darstellung der Konvergenzrate werden nur ab-
solute Werte fiir Fehlerschitzer und Fehler verwendet. Falls eine Verfeinerung fiir
t > 0 noétig ist, sind Anfangswerte auf eine feinere Triangulierung zu interpolieren,
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wie in Kapitel 3 beschrieben.

In den folgenden Unterabschnitten sind Abbildungen gezeigt, in denen fiir die
verschiedenen Testbeispiele die Werte fiir die Fehlerschétzer ngg.n, 7o, und ngr ge-
geniiber der Anzahl 2N der Freiheitsgrade in doppelt-logarithmischem Mafstab auf-
getragen sind. Dargestellt ist mit einem Marker der Wert fiir den Fehlerschitzer und
gegebenfalls den Spannungsfehler ||o(t,—119) — Opn-140||12(0) aus dem letzten Zeit-
schritt. Zu sehen sind Steigungsdreiecke, die sich in allen Féllen auf die letzten beiden
Mefipunkte beziehen. Fiir die Anzahl 2N der Freiheitsgrade gilt in zweidimensiona-
len Rechnungen N ~ 1/h? so daf} eine Steigung —a als eine experimentelle Konver-
genzrate 2« interpretiert wird. In den Abbildungen werden folgende Abbkiirzungen
verwendet.

| Bezeichnung | Finite-Elemente-Methode |

hul h-uniforme Verfeinerung, P-FEM

n-hal n-adaptive h-Verfeinerung, P-FEM

hu2 h-uniforme Verfeinerung, P,-FEM

n-ha2 n-adaptive h-Verfeinerung, P,-FEM

pu uniforme p-Verfeinerung

n-hap n-adaptive h-Verfeinerung+ uniforme p-Verfeinerung

Beispiel 5.2: Plastischer Ring

Das Modellproblem 1 ist fiir die Geometrie und die Materialparameter aus Beispiel
5.2 mit verschiedenen FE-Methoden gelost woren. Betrachtet wird das Zeitintervall
[0, 4]. Die mit einer P,-FE-Methode mit 12546 Freiheitsgraden ermittelte von-Mises-
Vergleichsspannung | dev(o, — a)|? zum Zeitpunkt ¢ = 4.0 ist in Abbildung 5.9 zu
sehen. Ein Teil des inneren Ringgebietes ist plastifiziert.

0 L . L
0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2

Abbildung 5.9: Darstellung der von-Mises-Vergleichsspannnung in Beispiel 5.2
(Ringbeispiel) zum Zeitpunkt ¢ = 4.
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In Finite-Elemente-Rechnungen wird das Ringgebiet durch ein polygonales Ge-
biet angendhert. Bei der Niherung der exakten Losung (5.3) ensteht ein Fehler
durch die Randapproximation. Numerische Tests haben ergeben, dal die Appro-
ximation der exakten Losung am besten gelingt, wenn die Randkrifte g auf dem
Neumannrand I'y durch die Normalenkomponente der exakten Spannung, g = o-n
vorgegeben werden. Um den Einflul von Eckensingularitdten durch die polygonale
Gebietsndherung moglichtst gering zu halten, wird mit einem feinen Ausgangsnetz
mit 226 Elementen gerechnet (Abb. 5.10). Nach h-Verfeinerungen wird in diesem
Test keine Anpassung des Neumannrandes wie im letzten Abschnitt durchgefiihrt,
damit im Vergleich mit der p-Methode derselbe Fehler durch die Randapproximation
auftritt.

2R
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04f
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Abbildung 5.10: Ausgangsnetz Ty in Beispiel 5.2 (Plastischer Ring)

In den Abbildungen 5.11- 5.13 sind der Spannungsfehler sowie jeweils einer der
Fehlerschétzer nggp, Mon, Mr fir den letzten Zeitschritt [t,-1,t,] gegeniiber der
Anzahl 2N an Freiheitsgraden im doppeltlogarithmischen Mafistab gezeigt. Griine
Linien beziehen sich auf P;-Elemente, rote Linien auf P,-Elemente. Schwarze Li-
nien gehoren zu einer p-Methode, wobei auf dem Ausgangsnetz 7y mit dem Poly-
nomgrad p = 2 gestartet wurde. Die Losung des Problems ist im Intervall [0, 4]
berechnet worden. Die experimentellen Konvergenzraten fiir die P;-FEM sind an-
hand des Schétzers ngg, und des Schitzers np ermittelt und betragen 2o = 1.1
bzw. 2ac = 1.04. Die experimentellen Konvergenzraten fiir die P,-FEM sind anhand
der Schétzer nggpn, Mo, und ng ermittelt, und betragen 2a = 1.82, 2a = 1.84
bzw. 2o = 1.84. Es zeigt sich, dal uniforme und adaptive Verfeinerung diesel-
ben experimentellen Konvergenzraten liefern, bedingt durch die hohe Regularitit
des Problems. Die p-Methode hat nur im prdasymptotischen Bereich eine bessere
Konvergenzrate als die P,-Methode, konvergiert dann aber mit derselben algebrai-
schen Konvergenzrate wie die P,-Methode, da durch die polygonale Gebietsniherung
Eckensingularitdten vorhanden sind.
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Abbildung 5.11: Fehler ||o(t,—1+9) — Ohn—1+4/|2 und Fehlerschitzer ngq  aus dem
letzen Zeitschritt fiir das Ring-Beispiel (Beispiel 5.2) gegeniiber der Anzahl 2N an

Freiheitsgraden.
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Abbildung 5.12: Fehler ||o(t,_1+9) — Ohn_1+4|]2 und Fehlerschitzer 7y, aus dem
letzen Zeitschritt fiir das Ring-Beispiel (Beispiel 5.2) gegeniiber der Anzahl 2N an

Freiheitsgraden.
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Abbildung 5.13: Fehler || (tp—1+9) — Ohn—1+0||2 und Fehlerschétzer ng aus dem let-
zen Zeitschritt fiir das Ring-Beispiel (Beispiel 5.2) gegeniiber der Anzahl 2N an
Freiheitsgraden.

Beispiel 5.3: Cooks Membrane

Problem 1 ist mit einer P,-Finite-Elemente-Methode im Intervall [0, 1] fiir die Geo-
metrie und die Materialparameter aus Beispiel 5.3 gelost worden. Die Ausgangstrian-
gulierung hat 162 Elemente. Das Material ist um einen kleinen Bereich an einer Ecke
der Auflagekante plastifiziert. Abbildung 5.14 zeigt die von-Mises-Vergleichsspannung
|dev(ey, — ap)|?. Die Abbildungen 5.15-5.17 zeigen die Fehlerschiitzer nugh, N1.h,

50

Abbildung 5.14: Darstellung der von-Mises-Vergleichsspannung in Beispiel 5.3
(Cooks Membrane) zum Zeitpunkt t=1.0

Ngr gegeniiber der Anzahl 2N an Freiheitsgraden fiir das Testbeispiel 5.3 im doppelt-
logarithmischen Mafistab.
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Abbildung 5.15: Verschiedene Fehlerschétzer in Beispiel 5.3 (Cooks Membrane) fiir
eine P-FEM mit uniformer und 7gg ,—adaptiver h-Verfeinerung
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Abbildung 5.16: Verschiedene Fehlerschétzer in Beispiel 5.3 (Cooks Membrane) fiir
eine P-FEM mit uniformer und 7, ,—adaptiver h-Verfeinerung.
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Abbildung 5.17: Verschiedene Fehlerschitzer in Beispiel 5.3 (Cooks Membrane) fiir
eine P,-FEM mit uniformer und nr—adaptiver h-Verfeinerung.

Dargestellt ist mit einem Marker der jeweilige Wert fiir die Fehlerschitzer aus
dem letzten Zeitschritt. In Abbildung 5.15 wird der adaptive Algorithmus durch den
Fehlerindikator ngq r s gesteuert, in Abbildung 5.16 durch 7,1, und in Abbildung
5.17 durch ng 7. Die durch die Schétzer nggp, 11, bzw. g gegebenen experimen-
tellen Konvergenzraten betragen fiir uniforme Verfeinerung 2a = 0.78, 2a¢ = 0.78
bzw. 2a = 0.6. Adaptive Algorithmen verbessern die experimentelle Konvergenzra-
ten auf die Werte 2o = 1.88, 2a¢ = 1.92 bzw. 2a0 = 1.86, bei g -, Nr,1,h- bzW.
ng,r-adaptiven Verfeinerungen. Alle drei Verfeinerungsindikatoren liefern im asymp-
totischen Bereich vergleichbare Konvergenzraten. Der Fehlerschitzer g liefert in
allen drei Tests kleinere Werte als der Schétzer ngg 5. Abbildung 5.22 zeigt die durch
den Verfeinerungsindikator ngg 7 erzeugten adaptiven Netze.

In einer zweiten Testreihe ist das elastoplastische Problem 1 fiir die Geometrie
und die Materialparameter aus Beispiel 5.3 im Zeitintervall [0, 0.4] gelost worden.
Abbildung 5.18 zeigt die numerisch ermittelte von-Mises-Vergleichsspannung zum
Zeitpunkt ¢ = 0.4 in einem Ausschnitt um den plastifizierten Bereich. Das Material
ist nur an einer kleinen Stelle an der Auflagekante plastifiziert.

Die Abbildungen 5.19- 5.21 zeigen einen Vergleich experimenteller Konvergenzra-
ten fiir verschiedene Finite-Elemente-Methoden. Gezeigte Werte fiir Fehlerschitzer
beziehen sich auf den letzten Zeitschritt. Durch griine, rote bzw. blaue Marker und
Linien sind die Ergebnisse der P,-FEM, P,-FEM bzw. der hp-FEM gekennzeich-
net. Die hp-FEM ist als die Hintereinanderausfiihrung einer adaptiven h-Methode
und einer uniformen p-Methode zu verstehen. In den Abbildungen 5.19, 5.20 bzw.
5.21 sind adaptive Netze durch die Verfeinerungsindikatoren ngg 7, N7 bzw.
ng,r generiert. Es zeigt sich in den Abbildungen 5.19 und 5.21, daf} sich die ex-
perimentellen Konvergenzraten bei uniformer und adaptiver h-Verfeinerung fiir die
P;-Finite-Elemente-Methode nur geringfiigig unterscheiden. Die experimentelle Kon-
vergenzrate der uniformen P-FEM betrégt, durch den Schétzer ngg, bzw. durch
den Schitzer ng ermittelt, 2a = 0.92 bzw. 2a = 0.8. Die experimentellen Konver-
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Abbildung 5.18: Darstellung der von-Mises-Vergleichsspannung in Beispiel 5.3
(Cooks Membrane) fiir den Zeitpunkt t=0.4. Zu sehen ist ein vergroferter Bereich
um die plastische Zone.

genzraten der ngg p-adaptiven bzw. der ng-adaptiven P-FEM betragen 2o = 1.1
bzw. 2a = 0.88. Es fillt auf, dafl bei uniformer Verfeinerung eine P»-FEM die
Konvergenzrate gegeniiber einer P;-FEM nicht verbessern kann, sondern daf} im
Gegenteil die Konvergenzraten etwas schlechter sind. Durch die Schétzer nggn, 74
und 7ng ermittelte experimentelle Konvergenzraten betragen 2a = 0.7, 2 = 0.7 bzw.
2a = 0.68. Durch eine adaptive P,-FEM ergibt sich eine deutlich verbesserte Konver-
genzrate. Die experimentellen Konvergenzraten der ngg p-adaptiven, iz, ,-adaptiven
bzw. der ngr-adaptiven P,-FEM betragen 2a = 1.68, 2a = 1.9 bzw. 2a = 1.86.
Die Abbildungen 5.19- 5.21 zeigen, daf die verwendete hp-Methode besser als alge-
braisch konvergiert. Der Betrag der ermittelte Steigung zwischen zwei berechneten
Werten fiir den Fehlerschétzer nimmt mit der Anzahl der Freiheitsgrade zu. In Ab-
bildung 5.19 sind fiir die hp-Methode Ergebnisse mit bis zu 33970 Freiheitsgraden
dargestellt. Der Betrag der Steigung zwischen Wert 7 und 8 fiir den Schétzer ngg
betragt 2.6 und ist damit grofler als der Betrag der Steigungen bei alle anderen
Verfeinerungsstrategien.
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Abbildung 5.19: Fehlerschétzer ngq j fiir verschiedene FE-Methoden in Beispiel 5.3
(Cooks Membrane).
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Abbildung 5.20: Fehlerschitzer ng,, fiir verschiedene FE-Methoden in Beispiel 5.3
(Cooks Membrane).
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Abbildung 5.21: Fehlerschitzer ng fiir verschiedene FE-Methoden in Beispiel 5.3

(Cooks Membrane).

Abbildung 5.22: Adaptiv verfeinerte Netze fiir Beispiel 5.3.
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Verfeinerungsstufen 1-6.
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Beispiel 5.4: L-Gebiet

Das Problem 1 ist fiir die Geometrie und die Materialparameter aus Beispiel 5.4 mit
einer P,-Finite-Elemente-Methode im Zeitintervall [0, 0.1] gelost worden. Abbildung
5.23 zeigt die von-Mises-Vergleichsspannung. Das Material ist um einen kleinen Be-
reich an der einspringenden Ecke plastifiziert. Dort hat die Spannung einen deutlich
hoheren Betrag als auf dem iibrigen Gebiet.

0485} ‘ ‘
0485 049 0495 05 0505 051 0515

Abbildung 5.23: Darstellung der von-Mises-Vergleichsspannung fiir das L-Gebiet-
Problem zum Zeitpunkt ¢ = 0.1.

Die Abbildungen 5.25 - 5.27 zeigen Testrechnungen fiir das zeitabhéingige Pro-
blem aus Beispiel 5.4. Fiir P»-Finite-Elemente sind die Fehlerschitzer nggn, nr.n
und ng im letzten Zeitschritt gegeniiber der Anzahl 2NV an Freiheitsgraden im dop-
peltlogarithmischen Mafistab gezeigt. Dargestellt ist mit einem Marker der jeweilige
Wert fiir die Fehlerschétzer aus dem letzten Zeitschritt. In Abbildung 5.25 wird der
adaptive Algorithmus durch den Verfeinerungsindikator ngq 1, gesteuert, in Abbil-
dung 5.26 durch n; 7, und in Abbildung 5.27 durch ng 1. Die durch die Schéitzer
NEQ.h, ML,L DZW. N gegebenen experimentellen Konvergenzraten betragen fiir uni-
forme Verfeinerung 2o = 0.56, 2o = 0.56 bzw. 2a = 0.58. Adaptive Algorithmen
verbessern die experimentellen Konvergenzraten auf die Werte 2o = 2.4, 2o = 1.98
bzw. 2a = 1.94.

Ein Vergleich der Fehlerschitzer zeigt, dafl die durch die Verfeinerungsindikato-
ren NgQ Tk, ML, Und Ng 1 generierten Netze zu nahezu identische Konvergenzraten
fithren. Der Schéitzer ngg,, ist um den Faktor 1.4-2.3 mal grofler als der Schétzer
L,k

In den Abbildungen 5.24 ist zu erkennen, dafl die durch den Verfeinerungsindi-
kator ngg.r s adaptiv erzeugten Netze die einspringende Ecke auflosen. Die Verfeine-
rungsindikatoren erzeugen Netze, die an der einspringenden Ecke verstirkt verfeinert
werden.
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Abbildung 5.24: Adaptiv verfeinerte Netze fiir Beispiel 5.4. Verfeinerungsstufen 1-8.
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Abbildung 5.25: Verschiedene Fehlerschétzer in Beispiel 5.4 (L-Gebiet) fiir eine Ps-
FEM mit uniformer und ngq ,—adaptiver h-Verfeinerung.
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Abbildung 5.26: Verschiedene Fehlerschétzer in Beispiel 5.4 (L-Gebiet) fiir eine Ps-
FEM mit uniformer und 7y, ,—adaptiver h-Verfeinerung.
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Abbildung 5.27: Verschiedene Fehlerschétzer in Beispiel 5.4 (L-Gebiet) fiir eine Pp-
FEM mit uniformer und nr—adaptiver h-Verfeinerung.

In einer weiteren Testreihe wird das elastoplastische Problem 1 fiir die Geome-
trie und die Materialparameter aus Beispiel 5.4 mit verschiedenen Finite-Elemente-
Methoden gelost.

Die Abbildungen 5.28-5.30 zeigen einen Vergleich experimenteller Konvergenz-
raten fiir verschiedene Finite-Elemente-Methoden. Die gezeigten Werte fiir Feh-
lerschéitzer beziehen sich auf den letzten Zeitschritt in dem Zeitintervall [0,0.1].
Durch griine, rote bzw. blaue Marker und Linien sind die Ergebnisse der P-FEM,
P,-FEM bzw. der hp-FEM gekennzeichnet. Die in Legenden mit ,,hap“bezeichnete
hp-FEM ist eine Hintereinanderausfiihrung einer adaptiven h-Methode und einer
uniformen p-Methode. Zusétzlich wurde eine hp-Finite-Elemente-Methode getestet,
bei der zunichst eine adaptive h-Methode durchgefiihrt wurde und anschlieflend
auf den nichtverfeinerten Elementen eine p-Methode. Diese hp-Methode ist in der
Legende von Abbildung 5.28 mit ,hpa“bezeichnet und ist in den Abbildungen mit
hellblauer Farbe dargestellt. In den Abbildungen 5.28, 5.29 bzw. 5.30 sind adap-
tive Netze durch die Verfeinerungsindikatoren ngqg ., nrrh bzw. N generiert.
Fir die P-FE-Methode betragen die mit ngg bzw. ng ermittelten experimentel-
len Konvergenzraten bei uniformer Verfeinerung 2o = 0.6 bzw. 2a = 0.62. Die
entsprechenden adaptiven Algorithmen verbessern die experimentellen Konvergenz-
raten auf 2o = 0.94 bzw. 2a = 0.96. Wie schon im letzten Beispiel zeigt sich, dafl
sich die experimentelle Konvergenzrate durch Verwendung einer uniformen P»-FE-
Methode nicht gegeniiber der einer uniformen P;-FE-Methode verbessern 1af3t. Die
experimentellen Konvergenzraten, ermittelt durch die Schétzer ngg p, Nz, bzw. ng
betragen 2a = 0.54, 2a = 0.56 bzw. 2o = 0.56. Die adaptive P»-FEM erzielt deut-
lich verbesserte experimentelle Konvergenzraten, die im priaasymptotischen Bereich
sogar besser sind, als die der hp-FEM. Die experimentellen Konvergenzraten der
Negn-adaptiven, n, p-adaptiven bzw. der ng-adaptiven P-FEM betragen 2a = 2.2,
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20 = 1.98 bzw. 2a = 1.92. Es zeigt sich, dafl die hp-Methode im priaasymptotischen
Bereich eine etwas schlechtere Konvergenz aufweist als die adaptive P,-FE-Methode,
im asymptotischen Bereich aber besser als algebraisch konvergiert. Abbildung 5.28
zeigt, dal im Bereich der gerechneten Freiheitsgrade eine hp-Methode bei der ei-
ne adaptive h-Verfeinerung mit einer uniformen p-Verfeinerung kombiniert wird
(,hap®), im praasymptotischen Bereich eine bessere Konvergenz aufweist als die
oben beschriebene und mit ,hpa“bezeichnete zweite Moglichkeit einer Kombination
aus h- und p-Methode.
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Abbildung 5.28: Fehlerschétzer ngq , fiir verschiedene FE-Methoden in Beispiel 5.4
(L-Gebiet Problem).
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Abbildung 5.29: Fehlerschitzer ng fiir verschiedene FE-Methoden in Beispiel 5.4
(L-Gebiet Problem).
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Abbildung 5.30: Fehlerschitzer ng fiir verschiedene FE-Methoden in Beispiel 5.4
(L-Gebiet-Problem).
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Beispiel 5.5: Lochscheibe

Das Problem 1 wird fiir die Geometrie und die Materialparameter aus Beispiel 5.5
fiir verschiedene Finite-Elemente-Methoden im Zeitintervall [0, 1] gel6st. Abbildung
5.31 zeigt die numerisch ermittelte von-Mises-Vergleichsspannung zur Zeit ¢ = 1.0.
Das Material ist auf einem Gebiet um den Punkt (1,0) plastifiziert.

50
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Abbildung 5.31: Darstellung der von-Mises-Vergleichsspannung fiir Testbeispiel 5.5
zum Zeitpunkt ¢t = 1.0.

Die Abbildungen 5.32-5.34 zeigen einen Vergleich experimenteller Konvergenz-
raten fiir verschiedene Finite-Elemente-Methoden. Die gezeigten Werte beziehen
sich auf den letzten Zeitschritt im Zeitintervall [0, 1]. Durch griine, rote bzw. blaue
Marker und Linien sind die Ergebnisse der P,-FEM bzw. P,-FEM gekennzeich-
net. Die p-Methode ist durch schwarze Marker und Linien gekennzeichnet. Die hp-
FEM als Hintereinanderausfiihrung einer h-adaptiven und einer p-uniformen FE-
Methode ist durch blaue Marker und Linien gekennzeichnet und in den Legen-
den mit ,hap“aufgefiihrt. Zusétzlich ist eine weitere hp-Methode getestet worden,
die auch von anderen Autoren schon angewandt worden ist [39]. Dabei handelt
es sich um eine Verfeinerungsstrategie, die durch zwei Parameter ©; = 0.8 und
Oy = 0.2 bestimmt ist. Zunéchst wird eine h-Verfeinerung auf allen Elementen
durchgefiihrt, auf denen ny > ©; max {T" € T}y, gilt. Anschliefend wird eine p-
Verfeinerung auf allen Elementen durchgefiihrt, auf denen ©; max {T" € T}y, <
nr < ©max{T" € T}n gilt. In der Legende von Abbildung 5.32 ist diese Verfei-
nerung mit ,, hpa0802“bezeichnet. Abbildung 5.32 zeigt, dafl eine Verfeinerung nach
dieser Methode dhnliche Werte ergibt wie eine Kombination aus h-adaptiver und
p-uniformer Verfeinerung (,hap“). Es zeigt sich, dafi uniforme und adaptive P;-FE-
Methoden nahezu diesselbe experimentelle Konvergenzrate haben. Fiir die uniforme
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P,-FEM betragen die experimentellen Konvergenzraten, ermittelt durch die Schétzer
NeQ,» und ng, 2o = 0.96 bzw. 2a = 0.9. Die experimentellen Konvergenzraten der
adaptiven P;-FEM, ermittelt durch die Schétzer ngg, und ngr betragen 2o = 0.82
bzw. 2a = 0.92. Wie schon in den vorhergehenden Beispielen kann durch Verwen-
dung einer uniformen P»-FEM die Konvergenz gegeniiber der uniformen P;-FEM
nicht wesentlich verbessert werden. Es ergibt sich die experimentelle Konvergenzra-
te 2a = 0.92 fiir alle drei Schitzer. Durch die Verwendung einer adaptiven P,-FEM
verbessert sich die experimentelle Konvergenzrate. Hierfiir ergeben sich die Werte
2a0 = 1.8, 20 = 1.74 und 2a = 1.72 fiir die Schétzer nggn, N, bzw. nr. Die Ab-
bildungen 5.32-5.34 zeigen, dafl die p-Methode nur im préasymptotischen Bereich
schneller konvergiert als die adaptive P,-FE-Methode, bei hoherer Anzahl an Frei-
heitsgraden dagegen gleich schell. Die beste experimentelle Konvergenz zeigt die
Kombination aus adaptiver h-Verfeinerung und uniformer p-Verfeinerung (blaue Li-
nien und Marker, ,hap“). Fiir die gerechnete Anzahl an Freiheitsgraden ist in den
Abbildungen 5.32 und 5.33 nur schwach zu erkennen, dafi diese Methode besser als
algebraisch konvergiert. Durch ng gesteuert, scheint sich bei dieser Methode eine
algebraische Konvergenz zu ergeben (Abbildung 5.32).
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Abbildung 5.32: Fehlerschétzer ngg j fiir verschiedene FE-Methoden in Beispiel 5.5
(Lochscheibe).
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Abbildung 5.33: Fehlerschitzer ny,, fiir verschiedene FE-Methoden in Beispiel 5.5
(Lochscheibe).
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Abbildung 5.34: Fehlerschitzer ng fiir verschiedene FE-Methoden in Beispiel 5.5
(Lochscheibe).
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5.4 Bewertung der Resultate

In Abschnitt 5.3 wurden anhand von zweidimensionalen numerischen Testbeispielen
mehrere Ergebnisse offensichtlich. In den Beispielen 5.3-5.5 haben die hier vorge-
stellten adaptiven Verfahren zu einer erheblichen Verbesserung der Konvergenzrate
gegeniiber den uniformen Verfahren gefiihrt. Auflerdem erreichten Finite-Elemente-
Methoden hoherer Ordnung gegeniiber der P-FE-Methode verbesserte experimen-
telle Konvergenzraten. Es zeigte sich der Vorteil der P,-FE-Methode gegeniiber der
P,-FE-Methode aber nur in Verbindung mit einer adaptiven Verfeinerung. Eine hp-
Methode, die hier aus einer Kombination aus adaptiver h-Methode und uniformer
p-Methode besteht, konvergierte besser als algebraisch.

Die Konvergenzrate allein kann aber nicht fiir die Bewertung einer bestimmten
Verfeinerungsstrategie ausreichen. Erforderlich ist die Beriicksichtigung der beno6tig-
ten Rechenzeit.
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Abbildung 5.35: Fehlerschitzer ngq , in Abhéngigkeit der Rechenzeit, die sich fiir
eine vorgegebene Genauigkeit ergibt fiir verschiedene Finite-Elemente-Methoden in
Beispiel 5.5.

Die hier diskutierten Ergebnisse beziehen sich auf die im Anhang dargestell-
te Implementierung. Abb. 5.35 zeigt fiir das Beispiel 5.5 den Fehlerschitzer ngg
gegeniiber der Gesamtrechenzeit fiir verschiedene Finite-Elemente-Methoden. Jedes
eingetragene Symbol entspricht einer dem Algorithmus vorgegeben Genauigkeit. Bei
einer Steigerung der Genauigkeit auf den nichsten Wert wurde die Zeitschrittweite
halbiert. Aus der Grafik ist ersichtlich, daf} die getestete hp-FE-Methode auch unter
Beriicksichtigung der Rechenzeit den Vorteil gegeniiber den anderen Methoden in-
nerhalb der beriicksichtigten Anzahl von Freiheitsgraden behilt. Der Fehlerschétzer
neq wird in der getesteten hp-FEM am schnellsten mit der Zeit kleiner. Weiter-
hin zeigt sich der Vorteil der P,-FEM gegeniiber der P;-FEM und der Vorteil der
adaptiven gegeniiber der uniformen Strategie. Eine generelle Aussage iiber den Vor-
teil einzelner Verfeinerungsstrategien zu treffen ist aber schwer. Es wére erforderlich
mehrere Beispiele zu testen und mehr Freiheitsgrade zu beriicksichtigen.
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Es hat sich gezeigt, dal der grofite Anteil der Rechenzeit fiir die Berechnung
der lokalen Steifigkeitsmatrizen benotigt wird. Typischerweise sind hierfiir bei einer
P,-FE-Methode ca. 65% der Gesamtrechenzeit nétig, wobei die genaue Prozentzahl
von der Anzahl der Freiheitsgrade abhingt. Erst bei ca. 100000 Freiheitsgraden
spielt der Zeitaufwand fiir das Losen des Gleichungssystems im Newton-Verfahren
eine Rolle. Die Hauptrechenzeit bei den impliziten Fehlerschéitzern nach der Metho-
de der dquilibrierten Residuen und nach der Patch-Residuen-Methode wird fiir die
Berechnung der dort auftretenden Steifigkeitsmatrizen benétigt. Der Aufwand zur
Berechnung von lokalen Steifigkeitsmatrizen steigt mit der Anzahl der Quadratur-
punkte und somit bei einer Erhéhung der Ordnung der Finite-Elemente-Methode.

Die in Abbildung 5.35 angegebenen Rechenzeiten lielen sich auf verschiedene Art
und Weise optimieren. So ist eine Parallelisierung in dem dargestellten Algorithmus
an verschiedenen Stellen moglich. Es kann die Berechnung der lokalen Steifigkeits-
matrizen parallel durchgefiihrt werden, ebenso wie die Losung lokaler Probleme in
den impliziten Fehlerschitzern.

Eine weitere Moglichkeit, die Implementierung von Finite-Elemente-Methoden
hoherer Ordnung effizienter zu gestalten, ist in [57] beschrieben. Es ist moglich, die
zu Knoten und Kanten gehdrenden Freiheitsgrade aus einem Gleichungssystem re-
duzierter Grofle zu berechnen. Aus dem Ergebnis kénnen die inneren Freiheitsgrade
aus lokalen Problemen bestimmt werden, die sich wieder fiir eine Parallelisierung
anbieten. Die Anzahl der Freiheitsgrade pro Element ist proportional zu p2 -+ O (pr).
Durch die in [57] beschriebene Methode der Reduzierung des globalen Systems auf
die Knoten- und Kantenfreiheitsgrade sinkt die Anzahl der Freiheitsgrade pro Ele-
ment auf O(pr).
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Kapitel 6

Zusammenfassung der Ergebnisse

Die Hauptergebnisse dieser Arbeit lassen sich wie folgt zusammenfassen.

e Fiir das Modellproblem der regularisierten Viskoplastizitidt wurde ein Losungs-
algorithmus entwickelt, der auf einer analytischen Darstellung des Spannungs-
tensors in jedem Zeitschritt einer verallgemeinerten Mittelpunktsmethode be-
ruht. Das urspriinglich spannungs- und verschiebungsabhéngige Problem ist
damit nur noch von der Verschiebung sowie Grofien aus dem letzten Zeitschritt
abhingig. Dadurch ist es moglich, den Ausdruck fiir die Spannung im quasi-
statischen Kriftegleichgewicht zur Bestimmung der unbekannten Verschiebung
zu verwenden. Die Losung erfolgt mit Hilfe eines Newton-Verfahrens, wobei in
jedem Newton-Schritt die Verschiebung mit einer Finite-Elemente-Methode
bestimmt wird.

e Es wurde eine zuverléssige a posteriori Fehlerabschétzung fiir den Spannungs-
fehler elastoviskoplastischer Materialien mit Verfestigung in einem Zeitschritt
bewiesen. Die a posteriori Fehleranalysis 148t finite Elemente hoherer Ord-
nung zu und liefert unter Verwendung impliziter Fehlerschitzer garantier-
te, berechenbare obere Schranken fiir den Spannungsfehler. In den Fehler-
abschitzungen auftretende Konstanten sind bestimmt worden. Somit stehen
Fehlerschatzer zur Verfiigung, die als Abbruchkriterium in Finite-Elemente-
Rechnungen eingesetzt werden kénnen.

e Numerischen Ergebnisse haben gezeigt, dafl der globale Effektivitdtsindex der
betrachteten Fehlerabschitzungen bei Auftreten von plastischem Material-
verhalten fiir hohe Werte der Verfestigungsvariablen akzeptable Ergebnisse
liefert. Bei kleinen Werten der Verfestigungsvariable werden die getesteten
Fehlerschatzer jedoch als Abbruchkriterium unbrauchbar. In weiteren numeri-
schen Experimenten wurden anhand von zweidimensionalen elastoplastischen
Problemen die Eigenschaften der Fehlerschitzer bei der adaptiven Netzge-
nerierung untersucht. Es wurden h- p- und hp-Verfeinerungen eingesetzt. Es
hat sich der Vorteil von adaptiven Methoden sowie Finite-Elemente-Methoden
hoherer Ordnung beziiglich der Konvergenzrate innerhalb eines Zeitschritts ge-
zeigt. Eine hp-Methode, die aus einer Hintereinanderausfiithrung von adaptiver
h-Verfeinerung und uniformer p-Verfeinerung besteht, konvergierte besser als
algebraisch.
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Anhang A

Implementierung

Dieses Kapitel beschreibt die im Rahmen dieser Arbeit entwickelten Computerpro-
gramme zur numerischen Losung des Modellproblems sowie zur a posteriori Feh-
lerabschétzung. Es soll unter anderem ermdoglichen, die in vorherigen Kapiteln be-
schriebenen Algorithmen bestimmten Programmzeilen zuzuordnen. Die Darstellung
beschrénkt sich auf die wesentlichen Programmteile im Fall der kinematischen Ver-
festigung. Die Implementierung ist in Matlab 6.5 und C durchgefiihrt. Matlab ist
in der Lage, C-Programme {iber sogenannte mex-files einzubinden. Im vorliegenden
Programmpaket wurden mex-files eingesetzt bei der Berechnung von Steifigkeitsma-
trizen und Vektoren der rechten Seite, bei der Spannungsberechnung und bei der
Berechnung von Spannungsableitungen. Die Matlab-Programmteile basieren zum
Teil auf Ideen aus [8], [28] und [18]. Zur Verwaltung der Netzgeometrie iiber die
Dateien Koordinaten.dat, Elemente.dat, Dirichlet.dat und Neumann.dat wird
auf [8] verwiesen, fiir Details zur Matlab-Finite-Elemente-Programmierung mit An-
satzfunktionen héherer Ordnung auf [18].

A.1 Hauptprogramm

Dieser Abschnitt beschreibt den adaptiven Algorithmus zur Losung des Modellpro-
blems. Die Implementierung der zugehorigen Matlab-Routine ist angegeben (Pro-
gramm start.m).

Dem Programm werden eine Zeitschrittweite dt, der Parameter tt der 6-Regel
und eine Fehlertoleranz (toleranz) iibergeben, die in keinem Zeitschritt iiberschrit-
ten werden soll.

Zunichst werden Netzgeometrie, Basisfunktionen, Materialparameter und Qua-
draturformeln initialisiert (Zeilen 13-31).

% Adaptive 2D-FEM fuer Viskoplastizitaet

function [Freimax,NF,eta_N,eta_L,eta_R,RefTyp,Koordinaten,Elemente,u,pl=...

start(toleranz,tt,dt,ep)

format long

global Koordinaten Elemente Dirichlet Neumann p N dof Kantennr ...
Aussenkanten NJ N Gewichte BaryK Gewichtel alphal betal NQ1 ...
P_ref basis_p basis_IP basis_P dx dy dx_K dy_K dx_P dy_P DX DY ...
dxx dxy dyy dxx_K dxy_K dyy_K dxx_P dxy_P dyy_P lbasis lbasis_IP

OO WN -
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10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33

34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53

lbasis_IP_K lbasis_IP_P IPdof DOF sy lambda mu k1 eta C1 C2 C3 C5 R RO
iter=1;step=1;

[tmax,pmax, IPmax,Pmax,max_iter,RefNr,RefTyp,Frei,q_anz]=...
Approximation_initialisieren;

[Gewichte,BaryK,NQ,Gewichtel,alphal,betal ,NQ1,P_ref]=...
Quadratur_initialisieren(q_anz);

[Koordinaten,Elemente,Dirichlet ,Neumann,p,Kantennr,Aussenkanten,P,NJ]1= ...
Netz_initialisieren(pmax,Pmax,DatenDir);

[lambda,mu,k1,C1,C5,sy,eta]l=Material_initialisieren;

[dx,dy,dx_K,dy_K,dx_P,dy_P,DX,DY,dxx,dxy,dyy,dxx_K,dxy_K,dyy_K,
dxx_P,dxy_P,dyy_P,basis_p,basis_IP,basis_P,lbasis,lbasis_IP,lbasis_IP_K,
lbasis_IP_P,N,pKanten,dof,IPdof ,DOF]=...

Basis_initialisieren(p,pmax,Pmax,IPmax,BaryK,alphal,betal);

[S0,A0,u0,S0_K,A0_K,SO_P,A0_P,DSOX,DSOY,DAOX ,DAOY,DSOX_K,DSOY_K,DAOX_K,DAOY_K,
DSOX_P,DSOY_P,DAOX_P,DAQY_P,phase0,phase00,t0,t1,t]=...
Eulerverfahren_initialisieren(size(Elemente,1),NQ,NQ1,N,tt,dt);

R=rad(t) ;RO=rad(t0);

In einer Schleife iiber alle Zeitschritte wird das diskrete Modellproblem (Problem
6) gelost, in dem in jedem Zeitschritt eine Finite-Elemente-Rechnung durchgefiihrt
wird (Zeilen 45,46). Als Ergebnis werden der Verschiebungvektor u geliefert, die
Anzahl der Newton-Iterationen nit, sowie ein Vektor phase, der fiir jedes Element
die Information enthélt, ob es in der plastischen oder elastischen Phase ist. Beim
Ubergang in die plastische Phase wird die Zeitschrittweite, abhingig von der Stufe
iter der Ortsverfeinerungen angepaft.

dtadapt=0;term=0;
iter
while (term==0)
sprintf (’Zeitschritt : %d\n ’,step)
zeititer=0;zit=0;nit=0;
while zeititer==
zit=zit+1
sprintf (’t1 : %8.4f\n ’,t1)
sprintf (’Schrittweite : %12.10f\n ’,dt)
C2=K2(tt,dt) ;C3=K3(tt,dt);
sv=u0;
[u,nit,phase]=FEM4 (Koordinaten,Elemente,Dirichlet ,Neumann,Kantennr,
Aussenkanten,sv,u0,S0,A0,N,p,dof,t,t0,C2,C3,pmax,NJ);
sprintf (’Newtonschritte : %d\n ’,nit)
if (((max(phase)>0) & (max(phase0)==0)) & ((zit==1) & (dtadapt==0)))
%Zeitschrittweite beim elastisch-plastischen Uebergang anpassen
dt=dt/(2*iter) ;t1=t0+dt;t=tt*t1+(1-tt) *t0;dtadapt=1;
else
zeititer=1;
end
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end

Abhéngig vom gewihlten Fehlerschitzertyp (RefNr (1)) wird ein a posteriori Feh-
lerschiitzer aufgerufen (Zeilen 57-78). Der Residuenschiitzer erfordert die Berechnung
von Spannungsableitungen (Zeilen 69-72). Abhéngig davon, ob der Fehlerschiitzer
kleiner als eine vorgegebene Toleranz ist (Zeile 82), wird zum né#chsten Zeitschritt
iibergegangen (Zeilen 83-103) bzw. das Programm beendet oder der aktuelle Zeit-
schritt mit einer verfeinerten Diskretisierung erneut berechnet.

[Fehler,NM]=FSigma(u,u0,S0,A0,t,t0);

if RefNr(1)<=1
eta_NT=Aposteriori_EQ1(u,u0,S0,A0,S50_K,A0_K,t,t0,pmax,Pmax) ;
eta_N=sqrt(sum(eta_NT."2));
eta_l=eta_NT;
eta_S=sqrt(sum(eta_NT."2) /NM)
end
if RefNr(1)==
eta_LK=APosteriorilLi(u,u0,S0,A0,t,t0,Pmax);
eta_L=sqrt(sum(eta_LK."2));
eta_l=eta_LK;
eta_S=sqrt(sum(eta_LK."2)/NM)
end
[DSX,DSY,DAX,DAY,DSX_K,DSY_K,DAX_K,DAY_K,DSX_P,DSY_P,DAX_P,DAY_P]=...
DSigma(u,u0,50,A0,S0_K,A0_K,SO_P,A0_P,DSOX,DSOY,DAOX,DAOY,DSOX_K,DSOY_K, ...
DAOX_K,DAQY_K,DSOX_P,DSOY_P,DAOX_P,DAQOY_P,Koordinaten,Elemente,dof,...
Gewichte,NQ,NQ1);
if RefNr(1)==3
eta_RT=APosterioriR(u,u0,50,A0,S0_K,A0_K,DSX,DSY,p,t,t0);
eta_R=sqrt(sum(eta_RT."2));
eta_l=eta_RT;
eta_S=sqrt(sum(eta_RT."2)/NM)
end
Frei(iter,1)=size(Koordinaten,l) ;Frei(iter,2)=2*max(max(abs(dof)));

if ((eta_S<toleranz) | (iter==max_iter))
step=step+l;

if t1+dt/2<tmax
t00=t0;t0=t1;t1=t1+dt;t=tt*xt1+(1-tt)*t0;
phaseOO=phase0Q; phase0=phase;
RO=rad (t0) ;R=rad(t);

S00=S0;A00=A0;u00=u0;
S00_K=S0_K;A00_K=A0_K;S00_P=SO0_P;A00_P=A0_P;

DS00X=DS0X; DS00Y=DS0Y ; DAOOX=DAOX ; DAOOY=DAOY;
DSOO0X_K=DSO0X_K;DSO0Y_K=DSOY_K; DAOOX_K=DAOX_K;DAOOY_K=DAOY_K;
DSOO0X_P=DSO0X_P;DSO0Y_P=DSOY_P; DAOOX_P=DAOX_P;DAOOY_P=DAOY_P;

[S0,A0,S0_K,A0_K,SO_P,A0_P,DSOX,DSOY,DAOX ,DAOY,DSOX_K,DSOY_K,

DAOX_K,DAOY_K,DSOX_P,DSOY_P,DAOX_P,DAOY_P]=...

QPD_updaten (u,u0,S0,A0,S0_K,A0_K,SO_P,A0_P,DSX,DSY,DAX ,DAY,DSX_K,DSY_K, ...
DAX_K,DAY_K,DSX_P,DSY_P,DAX_P,DAY_P,DSOX,DSOY,DAOX,DAQY, ...
DSOX_K,DSOY_K,DAOX_K,DAOY_K,DSOX_P,DSOY_P,DAOX_P,DAOY_P,tt, ...
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Koordinaten,Elemente,dof,NQ,NQ1);
ul=1/tt*(u+(tt-1)*ul) ;uld=ul;
else
term=1;
end

Falls der Fehlerschétzer grofier als die vorgegebene Schranke ist, wird eine Verfei-
nerung der Ortsdiskretisierung nétig, die abhéngig vom gewéhlten Verfeinerungstyp
(RefNr(2)) erfolgt. Moglich sind h-Verfeinerung (Zeilen 110-135) und p-Verfeinerung
(Zeilen 138-172) sowie eine Kombination aus beiden Verfeinerungen.

Die h-Verfeinerung des Finite-Elemente-Netzes (Zeile 110-111) erfolgt nach der
Rot-Blau-Griin-Verfeinerung (s. Abschnitt 3.3.1). Ben6tigt werden Anfangswerte fiir
die verfeinerte Triangulierung, die im ersten Zeitschritt exakt gegeben sind (Zeilen
116-118) und in spéteren Zeitschritten durch Interpolation berechnet werden (Zeilen
120-127 und Abschnitt 3.3.2).

106 else

107 iter=iter+1

108 if ((RefNr(2)==1) | (RefNr(2)==3))

109 [Koordinaten_n,Elemente_n,Dirichlet,Neumann,p,VK,phase,eta_1]= ...

110 Netz_h_verfeinern(eta_1,RefNr, ...

111 Koordinaten,Elemente,Dirichlet,Neumann,p,Kantennr,phase);
112 [Kantennr_n,Aussenkanten_n]=GeneriereKantennr (Elemente_n,Koordinaten_n) ;
113 [pKanten,dof_n]=erstelledof (Koordinaten_n,Elemente_n,p,Kantennr_n);

114 N=max (max (abs(dof_n)));

115 if (step==1)

116 [S0,A0,u0,S0_K,A0_K,SO_P,A0_P,DSOX,DSOY,DAOX,DAQY,DSOX_K,DSOY_K, ...
117 DAOX_K,DAQY_K,DSOX_P,DSOY_P,DAOX_P,DAOY_P,phase0,phase00,t0,t1,t]=...
118 Eulerverfahren_initialisieren(size(Elemente_n,1),NQ,NQ1,N,tt,dt);

119 else

120 [v0,S0,A0,S0_K,A0_K,SO_P,A0_P,DSOX,DSOY,DAOX,DAQY,DSOX_K,DSOY_K, ...
121 DAOX_K,DAOY_K,DSOX_P,DSOY_P,DAOX_P,DAOY_P,u00,S00,S00_K,S00_P, ...
122 A00,A00_K,A00_P,DSO0X ,DSO0Y , DAOOX , DAOOY , DSO0X_K , DSO0Y_K , DAOOX_K, ...
123 DAOOY_K,DSO0X_P,DS00Y_P,DAOOX_P,DAOOY_P,phase0,phase00]=. ..

124 AW_interpolieren_h(VK,S00,A00,S00_K,A00_K,S00_P,A00_P,u00,u0, ...

125 DS00X,DS00Y,DAOOX ,DAOOY,DSO0X_K,DSO0Y_K,DAOOX_K,DAOOY_K, ...

126 DS00X_P,DSO0Y_P,DAOOX_P,DAOOY_P,Koordinaten_n,Elemente_n, ...

127 Kantennr_n,Aussenkanten_n,N,pmax,dof_n,tt,t0,t00,phase0,phase00);
128 end

129 Koordinaten=Koordinaten_n;Elemente=Elemente_n;

130 Kantennr=Kantennr_n;Aussenkanten=Aussenkanten_n;dof=dof_n;

131 clear Koordinaten_n;clear Elemente_n;clear Kantennr_n;clear Aussenkanten_n;
132 clear dof_n;NJ=size(Elemente,1);

133 IPdof=erstelledof2(Koordinaten,Elemente, IPmax*ones(NJ,1) ,Kantennr) ;

134 DOF=erstelledof2(Koordinaten,Elemente,Pmax*ones(NJ,1),Kantennr) ;

135 end

Die p-Verfeinerung der Finite-Elemente-Triangulierung (Zeilen 137-172) erfolgt,
indem der Polynomgrad der Basisfunktionen erhoht wird (Zeile 137,138), die Qudra-
turformeln angepafit werden (Zeile 139-146) und neue Basisfunktionen berechnet
werden (Zeilen 150-153). Fiir eine Verfeinerung im ersten Zeitschritt sind Anfangs-
werte bekannt (Zeile 155-157). Verfeinerungen in spéteren Zeitschritten erfordern
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eine Interpolation von Anfangswerten in den neuen Quadraturpunkten (Zeile 162-
168). Die Verschiebung ist wegen des erhthten Polynomgrades in der neuen Basis
darzustellen (Zeile 159,160).

if ((RefNr(2)==2) | (RefNr(2)==3))
[p_n,pmax_n,Pmax,IPmax_n]=...
Netz_p_verfeinern(eta_l,RefNr,Elemente,p,pmax,Pmax,Kantennr,phase) ;
g_anz=q_anz+1;
if (q_anz>16) & (q_anz<33)
q_anz=32;
elseif (q_anz>=33) & (q_anz<=64)
q_anz=64;
elseif q_anz>64
q_anz=64;
end
[Gewichte_n,BaryK_n,NQ_n,Gewichtel_n,alphal_n,betal_n,NQ1l_n,P_ref]=...
Quadratur_initialisieren(q_anz);

[dx,dy,dx_K,dy_K,dx_P,dy_P,DX,DY,dxx,dxy,dyy,dxx_K,dxy_K,dyy_K,dxx_P, ...
dxy_P,dyy_P,basis_p,basis_IP,basis_P,lbasis,lbasis_IP,lbasis_IP_K,...
lbasis_IP_P,N_n,pKanten_n,dof_n,IPdof,DOF]=...
Basis_initialisieren(p_n,pmax_n,Pmax,IPmax,BaryK_n,alphal_n,betal_n);
if (step==1)
[S0,A0,u0,S0_K,A0_K,SO_P,A0_P,DS0X,DSOY,DAOX,DAOY,DSOX_K,DSOY_K, ...
DAOX_K,DAQY_K,DSOX_P,DSOY_P,DAOX_P,DAOY_P,phase0,phase00,t0,t1,t]=...
Eulerverfahren_initialisieren(size(Elemente,1),NQ_n,NQ1_n,N_n,tt,dt);
else
[u0,u00]=U_verfeinern(u0,u00,p,pKanten,dof,p_n,pKanten_n,dof _n,N_n, ...
size(Koordinaten,1) ,Kantennr) ;

[S0,A0,S0_K,AO0_K,DSOX,DSOY,DAOX,DAOY,DSOX_K,DSOY_K,DAOX_K,DAOY_K, ...
S00,S00_K,A00,A00_K,DS00X,DS0O0Y,DAOOX,DAOQOY,DSO0X_K,DSO0Y K, . ..
DAOOX_K,DAOQOY_K,]=...
AW_interpolieren_p(S00,A00,S00_K,A00_K,SO0_P,A00_P,u00,u0,DS00X,DS00Y, ...
DAOOX,DAOOY,DSO0X_K,DSO0Y_K,DAOOX_K,DAOOY_K,DSO0X_P,DSO0Y_P, ...
DAOOX_P,DAOOY_P,Gewichte_n,BaryK_n,NQ_n,alphal_n,betal_n,NQ1_n,...
pmax_n,dof_n,IPmax,tt,t0,t00,phase0,phase00) ;
end
p=p_n;pmax=pmax_n;pKanten=pKanten_n;dof=dof_n;clear dof_n;N=N_n;
clear p_Kanten_n;IPmax=IPmax_n;Gewichte=Gewichte_n;BaryK=BaryK_n;NQ=NQ_n;
Gewichtel=Gewichtel_n;alphal=alphal_n;betal=betal_n;NQ1=NQ1_n;
end
end
end

Im letzten Zeitschritt werden zum Vergleich weitere Fehlerschitzer aufgerufen
(Zeilen 176-193).

Freimax=Frei(iter, :) ;NF=Fehler;

if RefNr(1)<=1

eta_LK=APosteriorilL1(u,u0,S0,A0,t,t0,Pmax);
eta_L=sqrt(sum(eta_LK."2));
eta_RT=APosterioriR(u,u0,S0,A0,S0_K,A0_K,DSX,DSY,p,t,t0);
eta_R=sqrt(sum(eta_RT."2));

end
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183  if RefNr(1)==2

184 eta_NT=Aposteriori_EQ1(u,u0,S0,A0,50_K,A0_K,t,t0,pmax,Pmax);
185 eta_N=sqrt(sum(eta_NT."2));

186 eta_RT=APosterioriR(u,u0,S0,A0,S0_K,A0_K,DSX,DSY,p,t,t0);
187 eta_R=sqrt(sum(eta_RT."2));

188 end

189  if RefNr(1)==3

190 eta_NT=Aposteriori_EQ1(u,u0,S0,A0,S0_K,A0_K,t,t0,pmax,Pmax);
191 eta_N=sqrt(sum(eta_NT."2));

192 eta_LK=APosteriorill(u,u0,S0,A0,t,t0,Pmax);

193 eta_L=sqrt(sum(eta_LK."2));

194 end

A.2 Finite-Elemente-Methode

Die Finite-Elemente-Methode ist nach dem Algorithmus in Abschnitt 3.2.4 imple-
mentiert und baut auf die Arbeit [18] von C. Boecker fiir elastische Probleme auf.

function [u,nit,phase]=FEM4(Koordinaten,Elemente,Dirichlet, Neumann,
Kantennr, Aussenkanten,u,u0,S0,A0,N,p,dof, ...
t,t0,C2,C3, pmax,NJ)
global NQ Gewichte BaryK NQ1 Gewichtel alphal betal P_ref ...
dx dy basis_p lambda mu C1 sy

nit=0;phase=zeros(NJ,1) ;dim=zeros(NJ,1);

F=zeros(2%*N,1) ;Q=zeros(2*N, 1) ;P=zeros (2*N,1) ;

for j=1:size(Elemente,1)

10 jdof=dof (j,:);nz=find(jdof);

11 basis_ref=(sign(jdof(nz))’*ones(NQ,1)’).*basis_p(nz,:);

12 lokKoordinaten=Koordinaten(Elemente(j,:),:);

13 f_wert=f (BaryK’*lokKoordinaten,t) ;

14 T=det ([1,1,1;1lokKoordinaten’])/2;

15 I=reshape([2*abs(jdof (nz))-1;2*abs(jdof (nz))],1,2*size(nz,2));
16 P(I)=P(I)+reshape((basis_ref*((Gewichte’*[1,1]).*f_wert)*T)’, 2xsize(nz,2),1);
17  end

C OO0 JO UUix W -

19  if “isempty(Neumann)

20 Basiswerte=fwertkante (ones(1,NQ1)-2*alphal,pmax) ;

21 KV=Koordinaten(Neumann(:,2),:)-Koordinaten(Neumann(:,1),:);
22 Lg=sqrt (sum(KV.*KV,2)) ;KV=KV./[Lg,Lg] ;NV=KV*[0,-1;1,0];

23 for j=1:size(Neumann,1)

24 T=Aussenkanten (Neumann(j,1) ,Neumann(j,2));

25 Seite=Aussenkanten(Neumann(j,2) ,Neumann(j,1));

26 IK=[Seite,rem(Seite,3)+1, (Seite-1) *(pmax-1)+4:Seite* (pmax-1)+3];

27 nz = find(dof (T,IK));

28 g_wert=g([alphal;betal] ’*Koordinaten(Neumann(j,:),:),NV(j,:),t);

29 Kantewerte=Basiswerte*((Gewichtel’*[1,1]).*g_wert)*Lg(j,:)/2;

30 I=reshape([2*abs(dof (T,IK(nz)))-1;2*abs(dof (T,IK(nz)))],1,2*size(IK(nz),2));
31 P(D=...

32 P(I)+reshape([1;1]*sign(dof (T,IK(nz))) .*Kantewerte(nz,:)’,2*size(nz,2),1);
33 end

34 end
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Dirichletrandbedingungen und Verschiebungsrandbedingungen werden wie in Ab-
schnitt 3.2.3 beschrieben implementiert.

35 Dknoten=[unique(Dirichlet)];B=sparse(2*N,2x*N) ;
36 [M,L]=u_rand(Koordinaten(Dknoten,:));

37 for k=0:1

38 for 1=0:1

39 B(2*Dknoten-1+1,2*Dknoten-1+k)=diag(M(1+1:2:size(M,1) ,1+k));
40 end
41  end

42  I=find(sum(B));I0=find(sum(M,2));

43  W=zeros(2+*N,1) ;W(I)=L(I0) ;u(I)=L(I0);

44

45 Basiswerte=fwertkante(ones(1,size(Gewichtel,2))-2*alphal,max(p));
46 Basiswerte=Basiswerte(3:end,:);

47  KV=Koordinaten(Dirichlet(:,2),:)-Koordinaten(Dirichlet(:,1),:);
48 Laenge=sqrt(sum((KV.*KV)’)’);

49 for j=1:size(Dirichlet,1)

50 T = Aussenkanten(Dirichlet(j,1),Dirichlet(j,2));

51 Seite=Aussenkanten(Dirichlet(j,2),Dirichlet(j,1));

52 I=[(Seite-1)*(max(p)-1)+4:Seite* (max(p)-1)+3];nz=find (dof (T,I));
53 if length(nz)>0

54 QuadPunkte=[alphal;betal] >*Koordinaten(Dirichlet(j,:),:);

55 [M,L]=u_rand (QuadPunkte) ;

56 Viil=sum(reshape((M*[1;0]).*(M*[1;0]),2,size(Gewichtel,2)));

57 V12=sum(reshape ((M*[1;0]) .*(M*x[0;1]),2,size(Gewichtel,2)));

58 V21=sum(reshape ((M*[0;1]) .*(M*[1;0]),2,size(Gewichtel,2)));

59 V22=sum(reshape ((M*[0;1]) .*(M*x[0;1]),2,size(Gewichtel,2)));

60 LG=Laenge (j)*Gewichtel;

61 for i=1:length(nz)

62 for k=1:length(nz)

63 V=(Basiswerte(nz(i),:)*sign(dof(T,I(nz(i))))).* ...

64 (Basiswerte(nz(k), :)*sign(dof (T,I(nz(k)))));

65 B(2*abs(dof (T,I(nz(i))))-1,2%abs(dof (T,I(nz(k))))-1)=LG*(V11.%V)’;
66 B(2*abs(dof (T,I(nz(i))))-1,2%abs(dof (T,I(nz(k)))))=LG*(V12.%V)’;
67 B(2*abs(dof (T,I(nz(i)))) ,2*abs(dof(T,I(nz(k))))-1)=LG*x(V21.*V)’;
68 B(2*abs(dof (T,I(nz(i)))),2*abs(dof(T,I(nz(k)))))=LG*x(V22.*V)’;

69 end

70 WO=reshape (u_D(QuadPunkte) ’ ,2*size(Gewichtel,2),1);

71 Wi=reshape([u(2*Dirichlet(j,1)-1);u(2+Dirichlet(j,1))]I*alphal+ ...
72 [u(2#Dirichlet(j,2)-1);u(24Dirichlet(j,2))]*betal, ...
73 2xsize(Gewichtel,2),1);

74 W(2*abs (dof (T,I(nz(i))))-1)= ...

75 LG* (sum(reshape ((M*[1;0]) . *(WO-W1) ,2,size(Gewichtel,2))).* ...
76 (sign(dof (T,I(nz(i))))*Basiswerte(nz(i),:)))’;

7 W(2*abs (dof (T,I(nz(i)))))= ...

78 LG* (sum(reshape ((M*[0;1]) .*(WO-W1) ,2,size(Gewichtel,2))).* ...
79 (sign(dof (T,I(nz(i))))*Basiswerte(nz(i),:)))’;

80 end

81 end

82 end

83 freieKnoten=find (“sum(abs(B)));I=find(sum(abs(B),2));B=B(I,:);W=W(I,:);

Als Startvektor wird dem folgenden Newton-Verfahren der Vektor F iibergeben,
der abhingig ist von dem Startwert u fiir die Verschiebung.
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for j=1l:size(Elemente,1)
J=Funktionalmatrix(Koordinaten,Elemente,j);

jdof=dof (j,:);nz=find(jdof) ;dim(j)=size(nz,2);
[FO,ph]=VEKTOR3(u,u0,S0(j,:),A0(j,:),jdof,nz,dx,dy,reshape(J,1,4), ...

Gewichte,lambda,mu,C1,C2,C3,sy);

I0=reshape ([2*abs(jdof (nz))-1;2xabs(jdof (nz))],1,2*size(nz,2));
Q(10)=Q(I0)+F0;phase(j)=ph;

end

F=Q-P;

Das Newton-Verfahren (Zeile 97-137) ist nach dem Algorithmus 3.8 in Abschnitt
3.2.4 implementiert. Die Assemblierung der globalen Steifigkeitsmatrix erfolgt nach
einem Verfahren von A. Hecht, das in [38] fiir die Matlab-Implementierung entwickelt
wurde und ohne zeitintensive Speicherreorganisationen auskommt. Dabei werden
die lokalen Steifigkeitmatrizen der Dimension 2N(T") x 2N (T') zunéchst in einem
Hilfsvektor vektor der Linge 4N (T')? gespeichert. Die Indizes, an denen die Eintréige
der lokalen Steifigkeitsmatrizen in der globalen Steifigkeitsmatrix auftreten, werden
in den Vektoren I1 fiir die Zeilen und I2 fiir die Spalten gespeichert. Der Aufbau der
globalen Steifigkeitsmatrix erfolgt dann durch den einmaligen Aufruf des sparse-
Befehls in Matlab (Zeile 116).

nF=norm(F (freieKnoten) ) ;n0=nF ;n00=nF;

while (nF/n00>10"-4) | (nF<n0)
nit=nit+1;dim0=0;

vektor=zeros(1,4*sum(dim."2));
Il1=zeros(1,4*sum(dim."2)) ;I2=zeros(1,4*sum(dim."2));
for j=1:size(Elemente,1)
J=Funktionalmatrix(Koordinaten,Elemente,j) ;
jdof=dof (j,:) ;nz=find(jdof);
MO=STEMAL (u,u0,S0(j,:),A0(j,:),jdof,nz,dx,dy,reshape(J,1,4), ...
Gewichte,lambda,mu,C1,C2,C3,sy);
vektor (dim0O+1:dim0+4*dim(j)*dim(j))=reshape(MO,1,4*dim(j)*dim(j));
I0=reshape([2*abs(jdof (nz))-1;2*abs(jdof (nz))],1,2*size(nz,2));
I01=repmat (I0,1,2*dim(j));
I02=reshape(repmat (I0,2*dim(j),1),1,4*dim(j)*dim(j));
I1(dim0+1:dim0+4*dim(j)*dim(j))=I01;
I2(dim0+1:dim0+4*dim(j)*dim(j))=I02;
dim0=dim0+4*dim(j)*dim(j) ;
end

DF=sparse(I1,I2,vektor,2*N,2*N);clear vektor;clear Il;clear I2;
FE=[DF*u-F ;W] ;DF=[DF,B’ ;B,sparse(size(B,1) ,size(B,1))];

In jedem Iterationsschritt des Newton-Verfahrens wird ein lineares Gleichungs-
system mit dem Matlab-Loser gelost (Zeile 118).

x=DF\FE;u=x(1:2*N) ;
Q=zeros(2*N,1);

for j=1:size(Elemente,1)
J=Funktionalmatrix (Koordinaten,Elemente,j);
jdof=dof (j,:) ;nz=find(jdof);
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[FO,ph]=VEKTOR3(u,u0,50(j,:),A0(j,:),jdof,nz,dx,dy,reshape(J,1,4), ...

Gewichte,lambda,mu,C1,C2,C3,sy);
I0=reshape([2*abs(jdof (nz))-1;2*abs (jdof(nz))],1,2*size(nz,2));
Q(I0)=Q(I0)+F0;phase(j)=ph;

end
F=Q-P;
n0=nF ;nF=norm(F (freieKnoten))
if nit==20
disp(’Fails to converge within maximum number of iterations!’);
break
end
end
return

In den Routinen STEMAL.c und VEKTOR3.c sind die Steifigkeitsmatrix und der
Vektor der rechten Seite fiir kinematische Verfestigung implementiert. Dabei ist
entscheidend, dafl die gleiche Numerik bei der Unterscheidung zwischen elastischem
und plastischem Bereich in STEMAL.c und VEKTOR3.c verwendet wird. Ansonsten
kénnen Rundungsfehler dazu fiithren, dafl eine Routine elastisch, die andere plastisch
rechnet.

#include <stdio.h>
#include <math.h>
#include <stdlib.h>
#include "mex.h"

double *CreateDoubleVector(int len)

{
return malloc(len*sizeof (double));

}

int *CreateIntVector(int len)

{
return malloc(len*sizeof (int));

}

double tr(double x[4])
{

double t;
t=x[0]+x[3];

return t;

}

double skal(double x[4], double y[4])
{

double s;

s=x[0] *y [0]+x [1]*y[1]+x[2] *y [2]+x[3]*y[3];
return s;

}

void symgrad(double y[4], double x[4])
{
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y[0]
}

void
{

y[0]
}

doubl

{
doub

=x[0];y[11=(x[1]1+x[2])/2.0;y[2]=y[1];y[3]1=x[3];

dev(double y[4], double x[4])

=x[0]-(x[01+x[3])/2.0;y[11=x[1];y[2]=x[2];y[3]1=x[3]-(x[0]1+x[3])/2.0;

e norm(double x[4])

le n;

n=sqrt (pow(x[0],2)+pow(x[1],2)+pow(x[2],2)+pow(x[3],2));
return n;

¥

doubl
{

e dsign(double x)

double s;

i
T

void

f (x>=0) s=1; else s=-1;
eturn s;

STEMA (double M[], int n, double u[], double uO[],
double s0[], double aO[], double idof[], double nz[],
double dx[], double dy[], double jm[], double Gewichte[],
double *lambda, double *mu, double *cl, double *c2, double *c3,
double *sy, int nq, int nd, int nd0)

double dtm,phi[2][2],*dxz,*dyz;

double dux1,duyl,dux2,duy2,Dul[4],Eul[4];

double ds[4],dal[4],v0[4],dv0[4],dv1[4],dv[4];

double wi[2],w2[2],d1[4],d2[4],e1[4],e2[4],del1[4],de2[4];
double f1,f2,delta;

i

I

nt *I10,1,i,j,k,iwl,iw2;

0=CreateIntVector(nd);

dxz=CreateDoubleVector (nd0) ;dyz=CreateDoubleVector (nd0) ;

£

or (i=0;i<4*nd*nd;i++) M[i]=0.0;

dtm=jm[0]*jm[3]-jm[1]*jm[2];

p
p

f
f
{

hi[0] [01=jm[3]1/dtm; phi[0][1]=-jm[2]/dtm;
hi[1][0]=-jm[1]/dtm; phil[1][1]=jm[0]/dtm;

or (j=0;j<nd;j++) I0[jl=abs((int) idof[(int) nz[jl-11);
or (1=0;1<nqg;1l++)

for (j=0;j<nd0;j++)

{
dxz[jl=dx[j+nd0*1]*dsign(idof [j]1);
dyz[jl=dy[j+nd0*1]*dsign(idof [j]1);

}

dux1=0;duy1=0;dux2=0;duy2=0;

for (j=0;j<nd;j++)

{
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88 dux1=dux1+(u[2*I0[j]1-1-11-u0[2%I0[j]1-1-1]) *dxz[(int) nz[j]1-1];
89 duyl=duyl+(u[2*I0[j1-1-11-u0[2*I0[j1-1-11)*dyz[(int) nz[j1-1];
90 dux2=dux2+(u[2*I0[j1-11-u0[2*I0[j]1-1])*dxz[(int) nz[j]1-1];
91 duy2=duy2+(u[2*I0[j1-11-u0[2*I0[j]1-1]1) *dyz[(int) nz[jl-1];
92 }

93 Du[0]=dux1*phi[0] [0]+duyl*phi[0] [1];

94 Du[1]=dux1x*phi[1] [0]+duyl*phil[1] [1];

95 Du[2]=dux2*phi[0] [0]+duy2*phi[0] [1];

96 Du[3]=dux2*phil[1] [0]+duy2*phi[1] [1];

97 symgrad (Eu,Du) ;

98 ds[0]=s0[1]-(s0[1]+s0[3*nq+11)/2.0;

99 ds[1]=s0[ng+1];

100 ds[2]=s0[2*nqg+1];

101 ds[3]=s0[3*ng+1]1-(s0[1]+s0[3*nq+1])/2.0;

102 da[0]=a0[1]-(a0[1]+a0[3*nq+1])/2.0;

103 da[1]=a0[nq+1];

104 da[2]=a0[2*nq+1];

105 da[3]=a0[3*nq+1]-(a0[1]+a0[3*nq+1])/2.0;

106 vO[0]=Eu[0]+(s0[1]+s0[3*nq+1])/(4.0*(*lambda)+4.0* (*mu) )+
107 ds[0]/(2.0%(*mu));

108 vO[1]=Eu[1]+ds[1]/(2.0%(*mu));

109 v0[2]=Eu[2]+ds[2]/(2.0%(*mu));

110 vO[3]=Eu[3]+(s0[1]+s0[3*nq+1])/(4.0*(*x1lambda)+4.0* (*mu) )+
111 ds[3]1/(2.0%(*mu));

112 dev(dv0,v0);

113 dv[0]=dv0[0]-da[0]/(2* (*mu)) ;dv[1]=dvO[1]-dal[1]/ (2% (*mu)) ;
114 dv[2]=dv0[2]-da[2] /(2% (*mu)) ;dv[3]=dvO[3]-da[3] /(2% (*mu)) ;
115

116 if (norm(dv)-(*sy) /(2% (*mu))>0)

117 {

118 f1=(*c2)+(*c3) /norm(dv) ; £2=(*c3) /pow(norm(dv) ,3) ;

119 delta=1.0;

120 }

121 else

122 {

123 £1=2* (*mu) ; £2=0.0;delta=0.0;

124 }

125

126 for (i=0;i<2*nd;i++)

127 {

128 iwl=(int) nz[(int) floor(i/2)]1-1;

129 w1[0]=dxz[iw1]*phi[0] [0]+dyz[iwl]*phi[0] [1];

130 wi[1]=dxz[iw1]*phi[1] [0]+dyz[iw1]*phi[1] [1];

131 if (fmod(i+1,2)==0)

132 {

133 d1[0]=0.0;d1[1]1=0.0;d1[2]=w1[0];d1[3]=w1[1];
134 }

135 else

136 {

137 d1[0]=w1[0];d1[1]=w1[1];d1[2]=0.0;d1[3]=0.0;
138 }

139 symgrad(el,dl) ;dev(del,el);

140 for (k=0;k<2+%nd;k++)

141 {

142 iw2=(int) nz[(int) floor(k/2)]1-1;
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143 w2[0]=dxz[iw2] *phi[0] [0]+dyz[iw2]*phi[0] [1];

144 w2[1]=dxz[iw2] *phi[1] [0]+dyz[iw2]*phi[1][1];

145 if (fmod(k+1,2)==0)

146 {

147 d2[0]1=0.0;d2[1]1=0.0;d2[2]=w2[0] ;d2[3]=w2[1];
148 }

149 else

150 {

151 d2[0]=w2[0];d2[1]=w2[1];d2[2]=0.0;d2[3]1=0.0;
152 }

153 symgrad (e2,d2) ;dev(de2,e2);

154

155 M[k*2*nd+i]=M[k*2*nd+i]+dtm*sqrt (3.0) *Gewichte[1] *
156 ((*c1) *tr(el) *tr(e2)+f1xskal(del,de2)-f2xskal(dv,e2) *
157 skal(dv,el));

158 }

159 }

160 }

161 free(I0);I0=NULL;

162 free(dxz) ; dxz=NULL;free(dyz) ; dyz=NULL;

163 1}

164

165 /* Gateway function */

166

167 void mexFunction(int nlhs, mxArray *plhs[], int nrhs, const mxArray *prhs[])

168 {

169 double *M,*u,*u0,*s0,*a0,*idof,*nz,*dx,*dy,*J, *Gewichte,*lambda, *mu,
170 *xcl,*c2,*c3,*sy;

171 int nd,nd0,nq,n;

172

173 /*Check for proper number of arguments */

174 if (nrhs!=16)

175 mexErrMsgTxt ("16 input required!");

176 if (nlhs!=1)

177 mexErrMsgTxt ("1 output required!");

178

179 n =mxGetM(prhs[0])/2; ng=mxGetN(prhs[9]);
180 nd=mxGetN(prhs[5]); nd0=mxGetN(prhs[4]);

181

182 u =mxGetPr (prhs[0]); u0 =mxGetPr(prhs[1]) ;
183 s0 =mxGetPr (prhs[2]); a0 =mxGetPr(prhs[3]);
184 idof =mxGetPr (prhs[4]); nz =mxGetPr(prhs[5]);
185 dx =mxGetPr (prhs[6]); dy =mxGetPr(prhs[7]);
186 J =mxGetPr (prhs[8]); Gewichte=mxGetPr (prhs[9]);
187 lambda =mxGetPr(prhs[10]);u =mxGetPr(prhs[11]);
188 cl =mxGetPr (prhs[12]) ;c2 =mxGetPr(prhs[13]);
189 c3 =mxGetPr (prhs[14]) ;sy =mxGetPr(prhs[15]);
190

191

192 /*Set the output pointer to the output matrix. */

193 plhs[0]=mxCreateDoubleMatrix (2*nd,2*nd ,mxREAL) ;

194

195 /*Create a C pointer to a copy of the output matrix */

196 M=mxGetPr (plhs[0]);
197
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/* STEMA x/

STEMA(M,n,u,u0,s0,a0,idof ,nz,dx,dy,J,Gewichte,lambda,mu,cl,c2,c3,sy,
nqg,nd,nd0) ;

}

#include <stdio.h>
#include <math.h>
#include <stdlib.h>
#include "mex.h"

double *CreateDoubleVector(int len)

{

return malloc(len*sizeof (double));

}

int *CreateIntVector(int len)
{

return malloc(len*sizeof (int));

}

double tr(double x[4])
{

double t;
t=x[0]+x[3];

return t;

}

double skal(double x[4], double y[4])

{

double s;

s=x[0]*y[0]+x [1]*y[1]+x[2]*y[2]+x[3]*y[3];
return s;

}

void symgrad(double y[4], double x[4])

{
y[0]=x[0];y[1]=(x[11+x[2])/2.0;y[2]=y[1];y[3]=x[3];
}

void dev(double y[4], double x[4])
{

y[01=x[0]-(x[0]+x[3])/2.0;y[1]=x[1];y[2]=x[2];y[3]1=x[3]-(x[0]+x[31)/2.0;
}

double norm(double x[4])

{

double n;

n=sqrt (pow(x[0],2)+pow(x[1],2)+pow(x[2],2)+pow(x[3],2));

return n;

}

double dsign(double x)
{
double s;
if (x>=0) s=1; else s=-1;
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void

eturn s;

VEKTOR(double F[], double p[], int n, double u[], double uO[],
double s0[], double aO[], double idof[], double nz[],
double dx[], double dy[], double jm[], double Gewichtel[],
double *lambda, double *mu, double *cl, double *c2,
double *c3,double *sy, int nq, int nd, int nd0)

double dtm,phi[2][2],*dxz,*dyz;duxl,duyl,dux2,duy2,Dul4],Eul4];
double ds[4],dal4],v0[4],dv0[4],v1[4],dv1[4],dv[4];w1[2],w2[2];
double di[4],d2[4],el1[4],e2[4],del[4],de2[4],f1,£f2,delta;

i

p
I

nt *I10,1,i,j,k,anzp,iwl;

[0]1=0.0;anzp=0;
0=CreateIntVector (nd) ;

dxz=CreateDoubleVector (nd0) ;dyz=CreateDoubleVector (nd0) ;

f

or (i=0;i<2*nd;i++) F[i]=0.0;

dtm=jm[0]*jm[3]-jm[1]*jm[2];

p
p

f
f
{

hi[0] [0]=jm[3]/dtm; phi[0][1]=-jm[2]/dtm;
hi[1][0]=-jm[1]/dtm;phi[1][1]=jm[0]/dtm;

or (j=0;j<nd;j++) I0[jl=abs((int) idof[(int) nz[jl-11);
or (1=0;1<nq;1l++)

for (j=0;j<nd0;j++)
{
dxz[jl=dx[j+nd0*1] *dsign(idof [j]1);
dyz[jl=dy[j+nd0*1]*dsign(idof [j]1);
}
dux1=0;duy1=0;dux2=0;duy2=0;
for (j=0;j<nd;j++)
{
dux1=dux1+(u[2*I0[j]1-1-11-u0[2*I0[j]-1-1]) *dxz[(int) nz[j]1-1];
duyl=duyi+(u[2*I0[j]1-1-11-u0[2*I0[j]1-1-1]) *dyz[(int) nz[j]1-1];
dux2=dux2+(u[2*I0[j]1-1]1-u0[2*xI0[j]1-1]1)*dxz[(int) nz[jl1-1];
duy2=duy2+(u[2*I0[j1-1]1-u0[2*xI0[j]1-1]1)*dyz[(int) nz[j]1-1];
}

Du[0]=dux1*phi[0] [0]+duyl*phi[0] [1];
Du[1]=dux1*phi[1] [0]+duyl*phi[1][1];
Du[2]=dux2*phi [0] [0]+duy2*phi[0] [1];
Du[3]=dux2*phi[1] [0]+duy2*phi[1] [1];
symgrad (Eu,Du) ;
ds[0]=s0[1]-(s0[1]+s0[3*nqg+1])/2.0;
ds[1]1=s0[ng+1];

ds[2]=s0[2*nq+1];
ds[3]=s0[3*nq+1]1-(s0[1]+s0[3*nq+1]1)/2.0;
da[0]=a0[1]-(a0[1]+a0[3*nqg+1])/2.0;
da[1]=a0[nqg+1];

da[2]=a0[2*nq+1];
da[3]=a0[3*nq+1]-(a0[1]+a0[3*ng+1])/2.0;
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}

vO[0]=Eu[0]+(s0[1]+s0[3*nq+1])/(4.0*(xlambda)+4.0* (*mu) )+
ds[01/(2.0%(*mu)) ;

vO[1]=Eul[1]+ds[1]1/(2.0%(*mu));

v0[2]=Eul[2]+ds[2]/(2.0*(*mu));

vO[3]=Eu[3]+(s0[1]+s0[3*nq+1])/(4.0*(xlambda)+4.0* (*mu) )+
ds[3]/(2.0%(*mu));

dev(dv0,v0);

dv[0]=dv0[0]-dal[0]/(2* (*mu)); dv[1]=dvO[1]-da[1]/ (2% (*mu));

dv[2]=dv0[2]-da[2]/(2* (*mu)); dv[3]=dvO0[3]-dal[3]/ (2% (*mu));

v1[0]=-a0[1]/(2.0* (*xmu)) ; v1[1]=-a0[nqg+1]1/(2.0% (*mu)) ;

v1[2]=-a0[2*nqg+1]/(2.0% (*mu)) ; v1[3]=-a0[3*nq+1]/(2.0% (*mu)) ;

dev(dvl,vl);

if (norm(dv)-(*sy)/(2* (*mu))>0)

{
f1=(*c2)+(*c3) /norm(dv) ; £2=(*c3) /pow (norm(dv) ,3) ;
delta=1.0;
pl0]1=1.0;anzp++;

}

else

{
£1=2% (*mu) ; £2=0.0;delta=0.0;

}

for (i=0;i<2*nd;i++)
{
iwl=(int) nz[(int) floor(i/2)]1-1;
w1[0]=dxz[iw1]*phi[0] [0]+dyz[iwl]*phi[0] [1];
wl[1]=dxz[iwl1]*phi[1] [0]+dyz[iwl]*phi[1] [1];
if (fmod(i+1,2)==0)

{

d1[0]=0.0;d1[1]1=0.0;d1[2]=w1[0];d1[3]=wi[1];
}
else
{

d1[0]=w1[0];d1[1]=w1[1];d1[2]=0.0;d1[3]=0.0;
}

symgrad(el,dl) ;dev(del,el);
F[i]=F[i]+dtm*sqrt (3.0) *Gewichte [1]* ((*c1)*tr (v0)*tr(el)+

fixskal(dv0,el)+delta*(fixskal(dvl,el)+skal(da,el)));

}
}
if (anzp==nq) pl[0]=2;
free(dxz) ;dxz=NULL;free(dyz) ;dyz=NULL;
free(I0);I0=NULL;

/* Gateway function x/

void mexFunction(int nlhs, mxArray *plhs[], int nrhs,

{

const mxArray *prhs[])

double *F,*p,*u,*ul,*s0,*a0,*idof,*nz,*dx,*dy,*J,*Gewichte,*lambda, *mu,

xcl,*c2,*c3,*sy;

int nd,nd0,nq,n;
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/*Check for proper number of arguments */
if (nrhs!=16)

mexErrMsgTxt ("16 input required!");
if (nlhs!=2)

mexErrMsgTxt ("2 output required!");

n =mxGetM(prhs[0])/2; ng=mxGetN(prhs[9]);
nd=mxGetN(prhs[5]); ndO=mxGetN(prhs[4]);

u =mxGetPr (prhs[0]); w0 =mxGetPr(prhs[1]);
s0 =mxGetPr (prhs[2]); a0 =mxGetPr(prhs[3]);
idof =mxGetPr (prhs[4]); nz =mxGetPr (prhs[5]);
dx =mxGetPr (prhs[6]); dy =mxGetPr (prhs[7]) ;
J =mxGetPr (prhs[8]); Gewichte=mxGetPr (prhs[9]);
lambda =mxGetPr(prhs[10]);mu =mxGetPr(prhs[11]);
cl =mxGetPr (prhs[12]) ;c2 =mxGetPr(prhs[13]);
c3 =mxGetPr (prhs[14]) ;sy =mxGetPr(prhs[15]);

*Set the output polnter to the output matrix. *
/*S h put poi h P i /
plhs[0]=mxCreateDoubleMatrix (2*nd,1,mxREAL) ;
plhs[1]=mxCreateDoubleMatrix(1,1,mxREAL);

/*Create a C pointer to a copy of the output matrix */
F=mxGetPr (plhs[0]);
p=mxGetPr (plhs[1]);

/* VEKTOR */
VEKTOR(F,p,n,u,u0,s0,a0,idof ,nz,dx,dy,J,Gewichte,lambda,mu,cl,c2,c3,sy,
nqg,nd,nd0) ;

A.3 Interpolation von Anfangswerten

Die folgende Routine AW_interpolieren h.m interpoliert Anfangswerte bei einer
h-Verfeinerung nach dem in Abschnitt 3.3.2 beschriebenen Verfahren.

function [u0,S0,A0,SO_K,AO_K,SO_P,A0_P,DSOX,DSOY,DAOX,DAOY,DSOX_K,DSOY_K,...
DAOX_K,DAOY_K,DSOX_P,DSOY_P,DAOX_P,DAOY_P,u00,S00,S00_K, SO0_P,
A00,A00_K, AOO_P, DSO0X, DSOOY, DAOOX, DAOOY, DSOOX_K, DSOOY_K,
DAOOX_X,DAOOY_K,DSO00X_P,DSO0Y_P ,DAOOX_P,DAOOY_P,phO,ph00]=. ..
AW_interpolieren_h(VK,S00,A00,S00_K,A00_K,S00_P,A00_P,u00,u0,DS00X,DS00Y, ...
DAOOX,DAOOY,DSO0X_K,DSO0Y_K,DAOOX_K,DAOOY_K,DSO0X_P,DSO0Y_P,DAOOX_P, ...
DAOOY_P,Koordinaten_n,Elemente_n,Kantennr_n,Aussenkanten_n,N,pmax,dof_n,...
tt,t0,t00,phase0,phase00)

global Koordinaten Elemente Dirichlet Neumann dof Kantennr Gewichte BaryK NQ
alphal betal NQ1 lbasis IPdof lbasis_IP lbasis_IP_K
lbasis_IP_P basis_p basis_IP NJ C2 C3

NE_n=size(Elemente_n,1) ;phO=zeros(NE_n,1) ;ph00=zeros(NE_n,1);
Mi=sparse(2*N,2*N) ;b_11=zeros(2*N, 1) ;b_12=zeros(2*N,1);
S=zeros (NE_n,4x*NQ) ; A=zeros (NE_n,4x*NQ) ;
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S_K{1}=zeros(NE_n,4*NQ1) ; A_K{1}=zeros (NE_n,4*NQ1) ;
S_K{2}=zeros(NE_n,4*NQ1) ; A_K{2}=zeros (NE_n,4*NQ1) ;
S_K{3}=zeros(NE_n,4*NQ1) ; A_K{3}=zeros (NE_n,4*NQ1) ;
S_P=zeros(NE_n,12) ;A_P=zeros(NE_n,12);

DSX=zeros (NE_n,4x*NQ) ;DSY=zeros (NE_n,4*NQ) ;
DAX=zeros (NE_n,4*NQ) ;DAY=zeros (NE_n,4*NQ) ;
DSX_K{1}=zeros(NE_n,4*NQ1) ;DSY_K{1}=zeros(NE_n,4*NQ1) ;
DSX_K{2}=zeros(NE_n,4*NQ1) ;DSY_K{2}=zeros(NE_n,4*NQ1) ;
DSX_K{3}=zeros(NE_n,4*NQ1) ;DSY_K{3}=zeros (NE_n,4*NQ1) ;
DAX_K{1}=zeros(NE_n,4*NQ1) ;DAY_K{1}=zeros(NE_n,4*NQ1);
DAX_K{2}=zeros(NE_n,4*NQ1) ;DAY_K{2}=zeros (NE_n,4*NQ1) ;
DAX_K{3}=zeros(NE_n,4*NQ1) ;DAY_K{3}=zeros(NE_n,4*NQ1) ;
DSX_P=zeros(NE_n,12) ;DSY_P=zeros(NE_n,12);
DAX_P=zeros(NE_n,12) ;DSY_P=zeros(NE_n,12);

I21=4*[1:NQ]-3;I22=4*[1:NQ]-2;123=4*[1:NQ]-1;I124=4*[1:NQ];

j=0;
for i=1:size(Elemente,1)

idof=dof (i,:) ;nz01=find(idof) ; iIPdof=IPdof(i,:) ;nziIP=find (iIPdof);
S00_i=reshape(S00(i,:),NQ,4);A00_i=reshape(A00(i,:),NQ,4);
S00_P_i=reshape(S00_P(i,:),3,4);A00_P_i=reshape(A00_P(i,:),3,4);

DSO00X_i=reshape(DS00X (i, :),NQ,4) ;DS00Y_i=reshape (DS00Y(i,:),NQ,4);
DAOOX_i=reshape (DAOOX (i, :),NQ,4) ;DAOOY_i=reshape (DAOOY(i,:),NQ,4);
DS00X_P_i=reshape (DS00X_P(i,:),3,4) ;DSO0Y_P_i=reshape (DSO0Y_P(i,:),3,4);
DAOOX_P_i=reshape (DAOOX_P(i,:),3,4) ;DAOOY_P_i=reshape (DAOOY_P(i,:),3,4);

for 11=1:3
S00_K_i{l1}=reshape(S00_K{11}(i,:),NQ1,4);
A00_K_i{1l1}=reshape (A00_K{11}(i,:),NQ1,4);
DS00X_K_i{l1}=reshape(DSO0X_K{11}(i,:),NQ1,4);
DSO0Y_K_i{l1}=reshape(DSO0Y_K{11}(i,:),NQ1,4);
DAOOX_K_i{l1}=reshape (DAOOX_K{11}(i,:),NQ1,4);
DAOOY_K_i{l1}=reshape (DAOOY_K{11}(i,:),NQ1,4);
end

I=diag(Kantennr (Elemente(i,:) ,Elemente(i,[2,3,1])));
RefineEdge=£find (VK(I));
NeuKnoten=VK(I(RefineEdge))’;
if size(RefineEdge,1)==3
z3=1;
locNeueElemente=[NeuKnoten([2,3,1]);
[Elemente(i,1) NeuKnoten(1l) NeuKnoten(3)];
[NeuKnoten(1) Elemente(i,2) NeuKnoten(2)];
[NeuKnoten(3) NeuKnoten(2) Elemente(i,3)]];
elseif size(RefineEdge,1)==2
z3=RefineEdge(2)-1;
locNeueElemente=...
[[NeuKnoten(1), Elemente(i,RefineEdge(2)) ,NeuKnoten(2)];
[Elemente(i,5-RefineEdge(2)) ,Elemente (i,rem(5-RefineEdge(2),3)+1),...
NeuKnoten(1)];
[Elemente(i,rem(RefineEdge(2),3)+1) ,NeuKnoten(1l) ,NeuKnoten(2)]];
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elseif size(RefineEdge,1)==1

z3=1;

locNeueElemente=[[Elemente(i, [2,3]) ,NeuKnoten];

else
z3=1;

[Elemente(i, [3,1]) ,NeuKnotenl];

locNeueElemente=Elemente(i,:);

end

z1=5-size(locNeueElemente,1);

if (size(locNeueElemente,1)>1)
if ((phase00(i)==0) | (phase00(i)==2))
M2=MMatrix1(basis_IP,iIPdof,nziIP);

b2=(basis_IP.
b3=(basis_IP.

b6=(basis_IP.
b7=(basis_IP.
b8=(basis_IP.
b9=(basis_IP.

[L,U]=1u(M2);

* (sign(iIPdof) **Gewichte))*S00_i;
* (sign(iIPdof) >*Gewichte))*A00_i;

* (sign (iIPdof) >*Gewichte) ) *DSO0X_i;
*(sign(iIPdof) ’*Gewichte) ) *DSO00Y_i;
x(sign(iIPdof) ’*Gewichte) ) *DAOOX_i;
x(sign(iIPdof) ’*Gewichte) ) *DAOOY_i;

S00_basis=U\(L\b2) ; A00_basis=U\(L\b3);

DS00X_basis=U\(L\b6) ;DSO0Y_basis=U\ (L\b7);
DAOOX_basis=U\(L\b8) ; DAOOY_basis=U\ (L\b9) ;

else

Koordinaten der Quadraturpunkte im Element i
xyi_I=BaryK’#*Koordinaten(Elemente(i,:),:);

xyi_Ki=[alphal’,betal’]*Koordinaten(Elemente(i,[1,2]),:);
xyi_K2=[alphal’,betal’]*Koordinaten(Elemente(i,[2,3]),:);
xyi_K3=[alphal’,betal’]*Koordinaten(Elemente(i,[3,1]1),:);
xyi_P=Koordinaten(Elemente(i,:),:);
Bestimmung eines lokalen FE-Netzes im Element i mit den Quadraturpunkten

als Knoten

Koordinaten_i=zeros ((NQ1+2)*(NQ1+1)+1,2);
Elemente_i=zeros (2% ((NQ1+1)*NQ1)+NQ1i+1,3);
Koordinaten_i(1,:)=xyi_P(1,:);
Koordinaten_i(NQ1+2,:)=xyi_P(2,:);
Koordinaten_i ((NQ1+2)*(NQ1+1)+1,:)=xyi_P(3,:);
Koordinaten_i(2:NQ1+1,:)=xyi_K1;

Koordinaten_i ((NQ1+2)*2:NQ1+2: (NQ1+2)* (NQ1+1), :)=xyi_K2;

Koordinaten_i ((NQ1+2)*NQ1+1:-(NQ1+2) :NQ1+3, :)=xyi_K3;

num=0;
for 11=1:NQ1
for 12=1:NQ1

num=num+1 ;

Koordinaten_i(1+11+12%*(NQ1+2),:)=xyi_I(num,:);

end

end

num=0;

for 12=1:NQ1

for 11=1:(NQ1i+1)

num=num+1;
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Elemente_i(num, :)=[12*(NQ1+2)+11, (12-1) *(NQ1+2)+11, (12-1) *(NQ1+2)+11+1];
num=num+1;
Elemente_i(num, :)=[12*(NQ1+2)+11, (12-1) *(NQ1+2)+11+1,12* (NQ1+2)+11+1];
end
end
for 11=1:(NQ1+1)
num=num+1;
Elemente_i(num, :)=[(NQ1+2)*(NQ1+1)+1, (NQ1+2)*NQ1+11, (NQ1+2) *NQ1+11+1];
end
Speicherung aller Variablen in Reihenfolge der Interpolationspunkte
S00_k(1,:)=S00_P_i(1,:);
S00_k(NQ1+2,:)=S00_P_i(2,:);
S00_k ((NQ1+2)*(NQ1+1)+1,:)=S00_P_i(3,:);
S00_k(2:NQ1+1,:)=S00_K_i{1};
S00_k ((NQ1+2) *2:NQ1+2: (NQ1+2) *(NQ1+1) ,:)=S00_K_i{2};
S00_k((NQ1+2) *NQ1+1:-(NQ1+2) :NQ1+3,:)=S00_K_i{3};

A00_k(1,:)=A00_P_i(1,:);

A00_k (NQ1+2, :)=A00_P_i(2,:);

A00_k ((NQ1+2) * (NQ1+1)+1, :)=A00_P_i(3,:);
A00_k(2:NQ1+1,:)=A00_K_i{1};

A00_k ((NQ1+2) *2:NQ1+2: (NQ1+2) * (NQ1+1) , :)=A00_K_i{2};
A00_k ((NQ1+2) *NQ1+1:-(NQ1+2) :NQ1+3,:)=A00_K_i{3};

DS00X_k(1,:)=DS00X_P_i(1,:);
DS00X_k(NQ1+2,:)=DS00X_P_i(2,:);

DSO0X_k ((NQ1+2)*(NQ1+1)+1,:)=DSO0X_P_i(3,:);
DSO00X_k(2:NQ1+1,:)=DSO00X_K_i{1};
DSOOX_k((NQ1+2)*2:NQ1+2: (NQ1+2)*(NQ1+1),:)=DSO00X_K_i{2};
DSO00X_k ((NQ1+2)*NQ1+1:-(NQ1+2) :NQ1+3, :)=DS00X_K_i{3};

DS00Y_k(1,:)=DS00Y_P_i(1,:);

DSO0Y_k (NQ1+2, :)=DS00Y_P_i(2,:);
DSO0Y_k((NQ1+2)*(NQ1+1)+1,:)=DS00Y_P_i(3,:);
DSO0Y_k(2:NQ1+1,:)=DS00Y_K_i{1};
DSO0Y_k((NQ1+2)*2:NQ1+2: (NQ1+2) * (NQ1+1),:)=DSO00Y_K_i{2};
DSO0Y_k ((NQ1+2)*NQ1+1:-(NQ1+2) :NQ1+3,:)=DSO00Y_K_i{3};

DAOOX_k(1,:)=DA00X_P_i(1,:);

DAOOX_k (NQ1+2, : )=DA0OX_P_i(2,:);

DAOOX_k ( (NQ1+2)* (NQ1+1)+1, : )=DA0OX_P_i(3,:);

DAOOX_k (2:NQ1+1,:)=DA00X_K_i{1};

DAOOX_k ( (NQ1+2) *2:NQ1+2: (NQ1+2) *(NQ1+1) , :)=DA00X_K_i{2};
DAOOX_k ( (NQ1+2) *NQ1+1:-(NQ1+2) :NQ1+3, : )=DAOOX_K_i{3};

DAOOY_k(1,:)=DA00Y_P_i(1,:);

DAOOY_k (NQ1+2, : )=DA00Y_P_i(2,:);

DAOOY_k ( (NQ1+2)* (NQ1+1)+1, : )=DA0OY_P_i(3,:);
DAOOY_k(2:NQ1+1,:)=DA00Y_K_i{1};

DAOOY_k ((NQ1+2)*2:NQ1+2: (NQ1+2) *(NQ1+1), :)=DA00Y_K_i{2};
DAOOY_k ((NQ1+2)*NQ1+1:-(NQ1+2) :NQ1+3, :)=DA0OY_K_i{3};

num=0;
for 11=1:NQ1
for 12=1:NQ1
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num=num+1;
S00_k(1+11+12*(NQ1+2),:)=S00_i(num,:);
AOO0_k(1+11+12*(NQ1+2),:)=A00_i(num,:);

DSO0X_k(1+11+12*(NQ1+2),:)=DS00X_i(num, :);
DSO0Y_k(1+11+12*(NQ1+2),:)=DS00Y_i (num, :) ;
DAOOX_k(1+11+12*(NQ1+2),:)=DA00X_i (num, :);
DAOOY_k(1+11+12*(NQ1+2), :)=DA00Y_i(num,:);
end

end

end

end

for k=1:size(locNeueElemente,1)
Jj=j+1;
ph0(j)=phase0(i) ;ph00(j)=phase00(i);
lokKoordinaten=BaryK’*Koordinaten_n(Elemente_n(j,:),:);
T=1/2*det([1,1,1;Koordinaten_n(locNeueElemente(k,:),:)’]);
jdof=dof_n(j,:);nzl=find(jdof);
ME1=MMatrix1l(basis_p,jdof,nz1);
I11=2*abs(jdof (nz1))-1;I12=2*abs(jdof (nz1));
I1=reshape([I11;I12],2*size(nz1,2),1);
M1(I11,I11)=M1(I11,I11)+T*ME1;M1(I12,112)=M1(I12,I12)+T*ME1;
I01=2*abs (idof (nz01))-1;102=2*abs(idof (nz01)) ;
basis_ref=basis_p.*(sign(jdof) ’*ones(1,NQ));
1_basis_ref=(lbasis{z1,k,z3}(nz01,:).*(sign(idof (nz01)) ’>*ones(1,NQ)))’;
b_11(I1)=b_11(I1)+T*reshape((basis_ref(nzl,:)*((l_basis_ref*...
[u00(I01),u00(I02)]1) .*(Gewichte’*[1,1]1)))’,2*size(nzl,2),1);
b_12(I1)=b_12(I1)+T*reshape((basis_ref(nzl,:)*((1_basis_refx*. ..
[u0(I01),u0(102)]) .*(Gewichte’*[1,1])))’ ,2*size(nz1,2),1);

if (size(locNeueElemente,1)==1)
S(j,:)=800(i,:);A(j,:)=A00(4,:);

DSX(j,:)=DS00X(i,:);DSY(j,:)=DS00Y(i,:);
DAX(j,:)=DA00X(i,:);DAY(j,:)=DA00Y(i,:);
S_P(j,:)=S00_P(i,:);A_P(j,:)=A00_P(i,:);
DSX_P(j,:)=DSO0X_P(i,:);DSY_P(j,:)=DS00Y_P(i,:);
DAX_P(j,:)=DA0OOX_P(i,:);DAY_P(j,:)=DA00Y_P(i,:);

for 1=1:3
S_K{1}(j,:)=S00_K{1}(i,:);A_K{1}(j, : )=A00_K{1}(i,:);
DSX_K{1}(j, :)=DSO00X_K{1}(i,:);DSY_K{1}(j,:)=DSO0Y_K{1}(i,:);
DAX_K{1}(j,:)=DA00X_K{1}(i,:);DAY_K{1}(j,:)=DA00Y_K{1}(i,:);
end
else
if ((phase00(i)==0) | (phase00(i)==2))
% Interpolation der Quadraturpunktdaten auf elastischen+
% komplett plastischen Elementen
vzl=sign(iIPdof) ’*ones(1,NQ) ;
vz2=sign(iIPdof) ’*ones(1,NQ1);
vz3=sign(iIPdof) ’*ones(1,3);
S(j,:)=reshape((lbasis_IP{z1,k,z3}.*vz1) >*S00_basis,1,4*NQ);
A(j,:)=reshape((1lbasis_IP{z1,k,z3}.*vz1l) ’*A00_basis,1,4*NQ) ;
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DSX(j,:)=reshape((1lbasis_IP{z1,k,z3}.*vzl) ’*DS00X_basis,1,4*NQ);
DSY(j,:)=reshape((lbasis_IP{z1,k,z3}.*vz1) ’*DS00Y_basis,1,4*NQ);
DAX(j,:)=reshape((lbasis_IP{z1,k,z3}.*vz1l) ’*DAO0X_basis,1,4*NQ);
DAY(j,:)=reshape((lbasis_IP{z1,k,z3}.*vz1l) ’*DAO0Y_basis,1,4*NQ);

S_P(j,:)=reshape((lbasis_IP_P{z1,k,z3}.*vz3)’*S00_basis,1,12);
A_P(j,:)=reshape((lbasis_IP_P{z1,k,z3}.*vz3)’*A00_basis,1,12);
DSX_P(j,:)=reshape((lbasis_IP_P{z1,k,z3}.*vz3) ’*DS00X_basis,1,12);
DSY_P(j,:)=reshape((lbasis_IP_P{z1,k,z3}.*vz3) ’*DS00Y_basis,1,12);
DAX_P(j,:)=reshape((lbasis_IP_P{z1,k,z3}.*vz3) ’*DA00X _basis,1,12);
DAY_P(j,:)=reshape((lbasis_IP_P{z1,k,z3}.*vz3) ’*DA00Y_basis,1,12);

for 1=1:3
S_K{1}(j, :)=reshape((1lbasis_IP_K{z1,k,z3,1}.*vz2)’*S00_basis,1,4*NQ1);
A_K{1}(j,:)=reshape((lbasis_IP_K{z1,k,z3,1}.*vz2) ’*A00_basis,1,4*NQ1);
DSX_K{1}(j, :)=reshape((lbasis_IP_K{z1,k,z3,1}.*vz2) >*DS00X_basis,1,4*NQ1) ;
DSY_K{1}(j,:)=reshape((lbasis_IP_K{z1,k,z3,1}.*vz2) >*DS00Y_basis,1,4*NQ1) ;
DAX_K{1}(j,:)=reshape((lbasis_IP_K{z1,k,z3,1}.*vz2) >*xDAO0X _basis,1,4*NQ1) ;
DAY_K{1}(j,:)=reshape((lbasis_IP_K{z1,k,z3,1}.*vz2) >*xDAO0Y_basis,1,4*NQ1) ;
end
else
Interpolation der Quadraturpunktdaten auf elastisch-plastischen Elementen
xyj_I=BaryK’*Koordinaten_n(Elemente_n(j,:),:);
xyj_K{1}=[alphal’,betal’]*Koordinaten_n(Elemente_n(j,[1,2]),:);
xyj_K{2}=[alphal’,betal’]*Koordinaten_n(Elemente_n(j,[2,3]),:);
xyj_K{3}=[alphal’,betal’]*Koordinaten_n(Elemente_n(j,[3,1]1),:);
xyj_P=Koordinaten_n(Elemente_n(j,:),:);
Schleife ueber alle Quadraturpunkte im neuen Element Nr. j
1. Quadraturpunkte im Innern
for qunr=1:size(xyj_I,1)
Quadraturpunkt Nr. gnr liegt in Elemennt Nr. i_nr
i_nr=T_nr(xyj_I(qnr,:),Elemente_i,Koordinaten_i,1);
T_i=det([1,1,1;Koordinaten_i(Elemente_i(i_nr,:),:)’]1);
al=(1/T_i)* det([1,1,1;Koordinaten_i(Elemente_i(i_nr,2),:)’, ...
Koordinaten_i(Elemente_i(i_nr,3),:)’,xyj_I(qnr,:)’1);
a2=(1/T_i)*det([1,1,1;Koordinaten_i(Elemente_i(i_nr,3),:)’,...
Koordinaten_i(Elemente_i(i_nr,1),:)’,xyj_I(qnr,:)’]);
a3=(1/T_i)*det([1,1,1;Koordinaten_i(Elemente_i(i_nr,1),:)’,
Koordinaten_i(Elemente_i(i_nr,2),:)’,xyj_I(qnr,:)’1);
I_qgnr=[qnr,NQ+qnr,2*NQ+qnr,3*NQ+qnr] ;
S(j,I_gnr)=[al,a2,a3]*S00_k(Elemente_i(i_nr,:),:);
A(j,I_gnr)=[al,a2,a3]*A00_k(Elemente_i(i_nr,:),:);
DSX(j,I_qgnr)=[al,a2,a3]*DS00X_k(Elemente_i(i_nr,:),:);
DSY(j,I_gnr)=[al,a2,a3]1*DS00Y_k(Elemente_i(i_nr,:),:);
DAX(j,I_gnr)=[al,a2,a3]*DA00X_k(Elemente_i(i_nr,:),:)
DAY(j,I_gnr)=[al,a2,a3]*DA00Y_k(Elemente_i(i_nr,:),:)
end

I

I

% 2. Quadraturpunkte auf den Kanten

for 11=1:3

for qnr=1:size(xyj_K{11},1)
i_nr=T_nr(xyj_K{11}(qnr,:),Elemente_i,Koordinaten_i,1);
T_i=det([1,1,1;Koordinaten_i(Elemente_i(i_nr,:),:)’1);
al=(1/T_i)*det([1,1,1;Koordinaten_i(Elemente_i(i_nr,2),:)’,...

Koordinaten_i(Elemente_i(i_nr,3),:)’,xyj_K{11}(qnr,:)’]1);

a2=(1/T_i)*det([1,1,1;Koordinaten_i(Elemente_i(i_nr,3),:)’, ...
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Koordinaten_i(Elemente_i(i_nr,1),:)’,xyj_K{11}(qnr,:)’1);
a3=(1/T_i)*det([1,1,1;Koordinaten_i(Elemente_i(i_nr,1),:)’, ...
Koordinaten_i(Elemente_i(i_nr,2),:)’,xyj_K{11}(qnr,:)’1);

I_qgunr=[qnr,NQi+gnr,2*NQl+qnr,3*NQi+qnr];
S_K{11}(j,I_gnr)=[al,a2,a3]*S00_k(Elemente_i(i_nr,:),:);
A_K{11}(j,I_gnr)=[al,a2,a3]*A00_k(Elemente_i(i_nr,:),:);
DSX_K{11}(j,I_gnr)=[al,a2,a3]*DS00X_k(Elemente_i(i_nr,:),:)
DSY_K{11}(j,I_gnr)=[al,a2,a3]1*DS00Y_k(Elemente_i(i_nr,:),:);
DAX_K{11}(j,I_gnr)=[al,a2,a3]*DA00X_k(Elemente_i(i_nr,:),:);
DAY_K{11}(j,I_gnr)=[al,a2,a3]*DA00Y_k(Elemente_i(i_nr,:),:)
end

’

’

end
% Quadraturpunkte auf den Eckpunkten
for qnr=1:size(xyj_P,1)

% Quadraturpunkt Nr. gnr liegt in Elemennt Nr. i_nr
i_nr=T_nr(xyj_P(qnr,:),Elemente_i,Koordinaten_i,1);
T_i=det([1,1,1;Koordinaten_i(Elemente_i(i_nr,:),:)’]);
al=(1/T_i)*det([1,1,1;Koordinaten_i(Elemente_i(i_nr,2),:)’, ...

Koordinaten_i(Elemente_i(i_nr,3),:)’,xyj_P(qur,:)’1);
a2=(1/T_i)*det([1,1,1;Koordinaten_i(Elemente_i(i_nr,3),:)’, ...
Koordinaten_i(Elemente_i(i_nr,1),:)’,xyj_P(qnr,:)’]1);
a3=(1/T_i)*det([1,1,1;Koordinaten_i(Elemente_i(i_nr,1),:)’, ...
Koordinaten_i(Elemente_i(i_nr,2),:)’,xyj_P(qur,:)’1);
I_gnr=[qgnr, 3+qnr,2*3+qnr,3*3+qnr] ;
S_P(j,I_qgnr)=[al,a2,a3]*S00_k(Elemente_i(i_nr,:),:);
A_P(j,I_gnr)=[al,a2,a3]*A00_k(Elemente_i(i_nr,:),:);
DSX_P(j,I_qnr)=[al,a2,a3]*DS00X_k(Elemente_i(i_nr,:),:);
DSY_P(j,I_qnr)=[al,a2,a3]*DS00Y_k(Elemente_i(i_nr,:),:);
1), )
1), )

’

DAX_P(j,I_qnr)=[al,a2,a3]*DA00X_k(Elemente_i(i_nr,
DAY P(j,I_gnr)=[al,a2,a3]*DA00Y_k(Elemente_i(i_nr,
end

3

3 ’

end

end
end % Schleife ueber lokale neue Elemente
end

u00=M1\b_11;u0=M1\b_12;u0=(1-tt)*u00+tt*ul;
S00=S;S00_K=S_K;S00_P=S_P;A00=A;A00_K=A_K;AOO_P=A_P;

DS00X=DSX; DS00X_K=DSX_K; DSO0X_P=DSX_P;DS00Y=DSY ; DSO0Y_K=DSY_K;DSO0Y_P=DSY_P;
DAOOX=DAX ; DAOOX_K=DAX_K; DAOOX_P=DAX_P;DAOOY=DAY;DAOOY_K=DAY_K;DAOOY_P=DAY_P;

[DS0X,DS0Y,DAOX ,DAOY,DSOX_K,DSOY_K,DAOX_K,DAOY_K,DSOX_P,DSOY_P, ...
DAOX_P,DAOY_P]=...

DSigma (u0,u00,S00,A00,S00_K,A00_K,S00_P,A00_P,DS00X,DS00Y,DAQOX ,DAOOY, . ..
DSO00X_K,DSO0Y_K,DAOOX_K,DAOOY_K,DSO0X_P,DSO0Y_P,DAOOX_P,DAQOOY_P, ...
Koordinaten_n,Elemente_n,dof_n,Gewichte,NQ,NQ1) ;

[S0,A0,S0_K,A0_K,SO_P,A0_P,DSOX,DSOY,DAOX ,DAOY,DSOX_K,DSOY_K,DAOX_K,DAOY_K, . . .
DSOX_P,DSOY_P,DAOX_P,DAOY_P]=. ..

QPD_updaten (u0,u00,S00,A00,S00_K,A00_K,S00_P,AQ00_P,DS0X,DS0Y,DAOX,DAQY, ...
DSOX_K,DSOY_K,DAOX_K,DAOY_K,DSOX_P,DSOY_P,DAOX_P,DAOY_P,DS0O0X,DS00Y, ...
DAOOX ,DAOOY,DSO0X_K,DSO0Y_K,DAOOX_K,DAOOY_K,DS00X_P,DSO0Y_P,
DAOOX_P,DAOOY_Ptt,Koordinaten_n,Elemente_n,dof_n,NQ,NQ1);
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Die folgende Routine AW_interpolieren_p.m interpoliert Anfangswerte bei einer
p-Verfeinerung nach dem in Abschnitt 3.3.2 beschriebenen Verfahren.

function [S0,A0,SO_K,A0_K,DSOX,DSOY,DAOX,DAOY,DSOX_K,DSOY_K,DAOX_K,DAOY K, ...
S00,S00_K,A00,A00_K,DS00X,DS00Y, DAOOX, DAOOY, DSOOX_K, DSO0Y_K,

C OO UL WN

QOIS AR R BRERPRPRRAREDBRBWWWWWWWWWWNNNDNDDNDNDDNDN DL o e e e e e
NHRFOOONOODUUPR WNFRF OO WNNRFR OO WNDFR OO OtihWND -=O

DAOOX_K,DAOOY_K]=...
AW_interpolieren(S00,A00,S00_K,A00_K,S00_P,A00_P,u00,u0,DS00X,DS00Y,
DAOOX, DAOOY,DSOOX_K,DSOOY_K,DAOOX_K,DAOOY_K,DSOOX_P,DSO0Y_P,...
DAOOX_P,DAOOY_P,Gewichte_n, BaryK_n, NQ_n,alphal_n,betal_n,...

NQ1_n,pmax,dof_n,IPmax,tt,t0,t00,phase0,phase00)

global Koordinaten Elemente Dirichlet Neumann dof Kantennr P_ref ...
Gewichte BaryK NQ alphal betal NQ1 basis_p NJ C2 C3

S=zeros (NJ,4*NQ_n) ; A=zeros (NJ,4*NQ_n) ;

S_K{1}=zeros(NJ,4*NQ1_n) ;A_K{1}=zeros(NJ,4*NQ1_n);
S_K{2}=zeros(NJ,4*NQ1_n) ; A_K{2}=zeros (NJ,4*NQ1_n);
S_K{3}=zeros(NJ,4%NQ1_n) ; A_K{3}=zeros(NJ,4*NQ1_n);

DSX=zeros (NJ,4*NQ_n) ;DSY=zeros (NJ,4*NQ_n) ;

DAX=zeros (NJ,4*NQ_n) ;DAY=zeros (NJ,4*NQ_n) ;

DSX_K{1}=zeros(NJ,4*NQ1_n) ;DSY_K{1}=zeros(NJ,4*NQ1_n);
DSX_K{2}=zeros(NJ,4*NQ1_n) ;DSY_K{2}=zeros(NJ,4*NQ1_n);
DSX_K{3}=zeros(NJ,4*NQ1_n) ;DSY_K{3}=zeros(NJ,4*NQ1_n);
DAX_K{1}=zeros(NJ,4*NQ1_n) ;DAY_K{1}=zeros(NJ,4*NQ1_n);
DAX_K{2}=zeros(NJ,4*NQ1_n) ;DAY_K{2}=zeros(NJ,4*NQ1_n);
DAX_K{3}=zeros(NJ,4*NQ1_n) ;DAY_K{3}=zeros(NJ,4*NQ1_n);

basis_IP=fwertbasis(BaryK’*P_ref,IPmax) ;
basis_IP_K{1}=fwertbasis([alphal’,betal’]*[-1,0;1,0],IPmax);
basis_IP_K{2}=fwertbasis([alphal’,betal’]*[1,0;0,sqrt(3)],IPmax);
basis_IP_K{3}=fwertbasis([alphal’,betal’]*[0,sqrt(3);-1,0],IPmax);
IPdof=erstelledof2(Koordinaten,Elemente, IPmax*ones(NJ, 1) ,Kantennr) ;

basis_IP_n=fwertbasis(BaryK_n’*P_ref,IPmax) ;
basis_IP_K_n{1}=fwertbasis([alphal_n’,betal_n’]*[-1,0;1,0],IPmax);
basis_IP_K_n{2}=fwertbasis([alphal_n’,betal_n’]*[1,0;0,sqrt(3)],IPmax);
basis_IP_K_n{3}=fwertbasis([alphal_n’,betal_n’]*[0,sqrt(3);-1,0],IPmax);

for i=1:size(Elemente,1)
iIPdof=IPdof (i, :) ;nziIP=find (iIPdof);
S00_i=reshape(S00(i,:),NQ,4);A00_i=reshape(A00(i,:),NQ,4);
S00_P_i=reshape(S00_P(i,:),3,4);A00_P_i=reshape(A00_P(i,:),3,4);

DSO00X_i=reshape(DS00X (i, :),NQ,4) ;DS00Y_i=reshape(DS00Y(i,:),NQ,4);
DAOOX_i=reshape(DA0OX (i, :),NQ,4) ;DAOOY_i=reshape(DAQOY(i,:),NQ,4);

DSO0X_P_i=reshape (DSO0X_P(i,:),3,4) ;DS00Y_P_i=reshape(DSO0Y_P(i,:),3,4);
DAOOX_P_i=reshape (DAOOX_P(i,:),3,4) ;DAOOY_P_i=reshape (DAOOY_P(i,:),3,4);

for 11=1:3
S00_K_i{l1}=reshape(S00_K{11}(i,:),NQ1,4);
AQ00_K_i{l1}=reshape(A00_K{11}(i,:),NQ1,4);
DS00X_K_i{1l1}=reshape(DSO0X_K{11}(i,:),NQ1,4);
DSO0Y_K_i{1l1}=reshape(DSO0Y_K{11}(i,:),NQ1,4);
DAOOX_K_i{l1}=reshape (DAOOX_K{11}(i,:),NQ1,4);
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%

h
h

DAOOY_K_i{1l1}=reshape(DAOOY_K{11}(i,:),NQ1,4);
end

if (phase00(i)~=1)
M2=MMatrix1(basis_IP,iIPdof,nziIP);
b2=(basis_IP.*(sign(iIPdof)’*Gewichte))*S00_i;
b3=(basis_IP.*(sign(iIPdof)’*Gewichte))*A00_i;
b6=(basis_IP.*(sign(iIPdof) ’*Gewichte))*DS00X_i;
b7=(basis_IP.*(sign(iIPdof) ’*Gewichte))*DS00Y_i;
b8=(basis_IP.*(sign(iIPdof) ’*Gewichte))*DAOOX_i;
b9=(basis_IP.*(sign(iIPdof)’*Gewichte))*DA00OY_1i;

[L,U]=1u(M2);

S00_basis=U\ (L\b2) ;A00_basis=U\(L\b3);
DS00X_basis=U\(L\b6) ;DSO0Y_basis=U\ (L\b7);
DAOOX_basis=U\(L\b8) ;DA00Y_basis=U\(L\b9);

else

Koordinaten der Quadraturpunkte im Element i
xyi_I=BaryK’#*Koordinaten(Elemente(i,:),:);
xyi_Ki=[alphal’ ,betal’]*Koordinaten(Elemente(i,[1,2]),:);
xyi_K2=[alphal’,betal’]*Koordinaten(Elemente(i,[2,3]),:);
xyi_K3=[alphal’,betal’]*Koordinaten(Elemente(i,[3,1]1),:);
xyi_P=Koordinaten(Elemente(i,:),:);

Bestimmung eines lokalen FE-Netzes im Element i mit den alten
Quadraturpunkten als Knoten
Koordinaten_i=zeros((NQ1+2)*(NQ1+1)+1,2);
Elemente_i=zeros(2*x((NQ1+1)*NQ1)+NQ1+1,3);
Koordinaten_i(1,:)=xyi_P(1,:);
Koordinaten_i(NQ1+2,:)=xyi_P(2,:);

Koordinaten_i ((NQ1+2)*(NQ1+1)+1,:)=xyi_P(3,:);
Koordinaten_i(2:NQ1+1,:)=xyi_K1;

Koordinaten_i ((NQ1+2)*2:NQ1+2: (NQ1+2)* (NQ1+1) , : )=xyi_K2;
Koordinaten_i ((NQ1+2)*NQ1+1:-(NQ1+2) :NQ1+3, : ) =xyi_K3;

num=0;
for 11=1:NQ1
for 12=1:NQ1

num=num+1;
Koordinaten_i(1+11+12%(NQ1+2),:)=xyi_I(num,:);
end
end
num=0;
for 12=1:NQ1
for 11=1:(NQ1+1)
num=num+1;
Elemente_i(num,:)=[12%x(NQ1+2)+11, (12-1)*(NQ1+2)+11, (12-1) *(NQ1+2)+11+1];
num=num+1;
Elemente_i(num,:)=[12*(NQ1+2)+11, (12-1)* (NQ1+2)+11+1,12*x(NQ1+2)+11+1];
end
end
for 11=1:(NQ1i+1)
num=num-+1;
Elemente_i(num, :)=[(NQ1+2) *(NQ1+1)+1, (NQ1+2)*NQ1+11, (NQ1+2) *NQ1+11+1];
end
%Speicherung aller Variablen in Reihenfolge der Interpolationspunkte
S00_k(1,:)=S00_P_i(1,:);
S00_k(NQ1+2,:)=S00_P_i(2,:);
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108 S00_k((NQ1+2)*(NQ1+1)+1,:)=S00_P_i(3,:);

109 S00_k(2:NQ1+1,:)=S00_K_i{1};

110 S00_k((NQ1+2)*2:NQ1+2: (NQ1+2)*(NQ1+1),:)=S00_K_i{2};
111 S00_k((NQ1+2)*NQ1+1:-(NQ1+2) :NQ1+3,:)=S00_K_i{3};
112

113 A00_k(1,:)=A00_P_i(1,:);

114 A00_k(NQ1+2,:)=A00_P_i(2,:);

115 A00_k((NQ1+2)*(NQ1+1)+1,:)=A00_P_i(3,:);

116 A00_k(2:NQ1+1,:)=A00_K_i{1};

117 A00_k((NQ1+2)*2:NQ1+2: (NQ1+2)* (NQ1+1),:)=A00_K_i{2};
118 A00_k((NQ1+2)*NQ1+1:-(NQ1+2) :NQ1+3,:)=A00_K_i{3};

119

120 DS00X_k(1,:)=DS00X_P_i(1,:);

121 DSO00X_k(NQ1+2, :)=DS00X_P_i(2,:);

122 DSO0X_k ( (NQ1+2) * (NQ1+1)+1, :)=DS00X_P_i(3,:);

123 DSO0X_k(2:NQ1+1, : )=DSO0X_K_i{1};

124 DSO0X_k ( (NQ1+2)*2:NQ1+2: (NQ1+2)* (NQ1+1) , :)=DSO0X_K_i{2};
125 DSO0X_k((NQ1+2)*NQ1+1:-(NQ1+2) :NQ1+3, :)=DS00X_K_i{3};
126

127 DSO0Y_k(1,:)=DSO0Y_P_i(1,:);

128 DSO0Y_k(NQ1+2, :)=DS00Y_P_i(2,:);

129 DS00Y_k ( (NQ1+2) % (NQ1+1)+1, :)=DS00Y_P_i(3,:);

130 DSO0Y_k(2:NQ1+1,:)=DSO00Y_K_i{1};

131 DS00Y_k ((NQ1+2)*2:NQ1+2: (NQ1+2)* (NQ1+1) , : )=DSO0Y_K_i{2};
132 DSO0Y_k((NQ1+2)*NQ1+1:-(NQ1+2) :NQ1+3, :)=DSO00Y_K_i{3};
133

134 DAOOX_k(1,:)=DA00X_P_i(1,:);

135 DAOOX_k(NQ1+2, :)=DA00X_P_i(2,:);

136 DAOOX_k((NQ1+2)*(NQ1+1)+1,:)=DA00X_P_i(3,:);

137 DAOOX_k(2:NQ1+1,:)=DA00X_K_i{1};

138 DAOOX_k ( (NQ1+2) *2:NQ1+2: (NQ1+2) * (NQ1+1) , : )=DA0OX_K_i{2};
139 DAOOX_k ( (NQ1+2) *NQ1+1 : - (NQ1+2) : NQ1+3, : )=DAOOX_K_i{3};
140

141 DAOOY_k(1,:)=DA00Y_P_i(1,:);

142 DAOOY_k(NQ1+2, :)=DA00Y_P_i(2,:);

143 DAOOY_k ((NQ1+2) % (NQ1+1)+1, :)=DA0OY_P_i(3,:);

144 DAOOY_k(2:NQ1+1,:)=DA00Y_K_i{1};

145 DAOOY_k((NQ1+2)*2:NQ1+2: (NQ1+2)*(NQ1+1),:)=DA00Y_K_i{2};
146 DAOOY_k ((NQ1+2) #NQ1+1: - (NQ1+2) :NQ1+3, : )=DA0OY_K_i{3};
147

148 num=0;

149 for 11=1:NQ1

150 for 12=1:NQ1

151 num=num+1;

152 S00_k(1+11+12*%(NQ1+2),:)=S00_i(num, :);

153 A00_k(1+11+12%(NQ1+2),:)=A00_i(num, :);

154 DSO00X_k(1+11+12x(NQ1+2),:)=DS00X_i(num, :);

155 DSO0Y_k(1+11+12x(NQ1+2),:)=DS00Y_i(num, :);

156 DAOOX _k (1+11+12x(NQ1+2), :)=DA00X_i(num, :);

157 DAOOY_k(1+11+12%(NQ1+2) ,:)=DA00OY_i(num,:);

158 end

159 end

160 end

161

162
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if (phase00(i)~=0)
% Interpolation der Quadraturpunktdaten auf elastischen Elementen
vzl=sign(iIPdof) ’*ones(1,NQ_n);
vz2=sign(iIPdof) ’*ones(1,NQ1_n);

S(i,:)=reshape((basis_IP_n.*vz1)’*S00_basis,1,4*NQ_n);
A(i,:)=reshape((basis_IP_n.*vzl)’*A00_basis,1,4*NQ_n);
DSX (i, :)=reshape((basis_IP_n.*vzl1)’*DS00X_basis,1,4*NQ_n);
DSY (i, :)=reshape((basis_IP_n.*vz1)’*DS00Y_basis,1,4*NQ_n);
DAX(i,:)=reshape((basis_IP_n.*vz1)’*DA00X_basis,1,4*NQ_n);
DAY(i,:)=reshape((basis_IP_n.*vz1)’*DA00Y_basis,1,4*NQ_n);

for 1=1:3
S_K{1}(i,:)=reshape((basis_IP_K_n{1}.*vz2)’*S00_basis,1,4*NQ1i_n);
A_X{1}(i,:)=reshape((basis_IP_K_n{1}.*vz2)’*A00_basis,1,4*NQ1_n);
DSX_K{1}(i, :)=reshape((basis_IP_K_n{1}.*vz2)’*DS00X_basis,1,4*NQi_n);
DSY_K{1}(i, :)=reshape((basis_IP_K_n{1l}.*vz2)’*DS00Y_basis,1,4*NQ1i_n);
DAX_K{1}(i, :)=reshape((basis_IP_K_n{1}.*vz2)’*DA00X_basis,1,4*NQ1i_n);
DAY_K{1}(i,:)=reshape((basis_IP_K_n{1l}.*vz2)’*DA00Y_basis,1,4*NQ1i_n);
end

else

% Interpolation der Quadraturpunktdaten auf plastischen Elementen
xyn_I=BaryK_n’*Koordinaten(Elemente(i,:),:);
xyn_K{1}=[alphal_n’,betal_n’]*Koordinaten(Elemente(i,[1,2]),:);
xyn_K{2}=[alphal_n’,betal_n’]*Koordinaten(Elemente(i,[2,3]),:);
xyn_K{3}=[alphal_n’,betal_n’]*Koordinaten(Elemente(i,[3,1]),:);

% Schleife ueber alle neuen Quadraturpunkte
% 1. Quadraturpunkte im Innern
for gqnr=1:size(xyn_I,1)

%  Quadraturpunkt Nr. gnr liegt in Elemennt Nr. i_nr
i_nr=T_nr(xyn_I(qnr,:),Elemente_i,Koordinaten_i,1);
T_i=det([1,1,1;Koordinaten_i(Elemente_i(i_nr,:),:)’]);
a3=(1/T_i)*det([1,1,1;Koordinaten_i(Elemente_i(i_nr,1),:)’, ...

Koordinaten_i(Elemente_i(i_nr,2),:)’,xyn_I(qnr,:)’]1);
al=(1/T_i)* det([1,1,1;Koordinaten_i(Elemente_i(i_nr,2),:)’, ...

Koordinaten_i(Elemente_i(i_nr,3),:)’,xyn_I(qnr,:)’]);
a2=(1/T_i)*det([1,1,1;Koordinaten_i(Elemente_i(i_nr,3),:)’, ...

Koordinaten_i(Elemente_i(i_nr,1),:)’,xyn_I(qnr,:)’]1);
I_gnr=[qnr,NQ_n+qnr,2*NQ_n+qnr,3*NQ_n+qnr] ;

S(i,I_gnr)=[al,a2,a3]*S00_k(Elemente_i(i_nr,:),:);
A(i,I_qgnr)=[al,a2,a3]*A00_k(Elemente_i(i_nr,:),:);
DSX(i,I_gnr)=[al,a2,a3]*DS00X_k(Elemente_i(i_nr,:),:)
DSY(i,I_gnr)=[al,a2,a3]1*DS00Y_k(Elemente_i(i_nr,:),:);
DAX(i,I_gnr)=[al,a2,a3]*DA00X_k(Elemente_i(i_nr,:),:);
DAY(i,I_gnr)=[al,a2,a3]*DA00Y_k(Elemente_i(i_nr,:),:)
end
% 2. Quadraturpunkte auf den Kanten
for 11=1:3
for qnr=1:size(xyn_K{11},1)
i_nr=T_nr(xyn_K{11}(qnr,:) ,Elemente_i,Koordinaten_i,1);
T_i=det([1,1,1;Koordinaten_i(Elemente_i(i_nr,:),:)’]1);
a3=(1/T_i)*det([1,1,1;Koordinaten_i(Elemente_i(i_nr,1),:)’, ...

I’ I

b I
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Koordinaten_i(Elemente_i(i_nr,2),:)’,xyn_K{11}(qnr,:)’1);
al=(1/T_i)*det([1,1,1;Koordinaten_i(Elemente_i(i_nr,2),:)’,

Koordinaten_i(Elemente_i(i_nr,3),:)’,xyn_K{11}(qnr,:)’]1);
a2=(1/T_i)*det([1,1,1;Koordinaten_i(Elemente_i(i_nr,3),:)’,

Koordinaten_i(Elemente_i(i_nr,1),:)’,xyn_K{11}(gnr,:)’1);
I_gnr=[qnr,NQl+qnr,2xNQ1+qnr,3*NQi+qnr] ;
S_K{11}(i,I_gnr)=[al,a2,a3]*S00_k(Elemente_i(i_nr,:),:);
A _K{11}(i,I_gnr)=[al,a2,a3]*A00_k(Elemente_i(i_nr,:),:);
DSX_K{11}(i,I_qgnr)=[al,a2,a3]*DS00X_k(Elemente_i(i_nr,:),:);
DSY_K{11}(i,I_qnr)=[al,a2,a3]*DS00Y_k(Elemente_i(i_nr,:),:)
DAX_K{11}(i,I_qnr)=[al,a2,a3]*DA00X_k(Elemente_i(i_nr,:),:)
DAY_K{11}(i,I_qgnr)=[al,a2,a3]*DA00Y_k(Elemente_i(i_nr,:),:);
end

-

end
end

end

S00=S5;S00_K=S_K;A00=A;A00_K=A_K;

DS00X=DSX;DS00X_K=DSX_K;DS00Y=DSY; DSO0Y_K=DSY_K;
DAOOX=DAX ; DAOOX_K=DAX_K;DAOOY=DAY;DAOOY_K=DAY_K;

[DSOX,DSO0Y,DAOX ,DAOY,DSOX_K,DSOY_K,DAOX_K,DAOY_K,DSOX_P,DSOY_P, . ..

DAOX_P,DAOY_P]=...

DSigma (u0,u00,S500,A00,S00_K,A00_K,S00_P,A00_P,DS00X,DS00Y,DAOOX,DAOQY, ...
DS00X_K,DSO0Y_K,DAOOX_K,DAOOY_K,DS00X_P,DSO0Y_P,DAOOX_P,DAOOY_P,
Koordinaten,Elemente,dof_n,Gewichte_n,NQ_n,NQ1i_n);

[S0,A0,S0_K,A0_K,SO_P,A0_P,DSOX,DSOY,DAOX ,DAOY,DSOX_K,DSOY_K,DAOX_K,DAOY K, ...

Q

DSOX_P,DSOY_P,DAOX_P,DAOY_P]=...

PD_updaten (u0,u00,500,A00,S00_K,A00_K,SO0_P,A00_P,DS0X,DS0Y,DAOX,DAOY, ...
DSOX_K,DSOY_K,DAOX_K,DAOY_K,DSOX_P,DSOY_P,DAOX_P,DAOY_P,DS00X,DS00Y, ...
DAOOX,DAO0OY,DSO0X_K,DSO0Y_K,DAOOX_K,DAOOY_K,DSO0X_P,DSO0Y_P,DAOOX_P,DAOOY_P, ...
tt,Koordinaten,Elemente,dof_n,NQ_n,NQl_n);

A.4 Spannungsberechnung

Die

Berechnung der Spannung erfolgt nach Satz 3.3 durch

2
Ok—1+0 — ()\ + —/Jl) tr(GAtkAk_H@)I

und

d
+ 2# h(| dev QAtkAk_H_e — 5ak_1|) deV(QAtkAk_H_g — 5016_1) + dev [0 7]

ist in der folgenden Routine SpannungC4.c implementiert.

#include <stdio.h>
#include <math.h>
#include <stdlib.h>

#

include "mex.h"

double *CreateDoubleVector(int len)

{

return malloc(len*sizeof (double));
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9 3}
10
11  int *CreateIntVector (int len)
12 {
13 return malloc(len*sizeof (int));
14 3}
15
16 double tr(double x[4])
17 A
18 double t;
19 t=x[0]+x[3];
20 return t;
21 %}
22
23  double skal(double x[4], double y[4])
24 {
25 double s;
26 s=x[0]*y [0]+x [1]*y [1]+x[2]*y[2]+x [3] *y[3];
27 return s;
28 }
29
30 void symgrad(double y[4], double x[4])
31 |
32 y[01=x[0];y[1]1=(x[1]1+x[2]1)/2.0;y[2]=y[1];y[3]1=x[3];
33 }
34
35  void dev(double y[4], double x[4])
36 {
37 y[0]=x[0]-(x[0]+x[3]1)/2.0;
38 y[11=x[1];
39 y[2]=x[2];
40 y[31=x[3]1-(x[0]1+x[3])/2.0;
41 %
42
43  double norm(double x[4])
44 {
45 double n;
46 n=sqrt (pow(x[0],2)+pow(x[1],2) +pow(x[2],2)+pow(x[3],2));
47 return n;
48 %
49
50 double dsign(double x)
51 o
52 double s;
53 if (x>=0) s=1; else s=-1;
54 return s;
55 }
56
57
58  void SPANNUNG(double SP[], int n, double ul[], double uO[],
59 double SO[], double aO[], double idof[], double nz[],
60 double dx[], double dy[], double jm[],
61 double *lambda, double *mu,
62 double *cl, double *c2, double *c3,
63 double *sy, int nq, int nd, int nd0)
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64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
7
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90
91
92
93
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95
96
97
98
99
100
101
102
103
104
105
106
107
108
109
110
111
112
113
114
115
116
117
118

double dtm,phi[2][2],*dxz,*dyz;
double duxl,duyl,dux2,duy2,Dul4],Eul4];

double ds[4],dal[4],v0[4],dv0[4],v1[4],dv1[4],v[4],dv[4];
double wi[2],w2[2],d1[4],d2[4],e1[4],e2[4],del1[4],de2[4];

double f1,f2,delta;
int *I0,1,1,j,k;

I0=CreateIntVector(nd);

dxz=CreateDoubleVector (nd0) ; dyz=CreateDoubleVector (nd0) ;

for (i=0;i<4*nq;i++) SP[i]=0.0;
dtm=jm[0]*jm[3]-jm[1]*jm[2] ;
phi[0] [0]=jm[3]/dtm;

phi[0] [1]=-jm[2]/dtm;
phi[1][0]=-jm[1]/dtm;
phil[1][1]1=jm[0]/dtm;

for (j=0;j<nd;j++) I0[jl=abs((int) idof[(int) nz[j]-11);

for (1=0;1<nq;1l++)

{

for (j=0;j<nd0;j++)

{

dxz[j]=dx[j+ndO*1] *dsign(idof [j]);
dyz[jl=dy[j+ndO*1]*dsign(idof [j]);

}

dux1=0;duy1=0;dux2=0;duy2=0;
for (j=0;j<nd;j++)

{

duxi=dux1+(ul[2*I0[j]1-1-1]1-u0[2*I0[j1-1-11)*dxz[(int) nz[jl1-1];
duyl=duyl+(u[2*I0[j]-1-1]1-u0[2*I0[j1-1-1])*dyz[(int) nz[j]1-1];
dux2=dux2+(u[2*I0[j1-1]1-u0[2*I0[j]1-1])*dxz[(int) nz[j]1-1];
duy2=duy2+(u[2*I0[j]1-1]-u0[2*I0[j1-1]1) *dyz[(int) nz[j]1-1];

}

Du[0]=dux1x*phi[0] [0]+duyl*phi[0] [1];
Dul1]=dux1x*phil[1] [0]+duyl*phi[1][1];
Du[2]=dux2*phi[0] [0]+duy2*phi[0] [1];
Du[3]=dux2*phi[1] [0]+duy2*phi[1] [1];
symgrad (Eu,Du) ;
ds[0]=S0[1]-(S0[1]+S0[3*nq+1])/2.0;
ds[1]=S0[nqg+1];
ds[2]=S0[2*nq+1];
ds[3]1=S0[3*nq+1]-(S0[1]+S0[3*ng+1])/2.0;
da[0]=a0[1]-(a0[1]+a0[3*nq+1])/2.0;
da[1]=a0[nqg+1];
da[2]=a0[2*nq+1];
da[3]=a0[3*nq+1]-(a0[1]+a0[3*ng+1])/2.0;

vO[0]=Eu[0]+(SO[1]+S0[3*nq+1])/(4.0*(*xlambda)+4.0* (*¥mu) )+

ds[0]/(2.0% (*mu));

vO[1]=Eu[1]+ds[1]/(2.0%(*mu));
vO[2]=Eu[2]+ds[2]/(2.0% (*mu));

v0[3]=Eu[3]+(S0[1]+S0[3*nqg+1])/(4.0* (*lambda)+4.0* (*mu) )+

ds[31/(2.0%(*mu));

dev(dv0,v0);

v1[0]

-a0[1]/(2.0%(*mu)) ;vi[1]

-a0[nqg+1]/(2.0%(*mu)) ;
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120
121
122
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173

}
/

v

{

v1[2]=-a0[2*nq+1]/(2.0*(*mu)) ; v1[3]=-a0 [3*nq+1]/ (2. 0% (*mu) ) ;
dev(dvl,vl);

v[0]=vO[0]+v1[0];v[1]l=vO[1]+v1[1];
v[2]=v0[2]+v1[2];v[3]=vO[3]+v1[3];

dev(dv,v);

if (norm(dv)-(*sy)/ (2% (*¥mu))>0)
{
f1=(*c2)+(*c3) /norm(dv) ; £2=(*c3) /pow(norm(dv) ,3) ;
delta=1.0;
}
else
{
£1=2* (*mu) ;£2=0.0;delta=0.0;
}

SP[1]=(*c1) *tr(v0)+f1*dv0[0]+delta* (f1*dv1[0]+da[0]);
SP[nq+1]=f1*dvO[1]+delta*(fixdvi[1]+da[1]);
SP[2xng+1]=f1*dv0[2]+deltax(f1*dv1[2]+dal[2]);
SP[3*ng+1]=(*cl) *tr (v0)+f1xdv0[3]+delta*(f1*dv1[3]+da[3]);

}
free(I0) ;I0=NULL;
free(dxz) ;dxz=NULL;free(dyz) ;dyz=NULL;

* Gateway function */

oid mexFunction(int nlhs, mxArray *plhs[], int nrhs,
const mxArray *prhs[])

double *S,*p,*u,*ul,*50,*a0,*idof,*nz,*dx,*dy,*J,*Gewichte,*lambda, *mu,
*cl,*c2,%*c3,*sy;
int nd,nd0O,nq,n;

/*Check for proper number of arguments */
if (nrhs!=16)

mexErrMsgTxt ("16 input required!");
if (nlhs!=1)

mexErrMsgTxt ("1 output required!");

n=mxGetM(prhs[0])/2;
ng=mxGetN (prhs [9]);
nd=mxGetN (prhs [5]);
nd0=mxGetN (prhs[4]);

u =mxGetPr (prhs[0]); u0 =mxGetPr(prhs[1]);
SO =mxGetPr (prhs[2]); a0 =mxGetPr(prhs[3]);
idof =mxGetPr (prhs[4]); nz =mxGetPr(prhs[5]);
dx =mxGetPr (prhs[6]); dy =mxGetPr (prhs[7]) ;
J =mxGetPr (prhs[8]); Gewichte=mxGetPr (prhs[9]);
lambda =mxGetPr(prhs[10]);mu =mxGetPr(prhs[11]);
cl =mxGetPr (prhs[12]) ;c2 =mxGetPr(prhs[13]);

c3 =mxGetPr (prhs[14]) ;sy =mxGetPr(prhs[15]);
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174

175

176 /*Set the output pointer to the output matrix. */

177 plhs[0]=mxCreateDoubleMatrix(nq,4,mxREAL) ;

178

179

180 /*Create a C pointer to a copy of the output matrix */
181 S=mxGetPr (plhs[0]);

182

183 /* SPANNUNG x/

184 SPANNUNG(S,n,u,u0,50,a0,idof ,nz,dx,dy,J,lambda,mu,cl,c2,c3,sy,
185 nq,nd,nd0) ;

186 }

A.5 Fehlerschitzer ni: Residuenschitzer

Berechnung der Spannungsableitungen

Die Berechnung des Volumenresiduums erfordert die Bestimmung der Ableitungen
der Spannungsfunktion. Der Term 7r in (4.66) enthélt den Ausdruck
Noh k—146)11 3(0h,k—1+a)12)

: _ ox oy
divy op k140 = (3(0h,k1+a)21 Ao hk—146)22
ox oy

Die zweiten Ableitungen der Kantenbasisfunktionen auf dem Referenzelement
lauten fiir £ = 1,2, 3 und mit £+ 1 modulo 3

COa
aQNj(x:y)

032
0% . . - A A
=92 (Ne(Z, 9)Nesa (2, 9)) 95 (New1 (2, 9) — Ne(2,9))

A N N A ~ ~ 1 A A N A ~ ~ a A ~ ~ A N N
T R#, ) N (3, )0, (N (3,9) — Ne(a, ) (NAK%y)—NK%yD>

8g?
82 . .
:aQQ (Ne(Z, 9)Nera (2, 9)) 95 (Newr (2, 9) — Ne(2,9))
O Ly
+2a_g(N£($,y)Nl+1(x;y))w](N£+1(x,y) - Z( ay))a_g(Nerl(xay) - ﬁ(xay))
~ " A, A~ ~ A, ~ ~ a . A, ~ ~ 2
+M@@MH@M¢WM@M—MWM<@WM@W—M@@0
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6 .
SR, ) Ve 3. )0 (Ve 2.9) — N, ) 5

+ Ne(x y)Ne+1( )¢;’ (Ne+1(§3a ) — Ne(ia 9))

Q’)
Qjc@)

X 5 —(Neya (2,9) — Ne(i,@))ai(NeH(ia@)— o(2,7))

t@

ten

PRARI) 0 (80(6,3) Rl )Rl ) R @ P~ 1)
2. (N3, 6) No(d, ) s, 5) H(i))PJ(%Q -1)
02, )93, )58, 9) oy PAE) P 1),
PRABD) B (50, 0) Ml )80 ) PP (= )
24 (N1(6, D) Na(2, D) Na(2, D) P @) 3 Py

0112 J(ﬁy
aNZ,-ﬁt,:& 62AAAAAAAAA R 2
o) = (516, 6) Rl (0, )PP i~
0, ~ . e 0 . 2 .
55 (6. D Na(a, D) (6, ) (5 POV o 1
+ O (R, ) No(#, 5) (@, ) (@) - Py — 1)
9% 1\, Y)INV2 Y Yy By ]\/gy
. N 0 0 2

Die Routine Gradient2.m berechnet die 2. Ableitungen der Basisfunktionen auf
dem Referenzelement. Die Implementierung baut auf die Arbeit [18] von C. Boecker
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auf, in der die Implementierung der ersten Ableitungen der Basisfunktionen mit den
bendtigten Unterroutinen zur Ableitung der Legendre-Polynome dargestellt ist.

C OO UL WN

QMMOTOU AR R PR R PRPRRAREDBWWWWWWWWWWNNDNDNDDNDNDDNDNDLN = e e e s
N OOONOODUPR WNFRF OO WNNRFR OO WNhDFR OO OtihWND -=O

function [dxx,dxy,dyyl=Gradient2(xy,p);

% Berechnet die Werte der 2.Ableitungen der Basisfunktionen an der Stelle (x,y)

% bis zum Polynomgrad p

% xy=[x,y]

max_p=p;

w3=sqrt(3);

% Dimension der zu berechnenden Felder

dyy=zeros (3*max_p+((max_p-1)*(max_p-2)/2),size(xy,1));

dxx=zeros (3*max_p+((max_p-1)*(max_p-2)/2),size(xy,1));

dxy=zeros (3*max_p+((max_p-1)*(max_p-2)/2),size(xy,1));

G=zeros(3,2);

P=zeros(3,1);

S=zeros(3,1);

GS=zeros(3,2);

% Ableitungen an den Ecken

dxx(1,:)=0;dxy(1,:)=0;dyy(1,:)=0;

dxx(2,:)=0;dxy(2,:)=0;dyy(2,:)=0;

dxx(3,:)=0;dxy(3,:)=0;dyy(3,:)=0;

%2.Ableitungen vom Produkt zweier Basisfunktionen Nix*Nj, i,j=1..3

GpP2(1,:)=[-1/2,1/61;

GP2(2,:)=[0,-1/3];

GP2(3,:)=[0,-1/3];

%Gemischte Ableitungen vom Produkt zweier Basisfunktionen

GPxy (1)=0;

GPxy (2)=1/(2x*w3) ;

GPxy (3)=-1/(2xw3);

%1.Ableitungen der Differenz zweier Basisfunktionen Ni-Nj, i,j=1...3

GD1(1,:)=[1,0];

GD1(2,:)=[-0.5,w3/2];

GD1(3,:)=[-0.5,-w3/2];

%2.Ableitungen der Differenz zweier Basisfunktionen Ni-Nj, i,j=1...3

GD2(1,:)=[0,0];

GD2(2,:)=[0,0];

GD2(3,:)=[0,0];

%Gemischte Ableitungen der Differenz zweier Basisfunktionen

GDxy (1)=0;

GDxy (2)=0;

GDxy (3)=0;

for 1=1:size(xy,1)
%1. Ableitungen vom Produkt zweier Basisfunktionen Ni*Nj, i,j=1..3,
GP1(1,:)=[-xy(1,1)/2 , xy(1,2)/6 - w3/6]; % Gradient (N1x%N2)
GP1(2,:)=[xy(1,2)*w3/6 , w3/6 + xy(1,1)*w3/6 - xy(1,2)/3]; % Gradient (N2*N3)
GP1(3,:)=[-xy(1,2)*w3/6 , w3/6 - xy(1,1)*w3/6 - xy(1,2)/3]; % Gradient (N3*N1)
% Produkt zweier Basisfunktionen Ni*Nj, i,j=1..3, i<>j

P(1)=.25%(1-(2/w3) *xy(1,2)-xy(1,1) "2+xy(1,2)~2/3); % N1xN2
P(2)=.5%( xy(1,2)/w3+xy(1,1)*xy(1,2)/w3-xy(1,2)"2/3); % N2%N3
P(3)=.5*(xy(1,2)/w3-xy(1,1)*xy(1,2) /w3-xy(1,2)"2/3); % N3*N1
% Summe zweier Basisfunktionen Ni-Nj, i,j=1..3, i<>j
S(1,1)=xy(1,1); % N2-N1
S(2,1)=.5*%(-1-xy(1,1)+w3*xy(1,2)); % N3-N2
S(3,1)=.5%(1-xy(1,1)-w3*xy(1,2)); % N1-N3
1fd=4;
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53 % Berechne gradient auf Kanten

54 for i=1:3

55 phi_j=phi(S(i,1) ,max_p);

56 abl_phi_j=abl_phi2(S(i,1),max_p);

57 abl2_phi_j=abl2_phi2(S(i,1) ,max_p);

58 for j=2:max_p

59 dxx(1£d,1)=GP2(i,1)*phi_j (j)+2%GP1(i,1)*GD1(i,1)*abl_phi_j(j)+...

60 P(i)*abl2_phi_j(j)*GD1(i,1) 2+P(i)*abl_phi_j(j)*GD2(i,1);
61 dyy(1£d,1)=GP2(i,2)*phi_j (j)+2%GP1(i,2)*GD1(i,2)*abl_phi_j(j)+...

62 P(i)*abl2_phi_j(j)*GD1(i,2) "2+P(i)*abl_phi_j(j)*GD2(i,2);
63 dxy(1£d,1)=GPxy (i) *phi_j(j)+GP1(i,1)*abl_phi_j(j)*GD1(i,2)+...

64 GP1(i,2)*abl_phi_j(j)*GD1(i,1)+P(i)*abl2_phi_j(j)*...

65 GD1(i,2)*GD1(i,1);

66 1fd=1fd+1;

67 end

68 end

69 % Berechne gradient im Innern

70 P123=P(1,1)*xy(1,2) /w3; % N1xN2%N3

71 GP123=[-w3/6*xy(1,1)*xy(1,2),-w3/36* (4*w3*xy(1,2)-3*xy(1,2) "2-3+3*xy(1,1)"2)];
72 P_i=Legend(xy(1l,1) ,max_p-2);

73 P_j=Legend (2x*xy(1,2)/w3-1,max_p-2);

74 GP_i=abl_legend(xy(1l,1) ,max_p-2);

75 GP_j=abl_legend(2*xy(1,2)/w3-1,max_p-2)*(2/w3) ;

76 G2P_i=abl2_legend(xy(1,1) ,max_p-2);

7 G2P_j=abl2_legend (2*xy(1,2)/w3-1,max_p-2)*4/3;

78 G2P123=[-xy(1,2)/(2%w3) , (-2+w3*xy (1,2))/6];

79 G2xyP123=-xy(1,1)/(2*w3) ;

80 for k=0:max_p-3

81 i=0;

82 for j=k:-1:0

83 dxx(1£d,1)=G2P123 (1) *P_i (i+1)*P_j (j+1)+2+GP123 (1) *GP_i (i+1)*P_j (j+1)+...
84 P123%G2P_i (i+1)*P_j(j+1);

85 dyy(1£d,1)=G2P123(2) *P_i (i+1)*P_j (j+1)+2%GP123(2) *P_i (i+1)*GP_j (j+1)+...
86 P123*P_i(i+1)*G2P_j(j+1);

87 dxy(1£fd,1)=G2xyP123*P_i (i+1)*P_j (j+1)+GP123(2)*GP_i(i+1)*P_j(j+1)+...

88 GP123 (1) *P_i(i+1)*GP_j (j+1)+P123*GP_i (i+1)*GP_j(j+1);

89 1fd=1fd+1;

90 i=i+1;

91 end

92 end

93 end

Ist 4(Z,7y) eine Funktion, die auf dem Referenzelement T definiert ist und J :

A

T — T die Transformationsmatrix, erhélt man die 1. Ableitungen beziiglich Element

T durch
9u 9i J D2 4 (J1) 2
(8) = (8) = (0omb L0t
By a9 2155 T (I a2y

Die 2. Ableitungen transformieren sich analog durch

(5®) -

e

£8

a‘c((J‘l)ug—g + (J—l)ug—g) _ g (J_l)n% + (J_1)12221;
A((Jfl)n% + (J*I)mg—g) 24 ;

Slogle
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26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42

(BN 2o (07
55(5%) C]_4)213g2'+ Q]_1)2zggg

Die Transformation 148t sich in Matrizenschreibweise angeben,

Pu % u 0%
8z2 dzdy | _ 7-1 032 0107 -T
oru ow | =4 | B0 |-
oyor g2 9505 072

Die Unterroutine DSigma.m berechnet die partiellen Ableitungen der Spannung
und der internen Spannung in den Quadraturpunkten der Elemente im Innern, auf
den Kanten und auf den Eckpunkten der Elemente.

function [DSX,DSY,DAX,DAY,DSX_K,DSY_K,DAX_K,DAY_K,DSX_P,DSY_P,DAX_P,DAY_P]=...
DSigma(u,u0,S0,A0,S0_K,A0_K,SO_P,A0_P,DSOX,DS0Y,DAOX,DAQY,DSOX_K,DSOY_K, ...
DAOX_K,DAOY_K,DSOX_P,DSOY_P,DAOX_P,DAOY_P,Koordinaten,Elemente,dof)

global NQ NQ1 dx dy dx_K dy_K dx_P dy_P dxx dxy dyy dxx_K dxy_K dyy_K ...
dxx_P dxy_P dyy_P sy C1 C2 C3 k1 lambda mu Gewichte

NE=size(Elemente,1);

DSX=zeros (NE,4x*NQ) ; DSY=zeros (NE, 4x*NQ) ;
DAX=zeros (NE,4*NQ) ;DAY=zeros (NE,4*NQ) ;

DSX2=zeros (NE, 4*NQ) ; DSY2=zeros (NE,4*NQ) ;
DAX2=zeros (NE,4x*NQ) ; DAY2=zeros (NE,4x*NQ) ;

DSX_K{1}=zeros(NE,4*NQ1) ;DSY_K{1}=zeros (NE,4*NQ1) ;
DSX_K{2}=zeros (NE,4*NQ1) ;DSY_K{2}=zeros (NE,4*NQ1) ;
DSX_K{3}=zeros (NE,4*NQ1) ; DSY_K{3}=zeros (NE,4*NQ1) ;

DSX_P=zeros(NE, 12) ;DSY_P=zeros (NE, 12) ;
DAX_P=zeros (NE, 12) ;DAY_P=zeros (NE, 12) ;

for j=1:size(Elemente,1)
J=Funktionalmatrix(Koordinaten,Elemente,j);
jdof=dof (j,:) ;nz=find(jdof) ; I=abs(jdof (nz));

[DSX(j,:),DSY(j,:)]1=DSigmaC3(u,u0,S0(j,:),A0(j,:),...
reshape (DS0X(j,:),NQ,4) ,reshape(DSOY(j,:),NQ,4),...
reshape (DAOX(j,:),NQ,4) ,reshape(DAOY(j,:),NQ,4),...
J,jdof,nz,I,dx,dy,dxx,dxy,dyy,NQ,lambda,mu, ...
C1,C2,C3,sy,k1);

[DAX(j,:),DAY(j,:)]1=DAlphaC3(u,u0,S0(j,:),A0(j,:),...
reshape (DSX(j,:),NQ,4) ,reshape(DSY(j,:),NQ,4),...
reshape (DS0X(j,:),NQ,4) ,reshape(DSOY(j,:),NQ,4),...
reshape (DAOX(j,:),NQ,4) ,reshape(DAOY(j,:),NQ,4),...
J,jdof,nz,I,dxx,dxy,dyy,NQ,mu,k1);

for k=1:3
[DSX_K{k}(j,:),DSY_K{k}(j,:)]=...
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43 DSigmaC3(u,u0,S0_K{k}(j,:),A0_K{k}(j,:),...

44 reshape (DSOX_K{k}(j,:),NQ1,4) ,reshape(DSOY_K{k}(j,:),NQ1,4),...

45 reshape (DAOX_K{k}(j,:),NQ1,4) ,reshape(DAOY_K{k}(j,:),NQ1,4),...

46 J,jdof,nz,I,dx_K{k},dy_K{k},dxx_K{k},dxy_K{k},dyy_K{k},NQ1, ...

47 lambda,mu,C1,C2,C3,sy,k1);

48

49 [DAX_K{k}(j,:),DAY_K{k}(j,:)]1=DAlphaC3(u,u0,S0_K{k}(j,:),A0_K{k}(j,:), ...

50 reshape (DSX_K{k}(j,:),NQ1,4) ,reshape(DSY_K{k}(j,:),NQ1,4), ...

51 reshape (DSOX_K{k}(j,:),NQ1,4) ,reshape(DSOY_K{k}(j,:),NQ1,4),...

52 reshape (DAOX_K{k}(j,:),NQl,4) ,reshape (DAOY_K{k}(j,:),NQ1,4),...

53 J,jdof,nz,I,dxx_K{k},dxy_K{k},dyy_K{k},NQ1,mu,k1);

54

55 end

56 [DSX_P(j,:),DSY_P(j,:)]1=DSigmaC3(u,u0,S0_P(j,:),A0_P(j,:),...

57 reshape(DSOX_P(j,:),3,4) ,reshape(DSOY_P(j,:),3,4),...
58 reshape (DAOX_P(j,:),3,4) ,reshape(DAOY_P(j,:),3,4),...
59 J,jdof,nz,I,dx_P,dy_P,dxx_P,dxy_P,dyy_P,3,lambda,mu,...
60 C1,C2,C3,sy,k1);

61

62  [DAX_P(j,:),DAY_P(j,:)]1=DAlphaC3(u,u0,S0_P(j,:),A0_P(j,:),...

63 reshape (DSX_P(j,:),3,4) ,reshape(DSY_P(j,:),3,4),...
64 reshape (DSOX_P(j,:),3,4) ,reshape(DSOY_P(j,:),3,4),...
65 reshape(DAOX_P(j,:),3,4) ,reshape(DAOY_P(j,:),3,4),...
66 J,jdof,nz,I,dxx_P,dxy_P,dyy_P,3,mu,k1);

67

68

69 end

Die Unterroutine DSigmaC3c. berechnet die Ableitung der Spannung. Im Fall
der kinematischen Verfestigung hat der Spannungstensor nach (3.3) die Darstellung

Thp-1+0 =(A + p) tr(0AL App—140)T
+ 2Nf(|§eV OAt,Apk—140 — Bah,k—lj)geV(QAtkAh,k—1+0 - 50411,1@—12

=:Zy, =:Zp,

+ dev h k—1,

(1.1)

mit 0N Ap k110 = €(Un k140 — Unk-1) + C 1oy k1. Die Ortsableitung der Span-
nung erfordert die Berechnung der Ausdriicke

32ﬁ1 1 azﬁz 8251
ge(ﬂ ) _ Oz 2( Oz + awf)y)
a h) — 1/ 8%us 8%uy T

Ox2 + azay) 0zdy
und , , ,
8wy 1(8%w, 8%y
ge(ﬂ ) _ Oyox 2(6y6z + oy? )
a h) — 1(8252 + 6251) 3262
Y 2 ayazr T 2 dy>

mit w = Upk- 149 — Upk-1- Dies erfolgt in den Zeilen 183-203 in dem folgenden
Programm. Dabei werden die Ableitungen in den Zeilen 183-202 zunéchst fiir das
Referenzelement berechnet und dann in der Zeile 203 auf das aktuelle Element trans-
formiert. Die Ableitung der GréBe Zp (in (1.1) definiert) wird in den folgenden
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Zeilen 205-225 bestimmt. In den Zeilen 229-234 wird die Ableitung des Spuranteils
des Spannungstensors berechnet, in den Zeilen 237-245 die Ableitung des letzten
Summanden in (1.1). Der Deviatoranteil des Spannungstensors bis auf den Anteil
devay, ;1 wird im folgenden mit dev &, ,—14¢ bezeichnet. Es gilt

- 1 ¥
dev Ohk—1+0 = 2,U/h(|ZhDZh = 2/11(1 - maX{O, Trl(l - m)})Z}L (12)

Nach der Kettenregel gilt

2

0devoyk 1410 _ Z 0dev oy ,_1410 0Z
Ox 0Z ), ;j or

(1.3)

i,j=1

Die Ausdriicke 0dev &y x_119/0Z}ij berechnet die Unterroutine AblSigma, die in
den Zeilen 247-248 aufgerufen wird. Die Zeilen 101-112 berechnen die Gréen du/0x
und J0w/0dy zunichst fiir das Referenzelement und dann durch Transformation auf
das aktuelle Element. Die Zeilen 114-121 berechnen die Komponenten der Matrix
Z},, Zeile 125 den Betrag.

Im elastischen Fall gilt
Odevo ij

aZh,kl l’l’g kg]l ( )
wie in Zeile 123 berechnet. Im plastischen Fall werden die Ableitungen
of(|Z
A (15)
0Z p 45

in den Zeilen 128-135 berechnet, wobei f wie in (1.1) definiert ist.
Schliefllich wird in der aufrufenden Funktion DSigma3 der Ausdruck (1.3) in den
Zeilen 250-266 ausgewertet.

#include <stdio.h>
#include <math.h>
#include <stdlib.h>
#include "mex.h"

double **CreateDoubleMatrix(int m, int n)

{

double **mat=malloc(m*sizeof (doublex));

int row=m;

while (row--) mat[row]=malloc(n*sizeof (double));
return mat;

}

double *CreateDoubleVector(int len)
{

return malloc(len*sizeof (double));

}

int *CreateIntVector(int len)

{

return malloc(len*sizeof (int));
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22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76

}

double tr(double x[4])

{

}

double t;
t=x[0]+x[3];
return t;

double skal(double x[4], double y[4])

{

}

v

{

v

{
}

v

{
}

d
{

}

d
{

double s;
s=x[0]*y[0]+x [1]*y [1]+x[2] *y [2]+x [3] *xy [3];
return s;

oid Matmult(double Du[2][2],double x[2][2], double y[2][2])
double tmp[2][2];

tmp [0] [0]1=x[0] [0]*y [0] [0]+x[0] [1]1*y[0][1];
tmp [1] [0]=x[1] [0]*y [0] [0]+x[1] [1]*y[0] [1];
tmp [0] [11=x[0] [01*y[1] [0]+x[0] [1]1*y[1][1];
tmp [1] [1]=x[1] [0]*y [1] [0]+x[1] [1]*y[1][1];

Du[0] [0]=y[0] [0] *tmp [0] [0]+y [0] [1]*tmp[1] [0];
Du[0] [1]1=y[0] [0] *tmp[0] [1]1+y [0] [11*tmp[1] [1];
Du[1][0]=y[1][0]*tmp[0] [0]+y[1] [1]*tmp[1] [0];
Dul1][11=y[1][0]*tmp[0] [1]+y[1] [1]*tmp[1] [1];

oid symgrad(double y[4], double x[4])

y[01=x[0];y[1]1=(x[11+x[2]1)/2.0;y[2]=y[1];y[3]1=x[3];
oid dev(double y[4], double x[4])
y[01=x[0]-(x[0]+x[3])/2.0;y[1]=x[1];y[2]=x[2];y[3]=x[3]-(x[0]+x[3])/2.0;
ouble norm(double x[4])
double n;
n=sqrt (pow(x[0],2)+pow(x[1],2)+pow(x[2],2)+pow(x[3],2));
return n;
ouble dsign(double x)

double s;

if (x>=0) s=1; else s=-1;

return s;
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7
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90
91
92
93
94
95
96
97
98
99
100
101
102
103
104
105
106
107
108
109
110
111
112
113
114
115
116
117
118
119
120
121
122
123
124
125
126
127
128
129
130
131

}

void AblSigma(double

DSZ11[], double DSZ12[], double DSZ21[], double DSZ22[],
int 1, double u[], double uO[], double SO[], double AO[],

double jdof[], double nz[], int IO[], double dx[], double dy[],
double IJM[2][2], int NQ, int ND, int NDO, double C1, double C2,

double C3, double lambda, double mu, double k1, double sy)

double gl,g2,g3,£11,£12,£21,£22,b,f;
double *dxz,*dyz,duxl,dux2,duyl,duy2,Z[4],Dul[2],Du2[2];
int 1i,j;

dxz=CreateDoubleVector (NDO) ;dyz=CreateDoubleVector (NDO) ;

gl=k1/(2*mu) ; g2=sy;g3=g2/(1+gl);

for (i=0;i<4;i++)

{
DSZ11[i]=0.0;DSZ12[i]=0.0;DSZ21[i]=0.0;DSZ22[i]=0.0;
}

for (j=0;j<NDO;j++)
{

dxz[j]=dx [j+NDO*1] *dsign(jdof [j]) ;dyz[jl=dy [j+NDO*1]*dsign(jdof[j1);

}
dux1=0;duy1=0;dux2=0;duy2=0;
for (j=0;j<ND;j++)

{

dux1=dux1+(ul2*I0[j]1-1-11-u0[2*I0[j]1-1-1]) *dxz[(int) nz[j]1-1];
duyl=duyl+(ul2+*I0[j]1-1-1]1-u0[2*I0[j]1-1-1])*dyz[(int) nz[j]-1];

dux2=dux2+(u[2*I0[j1-1]1-u0[2*I0[j]1-1]) *dxz[(int) nz[j]1-1];
duy2=duy2+(u[2*I0[j1-1]1-u0[2*I0[j]-1]) *dyz[(int) nz[j]-1];
}

Dul[0]=dux1*IJM[0] [0]+duy1*IJM[0] [1];

Dul[1]=dux1*IJM[1] [0]+duy1*IJIM[1] [1];

Du2[0]=dux2*IJM[0] [0]+duy2*IJM[0] [1];

Du2[1]=dux2*IJM[1] [0]+duy2*IJIM[1] [1];

Z[01=(Du1[0]1-Du2[11)/2.0+1.0/(2.0*mu)*(SO[1]1-SO[3*NQ+1]1)/2.0-
1.0/(2.0*mu) * (AO[1]-AO[3*NQ+1])/2.0;
Z[1]=(Du1[1]+Du2[0])/2.0+
1.0/(2.0*mu)*SO[NQ+1]-1.0/(2.0%mu)*AQ[NQ+1];
Z[2]=(Du1[1]+Du2[0])/2.0+
1.0/(2.0%mu)*SO[2*NQ+1]-1.0/(2.0*mu) *A0 [2xNQ+1] ;
Z[3]1=(Du2[1]-Dul[0])/2.0+1.0/(2.0%mu)* (SO[3*NQ+1]-S0[1])/2.0-
1.0/(2.0%mu) * (AQO [3*xNQ+1]-A0[1])/2.0;

DSZ11[0]=2*mu;DSZ12[1]=2%mu;DSZ21 [2]=2*mu ;DSZ22[3] =2*mu;

b=sqrt (pow(Z[0],2.0)+pow(Z[1],2.0)+pow(Z[2],2.0)+pow(Z[3],2.0));
if (b-sy/(2.0%mu)>0.0)

{

f11=-g3*Z[0] /pow(b,3.0) ;£12=-g3*Z[1] /pow(b,3.0) ;

£21=-g3xZ[2] /pow(b,3.0) ; £22=-g3+Z[3] /pow (b,3.0) ;
f=2*mu*(1.0-1.0/(1.0+g1)*(1.0-g2/(2*mu*b)) ) ;
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132
133
134
135
136
137
138
139
140
141
142
143
144
145
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148
149
150
151
152
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154
155
156
157
158
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161
162
163
164
165
166
167
168
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170
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175
176
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178
179
180
181
182
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184
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186

DSZ11[0]=f+£f11*Z[0];DSZ11[1]1=£12+Z[0] ;DSZ11[2]=£21*Z[0];DSZ11[3]1=£22*Z[0];
DSZ12[0]1=f11*Z[1];DSZ12[1]1=f+f12*Z[1];DSZ12[2]=£f21*Z[1];DSZ12[3]1=f22*Z[1];
DSZ21[0]1=f11*Z[2] ;DSZ21[1]1=f12*Z[2];DSZ21[2]=f+£21*Z[2] ;DSZ22[3]1=f22*Z[2] ;
DSZ22[0]1=f11*Z[3] ;DSZ22[1]1=f12*Z[3];DSZ22[2]=f21*Z[3] ;DSZ22[3]=f+£22*Z[3];
}

free(dxz) ; dxz=NULL;free(dyz) ; dyz=NULL;

void DSigma3(double DSX[],double DSY[],double u[],double uO[],
double SO[],double AO[],double DSOXI[],
double DSOY[],double DAOX[],double DAOY[],
double JM[],double jdof[],double nz[],double I[],
double dx[],double dyl[],
double dxx[],double dxy[], double dyyl[],
int NQ,int ND,int NDO,
double *lambda, double *mu,
double *C1,double *C2,double *C3,double *sy,double *k1)

double DT,IJM[2][2],Dui[2][2],Du2[2][2],Dulj[2][2],Du2j[2][2],
*x*dxxz, **dxyz, **dyyz,Zx[4] ,Zy[4];

double DSZ11[4],DSZ12[4],DS721[4],DS722[4];

int *I0,i,j,1;

I0=CreateIntVector (ND) ;

dxxz=CreateDoubleMatrix (NDO,NQ) ;
dxyz=CreateDoubleMatrix (NDO,NQ) ;
dyyz=CreateDoubleMatrix (NDO,NQ) ;

for (i=0;i<4*NQ;i++)

{
DSX[i]=0.0;DSY[i]=0.0;
}

DT=JM[0]*JM[3]-JM[1]*JM[2];
IJM[0] [0]1=JM[3]/DT; IJM[0][1]=-JM[2]/DT;
IJM[1][0]=-JM[1]/DT;IJM[1] [1]1=JM[0]/DT;

for (j=0;j<ND;j++) I0[jl=(int) I[j]1;
for (j=0;j<NDO;j++)
{
for (1=0;1<NQ;1++)
{
dxxz[j][1]1=dxx[j+NDO*1]*dsign(jdof [j]1);
dxyz[j] [1]=dxy[j+NDO*1]*dsign(jdof [j]);
dyyz[j][1]=dyy[j+NDO*1]*dsign(jdof[j]1);

}
for (1=0;1<NQ;1++)
{
Dul1[0] [0]=0;Dul1[1]1 [0]=0;Du1[0] [1]=0;Dul[1] [1]=0;
Du2[0] [0]=0;Du2[1] [0]=0;Du2[0]1[1]1=0;Du2[1]1[1]=0;

for (j=0;j<ND;j++)
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187
188
189
190
191
192
193
194
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199
200
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Du1[0] [0]=Du1[0][0]+
(u[2*I0[j]1-1-11-u0[2*I0[j1-1-1]) *dxxz[(int) nz[j]-1]1[1];
Du1[0][1]1=Du1l[0][1]1+
(u[2*I0[j]1-1-11-u0[2*I0[j]1-1-1]) *dxyz[(int) nz[j]-1]1[1];
Dui[1][1]=Dui[1][1]+
(u[2*I0[j]1-1-11-u0[2*I0[j1-1-1]) *dyyz[(int) nz[j]-1]1[1];

Du2[0] [0]=Du2[0] [0]+
(u[2*I0[j1-11-u0[2%I0[j]1-1])*dxxz[(int) nz[j1-11[1];
Du2[0] [1]=Du2[0] [1]+
(ul2*I0[j]1-11-u0[2*I0[j]1-1])*dxyz[(int) nz[j]-11[1];
Du2[1][1]=Du2[1][1]+
(u[2*I0[j]1-11-u0[2*I0[j]1-1]) *dyyz[(int) nz[j1-1][1];
}
Dul[1] [0]=Du1[0][1];Du2[1]1[0]1=Du2[0][1];
Matmult (Dulj,Dul,IJM) ;Matmult(Du2j,Du2,IJM);

Zx[0]=(Du1;j[0][0]-Du2j[0][1])/2.0+

1.0/(2.0% (*mu) ) * (DSOX[1]-DSOX[3*NQ+1]) /2.0~

1.0/(2.0% (*mu) ) * (DAOX [1]-DAOX [3*NQ+1]) /2.0;
Zx[1]=(Du2;j[0] [0]+Dulj[0][1])/2.0+

1.0/(2.0% (*mu) ) *DSOX[NQ+1]-1.0/(2.0% (*mu) ) *DAOX [NQ+1] ;
Zx[2]=(Du2;j[0] [0]+Dulj[0][1])/2+

1.0/ (2.0% (*mu) ) *DSOX[2*NQ+1]-1.0/(2.0* (*mu) ) *xDAOX [2*NQ+1] ;
Zx[3]1=(Du2j[0]1 [1]1-Du1j[0][0]1)/2+

1.0/(2.0% (*mu) ) * (DSOX [3*NQ+1]-DSO0X[1]) /2.0-

1.0/(2.0% (*mu)) * (DAOX [3*NQ+1]-DA0X[1])/2.0;

Zy[01=(Du1j[1]1[0]-Du2j[1][1])/2+
1.0/(2.0%(*mu) ) *(DSOY[1]-DSOY[3*NQ+1])/2.0-
1.0/(2.0%(*mu) ) *(DAOY[1]-DAOY[3*NQ+1])/2.0;

Zy[11=(Du2;j[1]1 [0]+Dulj[1]1[1])/2+
1.0/(2.0%(*mu) ) *DSOY[NQ+1]-1.0/(2.0% (*mu) ) *DAOY [NQ+1] ;

Zy[2]1=(Du2j[1]1 [0]+Dulj[1]1[1])/2+
1.0/ (2.0% (*mu) ) *DSOY [2*NQ+1]-1.0/(2.0* (*mu) ) *DAOY [2*NQ+1] ;

Zy[31=(Du2j[1]1[1]1-Dulj[1]1[0]1)/2+
1.0/(2.0% (*mu) ) * (DSOY [3*NQ+1]-DSOY[1])/2.0-
1.0/(2.0% (*mu) ) *» (DAOY [3*NQ+1]-DAOY[1]) /2.0;

/* Spuranteil */
DSX[1]=((*lambda)+ (*mu))* (Dulj[0] [0]+Du2j[0] [1]+
1.0/(2.0%(*1ambda)+2. 0% (*mu) ) * (DSOX [1]+DSOX [1+3*NQ]) ) ;
DSY[1]=((*lambda)+ (*mu))*(Dulj[1] [0]+Du2j[1] [1]+
1.0/(2.0*%(*1lambda)+2.0* (*mu) ) * (DSOY [1]+DSOY [1+3*NQ]) ) ;
DSX[3*NQ+11=DSX[1];
DSY[3*NQ+11=DSY[1];

/* letzter Summand im Spannungstensor */
DSX[1]=DSX[1]+DAOX[1];
DSX[1+NQ]=DSX [1+NQ]+DAOX[1+NQ];
DSX[1+2+NQ]=DSX[1+2*NQ]+DAOX [1+2*NQ] ;
DSX[1+3+NQ]=DSX[1+3*NQ]+DAOX [1+3*NQ] ;
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DSY[1]1=DSY[1]+DAOY[1];
DSY[1+NQI=DSY[1+NQI+DAOY[1+NQ];
DSY [1+2*NQ]=DSY [1+2*NQ]+DAQY [1+2*NQ] ;
DSY[1+3*NQ]=DSY [1+3*NQ]+DAOY[1+3x*NQ];
AvblSigma(DSZ11,DSZ12,DSZ21,DSZ22,1,u,u0,S0,A0, jdof ,nz,I0,dx,dy,IJM,
NQ,ND,NDO, (¥C1) , (*C2) , (*C3) , (*lambda) , (*mu) , (*k1), (*sy));
DSX[1]=DSX[1]+
(DSZ11[0]*Zx[0]1+DSZ11[1]*Zx[1]1+DSZ11[2]*Zx [2]+DSZ11[3]*Zx[3]);
DSX[1+NQ]1=DSX [1+NQI+
(DSZ12[0]1*Zx [0]1+DSZ12[1]*Zx[1]1+DSZ12[2] *Zx [2]+DSZ12[3]*Zx[3]) ;
DSX [1+2*NQ]=DSX [1+2*NQ]+
(DSZ21[0]*Zx[0]+DSZ21[1]1*Zx[1]+DSZ21[2] *Zx [2]+DSZ21[3]1*Zx[3]) ;
DSX [1+3*NQ]=DSX [1+3*NQ]+
(DSZ22[0]*Zx [0]+DSZ22[1]*Zx [1]1+4DSZ22[2] *Zx [2]+DSZ22[3]*Zx[3]) ;
DSY[1]=DSY[1]+
(DSZ11[0]1*Zy[0]1+DSZ11[1]1*Zy[11+DSZ11[2]*Zy[2]+DSZ11[3]*Zy[3]);
DSY [1+NQ]=DSY [1+NQ]+
(DSZ12[0]*Zy [01+DSZ12[1]*Zy[1]1+DSZ12[2] *Zy [2]1+DSZ12[3]*Zy[3]) ;
DSY [1+2*NQ]=DSY [1+2*NQ]+
(DSz21[0]*Zy [0]+DSz21 [1] *Zy [1]+DSZ21 [2] *Zy [2]+DSz21 [3] *Zy [3]) ;
DSY[1+3*NQ]=DSY[1+3*NQ]+
(DSZ22[0]*Zy [0]1+DSZ22[1]*Zy [1]1+DSZ22[2] *Zy [2]+DSZ22[3]*Zy[3]) ;
}
free(I0) ;I0=NULL;
§=NDO;
while (j--)
{
free(dxxz[j]) ;free(dxyz[j]) ;free(dyyz[jl);
}
free(dxxz) ;dxxz=NULL;free(dxyz) ;dxyz=NULL;free(dyyz) ;dyyz=NULL;
}
/* Gateway function */

v

{

oid mexFunction(int nlhs, mxArray *plhs[], int nrhs, const mxArray *prhs[])

double *DSX,*DSY,*u,*u0,*S0,*A0,*DS0X,*DSOY,*DAOX,*DAQOY,*J,*jdof,*nz,*I,
*dx, *dy, *dxx , *dxy, *dyy, *NQP, *1lambda, *mu,*C1,*C2,*C3, *sy, *k1;
int ND,NDO,n,NQ;

/*Check for proper number of arguments */
if (nrhs!'=25)

mexErrMsgTxt ("25 input required!");
if (nlhs!=2)

mexErrMsgTxt ("2 output required!");

n =mxGetM(prhs[0])/2;
NDO=mxGetN (prhs[9]) ;
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ND=mxGetN (prhs[10]) ;

u =mxGetPr(prhs[0]); u0 =mxGetPr (prhs[1]);
S0 =mxGetPr(prhs[2]); AO =mxGetPr (prhs[3]);
DSOX =mxGetPr (prhs[4]); DSOY =mxGetPr (prhs[5]) ;
DAOX =mxGetPr(prhs[6]); DAOY =mxGetPr (prhs[7]);
J =mxGetPr (prhs[8]); jdof =mxGetPr (prhs[9]) ;
nz =mxGetPr (prhs[10]);1I =mxGetPr (prhs[11]);
dx =mxGetPr(prhs[12]) ;dy =mxGetPr (prhs[13]);
dxx =mxGetPr(prhs[14]) ;dxy =mxGetPr (prhs[15]) ;
dyy =mxGetPr(prhs[16]) ;NQP =mxGetPr (prhs[17]);
lambda =mxGetPr(prhs[18]);mu =mxGetPr (prhs[19]) ;
C1 =mxGetPr (prhs[20]) ;C2 =mxGetPr (prhs[21]);
C3 =mxGetPr(prhs[22]);sy =mxGetPr (prhs[23]);
k1 =mxGetPr(prhs[24]);

NQ=(int) *NQP;

/*Set the output pointer to the output matrix. */
plhs[0]=mxCreateDoubleMatrix(1,4+*NQ,mxREAL) ;
plhs[1]=mxCreateDoubleMatrix (1,4*NQ,mxREAL) ;

/*Create a C pointer to a copy of the output matrix */

DSX=mxGetPr (plhs[0]);
DSY=mxGetPr(plhs[1]);

/* DSigma3 */

DSigma3(DSX,DSY,u,u0,S0,A0,DS0X,DSOY,DAOX,DAOY,J, jdof ,nz,I,dx,dy,
dxx,dxy,dyy,NQ,ND,NDO,lambda,mu,C1,C2,C3,sy,kl);

}

Die Unterroutine DAlphaC3.c berechnet die Ableitung der internen Spannung,

wobei (3.41) aus Kapitel 3 ausgenutzt wird. Es gilt

0 0 0 0
%ak—l—f—a = %ah,k—l + kl(HAtk%Ak—l-w - 5@ dev ak—1+0)7
0 0 0 0

a—yakfua = a—yah,kq + kl(HAtka_yAkfl+0 = ﬁa_y

#include <stdio.h>
#include <math.h>
#include <stdlib.h>
#include "mex.h"

double **CreateDoubleMatrix(int m, int n)

{

double **mat=malloc(m*sizeof (doublex*));

int row=m;

while (row—-) mat[row]l=malloc(n*sizeof (double));
return mat;

}

double *CreateDoubleVector(int len)

{

dev O'k,1+9) .
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16 return malloc(len*sizeof (double));
17 3}
18
19  int *CreateIntVector (int len)
20 A
21 return malloc(len*sizeof (int));
22 3}
23
24  double tr(double x[4])
25 A
26 double t;
27 t=x[0]+x[3];
28 return t;
29 3
30
31  double skal(double x[4], double y[4])
32 A
33 double s;
34 s=x[0]*y [0]+x[1]*y [1]+x [2] xy [2]+x [3] *y [3];
35 return s;
36 )
37
38  void Matmult(double Du[2][2],double x[2][2], double y[2][2])
39 {
40 double tmp[2][2];
41
42 tmp [0] [0]=x[0] [0]*y[0] [0]+x[0] [1]*y[0][1];
43 tmp [1] [0]=x[1] [0]*y[0] [0]+x[1] [1]*y[0][1];
44 tmp [0] [1]1=x[0] [0]*y [1] [0]+x[0] [1]*y[1][1];
45 tmp[1] [11=x[1] [0]*y [1] [0]+x[1] [1]*y[1][1];
46
47 Du[0] [0]=y [0] [0]*tmp[0] [0]+y [0] [1]1*tmp[1] [0];
48 Du[0] [11=y[0] [0]*tmp[0] [1]+y [0] [1]*tmp[1] [1];
49 Dul[1][0]=y[1][0]*tmp[0] [0]+y[1] [1]*tmp[1] [0];
50 Dul1][1]=y[1] [0]*tmp[0] [1]+y[1] [1]*tmp[1] [1];
51
52 }
53
54
55  void symgrad(double y[4], double x[4])
56 {
57 y[01=x[0];y[1]1=(x[1]1+x[2])/2.0;y[2]=y[1];y[3]=x[3];
58 }
59
60 void dev(double y[4], double x[4])
61 {
62 y[01=x[01-(x[0]1+x[31)/2.0;y[1]=x[1];y[2]=x[2];y[3]=x[3]-(x[0]+x[3]1)/2.0;
63 }
64
65  double norm(double x[4])
66 {
67 double n;
68 n=sqrt (pow(x[0],2)+pow(x[1],2) +pow(x[2],2) +pow(x[3],2));
69 return n;
70 }
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71

72  double dsign(double x)

73 A

74 double s;

75 if (x>=0) s=1; else s=-1;

76 return s;

T}

78

79  void DAlpha3(double DAX[],double DAY[],double ul[],double uO[],
80 double SO[],double AO[],double DSX[], double DSY[],
81 double DSOX[],double DSOY[],double DAOX[],double DAOY[],
82 double JM[],double jdof[],double nz[],double I[],
83 double dxx[],double dxy[], double dyyl[],
84 int NQ,int ND,int NDO,

85 double *mup,double *kip)

86 {

87 double DT,IJM[2][2],Dul[2][2],Du2[2][2],Dulj[2][2],Du2j[2][2],
88 **xdxxz , **dxyz, **dyyz,Zx[4] ,Zy [4];

89 double DSZ11[4],DSZ12[4],DSZ21[4],DSZ22[4];

90 double mu=*mup,kl=*klp;

91 int *I0,i,j,1;

92

93 I0=CreateIntVector (ND);

94 dxxz=CreateDoubleMatrix (NDO,NQ) ;

95 dxyz=CreateDoubleMatrix (NDO,NQ) ;

96 dyyz=CreateDoubleMatrix (NDO,NQ) ;

97

98

99 for (i=0;i<4xNQ;i++)
100 {
101 DAX[i]1=0.0;DAY[i]=0.0;
102 }
103
104 DT=JM[0]*JM[3]-JM[1]1*JM[2] ;
105 I1JM[0] [0]=JM[3]1/DT; IJM[0][1]=-JM[2]/DT;
106 IJM[1]1[0]=-JM[1]/DT;IJM[1] [11=JM[0]/DT;
107
108 for (j=0;j<ND;j++) IO[jl1=(int) I[jl;
109 for (j=0;j<NDO;j++)
110 {
111 for (1=0;1<NQ;1++)
112 {
113 dxxz[j] [1]=dxx [j+NDO*1]*dsign(jdof [j1);
114 dxyz[j][1]=dxy[j+NDO*1]*dsign(jdof [j1);
115 dyyz[j][1]=dyy[j+NDO*1]*dsign(jdof [j1);
116 }
117 }
118
119 for (1=0;1<NQ;1l++)
120 {
121 Dul1[0] [0]=0;Dul1[1]1[0]=0;Dul1[0] [1]1=0;Dul[1][1]1=0;
122 Du2[0] [0]1=0;Du2[1]1 [0]=0;Du2[0] [1]1=0;Du2[1][1]=0;
123
124 for (j=0;j<ND;j++)

125 {
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126
127
128
129
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173
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176
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178
179
180

Du1[0][0]=Dul[0] [0]+
(u[2*I0[j]1-1-11-u0[2*I0[j1-1-11) *dxxz[(int) nz[j1-11[1];
Du1[0] [1]1=Du1[0] [1]+
(u[2*I0[j]1-1-11-u0[2*I0[j1-1-11) *dxyz[(int) nz[j1-11[1];
Du1[1] [1]=Du1[1][1]+
(u[2*I0[j]1-1-11-u0[2*I0[j1-1-11) *dyyz[(int) nz[j]1-1]1[1];

Du2[0] [0]=Du2[0] [0]+
(u[2*I0[j]1-11-u0[2%I0[j]1-1]) *dxxz[(int) nz[j]1-11[1];
Du2[0][1]=Du2[0] [1]+
(u[2*I0[j]1-11-u0[2*I0[j1-1]) *dxyz[(int) nz[jl1-11[1];
Du2([1][1]=Du2[1][1]+
(u[2*I0[j]1-11-u0[2*I0[j]1-1]) *dyyz[(int) nz[j]1-11[1];
}
Du1[1] [0]=Du1[0][1];Du2[1] [0]=Du2[0][1];
Matmult (Dulj,Dul,IJM);Matmult (Du2j,Du2,IJM);

Zx[0]=(Du1;j [0] [0]-Du2j[0][1])/2.0+
1.0/(2.0%mu)* (DSOX[1]-DSOX[3*NQ+1]) /2.0~
1.0/(2.0%mu) * (DAOX [1]-DAOX[3*NQ+1]) /2.0;
Zx[1]1=(Du2; [0] [01+Du1j[0][1])/2.0+
1.0/(2.0%mu) *DSOX [NQ+1]-1.0/ (2. 0*mu) *DAOX [NQ+1] ;
Zx[2]=(Du2;j [0] [0]+Dulj[0]1[1]1)/2+
1.0/(2.0*mu) *DSOX [2*NQ+1]-1.0/(2.0*mu) *DAOX [2*NQ+1] ;
Zx[3]=(Du2;j [0] [11-Dulj[0][0]1) /2+
1.0/(2.0%mu) * (DSOX [3*NQ+1]1-DS0X[1]) /2.0~
1.0/(2.0%mu) * (DAOX [3*NQ+1]1-DA0OX[1])/2.0;

Zy[0]1=(Du1j[1][0]-Du2j [1][1])/2+
1.0/(2.0%mu) *(DSOY[1]-DSOY[3*NQ+1]) /2.0~
1.0/(2.0%mu)*(DAOY[1]-DAOY[3*NQ+1])/2.0;
Zy[11=(Du2j[1]1 [0]+Dulj[1]1[1])/2+
1.0/(2.0%mu)*DSOY [NQ+1]-1.0/(2.0%mu)*DAOY[NQ+1] ;
Zy[2]=(Du2j[1] [0]+Dulj [1][1])/2+
1.0/(2.0*mu) *DSOY [2*NQ+1]-1.0/(2.0*mu) *DA0OY [2xNQ+1] ;
Zy[3]=(Du2j[1]1[1]1-Dulj[1]1[0])/2+
1.0/(2.0%mu) * (DSOY [3*NQ+1]-DSOY[1])/2.0-
1.0/(2.0%mu) * (DAOY[3*xNQ+1]-DAOY[1])/2.0;

DAX[1]=DAOX[1]+k1*Zx[0]-k1/(2.0*mu) *(DSX[1]-DSX[3*NQ+1])/2.0;

DAX [NQ+1]1=DAOX [NQ+1]+k1%Zx[1]-k1/(2.0%mu) *DSX [NQ+1] ;

DAX [2%NQ+1]=DA0X [2+NQ+1]+k1%Zx [2]-k1/ (2.0%mu) *DSX [2*NQ+1] ;

DAX [3*NQ+1]=DAOX [3*NQ+1]+k1%Zx [3]-k1/(2.0%mu) * (DSX [3*NQ+1]-DSX[1])/2.0;

DAY [1]1=DA0Y [1]+k1*Zy[0]-k1/ (2.0*mu) *(DSY [1]-DSY [3*NQ+1]) /2.0;

DAY [NQ+11=DAOY [NQ+1]+k1*Zy[1]-k1/(2.0%mu) *DSY [NQ+1] ;

DAY [2+NQ+1]=DA0Y [2+NQ+1]+k1%Zy [2]-k1/ (2. 0%mu) *DSY [2+NQ+1] ;

DAY [3*NQ+1]=DAOY [3*NQ+1]1+k1*Zy[3]-k1/(2.0%mu) * (DSY[3*NQ+1]1-DSY[1]) /2.0;

}
free(I0) ;I0=NULL;
j=NDO;
while (j--)

{
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1

free(dxxz[j]) ;free(dxyz[j]) ;free(dyyz[jl);
}
free(dxxz) ;dxxz=NULL;free(dxyz) ;dxyz=NULL; free (dyyz) ; dyyz=NULL;

}
/* Gateway function */

void mexFunction(int nlhs, mxArray *plhs[], int nrhs, const mxArray *prhs[])
{
double *DAX,*DAY,*u,*u0,*S0,*A0,*DSX,*DSY,*DS0X,*DSOY, *DAOX,*DA0Y,
*J,*jdof ,*nz,*I,*dxx,*dxy,*dyy, *NQP, *mu, *k1;
int ND,NDO,n,NQ;

/*Check for proper number of arguments */
if (nrhs!=20)

mexErrMsgTxt ("20 input required!");
if (nlhs!=2)

mexErrMsgTxt ("2 output required!");

n =mxGetM(prhs[0])/2;

NDO=mxGetN(prhs[11]);

ND=mxGetN(prhs[12]) ;

u =mxGetPr(prhs[0]); u0 =mxGetPr (prhs[1]);
SO =mxGetPr(prhs[2]); AO =mxGetPr (prhs[3]);
DSX =mxGetPr(prhs[4]); DSY =mxGetPr (prhs[5]);
DSOX =mxGetPr(prhs[6]); DSOY =mxGetPr (prhs[7]);
DAOX =mxGetPr(prhs[8]); DAOY =mxGetPr (prhs[9]) ;
J =mxGetPr (prhs[10]) ; jdof =mxGetPr (prhs[11]);
nz =mxGetPr (prhs[12]);1I =mxGetPr (prhs[13]);
dxx =mxGetPr(prhs[14]) ;dxy =mxGetPr (prhs[15]);
dyy =mxGetPr(prhs[16]) ;NQP =mxGetPr (prhs[17]);
mu =mxGetPr (prhs[18]) ;k1 =mxGetPr (prhs[19]);

NQ=(int) *NQP;

/*Set the output pointer to the output matrix. */
plhs[0]=mxCreateDoubleMatrix(1,4*NQ,mxREAL) ;
plhs[1]=mxCreateDoubleMatrix(1,4*NQ,mxREAL) ;

/*Create a C pointer to a copy of the output matrix */
DAX=mxGetPr (plhs[0]);
DAY=mxGetPr(plhs[1]1);

/* DAlpha3 */

DAlpha3(DAX,DAY,u,u0,S0,A0,DSX,DSY,DSOX,DSOY ,DAOX ,DAOY, J, jdof ,nz, I,
dxx,dxy,dyy,NQ,ND,NDO,mu,k1);

Fehlerschétzer nr

function eta_R=APosterioriR(u,u0,S0,A0,S0_K,A0_K,DSX,DSY,p,t,t0)
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global Kantennr Koordinaten Elemente Dirichlet Neumann Gewichte BaryK NQ ...
P_ref Gewichtel alphal betal NQ1 dx_K dy_K dof C1 C2 C3 lambda mu sy

2
3
4
5
6 eta_R=zeros(size(Elemente,1),1);eta_E=zeros(max(max(Kantennr)),1);

7 Kantennr2Elemente=zeros(max(max(Kantennr)),2);

8 Kantennr2Kante=zeros (max(max(Kantennr)),2);

9 Kante=2*ones(max(max(Kantennr)),1);

10 Kante2=2*ones(max(max(Kantennr)),1);

11 if size(Neumann,?2)>0

12 Kante(diag(Kantennr (Neumann(:,1) ,Neumann(:,2)’)))=ones(size(Neumann,1),1);
13 Kante3(diag(Kantennr (Neumann(:,1) ,Neumann(:,2)’)))=ones(size (Neumann,1),1);
14 end

15 Kante(diag(Kantennr(Dirichlet(:,1),Dirichlet(:,2)?)))=...

16 zeros(size(Dirichlet,1),1);

17 Kante2(diag(Kantennr(Dirichlet(:,1),Dirichlet(:,2)?)))=...

18 ones(size(Dirichlet,1),1);

19

20

for i=1:size(Elemente,1)
21 for k=1:3
22 Kantennr2Elemente(Kantennr (Elemente(i,k) ,Elemente(i,rem(k,3)+1)),...
23 nnz(Kantennr2Elemente (Kantennr (Elemente(i,k) ,Elemente(i,rem(k,3)+1)),:))+1)=i;
24 Kantennr2Kante (Kantennr (Elemente(i,k) ,Elemente(i,rem(k,3)+1)),...
25 nnz(Kantennr2Kante (Kantennr (Elemente (i,k) ,Elemente(i,rem(k,3)+1)),:))+1)=k;
26 end
27 end
28  YKantenspruenge
29  for i=1:full(max(max(Kantennr)))
30 s1=Kantennr2Kante(i,1);
31 j1=Kantennr2Elemente(i,1);
32 J=Funktionalmatrix(Koordinaten,Elemente,j1);
33 jdof=dof (j1,:);nz=find(jdof);
34 Sigmal=SpannungC4(u,u0,S0_K{s1}(j1,:),A0_K{s1}(j1,:),jdof,nz,. ..
35 dx_K{s1},dy_K{s1},reshape(J,1,4) ,Gewichtel,lambda,mu,C1,C2,C3,sy);
36 KV=(Koordinaten(Elemente(j1l,rem(s1,3)+1),:)-Koordinaten(Elemente(jl,s1),:));
37 NV=[0,1;-1,0]*KV’/norm(KV) ;

38 if nnz(Kantennr2Elemente(i,:))==2

39 %Innenkante

40 s2=Kantennr2Kante(i,2);

41 j2=Kantennr2Elemente(i,2);

42 J=Funktionalmatrix(Koordinaten,Elemente,j2);

43 jdof=dof (j2,:);nz=find(jdof);

44 Sigma2=SpannungC4(u,u0,S0_K{s2}(j2,:),A0_K{s2}(j2,:),jdof,nz,...

45 dx_K{s2},dy_K{s2},reshape(J,1,4) ,Gewichtel,lambda,mu,C1,C2,C3,sy);
46 eta_E(i)=(norm(KV) /max(p(j1) ,p(j2)))*(norm(KV) /2*Gewichtelx*. ..

47 sum([(-Sigmal(:,1:2)+Sigma2(NQ1:-1:1,1:2))*NV, ...

48 (-Sigmal(:,3:4)+Sigma2(NQ1:-1:1,3:4))*NV]."2,2));

49 else

50  %Neumann

51 if Kante(i)==

52 Quadpunkte=[alphal’,betal’]x*. ..

53 [Koordinaten(Elemente(j1,s1),:);Koordinaten(Elemente(jl,rem(s1,3)+1),:)];
54 eta_E(i)=norm(KV)/p(j1)*(norm(KV) /2*Gewichtel*. ..

55 sum(([Sigmal(:,1:2)*NV,Sigmal(:,3:4)*NV]-g(Quadpunkte ,NV’,t))."2,2));

56 end
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end
end

for j=1:size(Elemente,1)
DSXj=reshape(DSX(j,:),NQ,4) ;DSYj=reshape(DSY(j,:),NQ,4);
Quadraturpunkte=BaryK’*Koordinaten(Elemente(j,:),:);
KV=Koordinaten(Elemente(j,[2,3,1]),:)-Koordinaten(Elemente(j,:),:);
h=max (sum(KV."2,2).7(1/2));
ft=f (Quadraturpunkte,t);
T=det([1 1 1;Koordinaten(Elemente(j,:),:)’]1)/2;
I=diag(Kantennr (Elemente(j,:) ,Elemente(j,[2,3,1])));
eta_R(j)=sqrt(h~2/p(j) "2*(T*Gewichte*. ..
((DSXj(:,1)+DSYj(:,2)+ft(:,1)).72+(DSXj(:,3)+DSYj(:,4)+ft(:,2)).72))+. ..
sum(eta_E(I)./Kante2(I)));
end

A.6 Fehlerschitzer ngg: Methode der Aquilibrier-
ten Residuen

Der Fehlerschéitzer nach der Methode der dquilibrierten Residuen ist nach dem Algo-
rithmus aus Abschnitt 4.3 implementiert. Das Programm Aposteriori EQ1l.m teilt
sich in zwei Teile auf. Der erste Teil, Zeile 7 - Zeile 221, bestimmt die Momente der
squibrierten Randkriifte zu linearen Basisfunktionen, fiihrt also die Aquilibrierung
1. Ordnung durch. Der zweite Teil, Zeile 222 - Zeile 309, 16st die elementweisen
lokalen Probleme.

Die Aquilibrierung 1. Ordnung liBt sich unabhingig fiir die Komponenten der
linearen Basisfunktionen durchfiihren. Im folgenden bezeichnen Indizes {1} und {2}
Groflen, die sich auf die x- bzw. y-Komponente der linearen Basisfunktionen bezie-
hen. In der Datei Elemente.dat sind die Knoten zu jedem Element so angeordnet,
daf} die Elementknoten entgegen dem Uhrzeigersinn durchlaufen werden. Dadurch
ist jeder Elementkante eindeutig ein 1. und ein 2. Knoten zugewiesen. Zeile 8-13
initialisieren die gendherten Momente 1. Ordnung, /jb%,l, abhingig von der Element-
nummer j und der Kantennummer k bezeichnet durch die Variablen

mu0_1{1}(j,k) (Basisfunktion 1, Komponente 1)
mu0_1{2} (j,k) (Basisfunktion 1, Komponente 2)
mu0_2{1}(j,k) (Basisfunktion 2, Komponente 1)
mu0_2{2} (j,k) (Basisfunktion 2, Komponente 2)

die Momente 1. Ordnung, ,u}’l, bezeichnet durch die Variablen

mu0_1{1}(j,k) (Basisfunktion 1, Komponente 1)
mu0_1{2} (j,k) (Basisfunktion 1, Komponente 2)
mu0_2{1}(j,k) (Basisfunktion 2, Komponente 1)
mu0_2{2}(j,k) (Basisfunktion 2, Komponente 2)

sowie die Variablen or,., abhingig von der Elementnummer j und der Knotennum-
mer n, bezeichnet durch die Variablen

sigma{1}(j,n) (Komponente 1)

sigma{2}(j,n) (Komponente 2).
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Zeilen 39-64 berechnen die gendherten Momente 1. Ordnung, wie in (4.118), Ab-
schnitt 4.3 definiert. In den Zeilen 65-192 werden die Variablen sigma{1}(j,n)
und sigma{2}(j,n) ermittelt, nach dem Verfahren aus Abschnitt 4.3.3. Dazu ist
ein Durchlauf tiber alle Knoten n nétig (Zeile 66), da zu jedem Patch ein Problem
gelost werden soll, sowie ein Durchlauf iiber die beiden Komponenten (Zeile 73).
In den Zeilen 73-114 werden fiir den aktuellen Patch und die aktuelle Komponen-
te die rechten Seiten der lokalen Probleme bestimmt, definiert in (4.128). In den
Zeilen 116-191 wird die Matrix des Gleichungssystems (4.126) aufgestellt und das
Gleichungssystem geldst, wobei die in Abschnitt 4.3.3 beschriebene Losungsstrategie
aus [2] implementiert ist. In den Zeilen 194-220 werden nach (4.125) die Momente
der dquilibrierten Randkrifte berechnet.

Der restliche Programmteil, Zeilen 222-309, 16st die elementweisen lokalen Pro-
bleme 4.39 zur Bestimmung der Fehlerindikatoren. In den Zeilen 236-296 wird die
rechte Seite l_19 (v, aus (4.79) aufgestellt und in Zeile 245 eine Unterroutine zur
Berechnung der zugehorigen Steifigkeitsmatrix aufgerufen. Zeilen 260-296 berechnen
die dquilibrierte Randkraft aus den Momenten. Dabei wird auch die Aquilibrierung
hoherer Ordnung beriicksichtigt. Die dquilibrierte Randkraft wird nach (4.144) als
Linearkombination der Basisfunktionen zu den Freiheitsgraden aus der Indexmenge
I, (y) U Iy(7y) berechnet. Das Gleichungssystem (4.145) zur Bestimmung der Koeffi-
zienten a8t sich in zwei Gleichungssysteme aufteilen und wird in den Zeilen 281,282
gelost. Zeilen 302-306 16sen das lokale Probleme mit Hilfe einer QR-Zerlegung fiir
Elemente die keine Kante auf dem Dirichletrand haben, Zeile 300 16st das lokale
Problem fiir Elemente mit Kante auf dem Dirichletrand.

function eta_N=Aposteriori_EQ1(u,u0,S0,A0,S0_K,A0_K,t,t0,pmax,Pmax);

global Koordinaten Elemente Dirichlet Neumann p dof Kantennr Aussenkanten ...
NJ Gewichte BaryK NQ Gewichtel alphal betal NQ1 basis_p dx dy ...
dx_K dy_K basis_P DX DY DOF P_ref R C1 C2 C3 lambda mu k1l sy

maxK=max (max (Kantennr)) ;
mu_1{1}=sparse(NJ,maxK) ;mu_1{2}=sparse(NJ,maxK) ;
mu_2{1}=sparse (NJ,maxK) ;mu_2{2}=sparse(NJ,maxK) ;
muQ_1{1}=sparse (NJ,maxK) ;mu0_1{2}=sparse(NJ,maxK) ;
muQ_2{1}=sparse (NJ,maxK) ;mu0_2{2}=sparse(NJ,maxK) ;
sigma{1}=sparse(NJ,size(Koordinaten,1));
sigma{2}=sparse(NJ,size(Koordinaten,1));
Gewichte_Kante=Gewichtel/2;
alpha=BaryK(1,:);beta=BaryK(2, :) ;gamma=BaryK(3,:);
P_dim=3+3* (Pmax-1)+(Pmax-1)* (Pmax-2) /2;
eta_N=zeros(size(Elemente,1),1);
perm=[1,2,3;2,3,1;3,1,2];
perm2=[1 2;2 3;3 1];
Knoten=2*ones(size(Koordinaten,1),1);
Knoten(unique (Neumann) )=1;
Knoten(unique(Dirichlet))=0;
Kantenbasis_p=fwertkante (ones(1,NQ1)-2*alphal,pmax) ;
Kante=2*ones (max (max (Kantennr)),1);
if size(Neumann,2)>0
Kante(diag(Kantennr (Neumann(:,1) ,Neumann(:,2)’)))=ones(size(Neumann,1),1);
end
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Kante(diag(Kantennr (Dirichlet(:,1),Dirichlet(:,2)’)))=...

zeros(size(Dirichlet,1),1);

x2Elemente=zeros (size(Koordinaten,1),1);

Kantennr2Elemente=zeros (max (max (Kantennr)),2) ;

for i=1:size(Elemente,1)

for k=1:3

x2Elemente (Elemente (i,k) ,nnz(x2Elemente (Elemente(i,k),:))+1)=1i;

Kantennr2Elemente (Kantennr (Elemente(i,k) ,Elemente(i,rem(k,3)+1)),...

nnz(Kantennr2Elemente (Kantennr (Elemente (i,k) ,Elemente(i,rem(k,3)+1)),:))+1)=i;

end

end

%Bestimmung der genaeherten Fluss-Momente und Stemas

for j=1:size(Elemente,1)

T(j)=det([1,1,1;Koordinaten(Elemente(j,:),:)’]1)/2;

JM=Funktionalmatrix (Koordinaten,Elemente,j);

jdof=dof (j,:) ;nz=find (jdof);

for i=1:3
s1=Elemente(j,i);s2=Elemente(j,rem(i,3)+1);
lk=norm(Koordinaten(sl, :)-Koordinaten(s2,:));
nk=[0 1;-1 0]*(Koordinaten(s2,:)-Koordinaten(s1,:))’/1k;
if (Kante(Kantennr(sil,s2))==1)
g_wert=g([alphal;betal] ’*[Koordinaten(s1,:) ;Koordinaten(s2,:)],nk’,t);
mu0_1{1}(j,Kantennr(s1,s2))=1k*Gewichte_Kante*(g_wert(:,1).*alphal’);
mu0_1{2}(j,Kantennr(s1,s2))=1k*Gewichte_Kante*(g_wert(:,2).*alphal’);
mu0_2{1}(j,Kantennr(s1,s2))=1k*Gewichte_Kante*(g_wert(:,1).*betal’);
mu0_2{2}(j,Kantennr (s1,s2))=1k*Gewichte_Kante*(g_wert(:,2).*betal’);
else
Sigma=SpannungC4 (u,u0,S0_K{i}(j,:),A0_K{i}(j,:),jdof,nz,dx_K{i},dy_K{i},...

reshape(JM,1,4),Gewichtel,lambda,mu,C1,C2,C3,sy);

mu0_1{1}(j,Kantennr(s1,s2))=1k*Gewichte_Kantex((Sigma(:,[1,2])*nk).*alphal’);
mu0_1{2}(j,Kantennr(s1,s2))=1k*Gewichte_Kantex((Sigma(:,[3,4])*nk).*alphal’);
mu0_2{1}(j,Kantennr(s1,s2))=1k*Gewichte_Kante*((Sigma(:,[1,2])*nk).*betal’);
mu0_2{2}(j,Kantennr(s1,s2))=1k*Gewichte_Kante* ((Sigma(:,[3,4])*nk).*betal’);
end
end
end
%Bestimmung der Funktionen sigma
for i=1:size(Koordinaten,1)
X=x2Elemente(i,1:nnz(x2Elemente(i,:)));
Patch=Elemente(X,:);
for k=1:size(Patch,1)
Patch(k, :)=Patch(k,perm(find (Patch(k, :)==i),:));
end
%Schleife ueber die Komponenten (fuer jedes Patch 2 LGS zu loesen)
for kp=1:2
rk=zeros(size(Patch,1),1);
for k=1:size(Patch,1)
JM=Funktionalmatrix(Koordinaten,Elemente,X(k));
IJM=inv(JM) ’;
fwert=f (BaryK’*Koordinaten(Elemente(X(k),:),:),t);
rk(k)=-T(X(k))*Gewichtex* (fwert(:,kp) .*alpha’);
z=find(Patch(k,1)==Elemente(X(k),:));
idof=dof (X(k),:);nz=find(idof);
dxi=dx(nz,:).*(sign(idof (nz)) ’*ones(1,NQ));
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83 dyi=dy(nz,:) .*(sign(idof (nz)) ’*ones(1,NQ));

84 Sigma=SpannungC4(u,u0,S0(X(k),:),A0(X(k),:),idof ,nz,dx,dy,...
85 reshape(JM,1,4),Gewichte,lambda,mu,C1,C2,C3,sy);
86 if kp==

87 Tk (k) =rk (k) +T (X (k))*Gewichtex*. ..

88 sum(Sigma.*[[dxi(z,:)’,dyi(z,:)’]1*IJM,zeros(NQ,2)]1,2);
89 end

90 if kp==

91 rk(k)=rk(k)+T(X(k))*Gewichte*. ..

92 sum(Sigma.*[zeros(NQ,2), [dxi(z,:)’,dyi(z,:) *]1*IJM],2);
93 end

94 for gq=1:2:3

95 pl=Patch(k,perm2(q,1));p2=Patch(k,perm2(q,2));

96 if (Kante(Kantennr(pl,p2))==2)

97 T1=X(k);

98 TN=find (Kantennr2Elemente (Kantennr(p1,p2),:) "=T1);

99 T2=Kantennr2Elemente (Kantennr (p1,p2) ,TN);

100 if (g==1)

101 rk (k) =rk (k) - (mu0_1{kp}(T1,Kantennr(pl,p2))-...

102 mu0_2{kp} (T2,Kantennr (p2,p1)))/2;

103 else

104 rk (k) =rk(k) - (mu0_2{kp}(T1,Kantennr(pl,p2))-...

105 muO_1{kp} (T2,Kantennr(p2,p1)))/2;

106 end

107 else

108 if (gq==1)

109 rk (k)=rk (k) -mu0_1{kp} (X (k) ,Kantennr (p1,p2));

110 else

111 rk (k) =rk (k) -mu0_2{kp} (X (k) ,Kantennr (p1,p2));

112 end

113 end

114 end

115 end

116 if (Knoten(i)==2)

117 Il=zeros(size(Patch,1),1);

118 I1(1)=1;

119 for k=1:size(Patch,1)-1

120 Nachbarn=Kantennr2Elemente (Kantennr (Patch(I1(k),3),Patch(I1(k),1)),:);
121 NElement=Nachbarn(find (Nachbarn~=X(I1(k))));

122 I1(k+1)=find(NElement==X);

123 end

124 b=rk(I1);

125 KNi=diag(Kantennr (Patch(I1,1),Patch(I1,2)));

126 KN2=diag(Kantennr (Patch(I1,3),Patch(I1,1)));

127 A=spdiags(1/2*ones(size(Patch,1),1)*[-1,2,-1],[-1,0,1], ...
128 size(Patch,1) ,size(Patch,1));

129 A(size(Patch,1),1)=-1/2;A(1,size(Patch,1))=-1/2;

130 b=b-sum(b)/size(Patch,1);

131 x=(A’*A+ones(size(Patch,1),size(Patch,1)))\b;

132 sigma{kp} (X(I1),i)=A"*x;

133 else

134 Il=zeros(size(Patch,1),1);

135 E=diag(Aussenkanten(Patch(:,3),Patch(:,1)’));

136 I1(1)=find(E);

137 for k=1:size(Patch,1)-1;
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138 Nachbarn=Kantennr2Elemente (Kantennr (Patch(I1(k),1),Patch(I1(k),2)),:);
139 NElement=Nachbarn(find (Nachbarn~=x2Elemente(i,I1(k))));

140 I1(k+1)=find (NElement==X);

141 end

142 b=rk(I1);

143 KN1=diag(Kantennr (Patch(I1(1:1length(I1)),1),Patch(I1(1:1length(I1)),2)));
144 KN2=diag(Kantennr (Patch(I1(1:1length(I1)),3),Patch(I1(1:1length(I1)),1)));
145 if ((Kante(KN1(length(I1l)))==1)&(Kante(KN2(1))==1)) & ...

146 (size(Patch,1)>1)

147 %Neumann-Neumann

148 A=spdiags(1/2*ones(size(Patch,1),1)*[-1,2,-1],[-1,0,1], ...
149 size(Patch,1),size(Patch,1));

150 A(1,1)=1/2;A(size(Patch,1) ,size(Patch,1))=1/2;

151 b=b-sum(b) /size(Patch,1);

152 x=(A’xA+ones(size(Patch,1) ,size(Patch,1)))\b;

153 sigma{kp} (X(I1),1i)=A"*x;

154 end

155 if ((Kante(KN1(length(I1)))==0)&(Kante(KN2(1))==0))

156 %Dirichlet-Dirichlet

157 if (size(Patch,1)>1)

158 A=spdiags(1/2*ones(size(Patch,1),1)*[-1,2,-1],[-1,0,1], ...
159 size(Patch,1),size(Patch,1));

160 A(1,1)=3/2;A(size(Patch,1),size(Patch,1))=3/2;

161 x=A\b;

162 sigma{kp}(X(I1),i)=x;

163 else

164 sigma{kp} (X(I1),1i)=b/2;

165 end

166 end

167 if ((Kante(KN2(1))==0)&(Kante (KN1(length(I1)))==1))

168 %Dirichlet-Neumann

169 if (size(Patch,1)>1)

170 A=spdiags(1/2*ones(size(Patch,1),1)*[-1,2,-1],[-1,0,1], ...
171 size(Patch,1),size(Patch,1));

172 A(1,1)=3/2;A(size(Patch,1),size(Patch,1))=1/2;

173 x=A\b;

174 sigma{kp} (X(I1),1i)=x;

175 else

176 sigma{kp}(X(I1),i)=b;

177 end

178 end

179 if ((Kante(KN2(1))==1)&(Kante (KN1(length(I1)))==0))

180 %Neumann-Dirichlet

181 if (size(Patch,1)>1)

182 A=spdiags(1/2*ones(size(Patch,1),1)*[-1,2,-1],[-1,0,1], ...
183 size(Patch,1),size(Patch,1));

184 A(1,1)=1/2;A(size(Patch,1),size(Patch,1))=3/2;

185 x=A\b;

186 sigma{kp} (X(I1),i)=x;

187 else

188 sigma{kp}(X(I1),i)=b;

189 end

190 end

191 end

192 end
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193  end

194  YBestimmung der Funktion mu
195 for j=1l:size(Elemente,1)
196 for kp=1:2

197 for i=1:3

198 pl=Elemente(j,i) ;p2=Elemente(j,rem(i,3)+1);

199 if (Kante(Kantennr(pl,p2))==2)

200 % Innenkante

201 Ti=j;

202 TN=f ind (Kantennr2Elemente (Kantennr (pl,p2),:) "=T1);

203 T2=Kantennr2Elemente (Kantennr (pl,p2),TN) ;

204 mu_1{kp}(j,Kantennr(pl,p2))=(sigma{kp}(T1,pl)-sigma{kp}(T2,p1)+ ...

205 muO_1{kp}(T1,Kantennr(pl,p2))-muO_2{kp}(T2,Kantennr(pl,p2)))/2;
206 mu_2{kp}(j,Kantennr(pl,p2))=(sigma{kp}(T1,p2)-sigma{kp}(T2,p2)+ ...

207 mu0_2{kp}(T1,Kantennr (p1,p2))-muO_1{kp}(T2,Kantennr(pl,p2)))/2;
208 end

209 if (Kante(Kantennr(pl,p2))==1)

210 ¥ Neumannkante

211 mu_1{kp}(j,Kantennr(p1,p2))=mu0_1{kp}(j,Kantennr(pl,p2));

212 mu_2{kp}(j,Kantennr(p1,p2))=mu0_2{kp}(j,Kantennr(pl,p2));

213 end

214 if (Kante(Kantennr(pl,p2))==0)

215 % Dirichletkante

216 mu_1{kp}(j,Kantennr(pl,p2))=sigma{kp}(j,p1)+mu0_1{kp}(j,Kantennr(pl,p2));
217 mu_2{kp}(j,Kantennr(pl,p2))=sigma{kp}(j,p2) +mu0_2{kp}(j,Kantennr(pl,p2));
218 end

219 end

220 end

221  end

222  YLoesung der lokalen Probleme

223 Kantenbasis_P=fwertkante(ones(1,NQ1)-2*alphal,Pmax) ;
224 if pmax>2

225 In=[1:3,4:4+(pmax-2),3+Pmax:3+Pmax+pmax-2,2+2*Pmax: . ..

226 2+2*Pmax+pmax-2, 3*Pmax+1: 3*Pmax+ (pmax-1) * (pmax-2) /2] ;
227  else

228 if pmax>1

229 In=[1:3,4:4+(pmax-2) ,3+Pmax: 3+Pmax+pmax-2, . ..

230 2+2*Pmax : 2+2*Pmax+pmax-2] ;

231 else

232 In=[1:3];

233 end

234  end

235 for j=1:size(Elemente,1)

236 b=zeros(2*P_dim, 1) ;b_Kante=zeros (2*P_dim, 1) ;

237 x=zeros (2*P_dim,1);

238 Quadraturpunkte=BaryK’*Koordinaten(Elemente(j,:),:);
239 ft=f (Quadraturpunkte,t) ;

240 JM=Funktionalmatrix2(Koordinaten(Elemente(j,:),:));
241 IJM=inv(JM)’;

242 iDOF=DOF(j, :);idof=dof(j,:);nz=find (idof);

243 DXi=DX.* (sign(iDOF) ’*ones(1,NQ));

244 DYi=DY.*(sign(iDOF) ’*ones(1,NQ));

245 A=stema2l (JM, iDOF,DXi,DYi,Gewichte) ;

246 basis_ref=(sign(iDOF) ’**ones(1,NQ)).*basis_P;

247 b=b+T (j)*reshape ((basis_ref*(Gewichte’*[1,1].*ft))’,2+P_dim,1);
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248 basis_ref=(sign(idof(nz))’*ones(1,NQ)).*basis_p(nz,:);
249 Sigma=SpannungC4(u,u0,30(j,:),A0(j,:),idof,nz,dx,dy,reshape(JM,1,4), ...

250 Gewichte,lambda,mu,C1,C2,C3,sy);

251 for i=1:size(iDOF,2)

252 b(2%i-1)=b(2*i-1)-T(j) *Gewichtex ...

253 sum(Sigma.*[[DXi(i,:)?,DYi(i,:)’]1*IJM,zeros(NQ,2)]1,2);
254 b(2%1i)=b(2*i)-T(j)*Gewichte* ...

255 sum(Sigma.*[zeros(NQ,2), [DXi(i,:)’,DYi(i,:)’]1*IJM],2);
256 end

257 B=sparse (2*P_dim,2+P_dim);
258 W=zeros (2*P_dim,1);

259 maske=zeros (2*¥P_dim,1);;
260 for s=1:3

261 Is=[s,rem(s,3)+1, (s-1)*(Pmax-1)+4:s*(Pmax-1)+3];

262 Ik=[s,rem(s,3)+1, (s-1) *(pmax-1) +4:s*(pmax-1)+3];

263 nz_Kante=find (dof (j,Ik));

264 s1=Elemente(j,s);s2=Elemente(j,rem(s,3)+1);

265 lk=norm(Koordinaten(s1, :)-Koordinaten(s2,:));

266 M_Kante=1k*MMatrix (Kantenbasis_p(nz_Kante,:),dof (j,Ik(nz_Kante)),...
267 Gewichte_Kante) ;

268 r_Kantel=zeros(length(dof (j,nz_Kante)),1);

269 r_Kante2=zeros(length(dof (j,nz_Kante)),1);

270 Seite=Kantennr (Elemente(j,s) ,Elemente(j,rem(s,3)+1));

271 if (Kante(Seite)==1)

272 nk=[0 1;-1 0]*(Koordinaten(s2,:)-Koordinaten(s1,:))’/1k;

273 gk=g([alphal;betal] ’*[Koordinaten(sl, :) ;Koordinaten(s2,:)],nk’,t);
274 else

275 r_Kantel(1)=mu_1{1}(j,Seite);

276 r_Kantel(2)=mu_2{1}(j,Seite);

277 r_Kantel(3:end)=-b(2*In(Ik(nz_Kante(3:end)))-1);

278 r_Kante2(1)=mu_1{2}(j,Seite);

279 r_Kante2(2)=mu_2{2}(j,Seite);

280 r_Kante2(3:end)=-b(2*In(Ik(nz_Kante(3:end))));

281 x_Kantel=M_Kante\r_Kantel;

282 x_Kante2=M_Kante\r_Kante2;

283 gkl=(sign(dof (j,Ik(nz_Kante))) ’*ones(1,NQ1).* ...

284 Kantenbasis_p(nz_Kante,:)) ’*x_Kantel;

285 gk2=(sign(dof (j,Ik(nz_Kante)))’*ones(1,NQ1).x ...

286 Kantenbasis_p(nz_Kante,:)) ’*x_Kante2;

287 gk=[gkl,gk2];

288 end

289 Is2=reshape([2%Is-1;2*Is],2*length(Is),1);

290 b_Kante(Is2)=b_Kante(Is2)+lk*reshape(((sign(DOF(j,Is))’*ones(1,NQ1)).* ...
291 Kantenbasis_P*(Gewichte_Kante’*[1,1] .*gk))’,2*length(Is),1);
292 if (Kante(Kantennr(Elemente(j,s),Elemente(j,rem(s,3)+1)))==0)

293 maske (2*xIs-1)=ones(size(Is,2),1);

294 maske (2*Is)=ones(size(Is,2),1);

295 end

296 end

297 b=b+b_Kante;
298 if length(find(maske))>0

299 freieKnoten=find ("maske) ;
300 x(freieKnoten)=A(freieKnoten,freieKnoten)\b(freieKnoten);
301 else

302 [QM,RM]=qr(A);
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c=QM’ *b;
II2=find(abs(diag(RM)/max (abs(diag(RM))))<10"(-10));
I=[1:size(RM,2)]’;I(I12)=[];
x(I)=RM(I,I)\c(I);
end
eta_N(j)=sqrt(x’*Axx) ;
end
return

Das folgende in Zeile 242 aufgerufene Unterprogramm stema2l.c berechnet die
bei der Losung der lokalen Probleme auftretenden Steifigkeitsmatrix.

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>
#include "mex.h"

double *CreateDoubleVector(int len)
{
return malloc(len*sizeof (double));

}

void STEMA(double M[],double jm[], double iDOF[], double DXi[], double DYi[],
double Gewichte[],int nd, int nq)
{
double *Nx,*Ny;
double f,dtm,IJ[2][2],tmp[2];
int i,j,k,i1,31;

Nx=CreateDoubleVector(nd) ; Ny=CreateDoubleVector (nd);
dtm=jm[0] *jm[3]-jm[1]*jm[2];

IJ[0]1[0]=jm[3]/dtm; IJ[0][1]=-jm[2]/dtm;
IJ[1]1[0]=-jm[1]/dtm;IJ[1] [1]1=jm[0]/dtm;

for (j=0;j<4*nd#*nd;j++) M[j1=0;

for (k=0;k<nq;k++)
{
f=dtm*sqrt (3.0)*Gewichte[k];
for (j=0;j<nd;j++)
{
Nx[j1=1J[0] [0]*DXi[j+nd*k]+IJ[0] [1]*DYi[j+ndx*k];
Ny[j1=IJ[1] [0]*DXi[j+nd*k]+IJ[1] [1]1*DYi[j+ndxk];
}

for (i=0;i<2*nd;i+=2)
{
i1=(int) floor(i/2);
for (j=0;j<2#nd;j+=2)
{
j1=(int) floor(j/2);
M[i+j*2%nd]=M[i+j*2*nd]+f*(Nx[i1]*Nx[j1]+0.5xNy[i1]*Ny[j1]);
M[i+(j+1) *2+nd]=M[i+(j+1)*2%nd]+f*0.5*Ny [i1]*Nx[j1];
ML(i+1)+j*2+nd]=M[(i+1)+j*2*nd]+£*0.5xNx[11]*Ny[j1];
ML(i+1)+(j+1) *2*nd]=M[(i+1)+(j+1)*2*nd]+
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£%(0.5%Nx[11]*Nx[j1]1+Ny[i1]1*Ny[j11);

}
}
free(Nx) ;Nx=NULL; free (Ny) ; Ny=NULL;
}

/* Gateway function */

void mexFunction(int nlhs, mxArray *plhs[], int nrhs, const mxArray *prhs[])

{
double *M,*jm,*iDO0F,*DXi,*DYi,*Gewichte;
int nd,nq,n;

/*Check for proper number of arguments */
if (nrhs!=5)

mexErrMsgTxt ("5 input required!");
if (nlhs!=1)

mexErrMsgTxt ("1 output required!");

nd=mxGetN(prhs[1]) ;ng=mxGetN(prhs[4]);

jm =mxGetPr (prhs[0]); iDOF =mxGetPr(prhs[1]);
DXi =mxGetPr(prhs[2]); DYi =mxGetPr(prhs[3]);
Gewichte =mxGetPr (prhs[4]);

/*Set the output pointer to the output matrix. x/
plhs[0]=mxCreateDoubleMatrix (2*nd,2*nd ,mxREAL) ;

/*Create a C pointer to a copy of the output matrix */
M=mxGetPr (plhs[0]);

/* Assemble STEMA */
STEMA (M, jm, iDOF,DXi,DYi,Gewichte,nd,nq) ;

A.7 Fehlerschitzer n;: Patch-Residuen-Schéitzer

Dieser Abschnitt beschreibt die Implementierung des Patch-Residuen-Schétzers aus
Abschnitt 4.4. Das Programm APosteriorill.m 16st die lokalen Probleme aus De-
finition 4.49 fiir jeden Patch.

Zeilen 19-41 ermitteln lokale Grofen zur Anwendung der iiblichen Finite Elemente-
Methode auf ein Problem, das fiir den Patch mit der Knotennummer z gestellt ist.
Zeilen 19-37 verwenden die Implementierung aus [26] von S. Funken.

Die lokalen Probleme sind in (4.172) definiert, wobei fiir die rechte Seite in der
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Implementierung der Ausdruck

L (vs) = / oo F (tervo) - vada + / 029(te_10) - vnds
Q. o0, NIy (18)

— / 0,0 k—1+0 - Dvde — / (Ohk—1+0- V,) - vdz

verwendet wird. Der 1. Summand von (1.8) wird in Zeile 63 berechnet, der 4. Sum-
mand in den Zeilen 64,65, der 3. Summand in den Zeilen 66-71 und der 2. Summand
in den Zeilen 74-97. Zeile 59 ruft eine C-Routine zur Bestimmung der lokalen Steifig-
keitsmatrix auf, Zeile 60,61 fiihren die Assemblierung zur Gesamtsteifigkeitsmatrix
fiir den Patch durch. Zeilen 98-116 16sen die lokalen Probleme, wie in Definition 4.49
beschrieben.

function eta_L=APosterioriL(u,u0,S0,A0,t,t0,Pmax)

global Koordinaten Elemente Dirichlet Neumann p dof Kantennr ...
lambda mu Gewichte BaryK NQ Gewichtel alphal betal NQ1 P_ref DX DY ...
dx dy basis_P Cl1 C2 C3 lambda mu sy

eta_L=zeros(size(Koordinaten,1),1);

perm=[1,2,3;2,3,1;3,1,2];
x2FElemente=zeros(size(Koordinaten,1),8);
for i=1:size(Elemente,1)
for k=1:3
x2Elemente (Elemente(i,k) ,nnz(x2Elemente(Elemente(i,k),:))+1)=i;
end
end

for z=1:size(Koordinaten,1)
X=x2Elemente(z,1:nnz(x2Elemente(z,:)));
Patch=Elemente(X,:);

Z=unique (Patch);
locKoordinaten=Koordinaten(Z,:);
i2fi=1:max(Z);

i2fi(Z)=1:1length(Z);

Patch=i2f1i(Patch);

if “isempty(Dirichlet)

D=find(Dirichlet(:,1)==z | Dirichlet(:,2)==z);
locDirichlet=i2fi(Dirichlet(D,:));

else

locDirichlet=[];

end

if “isempty(Neumann)
D=find(Neumann(:,1)==z | Neumann(:,2)==z);
locNeumann=i2fi(Neumann(D,:));

else

locNeumann=[];

end

[locKantennr,locAussenkanten]=GeneriereKantennr (Patch,locKoordinaten) ;
DOF=erstelledof2(locKoordinaten,Patch,Pmax*ones(size(Patch,1),1),locKantennr);
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N=max (max (abs (DOF))) ;
A=zeros (2xN,2x*N) ; L=zeros (2*N, 2) ;b=zeros (2*N, 1) ;x=zeros (2*N, 1) ;
for i=1:size(Patch,1)
T=det([1,1,1;1locKoordinaten(Patch(i,:),:)’1)/2;
Quadraturpunkte=BaryK’*locKoordinaten(Patch(i,:),:);
ft=f (Quadraturpunkte,t);
JM=Funktionalmatrix2(locKoordinaten(Patch(i,:),:));
IJM=inv (JM) ’;

iDOF=DOF (i, :);idof=dof (X(i),:) ;nz=find(idof);
DXi=DX.*(sign(iDOF) ’*ones(1,NQ));
DYi=DY.*(sign(iDOF) ’*ones(1,NQ));
dxi=dx(nz,:).*(sign(idof (nz))’*ones(1,NQ));
dyi=dy(nz,:).*(sign(idof (nz))’*ones(1,NQ));

Sigma=SpannungC4 (u,u0,S0(X(i),:),A0(X(i),:),idof,nz,dx,dy,reshape(IM,1,4), ...

Gewichte,lambda,mu,C1,C2,C3,sy);
jj=find(Elemente(X(i),:)==2);
dphi=IJM’*[dxi(jj,1);dyi(ij,1];
basis_ref=(sign(iDOF) ’*ones(1,NQ)) .*basis_P;
S=stemall (JM,iDOF,DXi,DYi,basis_ref(jj,:),Gewichte);

I1=[2*abs (iDOF)-1] ; I2=[2*abs (iDOF)] ; I=reshape([I1;I2],1,2*size (iD0OF,2));

A(I,I)=A(I,I)+S;
gb_ref=T*Gewichte.*basis_ref (jj,:);

b(I)=b(I)+reshape((basis_ref*((gb_ref)’*[1,1].%ft))’,2%1length(iDOF),1);

b(I)=b(I)-T*reshape((basis_ref*(((Gewichte) ’*[1,1]).% ...
[Sigma*[dphi;0;0],Sigma*[0;0;dphil]))’,length(I),1);
for j=1:size(iDOF,2)
b(I(2*j-1))=b(I(2*j-1))-gb_ref* ...
sum(Sigma.*[[DXi(j,:)’,DYi(j,:)’]1*IJM,zeros(NQ,2)],2);
b(I(2%j))=b(I(2*j))-gb_ref* ...
sum(Sigma.*[zeros(NQ,2), [DXi(j,:)’,DYi(j,:)’1*IJM],2);
end
end
%Kantenanteil
if “isempty(locNeumann)

KV=locKoordinaten(locNeumann(:,2),:)-locKoordinaten(locNeumann(:,1),:);

Laenge=sqrt (sum((KV.*KV)’) ) ;
Basiswerte=fwertkante (ones(1,NQ1)-2*alphal,Pmax) ;
for i=1:size(locNeumann,1)
n=KV(i,:)*[0,-1;1,0]/Laenge(i);
E=locAussenkanten(locNeumann(i,1) ,locNeumann(i,2));
Seite=locAussenkanten (locNeumann(i,2) ,locNeumann(i,1));
jj=find(Elemente (X(E),:)==2);
s1=Seite;s2=rem(Seite,3)+1;
pos=find([s1,s2]==33);
if length(pos)>0
if pos==1 v=alphal; end
if pos==2 v=betal; end
else
v=zeros(1,size(Gewichtel,2));
end

g_wert=g([alphal;betal] >*locKoordinaten(locNeumann(i,:),:),n,t);
kante_werte=Basiswertex (((Gewichtel.*v)’*[1,1]).*g_wert)*Laenge(i)/2;
II=[Seite,rem(Seite,3)+1, (Seite-1)*(Pmax-1)+4:Seite*(Pmax-1)+3];
I=reshape ([2*abs (DOF(E,II))-1;2*abs(DOF(E,II))],2*length(II),1);
b(I)=b(I)+reshape([1;1]*sign(DOF(E,II)).*kante_werte’,2*length(II),1);
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end
end
if “isempty(locDirichlet)
maske=zeros(2*N,1);
for i=1:size(locDirichlet,1)
E=locAussenkanten(locDirichlet(i,1),locDirichlet(i,2));
Seite=locAussenkanten(locDirichlet(i,2),locDirichlet(i,1));
I=[find (locDirichlet(i,1)==Patch(E,:)),find(locDirichlet(i,2)==...
Patch(E,:)), (Seite-1) *(Pmax-1)+4:Seite* (Pmax-1)+3];
II=reshape([2*abs(DOF(E,I))-1;2*abs(DOF(E,I))],1,2*size(I,2));
maske(II)=ones(length(II),1);
end
freieKnoten=find (“maske) ;
x(freieKnoten)=A(freieKnoten,freieKnoten)\b(freieKnoten);
else
[QM,RM]=qr (A) ;
c=QM’ *xb;
II2=find(abs(diag(RM) /max (abs(diag(RM))))<10"(-10));
I=[1:size(RM,2)];I(112)=[];
x(I)=RM(I,I)\c(I);
end
YBestimmen der Norm
eta_L(z)=sqrt (x’*A*x);
end

Das folgende in Zeile 59 aufgerufene Unterprogramm stemall.c berechnet die
bei der Losung der lokalen Probleme auftretende Steifigkeitsmatrix.

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>
#include "mex.h"

double *CreateDoubleVector(int len)

{
return malloc(len*sizeof (double));

}

void STEMA(double M[],double jm[], double iDOF[], double DXi[], double DYi[],
double basis[], double Gewichte[],int nd, int nq)
{
double *Nx,*Ny,f,dtm,IJ[2][2],tmp[2];
int i,j,k,il,j1;

Nx=CreateDoubleVector (nd) ;Ny=CreateDoubleVector(nd) ;
dtm=jm[0]*jm[3]-jm[1]*jm[2] ;

IJ[0]1[0]=jm[3]/dtm; IJ[0][1]=-jm[2]/dtm;
IJ[1]1[0]=-jm[1]/dtm;TJ[1] [11=jm[0]/dtm;

for (j=0;j<4*nd*nd;j++) M[j1=0;

for (k=0;k<nqg;k++)
{
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/

f=dtm*sqrt (3.0)*Gewichte [k] *basis[k];

for (j=0;j<nd;j++)
{
Nx[j1=1J[0] [0] *DXi[j+nd*k]+IJ[0][1]*DYi[j+nd*k];
Ny [j1=IJ[1][0]1*DXi[j+nd*k]+IJ[1] [1]*DYi [j+nd*k];
}

for (i=0;i<2*nd;i+=2)
{
i1=(int) floor(i/2);
for (j=0;j<2#nd;j+=2)
{
j1=(int) floor(j/2);
M[i+j*2%nd]=M[i+j*2*nd]+f* (Nx[i1]*Nx[j1]+0.5%Ny [11]*Ny[j1]);
M[Li+(j+1)*2*nd]=M[i+(j+1) *2*nd]+£*0.5*Ny [i1]*Nx[j1];
ML(i+1)+j*2*nd]=M[(i+1)+j*2*nd]+£f*0.5*%Nx [11]*Ny[j1];
ML(i+1)+(j+1)*2*nd]=M[(i+1)+(j+1) *2xnd]+£f*(0.5*%Nx [11]*Nx[j1]
+Ny [11]*Ny[j11);
}
}
}
free (Nx) ;Nx=NULL; free (Ny) ; Ny=NULL;

* Gateway function */

void mexFunction(int nlhs, mxArray *plhs[], int nrhs, const mxArray *prhs[])

{

double *M,*jm,*iD0OF,*DXi,*DYi,*basis_ref_jj,*Gewichte;
int nd,nq,n;

/*Check for proper number of arguments */
if (nrhs!=6)

mexErrMsgTxt ("6 input required!");
if (nlhs!=1)

mexErrMsgTxt ("1 output required!");

nd=mxGetN(prhs[1]); ng=mxGetN(prhs[5]);

jm =mxGetPr (prhs[0]); iDOF =mxGetPr(prhs[1]);
DXi =mxGetPr(prhs[2]); DYi =mxGetPr (prhs[3]);
basis_ref_jj=mxGetPr(prhs([4]); Gewichte =mxGetPr (prhs[5]) ;

/*Set the output pointer to the output matrix. x/
plhs[0]=mxCreateDoubleMatrix (2*nd,2+*nd ,mxREAL) ;

/*Create a C pointer to a copy of the output matrix */
M=mxGetPr (plhs[0]);

/* Assemble STEMA */
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83 STEMA(M, jm, iDOF,DXi,DYi,basis_ref_jj,Gewichte,nd,nq);
84 %
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