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Resumen. En esta comunicación se presenta la formulación mixta del Método de los Elementos de 
Contorno para la resolución de problemas bidimensionales de propagación cuasi-estática de grietas 
dentro del régimen elástico-lineal. Mediante la formulación mixta del Método de los Elementos 
de Contorno pueden analizarse problemas de fractura discretizando únicamente el contorno del 
dominio bajo consideración y ambas caras de la grieta, lo cual reduce enormemente el trabajo de 
modelado y remallado. Los factores de intensidad de tensiones en el vértice de la grieta, en modo I, 
II o mixto, se calculan de manera directa a partir de los desplazamientos de apertura y cizalladura 
del elemento adyacente al vértice. A partir de los factores de intensidad de tensión se ha calculado 
la dirección de propagación mediante el criterio de la mínima energía de deformación. En esta 
dirección se incrementa la longitud de la grieta simplemente añadiendo un nuevo elemento, sin 
necesidad de un costoso remallado del dominio, tal y como ocurre en otros métodos. Se muestra 
finalmente una serie de problemas de crecimiento cuasi-estático de fisuras. 

Abstract. In this paper the mixed formulation of the Boundary Element Method is presented. 
This formulation is used to solving quasi-static crack propagation problems within the Linear Elas
tic Fracture Mechanics framework. The meshing effort is greatly reduced in the Mixed Boundary 
Element Method since only the exterior boundary and both faces of the crack have to be meshed. 
The Stress Intensity Factors, in mode I, II or mixed, are obtained form the crack opening and 
shearing displacement computed in a special element adjacent to crack tip. From the Stress In
tensity Factors the crack propagation path can be predicted. The mínimum strain energy density 
criterion has been used in this communication to predict. In the predicted direction the crack is 
extended simply appending a new boundary element, so there is no need of a complex remeshing 
effort as it happens in sorne other methods, Finally severa! problems of quasi-static crack-growth 
are shown. 

l. INTRODUCCIÓN

La existencia de grietas en elementos mecánicos y 
estructurales es inevitable, bien por defectos de fa
bricación o por daños localizados en servicio. Para 
evaluar la tolerancia al daño de un elemento es ne
cesario disponer de dos parámetros básicos: tamaño 
máximo permisible de una fisura bajo las condicio
nes de carga en servicio y estimación de la vida útil 
del elemento antes de que se alcance dicho tamaño. 

Para calcular estos parámetros puede utilizarse la 
Mecánica de la Fractura Elástica Lineal en la que 
el campo de tensiones en las inmediaciones del vér
tice de una fisura se caracteriza por los Factores de 
Intensidad de Tensiones (FITs). A su vez el proce
so de crecimiento de la fisura puede simularse me-

diante un procedimiento incremental de avance de 
la grieta. Para ambos objetivos el Método de los 
Elementos de Contorno (MEC) es una herramienta 
potente y eficaz de cálculo, dada la simplicidad de 
modelado que implica y la precisión de los resulta
dos obtenidos en problemas con fuertes gradientes 
de tensiones ( ver [l]). 

Los problemas de grietas implican una dificultad 
adicional en el MEC débida a la coincidencia ma
temática de ambas caras de la misma, lo cual da 
lugar a un sistema de ecuaciones singular. Para 
superar esta dificultad se han desarrollado diversas 
técnicas: función de Green con fisura [2], el méto
do de la discontinuidades [3], subregiones [4] y más 
recientemente el MEC mixto [5,6]. 
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Este último método se está imponiendo al ser más 
versátil que los demás y permitir el análisis de pro
blemas con un número cualquiera de grietas, de for
ma cualquiera, utilizando discretizaciones simplísi
mas. Gracias a esto el análisis del crecimiento de 
una fisura puede realizarse reduciendo al mínimo 
el proceso de remallado. La formulación mixta del 
MEC se basa en establecer la ecuación integral de 
los desplazamientos (d-EIC) en una de las caras de 
la fisura y la ecuación integral de la tracciones (t
EIC) en la otra. Haciendo esto se obtienen dos 
ecuaciones diferentes para cada par de puntos de 
iguales coordenadas, lo cual da lugar a un sistema 
de ecuaciones no-degenerado. Portela et al. [5] han 
utilizado esta técnica para analizar diversos casos 
de crecimiento estable de grietas. Para el cálculo 
de los F ITs utilizan una técnica basada en la inte
gral J junto con un proceso de substracción de la 
singularidad en el vértice de la fisura. 

En esta comunicación se presenta brevemente la for
mulación del MEC mixto para la resolución de pro
blemas de grietas. El cálculo de los FITs se hace 
de manera directa utilizando elementos singulares 
adyacentes al vértice de la grieta, tal y como han 
mostrado Sáez et al. [6), lo cual evita recurrir a un 
complejo postproceso. 

El proceso de crecimiento de la grieta se lleva a cabo 
mediante un análisis incremental. Para cada incre
mento se predice la dirección de propagación de la 
fisura mediante el criterio de la mínima densidad 
de energía de deformación y esta dirección se co
rrige mediante el algoritmo propuesto por Portela 
et al. [5] para minimizar el efecto del tamaño fini
to del incremento. Se presentan finalmente diversas 
aplicaciones. 

2. ECUACIONES BÁSICAS

La formulación mixta del MEC se basa en la d-EIC 
y en la t-EIC. En el caso de fuerzas másicas nulas 
la primera viene dada por la expresión [l J 

c,kuk(y) + ftik (x,y)uk (x) df = [ uik(x,y)pk(x)df 
r 

(1) 
donde f indica el valor principal de Cauchy de la 

integral, l y k indican las coordenadas cartesianas, 
c1k = ó1k si y es un punto del interior del domi
no n, c1k = O si y es exterior y c

1k = !ó1k para 
un punto del contorno r donde éste sea suave (nor
mal continua); Pk(x) y uk(x) son las componentes 
de las tracciones y desplazamientos en el contor
no; Pik (x,y) y u¡k (x,y) representan las tracciones 
y desplazamientos, respectivamente, de la solución 
fundamental, en un punto x en dirección k, debidos 
a una carga unidad aplicada en y en dirección l.

La ecuación integral de las tracciones puede obte
nerse a partir de la ecuación anterior aplicando las 
relaciones cinemáticas, constitutivas y de equilibrio 
en el contorno (ver [6]) de modo que se obtiene, 

C1kPk(Y) + f dik(x,y)pk(x) df = f:ik(x,y)uk(x) df 
r 

(2) 
donde ':fo indica la parte finita de Hadamard de la 

integral, y c1k tiene el mismo valor que en la ecua
ción (l); los núcleos dik y s¡k son combinaciones li
neales de las derivadas de u;k y PÍk , respectivamente 
y su expresión puede encontrarse en [6]. 

La ecuación anterior se obtiene de (1) mediante de
rivación y tras un cuidadoso proceso de límite (ver 
[7]), que muestra, entre otras cosas, lo siguiente: 

• El campo de desplazamientos debe ser diferen
ciable en el punto y (uk E C1 en y). Igualmen
te las tracciones han de ser continuas (Pk E Cº 

en y). Estas propiedades tienen que tenerlas
las funciones escogidas para aproximar ambas
variables y por lo tanto condiciona el tipo de
elementos y la posición de los puntos de coloca
ción que pueden usarse para resolver la t-EIC.

• El uso de los conceptos de Valor Principal de
Cauchy y Parte Finita de Hadamard no son ab
solutamente necesarios para obtener la t-EIC,
también llamada ecuación hipersingular. Sin
embargo de esta manera la ecuación resultante
es más compacta.

3. DISCRETIZACIÓN DE LAS ECUACIO

NES

Para la formulación mixta del MEC planteamos la t
EIC en una cara de la grieta y la d-EIC en la otra así 
como en el resto del contorno. La ecuación d-EIC 
puede discretizarse mediante elementos cuadráticos 
estándar. Por otra parte, en los puntos de coloca
ción utilizados para la t-EIC la discretización debe 
cumplir la restrición Uk E C1

. Para ello se adoptan 
elementos cuadráticos discontinuos en los cuales los 
nodos extremos están colocados una cierta cantidad 
hacia adentro en el elemento (ver F ig. 1). Existe 
otra alternativa sencilla cual es la de plantear la 
t-EIC en nodos internos del elemento, pero mante
niendo los nodos de interpolación en las posiciones
estándar, tal y como hacen Gallego y Dominguez
para el caso elastodinámico [8]. Otras alternativas
más complicadas se basan en definir aproximaciones
derivables mediante polinomios de Hermite o spli
nes de Overhauser (ver [5] y las referencias citadas
en ésta).

En los elementos cuadráticos discontinuos la geome
tría de los elementos se representa igual que en los 








