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Avaruus on matematiikan perustavimpia käsitteitä. Yksinkertaisimmillaan avaruus
on joukko, jonka alkioilla ei ole muuta ominaisuutta kuin kuuluminen joukkoon. Jou-
kon ja sen alkioiden hedelmällinen tutkiminen vaatii kuitenkin lisärakenteiden muo-
dostamista joukkoon. Tämä vaatimus korostuu erityisesti, kun avaruutta käytetään
mallintamaan fysikaalista todellisuutta. Tässä työssä mallinnamme yhtä matemaat-
tista struktuuria toisella matemaattisella rakenteella. Malliesimerkin tästä tarjoaa
tason R2 vektoreiden mallintaminen kompleksilukujen avulla. Tällöin kompleksial-
gebra laajentaa vektoreiden laskennallista käsittelyä. Tässä työssä tutkimme eukli-
disen avaruuden Rn konformista mallia, jossa pohjana oleva perusavaruus mallin-
netaan (n+ 2)-ulotteisessa avaruudessa Rn+2. Konformisessa mallissa sisätulolla on
mielekäs geometrinen tulkinta ja erilaisille geometrisille konstruktioille saadaan esi-
tykset duaalivektoreiden avulla. Laskennallisena työkaluna käytämme Cliffordin geo-
metrista algebraa.

Työn toisena osuutena on tutkia kompleksianalyysistä tuttuja Möbius-kuvauksia
konformisessa mallissa. Tällöin kaikki Möbius-kuvaukset esitetään Cliffordin algebran
peilauksina ja rotaatioina. Nämä ovat algebran ortogonaalikuvauksia, jotka voidaan
esittää hyvin tehokkaasti. Konforminen malli siis homogenisoi Möbius-kuvausten
esityksiä. Perinteisesti Möbius-kuvaukset voidaan ajatella geometrisesti peilauksina
erilaisten geometristen kontruktioiden suhteen. Esimerkiksi inversio vastaa peilaus-
ta ympyrän suhteen. Koska konformisessa mallissa geometriset konstruktiot voidaan
esittää duaalisten vektoreiden avulla, Cliffordin algebra ja konforminen malli yhdes-
sä tuovat Möbius-kuvausten esityksiin mukaan niiden taustalla olevat geometriset
ideat.



III

ABSTRACT

TAMPERE UNIVERSITY OF TECHNOLOGY
Degree Programme in Electrical Engineering
HENRI RIIHIMÄKI: Conformal model of Euclidean space Rn and Möbius-
transformations of the model
Master of Science Thesis, 49 pages
November 2012
Major: Technical mathematics
Examiners: Sirkka-Liisa Eriksson , Heikki Orelma
Keywords: Clifford algebra, geometric algebra, conformal model, Möbius-transformations

Space is one the most fundamental concepts in mathematics. In it’s most simple form
space is nothing but a set, whose elements have no other properties than being in
the set. However, fruitful study of the set and it’s elements requires more structure
to be defined in the set. This requirement plays even bigger role when space is
used to model physical reality. In this thesis we model one mathematical structure
with another mathematical construction. Modeling the vectors of the plane R2

with the help of complex numbers offers prototypical example. This way complex
algebra brings more computational power to the traditional vector algebra. In this
thesis we study the conformal model of the Euclidean space Rn. In this model the
base space is modeled in (n + 2)-dimensional space Rn+2. Inner product has nice
geometric interpretation and different geometric constructions can be repesented
with dual vectors in the conformal model. We will use Clifford’s geometric algebra
as computational tool.

Second goal of this work is to study Möbius-transformations famous from com-
plex analysis in the conformal model. In the model all the Möbius-transformations
are represented as reflections and rotations of Clifford algebra. These are orthogo-
nal mappings of the algebra, which can be represented very efficiently. Conformal
model thus homogenizes the representation of Möbius-transformations. Tradition-
ally Möbius-transformations can be geometrically thought of as reflections with re-
spect to different geometric constructions. For example, inversion corresponds to a
reflection with respect to a circle. Clifford algebra and conformal model together
bring the geometric ideas behind Möbius-transformations to the representation of
these, as geometric constructions can be represented with dual vectors in the con-
formal model.
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1. JOHDANTO

1.1 Euklidisen avaruuden mallinnus

Avaruus on matematiikan perustavimpia käsitteitä. Alkeellisimmillaan avaruuden
muodostaa joukko, jonka alkioilla ei ole muuta ominaisuutta kuin kuuluminen tar-
kasteltavaan joukkoon. Työskentely näin alkeellisen joukon kanssa ei kuitenkaan ole
kovin hedelmällistä. Joukon alkioita koskevien tulosten johtaminen vaatii yleensä
jonkinlaisen lisästruktuurin tuomista joukkoon. Struktuuri muodostuu avaruuden
alkioista ja matemaattisista objekteista kuten relaatioista ja operaatioista, jotka
määräävät mitä avaruuden alkioille voi tehdä [17]. Struktuuri on siten abstrak-
ti konstruktio, joka kiteyttää tarkasteltavaan joukkoon liitetyt ominaisuudet [17].
Käytettäessä matematiikkaa fysikaalisen maailmamme tarkastelemiseen vaatii ava-
ruus väistämättä rakennetta, koska ympäristömme ilmenee meille havaintomme mu-
kanaan tuomien ominaisuuksien verhoamana. Eräs yksinkertaisin maailmamme al-
kioiden välillä havaittava seikka on niiden välinen etäisyys. Matemaattisestikin hel-
poimpia tapoja tuoda avaruuteen struktuuria on esitellä avaruuden alkioiden välille
keino mitata etäisyyttä eli metriikka, jolloin sanomme syntyvää avaruutta metriseksi
avaruudeksi.

Geometria tutkii avaruutta tai sen osajoukkoja. Felix Kleinin aloittaman näkemyk-
sen mukaan geometria on avaruuden muunnoksissa invariantteina pysyvien ominai-
suuksien ja vastaavien muunnosryhmien tutkimista [8]. Esimerkki avaruuden muun-
noksesta on translaatio, jossa jokaista avaruuden pistettä siirretään tietyn verran
tiettyyn suuntaan. Vanhemman käsityksen mukaan geometria on kiinnostunut osa-
joukkojen välisistä relaatioista. Voimme vaikkapa määritellä kaksi avaruuden suoraa
ja leikkausrelaation, jossa suorat ovat relaatiossa toisiinsa, jos niillä on yksi yhtei-
nen piste. Oli näkemys geometriasta kumpi tahansa edeltävistä, avaruuden geomet-
rian tutkiminen jaetaan tavallisesti synteettiseen ja analyyttiseen lähestymistapaan.
Synteettisessä lähestymisessä perustana on jokin aksioomajärjestelmä, jonka pohjal-
ta johdetaan loogisen päättelyn avulla geometristen primitiivien kuten pisteiden ja
suorien välisiä geometrisia relaatioita tai muunnosominaisuuksia [19]. Analyyttises-
sä lähestymistavassa avaruuteen määritellään koordinaattijärjestelmä ja geometri-
set primitiivit sekä muunnokset esitellään koordinaattien tai yhtälöiden kautta [19].
Synteettinen lähestymistapa on riippumaton koordinaattijärjestelmästä mutta ak-
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siomaattiseen päättelyyn perustuva geometrian tutkiminen voi olla hankalaa ja ras-
kasta. Analyyttisessä geometriassa taas joudutaan liittämään avaruuteen mielival-
tainen koordinaatisto mutta sen jälkeen geometrian tutkimisessa voidaan käyttää
algebraa ja analyysiä työkaluina.

Jotta ylipäänsä pystymme tutkimaan avaruutta tai sen geometriaa, on avaruus mal-
linnettava jollain tavalla. Tämä saattaa kuulostaa kehäpäätelmältä: haluamme tut-
kia avaruutta, minkä vuoksi rakennamme mallin, joka kertoo millainen kyseinen
avaruus on. Jokainen avaruus tai jokaisen avaruuden geometria pohjautuu kuiten-
kin apriorisiin väitteisiin1, jotka kiteyttävät kyseiseen avaruuteen tai sen geometri-
siin primitiiveihin liittyvät ominaisuudet. Jos nämä väitteet toteutuvat jossain toi-
sessa avaruudessa, jonka alkioilla voi tietysti olla jotain tutkimastamme avaruudes-
ta riippumatonta struktuuria, voimme käyttää tätä avaruutta mallina avaruudelle,
jota tosiasiassa haluamme tarkastella. Esimerkiksi kompleksitason ylempää puoli-
tasoa voidaan käyttää mallina hyperboliselle avaruudelle. Mallilla tarkoitamme siis
mallintavan avaruuden ja geometristen primitiivien esitystavan valintaa.

Euklidinen avaruus on yksinkertaisimpia mutta samalla tärkeimpiä avaruuksia sovel-
luksissa ja fysiikassa. Euklidiseksi avaruudeksi sanomme avaruutta, jossa alkiot, tai
pisteet, ovat määrätyillä etäisyyksillä toisistaan ja euklidinen geometria pitää paik-
kansa [4, 17]. Euklidisen avaruuden metriikka on tuttu Pythagoraan lauseen yleistys
ja euklidisessa avaruudessa voidaan määritellä etäisyyteen perustuen kulma [19].
Euklidisessa avaruudessa ei varsinaisesti ole origoa [4]. Piirrettäessä kolmioita pape-
rille tai mitattaessa käveltyä matkaa, millään tietyllä pisteellä ei ole erityisasemaa
muihin pisteisiin verrattuna, vaan mikä tahansa piste on kelvollinen origoksi, jon-
ka suhteen mitata etäisyyksiä. Origon valinta on siis mielivaltainen konventio, jota
toki voidaan käyttää laskennassa hyödyksi. Yhtä mielivaltainen konventio on kiinnit-
tää origoon kanta ja sitä kautta koordinaattijärjestelmä avaruuteen. Äärettömyys ei
myöskään ole mukana euklidisessa avaruudessa [4]. Äärettömyys on kuitenkin oleel-
linen käsite jo Eukleideen aksioomissa, joiden mukaan mikä tahansa kaksi pistettä
yhdistävä jana voidaan jatkaa äärettömyyteen.

Yleinen malli euklidiselle avaruudelle on vektoriavaruus. Tässä mallissa euklidisen
avaruuden piste identifioidaan vektoriavaruuden aksioomat täyttävän olion kans-
sa. Vektoriavaruuteen määriteltävän sisätulon avulla voimme palauttaa euklidisen
etäisyyden ja tutkia kulmia [11]. Vektoriavaruudessa on kuitenkin haittapuolensa
euklidisen avaruuden mallina. Vektoriavaruuden aksioomissa nollavektori eli origo

1Tietysti väitteet voivat olla aposteriorisia, havaintoon perustuen valittuja väitteitä. Esimerkiksi
Eukleideen postulaateissa tiivistyy arkihavainto ympäröivästä maailmasta ja aksioomien totuutta
pidetään itsestäänselvyytenä kokemukseen perustuen. Moderni matemaatikko voi kuitenkin valita
mielivaltaisesti väitteensä ja tutkia niiden seurauksena syntyvää teoriaa.



1. Johdanto 3

on erityisasemassa, kun taas edellä todetun mukaan euklidisessa avaruudessa ei ole
mitään muista pisteistä poikkeavaa origoa [10]. Myös äärettömyyden käsittely on
hankalaa vektoriavaruuden viitekehyksessä. Koska vektoriavaruus tarjoaa pohjan
euklidisen avaruuden algebralliselle käsittelylle, olisi edullista laajentaa sitä eukli-
disempaan suuntaan. Tässä työssä laajennamme vektoriavaruutta aluksi euklidisen
avaruuden homogeeniseksi malliksi, jossa nollavektori saadaan identtiseksi vekto-
riavaruuden muiden alkioiden kanssa. Tämän jälkeen esitellään konforminen malli,
jonka sisätulo palauttaa pisteiden euklidisen etäisyyden ja jossa saadaan esitys ää-
rettömyydelle.

1.2 Avaruus Rn

Tarkastellaan vielä avaruutta Rn, jota kirjallisuudessa toisinaan kutsutaan vekto-
riavaruudeksi tai euklidiseksi avaruudeksi. Tarkasti ottaen Rn on karteesinen, re-
aalinen n-avaruus, joka muodostuu n-jonoista, joita voidaan käyttää tarkasteltavan
avaruuden koordinaattilistoina. Avaruus Rn itsessään ei toteuta vektoriavaruuden
tai Eukleideen aksioomia. Aivan samoin vektoriavaruus tai Eukleideen aksioomat
eivät ole riippuvaisia mistään tietystä koordinaattijärjestelmästä. Määrittelemällä
avaruuteen Rn yhteenlasku ja skalaarilla kertominen komponenteittain sekä näiltä
vaadittavat vektoriavaruuden aksioomat, saadaan vektoriavaruus Rn [11]. Kääntäen,
vektoriavaruuden kanta määrittelee isomorfismin vektoriavaruuden ja avaruuden Rn

välille [9]. Euklidisesta avaruudesta Rn voidaan puhua, kun määritellään vektoria-
varuuteen Rn sisätulo, jonka avulla voidaan laskea euklidinen etäisyys ja tutkia
kulmia [11].

Tässä työssä pidämme aina vektoriavaruutta Rn euklidisena. Oletamme myös, että
avaruudessa on ortonormaali kanta, joka muodostuu vektoreista ei, i = 1...n. Vektori
a esitetään tässä kannassa muodossa a = a1e1+...+anen, missä luvut a1, ..., an ovat
vektorin komponentit kannassa {ei}. Sisätulona käytämme standardia pistetuloa,
jolloin kantavektoreille pätee ei · ej = 1, kun i = j ja ei · ej = 0, kun i 6= j.
Vektoreille a ja b pätee a · b = a1b1 + ... + anbn. Pistetulon avulla voidaan laskea
vektorin pituus: a · a = |a|2. Geometrisesti määrittelemme sisätulon vektoreiden
välisen kulman θ avulla: a · b = |a||b|cos(θ).

1.3 Avaruuden kuvauksista

Lähes koko matematiikka tutkii avaruuden kuvauksia muodossa tai toisessa. Funk-
tio, muunnos ja operaattori ovat muita tuttuja nimiä kuvauksille. Kuvaus on ope-
raatio, joka liittää kahden avaruuden alkiot toisiinsa. Yksinkertainen esimerkki on
reaalifunktio f(x) = x3, joka on funktio f : R → R eli kuvaus reaalilukujen ava-
ruudesta itselleen. Differentiaalioperaattori d

dx on esimerkki kuvauksesta, joka kuvaa



1. Johdanto 4

derivoituvien funktioiden avaruuden jatkuvien funktioiden avaruuteen. Matriisi[
cosα −sinα
sinα cosα

]

on kuvaus R2 → R2, joka vastaa avaruuden R2 kiertoa. Yleisesti matriisit ovat
esimerkki tärkeistä lineaarikuvauksista. Tässä työssä tutkimuksen kohteena ovat
kompleksianalyysistä tutut Möbius-kuvaukset avaruudessa Rn.

Kuvausten tärkeän aseman ja lähes kaikkialla matematiikassa esiintymisen takia on
tärkeä pystyä esittämään ne tehokkaasti. Avaruuden esittäminen toisen matemaat-
tisen struktuurin avulla voi tarjota keinot esittää itse mallinnettavan avaruuden
lisäksi myös mallinnettavan avaruuden kuvauksia uudella tavalla. Tarkastellaan seu-
raavaksi esimerkkitapauksena kompleksilukujen ja avaruuden R2 vektorien välistä
yhteyttä.

1.4 Esimerkki: R2, sen kuvaukset ja kompleksiluvut

Kompleksiluvut voidaan geometrisesti esittää tason pisteinä. Tämä yhteys tarjoaa
tyyppiesimerkin vektoriavaruuden mallintamisesta toisella matemaattisella struk-
tuurilla. Varustamalla vektoriavaruus R2 karteesisella koordinaatistolla, voimme iden-
tifioida kompleksiluvun z = x+ iy pisteen (x, y) ∈ R2 kanssa [11]. Kaikki vektoria-
varuuden aksioomat toteutuvat myös kompleksiluvuilla.

Merkittävää on kuitenkin kompleksilukujen kuntaominaisuuksista identifioinnin myö-
tä saatava tulo-operaatio vektorien välille. Jotta mallintamisen mukanaan tuomat
operaatiot olisivat hyödyllisiä, meidän on tietysti tulkittava mitä niiden tulokset tar-
koittavat mallinnettavassa avaruudessa. Vektorin pituus voidaan esittää muodossa√
zz, missä z on z:n kompleksikonjugaatti. Jos z = x+ iy ja w = u+ iv, niin niiden

tulossa zw = xu + vy + i(uy − vx) reaaliosa palauttaa esitettävien vektorien piste-
tulon ja imaginääriosa niiden virittämän suunnikkaan suunnatun pinta-alan. [11, 3]

Kompleksilukujen polaariesitys tarjoaa tehokkaan tavan jo edellä olleen avaruuden
R2 rotaation esittämiseen. Olkoon z = |z|eiθ ja w = eiφ, missä |w| = 1. Kompleksilu-
vun z esittämän vektorin rotaatio kulman φ verran voidaan esittää yksinkertaisesti
kertomalla yksikkökompleksiluvulla w: wz = |z|ei(θ+φ). Möbius-kuvauksiin kuuluva
inversio esitetään muodossa z−1 = z

zz
.
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1.5 Tämän työn rakenne ja yhteys muihin julkaisuihin

Edellä olleessa johdannossa pohjustettiin käsillä olevaa työtä. Tarkoituksenamme on
tutkia erästä uutta keinoa euklidisen avaruuden Rn mallintamiseen, niin kutsuttua
konformista mallia. Konformisessa mallissa vektoriavaruuden aksioomissa esiintyvän
nolla-alkion erikoisasema saadaan poistettua ja äärettömyydelle saadaan myös esitys
yhtenä mallin vektorina. Konforminen malli siis yhtenäistää avaruuden eri alkioita.
Vaatimuksena on, että laajennamme mallinnettavaa perusavaruutta Rn kahdella li-
säulottuvuudella. Konformisen mallin pohjana toimii projektiivisesta geometriasta
tutut homogeeniset koordinaatit, joihin myös tutustumme. Lopullisena tavoittee-
na on tutkia Möbius-kuvausten, eli translaation, rotaation, inversion ja dilataation,
esitystä avaruuden Rn konformisessa mallissa. Konforminen malli myös yhtenäistää
näiden kuvausten esitystä. Kaikki Möbius-kuvaukset konformisessa mallissa voidaan
esittää ortogonaalikuvauksina, kuten tulemme huomaamaan.

Matemaattisena koneistona käytämme Cliffordin geometrista algebraa, joka esitel-
lään luvussa 2. Cliffordin algebrassa vektoreiden välille saadaan tulo-operaatio, jolla
on geometrinen tulkinta. Tämä Cliffordin tulo tuo huomattavasti lisää laskennallis-
ta voimaa perinteiseen vektorilaskentaan. Luvussa 3 tutkitaan erästä Cliffordin al-
gebran voimakkainta piirrettä, peilausten ja rotaatioiden esittämistä. Näiden avulla
esitämme myös Möbius-kuvaukset ortogonaalikuvauksina luvussa 6. Luvussa 4 poh-
justamme konformista mallia tutustumalla homogeenisiin koordinaatteihin ja luvus-
sa 5 rakennamme itse konformisen mallin.

Tämän työn päälähteenä toimii [3], jonka esitystä seurailemme melko paljon. Tässä
kirjassa esitellään konforminen malli ja sen Möbius-kuvaukset. Kirjasta kuitenkin
puuttuu huomattava määrä selventäviä välivaiheita. Käsillä olevassa työssä täyden-
nämme näitä välivaiheita ja tuomme lähteen [3] esitykseen tarkkuutta. Tässä hyvä-
nä apuna toimii lähde [4]. Konforminen malli on vielä melko tuore struktuuri mutta
siitä on jo löydettävissä uusia oppikirjatasoisia esityksiä, esimerkkeinä [21] ja [16].
Konformista mallia ja sen sovelluksia esitellään myös kokoomateoksissa [1] ja [6].
Struktuurin tuoreuden takia eri kirjoittajilla on hieman erilaiset esitykset mallille,
mikä aiheuttaa jonkin verran hankaluutta ja vaatii tarkkuutta eri lähteitä lukiessa.
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2. CLIFFORDIN ALGEBRA

Algebran hyödyntäminen useampiulotteisten avaruuksien tutkimuksessa vaatii pe-
rinteisiä piste- ja ristituloja tehokkaamman tulo-operaation. Tässä luvussa tarkas-
tellaan vektoriavaruuteen Rn rakennettua Cliffordin algebraa, jonka perustana on
algebrallisesti mielekäs tulo-operaatio, Cliffordin tulo1. Cliffordin algebran paravek-
torit tarjoavat myös keinon avaruuden Rn+1 mallintamiseen. Luku on koottu pää-
asiassa lähteistä [11], [20], [14] ja [15].

2.1 Cliffordin algebran määrittely

Tässä kappaleessa rakennetaan Cliffordin algebra reaaliseen vektoriavaruuteen Rn.
Ennen varsinaista Cliffordin algebran määritelmää käydään kuitenkin läpi muutamia
oleellisia määritelmiä. Aloitetaan luonnollisesti vektoriavaruudesta.

Määritelmä 2.1. Reaalinen vektoriavaruus V muodostuu alkioista, joille on mää-
ritelty summa ja skalaarilla kertominen, jotka toteuttavat seuraavat ominaisuudet
kaikilla x,y, z ∈ V ja kaikilla α, β ∈ R:

x+ y ∈ V,

(x+ y) + z = x+ (y + z),

on olemassa 0 ∈ V : x+ 0 = x,

on olemassa y ∈ V : x+ y = 0,

x+ y = y + x,

α(x+ y) = αx+ αy,

(α + β)x = αx+ βx,

(αβ)x = α(βx),

1x = x.

Vektoriavaruuden määrittelyn jälkeen on luontevaa käydä läpi siihen pohjautuva
algebran käsite.

1Cliffordin tulo on myös tehokas geometrinen operaatio. Geometrisuutta korostavasta laskennas-
ta käytetään kirjallisuudessa tavallisesti nimeä geometrinen algebra ja tulo-operaatiota kutsutaan
geometriseksi tuloksi. Hyvän johdatuksen geometriseen laskentaan löytää lähteestä [4]. Haastavam-
pi mutta erittäin mielenkiintoinen johdatus geometriseen algebraan fyysikoille löytyy lähteestä [3].
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Määritelmä 2.2. Algebra, jonka kerroinkunta on R, on R-kertoiminen vektoriava-
ruus A, jossa on määritelty bilineaarinen kuvaus A × A → A, (x, y) 7→ xy, toisin
sanoen kaikilla λ ∈ R ja kaikilla x, y, z ∈ A on voimassa

x(y + z) = xy + xz ja (x+ y)z = xz + yz (2.1)

(λx)y = x(λy) = λxy. (2.2)

Algebrassa on ykkösalkio 1, jos jokaiselle x ∈ A pätee

1x = x1 = x. (2.3)

Algebra on assosiatiivinen, jos jokaiselle x, y, z ∈ A pätee

(xy)z = x(yz). (2.4)

Algebra on kommutatiivinen, jos jokaiselle x, y ∈ A pätee

xy = yx. (2.5)

Algebran kannan muodostavat sen ykkösalkion, vektoriavaruuden kannan alkioiden
sekä näiden kaikkien mahdollisten tulojen yhdiste. Algebran dimensio on sen kanta-
joukon alkioiden lukumäärä.

Avaruutta R2 tutkittaessa voidaan tason vektorit samaistaa kompleksilukujen kans-
sa, jolloin vektorien välille tulee kompleksiluvuilta tuttu assosiatiivinen, distribu-
tiivinen ja kommutatiivinen tulo. Juuri kompleksilukujen välille määritelty tulo on
mahdollistanut kompleksianalyysin eli funktioteorian laajenemisen hyvin pitkälle ke-
hittyneeksi ja vahvoja tuloksia sisältäväksi teoriaksi. Perinteisessä Gibbsin vektori-
laskennassa on kaksi tuloa, pistetulo · ja ristitulo ×. Kumpikaan näistä tuloista ei
kuitenkaan ole assosiatiivinen. Lisäksi ristitulo on rajoitettu vain kolmeen ulottu-
vuuteen. Useampiulotteisen avaruuden Rn tutkimista varten vektorien välille oli-
si siten pystyttävä muodostamaan algebrallisilta ominaisuuksiltaan mielekkäämpi
tulo-operaatio. Reaalilukuihin mukautuen kaikkien vektoriavaruuden vektorien tulo
itsensä kanssa olisi myös oltava yhtä kuin vektorin pituuden neliö:

x2 = |x|2, (2.6)

Vaatimukset täyttävä algebrallinen työkalu on seuraavaksi määriteltävä Cliffordin
algebra.

Määritelmä 2.3. Olkoon p, q, r ∈ N. Olkoon Rn reaalinen vektoriavaruus, jolla on
ortonormaali kanta ek, kun k = 1, ..., p+q+r ja p+q+r = n. Universaali, reaalinen
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Cliffordin algebra Clp,q,r on vektoreiden ek generoima assosiatiivinen, ykkösellinen
algebra, joka toteuttaa ehdot

eiej + ejei =


2δij, kun i ≤ p,

−2δij, kun p < i ≤ p+ q,

0δij, kun p+ q < i ≤ n.

(2.7)

Vektoreiden välistä tuloa algebrassa Clp,q,r kutsutaan Cliffordin tuloksi. Tässä työssä
käsitellään runsaasti myös algebroja, joissa ei ole edellisessä määritelmässä esiintyviä
nollavektoreita. Näitä algebroja Clp,q,0 merkitsemme lyhyemmin Clp,q .

Määritellään järjestetty joukko A = {a1, ..., ah} ⊂ M = {1, ..., n}. Algebran Clp,q,r

kanta on tällöin joukko

{1} ∪ {eA = ea1 ...eah | 1 ≤ a1 < a2 < ... < ah ≤ n}.

Erityisesti määritellään e∅ = 1. Jokaisella x ∈ Clp,q,r on tällöin esitys

x =
∑
A⊂M

xAeA,

missä xA ∈ R jokaiselle A ⊂ M . Esimerkiksi avaruuden R3 tapauksessa joukosta
M = {1, 2, 3} voidaan muodostaa järjestetyt osajoukot ∅, {1}, {2}, {3}, {1, 2},
{1, 3}, {2, 3} ja {1, 2, 3}. Tällöin algebran Cl3,0 alkiolla x on esitys

x = x∅1 + x1e1 + x2e2 + x3e3 + x12e1e2 + x13e1e3 + x23e2e3 + x123e1e2e3.

Merkitään joukon A alkioiden lukumäärää symbolilla |A|. Algebramme muotoa

x =
∑
|A|=k

xAeA,

olevia alkioita kutsutaan k-multivektoreiksi. Niiden joukkoa merkitsemme Cl kp,q,r .
Täten Cl0p,q,r = R ja Cl1p,q,r = Rn. Algebra Clp,q,r voidaan nyt esittää aliavaruuksien
suorana summana:

Clp,q,r = R⊕ Rn ⊕ Cl2p,q,r ⊕ · · · ⊕ Clnp,q,r .

Algebran projektioita Clp,q,r → Cl kp,q,r merkitään [:]k. Projektioiden avulla voimme
nyt määritellä Cliffordin algebrassamme sisätulon ja alunperin Grassmannin esitte-
lemän ulkotulon.

Määritelmä 2.4. Sisätulo · Cliffordin algebrassa Clp,q,r määritellään i- ja j-multivek-
toreiden välille asettamalla
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[x]i · [y]j =

{
[[x]i[y]j]|i−j|, kun i, j 6= 0,

0, muulloin.
(2.8)

Sisätulo laajennetaan lineaarisesti koko Cliffordin algebraan Clp,q,r :

x · y =
n∑

j,k=1

[[x]i[y]j]|i−j|. (2.9)

Määritelmä 2.5. Ulkotulo ∧ Cliffordin algebrassa Clp,q,r määritellään i- ja j-
multivektoreiden välille asettamalla

[x]i ∧ [y]j = [[x]i[y]j]i+j (2.10)

ja laajentamalla lineaarisesti koko Cliffordin algebraan Clp,q,r :

x ∧ y =
n∑

j,k=0

[[x]i[y]j]i+j. (2.11)

Esimerkiksi avaruuden Rn ortonormaalin kannan 1-multivektoreiden ei ja ej välille
saadaan algebrassa Cln,0 (kun i 6= j)

ei · ej = [eiej]0 = 0, (2.12)

koska 2-multivektorissa ei ole 0-multivektoriosaa. Vastaavasti

ei · ei = [eiei]0 = 1, (2.13)

Cliffordin algebran määritelmän mukaan. Ulkotulossa kantavektoreille ei ja ej saa-
daan ominaisuudet

ei ∧ ej = [eiej]2 = [−ejei]2 = −ej ∧ ei (2.14)

ja
ei ∧ ei = [eiei]2 = [1]2 = 0 (2.15)

Cliffordin algebran määritelmästä.

Tuloa a1 ∧ ...∧ak kutsutaan k-vektoriksi. Ominaisuuden a∧a = 0 nojalla samaan,
vektorin a virittämään, yksiulotteiseen aliavaruuteen kuuluville vektoreille αa ja
βa, α, β ∈ R, tulo αa ∧ βa on nolla. Ulkotulon ominaisuuksien avulla voimme
seuraavaksi yleistää tämän vektoriavaruuksia ja erityisesti aliavaruuksia koskevan
merkittävän tuloksen.
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Lemma 2.1. Olkoon l-ulotteisella vektoriavaruudella T kanta {a1, ...,al}. Jos x ∈
T , niin a1 ∧ ... ∧ al ∧ x = 0.

Todistus. Koska x ∈ T , se voidaan esittää muodossa x = x1a1+...+xlal, x1, ..., xl ∈
R. Tällöin

a1 ∧ ... ∧ al ∧ x = a1 ∧ ... ∧ al ∧ (x1a1 + ...+ xlal)

= x1a1 ∧ ... ∧ al ∧ a1 + ...+ xla1 ∧ ... ∧ al ∧ al.

Vaihtamalla kaikissa paitsi viimeisessä termissä tulojärjestystä, saadaan viimeisestä
muodosta ulkotulon antikommutoinnin takia

(−1)l−1x1a1 ∧ a1 ∧ ... ∧ al + ...+ xla1 ∧ ... ∧ al ∧ al.

Tämä on nolla, koska al ∧ al = 0 kaikilla l.

Jos T on aliavaruus, niin vektorin x kuulumiselle tähän aliavaruuteen on voimassa
ehto a1∧ ...∧al ∧x = 0. Tässä mielessä sanomme, että l-vektori a1∧ ...∧al esittää
vektoreiden al virittämää l-ulotteista aliavaruutta.

Kahden vektorin a ja b Cliffordin tuloa merkitään ab ilman mitään omaa tulosym-
bolia. Lasketaan esimerkkinä vektorin a ∈ R3 tulo itsensä kanssa algebrassa Cl3,0

käyttämällä algebran ominaisuuksia (2.1), (2.2) ja (2.7):

aa = (a1e1 + a2e2 + a3e3)(a1e1 + a2e2 + a3e3)

= a1e1(a1e1 + a2e2 + a3e3) + a2e2(a1e1 + a2e2 + a3e3)

+ a3e3(a1e1 + a2e2 + a3e3)

= a21 + a1a2e1e2 + a1a3e1e3 − a1a2e1e2 + a22 + a2a3e2e3 − a1a3e1e3

− a2a3e2e3 + a23

= a21 + a22 + a23 = |a|2.

Tulolta haluttu ominaisuus (2.6) siis toteutuu. Tämä ominaisuus antaa Cliffordin
tuloon perustuvalle vektorilaskennalle suuren laskennallisen voiman, koska voimme
nyt jakaa vektorilla. Jos a 6= 0, määritellään algebrassa Cln,0 käänteisvektori a−1 =
a
|a|2 , koska

aa−1 = a
a

|a|2
=
|a|2

|a|2
= 1.

Erityisesti yksikkövektorin käänteisvektori on vektori itse.

Vektoreiden a ja b Cliffordin tulo voidaan esittää sisä- ja ulkotulojen avulla al-
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gebrassa Cln,0 muodossa
ab = a · b+ a ∧ b. (2.16)

Antikommutoiva osa a∧b ei ole skalaari eikä vektori vaan uusi olio, bivektori, joka on
tämän työn kannalta merkittävässä osassa. Bivektori a∧b esittää Lemman 2.1 mie-
lessä vektoreiden a ja b virittämää suunnattua tasoa eli avaruuden Rn aliavaruutta.
Kaikki tasolla olevat vektorit ovat muotoa αa+βb ja selvästi a∧b∧ (αa+βb) = 0.
Bivektorille määritelty suuruus |a ∧ b| = |a||b|sin(α), jossa α on vektorien a ja
b välinen kulma, vastaa vektorien a ja b virittämän suunnikkaan pinta-alaa. Ul-
kotulon ominaisuudet vastaavat tasoon liittyviä ominaisuuksia. Antikommutointi
a ∧ b = −b ∧ a vastaa tason suunnistuksen vaihtamista. Vektori ei viritä tasoa
itsensä kanssa, joten a ∧ a = 0. Edellisen mukaan puhumme bivektorin a ∧ b mää-
räämästä tasosta tai yksinkertaisesti tasosta a ∧ b.

Myöhemmin tarvitsemme bivektorin potensseja, joten lasketaan bivektorin a ∧ b

neliö:

(a ∧ b)(a ∧ b) = (ab− a · b)(ab− a · b)
= −ab2a− (a · b)2 + a · b(ab+ ba)

= −a2b2 − (a · b)2 + 2(a · b)2

= −a2b2 + (a · b)2

= −a2b2 + a2b2cos2(θ)

= −a2b2sin2(θ), (2.17)

missä θ on vektorien a ja b välinen kulma.

Laskemalla tulo (2.16) toisinpäin saadaan

ba = b · a+ b ∧ a = a · b− a ∧ b. (2.18)

Laskemalla yhtälöt (2.16) ja (2.18) yhteen saadaan esitys pistetulolle,

a · b =
1

2
(ab+ ba), (2.19)

ja ulkotulolle,

a ∧ b =
1

2
(ab− ba). (2.20)

Pistetulon esityksestä (2.19) saadaan käytännöllinen muoto

ab = 2a · b− ba. (2.21)
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Tämän avulla voidaan usein vaihtaa tulontekijöiden järjestys.

Vektorit a 6= 0 ja b 6= 0 ovat kohtisuorat, jos a · b = 0. Kohtisuorille vektoreille tulo
ab on puhdas bivektori a ∧ b. Tästä syystä kohtisuorat vektorit myös antikommu-
toivat eli ab = −ba. Vektorit ovat yhdensuuntaiset, jos b = λa. Yhdensuuntaisten
vektorien tulo on niiden välinen pistetulo ja yhdensuuntaiset vektorit siis kommu-
toivat.

2.2 Involuutiot

Cliffordin algebrassa on muutamia involuutioita, jotka esittelemme lyhyesti.

Pääinvoluutio ′ : Clp,q,r 7→ Clp,q,r Cliffordin algebrassa määritellään asettamalla
x′ = −x. Tulolle pätee (ab)′ = a′b′.

Reversio ∗ : Clp,q,r 7→ Clp,q,r on identiteettikuvaus vektoreille, eli x∗ = x. Re-
versio kuitenkin vaihtaa tulon järjestyksen: (ab)∗ = b∗a∗. Jos ab = a ∧ b, niin
(ab)∗ = (a ∧ b)∗ = b∗a∗ = ba = b ∧ a = −a ∧ b. Reversio siis vaihtaa bivektorin
etumerkin. Reversiota tarvitsemme erityisesti tämän työn puitteissa, kun tutustum-
me peilauksiin ja rotaatioihin.

Konjugaatio − : Clp,q,r 7→ Clp,q,r määritellään edellisten involuutioiden yhdistettynä
kuvauksena asettamalla x = −x ja (ab) = ba.

2.3 Paravektorit ja avaruuden mallinnus

Algebrat Cln,0 ja Cl0 ,n ovat tärkeitä, jos haluamme laskea vektorin normin käyttä-
mällä algebramme tulo-operaatiota. Algebrassa Cln,0 määritellään vektorin Eukli-
dinen normi asettamalla

|x|2 = xx (2.22)

ja algebrassa Cl0 ,n

|x|2 = xx = xx. (2.23)

Merkitään e0 = 1. Cliffordin algebran alkioita x0e0 +x1e1 +x2e2 + ...+xnen kutsu-
taan paravektoreiksi. Avaruuden Rn+1 alkio x voidaan nyt samaistaa paravektorin
x = x0 + x kanssa. Paravektorin konjugaatti on x = x0 − x, josta nähdään suora
vastaavuus kompleksikonjugoinnin kanssa. Skalaarin ja vektorin sekoittaminen pa-
ravektorissa voi vaikuttaa kummalliselta. Sama kuitenkin tapahtuu myös kompleksi-
luvuilla, joissa summataan reaali- ja imaginaariosat. Kyseessä ei ole erilaisten mate-
maattisten otusten yhteenlaskeminen, vaan avaruuden hajottaminen aliavaruuksiin



2. Cliffordin algebra 13

ja koko avaruuden esittäminen eri aliavaruuksien suorana summana.

Kompleksiluvun potenssit ovat edelleen kompleksilukuja eli potenssiinkorotus ava-
ruudessa on laskennallisesti mukavasti käyttäytyvä kuvaus kompleksilukujen joukol-
ta itselleen. Samanlaista ominaisuutta toivottaisiin myös korkeampiulotteisiin ava-
ruuksiin. Analyyttisten funktioiden teorian kannalta potenssikuvauksilla on myös
erityisen tärkeä asema. Katsotaan miten potenssikuvaus käyttäytyy paravektoreilla
mallinnetussa avaruudessa Rn+1 laskemalla paravektorin neliö:

(x0 + x)(x0 + x) = x20 + x2 + 2x0x.

Algebrassa Cln,0 vastaa x2 vektorin normia |x2| ∈ R yhtälön (2.22) mukaan. Al-
gebrassa Cl0 ,n x2 on

(x1e1 + x2e2 + ...xnen)(x1e1 + x2e2 + ...xnen)

= x1x1e1e1 + x1x2e1e2 + ...+ x1xne1en

+ x2x1e2e1 + x2x2e2e2 + ...+ x2xne2en + ...

+ xnx1ene1 + xnx2ene2 + ...+ xnxnenen.

Antikommutoinnin eiej = −ejei takia termejä supistuu ja neliöimissäännön e2
i =

−1 jälkeen saadaan lopulta

(x1e1 + x2e2 + ...xnen)(x1e1 + x2e2 + ...xnen) = −x21 − x22 − ...− x2n = −|x|2 ∈ R.

Kummassakin algebrassa paravektorin potenssit ovat edelleen paravektoreita ja po-
tenssiinkorotus on laskennallisesti mielekäs kuvaus avaruudesta Rn+1 avaruuteen
Rn+1. Jos sen sijaan mallintaisimme avaruutta pelkillä vektoreilla asettamalla x0 =

0, alkion neliö olisikin kuvaus avaruudesta Rn+1 reaalilukujen joukkoon, kuten edel-
liset laskut osoittavat.
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3. PEILAUKSET, ROTAATIOT JA

ROOTTORIT

Cliffordin geometrisen laskennan voima tulee esille erityisesti vektorien peilauksissa
ja rotaatioissa. Rotaatiot ovat pääosassa myös tämän työn lopussa, kun tarkastelem-
me Möbius-kuvauksia. Tästä syystä perehdymme tässä luvussa peilauksiin ja rotaa-
tioihin, pääasiassa lähteiden [3], [20] ja [11] mukaan. Cliffordin algebrana käytämme
kautta luvun algebraa Cln,0.

3.1 Peilaukset

Olkoon Rn sisätulolla varustettu, täten siis euklidinen, vektoriavaruus. Käydään
aluksi läpi muutamia tämän vektoriavaruuden kuvauksiin liittyviä määritelmiä ja
tuloksia.

Määritelmä 3.1. Lineaarinen kuvaus P : Rn → Rn on peilaus avaruudessa Rn, jos
kaikilla vektoreilla x,y ∈ Rn pätee

Px = −x ja Py = y, jos x · y = 0. (3.1)

Määritelmä 3.2. Lineaarinen kuvaus I : Rn → Rn on avaruuden Rn isometria, jos
kaikilla x ∈ Rn on voimassa

|Ix| = |x|. (3.2)

Lemma 3.1. Olkoon I isometria vektoriavaruudessa Rn. Tällöin pätee kaikilla
x,y ∈ Rn

Ix · Iy = x · y. (3.3)

Todistus. Isometrian määritelmän mukaan

|I(x+ y)|2 = |x+ y|2. (3.4)
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Isometrian lineaarisuuden perusteella yhtälön (3.4) vasen puoli on

|I(x+ y)|2 = |Ix+ Iy|2

= (Ix+ Iy) · (Ix+ Iy)

= |Ix|2 + 2Ix · Iy + |Iy|2

= |x|2 + 2Ix · Iy + |y|2. (3.5)

Yhtälön (3.4) oikea puoli on

|x+ y|2 = (x+ y) · (x+ y) = |x|2 + 2x · y + |y|2 (3.6)

ja väite seuraa välittömästi.

Lemman 3.1 ominaisuutta sanotaan ortogonaalisuudeksi.

Oletetaan, että meillä on avaruudessa Rn hypertaso, jonka yksikkönormaalivektori
on n. Jos voisimme jakaa vektorin a normaalin suhteen yhdensuuntaiseen ja kohti-
suoraan osaan eli a = a‖ + a⊥ ja valitsisimme Määritelmässä 3.1 vektorit x = a‖

ja y = a⊥, voitaisiin peilauksia ajatella peilauksina hypertason suhteen. Kuva 3.1
selventää tarkastelemamme peilauksen ideaa.

Kuva 3.1

Suoritetaan nyt tällainen peilaus ja katsotaan, kuinka se voidaan esittää geomet-
risen algebran avulla. Tätä varten jaamme aluksi vektorin a normaalin n suhteen
yhdensuuntaiseen ja kohtisuoraan osaan, mikä onnistuu yksinkertaisesti Cliffordin
tulon avulla. Vektoreiden n ja a Cliffordin tulo on

na = n(a‖ + a⊥) = na‖ + na⊥. (3.7)

Toisaalta
na = n · a+ n ∧ a. (3.8)
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Jakamalla vektorilla n, eli kertomalla puolittain kyseisellä vektorilla, saadaan rat-
kaistua yhdensuuntainen ja kohtisuora komponentti:

a‖ = (n · a)n ja a⊥ = n(n ∧ a). (3.9)

Komponentti a‖ on selvästi yhdensuutainen vektorin n kanssa. Kohtisuoran kom-
ponentin kohtisuoruus voidaan osoittaa hyödyntämällä esityksiä (2.20) ja (2.21):

n · a⊥ = n · (n(n ∧ a) = n · (n1

2
(na− an))

= n · (1
2
(a− nan)) = n · (1

2
(a− (2n · a− an)n)) (3.10)

= n · (1
2
a− (n · a)n+

1

2
a) = n · a− n · a = 0.

Vektorin a peilaaminen tason suhteen, jonka normaali on n, jättää komponentin a⊥

samaksi ja kääntää komponentin a‖ vastavektorikseen. Tuloksena saadaan siis vek-
tori a′ = a⊥ − a‖. Tämä vektori saadaan vektorista a yksinkertaisella kuvauksella:

a′ = n(n ∧ a)− (n · a)n
= n(−a · n− a ∧ n) (3.11)

= −nan.

Vektorin peilaus onnistuu siis kaksipuolisella kertolaskulla peilaustason normaalivek-
torin kanssa. Todistetaan tälle kuvaukselle kappaleen alussa esitetyt ominaisuudet.

Lause 3.1. Kuvaus Pn : Rn → Rn, a 7→ −nan on
I) lineaarinen
II) peilaus
III) isometria ja ortogonaalinen.

Todistus. I) Lineaarisuus seuraa suoraan Cliffordin tulon bilineaarisuudesta:

−n(αa+ βb)n = (−αna− βnb)n = −αnan− βnbn.

II) Kuvaus (3.11) täyttää Määritelmän 3.1 peilaukselta vaatimat ominaisuudet:

−nnn = −n ja − na⊥n = −n(2a⊥ · n− na⊥) = a⊥.

III) Isometrisyys on helppo osoittaa Cliffordin tulon avulla:

| − nan|2 = (−nan)(−nan) = nn|a|2 = |a|2.

Ortogonaalisuus seuraa suoraan isometrisyydestä.
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3.2 Rotaatiot ja roottorit

Vektoriavaruuden rotaatiot eivät muuta vektorien pituuksia, ainoastaan niiden suun-
tia. Näin ollen rotaatiot ovat isometrisiä kuvauksia. Rotaatioiden tarkastelumme läh-
tökohtana on Cartanin ja Dieudonnen teoreeman erikoistapauksena saatava tulos,
jonka mukaan jokainen n-ulotteisen avaruuden isometria voidaan esittää enintään
n:n peilauksen yhdistettynä kuvauksena [7]. Edellä tutustuimme peilauksiin ja ha-
vaitsimme, että ne voidaan esittää hyvin yksinkertaisesti Cliffordin algebran avulla.
Tässä kappaleessa näemme, kuinka tämä yksinkertainen esitystapa laajenee myös
rotaatioihin.

Olkoon m ja n kahden hypertason yksikkönormaalit. Normaalit muodostavat bi-
vektorin m∧n ja niiden välinen kulma θ saadaan pistetulon avulla: m ·n = cos(θ).
Peilataan aluksi vektori a vektorin m määräämän hypertason suhteen:

b = −mam. (3.12)

Suoritetaan sitten vektorille b peilaus vektorin n määräämän hypertason suhteen:

c = −nbn = −n(−mam)n = nmamn. (3.13)

Kuva 3.2 havainnollistaa eri peilauksia ja bivektoria m ∧ n.

Kuva 3.2

Merkitään R = nm, jolloin kuvauksemme voidaan esittää muodossa a 7→ RaR∗.
Kuvausta R kutsutaan roottoriksi. Tehtäväksemme jää tutkia sen ominaisuuksia ja
osoittaa, että se todella suorittaa vektorin rotaation.

Geometrisesti ajatellen rotaatio on ”jäykkä” kuvaus, se säilyttää kuvioiden koon ja
muodon, toisin sanoen kulmat pysyvät muuttumattomina. Koon muuttumattomuus
vaatii rotaation isometrisyyttä. Kulmat ovat sidoksissa sisätuloon, joten Lemman 3.1
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mukaan rotaation on oltava myös ortogonaalikuvaus. Koska ortogonaalisuus seuraa
isometrisyydestä, riittää kun osoitamme roottorin R olevan isometria. Tätä ennen
kuitenkin huomioimme roottorille välittömästi saatavan tuloksen:

RR∗ = nm(nm)∗ = nmmn = 1 = mnnm = R∗R. (3.14)

Nyt voimme osoittaa, että roottori toteuttaa edellä mainitut rotaation ominaisuudet
ja on lisäksi lineaarikuvaus.

Lause 3.2. Kuvaus R : Rn → Rn, a 7→ RaR∗ on
I) lineaarinen
II) isometria ja ortogonaalinen.

Todistus. I) Lineaarisuus seuraa jälleen suoraan Cliffordin tulon bilineaarisuudesta:

R(αa+ βb)R∗ = (αRa− βRb)R∗ = αRaR∗ − βRbR∗.

II) Isometrisyys on helppo osoittaa Cliffordin tulon ja tuloksen (3.14) avulla:

|RaR∗|2 = RaR∗RaR∗ = R|a|2R∗ = |a|2.

Ortogonaalisuus seuraa suoraan isometrisyydestä.

Tutkitaan seuraavaksi mitä roottori tekee muutamille vektoreille. Olkoon vektori
k kohtisuorassa tasoa m ∧ n vastaan eli k · n = 0 ja k ·m = 0. Tästä saadaan
antikommutoinnit kn = −nk ja km = −mk. Näiden avulla voidaan osoittaa, että
roottori säilyttää tasoa m ∧ n vastaan kohtisuorat vektorit muuttumattomina:

RkR∗ = nmkmn = −nmmkn = nmmnk = k. (3.15)

Tarkastellaan seuraavaksi roottorin vaikutusta tason m ∧ n virittäviin vektoreihin:

m′ = nmmmn = nmn = (2n ·m−mn)n = 2cos(θ)n−m, (3.16)

n′ = nmnmn = nm(2n ·m−mn)n = nm(2cos(θ)n−m)

= 2cos(θ)nmn− n = 2cos(θ)(2cos(θ)n−m)− n

= 4cos2(θ)n− 2cos(θ)m− n = (4cos2(θ)− 1)n− 2cos(θ)m

= (2cos(2θ) + 1)n− 2cos(θ)m. (3.17)

Olkoon k ja l reaalilukuja. Cliffordin tulon bilineaarisuuden perusteella kaikille vek-
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toreiden m ja n suuntaisille vektoreille km ja ln pätee

(km)′ = R(km)R∗ = km′ ja (ln)′ = R(ln)R∗ = ln′. (3.18)

Mielenkiintoista tietoa roottorista saadaan tutkimalla vektoreiden km ja ln ja nii-
den kuvavektoreiden välisiä kulmia. Vektoreiden km ja km′ välinen kulma voidaan
laskea sisätulon avulla:

α = arccos(
km · km′

|km||km′|
) = arccos(

k2m ·m′

k2|m||m′|
) = arccos(m ·m′)

= arccos(2cos(θ)m · n−m ·m) = arccos(2cos2(θ)− 1)

= arccos(cos(2θ)) = 2θ. (3.19)

Vastaavasti vektoreiden ln ja ln′ väliselle kulmalle:

β = arccos(n · n′) = arccos((2cos(2θ) + 1)n · n− 2cos(θ)m · n)
= arccos((2cos(2θ) + 1)− 2cos2(θ)) = arccos(2cos(2θ) + 1− 1− cos(2θ))

= arccos(cos(2θ)) = 2θ. (3.20)

Roottori siis kiertää tason m∧n vektoreita km ja ln kulman 2θ verran, missä θ oli
siis tason bivektorin virittävien vektoreiden m ja n välinen kulma. Koska jokainen
tason vektori voidaan esittää lineaarikombinaationa a = km+ ln, roottori siis kier-
tää kaikkia tason vektoreita kulman 2θ verran. Edelleen jokainen avaruuden vektori
x voidaan esittää muodossa x = x⊥+x‖, missä x⊥ on tasoam∧n vastaan kohtisuo-
rassa ja x‖ on tasolla. Koska roottori säilyttää kohtisuoran osan muuttumattomana,
se kiertää avaruuden vektoreita kulman 2θ verran tasolla m ∧ n. Roottorikuvauk-
semme siis on avaruuden rotaatio.

Roottorille on mahdollista saada myös vaihtoehtoinen esitys. Kirjoitamme aluksi

R = nm = n ·m+ n ∧m = cos(θ) + n ∧m. (3.21)

Yhtälön (2.17) mukaan

(n ∧m)(n ∧m) = −sin2(θ). (3.22)

Täten määrittelemme tason m ∧ n yksikköbivektorin

B =
m ∧ n

sin(θ)
, B2 = −1. (3.23)
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Bivektorin B avulla roottorin esitys (3.21) saadaan muotoon

R = cos(θ)− m ∧ n

sin(θ)
sin(θ) = cos(θ)−Bsin(θ). (3.24)

Tätä esitystä voidaan edelleen muokata. Sitä varten esitämme trigonometriset funk-
tiot aluksi sarjamuodossa:

R = (1− θ2

2!
+
θ4

4!
− ...)−B(θ − θ3

3!
+
θ5

5!
− ...). (3.25)

Bivektorin B ominaisuuden B2 = −1 ansiosta edellinen voidaan kirjoittaa muodossa

R = (1+
(−Bθ)2

2!
+
(−Bθ)4

4!
−...)+(−Bθ+−B(−B)2θ3

3!
+
−B(−B)4θ5

5!
−...). (3.26)

Mutta tästä voidaan tunnistaa eksponenttifunktion sarjaesitys ja roottorille saatiin
näin formaali muoto

R = e−Bθ. (3.27)

Koska edellinen roottori suorittaa rotaation kulman θ
2
verran, kirjoitetaan kulman

θ suorittava roottori muodossa
R = e−Bθ/2. (3.28)

Vektorin a rotaatio tasolla B kulman θ verran on nyt kuvaus

a 7→ a′ = e−Bθ/2aeBθ/2. (3.29)
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4. HOMOGEENISET KOORDINAATIT

Homogeeniset koordinaatit ovat projektiivisen geometrian koordinaattijärjestelmä.
Ne esitetään tavallisesti lisäämällä euklidisiin koordinaatteihin yksi koordinaatti li-
sää1. Täten esimerkiksi kolmiulotteisen euklidisen avaruuden piste (x, y, z) esite-
tään homogeenisissa koordinaateissa nelikkona [X, Y, Z,W ] ehdoilla x = X

W
, y = Y

W

ja z = Z
W
. Luonnollinen projektio saadaan asettamalla W = 1 [18, 2]. Koska siirty-

minen euklidisiin koordinaatteihin tehdään jakamalla viimeisellä koordinaatilla, on
euklidisen pisteen esitys skaalauksen suhteen invariantti. Homogeeniset koordinaatit
[X, Y, Z,W ] ja [λX, λY, λZ, λW ] esittävät siis samaa pistettä, kun λ ∈ R, λ 6= 0. Pis-
te (0, 0, 0, 0) suljetaan pois homogeenisista koordinaateista; euklidinen piste (0, 0, 0)
esitetään homogeenisilla koordinaateilla muodossa (0, 0, 0, λ).

Homogeeniset koordinaatit saivat alkunsa tarpeesta esittää matemaattisesti pro-
jektiivisia ominaisuuksia ja liittää pisteet äärettömyydessä euklidiseen avaruuteen.
Piste äärettömyydessä voidaan esittää homogeenisesti äärellisillä koordinaateilla
[X, Y, Z, 0]. Homogeenisten koordinaattien avulla myös teoreemat projektiivisessa
geometriassa saavat symmetrisemmän muodon, esimerkiksi yhdensuuntaisetkin suo-
rat leikkaavat pisteessä äärettömyydessä [13]. Tämän työn kannalta mielenkiinto
kohdistuu nolla-alkion erityisaseman poistamiseen vektoriavaruudesta ja translaa-
tion linearisoimiseen homogeenisten koordinaattien avulla. Luvun pääasialliset läh-
teet ovat [4] ja [12].

4.1 Avaruuden Rn epäformaali laajennus homogeeniseksi

Määritelmässä 2.1 esiteltiin tarkastelemamme vektoriavaruuden Rn rakenteen mää-
räävät aksioomat. Aksioomat käsittelivät vektoriavaruuden alkioita identtisinä yhtä
merkittävää poikkeusta lukuunottamatta. Tämä poikkeus on vektoriavaruuden ak-
sioomissa esille tuleva avaruuden nolla-alkio. Vektorit ovat objekteja, joille voidaan
määritellä suunta ja suuruus. Nollavektorille voidaan toki määritellä suuruus mutta
sen suunta on määrittelemätön. Koordinaatteihin upotettuna nolla-alkio taas mää-
rää avaruuteemme origon. Tästä seuraa ongelmia kun siirrymme tarkastelemaan

1Huomattavasti intuitiivisemman ja havainnollisemman esityksen kolmiulotteisen avaruuden
pisteen ja origon yhdistävän suoran suuntakosinien avulla löytää lähteestä [13]. Tässä työssä käy-
tämme kuitenkin yhden ulottuvuuden lisäämiseen perustuvaa lähestymistapaa.
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avaruuden kuvauksia, erityisesti translaatiota. Translaatiossa origo, siten siis nolla-
alkio, siirtyy, kun taas suunnat avaruudessa pysyvät muuttumattomina. Translaatio
ei myöskään ole lineaarinen operaatio:

Ta(αx+ βy) = αx+ βy + a 6= αx+ αa+ βy + βa = αTa(x) + βTa(y).

Haluaisimme jollain tavalla poistaa tämän sopimattoman käytöksen ja käsitellä
translaatiota lineaarikuvauksena. Seuraavaksi tarkastelemme, kuinka tämä voidaan
tehdä muuttamalla hieman näkökulmaamme avaruudestamme.

Tavoitteenamme on siis poistaa nolla-alkion erityisasema vektoriavaruudesta ja kä-
sitellä sitä identtisenä muiden alkioiden kanssa. Tämä saavutetaan kasvattamalla
avaruuden dimensiota yhdellä eli siirtymällä avaruudesta Rn avaruuteen Rn+1. It-
se avaruutta Rn emme muuta, esitämme sen vain korkeampiulotteisen avaruuden
aliavaruutena. Kuvasta 4.1 selviää rakentelumme taustalla oleva idea.

Kuva 4.1

Olkoon Rn perusavaruutemme, jota haluamme tarkastella. Siirtyminen korkeam-
paan ulottuvuuteen tehdään suoraviivaisesti: lisäämme yhden vektorin e0, joka on
ortogonaalinen aliavaruuden Rn kanssa. Valitsemme siis sisätuloksi e0 ·x = 0 kaikilla
x ∈ Rn. Avaruutta Rn+1 kutsumme esitysavaruudeksi, jonka aliavaruutena on perus-
avaruutemme Rn. Perusavaruuden piste voidaan esitysavaruudessa esittää suorana,
jolla on suuntavektorina P = p+ e0.

Lisäulottuvuuden rooli esitysavaruudessa voi olla hieman epäselvä. Joukko
{λe0 | e0 ∈ Rn+1} on esitysavaruuden aliavaruus. Aivan kuten perusavaruuden pis-
te p esitetään suorana, jolla on suuntavektori P = p + e0, piste 0 voidaan esittää
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suorana, jolla on suuntavektori O = 0+e0 = e0. Samaistamme siis vektorin e0 ava-
ruuden Rn+1 origon kanssa. Alkuperäinen tavoite on nyt saavutettu: nolla-alkiolla
ei enää ole esitysavaruudessa erityisasemaa vaan se on avaruuden muiden alkioiden
lailla vektori. Olemme suoraviivaisella tavalla homogenisoineet avaruuden Rn+1 al-
kiot. Koordinaattilistana vektori e0 on e0 = (0, 0, ..., 0, 1). Menettelymme siis vastaa
tavallista homogeenisten koordinaattien esitystä.

Kuvasta 4.1 käy intuitiivisesti ilmi, että aliavaruuden Rn pisteen p esitys riippuu
esitysavaruuden Rn+1 vektorin P suunnasta. Skaalamalla vektoria P vakiolla λ 6= 0

ei P :n suunta muutu. Vektori λP esittää siis edelleen pistettä p. Homogeeninen esi-
tystapamme Rn:n pisteille on siis skaalauksen suhteen invariantti. Koska tarkoituk-
semme oli poistaa perusavaruuden nolla-alkio esityksestämme, emme salli tapausta
λ = 0.

Lisäintuitiota homogeenisiin koordinaatteihin saadaan ajattelemalla kolmiulotteisen
kappaleen projisointia kaksiulotteiselle tasolle. Tätä varten teemme pienen ajatusko-
keen. Valitaan aluksi esimerkiksi seinältä yksi kiinnitetty piste, johon kiinnitämme
hyvin ohuen nuoran. Kolmiulotteisen kappaleemme asetamme vaikkapa pöydälle ja
pöydän sekä seinällä olevan kiintopisteen väliin asetamme kaksiulotteisen tason. Seu-
raavaksi viritämme nuoran kireälle kappaleen yhden pisteen ja kiintopisteen väliin,
jolloin nuora leikkaa kaksiulotteisen tason yhdessä pisteessä. Tämä tason piste vastaa
nyt kolmiulotteisen kappaleen yhtä pistettä. Toistamalla operaatio kaikille kappaleen
pisteille, saamme muodostettua kolmiulotteisen kappaleen projektion kaksiulottei-
selle tasolle2. Tärkeintä tässä kokeessa meidän kannaltamme on huomata, että koko
projektionuora esittää aina sitä kappaleen pistettä, johon nuora on kiinnitetty. Pro-
jektiotasoa voidaan vapaasti liikutella kappaleen ja seinän välissä, jolloin projektion
kokoa voidaan skaalata. Mutta jos kappaleen paikka ja seinältä valittu kiintopis-
te pysyvät muuttumattomina, nuora vastaa aina yhtä kappaleen pistettä. Toisaalta
kaksiulotteisen tason pistettä vastaa koko projektionuora ja käytämme projisoin-
tiin nyt projektioavaruutta, kolmiulotteista kappaletta. Tämänkaltaista intuitiota
käyttäen rakennamme homogeeniset koordinaatit seuraavaksi matemaattisesti.

4.2 Homogeenisen avaruuden Rn+1 matemaattinen määrittely

Matemaattisesti voimme samaistaa joukon alkioita valitun säännön mukaan ekviva-
lenssirelaation avulla.

Määritelmä 4.1. Olkoon J joukko, x, y, z ∈ J ja ∼ joukon J relaatio, joka on
I) refleksiivinen, eli x ∼ x,

2Todellisuudessa projisoinnin suorittaminen tällä tavalla vaatisi melko ihmeellisen kaksiulottei-
sen tason. Projektionuora repisi lopulta silpuksi esimerkiksi kappaleen ja seinän väliin viritetyn
paperisen tason. Ajatuskokeessa olemme onneksi vapaita tällaisista rajoituksista.
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II) symmetrinen, eli y ∼ x aina, kun x ∼ y,
III) transitiivinen, eli x ∼ z aina, kun x ∼ y ja y ∼ z.
Tällöin ∼ on ekvivalenssirelaatio joukossa J .

Alkion x ∈ J määräämä ekvivalenssiluokka, [x], muodostuu niistä joukon J alkiois-
ta, jotka ovat relaatiossa ∼ alkioon x eli [x] = {y ∈ J |y ∼ x}. Kaikkien relaation ∼
määräämien ekvivalenssiluokkien joukkoa kutsutaan J :n tekijäavaruudeksi, J/ ∼.
Toisin sanoen J/ ∼= {[x]|x ∈ J}. Seuraavan tärkeän lauseen mukaan ekvivalenssi-
relaatio voidaan korvata aidolla yhtäsuuruudella, jos alkioiden sijaan tarkastellaan
niiden määräämiä ekvivalenssiluokkia.

Lause 4.1. Olkoon ∼ joukon J ekvivalenssirelaatio. Tällöin kaikilla x, y ∈ J

y ∼ x ⇐⇒ [y] = [x]. (4.1)

Todistus. Olkoon ensin y ∼ x. Ekvivalenssirelaation symmetrisyyden nojalla x ∼ y.
Jos z ∈ [y] on mielivaltainen, niin ekvivalenssiluokan määritelmän nojalla z ∼ y.
Nyt z ∼ y ja y ∼ x eli ekvivalenssin transitiivisyyden perusteella z ∼ x. Tästä
saadaan edelleen ekvivalenssiluokan määritelmän mukaan, että z on myös joukossa
[x] eli [y] ⊂ [x].
Jos z ∈ [x] on mielivaltainen, niin z ∼ x. Oletuksen ja ekvivalenssin symmetrisyyden
nojalla x ∼ y, jolloin transitiisyydestä seuraa, että z ∼ y. Tällöin z ∈ [y], [x] ⊂ [y]

ja täten [y] = [x]. Olkoon sitten [y] = [x], jolloin

y ∼ y =⇒ y ∈ [y] =⇒ y ∈ [x] =⇒ y ∼ x. (4.2)

Tästä lähtien avaruuden Rn+1 vektorit x0e0 + x1e1 + x2e2 + ... + xnen samaiste-
taan Cliffordin algebran paravektoreiden kanssa. Avaruuden Rn+1 paravektorissa e0

on skalaariosan asemassa, joten määritellään sen neliö Cliffordin tulossa siten, että
e2

0 = 1. Valitaan algebraksemme siis Cln+1,0. Homogeeniset koordinaatit ovat skaa-
lauksen suhteen invariantteja, joten mielivaltaisten paravektoreiden vertailua varten
valitsemme mittakaavan. Paravektoria X = x0e0 + ... + xnen sanotaan normalisoi-
duksi, kun x0 = 1. Kun x = x1e1 + ...+xnen ∈ Rn, ortogonaalisuusehdon e0 ·x = 0

myötä paravektoreiden normalisointi voidaan tehdä skaalaamalla tekijällä X · e0:

X

X · e0
=
X

x0
= e0 +

x1

x0
e1 + ...+

xn

x0
en. (4.3)

Tämä vastaa euklidisen pisteen palauttamista perinteisistä homogeenisista koordi-
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naateista [X, Y, Z,W ] projisoimalla tasolle W = 1.

Nyt voimme muodostaa esitysavaruuden Rn+1 homogeeniset koordinaatit paravek-
toreiden välisen ekvivalenssirelaation avulla.

Lause 4.2. Olkoon X, Y ∈ Rn+1 \ {0} paravektoreita. Tällöin relaatio

X ∼ Y ⇐⇒ on olemassa sellainen λ ∈ R \ 0 niin, että X = λY (4.4)

on ekvivalenssirelaatio.

Todistus. Koska X = 1X, niin X ∼ X ja relaatio on refleksiivinen. Olkoon X ∼ Y ,
jolloin X = λY . Tällöin Y = 1

λ
X ja Y ∼ X eli relaatio on symmetrinen. Olkoon

sitten X ∼ Y ja Y ∼ Z eli X = λY ja Y = γZ. Tällöin X = λγZ, X ∼ Z ja
relaatio on transitiivinen.

Käytännössä paravektori X on siis relaatiossa kaikkiin sen monikertoihin λX, lu-
kuunottamatta monikertaa 0X. Paravektorin X määräämä ekvivalenssiluokka on
[X] = {λX | λ ∈ R \ 0}, toisin sanoen kaksi paravektoria ovat ekvivalentteja, jos
ne kuuluvat samaan yksiulotteiseen aliavaruuteen3. Määritellään esitysavaruutemme
kaikkien ekvivalenssiluokkien joukoksi.

Määritelmä 4.2. Homogeeninen avaruus HRn+1 on ekvivalenssirelaation ∼ mää-
räämä tekijäavaruus Rn+1/ ∼. Tekijäavaruuden ekvivalenssiluokkaa kutsutaan ho-
mogeenisen avaruuden HRn+1 pisteeksi.

Lauseen (4.1) mukaan [X] = [λX], koska X ∼ λX. Täten paravektoreiden skaa-
laus ei muuta homogeenisen mallin pistettä. Homogeeniset koordinaatit siis ovat
skaalauksen suhteen invariantteja. Käytännön laskutoimitukset tehdään valitsemal-
la ekvivalenssiluokasta jokin luokan, eli homogeenisen mallin pisteen, edustaja. Ylei-
sesti edustajaksi valitaan normalisoitu paravektori, jolle siis e0-osan kerroin on 1.

Ekvivalenssiluokkien määräämään tekijäavaruuteen voidaan tuoda laskusäännöt, jos
ne ovat yhteensopivia ekvivalenssirelaation kanssa. Määritellään seuraavaksi tämä
yhteensopivuus.

Määritelmä 4.3. Olkoon ∗ laskutoimitus ja ∼ ekvivalenssirelaatio joukossa J . Ne
ovat yhteensopivat, jos a ∗ b ∼ a′ ∗ b′ aina, kun a ∼ a′ ja b ∼ b′. Laskutoimitus ∗
määrää tekijälaskutoimituksen ∗ joukossa J/ ∼ säännöllä [a] ∗ [b] = [a ∗ b].

3Yleisenä visuaalisena mallina projektiivisen avaruuden homogeenisille koordinaateille käyte-
tään origon kautta kulkevia suoria. Jokainen suoran piste, origoa lukuunottamatta, kuuluu sa-
maan määrittelemämme ekvivalenssirelaation määräämään ekvivalenssiluokkaan, katso esimerkik-
si [8] ja [2].
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Nyt voimme osoittaa, että ekvivalenssirelaatiomme ja Cliffordin tulo ovat yhteenso-
pivia.

Lause 4.3. Ekvivalenssirelaatio ∼ joukossa Rn+1 \ {0} on yhteensopiva Cliffordin
tulon kanssa.

Todistus. Olkoot X,X ′, Y, Y ′ esitysavaruuden Rn+1 pisteitä. Olkoon edelleen X ∼
X ′ ja Y ∼ Y ′, jolloin on olemassa r,k ∈ R \ 0 niin, että X = rX ′ ja Y = kY ′.
Tällöin XY = rX ′kY ′ = rkX ′Y ′. Koska r, k ∈ R \ 0, niin XY ∼ X ′Y ′ ja Cliffor-
din tulo on yhteensopiva homogeenisen mallin määrittelevän ekvivalenssirelaation
kanssa.

Kuten edellä mainittiin, homogeeniset koordinaatit ovat skaalauksen suhteen inva-
riantteja. Erityisesti paravektorit A ja (α + β)A esittävät samaa pistettä. Tämän
avulla voidaan osoittaa, että translaatio on lineaarinen homogeenisessa mallissa:

TA(αX + βY ) = αX + βY + A

= αX + βY + (α + β)A

= αX + αA+ βY + βA (4.5)

= α(X + A) + β(Y + A)

= αTA(X) + βTA(Y ),

missä X, Y ja A ovat pisteitä homogeenisessa avaruudessa HRn+1.
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5. KONFORMINEN MALLI

Edellä kehitetyssä euklidisen avaruuden homogeenisessa mallissa vektoriavaruus pys-
tyttiin homogenisoimaan identifioimalla nollavektori yhden lisäulottuvuuden kanssa.
Samalla translaatio saatiin lineaarikuvaukseksi. Äärettömyydelle ei kuitenkaan vielä
saatu nolla-alkiota vastaavaa esitystä. Myös euklidisen avaruuden perusominaisuut-
ta, pisteiden välistä etäisyyttä, ei homogeenisessa mallissa pysty yksikäsitteisesti
määrittelemään, koska mallin paravektorit ovat skaalauksen suhteen invariantteja.
Konformisen mallin lähtökohtana on korjata homogeenisen mallin puutteita anta-
malla äärettömyydelle eksplisiittinen esitys ja sisällyttämällä avaruuden Rn pisteiden
välinen etäisyys korkeampiulotteisen avaruuden Rn+2 vektoreiden sisätuloon. Tähän
päästään valitsemalla lisäulottuvuuksien sisätulot sopivasti. Tässä luvussa muodos-
tamme konformisen mallin aluksi pisteiden välisestä etäisyydestä lähtien ja tämän
jälkeen osoitamme, että malli on ekvivalentti stereografisella projektiolla muodoste-
tun kontruktion kanssa. Pääasialliset lähteet ovat [4], [3] ja [5]

5.1 Etäisyys sisätulon avulla

Olkoon euklidisen avaruuden pisteillä P ja Q vektoriesitykset p ja q vektoriava-
ruudessa Rn. Vektoriavaruuden sisätulo indusoi pisteiden P ja Q välisen etäisyyden
seuraavan määritelmän mukaan:

d2(P ,Q) = d2(p, q) = |p− q|2 = (p− q) · (p− q).

Purkamalla auki viimeinen pistetulo saadaan

(p− q) · (p− q) = p · p+ q · q − 2p · q = |p|2 + |q|2 − 2p · q,

ja kahdesta edellisestä yhtälöstä edelleen tuttu kosinilause

d2(P ,Q) = d2(p, q) = |p|2 + |q|2 − 2p · q. (5.1)

Yhtälöstä (5.1) nähdään, että sisätulon avulla olisi mahdollista esittää euklidisten
pisteiden välinen etäisyys, jos esitysvektorit olisivat nollavektoreita, joille |p|2 =
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p2 = 0. Homogeenisessa mallissa ei tämän toteuttavia paravektoreita ole:

p2 = (e0 + p)(e0 + p) = e2
0 + p2. (5.2)

Vaikka on mahdollista valita e2
0 = 0, ei Rn:n vektoreista toteuta ehtoa p2 = 0 kuin

nollavektori 0. Homogeenisessa mallissa ei siis ole mahdollista sisällyttää euklidisten
pisteiden välistä etäisyyttä esitysavaruuden paravektoreiden sisätuloon. Mutta tämä
ominaisuus on mahdollista toteuttaa hieman toisenlaisessa esitysavaruudessa.

Konformisessa mallissa lähtökohtana on muodostaa avaruuden Rn vektoreille esityk-
set P jaQ, joille pätee yhtälön (5.1) mukaan P ·Q = −1

2
d2(p, q) = −1

2
d2(P ,Q). Tätä

varten avaruus Rn esitetään aliavaruutena (n+2)-ulotteisessa avaruudessa. Laajen-
netaanpa homogeenista mallia yhdellä lisäulottuvuudella e∞, jonka identifioimme
äärettömyyden kanssa. Esitysvektori on siis muotoa P = e0+p+αe∞, jossa tunnis-
tamme alkuosassa homogeenisen esityksen. Edellä todettiin, että esitysvektorin on
oltava nollavektori, jos sisätulon halutaan palauttavan esitettävien pisteiden välinen
euklidinen etäisyys. Nollavektorivaatimus on tietysti tällöin ilmeistä, koska pisteen
etäisyys itseensä on nolla. Nollavektorivaatimuksen avulla voidaan ratkaista esitys-
vektorissa oleva kerroin α. Lasketaan esitysvektorin sisätulo itsensä kanssa:

P · P = (e0 + p+ αe∞) · (e0 + p+ αe∞)

= e0 · (e0 + p+ αe∞) + p · (e0 + p+ αe∞) + αe∞ · (e0 + p+ αe∞). (5.3)

Koska e0 ja e∞ esittävät pisteitä origossa ja äärettömyydessä, on niiden oltava nol-
lavektoreita, eli saadaan laskusäännöt e2

0 = 0 ja e2
∞ = 0. Cliffordin algebra mallissa

on siis Cln,0,2. Olkoon lisäulottuvuudet myös ortogonaalisia avaruuden Rn kanssa,
jolloin e0 · p = 0 ja e∞ · p = 0. Yhtälö (5.3) supistuu näillä säännöillä muotoon

P · P = 2αe0 · e∞ + p2.

Vaatimuksesta P · P = 0 saadaan nyt ratkaistua α = − p2

2e0·e∞ . Vektorit e0 ja e∞

eivät ole tarkastelemassamme avaruudessa Rn, joten sisätulolle e0 ·e∞ voidaan valita
arvo vapaasti. Asettamalla e0 · e∞ = −1 konformisen avaruuden Rn+2 vektorille P
saadaan esitys

P = e0 + p+
1

2
p2e∞. (5.4)

Vektoreiden e0 ja e∞ sisätulon avulla voimme vielä osoittaa, että ne ovat lineaarisesti
riippumattomia ratkaisemalla yhtälön

λ1e0 + λ2e∞ = 0.
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Ottamalla puolittain sisätulo vektorin e0 kanssa saamme

λ2e∞ · e0 = 0.

Koska e0 · e∞ = −1, on oltava λ2 = 0. Sijoittamalla tämä alkuperäiseen yhtälöön
saadaan, että myös λ1 = 0.

Konformisen avaruuden nollavektorin esitysmuodon avulla voimme vihdoin laskea
kahden eri vektorin sisätulon:

P ·Q = (e0 + p+
1

2
p2e∞) · (e0 + q +

1

2
q2e∞)

= e0 · (e0 + q +
1

2
q2e∞) + p · (e0 + q +

1

2
q2e∞) + p2e∞ · (e0 + q +

1

2
q2e∞)

= (0 + 0− 1

2
q2) + (0 + p · q + 0) + (−1

2
p2 + 0 + 0)

= −1

2
d2(p, q) = −1

2
d2(P ,Q). (5.5)

Konformisen mallin esitysvektoreiden sisätulo palauttaa siis pisteiden P ja Q väli-
sen etäisyyden, juuri kuten halusimme ! Vektori e0 todella esittää konformisessakin
mallissa Rn:n origoa, mikä nähdään helposti asettamalla p = 0 esityksessä (5.4).

5.2 Stereografinen projektio

Stereografisella projektiolla voidaan kuvata n-ulotteinen avaruus (n + 1)-ulotteisen
hyperpallon pinnalle. Topologiselta kannalta kyseessä on avaruuden yhden pisteen
kompaktisointi. Tässä työssä stereografisella projektiolla muodostetaan siis unioni
Rn ∪ {∞}.

Kuva 5.1

Kuvassa 5.1 on esitetty stereografisen projektion idea. Avaruus Rn on aliavaruutena
avaruudessa Rn+1, jonka lisäulottuvuutta olemme merkinneet yksikkövektorilla e.
Olkoon lisäulottuvuudelle voimassa e2 = 1. Avaruuden Rn+1 yksikköpallon Sn kes-
kipiste on aliavaruuden Rn origossa. Piste e on yhdistetty avaruuden Rn pisteeseen
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x projektiosuoralla. Tämän projektiosuoran kautta jokainen avaruuden Rn äärel-
linen piste voidaan kuvata bijektiivisesti yksikköpallon pinnalle. Kuvatessa ääret-
tömyyttä lähestyviä pisteitä projektiosuora lähestyy pallon ’pohjoisnavalla’ olevaa
tangenttitasoa. Kun projektiosuora on tangenttitasolla ei se enää leikkaa avaruutta
Rn missään äärellisessä pisteessä. Tästä syystä identifioimme pallon ’pohjoisnavan’,
eli lisäulottuvuuden e, äärettömyyden kanssa.

Muodostetaan avaruuden Rn projektio yksikköhyperpallolle nyt täsmällisesti. Ku-
van 5.1 mukaisesti tarkastelemme hyperpallon pisteitä x′ ja niitä vastaavia kuvia
x avaruudessa Rn. Valitaan avaruudesta Rn yksikkövektori ŵ, joka on avaruudessa
Rn+1 olevan vektorin x′ kohtisuoran projektion suuntainen. Tällöin aliavaruuden Rn

vektorit yksikkövektorin ŵ määräämässä suunnassa ovat muotoa x = |x|ŵ. Vektori
x′ muodostaa kulman α aliavaruuden Rn kanssa. Vektorit ŵ ja e määrittävät yhdes-
sä tason. Tätä tasoa kohtisuorasta suunnasta katsottaessa tarkastelumme typistyy
avaruudessa Rn+1 olevalle yksikköympyrälle. Kuvassa 5.2 on esitetty uusi tilanne.

Kuva 5.2

Vektorien ŵ ja e määräämässä tasossa olevat hyperpallon vektorit x′ esitetään
muodossa

x′ = cosαŵ + sinαe. (5.6)

Tarvitsemme myös tiedon vektorin x′ kuvasta aliavaruudessa Rn, kun kulma αmuut-
tuu. Kuvan 5.2 mukaan vektori x voidaan lausua suoran vektoriyhtälön avulla muo-
dossa

x = e+ t(x′ − e), jollain t ∈ R. (5.7)

Muuttuja t voidaan ratkaista vaatimuksesta e · x = 0:

e · (e+ t(x′ − e)) = e · (e+ tcosαŵ + tsinαe− te) = 1− t+ tsinα = 0.
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Koska e2 = 1, saamme ratkaisuksi t = 1
1−sinα . Nyt meillä on yhtälöpari hyperpallon

vektorille x′ ja stereografisessa projektiossa sitä vastaavalle aliavaruuden Rn vekto-
rille x:

x′ = cosαŵ + sinαe (5.8)

x = e+
1

1− sinα
(x′ − e). (5.9)

Stereografinen projektio on bijektiivinen kuvaus, joten voimme esittää hyperpallon
vektorin x′ suoraan sitä vastaavan, avaruuden Rn vektorin x avulla, ilman nyt mu-
kana olevaa kulmamuuttujaa α. Tätä varten ratkaistaan yhtälöparista aluksi vektori
x sijoittamalla yhtälö (5.8) yhtälöön (5.9):

x = e+
1

1− sinα
(cosαŵ + sinαe− e)

= e

(
1− 1

1− sinα
+

sinα
1− sinα

)
+

cosα
1− sinα

ŵ

= e

(
1− sinα− 1 + sinα

1− sinα

)
+

cosα
1− sinα

ŵ

=
cosα

1− sinα
ŵ. (5.10)

Korottamalla yhtälö (5.10) puolittain neliöön ja käyttämällä trigonometrista iden-
titeettiä cos2α = 1− sin2α, päästään muotoon

x2 =
1− sin2α

1− 2sinα + sin2α
. (5.11)

Tästä saamme toisen asteen yhtälön

(x2 + 1)sin2α− 2x2sinα + (x2 − 1) = 0, (5.12)

jonka ratkaisut ovat

sinα =
2x2 ±

√
4x4 − 4(x4 − 1)

2(x2 + 1)
=

2x2 ± 2

2(x2 + 1)
. (5.13)

Valinta sinα = 2x2+2
2(x2+1)

tuottaa degeneroituneen tapauksen sinα = 1. Valitaan siis

sinα =
2x2 − 2

2(x2 + 1)
=

x2 − 1

x2 + 1
. (5.14)

Sijoittamalla ratkaistu sinα yhtälöön (5.10) ja käyttämällä lauseketta x = |x|ŵ
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saadaan yhtälö
|x| = cosα

1− x2−1
x2+1

=
cosα

x2+1−x2+1
x2+1

, (5.15)

mistä ratkeaa
cosα =

2|x|
x2 + 1

. (5.16)

Hyperpallon pisteille saadaan vektoriesitys

x′ =
2|x|

x2 + 1
ŵ +

x2 − 1

x2 + 1
e =

2

x2 + 1
x+

x2 − 1

x2 + 1
e. (5.17)

Nyt olemme siis kuvanneet avaruuden Rn hyperpallolle Sn, jonka vektoreita x ∈ Rn

vastaavat pisteet esitetään lausekkeen (5.17) mukaisina vektoreina.

Tehdään mallista vielä homogeeninen edellisen luvun tapaan lisäämällä vektori e
ja määrittelemällä ekvivalenssirelaatio vektorien välille. Tälle vektorille on voimassa
e2 = −1, e · e = 0 ja e · x = 0, kun x ∈ Rn. Merkitään lisäksi tästä lähtien konfor-
misen mallin vektoreita isoilla kirjaimilla, jolloin esitysvektorimme ovat muotoa

X =
2

x2 + 1
x+

x2 − 1

x2 + 1
e+ e. (5.18)

Homogeenisuuden ansiosta voimme yksinkertaistaa esitystä kertomalla sen vakiolla
x2 + 1, joka ei koskaan ole nolla:

X = 2x+ (x2 − 1)e+ (x2 + 1)e = 2x+ x2(e+ e) + (e− e). (5.19)

Otetaan käyttöön vielä uudet kantavektorit e0 = e − e ja e∞ = e + e, jolloin
lopulliseksi konformisen mallin esitysvektoriksi saadaan

X = 2x+ x2e∞ + e0. (5.20)

Kertomalla (5.19) vakiolla 1
2
saadaan muoto

X = x+ x2 (e+ e)

2
+

(e− e)

2
. (5.21)

Stereografisella projektiolla muodostettu malli on siis yksinkertaisen kannanvaihdon,

e∞ = (e+ e) ja e0 =
(e− e)

2
, (5.22)

avulla ekvivalentti kappaleessa 5.1 muodostetun mallin kanssa1. Tässä työssä on
1Konforminen malli ei ole vielä täysin vakiintunut ja eri kirjoittajat käyttävätkin erilaisia esi-

tyksiä. Lähteessä [21] vertaillaan eri kirjoittajien käyttämiä malleja.
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tarkoituksena kuitenkin tarkastella Möbius-kuvauksia lähdettä [3] mukaillen, joten
käytämme mallia (5.20).

Suoraviivaisesti voidaan todentaa seuraavat laskusäännöt:

x · e0 = x · (e− e) = 0, (5.23a)

x · e∞ = x · (e+ e) = 0, (5.23b)

e2
0 = (e− e)(e− e) = e2 + e2 = 0, (5.23c)

e2
∞ = (e+ e)(e+ e) = e2 + e2 = 0, (5.23d)

e0 · e∞ = (e− e) · (e+ e) = −1− 1 = −2. (5.23e)

Vektoreiden e∞ ja e0 neliöimissääntöjen mukaan Cliffordin algebra mallissa on
Cln,0,2. Homogeenisuuden takia konformisen mallin vektorit λX, missä λ ∈ R \ 0,
vastaavat samaa perusavaruuden pistettä, toisin sanoen kuuluvat samaan ekviva-
lenssiluokkaan. Koska laskusääntöjen (5.23) avulla laskettuna X ·e∞ = −2, voidaan
mielivaltainen esitysvektori λX normalisoida kertomalla tekijällä −2

X·e∞ . Laskusään-
töjen avulla voidaan osoittaa, että konformisen mallin esitysvektorit ovat nollavek-
toreita:

X2 = |X|2 = (2x+ x2e∞ + e0)(2x+ x2e∞ + e0) = 4x2 − 2x2 − 2x2 = 0. (5.24)

Konformisessa mallissa avaruuden Rn vektorit esitetään siis (n+2)-ulotteisen esitysa-
varuuden nollavektoreina. Asettamalla x = 0 nähdään, että e0 esittää Rn:n nollavek-
toria. Ulottuvuudelle e∞ saadaan tulkinta tutkimalla esitysvektoria X(x2) = 1

x2X,
joka on perusavaruuden vektorin x pituuden funktio:

X(x2) =
1

x2
X =

2

x2
x+ e∞ +

1

x2
e0. (5.25)

Jos nyt annamme perusavaruudessa vektorin x lähestyä äärettömyyttä eli annamme
sen pituuden kasvaa rajatta, x2 → ∞, näemme, että X(x2) → e∞. Tulkitsemme
siis vektorin e∞ esittävän ääretöntä.

Helposti laskemalla voidaan osoittaa, että stereografisella projektiollakin muodoste-
tussa mallissa esitysvektoreiden sisätulo palauttaa perusavaruuden vektoreiden vä-
lisen etäisyyden:

X · Y = (2x+ x2e∞ + e0) · (2y + y2e∞ + e0)

= 4x · y − 2x2 − 2y2 (5.26)

= −2d2(x,y).
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5.3 Geometrisia konstruktioita konformisessa mallissa

Tarkastellaan seuraavaksi lyhyesti muutamia geometrisia konstruktioita mallissam-
me. Tätä varten tarvitsemme duaaliesityksen käsitettä. Protoyypin käsitteen esitte-
lyyn tarjoaa taso ja sen esittäminen. Taso voidaan esittää suoraan yhtälön avulla,
jonka ratkaisuna saadaan kaikki tasolle kuuluvat avaruuden pisteet. Tällä tavalla
taso esitetään suoraan avaruuden pistejoukkona. Toisaalta taso voidaan esittää du-
aalisesti sen normaalivektorin n ja yhtälön n·x = 0 avulla, jonka ratkaisuna saadaan
kaikki normaalia kohtisuorassa olevat vektorit x. Taso siis esitetään ”epäsuorasti”
sen duaalivektorin avulla.

Tätä myötäillen tutkimme mitä perusavaruutemme geometrista konstruktiota kon-
formisen mallin vektori V esittää. Tähän tarkoitukseen käytämme esitysavaruudes-
samme olevaa sisätuloa (5.26) tutkimalla yhtälöä X · V = 0, missä X on muotoa
2x+x2e∞+e0 oleva nollavektori. Sisätulohan palautti konformisen mallin vektorei-
den avaruudessa Rn sijaitsevien vasteiden välisen euklidisen etäisyyden. Formaalisti
esitelty yhtälö kiteyttää idean, että geometriseen konstruktioon kuuluvat ne vek-
torit, jotka ovat etäisyydellä 0 kyseistä konstruktiota duaalisesti esittävästä vekto-
rista. Yhtälön ratkaisuna olemme kiinnostuneita selvittämään mitä perusavaruuden
joukkoa vektori V vastaa.

Aiemmasta tiedämme jo, että nollavektori 2v + v2e∞ + e0 esittää euklidisen ava-
ruuden vektoria v. Tämä voidaan selvittää edellä esitellyllä tavalla. Tutkimme siis
yhtälöä X · V = −2d2(x,v) = 0, joka toteutuu vain, jos x = v eli V vastaa perusa-
varuuden pistettä.

Tarkastellaan seuraavaksi vektoria π = n+δe∞, missä δ on vakio. Jälleen tutkimme
yhtälön X · π = 0 ratkaisua (muista laskusäännöt (5.23)):

X · π = (2x+x2e∞+ e0) · (n+ δe∞) = 2x ·n− 2δ = 0 ⇐⇒ x ·n− δ = 0. (5.27)

Yhtälön (5.27) viimeisestä muodosta x · n = δ voidaan tunnistaa perusavaruuden
origosta (eli nollavektorista 0) etäisyydellä |δ||n| olevan tason yhtälö, missä n on tason
normaalivektori. Vektori π siis esittää duaalisesti perusavaruuden tasoa.

Vektori σ = Y − ρ2e∞, missä Y = 2y + y2e∞ + e0 ja ρ on vakio, esittää duaalisesti
perusavaruuden palloa:

X ·σ = X ·(Y −ρ2e∞) = X ·Y −ρ2X ·e∞ = −2d2(x,y)+2ρ2 = 0 ⇐⇒ |x−y|2 = ρ2.

(5.28)
Saimme siis yhtälön ρ-säteiselle pallolle, jonka keskipiste on y.
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5.4 Esimerkkilaskuja konformisessa mallissa

Laittaaksemme konformisen mallin konkreettisemmalle pohjalle, tarkastelemme täs-
sä luvussa joitakin esimerkkilaskuja mallissa. Olkoon meillä aluksi euklidisen ava-
ruuden R3 vektori

x = e1 + 2e2 − 5e3.

Tämän vektorin pituuden neliö on |x|2 = x2 = 12 + 22 + (−5)2 = 30. Laittamalla x

ja x2 yhtälöön (5.20), saadaan vektorin x konformiseksi esitykseksi

X = 2(e1 + 2e2 − 5e3) + 30e∞ + e0 = 2e1 + 4e2 − 10e3 + 30e∞ + e0.

Vektorin x etäisyyden neliö avaruuden R3 nollavektorista on d2(x,0) = |x− 0|2 =
x2 = 30. Konformisen mallin perusyhtälöllä (5.26) pitäisi voida laskea perusavaruu-
den vektoreiden välisiä etäisyyksiä: d2(x,0) = −1

2
X · e0. Tarkistetaan tämä laske-

malla:

−1

2
X · e0 = −

1

2
(2e1 + 4e2 − 10e3 + 30e∞ + e0) · e0.

= −1

2
(30 · (−2)) = 30 = d2(x,0).

Tutkitaan seuraavaksi avaruuden R4 vektoreita

x = e1 + 2e2 − 5e3 − e4

ja
y = −2e1 + 3e2 + 7e3 − 3e4.

Näiden vektoreiden pituuksien neliöt ovat x2 = 31 ja y2 = 71, jolloin esitysvekto-
reiksi saadaan

X = 2e1 + 4e2 − 10e3 − 2e4 + 31e∞ + e0

ja
Y = −4e1 + 6e2 + 14e3 − 6e4 + 71e∞ + e0.

Lasketaan vektoreiden x ja y etäisyyden neliö yhtälöllä (5.26):

d2(x,y) = −1

2
X · Y

= −2x · y + x2 + y2

= −2(−2 + 6− 35 + 3) + 31 + 71) = 158.
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Tarkistetaan tulos laskemalla |x− y|2 avaruudessa R4:

|x− y|2 = |(e1 + 2e2 − 5e3 − e4)− (−2e1 + 3e2 + 7e3 − 3e4)|2

= |3e1 − e2 − 12e3 + 2e4|2

= 9 + 1 + 144 + 4 = 158.

Konformisen mallin esitysvektorista saadaan palautettua perusavaruuden vektori
normalisoinnilla eli kertomalla tekijällä −2

X·e∞ . Oletetaan, että olemme päätyneet
konformisen mallin vektoriin

W = 16e1 + 7e2 − e3 +
153

4
e∞ + 8e0.

Tällöin
W · e∞ = 8e0 · e∞ = −16,

joten

−2
W · e∞

W =
1

8
(16e1 + 7e2 − e3 +

153

4
e∞ + 8e0)

= 2e1 +
7

8
e2 −

1

8
e3 +

153

32
e∞ + e0.

Konformisen mallin vektori W siis vastaa perusavaruuden R3 vektoria

w = 2e1 +
7

8
e2 −

1

8
e3.
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6. MÖBIUS-KUVAUKSET

Möbius-kuvaukset ovat erityisesti kompleksianalyysistä tuttuja konformisia kuvauk-
sia. Tässä kappaleessa kokoamme yhteen edellä rakennetun matemaattisen koneis-
ton ja euklidisen avaruuden mallin tutkimalla niiden avulla avaruuden Rn Möbius-
kuvauksia. Tässä luvussa emme enää niin eksplisiittisesti mainitse kaikkia laskuissa
käytettyjä tekniikoita, ne on edellä esitelty erityisesti kappaleissa 2 ja 3. Myös lu-
vun 5 konformisen mallin lisäulottuvuuksia esittäviä vektoreita koskevat laskusään-
nöt kannattaa muistaa. Pääasiallisina lähteinä toimivat [4], [3] ja [5].

6.1 Translaatio

Euklidisen avaruuden geometriasta on tunnettua, että translaatio siirtymän 2k,
k ∈ R+, verran vektorin a määräämään suuntaan voidaan esittää peilauksena kah-
den yhdensuuntaisen tason suhteen, joiden välinen etäisyys on k ja joilla on vektorin
a suuntaiset normaalit. Tämä on jälleen Cartanin ja Dieudonnen teoreeman erikois-
tapaus. Translaation orientaatio on aina sama kuin tasojen normaaleille; translaatio
on siis suuntaan a tai −a. Konformisessa mallissa translaatio suoritetaan peilaa-
malla kahden hypertason suhteen, jotka esitetään duaalisesti vektoreina π1 ja π2

kappaleen 5.3 mukaan. Kuva 6.1 selventää translaation ideaa.

Kuva 6.1

Olkoon siis π1 = n + δ1e∞ ja π2 = n + δ2e∞ kaksi duaalisesti esitettyä peilaa-
vaa tasoa etäisyyksillä δ1 ja δ2 origosta. Tasot ovat yhdensuuntaiset, joten niillä on
sama yksikkönormaali n. Kuten kappaleessa 3.1 osoitettiin, peilaus geometrisessa
algebrassa tehdään kertomalla peilattava vektori molemmilta puolilta tason mää-
räävään vektorin kanssa. Koska translaatio muodostetaan kahden peilauksen avulla,
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lasketaan tasoja esittävien vektoriemme tulo:

(n+ δ2e∞)(n+ δ1e∞) = 1 + δ1ne∞ + δ2e∞n = 1 + δ2e∞n− δ1e∞n

= 1 + (δ2 − δ1)e∞n = 1 +
e∞a

2
. (6.1)

Viimeisessä vaiheessa määrittelimme vektorin a = 2(δ2 − δ1)n. Tämä siitä syystä,
että oletamme peilauksemme suorittavan translaation. Kuten kappaleen alussa to-
dettiin, peilaus kahden yhdensuuntaisen tason suhteen muodostaa translaation kaksi
kertaa tasojen välisen etäisyyden verran tasojen normaalien määräämässä suunnas-
sa. Tämä idea on sisällytetty vektoriin a.

Merkitään Ta = 1 + e∞a
2

. Koska e∞ · a = 0, voitaisiin yhtä hyvin merkitä Ta =

1+ e∞∧a
2

. Pysymme kuitenkin edellisessä muodossa. Nyt voimme tutkia kuinka pei-
lauksemme vaikuttaa muutamiin vektoreihin. Tutkitaan aluksi origon käyttäytymis-
tä:

Tae0T
∗
a = (1 +

e∞a

2
)e0(1−

e∞a

2
) = (e0 +

e∞ae0

2
)(1− e∞a

2
)

= e0 −
e0e∞a

2
+

e∞ae0

2
− e∞ae0e∞a

4

= e0 −
1

2
(e0e∞ + e∞e0)a−

e∞e0e∞
4

a2 (6.2)

= e0 + 2a− a2e∞
4

(2e0 · e∞ − e∞e0)

= e0 + 2a− (−4)a2e∞
4

= e0 + 2a+ a2e∞. (6.3)

Tämä on perusavaruuden pisteen a esitys konformisessa mallissa, joten Ta todella
siirsi origoa vektorin a verran. Äärettömyyden sen sijaan pitäisi säilyä invarianttina
translaatiossa, joten tarkastellaan tätä seuraavaksi:

Tae∞T
∗
a = (1 +

e∞a

2
)e∞(1−

e∞a

2
)

= e∞ −
e∞ae∞

2
= e∞ +

e∞e∞a

2
= e∞. (6.4)

Myös äärettömyydeltä haluttu ominaisuus toteutuu peilauksessa Ta. Vektorille
x ∈ Rn saadaan

TaxT
∗
a = (1 +

e∞a

2
)x(1− e∞a

2
) = (x+

e∞ax

2
)(1− e∞a

2
)

= x− xe∞a

2
+

e∞ax

2
− e∞axe∞a

4
(6.5)

= x+
e∞
2
(xa+ ax) = x+ (x · a)e∞.

Yhdistämällä edelliset voidaan laskea kuvauksen Ta vaikutus yleiseen konformisen
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mallin vektoriin:

Ta(e0 + 2x+ x2e∞)T
∗
a = e0 + 2a+ a2e∞ + 2(x+ (x · a)e∞) + x2e∞

= e0 + 2(x+ a) + (x2 + 2(x · a) + a2)e∞ (6.6)

= e0 + 2(x+ a) + (x+ a)2e∞.

Tämä on perusavaruuden pisteen x + a esitys konformisessa mallissa. Kuvaus Ta
siis todella on konformisen mallin translaatio !

Konformisen mallin translaatiokuvaus Ta esitetään samaan tapaan roottorina kuin
luvussa 3 teimme rotaatioille. Translaatio voidaan täten osoittaa olevan isometri-
nen ja ortogonaalinen lineaarikuvaus Lauseen 3.2 tapaan, kun huomioidaan yhtä-
löä (3.14) vastaava tulos:

TaT
∗
a = T ∗aTa = (1 +

e∞a

2
)(1− e∞a

2
)

= 1− e∞a

2
+

e∞a

2
+

e∞ae∞a

4
(6.7)

= 1 +
e2
∞a

2

4
= 1.

Identiteetin T ∗a = (1− e∞a
2

) = (1+ e∞(−a)
2

) = T−a myötä translaation käänteiskuvaus
vastaa translaatiota vastakkaiseen suuntaan, kuten pitääkin.

Translaatiolle saadaan myös eksponenttiesitys luvun 3 rotaation tapaan. Tämä seu-
raa siitä, että e2

∞ = 0. Tällöin (e∞a
2

)2 = e2∞a2

4
= 0 ja

Ta = 1 +
e∞a

2
= 1 +

e∞a

2
+

1

2!
(
e∞a

2
)2 + ... = ee∞a/2. (6.8)

6.2 Rotaatio

Translaation tapaan rotaatio euklidisessa geometriassa esitetään peilauksena hyper-
tasojen suhteen. Rotaation tapauksessa tasot eivät kuitenkaan ole yhdensuuntaisia
kuvan 6.2 mukaan.

Kuva 6.2
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Tarkastellaan kahta origon kautta kulkevaa tasoa. Tässä tapauksessa perusavaruu-
den tason duaaliesityksessä π = n+δe∞ etäisyys origosta δ on nolla. Tasot siis esite-
tään duaalisesti niiden euklidisten yksikkönormaalien avulla eli π1 = n1 ja π2 = n2.
Tason esitysten tulo on

π2π1 = n2n1. (6.9)

Mutta tämä vastaa täysin rotaation suorittavaa roottoria R, joiden teoria käsiteltiin
jo luvussa 3. Rotaatiot siis esitetään konformisessa mallissa aivan samalla tavalla
kuin perusavaruudessa. Tämä voidaan osoittaa laskemalla roottorin vaikutus kon-
formisen mallin vektoriin. Merkitään n2n1 = R ja muistetaan, että perusavaruuden
vektorit n1 ja n2 antikommutoivat vektoreiden e0 ja e∞ kanssa. Tällöin

R(e0 + 2x+ x2e∞)R
∗ = Re0R

∗ + 2RxR∗ + x2Re∞R
∗

= e0 + 2RxR∗ + x2e∞ (6.10)

= e0 + 2RxR∗ + (RxR∗)2e∞

ja tämä on perusavaruuden pisteen RxR∗ konforminen esitys. Viimeisessä vaiheessa
käytimme hyväksi rotaation isometrisyyttä.

Tutkimamme rotaatio oli origon ympäri. Edellä tutustuimme kuitenkin translaa-
tioon, joten rotaatio mielivaltaisen pisteen a ympäri voidaan tehdä siirtämällä piste
a ensin origoon, suorittamalla rotaatio ja siirtymällä sitten takaisin alkuperäiseen
pisteeseen translaation avulla.

6.3 Inversio

Inversiolla x−1 = x
x2 tarkoitetaan peilausta pallon suhteen kuten on esitetty kuvas-

sa 6.3.

Kuva 6.3
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Tarkastellaan inversiota origossa yksikköpallon σ suhteen. Konformisessa mallissa
tämä pallo voidaan esittää yhtälön (5.28) mukaan muodossa σ = e0−e∞. Tutkitaan
peilauksia konformisen mallin eri vektoreille:

−σxσ = −(e0 − e∞)x(e0 − e∞) = (e0 − e∞)
2x = 4x, (6.11)

−σe∞σ = −(e0 − e∞)e∞(e0 − e∞) = e0e∞e0 = 4e0, (6.12)

−σe0σ = −(e0 − e∞)e0(e0 − e∞) = e∞e0e∞ = 4e∞. (6.13)

Vektoreille e0 ja e∞ kuvaus toimii skaalausta lukuunottamtta oikein eli vaihtaa ori-
gon ja äärettömän keskenään. Skaalauksesta päästään eroon, kun muistetaan yhtä-
lön (5.19) jälkeiset esitykset e0 = e−e ja e∞ = e+e. Tällöin σ = e−e−e−e = −2e.
Jos nyt tarkastelemmekin kuvauksia −σ

2
aσ

2
= −eae, saadaan yhtälöistä (6.11)-

(6.13)
−exe = x, −ee∞e = e0 ja − ee0e = e∞. (6.14)

Konformisen mallin vektorin X kuvaus saadaan nyt edelliset yhdistämällä:

−eXe = 2x+ x2e0 + e∞ = x2(2x−1 + e0 + (x−1)2e∞). (6.15)

Tunnistamme invertoidun vektorin x−1 konformisen esityksen, joka siis saadaan ai-
kaan vektorin x esityksestä peilaamalla vektorin e suhteen. Konformisen mallin
homogeenisuuden takia kerroin x2 voidaan unohtaa.

Inversio mielivaltaisen pisteen a ympäri voidaan jälleen tehdä siirtämällä piste a

ensin origoon, suorittamalla inversio origon suhteen ja siirtymällä sitten takaisin
alkuperäiseen pisteeseen translaation avulla.

6.4 Dilataatio

Geometrisesti dilataatio eli skaalaus origon suhteen voidaan tehdä peilauksena kah-
den erisäteisen ja samankeskisen pallon suhteen, eli siis kahtena inversiona. Kuva 6.4
esittelee dilataation idean.
Olkoon siis meillä kaksi duaalista palloa e0 − ρ21e∞ ja e0 − ρ22e∞. Tutusti peilaus
geometrisessa algebrassa tehdään peilaavien vektorien tulon avulla, joten lasketaan
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Kuva 6.4

tulo (e0 − ρ22e∞)(e0 − ρ21e∞):

(e0 − ρ22e∞)(e0 − ρ21e∞)
=− ρ21e0e∞ − ρ22e∞e0

=− ρ21(−2 + e0 ∧ e∞)− ρ22(−2− e0 ∧ e∞) (6.16)

=2ρ21 − ρ21e0 ∧ e∞ + 2ρ22 + ρ22e0 ∧ e∞

=2(ρ21 + ρ22)− (ρ21 − ρ22)e0 ∧ e∞.

Tulo saadaan tutumpaan roottorimuotoon, kun skaalaamme sen ensin vakiolla 1
4ρ1ρ2

:

1

4ρ1ρ2
(2(ρ21+ ρ

2
2)− (ρ21− ρ22)e0 ∧e∞) =

1

2
(
ρ1
ρ2

+
ρ2
ρ1

)− 1

2
· 1
2
(
ρ1
ρ2
− ρ2
ρ1

)e0 ∧e∞. (6.17)

Jos vielä määrittelemme e(γ/2) = ρ2
ρ1
, saadaan edellisestä

1

2
(e(−γ/2) + e(γ/2))− 1

2
· 1
2
(e(−γ/2) − e(γ/2))e0 ∧ e∞ = cosh(

γ

2
) + sinh(

γ

2
)N, (6.18)

missä määrittelimme bivektorin N = 1
2
e0 ∧ e∞. Tälle roottorille saadaan myös eks-

ponenttiesitys, johon pääsemme luvun 3 tapaan, kunhan laskemme bivektorin N ne-
liön. Laskussa voimme käyttää hyödyksi yhtälön (2.17) välivaihetta (a∧b)(a∧b) =
−a2b2 + (a · b)2:

N2 =
1

4
(e0 ∧ e∞)

2 =
1

4
(−e2

0e
2
∞ + (e0 · e∞)2) =

1

4
· 4 = 1. (6.19)

Tämän ja hyperbolisten funktioiden sarjakehitelmien avulla päästään viimein root-
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torin eksponenttiesitykseen:

cosh(
γ

2
) + sinh(

γ

2
)N

=1 +
(γ
2
)2

2!
+

(γ
2
)4

4!
+ ...(

γ

2
+

(γ
2
)3

3!
+

(γ
2
)5

5!
+ ...)N

=1 +
γN

2
+

(γ
2
)2

2!
+

(γ
2
)3N

3!
+

(γ
2
)4

4!
+

(γ
2
)5N

5!
+ ... (6.20)

=1 +
γN

2
+

(γN
2
)2

2!
+

(γN
2
)3

3!
+

(γN
2
)4

4!
+

(γN
2
)5

5!
+ ...

=e
γN
2 .

Ennen kuin siirrymme tutkimaan, mitä roottori S = cosh(γ
2
)+ sinh(γ

2
)N tekee kon-

formisen mallin esitysvektorin eri komponenteille, lasketaan näiden komponenttien
ja bivektorin N väliset kommutaatiorelaatiot:

Ne0 = (
1

2
e0 ∧ e∞)e0 =

1

4
(e0e∞ − e∞e0)e0

=
1

4
e0e∞e0 =

1

4
e0(2e∞ · e0 − e0e∞) (6.21)

= −e0,

e0N = e0
1

4
(e0e∞ − e∞e0) = −

1

4
e0e∞e0 = e0, (6.22)

Ne∞ =
1

4
(e0e∞−e∞e0)e∞ = −1

4
e∞e0e∞ = −1

4
(2e∞ ·e0−e0e∞)e∞ = e∞, (6.23)

e∞N = e∞(
1

4
(e0e∞ − e∞e0)) =

1

4
e∞e0e∞ = −e∞, (6.24)

xN =
1

4
(xe0e∞ − xe∞e0) =

1

4
(e0e∞x− e∞e0x) = Nx. (6.25)

Viimeisessä yhtälössä käytimme apuna tietoa, että x antikommutoi vektorien e0 ja
e∞ kanssa.

Nyt tarkastelemme vihdoin kuvauksen SaS∗ vaikutusta konformisen mallin eri vek-
toreihin. Laskuissa käytämme hyödyksi edellisiä kommutaatiorelaatioita ja roottorin
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esitystä S = cosh(γ
2
) + sinh(γ

2
)N .

Se0S
∗ = (cosh(

γ

2
) + sinh(

γ

2
)N)e0(cosh(

γ

2
)− sinh(

γ

2
)N)

= (cosh(
γ

2
) + sinh(

γ

2
)N)e0(cosh(

γ

2
)− sinh(

γ

2
))

= (cosh(
γ

2
)− sinh(

γ

2
))(cosh(

γ

2
)− sinh(

γ

2
))e0 (6.26)

= (cosh2(
γ

2
) + sinh2(

γ

2
)− 2cosh(

γ

2
)sinh(

γ

2
))e0

= (cosh(γ)− sinh(γ))e0 = e−γe0.

Se∞S
∗ = (cosh(

γ

2
) + sinh(

γ

2
)N)e∞(cosh(

γ

2
)− sinh(

γ

2
)N)

= (cosh(
γ

2
) + sinh(

γ

2
)N)e∞(cosh(

γ

2
) + sinh(

γ

2
))

= (cosh(
γ

2
) + sinh(

γ

2
))(cosh(

γ

2
) + sinh(

γ

2
))e∞ (6.27)

= (cosh(
γ

2
) + sinh(

γ

2
))2e∞ = eγe∞ (6.28)

SxS∗ = (cosh(
γ

2
) + sinh(

γ

2
)N)x(cosh(

γ

2
)− sinh(

γ

2
)N)

= (cosh(
γ

2
) + sinh(

γ

2
)N)(cosh(

γ

2
)sinh(

γ

2
))x

= (cosh2(
γ

2
)− sinh2(

γ

2
))x (6.29)

= (
1

2
cosh(γ) +

1

2
− 1

2
cosh(γ) +

1

2
)x = x.

Yhdistämällä taas edellä lasketut komponenttien kuvaukset saadaan konformisen
mallin vektorin X kuvaus:

SXS∗ = e−γe0 + 2x+ eγe∞x
2e∞ = e−γ(e0 + 2eγx+ (eγx)2e∞). (6.30)

Suluissa on vektorin eγx konforminen esitys. Roottori S siis vastaa dilataatiota
konformisessa mallissa. Homogeenisuuden takia vakiokerroin voidaan unohtaa. Tut-
kimamme dilataatio oli origon suhteen. Dilataatio mielivaltaisen pisteen suhteen
tehdään jälleen translaation ja dilataation kompositiona.

Dilataatiomme vastasi skaalausta kertoimella eγ. Jos haluamme tehdä mielivaltaisen
skaalauksen x 7→ αx, niin tällöin eγ = α eli γ = lnα. Tästä pääsemme tutkimaan
miten peilaavien pallojen säteet tulisi valita, jos skaalauskerroin olisi α. Määritelmän
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e(γ/2) = ρ2
ρ1

avulla saadaan

2ln
ρ2
ρ1

= lnα

⇐⇒ e
2ln ρ2

ρ1 = elnα

⇐⇒ (
ρ2
ρ1

)2 = α (6.31)

⇒ρ2
ρ1

=
√
α.

Voisimme siis valita ensimmäisen peilaavan pallon yksikköpalloksi, jolloin toisen
pallon säteen olisi oltava

√
α.
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7. YHTEENVETO

Tässä työssä tutkimme euklidisen avaruuden Rn konformista mallia ja Möbius-
kuvauksia tässä mallissa. Matemaattisena koneistona käytimme Cliffordin geomet-
rista algebraa, johon tutustuimme kattavasti työn alussa. Erityisesti peilausten ja
rotaatioiden esittämiseen Cliffordin algebran avulla perehdyimme yhden luvun ver-
ran. Peilaukset ja rotaatiot muodostivat työn lopussa perustan Möbius-kuvausten
esittämiselle. Ennen konformiseen malliin tutustumista tutkimme myös projektiivi-
sesta geometriasta tuttuja homogeenisia koordinaatteja, jotka luovat pohjan myös
konformiselle mallille.

Konformisessa mallissa mallinnettavan perusavaruuden vektori x esitettiin muodos-
sa 2x + x2e∞ + e0. Avaruus Rn siis mallinnettiin (n + 2)-ulotteisessa avaruudessa
Rn+2, jossa lisätyt kantavektorit e∞ ja e0 ovat nollavektoreita. Konformisen mallin
taustalla olevana yhtenä ideana on saada vektoriesitykset origolle ja äärettömyydelle
siinä missä mille tahansa muullekin perusavaruuden pisteelle. Nimiensä mukaisesti
kantavektori e0 esitti origoa ja e∞ äärettömyyttä. Kaikki perusavaruuden pisteet
siis ovat tasavertaisessa asemassa konformisessa mallissa.

Konformisen mallin esitysvektoreiden sisätulo palautti perusavaruuden vektoreiden
välisen etäisyyden. Tämän avulla pystyimme tutkimaan kuinka erilaiset geometriset
konstruktiot esitetään duaalisesti konformisessa mallissa. Duaalinen esitys tarkoitti
tämän työn puitteissa tietyn konstruktion, toisin sanoen tietynlaisen pistejoukon,
esittämistä duaalivektorin avulla. Mallinesimerkkinä toimi tason esittäminen. Ta-
so voidaan määrätä antamalla tason yhtälö, jonka ratkaisuna on tasolle kuuluvat
pisteet. Toisaalta taso voidaan määritellä duaalisesti pelkästään tason normaalivek-
torin avulla, jolloin tason muodostaa kaikki vektorit, jotka ovat kohtisuorassa nor-
maalivektoriin nähden. Konformisessa mallissa ajattelimme, että tiettyyn geomet-
riseen konstruktioon kuuluvat pisteet ovat etäisyydellä nolla konstruktiota duaali-
sesti esittävästä vektorista. Tutkimme siis yhtälöä X · V = 0, missä X oli muotoa
2x + x2e∞ + e0 oleva esitysvektori ja V oletettua konstruktiota duaalisesti esittä-
vä vektori. Esimerkiksi konformisen mallin vektori π = n + δe∞ esitti duaalisesti
perusavaruuden tasoa.

Cliffordin algebran ja konformisen mallin voima tuli erityisesti esille työn lopussa



7. Yhteenveto 47

Möbius-kuvausten esittämistä tutkittaessa. Kaikki Möbius-kuvaukset konformisessa
mallissa voitiin esittää yksinkertaisina ortogonaalikuvauksina. Tämä perustui kah-
teen seikkaan. Ensinnäkin Cliffordin algebran peilaukset ja rotaatiot ovat ortogonaa-
likuvauksia. Nämä esitetään yksinkertaisesti kertomalla operoitava vektori molem-
milta puolilta peilaavalla vektorilla peilauksessa tai kahden peilaavan vektorin tulol-
la rotaation tapauksessa. Toiseksi geometriset konstruktiot voitiin esittää konformi-
sessa mallissa duaalivektoreina. Esimerkiksi translaatio voidaan muodostaa kahden
yhdensuuntaisen tason peilauksena. Konformisessa mallissa tämä tehtiin yksinker-
taisesti kertomalla vektori, jolle translaatio haluttiin suorittaa, molemmilta puolilta
kahta yhdensuuntaista tasoa duaalisesti esittävien vektorien tulolla. Näin Cliffordin
algebra ja konforminen malli yhdessä tuovat kuvausten esityksiin selkeästi mukaan
niiden taustalla olevat geometriset ideat.
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