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Avaruus on matematiikan perustavimpia kasitteitd. Yksinkertaisimmillaan avaruus
on joukko, jonka alkioilla ei ole muuta ominaisuutta kuin kuuluminen joukkoon. Jou-
kon ja sen alkioiden hedelméllinen tutkiminen vaatii kuitenkin lisdrakenteiden muo-
dostamista joukkoon. Témaé vaatimus korostuu erityisesti, kun avaruutta kiytetaan
mallintamaan fysikaalista todellisuutta. Téssé tyossd mallinnamme yhté matemaat-
tista struktuuria toisella matemaattisella rakenteella. Malliesimerkin tasté tarjoaa
tason R? vektoreiden mallintaminen kompleksilukujen avulla. T#ll6in kompleksial-
gebra laajentaa vektoreiden laskennallista kasittelyd. Tassé tyossa tutkimme eukli-
disen avaruuden R™ konformista mallia, jossa pohjana oleva perusavaruus mallin-
netaan (n + 2)-ulotteisessa avaruudessa R"™2. Konformisessa mallissa sisétulolla on
mielekds geometrinen tulkinta ja erilaisille geometrisille konstruktioille saadaan esi-
tykset duaalivektoreiden avulla. Laskennallisena tyokaluna kiytdmme Cliffordin geo-

metrista algebraa.

Tyon toisena osuutena on tutkia kompleksianalyysistd tuttuja Mobius-kuvauksia
konformisessa mallissa. Talloin kaikki Mébius-kuvaukset esitetadn Cliffordin algebran
peilauksina ja rotaatioina. Naméa ovat algebran ortogonaalikuvauksia, jotka voidaan
esittdd hyvin tehokkaasti. Konforminen malli siis homogenisoi Md&bius-kuvausten
esityksid. Perinteisesti Mobius-kuvaukset voidaan ajatella geometrisesti peilauksina
erilaisten geometristen kontruktioiden suhteen. Esimerkiksi inversio vastaa peilaus-
ta ympyran suhteen. Koska konformisessa mallissa geometriset konstruktiot voidaan
esittdd duaalisten vektoreiden avulla, Cliffordin algebra ja konforminen malli yhdes-
sd tuovat Mobius-kuvausten esityksiin mukaan niiden taustalla olevat geometriset
ideat.
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Space is one the most fundamental concepts in mathematics. In it’s most simple form
space is nothing but a set, whose elements have no other properties than being in
the set. However, fruitful study of the set and it’s elements requires more structure
to be defined in the set. This requirement plays even bigger role when space is
used to model physical reality. In this thesis we model one mathematical structure
with another mathematical construction. Modeling the vectors of the plane R?
with the help of complex numbers offers prototypical example. This way complex
algebra brings more computational power to the traditional vector algebra. In this
thesis we study the conformal model of the Euclidean space R™. In this model the
base space is modeled in (n + 2)-dimensional space R"*2. Inner product has nice
geometric interpretation and different geometric constructions can be repesented
with dual vectors in the conformal model. We will use Clifford’s geometric algebra

as computational tool.

Second goal of this work is to study Mobius-transformations famous from com-
plex analysis in the conformal model. In the model all the Mobius-transformations
are represented as reflections and rotations of Clifford algebra. These are orthogo-
nal mappings of the algebra, which can be represented very efficiently. Conformal
model thus homogenizes the representation of Mobius-transformations. Tradition-
ally Md&bius-transformations can be geometrically thought of as reflections with re-
spect to different geometric constructions. For example, inversion corresponds to a
reflection with respect to a circle. Clifford algebra and conformal model together
bring the geometric ideas behind Mobius-transformations to the representation of
these, as geometric constructions can be represented with dual vectors in the con-

formal model.
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kukseen CERNiin. Viistdmatta diplomity6 on jadnyt valilla pienemmaélle huomiolle
ja sen valmistuminen venyi tilastollista keskiarvoa pidemméksi. Pitkédksi venynyt
kirjoitusprosessi on kuitenkin tarjonnut hyvaa aikaa matemaattisen ajattelun kyp-
symiselle. Ehdin my6s tutustua runsaasti lahdeaineistoon, mikd vakuutti minua en-
tisestddn Cliffordin algebran voimasta matemaattisena tyokaluna. Erityisesti tyoni
viimeista lukua kirjoitin innon puuskassa, kun edellé rakennettua teoriaa ja koneis-
toa pystyi soveltamaan suoraviivaisesti Mobius-kuvausten tutkimiseen. Voin sanoa
tyon opettaneen minulle entistd enemmaén miten matematiikka toimii, niin teoriassa

kuin kidytdnnossa.

Haluan esittdaa kiitokset tyoni tarkastajille Sirkka-Liisa Erikssonille ja Heikki Orel-
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1. JOHDANTO

1.1 Euklidisen avaruuden mallinnus

Avaruus on matematiikan perustavimpia késitteitd. Alkeellisimmillaan avaruuden
muodostaa joukko, jonka alkioilla ei ole muuta ominaisuutta kuin kuuluminen tar-
kasteltavaan joukkoon. Tyoskentely néin alkeellisen joukon kanssa ei kuitenkaan ole
kovin hedelméllistd. Joukon alkioita koskevien tulosten johtaminen vaatii yleensé
jonkinlaisen lisdstruktuurin tuomista joukkoon. Struktuuri muodostuu avaruuden
alkioista ja matemaattisista objekteista kuten relaatioista ja operaatioista, jotka
méadrddvat mitd avaruuden alkioille voi tehdd [17]. Struktuuri on siten abstrak-
ti konstruktio, joka kiteyttdéd tarkasteltavaan joukkoon liitetyt ominaisuudet [17].
Kéytettdessd matematiikkaa fysikaalisen maailmamme tarkastelemiseen vaatii ava-
ruus vaistaméatta rakennetta, koska ymparistomme ilmenee meille havaintomme mu-
kanaan tuomien ominaisuuksien verhoamana. Erés yksinkertaisin maailmamme al-
kioiden valilld havaittava seikka on niiden vélinen etéisyys. Matemaattisestikin hel-
poimpia tapoja tuoda avaruuteen struktuuria on esitella avaruuden alkioiden vélille
keino mitata etaisyytta eli metriikka, jolloin sanomme syntyvaa avaruutta metriseksi

avaruudeksi.

Geometria tutkii avaruutta tai sen osajoukkoja. Felix Kleinin aloittaman nakemyk-
sen mukaan geometria on avaruuden muunnoksissa invariantteina pysyvien ominai-
suuksien ja vastaavien muunnosryhmien tutkimista [8]. Esimerkki avaruuden muun-
noksesta on translaatio, jossa jokaista avaruuden pistettd siirretdédn tietyn verran
tiettyyn suuntaan. Vanhemman késityksen mukaan geometria on kiinnostunut osa-
joukkojen vélisista relaatioista. Voimme vaikkapa méaaritelld kaksi avaruuden suoraa
ja leikkausrelaation, jossa suorat ovat relaatiossa toisiinsa, jos niilld on yksi yhtei-
nen piste. Oli nikemys geometriasta kumpi tahansa edeltavistd, avaruuden geomet-
rian tutkiminen jaetaan tavallisesti synteettiseen ja analyyttiseen ldhestymistapaan.
Synteettisessi lahestymisessé perustana on jokin aksioomajarjestelma, jonka pohjal-
ta johdetaan loogisen paattelyn avulla geometristen primitiivien kuten pisteiden ja
suorien vélisid geometrisia relaatioita tai muunnosominaisuuksia [19]. Analyyttises-
sé lahestymistavassa avaruuteen maaritelldidn koordinaattijarjestelma ja geometri-
set primitiivit sekd muunnokset esitellddn koordinaattien tai yhtéléiden kautta [19].

Synteettinen lahestymistapa on riippumaton koordinaattijarjestelméstd mutta ak-
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siomaattiseen padttelyyn perustuva geometrian tutkiminen voi olla hankalaa ja ras-
kasta. Analyyttisessd geometriassa taas joudutaan liittdmé&aan avaruuteen mielival-
tainen koordinaatisto mutta sen jéilkeen geometrian tutkimisessa voidaan kayttda

algebraa ja analyysia tyckaluina.

Jotta ylipdansa pystymme tutkimaan avaruutta tai sen geometriaa, on avaruus mal-
linnettava jollain tavalla. Tamé saattaa kuulostaa kehdpaéatelmalta: haluamme tut-
kia avaruutta, minkd vuoksi rakennamme mallin, joka kertoo millainen kyseinen
avaruus on. Jokainen avaruus tai jokaisen avaruuden geometria pohjautuu kuiten-
kin apriorisiin viitteisiin!, jotka kiteyttivit kyseiseen avaruuteen tai sen geometri-
siin primitiiveihin liittyvat ominaisuudet. Jos ndma vaitteet toteutuvat jossain toi-
sessa avaruudessa, jonka alkioilla voi tietysti olla jotain tutkimastamme avaruudes-
ta riippumatonta struktuuria, voimme kiyttaéd tdtd avaruutta mallina avaruudelle,
jota tosiasiassa haluamme tarkastella. Esimerkiksi kompleksitason ylempéaéd puoli-
tasoa voidaan kiayttda mallina hyperboliselle avaruudelle. Mallilla tarkoitamme siis

mallintavan avaruuden ja geometristen primitiivien esitystavan valintaa.

Euklidinen avaruus on yksinkertaisimpia mutta samalla tarkeimpié avaruuksia sovel-
luksissa ja fysiikassa. Euklidiseksi avaruudeksi sanomme avaruutta, jossa alkiot, tai
pisteet, ovat madratyilla etaisyyksilla toisistaan ja euklidinen geometria pitda paik-
kansa [4, 17]. Euklidisen avaruuden metriikka on tuttu Pythagoraan lauseen yleistys
ja euklidisessa avaruudessa voidaan maéritelld etaisyyteen perustuen kulma [19].
Euklidisessa avaruudessa ei varsinaisesti ole origoa [4]. Piirrettdessa kolmioita pape-
rille tai mitattaessa kaveltyd matkaa, milladn tietylld pisteelld ei ole erityisasemaa
muihin pisteisiin verrattuna, vaan mika tahansa piste on kelvollinen origoksi, jon-
ka suhteen mitata etéisyyksid. Origon valinta on siis mielivaltainen konventio, jota
toki voidaan kayttaa laskennassa hyodyksi. Yhta mielivaltainen konventio on kiinnit-
té4 origoon kanta ja sitd kautta koordinaattijirjestelmé avaruuteen. Adrettomyys ei
myo6skidn ole mukana euklidisessa avaruudessa [4]. Adrettomyys on kuitenkin oleel-
linen kasite jo Eukleideen aksioomissa, joiden mukaan miké tahansa kaksi pistetta

yhdistéava jana voidaan jatkaa ddrettomyyteen.

Yleinen malli euklidiselle avaruudelle on vektoriavaruus. Téssd mallissa euklidisen
avaruuden piste identifioidaan vektoriavaruuden aksioomat téyttédvan olion kans-
sa. Vektoriavaruuteen maériteltdvian sisatulon avulla voimme palauttaa euklidisen
etdisyyden ja tutkia kulmia [11]. Vektoriavaruudessa on kuitenkin haittapuolensa

euklidisen avaruuden mallina. Vektoriavaruuden aksioomissa nollavektori eli origo

I Tietysti viitteet voivat olla aposteriorisia, havaintoon perustuen valittuja viitteité. Esimerkiksi
Eukleideen postulaateissa tiivistyy arkihavainto ymparoivistd maailmasta ja aksioomien totuutta
pidetéén itsestdénselvyytend kokemukseen perustuen. Moderni matemaatikko voi kuitenkin valita
mielivaltaisesti véitteensd ja tutkia niiden seurauksena syntyvéa teoriaa.
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on erityisasemassa, kun taas edelld todetun mukaan euklidisessa avaruudessa ei ole
mitéddn muista pisteistd poikkeavaa origoa [10]. Myds #dérettomyyden késittely on
hankalaa vektoriavaruuden viitekehyksessa. Koska vektoriavaruus tarjoaa pohjan
euklidisen avaruuden algebralliselle késittelylle, olisi edullista laajentaa sitd eukli-
disempaan suuntaan. Téssa tyossa laajennamme vektoriavaruutta aluksi euklidisen
avaruuden homogeeniseksi malliksi, jossa nollavektori saadaan identtiseksi vekto-
riavaruuden muiden alkioiden kanssa. Tamén jélkeen esitellddn konforminen malli,
jonka sisdtulo palauttaa pisteiden euklidisen etédisyyden ja jossa saadaan esitys &a-

rettomyydelle.
1.2 Avaruus R"

Tarkastellaan vield avaruutta R”, jota kirjallisuudessa toisinaan kutsutaan vekto-
riavaruudeksi tai euklidiseksi avaruudeksi. Tarkasti ottaen R™ on karteesinen, re-
aalinen n-avaruus, joka muodostuu n-jonoista, joita voidaan kiyttaa tarkasteltavan
avaruuden koordinaattilistoina. Avaruus R™ itsessddn ei toteuta vektoriavaruuden
tai Eukleideen aksioomia. Aivan samoin vektoriavaruus tai Eukleideen aksioomat
eivat ole riippuvaisia mistaan tietystd koordinaattijarjestelméasta. Maarittelemalla
avaruuteen R"™ yhteenlasku ja skalaarilla kertominen komponenteittain sekd nailta
vaadittavat vektoriavaruuden aksioomat, saadaan vektoriavaruus R™ [11]. Kééntéen,
vektoriavaruuden kanta maéarittelee isomorfismin vektoriavaruuden ja avaruuden R™
vilille [9]. Euklidisesta avaruudesta R" voidaan puhua, kun mééritelladn vektoria-
varuuteen R" sisdtulo, jonka avulla voidaan laskea euklidinen etéisyys ja tutkia
kulmia [11].

Tassa tyossd piddmme aina vektoriavaruutta R euklidisena. Oletamme my0s, etté
avaruudessa on ortonormaali kanta, joka muodostuu vektoreista e;, ¢ = 1...n. Vektori
a esitetddn tassa kannassa muodossa a = a;e; +...+a,e,, missa luvut a4, ..., a,, ovat
vektorin komponentit kannassa {e;}. Sisdtulona kidytdmme standardia pistetuloa,
jolloin kantavektoreille pétee e; - e; = 1, kun ¢ = j ja e; - ¢; = 0, kun ¢ # j.
Vektoreille a ja b pitee a - b = a1b; + ... + a,b,. Pistetulon avulla voidaan laskea
vektorin pituus: a - @ = |a|®. Geometrisesti méérittelemme sisidtulon vektoreiden

vélisen kulman 6 avulla: a - b = |a||b|cos(6).

1.3 Avaruuden kuvauksista

Lahes koko matematiikka tutkii avaruuden kuvauksia muodossa tai toisessa. Funk-

tio, muunnos ja operaattori ovat muita tuttuja nimid kuvauksille. Kuvaus on ope-

raatio, joka liittda kahden avaruuden alkiot toisiinsa. Yksinkertainen esimerkki on

reaalifunktio f(x) = 23, joka on funktio f : R — R eli kuvaus reaalilukujen ava-
d

ruudesta itselleen. Differentiaalioperaattori - on esimerkki kuvauksesta, joka kuvaa
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derivoituvien funktioiden avaruuden jatkuvien funktioiden avaruuteen. Matriisi

[ cosa  —sino

sin  Cos«

on kuvaus R? — R? joka vastaa avaruuden R? kiertoa. Yleisesti matriisit ovat
esimerkki téarkeistd lineaarikuvauksista. Téassd tyossd tutkimuksen kohteena ovat

kompleksianalyysistd tutut Moébius-kuvaukset avaruudessa R".

Kuvausten tarkedn aseman ja ldahes kaikkialla matematiikassa esiintymisen takia on
tarked pystya esittdmaéin ne tehokkaasti. Avaruuden esittdminen toisen matemaat-
tisen struktuurin avulla voi tarjota keinot esittda itse mallinnettavan avaruuden
lisiksi my6s mallinnettavan avaruuden kuvauksia uudella tavalla. Tarkastellaan seu-
raavaksi esimerkkitapauksena kompleksilukujen ja avaruuden R? vektorien vilisti

yhteytta.
1.4 Esimerkki: R?, sen kuvaukset ja kompleksiluvut

Kompleksiluvut voidaan geometrisesti esittda tason pisteind. Tamé yhteys tarjoaa
tyyppiesimerkin vektoriavaruuden mallintamisesta toisella matemaattisella struk-
tuurilla. Varustamalla vektoriavaruus R? karteesisella koordinaatistolla, voimme iden-
tifioida kompleksiluvun z = x + iy pisteen (z,y) € R? kanssa [11]. Kaikki vektoria-

varuuden aksioomat toteutuvat myos kompleksiluvuilla.

Merkittavia on kuitenkin kompleksilukujen kuntaominaisuuksista identifioinnin myo-
td saatava tulo-operaatio vektorien vilille. Jotta mallintamisen mukanaan tuomat
operaatiot olisivat hyodyllisiad, meidan on tietysti tulkittava mita niiden tulokset tar-
koittavat mallinnettavassa avaruudessa. Vektorin pituus voidaan esittdd muodossa
V/2Z, missé Z on z:n kompleksikonjugaatti. Jos z = z + iy ja w = u + iv, niin niiden
tulossa 2w = zu + vy + i(uy — vz) reaaliosa palauttaa esitettdvien vektorien piste-

tulon ja imaginéériosa niiden virittdmén suunnikkaan suunnatun pinta-alan. [11, 3|

Kompleksilukujen polaariesitys tarjoaa tehokkaan tavan jo edellé olleen avaruuden
R? rotaation esittimiseen. Olkoon z = |z]e? ja w = €, missi |w| = 1. Kompleksilu-
vun z esittdméan vektorin rotaatio kulman ¢ verran voidaan esittdd yksinkertaisesti
kertomalla yksikkokompleksiluvulla w: wz = |z]e’?+%). Mdbius-kuvauksiin kuuluva

inversio esitetain muodossa 271 =

NI
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1.5 Taman tyon rakenne ja yhteys muihin julkaisuihin

Edella olleessa johdannossa pohjustettiin késilla olevaa tycta. Tarkoituksenamme on
tutkia erdstad uutta keinoa euklidisen avaruuden R™ mallintamiseen, niin kutsuttua
konformista mallia. Konformisessa mallissa vektoriavaruuden aksioomissa esiintyvén
nolla-alkion erikoisasema saadaan poistettua ja aarettomyydelle saadaan myos esitys
yhtend mallin vektorina. Konforminen malli siis yhtenéistda avaruuden eri alkioita.
Vaatimuksena on, ettd laajennamme mallinnettavaa perusavaruutta R™ kahdella li-
saulottuvuudella. Konformisen mallin pohjana toimii projektiivisesta geometriasta
tutut homogeeniset koordinaatit, joihin myos tutustumme. Lopullisena tavoittee-
na on tutkia Mobius-kuvausten, eli translaation, rotaation, inversion ja dilataation,
esitystd avaruuden R™ konformisessa mallissa. Konforminen malli my6s yhtenaistas
nédiden kuvausten esitysta. Kaikki Mobius-kuvaukset konformisessa mallissa voidaan

esittdd ortogonaalikuvauksina, kuten tulemme huomaamaan.

Matemaattisena koneistona kiytdamme Cliffordin geometrista algebraa, joka esitel-
laén luvussa 2. Cliffordin algebrassa vektoreiden vélille saadaan tulo-operaatio, jolla
on geometrinen tulkinta. Tamé& Cliffordin tulo tuo huomattavasti lisdé laskennallis-
ta voimaa perinteiseen vektorilaskentaan. Luvussa 3 tutkitaan erdsté Cliffordin al-
gebran voimakkainta piirrettd, peilausten ja rotaatioiden esittdmistéd. Néiden avulla
esitdimme my6s Mdbius-kuvaukset ortogonaalikuvauksina luvussa 6. Luvussa 4 poh-
justamme konformista mallia tutustumalla homogeenisiin koordinaatteihin ja luvus-

sa b rakennamme itse konformisen mallin.

Téamén tyon padldhteend toimii [3], jonka esitysté seurailemme melko paljon. Téssé
kirjassa esitelladn konforminen malli ja sen Mobius-kuvaukset. Kirjasta kuitenkin
puuttuu huomattava maéra selventévia vilivaiheita. Késilla olevassa tyossé tdyden-
ndmme naitd vélivaiheita ja tuomme lahteen [3] esitykseen tarkkuutta. Téssé hyvé-
né apuna toimii lahde [4]. Konforminen malli on viel&d melko tuore struktuuri mutta
siitd on jo 10ydettdvissd uusia oppikirjatasoisia esityksié, esimerkkeina [21] ja [16].
Konformista mallia ja sen sovelluksia esitellidn my6s kokoomateoksissa [1]| ja [6].
Struktuurin tuoreuden takia eri kirjoittajilla on hieman erilaiset esitykset mallille,

mika aiheuttaa jonkin verran hankaluutta ja vaatii tarkkuutta eri lahteita lukiessa.



2. CLIFFORDIN ALGEBRA

Algebran hyédyntdminen useampiulotteisten avaruuksien tutkimuksessa vaatii pe-
rinteisia piste- ja ristituloja tehokkaamman tulo-operaation. Téassa luvussa tarkas-
tellaan vektoriavaruuteen R™ rakennettua Cliffordin algebraa, jonka perustana on
algebrallisesti mielekis tulo-operaatio, Cliffordin tulo®. Cliffordin algebran paravek-
torit tarjoavat myos keinon avaruuden R™*! mallintamiseen. Luku on koottu péé-
asiassa lahteistd [11], [20], [14] ja [15].

2.1 Cliffordin algebran maarittely

Tassé kappaleessa rakennetaan Cliffordin algebra reaaliseen vektoriavaruuteen R™.
Ennen varsinaista Cliffordin algebran méaéritelmaé kiaydéan kuitenkin 1api muutamia

oleellisia maaritelmia. Aloitetaan luonnollisesti vektoriavaruudesta.

Maaritelma 2.1. Reaalinen vektoriavaruus V muodostuu alkioista, joille on méaa-
ritelty summa ja skalaarilla kertominen, jotka toteuttavat seuraavat ominaisuudet
kaikilla ,y, z € V ja kaikilla o, 8 € R:

T+yeV,
(T+y)+z=2+(y+2),
on olemassa 0 € V:x 4+ 0 =z,
onolemassay € V:x+y =0,
Tty=y+w,
alx+y) =ax+ oy,
(a+ p)x = ax + pzx,
(af)x = a(fx),

lx = a.

Vektoriavaruuden méaérittelyn jalkeen on luontevaa kiyda lédpi sithen pohjautuva

algebran késite.

LCliffordin tulo on my&s tehokas geometrinen operaatio. Geometrisuutta korostavasta laskennas-
ta kiytetadn kirjallisuudessa tavallisesti nimeé geometrinen algebra ja tulo-operaatiota kutsutaan
geometriseksi tuloksi. Hyviin johdatuksen geometriseen laskentaan 16ytaa lahteesta [4]. Haastavam-
pi mutta erittdin mielenkiintoinen johdatus geometriseen algebraan fyysikoille 16ytyy ldhteesta [3].
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Maaritelma 2.2. Algebra, jonka kerroinkunta on R, on R-kertoiminen vektoriava-
ruus A, jossa on mééritelty bilineaarinen kuvaus A x A — A, (z,y) — zy, toisin

sanoen kaikilla A € R ja kaikilla x,y, 2 € A on voimassa

r(y+z2)=xy+xz ja (r4+y)z=xz+yz (2.1)
(A\z)y = z(A\y) = Azy. (2.2)

Algebrassa on ykkosalkio 1, jos jokaiselle x € A péatee
lz =21 =uz. (2.3)
Algebra on assosiatiivinen, jos jokaiselle x,y, z € A pétee

(zy)z = x(yz). (2.4)

Algebra on kommutatiivinen, jos jokaiselle x,y € A pétee

Ty = Y. (2.5)

Algebran kannan muodostavat sen ykkdsalkion, vektoriavaruuden kannan alkioiden
seké nédiden kaikkien mahdollisten tulojen yhdiste. Algebran dimensio on sen kanta-

joukon alkioiden lukumaéara.

Avaruutta R? tutkittaessa voidaan tason vektorit samaistaa kompleksilukujen kans-
sa, jolloin vektorien vélille tulee kompleksiluvuilta tuttu assosiatiivinen, distribu-
tiivinen ja kommutatiivinen tulo. Juuri kompleksilukujen vélille méaritelty tulo on
mahdollistanut kompleksianalyysin eli funktioteorian laajenemisen hyvin pitkélle ke-
hittyneeksi ja vahvoja tuloksia sisaltaviksi teoriaksi. Perinteisesséd Gibbsin vektori-
laskennassa on kaksi tuloa, pistetulo - ja ristitulo x. Kumpikaan naista tuloista ei
kuitenkaan ole assosiatiivinen. Liséksi ristitulo on rajoitettu vain kolmeen ulottu-
vuuteen. Useampiulotteisen avaruuden R™ tutkimista varten vektorien vélille oli-
si siten pystyttavd muodostamaan algebrallisilta ominaisuuksiltaan mielekkagampi
tulo-operaatio. Reaalilukuihin mukautuen kaikkien vektoriavaruuden vektorien tulo

itsensé kanssa olisi my0s oltava yhté kuin vektorin pituuden nelio:
x’ = ||, (2.6)

Vaatimukset téayttéva algebrallinen tyckalu on seuraavaksi méariteltava Cliffordin

algebra.

Maaritelma 2.3. Olkoon p, g, € N. Olkoon R"” reaalinen vektoriavaruus, jolla on

ortonormaali kanta e, kun k =1, ..., p+q+r ja p+q+r = n. Universaali, reaalinen
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Cliffordin algebra Cl, , , on vektoreiden e; generoima assosiatiivinen, ykkosellinen

algebra, joka toteuttaa ehdot

20,5, kun i <p,
€;€; + €;e; = —25177 kun p<i<p+aq, (27)
00;;, kunp+g<i<n.
Vektoreiden vilista tuloa algebrassa Cl, , , kutsutaan Cliffordin tuloksi. Téssé tyosséa

kisitellaan runsaasti myos algebroja, joissa ei ole edellisessa maaritelméssa esiintyvia

nollavektoreita. Naita algebroja Cl, , o merkitsemme lyhyemmin CI, ,.

Madritelladn jarjestetty joukko A = {ay,...,an} C M = {1,...,n}. Algebran CI, ,,

kanta on talloin joukko
{1}U{ea=e4...€0 | 1 <a1 <ag <..<ap<n}.

Erityisesti mééritelladn ey = 1. Jokaisella x € Cl, , . on talloin esitys

r = E TA€A,

ACM

missid 24 € R jokaiselle A C M. Esimerkiksi avaruuden R3 tapauksessa joukosta
M = {1,2,3} voidaan muodostaa jarjestetyt osajoukot 0, {1}, {2}, {3}, {1,2},
{1,3}, {2,3} ja {1,2,3}. Télloin algebran Cls alkiolla = on esitys

xr = .213(})1 + T1eq + To€o + Tr3€3 + T12€e1€5 + T13€e1€3 + T93€E2€3 + T123€1€2€3.

Merkitédn joukon A alkioiden lukuméadrad symbolilla |A|. Algebramme muotoa

| A=k
olevia alkioita kutsutaan k-multivektoreiksi. Niiden joukkoa merkitsemme CI¥ .
Téten CI), . =R ja Cl, . = R". Algebra Cl, , voidaan nyt esittdd aliavaruuksien

suorana sulinmana.:

Ch,r=ROR"®CZ & - ®Cl

p?q?r p,q/f"

Algebran projektioita Cl, o, — CIF  merkitéén []z. Projektioiden avulla voimme
nyt méadritelld Cliffordin algebrassamme sisidtulon ja alunperin Grassmannin esitte-

leméan ulkotulon.

Maaritelma 2.4. Sisatulo - Cliffordin algebrassa Cl, , , mééritelladn - ja j-multivek-

toreiden véalille asettamalla
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- bl = { ([#)ilylslis1, kun .5 #0, (2.8)

0, muulloin.
Sisétulo laajennetaan lineaarisesti koko Cliffordin algebraan CI, 4 ,:

n

-y = Z [[=]i[y]5]ji—g1- (2.9)

jk=1

Maaritelma 2.5. Ulkotulo A Cliffordin algebrassa Cl, ,, maaritelladn i- ja j-

multivektoreiden vilille asettamalla

[]i A lyly = [[=lilyljli+s (2.10)

ja laajentamalla lineaarisesti koko Cliffordin algebraan Cl, ;4 ,:

Ay =Y [yl (2.11)

J,k=0

Esimerkiksi avaruuden R™ ortonormaalin kannan 1-multivektoreiden e; ja e; vilille

saadaan algebrassa Cl, o (kun i # j)

e, -e; = [ee;lp =0, (2.12)
koska 2-multivektorissa ei ole O-multivektoriosaa. Vastaavasti

e -e =leelo=1, (2.13)

Cliffordin algebran maéaritelméan mukaan. Ulkotulossa kantavektoreille e; ja e; saa-

daan ominaisuudet
€e; A ej = [eiej]g = [—ejei]Q = —e]' A €e; (214)

ja
e, Ne; = [eiei]Q = [1]2 =0 (215)

Cliffordin algebran mééaritelmésté.

Tuloa a; A ... A ai, kutsutaan k-vektoriksi. Ominaisuuden a A @ = 0 nojalla samaan,
vektorin a virittdmaan, yksiulotteiseen aliavaruuteen kuuluville vektoreille aa ja
fa, o, € R, tulo aa A fa on nolla. Ulkotulon ominaisuuksien avulla voimme
seuraavaksi yleistdd taméan vektoriavaruuksia ja erityisesti aliavaruuksia koskevan

merkittavan tuloksen.
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Lemma 2.1. Olkoon l-ulotteisella vektoriavaruudella T kanta {a,...,a;}. Jos x €
T, nimay A... Na; ANx =0.

Todistus. Koska x € T', se voidaan esittdd muodossa x = r1aq+...+xa;, T1, ..., €
R. T&ll6in

aN..NaANx=a1 .. \Na N (x1a1 + ... + 10)
=ziag N...NayNay+ ... + a1 N\ ... Na; N\ a.

Vaihtamalla kaikissa paitsi viimeisessé termissa tulojérjestysté, saadaan viimeisesta

muodosta ulkotulon antikommutoinnin takia
(—1)1_1351&1 ANaiAN..ANaj+...+xa1 AN ... Na; A\ a.

T&amaé on nolla, koska a; A a; = 0 kaikilla [. O

Jos T on aliavaruus, niin vektorin & kuulumiselle tdhén aliavaruuteen on voimassa
ehto a1 A ... Na; Ax = 0. Téssa mielessd sanomme, etté [-vektori aq A ... A a; esittaa

vektoreiden a; virittaméa [-ulotteista aliavaruutta.

Kahden vektorin a ja b Cliffordin tuloa merkitdén ab ilman mitddn omaa tulosym-
bolia. Lasketaan esimerkkini vektorin @ € R? tulo itsensi kanssa algebrassa Cls o

kéyttamélla algebran ominaisuuksia (2.1), (2.2) ja (2.7):

aa = (are; + azes + azes)(are; + ases + azes)
= ar1e1(a1e; + azes + aszes) + azez(are; + azes + azes)
+ azes(aje; + azes + azes)
= af + a1azeie3 + ajaze es — ayjazees + a% + aqsaseses — ajasees
— Q903€9€e3 + a%

= a%—l—a%%—ag = |a|2.

Tulolta haluttu ominaisuus (2.6) siis toteutuu. Tdmé& ominaisuus antaa Cliffordin
tuloon perustuvalle vektorilaskennalle suuren laskennallisen voiman, koska voimme
nyt jakaa vektorilla. Jos a # 0, mééritelladn algebrassa Cl, o kdénteisvektori a !l =

ﬁ, koska

Erityisesti yksikkovektorin kdanteisvektori on vektori itse.

Vektoreiden a ja b Cliffordin tulo voidaan esittda sisé- ja ulkotulojen avulla al-
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gebrassa Cl, ) muodossa
ab=a-b+aAbd. (2.16)

Antikommutoiva osa a/Ab ei ole skalaari eiké vektori vaan uusi olio, bivektori, joka on
tdmén tyon kannalta merkittdvassa osassa. Bivektori a A b esittdd Lemman 2.1 mie-
lessa vektoreiden a ja b virittdméa suunnattua tasoa eli avaruuden R™ aliavaruutta.
Kaikki tasolla olevat vektorit ovat muotoa aa + b ja selvisti a AbA (aa+ b) = 0.
Bivektorille mééritelty suuruus |a A b] = |a||b|sin(a), jossa a on vektorien a ja
b valinen kulma, vastaa vektorien a ja b virittdmén suunnikkaan pinta-alaa. Ul-
kotulon ominaisuudet vastaavat tasoon liittyvid ominaisuuksia. Antikommutointi
a ANb = —b A a vastaa tason suunnistuksen vaihtamista. Vektori ei viritd tasoa
itsensé kanssa, joten a A a = 0. Edellisen mukaan puhumme bivektorin @ A b maa-

radmasta tasosta tai yksinkertaisesti tasosta a A b.

My6hemmin tarvitsemme bivektorin potensseja, joten lasketaan bivektorin a A b

nelio:

(anb)(anb)=(ab—a-b)(ab—a-b)
= —ab’a — (a-b)’+a-b(ab+ ba)
= —a’b® — (a-b)*+2(a-b)?
= —a’b’ + (a-b)®
= —a’b® + a’b*cos*(0)
= —a’b’sin?(h), (2.17)

missd 6 on vektorien a ja b vilinen kulma.

Laskemalla tulo (2.16) toisinpdin saadaan

ba=b-a+bANa=a-b—aAb. (2.18)
Laskemalla yhtélot (2.16) ja (2.18) yhteen saadaan esitys pistetulolle,
1
a-b= i(ab—l—ba), (2.19)

ja ulkotulolle,
1
aNb= é(ab — ba). (2.20)

Pistetulon esityksestd (2.19) saadaan kdytdnnollinen muoto

ab=2a-b— ba. (2.21)
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Taman avulla voidaan usein vaihtaa tulontekijoiden jarjestys.

Vektorit a # 0 ja b # 0 ovat kohtisuorat, jos a - b = 0. Kohtisuorille vektoreille tulo
ab on puhdas bivektori @ A b. Tésta syystéa kohtisuorat vektorit myos antikommu-
toivat eli ab = —ba. Vektorit ovat yhdensuuntaiset, jos b = Aa. Yhdensuuntaisten
vektorien tulo on niiden vélinen pistetulo ja yhdensuuntaiset vektorit siis kommu-
toivat.

2.2 Involuutiot

Cliffordin algebrassa on muutamia involuutioita, jotka esittelemme lyhyesti.

Pédinvoluutio ' : Cl, , , — Cl, , , Cliffordin algebrassa mééritellddn asettamalla
/

' = —x. Tulolle pétee (ab) = a'b’.
Reversio x : Cl,,, — Cl,,, on identiteettikuvaus vektoreille, eli * = x. Re-
versio kuitenkin vaihtaa tulon jarjestyksen: (ab)* = b*a*. Jos ab = a A b, niin
(ab)* = (a A b)* =b*a* = ba = bAa = —aAb. Reversio siis vaihtaa bivektorin
etumerkin. Reversiota tarvitsemme erityisesti tdmén tyon puitteissa, kun tutustum-
me peilauksiin ja rotaatioihin.

Konjugaatio — : Cl, ,, — Cl, , , méaritellaan edellisten involuutioiden yhdistettyna

kuvauksena asettamalla & = —x ja (ab) = ba.
2.3 Paravektorit ja avaruuden mallinnus

Algebrat Cl, o ja Cly, ovat tirkeitd, jos haluamme laskea vektorin normin kéytta-
mélld algebramme tulo-operaatiota. Algebrassa Cl, , madritellddn vektorin Eukli-

dinen normi asettamalla

|z|? = xx (2.22)

ja algebrassa Cly

|z|? = xx = T2 (2.23)

Merkitaén eq = 1. Cliffordin algebran alkioita xoeq+ z1e1 + x2e5 + ... + x, €, kutsu-
taan paravektoreiksi. Avaruuden R™*! alkio x voidaan nyt samaistaa paravektorin
xr = xp + x kanssa. Paravektorin konjugaatti on T = xy — @, josta ndhdaan suora
vastaavuus kompleksikonjugoinnin kanssa. Skalaarin ja vektorin sekoittaminen pa-
ravektorissa voi vaikuttaa kummalliselta. Sama kuitenkin tapahtuu myos kompleksi-
luvuilla, joissa summataan reaali- ja imaginaariosat. Kyseessé ei ole erilaisten mate-

maattisten otusten yhteenlaskeminen, vaan avaruuden hajottaminen aliavaruuksiin
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ja koko avaruuden esittdminen eri aliavaruuksien suorana summana.

Kompleksiluvun potenssit ovat edelleen kompleksilukuja eli potenssiinkorotus ava-
ruudessa on laskennallisesti mukavasti kayttaytyva kuvaus kompleksilukujen joukol-
ta itselleen. Samanlaista ominaisuutta toivottaisiin myos korkeampiulotteisiin ava-
ruuksiin. Analyyttisten funktioiden teorian kannalta potenssikuvauksilla on myos
erityisen tirked asema. Katsotaan miten potenssikuvaus kayttaytyy paravektoreilla

mallinnetussa avaruudessa R"*! laskemalla paravektorin nelio:
(zo + ) (70 + ) = 5 + T + 270

Algebrassa Cl, g vastaa x* vektorin normia |z?| € R yhtilon (2.22) mukaan. Al-

gebrassa Cly ,, x? on

(x1€1 + x9€9 + ...7n€y) (1161 + o€ + ...T1€y)
= Ti1T1€e1e; + Tr112e1€3 + ... + T1xTpe1€y
+ Tox1€9€] + Toxoeses + ... + Toxr ese, + ...

+ zyr1€,€e1 + rpro€enes + ...+ Tprhene,.

Antikommutoinnin e;e; = —eje; takia termeja supistuu ja nelidimissddnnon e? =

—1 jalkeen saadaan lopulta

(z1€1 + 10€0 + ..2n€,)(T1€1 + 1205 + .1n€y) = —2F — 75 — ... — 22 = —|z|* €R.
Kummassakin algebrassa paravektorin potenssit ovat edelleen paravektoreita ja po-
tenssiinkorotus on laskennallisesti mielekds kuvaus avaruudesta R™*! avaruuteen
R™*L. Jos sen sijaan mallintaisimme avaruutta pelkilld vektoreilla asettamalla zy =
0, alkion neli6 olisikin kuvaus avaruudesta R™"*! reaalilukujen joukkoon, kuten edel-

liset laskut osoittavat.
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3. PEILAUKSET, ROTAATIOT JA
ROOTTORIT

Cliffordin geometrisen laskennan voima tulee esille erityisesti vektorien peilauksissa
ja rotaatioissa. Rotaatiot ovat pddosassa myos tdméan tyon lopussa, kun tarkastelem-
me Mobius-kuvauksia. Tésté syysta perehdymme tésséd luvussa peilauksiin ja rotaa-
tioihin, padasiassa ldhteiden [3], [20] ja [11] mukaan. Cliffordin algebrana kiytdmme

kautta luvun algebraa CI, o.

3.1 Peilaukset

Olkoon R™ sisdtulolla varustettu, tdaten siis euklidinen, vektoriavaruus. Kaydain
aluksi 14pi muutamia tdméan vektoriavaruuden kuvauksiin liittyvid méaritelmié ja

tuloksia.

Maaritelma 3.1. Lineaarinen kuvaus P : R™ — R" on peilaus avaruudessa R", jos

kaikilla vektoreilla ,y € R" pétee
Pr=—-x ja Py=wy, josx-y=0. (3.1)

Maaritelma 3.2. Lineaarinen kuvaus [ : R" — R" on avaruuden R” isometria, jos

kaikilla & € R™ on voimassa
|[Tz| = |x|. (3.2)

Lemma 3.1. Olkoon I isometria vektoriavaruudessa R™. Tdlloin pdtee kaikilla
xz,y e R"
Iz - ly=x-vy. (3.3)

Todistus. Isometrian maaritelman mukaan

I(x+y)]* = |z +y|> (3.4)
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[sometrian lineaarisuuden perusteella yhtélon (3.4) vasen puoli on

[I(z +y)|* =z + Iy[*
=z +1y) - (Ix+ Iy)
= |Iz|* + 2[x - Iy + |Ty|?

= |x|* + 20z - Ty + |y|>. (3.5)

Yhtéalon (3.4) oikea puoli on
z+yl = (x+y) (@ +y) =z +2z-y+|y (3.6)
ja vaite seuraa valittomasti. n

Lemman 3.1 ominaisuutta sanotaan ortogonaalisuudeksi.

Oletetaan, ettd meilld on avaruudessa R" hypertaso, jonka yksikkénormaalivektori
on n. Jos voisimme jakaa vektorin a normaalin suhteen yhdensuuntaiseen ja kohti-
suoraan osaan eli @ = a + ay ja valitsisimme Maaritelméassa 3.1 vektorit = q
ja y = a_, voitaisiin peilauksia ajatella peilauksina hypertason suhteen. Kuva 3.1

selventad tarkastelemamme peilauksen ideaa.

Kuva 3.1

Suoritetaan nyt téllainen peilaus ja katsotaan, kuinka se voidaan esittdd geomet-
risen algebran avulla. Tétd varten jaamme aluksi vektorin @ normaalin n suhteen
yhdensuuntaiseen ja kohtisuoraan osaan, mikd onnistuu yksinkertaisesti Cliffordin

tulon avulla. Vektoreiden n ja a Cliffordin tulo on
na=n(a|+a,)=mna +na,. (3.7)

Toisaalta
na=n-a+nia. (3.8)
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Jakamalla vektorilla n, eli kertomalla puolittain kyseisella vektorilla, saadaan rat-

kaistua yhdensuuntainen ja kohtisuora komponentti:
aj=(Mn-a)n ja a; =n(nAa). (3.9)

Komponentti a; on selvasti yhdensuutainen vektorin n kanssa. Kohtisuoran kom-

ponentin kohtisuoruus voidaan osoittaa hyodyntamélla esityksid (2.20) ja (2.21):

n-aL:n-(n(n/\a):n-(n%(na—an))

:n-(%(a—nan)) :n-(%(a—(Qn-a—an)n)) (3.10)
:n-(%a—(n-a)n—i—%a):n-a—n~a:O.

Vektorin a peilaaminen tason suhteen, jonka normaali on n, jattaa komponentin a |
samaksi ja kaantaa komponentin a| vastavektorikseen. Tuloksena saadaan siis vek-

tori @’ = a; — a. Tamai vektori saadaan vektorista a yksinkertaisella kuvauksella:

a=nn~Aa)—(n-a)n
=n(—a-n—aAn) (3.11)

= —nan.

Vektorin peilaus onnistuu siis kaksipuolisella kertolaskulla peilaustason normaalivek-

torin kanssa. Todistetaan télle kuvaukselle kappaleen alussa esitetyt ominaisuudet.

Lause 3.1. Kuvaus P, : R - R", a — —nan on
I) lineaarinen
II) peilaus

II1) isometria ja ortogonaalinen.

Todistus. 1) Lineaarisuus seuraa suoraan Cliffordin tulon bilineaarisuudesta:
—n(aa + fb)n = (—ana — fnb)n = —anan — fnbn.
II) Kuvaus (3.11) tayttaa Maaritelmén 3.1 peilaukselta vaatimat ominaisuudet:
—nnn=-nja —nan=-n2a, -n—na,)=a,.
[IT) Isometrisyys on helppo osoittaa Cliffordin tulon avulla:
| — nan|’* = (—nan)(—nan) = nnlal’ = |al’.

Ortogonaalisuus seuraa suoraan isometrisyydesté. ]



3. Peilaukset, rotaatiot ja roottorit 17

3.2 Rotaatiot ja roottorit

Vektoriavaruuden rotaatiot eivit muuta vektorien pituuksia, ainoastaan niiden suun-
tia. Néain ollen rotaatiot ovat isometrisia kuvauksia. Rotaatioiden tarkastelumme lah-
tokohtana on Cartanin ja Dieudonnen teoreeman erikoistapauksena saatava tulos,
jonka mukaan jokainen n-ulotteisen avaruuden isometria voidaan esittdd enintdan
n:n peilauksen yhdistettynd kuvauksena [7]. Edelld tutustuimme peilauksiin ja ha-
vaitsimme, ettd ne voidaan esittdd hyvin yksinkertaisesti Cliffordin algebran avulla.
Téassé kappaleessa ndemme, kuinka tdmaé yksinkertainen esitystapa laajenee myos

rotaatioihin.

Olkoon m ja m kahden hypertason yksikkonormaalit. Normaalit muodostavat bi-
vektorin m An ja niiden vélinen kulma 6 saadaan pistetulon avulla: m-n = cos(6).

Peilataan aluksi vektori a vektorin m méarddman hypertason suhteen:
b=—mam. (3.12)
Suoritetaan sitten vektorille b peilaus vektorin n méardamén hypertason suhteen:
c = —nbn = —n(—mam)n = nmamn. (3.13)

Kuva 3.2 havainnollistaa eri peilauksia ja bivektoria m A n.

Kuva 3.2

Merkitdén R = mm, jolloin kuvauksemme voidaan esittdd muodossa a — RaR*.
Kuvausta R kutsutaan roottoriksi. Tehtaviksemme j&a tutkia sen ominaisuuksia ja

osoittaa, ettéd se todella suorittaa vektorin rotaation.

Geometrisesti ajatellen rotaatio on ”jaykka” kuvaus, se séilyttdd kuvioiden koon ja
muodon, toisin sanoen kulmat pysyviat muuttumattomina. Koon muuttumattomuus

vaatii rotaation isometrisyytta. Kulmat ovat sidoksissa sisdtuloon, joten Lemman 3.1
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mukaan rotaation on oltava myos ortogonaalikuvaus. Koska ortogonaalisuus seuraa
isometrisyydesta, riittdd kun osoitamme roottorin R olevan isometria. Tétd ennen

kuitenkin huomioimme roottorille valittomasti saatavan tuloksen:
RR* = nm(nm)" = nmmn =1 =mnnm = R*R. (3.14)

Nyt voimme osoittaa, ettd roottori toteuttaa edelld mainitut rotaation ominaisuudet

ja on liséksi lineaarikuvaus.

Lause 3.2. Kuvaus R : R" — R", a — RaR* on
I) lineaarinen

II) isometria ja ortogonaalinen.

Todistus. 1) Lineaarisuus seuraa jélleen suoraan Cliffordin tulon bilineaarisuudesta:
R(aa + Bb)R* = (eRa — BRb)R* = aRaR" — SRbR".
IT) Isometrisyys on helppo osoittaa Cliffordin tulon ja tuloksen (3.14) avulla:
|RaR*|* = RaR*RaR* = R|a|*R* = |a|*.

Ortogonaalisuus seuraa suoraan isometrisyydesta. O]

Tutkitaan seuraavaksi mité roottori tekee muutamille vektoreille. Olkoon vektori
k kohtisuorassa tasoa m A n vastaan eli k- n = 0 ja k- m = 0. Tastad saadaan
antikommutoinnit kn = —nk ja km = —mk. Néiden avulla voidaan osoittaa, etta

roottori séilyttaéd tasoa m A n vastaan kohtisuorat vektorit muuttumattomina:
RER" = nmkmn = —-nmmkn = nmmnk = k. (3.15)

Tarkastellaan seuraavaksi roottorin vaikutusta tason m A n virittaviin vektoreihin:

m' = nmmmn = nmn = (2n-m — mn)n = 2cos(6)n — m, (3.16)

n' = nmnmn = nm(2n - m — mn)n = nm(2cos(f)n — m)
= 2cos(@)nmn — n = 2cos(0)(2cos(f)n — m) — n
= 4cos?(0)n — 2cos(f)m — n = (4cos?(0) — 1)n — 2cos(d)m
= (2cos(26) + 1)n — 2cos(f)m. (3.17)

Olkoon k ja [ reaalilukuja. Cliffordin tulon bilineaarisuuden perusteella kaikille vek-
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toreiden m ja n suuntaisille vektoreille km ja In pétee
(km) = R(km)R* = km' ja (In) = R(ln)R* =In/. (3.18)

Mielenkiintoista tietoa roottorista saadaan tutkimalla vektoreiden km ja (n ja nii-
den kuvavektoreiden vélisid kulmia. Vektoreiden km ja km/' vélinen kulma voidaan
laskea sisdtulon avulla:

km - km/ Em -m/’

a = arccos( ) = arccos( ) = arccos(m - m/)

|km|[km/| k2 m||m/|
= arccos(2cos(f)m - n — m - m) = arccos(2cos?(f) — 1)

= arccos(cos(26)) = 26. (3.19)
Vastaavasti vektoreiden In ja In' viliselle kulmalle:

S = arccos(n - n') = arccos((2cos(26) + 1)n - n — 2cos(f)m - n)
= arccos((2cos(26) + 1) — 2cos?(6)) = arccos(2cos(26) + 1 — 1 — cos(26))
= arccos(cos(26)) = 26. (3.20)

Roottori siis kiertdd tason m A n vektoreita km ja In kulman 26 verran, missé 6 oli
siis tason bivektorin virittavien vektoreiden m ja m vélinen kulma. Koska jokainen
tason vektori voidaan esittda lineaarikombinaationa a = km + [n, roottori siis kier-
taa kaikkia tason vektoreita kulman 26 verran. Edelleen jokainen avaruuden vektori
x voidaan esittad muodossa = x|+, missd x on tasoa mAmn vastaan kohtisuo-
rassa ja x| on tasolla. Koska roottori sailyttaa kohtisuoran osan muuttumattomana,
se kiertad avaruuden vektoreita kulman 26 verran tasolla m A n. Roottorikuvauk-

semme siis on avaruuden rotaatio.
Roottorille on mahdollista saada my6s vaihtoehtoinen esitys. Kirjoitamme aluksi
R=nm=n-m+nAm=cos(f) +nAm. (3.21)
Yhtalon (2.17) mukaan
(n Am)(n Am) = —sin’*(). (3.22)

Taten maéarittelemme tason m A n yksikkobivektorin

- mAn 9

=@ Bt (3.23)
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Bivektorin B avulla roottorin esitys (3.21) saadaan muotoon

mA™N

R = cos(0) — Sn0)

sin(6) = cos(f) — Bsin(0). (3.24)

Taté esitystéa voidaan edelleen muokata. Sitd varten esitdimme trigonometriset funk-

tiot aluksi sarjamuodossa:

0> g 0> ¢
R=(l= g+ =) = BlO— g+ — ). (3.25)

Bivektorin B ominaisuuden B? = —1 ansiosta edellinen voidaan kirjoittaa muodossa

~B)*  (—BO)*
( 2!) 4! 4!)

B(—B)* —B(—B)'°

—..)+(—Bo+ 3 + =

R=(1+

— ). (3.26)

Mutta tésta voidaan tunnistaa eksponenttifunktion sarjaesitys ja roottorille saatiin
nain formaali muoto

R=e¢". (3.27)

Koska edellinen roottori suorittaa rotaation kulman g verran, kirjoitetaan kulman

6 suorittava roottori muodossa
R=e 592 (3.28)

Vektorin a rotaatio tasolla B kulman # verran on nyt kuvaus

a— a =e P2qeP%2 (3.29)
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4. HOMOGEENISET KOORDINAATIT

Homogeeniset koordinaatit ovat projektiivisen geometrian koordinaattijarjestelma.
Ne esitetaédn tavallisesti lisaiamalla euklidisiin koordinaatteihin yksi koordinaatti li-

sddl. Titen esimerkiksi kolmiulotteisen euklidisen avaruuden piste (x,y,z) esite-
Y
w
jaz = % Luonnollinen projektio saadaan asettamalla W = 1 [18, 2|. Koska siirty-

taan homogeenisissa koordinaateissa nelikkona [X, Y, Z, W] ehdoilla x = %, y=

minen euklidisiin koordinaatteihin tehddan jakamalla viimeiselld koordinaatilla, on
euklidisen pisteen esitys skaalauksen suhteen invariantti. Homogeeniset koordinaatit
(X, Y, Z, W]ja [AX,\Y, \Z, \W]| esittavét siis samaa pistettd, kun A € R, X\ # 0. Pis-
te (0,0,0,0) suljetaan pois homogeenisista koordinaateista; euklidinen piste (0,0, 0)

esitetddn homogeenisilla koordinaateilla muodossa (0,0, 0, \).

Homogeeniset koordinaatit saivat alkunsa tarpeesta esittdd matemaattisesti pro-
jektiivisia ominaisuuksia ja liittda pisteet darettomyydessé euklidiseen avaruuteen.
Piste adarettomyydessd voidaan esittdd homogeenisesti dérellisilla koordinaateilla
[X,Y, Z,0]. Homogeenisten koordinaattien avulla my6s teoreemat projektiivisessa
geometriassa saavat symmetrisemmén muodon, esimerkiksi yhdensuuntaisetkin suo-
rat leikkaavat pisteessi ddrettomyydessd [13]. Tadmén tyon kannalta mielenkiinto
kohdistuu nolla-alkion erityisaseman poistamiseen vektoriavaruudesta ja translaa-
tion linearisoimiseen homogeenisten koordinaattien avulla. Luvun paédasialliset 1dh-
teet ovat [4] ja [12].

4.1 Avaruuden R" epaformaali laajennus homogeeniseksi

Maéritelméassa 2.1 esiteltiin tarkastelemamme vektoriavaruuden R™ rakenteen méaa-
radvat aksioomat. Aksioomat késittelivit vektoriavaruuden alkioita identtisind yhté
merkittavaa poikkeusta lukuunottamatta. Taméa poikkeus on vektoriavaruuden ak-
sioomissa esille tuleva avaruuden nolla-alkio. Vektorit ovat objekteja, joille voidaan
méaritelld suunta ja suuruus. Nollavektorille voidaan toki maégritelld suuruus mutta
sen suunta on magrittelematon. Koordinaatteihin upotettuna nolla-alkio taas maa-

rda avaruuteemme origon. Téstd seuraa ongelmia kun siirrymme tarkastelemaan

!'Huomattavasti intuitiivisemman ja havainnollisemman esityksen kolmiulotteisen avaruuden
pisteen ja origon yhdistdvin suoran suuntakosinien avulla 15ytaa lihteestd [13]. Téssa tyossd kiy-
tdmme kuitenkin yhden ulottuvuuden lisé&miseen perustuvaa lahestymistapaa.
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avaruuden kuvauksia, erityisesti translaatiota. Translaatiossa origo, siten siis nolla-
alkio, siirtyy, kun taas suunnat avaruudessa pysyviat muuttumattomina. Translaatio

el myoskdan ole lineaarinen operaatio:
Tolox + Py) = ax + Py + a # ax + aa + Py + fa = oT,(x) + ST, (y).

Haluaisimme jollain tavalla poistaa tdméan sopimattoman kéiytoksen ja kasitella
translaatiota lineaarikuvauksena. Seuraavaksi tarkastelemme, kuinka tama voidaan

tehdid muuttamalla hieman nakokulmaamme avaruudestamme.

Tavoitteenamme on siis poistaa nolla-alkion erityisasema vektoriavaruudesta ja ké-
sitelld sitd identtisend muiden alkioiden kanssa. Tdméa saavutetaan kasvattamalla
avaruuden dimensiota yhdelld eli siirtymilld avaruudesta R™ avaruuteen R™*!. It-
se avaruutta R” emme muuta, esitimme sen vain korkeampiulotteisen avaruuden

aliavaruutena. Kuvasta 4.1 selviaa rakentelumme taustalla oleva idea.

Kuva 4.1

Olkoon R™ perusavaruutemme, jota haluamme tarkastella. Siirtyminen korkeam-
paan ulottuvuuteen tehddén suoraviivaisesti: lissadémme yhden vektorin ey, joka on
ortogonaalinen aliavaruuden R™ kanssa. Valitsemme siis sisdtuloksi eqg-x = 0 kaikilla
x € R"™. Avaruutta R"*! kutsumme esitysavaruudeksi, jonka aliavaruutena on perus-
avaruutemme R”. Perusavaruuden piste voidaan esitysavaruudessa esittaé suorana,

jolla on suuntavektorina P = p + €.

Lisdulottuvuuden rooli esitysavaruudessa voi olla hieman epéselva. Joukko
{Ney | eg € R} on esitysavaruuden aliavaruus. Aivan kuten perusavaruuden pis-

te p esitetddn suorana, jolla on suuntavektori P = p + e, piste 0 voidaan esittaa
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suorana, jolla on suuntavektori O = 0+ ey = €. Samaistamme siis vektorin ey ava-
ruuden R"*! origon kanssa. Alkuperiinen tavoite on nyt saavutettu: nolla-alkiolla
ei endd ole esitysavaruudessa erityisasemaa vaan se on avaruuden muiden alkioiden
lailla, vektori. Olemme suoraviivaisella tavalla homogenisoineet avaruuden R™*! al-
kiot. Koordinaattilistana vektori ey on eg = (0,0, ..., 0, 1). Menettelymme siis vastaa

tavallista homogeenisten koordinaattien esitysté.

Kuvasta 4.1 kiy intuitiivisesti ilmi, ettd aliavaruuden R™ pisteen p esitys riippuu
esitysavaruuden R vektorin P suunnasta. Skaalamalla vektoria P vakiolla A # 0
ei P:n suunta muutu. Vektori AP esittda siis edelleen pistettd p. Homogeeninen esi-
tystapamme R™:n pisteille on siis skaalauksen suhteen invariantti. Koska tarkoituk-
semme oli poistaa perusavaruuden nolla-alkio esityksestdmme, emme salli tapausta

A=0.

Lisdintuitiota homogeenisiin koordinaatteihin saadaan ajattelemalla kolmiulotteisen
kappaleen projisointia kaksiulotteiselle tasolle. Tata varten teemme pienen ajatusko-
keen. Valitaan aluksi esimerkiksi seinéltd yksi kiinnitetty piste, johon kiinnitdmme
hyvin ohuen nuoran. Kolmiulotteisen kappaleemme asetamme vaikkapa poydélle ja
pOydan seka seinélla olevan kiintopisteen véliin asetamme kaksiulotteisen tason. Seu-
raavaksi viritimme nuoran kireédlle kappaleen yhden pisteen ja kiintopisteen véliin,
jolloin nuora leikkaa kaksiulotteisen tason yhdesséa pisteessa. Témaé tason piste vastaa
nyt kolmiulotteisen kappaleen yhté pistetta. Toistamalla operaatio kaikille kappaleen
pisteille, saamme muodostettua kolmiulotteisen kappaleen projektion kaksiulottei-
selle tasolle?. Tarkeinté téssi kokeessa meidian kannaltamme on huomata, etté koko
projektionuora esittda aina sitd kappaleen pistetté, johon nuora on kiinnitetty. Pro-
jektiotasoa voidaan vapaasti liikutella kappaleen ja seinén vélissé, jolloin projektion
kokoa voidaan skaalata. Mutta jos kappaleen paikka ja seinaltd valittu kiintopis-
te pysyvat muuttumattomina, nuora vastaa aina yhta kappaleen pistetta. Toisaalta
kaksiulotteisen tason pistettd vastaa koko projektionuora ja kiytdmme projisoin-
tiin nyt projektioavaruutta, kolmiulotteista kappaletta. Tamaéankaltaista intuitiota

kdyttden rakennamme homogeeniset koordinaatit seuraavaksi matemaattisesti.
4.2 Homogeenisen avaruuden R""! matemaattinen mairittely

Matemaattisesti voimme samaistaa joukon alkioita valitun siédnnén mukaan ekviva-

lenssirelaation avulla.

Maaritelma 4.1. Olkoon J joukko, x,y, 2 € J ja ~ joukon J relaatio, joka on

I) refleksiivinen, eli x ~ x,

2Todellisuudessa projisoinnin suorittaminen talld tavalla vaatisi melko ihmeellisen kaksiulottei-
sen tason. Projektionuora repisi lopulta silpuksi esimerkiksi kappaleen ja seinén viliin viritetyn
paperisen tason. Ajatuskokeessa olemme onneksi vapaita téllaisista rajoituksista.
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II) symmetrinen, eli y ~ x aina, kun x ~ y,
III) transitiivinen, eli z ~ z aina, kun z ~ y ja y ~ z.

Talloin ~ on ekvivalenssirelaatio joukossa .J.

Alkion z € J méadrdamé ekvivalenssiluokka, [z], muodostuu niisté joukon J alkiois-
ta, jotka ovat relaatiossa ~ alkioon z eli [x] = {y € J|y ~ 2}. Kaikkien relaation ~
méadrddmien ekvivalenssiluokkien joukkoa kutsutaan J:n tekijaavaruudeksi, J/ ~.
Toisin sanoen J/ ~= {[z]|x € J}. Seuraavan tirkeén lauseen mukaan ekvivalenssi-
relaatio voidaan korvata aidolla yhtdsuuruudella, jos alkioiden sijaan tarkastellaan

niiden méaaraamia ekvivalenssiluokkia.

Lause 4.1. Olkoon ~ joukon J ekvivalenssirelaatio. Tdlloin kaikilla x,y € J
yr~o = [y =[] (4.1)

Todistus. Olkoon ensin y ~ z. Ekvivalenssirelaation symmetrisyyden nojalla z ~ y.
Jos z € [y] on mielivaltainen, niin ekvivalenssiluokan mééaritelmén nojalla z ~ y.
Nyt z ~ y ja y ~ x eli ekvivalenssin transitiivisyyden perusteella z ~ x. Tésta
saadaan edelleen ekvivalenssiluokan méaritelmén mukaan, ettd z on myos joukossa
[z] eli [y] C [z].

Jos z € [x] on mielivaltainen, niin z ~ z. Oletuksen ja ekvivalenssin symmetrisyyden
nojalla x ~ y, jolloin transitiisyydesta seuraa, ettd z ~ y. Talloin 2 € [y], [z] C [y]

ja téten [y] = [z]. Olkoon sitten [y] = [z], jolloin
y~y=yclhl—=yechl—=y~=z (4.2)

]

Téstéd lahtien avaruuden R™! vektorit zpeq + z1€1 + z2€9 + ... + xp€, samaiste-
taan Cliffordin algebran paravektoreiden kanssa. Avaruuden R"™! paravektorissa eg
on skalaariosan asemassa, joten méaaritellddn sen nelié Cliffordin tulossa siten, etta
e = 1. Valitaan algebraksemme siis Cly+10. Homogeeniset koordinaatit ovat skaa-
lauksen suhteen invariantteja, joten mielivaltaisten paravektoreiden vertailua varten
valitsemme mittakaavan. Paravektoria X = xpeq + ... + x,e, sanotaan normalisoi-
duksi, kun 2o = 1. Kun ® = z,e; + ... + z,e, € R”, ortogonaalisuusehdon ey - x = 0
myotéd paravektoreiden normalisointi voidaan tehda skaalaamalla tekijalla X - eq:
X X T

1 Tn
=—=e€ey+—e; +..+ —e,. 4.3
X‘eo Zo 0 2o ! To ( )

Tamaé vastaa euklidisen pisteen palauttamista perinteisistd homogeenisista koordi-
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naateista [X,Y, Z, W] projisoimalla tasolle W = 1.

Nyt voimme muodostaa esitysavaruuden R"*! homogeeniset koordinaatit paravek-

toreiden valisen ekvivalenssirelaation avulla.

Lause 4.2. Olkoon X,Y € R""'\ {0} paravektoreita. Tdlloin relaatio
X ~Y <= on olemassa sellainen A € R\ 0 niin, etti X = \Y (4.4)

on ekvivalenssirelaatio.

Todistus. Koska X = 1X, niin X ~ X ja relaatio on refleksiivinen. Olkoon X ~ Y,
jolloin X = A\Y. Talléin Y = %X ja'Y ~ X eli relaatio on symmetrinen. Olkoon
sitten X ~Y jaY ~ Zeli X =)\Y jaY =~Z. Téalloin X = W2, X ~ Z ja

relaatio on transitiivinen. Il

Kaytannossa paravektori X on siis relaatiossa kaikkiin sen monikertoihin AX, lu-
kuunottamatta monikertaa 0X. Paravektorin X maéaardama ekvivalenssiluokka on
[X] = {AX | A € R\ 0}, toisin sanoen kaksi paravektoria ovat ekvivalentteja, jos
ne kuuluvat samaan yksiulotteiseen aliavaruuteen®. Mairitelldin esitysavaruutemme

kaikkien ekvivalenssiluokkien joukoksi.

Maiéritelma 4.2. Homogeeninen avaruus HR™™ on ekvivalenssirelaation ~ mii-
raami tekijiavaruus R"™/ ~. Tekijiavaruuden ekvivalenssiluokkaa kutsutaan ho-

mogeenisen avaruuden HR"*! pisteeksi.

Lauseen (4.1) mukaan [X]| = [AX], koska X ~ AX. Téten paravektoreiden skaa-
laus ei muuta homogeenisen mallin pistettd. Homogeeniset koordinaatit siis ovat
skaalauksen suhteen invariantteja. Kaytannon laskutoimitukset tehdaén valitsemal-
la ekvivalenssiluokasta jokin luokan, eli homogeenisen mallin pisteen, edustaja. Ylei-

sesti edustajaksi valitaan normalisoitu paravektori, jolle siis eg-osan kerroin on 1.

Ekvivalenssiluokkien méaraamaén tekijaavaruuteen voidaan tuoda laskusaannot, jos
ne ovat yhteensopivia ekvivalenssirelaation kanssa. Méaritelldadn seuraavaksi tama

yhteensopivuus.

Maaritelma 4.3. Olkoon * laskutoimitus ja ~ ekvivalenssirelaatio joukossa J. Ne
ovat yhteensopivat, jos a x b ~ a’ * b’ aina, kun a ~ a’ ja b ~ V. Laskutoimitus =

méaarad tekijalaskutoimituksen * joukossa J/ ~ sddnnolla [a] = [b] = [a * b].

3Yleisens visuaalisena mallina projektiivisen avaruuden homogeenisille koordinaateille kiyte-
tddn origon kautta kulkevia suoria. Jokainen suoran piste, origoa lukuunottamatta, kuuluu sa-
maan maéarittelemdmme ekvivalenssirelaation maaraamasn ekvivalenssiluokkaan, katso esimerkik-

si [8] ja [2].
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Nyt voimme osoittaa, ettd ekvivalenssirelaatiomme ja Cliffordin tulo ovat yhteenso-

pivia.

Lause 4.3. Ekvivalenssirelaatio ~ joukossa R\ {0} on yhteensopiva Cliffordin

tulon kanssa.

Todistus. Olkoot X, X', Y,Y" esitysavaruuden R"*! pisteitid. Olkoon edelleen X ~
X"jaY ~ Y’ jolloin on olemassa r,k € R\ 0 niin, ettd X =rX’'jay = kY".

Talloin XY = rX'kY' = rkX'Y’. Koska r,k € R\ 0, niin XY ~ X'Y” ja Cliffor-
din tulo on yhteensopiva homogeenisen mallin méarittelevin ekvivalenssirelaation

kanssa. O

Kuten edelld mainittiin, homogeeniset koordinaatit ovat skaalauksen suhteen inva-
riantteja. Erityisesti paravektorit A ja (o 4+ B)A esittavit samaa pistettd. Tamén

avulla voidaan osoittaa, ettéd translaatio on lineaarinen homogeenisessa mallissa:

Ty(aX +pY)=aX+pY + A
=aX + Y + (a+5)A
=aX +aA+ Y + A (4.5)
=a(X+A)+pY +A)
= aTa(X) + BTa(Y),

missé X, Y ja A ovat pisteitid homogeenisessa avaruudessa HR" .
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5. KONFORMINEN MALLI

Edella kehitetyssé euklidisen avaruuden homogeenisessa mallissa vektoriavaruus pys-
tyttiin homogenisoimaan identifioimalla nollavektori yhden lisdulottuvuuden kanssa.
Samalla translaatio saatiin lineaarikuvaukseksi. Asrettomyydelle ei kuitenkaan vield
saatu nolla-alkiota vastaavaa esitystda. Myos euklidisen avaruuden perusominaisuut-
ta, pisteiden vilistd etédisyyttéd, ei homogeenisessa mallissa pysty yksikédsitteisesti
méarittelemédn, koska mallin paravektorit ovat skaalauksen suhteen invariantteja.
Konformisen mallin 1dhtokohtana on korjata homogeenisen mallin puutteita anta-
malla aarettomyydelle eksplisiittinen esitys ja sisallyttamalla avaruuden R™ pisteiden
vilinen etiisyys korkeampiulotteisen avaruuden R"*? vektoreiden sisituloon. Téhén
paastaan valitsemalla lisdulottuvuuksien sisédtulot sopivasti. Téssé luvussa muodos-
tamme konformisen mallin aluksi pisteiden vélisesta etéisyydesté lahtien ja tdméan
jalkeen osoitamme, ettd malli on ekvivalentti stereografisella projektiolla muodoste-

tun kontruktion kanssa. Padasialliset 1dhteet ovat [4], [3] ja [5]
5.1 Etaisyys sisatulon avulla

Olkoon euklidisen avaruuden pisteilla P ja Q vektoriesitykset p ja q vektoriava-
ruudessa R". Vektoriavaruuden sisétulo indusoi pisteiden P ja Q vilisen etaisyyden

seuraavan madritelman mukaan:
E(P,Q) =g =p-a’=mP-9) - (p-q.
Purkamalla auki viimeinen pistetulo saadaan
p-a)-p-a9)=p-p+g-q-2p-q=|p’+laf*—2p-q,
ja kahdesta edellisesté yhtalostéa edelleen tuttu kosinilause
d*(P,Q) = d*(p,q) = Ip* + laI* —2p - q. (5.1)

Yhtélosta (5.1) ndhdédén, ettd sisitulon avulla olisi mahdollista esittaa euklidisten

pisteiden villinen etdisyys, jos esitysvektorit olisivat nollavektoreita, joille |p|? =
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p? = 0. Homogeenisessa mallissa ei tdmén toteuttavia paravektoreita ole:
p’ = (eo + p)(eo +p) = €5 +p”. (5.2)

Vaikka on mahdollista valita eZ = 0, ei R":n vektoreista toteuta ehtoa p* = 0 kuin
nollavektori 0. Homogeenisessa mallissa ei siis ole mahdollista sisallyttaa euklidisten
pisteiden vélista etaisyytté esitysavaruuden paravektoreiden sisatuloon. Mutta tama

ominaisuus on mahdollista toteuttaa hieman toisenlaisessa esitysavaruudessa.

Konformisessa mallissa lahtokohtana on muodostaa avaruuden R™ vektoreille esityk-
set P ja @, joille pitee yhtélon (5.1) mukaan P-Q = —1d*(p, q) = —1d*(P, Q). Titi
varten avaruus R™ esitetddn aliavaruutena (n + 2)-ulotteisessa avaruudessa. Laajen-
netaanpa homogeenista mallia yhdelld lisdulottuvuudella e, jonka identifioimme
aarettomyyden kanssa. Esitysvektori on siis muotoa P = ey+ p+ ae,, jossa tunnis-
tamme alkuosassa homogeenisen esityksen. Edella todettiin, ettd esitysvektorin on
oltava nollavektori, jos sisdtulon halutaan palauttavan esitettavien pisteiden vélinen
euklidinen etéisyys. Nollavektorivaatimus on tietysti télloin ilmeistéd, koska pisteen
etdisyys itseensa on nolla. Nollavektorivaatimuksen avulla voidaan ratkaista esitys-

vektorissa oleva kerroin «. Lasketaan esitysvektorin sisdtulo itsensé kanssa:

P-P=(eg+p+aey): (eg+p+ aey)
=ey-(eg+Ppt+aes)+p-(en+p+aey)+aes: (eg+p+aey). (5.3)

Koska e ja e, esittavat pisteitéd origossa ja ddrettomyydessé, on niiden oltava nol-
lavektoreita, eli saadaan laskusdinnot e = 0 ja e, = 0. Cliffordin algebra mallissa
on siis Cl, g2. Olkoon lisdulottuvuudet myos ortogonaalisia avaruuden R™ kanssa,

jolloin ey - p =0 ja ey - p = 0. Yhtélo (5.3) supistuu néilld sdannosilla muotoon

P.-P=2xe- e + p°.

p2

Vaatimuksesta P - P = 0 saadaan nyt ratkaistua o = —Jece

. Vektorit eq ja ey
eivit ole tarkastelemassamme avaruudessa R"”, joten sisatulolle ey- e, voidaan valita
arvo vapaasti. Asettamalla e - e = —1 konformisen avaruuden R"*? vektorille P

saadaan esitys

1
P =€y +p —+ §p2800. (54)

Vektoreiden e ja e, sisdtulon avulla voimme vield osoittaa, ettd ne ovat lineaarisesti

riippumattomia ratkaisemalla yhtélon

)\160 + )\2600 = 0.
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Ottamalla puolittain sisdtulo vektorin ey kanssa saamme
)\2800 s €p = 0.

Koska €ej - e,c = —1, on oltava Ay = 0. Sijoittamalla tdméa alkuperdiseen yhtaléon

saadaan, ettd myos A\; = 0.

Konformisen avaruuden nollavektorin esitysmuodon avulla voimme vihdoin laskea

kahden eri vektorin sisatulon:

1 1
P-Q=(e+p+ 5192600) -(eo+q + §q2600)

1 1 1
—ey-(eg+qg+ §q2eoo) +p-(eo+qg+ §q2eoo) +p’es (€0 +q+ §q2eoo)

1 1
=(0+0-5¢)+(0+p-q+0)+(—5p"+0+0)

= —%dz(p, q) = —%dZ(P, Q). (5.5)

Konformisen mallin esitysvektoreiden sisdtulo palauttaa siis pisteiden P ja Q vili-
sen etaisyyden, juuri kuten halusimme ! Vektori e, todella esittdd konformisessakin

mallissa R™:n origoa, mikd ndhd&én helposti asettamalla p = 0 esityksessi (5.4).
5.2 Stereografinen projektio

Stereografisella projektiolla voidaan kuvata n-ulotteinen avaruus (n + 1)-ulotteisen
hyperpallon pinnalle. Topologiselta kannalta kyseessd on avaruuden yhden pisteen
kompaktisointi. Téassa tyossa stereografisella projektiolla muodostetaan siis unioni
R™ U {o0}.

Kuva 5.1

Kuvassa 5.1 on esitetty stereografisen projektion idea. Avaruus R™ on aliavaruutena
avaruudessa R™"! jonka lisdulottuvuutta olemme merkinneet yksikkovektorilla e.
Olkoon lisdulottuvuudelle voimassa e? = 1. Avaruuden R™"*! yksikkopallon S™ kes-

kipiste on aliavaruuden R"™ origossa. Piste e on yhdistetty avaruuden R™ pisteeseen
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x projektiosuoralla. Témén projektiosuoran kautta jokainen avaruuden R™ &érel-
linen piste voidaan kuvata bijektiivisesti yksikkopallon pinnalle. Kuvatessa &déaret-
tomyyttéa lahestyvia pisteitd projektiosuora ldhestyy pallon 'pohjoisnavalla’ olevaa
tangenttitasoa. Kun projektiosuora on tangenttitasolla ei se enéé leikkaa avaruutta
R™ misséan adrellisessé pisteessa. Téstéa syysté identifioimme pallon 'pohjoisnavan’,

eli lisaulottuvuuden e, darettéomyyden kanssa.

Muodostetaan avaruuden R™ projektio yksikkohyperpallolle nyt tdsmaéllisesti. Ku-
van 5.1 mukaisesti tarkastelemme hyperpallon pisteitd «’ ja niitd vastaavia kuvia
x avaruudessa R". Valitaan avaruudesta R" yksikkévektori w, joka on avaruudessa
R™*! olevan vektorin &’ kohtisuoran projektion suuntainen. T#lloin aliavaruuden R™
vektorit yksikkovektorin @ méadrddméssa suunnassa ovat muotoa & = |x|w. Vektori
a’ muodostaa kulman « aliavaruuden R™ kanssa. Vektorit @ ja e maarittavit yhdes-
sé tason. Téatd tasoa kohtisuorasta suunnasta katsottaessa tarkastelumme typistyy

avaruudessa R"*! olevalle yksikkdympyrille. Kuvassa 5.2 on esitetty uusi tilanne.

e
7

Kuva 5.2

Vektorien w ja e méadrddmaissi tasossa olevat hyperpallon vektorit @’ esitetddn
muodossa

x’' = cosaw + sinae. (5.6)

Tarvitsemme myos tiedon vektorin @’ kuvasta aliavaruudessa R™, kun kulma o muut-
tuu. Kuvan 5.2 mukaan vektori  voidaan lausua suoran vektoriyhtalon avulla muo-
dossa

x=e+t(x’ —e), jollaint € R. (5.7)

Muuttuja t voidaan ratkaista vaatimuksesta e - * = 0:

e-(e+t(x' —e)) =e-(e+tcosa + tsinne — te) = 1 — ¢ + tsina = 0.
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1
1—sina

Koska e? = 1, saamme ratkaisuksi t = . Nyt meilla on yhtélopari hyperpallon

vektorille ' ja stereografisessa projektiossa sité vastaavalle aliavaruuden R™ vekto-

rille x:
@’ = cosab + sinae (5.8)
]' ’

Stereografinen projektio on bijektiivinen kuvaus, joten voimme esittda hyperpallon
vektorin &’ suoraan sitd vastaavan, avaruuden R™ vektorin & avulla, ilman nyt mu-
kana olevaa kulmamuuttujaa «. Téaté varten ratkaistaan yhtaloparista aluksi vektori
x sijoittamalla yhtélo (5.8) yhtéloon (5.9):

1

x = e+ ———(cosaw + sinae — e)
1 — sina

1 sino cosa
=e|l- — + : + —w
( l—sine  1- sma) 1 — sina

<1 —sina — 1 + sina) cosa
e - +
1 — sinw

1 — sina
= O . (5.10)

1 — sina

Korottamalla yhtélo (5.10) puolittain nelioon ja kdyttamalla trigonometrista iden-

titeettid cos?a = 1 — sin?«, péadistddin muotoon

1 — sin?
z? = L — (5.11)
1 — 2sino + sin“o
Tastd saamme toisen asteen yhtdlon
(x® + 1)sin’a — 2z’sina + (x® — 1) = 0, (5.12)
jonka ratkaisut ovat
2x? + \/4xt — 4(xt — 1 2x? £ 2
sina = 2 EVAR Az 1) 202 £2 (5.13)
2(x2+1) 2(x2+1)
Valinta sina = % tuottaa degeneroituneen tapauksen sina = 1. Valitaan siis

202 -2  x*—1
2(x2+1) x2+1°

sina = (5.14)

Sijoittamalla ratkaistu sina yhtéloon (5.10) ja kiyttamélla lauseketta & = |x|w
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saadaan yhtalo
cos cos

x| = 1 — a>=1 T 2tl-a’il’ (5.15)
x2+1 x2+1

mista ratkeaa x|

T
cosa = 57 (5.16)

Hyperpallon pisteille saadaan vektoriesitys
2|z x?—1 2 x?—1

! = N = . 517
w2+1w+w2+1e w2+1w+w2+1e (5.17)

Nyt olemme siis kuvanneet avaruuden R™ hyperpallolle S™, jonka vektoreita € R™

vastaavat pisteet esitetéén lausekkeen (5.17) mukaisina vektoreina.

Tehdaén mallista vielda homogeeninen edellisen luvun tapaan lisiamalla vektori €

ja madarittelemalla ekvivalenssirelaatio vektorien vialille. Télle vektorille on voimassa

e2=—-1l,e-e=0jae -x =0, kun x € R". Merkitéisn lisiksi tists lahtien konfor-

misen mallin vektoreita isoilla kirjaimilla, jolloin esitysvektorimme ovat muotoa
2 z? -1

X = e. 5.18
w2+1w+m2+1e—|—e ( )

Homogeenisuuden ansiosta voimme yksinkertaistaa esitysté kertomalla sen vakiolla

x? + 1, joka ei koskaan ole nolla:
X=2zx+(x*-De+ (z*+1)e=2x +z*(e+€)+(e—e). (5.19)

Otetaan kiyttoon vield uudet kantavektorit eg = e — e ja e, = e + €, jolloin

lopulliseksi konformisen mallin esitysvektoriksi saadaan
X =2z + z’e,, + €. (5.20)

Kertomalla (5.19) vakiolla 3 saadaan muoto

B ,(e+€) (e—e)
X=ata’ ==+ o (5.21)

Stereografisella projektiolla muodostettu malli on siis yksinkertaisen kannanvaihdon,

(e—e)
9 )

ew=(e+e€e) ja e = (5.22)

avulla ekvivalentti kappaleessa 5.1 muodostetun mallin kanssa!. Téssd tyodssd on

'Konforminen malli ei ole vield tiysin vakiintunut ja eri kirjoittajat kiyttivitkin erilaisia esi-
tyksid. Liahteessd [21] vertaillaan eri kirjoittajien kiiyttdmia malleja.
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tarkoituksena kuitenkin tarkastella Mobius-kuvauksia ldhdettd [3] mukaillen, joten

kdytdmme mallia (5.20).

Suoraviivaisesti voidaan todentaa seuraavat laskusaannot:

r-eg=x-(e—e)=0, (5.23a)
- e,=x-(e+€) =0, (5.23b)
e;=(e—e)(e—e) =€ +e*=0, (5.23c)
e2 = (e+e)e+e)=e’+e =0, (5.23d)
e-ex=(e—e)-(e+e)=—-1—-1=-2 (5.23e)

Vektoreiden e, ja eg nelidimissddntdjen mukaan Cliffordin algebra mallissa on
Cl, 02. Homogeenisuuden takia konformisen mallin vektorit AX, missi A € R\ 0,
vastaavat samaa perusavaruuden pistettd, toisin sanoen kuuluvat samaan ekviva-

lenssiluokkaan. Koska laskusddantojen (5.23) avulla laskettuna X - e,, = —2, voidaan
—2

X-ex '

tojen avulla voidaan osoittaa, ettd konformisen mallin esitysvektorit ovat nollavek-

mielivaltainen esitysvektori AX normalisoida kertomalla tekijalla Laskusaan-

toreita:
X?=|X|? = 2z + 2es + €0) (2% + Ten + ) = dx® — 227 — 22* = 0. (5.24)

Konformisessa mallissa avaruuden R™ vektorit esitetdén siis (n+2)-ulotteisen esitysa-
varuuden nollavektoreina. Asettamalla @ = 0 ndhdééan, etté e esittdd R™:n nollavek-
toria. Ulottuvuudelle ey, saadaan tulkinta tutkimalla esitysvektoria X (%) = 5 X,

joka on perusavaruuden vektorin @ pituuden funktio:
1 2 1
X(x?) = EX = a7 + e + poll (5.25)

Jos nyt annamme perusavaruudessa vektorin  ldhestya darettomyytta eli annamme
sen pituuden kasvaa rajatta, ? — oo, niemme, etti X (x?) — e,. Tulkitsemme

siis vektorin e, esittavan daretonté.

Helposti laskemalla voidaan osoittaa, ettéa stereografisella projektiollakin muodoste-
tussa mallissa esitysvektoreiden sisatulo palauttaa perusavaruuden vektoreiden vé-

lisen etéisyyden:

X Y =2z + e +€0) - (2y + yles + €)
=dx -y — 2z* — 29y° (5.26)
= _2d2(a:7 y)
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5.3 Geometrisia konstruktioita konformisessa mallissa

Tarkastellaan seuraavaksi lyhyesti muutamia geometrisia konstruktioita mallissam-
me. Tata varten tarvitsemme duaaliesityksen késitettda. Protoyypin késitteen esitte-
lyyn tarjoaa taso ja sen esittdminen. Taso voidaan esittdd suoraan yhtalon avulla,
jonka ratkaisuna saadaan kaikki tasolle kuuluvat avaruuden pisteet. Talla tavalla
taso esitetddn suoraan avaruuden pistejoukkona. Toisaalta taso voidaan esittdd du-
aalisesti sen normaalivektorin n ja yhtélon n-x = 0 avulla, jonka ratkaisuna saadaan
kaikki normaalia kohtisuorassa olevat vektorit . Taso siis esitetddn “epasuorasti”

sen duaalivektorin avulla.

Tata myotaillen tutkimme mitd perusavaruutemme geometrista konstruktiota kon-
formisen mallin vektori V' esittdd. Téhan tarkoitukseen kdytdmme esitysavaruudes-
samme olevaa sisdtuloa (5.26) tutkimalla yhtaléd X -V = 0, missd X on muotoa
2x + x2e., + ey oleva nollavektori. Sisdtulohan palautti konformisen mallin vektorei-
den avaruudessa R" sijaitsevien vasteiden vélisen euklidisen etdisyyden. Formaalisti
esitelty yhtélo kiteyttdd idean, ettd geometriseen konstruktioon kuuluvat ne vek-
torit, jotka ovat etdisyydelld O kyseistd konstruktiota duaalisesti esittévasta vekto-
rista. Yhtélon ratkaisuna olemme kiinnostuneita selvittaméaan mita perusavaruuden

joukkoa vektori V' vastaa.

Aiemmasta tieddmme jo, ettd nollavektori 2v + v?e. + e esittié euklidisen ava-
ruuden vektoria v. Tamé voidaan selvittad edella esitellylla tavalla. Tutkimme siis
yhtéloa X -V = —2d2(:c, v) = 0, joka toteutuu vain, jos & = v eli V' vastaa perusa-

varuuden pistetté.

Tarkastellaan seuraavaksi vektoria m = n+de,,, missa ¢ on vakio. Jalleen tutkimme

yhtélén X - 7 = 0 ratkaisua (muista laskusaannét (5.23)):
X -m=2z+2’ex+ey) (n+dey) =20-n—-20=0 < xz-n—05=0. (5.27)

Yhtélon (5.27) viimeisestd muodosta @ - n = § voidaan tunnistaa perusavaruuden
origosta (eli nollavektorista 0) etiisyydella % olevan tason yhtélo, missé n on tason

normaalivektori. Vektori 7 siis esittda duaalisesti perusavaruuden tasoa.

Vektori 0 =Y — p?e., missi Y = 2y + y?e, + € ja p on vakio, esittii duaalisesti

perusavaruuden palloa:

X-o0=X-(Y—pPes) = XY —p*’X-e, = —2d%(z,y)+20° = 0 <= |z—y|* = p°.
(5.28)

Saimme siis yhtalon p-séateiselle pallolle, jonka keskipiste on y.
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5.4 Esimerkkilaskuja konformisessa mallissa

Laittaaksemme konformisen mallin konkreettisemmalle pohjalle, tarkastelemme tés-
sé luvussa joitakin esimerkkilaskuja mallissa. Olkoon meilld aluksi euklidisen ava-
ruuden R? vektori

xr = e+ 2ey; — Hes.

Téamén vektorin pituuden neli6 on |z|? = x? = 12 + 22 + (—5)? = 30. Laittamalla

ja 2 yhtiloon (5.20), saadaan vektorin @ konformiseksi esitykseksi
X =2(e; + 2e; — 5e3) + 30e, + ey = 2e; + 4ey — 10e3 + 30e., + €.

Vektorin x etiisyyden nelié avaruuden R? nollavektorista on d*(zx,0) = |x — 0|? =

x? = 30. Konformisen mallin perusyht&lolla (5.26) pitéisi voida laskea perusavaruu-

den vektoreiden vilisid etdisyyksid: d*(z,0) = —1X - ey. Tarkistetaan timi laske-
malla:
1 1
—§X €y = —5(261 + 462 — 1063 + 30600 + 60) - €.
1
= —5(30 -(—2)) = 30 = d*(x, 0).

Tutkitaan seuraavaksi avaruuden R* vektoreita
xr=-e;+2e, —Hes — ey
ja
y = —2e, + 3ey + Tes — 3ey.
Niiden vektoreiden pituuksien nelict ovat ? = 31 ja y*> = 71, jolloin esitysvekto-
reiksi saadaan
X = 2e; +4ey — 10e3 — 2e4 + 3le, + €
ja
Y = —4e; + 6ey + 1de; — 6es + Tle + €.

Lasketaan vektoreiden @ ja y etdisyyden nelio yhtalolla (5.26):

1

=2z y+x*+y
= —2(—2+6—35+3) + 31+ 71) = 158,
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Tarkistetaan tulos laskemalla |z — y|* avaruudessa R*:

|z — y|* = |(e1 + 2e2 — 5es — e4) — (—2e; + 3ey + Tez — 3ey)|?
= |361 — €y — 1263 + 264|2

=9+1+144 44 = 158.

Konformisen mallin esitysvektorista saadaan palautettua perusavaruuden vektori

2

normalisoinnilla eli kertomalla tekijélli w——. Oletetaan, ettd olemme péétyneet

e}

konformisen mallin vektoriin

153
W = 16e; + Te; — es + —e, + Sey.

4

Talloin

W ey = 8ey- e, = —16,
joten

—2 1 153
w- COOW = §(16€1 + 782 —e3+ TBOO + 880)
1 153
=2e; +-ey— —e3+ ——ex + €.

8 8 32
Konformisen mallin vektori W siis vastaa perusavaruuden R? vektoria

1
w = 2e; + geg — geg.
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6. MOBIUS-KUVAUKSET

Mobius-kuvaukset ovat erityisesti kompleksianalyysistd tuttuja konformisia kuvauk-
sia. Téssé kappaleessa kokoamme yhteen edelld rakennetun matemaattisen koneis-
ton ja euklidisen avaruuden mallin tutkimalla niiden avulla avaruuden R™ Mobius-
kuvauksia. Téssa luvussa emme enéda niin eksplisiittisesti mainitse kaikkia laskuissa
kaytettyja tekniikoita, ne on edelld esitelty erityisesti kappaleissa 2 ja 3. Myos lu-
vun 5 konformisen mallin lisdulottuvuuksia esittévia vektoreita koskevat laskusaan-

not kannattaa muistaa. Pddasiallisina ldhteind toimivat [4], [3] ja [5].
6.1 Translaatio

Euklidisen avaruuden geometriasta on tunnettua, ettd translaatio siirtymén 2k,
k € R, verran vektorin @ maarddmaan suuntaan voidaan esittda peilauksena kah-
den yhdensuuntaisen tason suhteen, joiden vélinen etaisyys on £ ja joilla on vektorin
a suuntaiset normaalit. Tamé on jilleen Cartanin ja Dieudonnen teoreeman erikois-
tapaus. Translaation orientaatio on aina sama kuin tasojen normaaleille; translaatio
on siis suuntaan a tai —a. Konformisessa mallissa translaatio suoritetaan peilaa-
malla kahden hypertason suhteen, jotka esitetddn duaalisesti vektoreina 7 ja o

kappaleen 5.3 mukaan. Kuva 6.1 selventda translaation ideaa.

Kuva 6.1

Olkoon siis m = m + 01€4 ja Ty = M + e, kaksi duaalisesti esitettyd peilaa-
vaa tasoa etdisyyksilld 0, ja do origosta. Tasot ovat yhdensuuntaiset, joten niilla on
sama yksikkonormaali . Kuten kappaleessa 3.1 osoitettiin, peilaus geometrisessa
algebrassa tehdaan kertomalla peilattava vektori molemmilta puolilta tason maa-

raaviaan vektorin kanssa. Koska translaatio muodostetaan kahden peilauksen avulla,
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lasketaan tasoja esittéavien vektoriemme tulo:

(N + d2ex) (M + d1€00) = 1+ d1ney + d2em = 1 + dreon — d1exm

=1+ (5 — 6))ecem = 1 + ez“. (6.1)

Viimeisessé vaiheessa méérittelimme vektorin @ = 2(d2 — 01)n. TAma siitd syysta,
ettd oletamme peilauksemme suorittavan translaation. Kuten kappaleen alussa to-
dettiin, peilaus kahden yhdensuuntaisen tason suhteen muodostaa translaation kaksi
kertaa tasojen vilisen etaisyyden verran tasojen normaalien madraamassa suunnas-

sa. Tama idea on siséllytetty vektoriin a.

Merkitadn T, = 1+ “5%. Koska e - @ = 0, voitaisiin yhtd hyvin merkita 7, =
1+ % Pysymme kuitenkin edellisessé muodossa. Nyt voimme tutkia kuinka pei-

lauksemme vaikuttaa muutamiin vektoreihin. Tutkitaan aluksi origon kayttaytymis-

ta:
. € € €sae €l
TanTa = (1 + 2 )60(1 - 2 ) = (60 _'_ 2 0)<1 - 2 )
€0l  €,a€) €,,ae)Es
— ey — _
2 2 4
1 00 00
=ep— =(€epeu + ex€p)a — €o0€0€e0 2 (6.2)
2 4
2
=ep+ 2a — 4 Coo (2€ - €xo — €xc€p)
—4)a? -~
:eo—i—Za—#:eo—i—Qa—l—aQew (6.3)

Tamé on perusavaruuden pisteen a esitys konformisessa mallissa, joten T, todella
siirsi origoa vektorin a verran. Adrettémyyden sen sijaan pitéisi sdilyé invarianttina

translaatiossa, joten tarkastellaan taté seuraavaksi:

ToexT; = (1+ 3% )en(l - =57
e fmlfm_,  EmEn_ (6.4

Myés darettomyydeltd haluttu ominaisuus toteutuu peilauksessa 7T;. Vektorille

x € R"™ saadaan

€ €l €00 AT €
T,xT; = (1 = 1- =2 = ad 1-=
TEoo@ €5aT €5 aTexa
o _ 6.5
T 1 (6:5)
€0
:m+7(ma+am) =x+ (T a)ex.

Yhdistamaélla edelliset voidaan laskea kuvauksen T, vaikutus yleiseen konformisen
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mallin vektoriin:

T.(eo+ 2z + %€ )T = ey + 2a + a’e + 2(x + (T - a)ey) + e
=eo+2(x+a)+ (2 +2(x-a)+aes (6.6)
=ey+2(x+a)+ (T +a)e.

Taméa on perusavaruuden pisteen & + a esitys konformisessa mallissa. Kuvaus Ty,

siis todella on konformisen mallin translaatio !

Konformisen mallin translaatiokuvaus T, esitetddn samaan tapaan roottorina kuin
luvussa 3 teimme rotaatioille. Translaatio voidaan taten osoittaa olevan isometri-
nen ja ortogonaalinen lineaarikuvaus Lauseen 3.2 tapaan, kun huomioidaan yhta-

164 (3.14) vastaava tulos:

LI =TT, = (1+ 591 - =37
€0 €e,a ey aea
=1- 6.7
2 2 * 4 (67)
e’ a?
=1 < — =1
* 4

Identiteetin T = (1—%%%) = (1—1—@) = T_, my6té translaation kdénteiskuvaus

vastaa translaatiota vastakkaiseen suuntaan, kuten pitdakin.

Translaatiolle saadaan myos eksponenttiesitys luvun 3 rotaation tapaan. Tdmé seu-
2 52

raa siité, ettd e2, = 0. Télloin (¢32)? = %=* =0 ja
ea € 1 ea

T, =142 =14 X2 4 — (22024 = e®oa/2, 6.8

T T gl e (6.8)

6.2 Rotaatio

Translaation tapaan rotaatio euklidisessa geometriassa esitetdén peilauksena hyper-
tasojen suhteen. Rotaation tapauksessa tasot eivit kuitenkaan ole yhdensuuntaisia

kuvan 6.2 mukaan.

Kuva 6.2
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Tarkastellaan kahta origon kautta kulkevaa tasoa. Téssé tapauksessa perusavaruu-
den tason duaaliesityksessad m = n+de, etdisyys origosta o on nolla. Tasot siis esite-
tdan duaalisesti niiden euklidisten yksikkonormaalien avulla eli m; = ny ja mo = ns.
Tason esitysten tulo on

ToT1 = MM . (69)

Mutta tama vastaa téysin rotaation suorittavaa roottoria R, joiden teoria késiteltiin
jo luvussa 3. Rotaatiot siis esitetddn konformisessa mallissa aivan samalla tavalla
kuin perusavaruudessa. Tamé voidaan osoittaa laskemalla roottorin vaikutus kon-
formisen mallin vektoriin. Merkitddn non; = R ja muistetaan, ettd perusavaruuden

vektorit n; ja mo antikommutoivat vektoreiden ej ja e, kanssa. Talloin

R(eg + 2z + x’e,)R* = RegR* + 2RxR* + £’ Re R*
=eo + 2R R + r’ey (6.10)
= ey + 2RTR* + (RzR*)’e.

ja tdméa on perusavaruuden pisteen Rx R* konforminen esitys. Viimeisessa vaiheessa

kéytimme hyvéksi rotaation isometrisyytta.

Tutkimamme rotaatio oli origon ympéri. Edelld tutustuimme kuitenkin translaa-
tioon, joten rotaatio mielivaltaisen pisteen a ympari voidaan tehda siirtdmaélla piste
a ensin origoon, suorittamalla rotaatio ja siirtymaélléd sitten takaisin alkuperéiseen

pisteeseen translaation avulla.

6.3 Inversio

Inversiolla ! = =5 tarkoitetaan peilausta pallon suhteen kuten on esitetty kuvas-

sa 6.3.

Kuva 6.3
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Tarkastellaan inversiota origossa yksikkopallon o suhteen. Konformisessa mallissa
tamé pallo voidaan esittdéd yhtdlon (5.28) mukaan muodossa 0 = eg— e,. Tutkitaan

peilauksia konformisen mallin eri vektoreille:

—ox0 = —(€y — ex)x(ey — €x) = (€9 — €x)°T = 4, (6.11)
—0€50 = —(€g — €x)ex(€n — €x) = €pencey = 4ey, (6.12)
—0egs = —(ey — €x)ep(en — Ex) = €xc€0€0o = 4. (6.13)

Vektoreille e ja e, kuvaus toimii skaalausta lukuunottamtta oikein eli vaihtaa ori-

gon ja adrettomén keskenéddn. Skaalauksesta pédstadn eroon, kun muistetaan yhta-

16n (5.19) jalkeiset esitykset eg = €—e ja e,, = e+e. Talloin o = €é—e—e—e = —2e.
Jos nyt tarkastelemmekin kuvauksia —%a§ = —eae, saadaan yhtéloistd (6.11)-
(6.13)

—ere=x, —eeje=e; ja — eeye = €. (6.14)

Konformisen mallin vektorin X kuvaus saadaan nyt edelliset yhdistamalla:
—eXe =2z +x’ey + e, =222 + ey + (7)) es). (6.15)

Tunnistamme invertoidun vektorin &' konformisen esityksen, joka siis saadaan ai-
kaan vektorin @ esityksestd peilaamalla vektorin e suhteen. Konformisen mallin

homogeenisuuden takia kerroin x? voidaan unohtaa.

Inversio mielivaltaisen pisteen a ympéri voidaan jélleen tehda siirtamalld piste a
ensin origoon, suorittamalla inversio origon suhteen ja siirtymaélld sitten takaisin

alkuperiiseen pisteeseen translaation avulla.

6.4 Dilataatio

Geometrisesti dilataatio eli skaalaus origon suhteen voidaan tehdé peilauksena kah-
den erisdteisen ja samankeskisen pallon suhteen, eli siis kahtena inversiona. Kuva 6.4
esittelee dilataation idean.

Olkoon siis meilld kaksi duaalista palloa eg — p?es ja €y — pses. Tutusti peilaus

geometrisessa algebrassa tehddan peilaavien vektorien tulon avulla, joten lasketaan
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x
Kuva 6.4
tulo (eg — pies)(ey — pres):
(€0 — pgew)(eo - /0%600)
- p%eoeoo - pgeooeo
=—pi(—2+egAex) —pa(—2— ey Aes) (6.16)

=207 — pleg A es + 205 + pren A es
=2(p + p3) — (T — p3)e0 A e

1 .
4dp1p2”

Tulo saadaan tutumpaan roottorimuotoon, kun skaalaamme sen ensin vakiolla

1
4p1p2

Lpr p2y 11
202+ p2) — (PP —phegNes) = (2 +5)— - =
(2(p1 102) (1 — p3)eo ) 2(p2 /)1) 2° 2%, pm

Jos vield médrittelemme e(7/?) = Z—f, saadaan edellisesta

Lo g ooy L Lo comye p e, = cosh(L) + sinn(1)N, (6.18)
2 2 2 2 2
missd méaarittelimme bivektorin N = %eo A €. Téille roottorille saadaan myos eks-
ponenttiesitys, johon padsemme luvun 3 tapaan, kunhan laskemme bivektorin N ne-
lion. Laskussa voimme kiyttad hyodyksi yhtdlon (2.17) vélivaihetta (a Ab)(a Ab) =
—a?b’ + (a - b))%

1 1
N? = Z(eo Aes)? = Z(—egego + (€0 €x)?) =~ -4 =1. (6.19)

Tamén ja hyperbolisten funktioiden sarjakehitelmien avulla paastaén viimein root-
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torin eksponenttiesitykseen:

v o
cosh(i) + smh(§)N
3)?, @)

+ ... (6.20)

Ennen kuin siirrymme tutkimaan, mité roottori S = cosh(3) +sinh(3)N tekee kon-
formisen mallin esitysvektorin eri komponenteille, lasketaan ndiden komponenttien

ja bivektorin N viliset kommutaatiorelaatiot:

1 1
Neg = (560 Nex)ey = Z(eoeoo — exep)ey

1
= —€epexey = —€p(2€. - €y — €per) (6.21)
4 4
= —€y,
1
egN = eoz(eoeoO — ex€)) = — €€ = €, (6.22)
1 1
Ne,, = Z(eoeoo—eooeo)eoo =~ €xeex = —Z(Zeoo-eo—eoeoo)eoo = €, (6.23)
1 1
e N = eoo(zl(eoeoo — ex€))) = Zeooegeoo = —€q, (6.24)
1 1
N = Z—l(weoeoo — xe€ey) = Zl(eoeoow — exeyxr) = Nz. (6.25)

Viimeisessa yhtdlossa kidytimme apuna tietoa, ettd  antikommutoi vektorien eq ja

€~ kanssa.

Nyt tarkastelemme vihdoin kuvauksen SaS* vaikutusta konformisen mallin eri vek-

toreihin. Laskuissa kiaytdamme hyodyksi edellisid kommutaatiorelaatioita ja roottorin
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esitystd S = cosh(3) + sinh(2)N.

SepS* = (cosh(%) + sinh(%)]\/)eo(cosh(%) — sinh(%)N)
gl o v i
= (cosh (5) + 81nh(§)N)eo(cosh(§) — 31nh(§))
gl < gl —.
= (cosh(i) smh(§))(cosh(§) - smh(§))eo (6.26)
2,7 12 g VNesotnr )
= (cosh (5) + sinh (5) — 2cosh(§)smh(§))eo
= (cosh() — sinh(v))ey = e 7ey.
* _ g . g i . Y
SexS" = (cosh(i) + 51nh(§)N)eoo(cosh(§) — smh(§)N)
- (cosh(%) + sinh(%)]\/)eoo(cosh(%) + sinh(%))
Ty oY Ny i)
= (cosh(i) + 81nh(§))(cosh(§) + smh(E))eoo (6.27)
= (cosh(%) + sinh(%))QeOO =ee (6.28)

SxS* = (cosh(%) + sinh(%)N)a:(cosh(%) — sinh(%)N)

Y . Y N Y
= (cosh(i) + s1nh(§)N)(cosh(5)51nh(§))w

2,7 .29
= (cosh (5) — sinh (5))a) (6.29)
= (%cosh(v) + % — %cosh(y) + %)m = .

Yhdistamaélla taas edelld lasketut komponenttien kuvaukset saadaan konformisen

mallin vektorin X kuvaus:
SXS* =e ey + 2T + e T’es, = T(eg +2e7x + (') ey ). (6.30)

Suluissa on vektorin e”x konforminen esitys. Roottori S siis vastaa dilataatiota
konformisessa mallissa. Homogeenisuuden takia vakiokerroin voidaan unohtaa. Tut-
kimamme dilataatio oli origon suhteen. Dilataatio mielivaltaisen pisteen suhteen

tehdaén jalleen translaation ja dilataation kompositiona.

Dilataatiomme vastasi skaalausta kertoimella ¢”. Jos haluamme tehdd mielivaltaisen
skaalauksen & — az, niin tilldin ¥ = « eli v = Ina. Téastd padsemme tutkimaan

miten peilaavien pallojen siteet tulisi valita, jos skaalauskerroin olisi a. Maaritelméan
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/2 = ";—f avulla saadaan

21n& = In«
P1
621n5—? _ elna
= (22 =g (6.31)
1
=2 _ /a
P1

Voisimme siis valita ensimmaéisen peilaavan pallon yksikkdpalloksi, jolloin toisen

pallon séteen olisi oltava /a.
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7. YHTEENVETO

Téassé tyossd tutkimme euklidisen avaruuden R™ konformista mallia ja Mobius-
kuvauksia tdssd mallissa. Matemaattisena koneistona kidytimme Cliffordin geomet-
rista algebraa, johon tutustuimme kattavasti tyon alussa. Erityisesti peilausten ja
rotaatioiden esittdmiseen Cliffordin algebran avulla perehdyimme yhden luvun ver-
ran. Peilaukset ja rotaatiot muodostivat tyon lopussa perustan Mdbius-kuvausten
esittdmiselle. Ennen konformiseen malliin tutustumista tutkimme myos projektiivi-
sesta geometriasta tuttuja homogeenisia koordinaatteja, jotka luovat pohjan myos

konformiselle mallille.

Konformisessa mallissa mallinnettavan perusavaruuden vektori @ esitettiin muodos-
sa 2 + x’e., + €y. Avaruus R” siis mallinnettiin (n + 2)-ulotteisessa avaruudessa
R™*2 jossa lisiityt kantavektorit e, ja ey ovat nollavektoreita. Konformisen mallin
taustalla olevana yhtend ideana on saada vektoriesitykset origolle ja darettomyydelle
siind misséd mille tahansa muullekin perusavaruuden pisteelle. Nimiensd mukaisesti
kantavektori ey esitti origoa ja e, darettomyytta. Kaikki perusavaruuden pisteet

siis ovat tasavertaisessa asemassa konformisessa mallissa.

Konformisen mallin esitysvektoreiden sisdtulo palautti perusavaruuden vektoreiden
valisen etaisyyden. Tamén avulla pystyimme tutkimaan kuinka erilaiset geometriset
konstruktiot esitetddn duaalisesti konformisessa mallissa. Duaalinen esitys tarkoitti
tdmén tyon puitteissa tietyn konstruktion, toisin sanoen tietynlaisen pistejoukon,
esittdmistd duaalivektorin avulla. Mallinesimerkkind toimi tason esittdminen. Ta-
so voidaan maarita antamalla tason yhtald, jonka ratkaisuna on tasolle kuuluvat
pisteet. Toisaalta taso voidaan maéaritella duaalisesti pelkéastédéan tason normaalivek-
torin avulla, jolloin tason muodostaa kaikki vektorit, jotka ovat kohtisuorassa nor-
maalivektoriin ndhden. Konformisessa mallissa ajattelimme, ettd tiettyyn geomet-
riseen konstruktioon kuuluvat pisteet ovat etdisyydelld nolla konstruktiota duaali-
sesti esittavastd vektorista. Tutkimme siis yhtaloa X - V = 0, missd X oli muotoa
2x + T’e., + ey oleva esitysvektori ja V oletettua konstruktiota duaalisesti esitti-
va vektori. Esimerkiksi konformisen mallin vektori m# = n + deo, esitti duaalisesti

perusavaruuden tasoa.

Cliffordin algebran ja konformisen mallin voima tuli erityisesti esille tyon lopussa
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Mobius-kuvausten esittamista tutkittaessa. Kaikki Mobius-kuvaukset konformisessa
mallissa voitiin esittda yksinkertaisina ortogonaalikuvauksina. Tama perustui kah-
teen seikkaan. Ensinnékin Cliffordin algebran peilaukset ja rotaatiot ovat ortogonaa-
likuvauksia. Nama esitetdan yksinkertaisesti kertomalla operoitava vektori molem-
milta puolilta peilaavalla vektorilla peilauksessa tai kahden peilaavan vektorin tulol-
la rotaation tapauksessa. Toiseksi geometriset konstruktiot voitiin esittda konformi-
sessa mallissa duaalivektoreina. Esimerkiksi translaatio voidaan muodostaa kahden
yhdensuuntaisen tason peilauksena. Konformisessa mallissa tamé tehtiin yksinker-
taisesti kertomalla vektori, jolle translaatio haluttiin suorittaa, molemmilta puolilta
kahta yhdensuuntaista tasoa duaalisesti esittédvien vektorien tulolla. Néin Cliffordin
algebra ja konforminen malli yhdessa tuovat kuvausten esityksiin selkeésti mukaan

niiden taustalla olevat geometriset ideat.
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