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Tutkielman aiheena on IF-logiikka ('Independence-Friendly logic’) ja siiné esiintyva signa-
loinniksi kutsuttu ilmio. IF-logiikka on tavallisen ensimmaisen kertaluvun predikaattilo-
giikan laajennus, jossa voidaan esittda monipuolisemmin kvanttoreiden valisié riippumat-
tomuuksia. Tutkielmassa kaytetdan peliteoreettista semantiikkaa, jossa logiikan kaavat
tulkitaan kahden pelaajan, verifioijan ja falsifioijan pelaamana semanttisena peliné.

Peliteoreettinen semantiikka méaaritellaédn ensin ensimméisen kertaluvun logiikalle. Logii-
kan kaavoille merkityksen antava semanttinen peli maaritelldan ja annetaan pelin voit-
tostrategiaan nojaava peliteoreettinen totuusmaaritelma. Tamén jalkeen esitellaan IF-
logiikan syntaksi ja riippumattomien kvanttorien vaikutus peliteoreettiseen semantiik-
kaan. Erona on, ettd IF-logiikan kaavojen semanttisissa peleissé pelaajien informaatiota
pelin aiemmista siirroista voidaan rajoittaa.

Signaloinnilla tarkoitetaan sitd, etta pelaaja valittda itselleen omien siirtojensa avulla sel-
laista informaatiota, jota han ei jonkin myohemmén siirtonsa aikana saisi tietda. Tutkiel-
massa tarkastellaan erilaisia signaloinnin muotoja: signalointia ylimaaraisten kvanttorien
avulla, signalointia konnektiivien avulla sekd mahdollisuutta hyodyntida vastapelaajan
siirtoja signaloinnin tapaiseen informaatiorajoitusten kiertdmiseen.

Tutkielman lopuksi tarkastellaan [F-logiikan ilmaisuvoimaa ja osoitetaan, etta [F-logiikka
on ilmaisuvoimaisempi kuin ensimméisen kertaluvun logiikka. Signaloinnin mahdollisuus
on yksi tekija, jonka ansiosta IF-logiikka on ilmaisuvoimaltaan yhta vahva kuin eksisten-
tiaalinen toisen kertaluvun logiikka.

Avainsanat: IF-logiikka, peliteoreettinen semantiikka, signalointi
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1 Johdanto

[F-logiikka eli Independence-Friendly logic on tavallisen ensimmaisen kertaluvun predi-
kaattilogiikan laajennus, jossa voidaan ilmaista, mitkd kvanttorit ovat riippumattomia
toisistaan. Riippumattomuus esitetaédn uudella notaatiolla, jossa kvanttorin jéalkeen kir-
joitetaan kauttaviivalla erotettuna ne muuttujat, joista kvantifioitu muuttuja on riippu-
maton. Yksinkertainen esimerkki IF-logiikan kaavasta on

(1.1) Vr(Jy/{z})(z =y),

jossa muuttuja y on riippumaton muuttujasta x. [F-logiikan esittelivat 1989 Jaakko Hin-
tikka ja Gabriel Sandu artikkelissa Informational Independence as a Semantical Pheno-
menon [7]. Motivaationa kvanttoreiden vélisten riippumattomuuksien monipuolisempaan
esittdmiseen heilla oli pyrkimys kuvata tavallisen kielen lauseissa esiintyvid tiedollisia
riippumattomuuksia formaalisti, ja ensimmaisen kertaluvun logiikka ei kaikissa tilanteis-
sa tahan riitd. Hintikka ja Sandu seka useat muut loogikot ovat mychemmin kehittédneet
[F-logiikkaa pidemmaélle ja tutkineet sen ominaisuuksia.

[F-logiikan kaavojen tulkinnassa kéytetdan tyypillisesti peliteoreettista semantiikkaa. Pe-
liteoreettisessa semantiikassa logiikan kaavat tulkitaan kahden pelaajan pelaamana se-
manttisena pelind, jossa toinen pelaajista yrittda verifioida ja toinen falsifioida kaavan
ja jota pelataan annetussa mallissa. Verifioijalle annetaan nimi Eloise ja falsifioijalle ni-
mi Abelard.! Nimien alkukirjaimet kuvaavat pelin siirtovuoroja: eksistenssikvanttori 3 on
Eloisen siirtovuoro ja universaalikvanttori V Abelardin siirtovuoro.

Peliteoreettisesti ymmarrettyna ensimmaisen kertaluvun logiikan kaava
(1.2) Vaedy(z = y)

on peli, jossa Abelard yrittda falsifioida kaavan valitsemalla muuttujalle x arvon, joka
toimisi vastaesimerkkind kaavan viitteelle, ettd Jy(z = y) pétee kaikilla z:n arvoilla.
Téman jilkeen Eloise yrittda verifioida kaavan etsimalla sellaisen muuttujan y arvon,
jolla. z = y on tosi. Tamé kay helposti, koska Eloise tietda omalla valintavuorollaan,
miten Abelard on valinnut. Peli paéattyy, kun kaikki valinnat on tehty eli kun jéljelld on
atomikaava. Jos tdméa atomikaava on tosi pelissa kdytossa olevassa mallissa, Eloise voittaa
pelin, ja jos atomikaava on epatosi, Abelard voittaa pelin. Huomataan, etta Eloise pystyy
aina voittamaan pelin eli verifioimaan kaavan Vz3y(z = y) valitsemalla saman arvon
kuin Abelard. Peliteoreettisessa semantiikassa kaavan totuus samaistetaan sen kanssa,
ettd Eloisella on voittostrategia eli systemaattinen tapa voittaa kaavan peli riippumatta
siitd, miten Abelard pelaa.

[F-logiikan kaavojen semanttisissa peleissa pelaajat voivat joutua tekeméaéan valintoja tie-
tamatta, mitd aiemmin pelissa on tapahtunut. Kaavan 1.1 pelissa Eloise ei siirtovuorollaan
kvanttorin (Jy/{z}) kohdalla tiedd Abelardin valitsemaa z:n arvoa, koska viivamerkinta
kertoo y:n valinnan olevan riippumaton muuttujasta x. Koska Abelardin ja Eloisen teke-
mét valinnat ovat riippumattomia toisistaan, peli voi paattyda kumman tahansa voittoon,

! Abelard oli keskiajalla elinyt loogikko ja Eloise hiinen oppilaansa ja rakastajansa (esim. [11, s. 32]).
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eika kummallakaan pelaajalla ole voittostrategiaa. Esimerkki havainnollistaa yhta merkit-
téavaa eroa IF-logiikan ja ensimmaisen kertaluvun logiikan vélilla: kaikilla [F-logiikan kaa-
voilla ei ole madrattyéd totuusarvoa eli kolmannen poissuljetun laki ei piade IF-logiikassa.

Toinen kiinnostava eroavaisuus [F-logiikan ja ensimmaisen kertaluvun logiikan valilla on
signaloinnin mahdollisuus. Signaloinnilla tarkoitetaan sité, ettd pelaaja vélittaé itselleen
omien siirtojensa avulla sellaista informaatiota, jota hén ei jonkin myohemmaén siirtonsa
aikana saisi tietdd. Signaloimalla voi siis joissain tapauksissa kiertdd riippumattomuuk-
sien luomia rajoituksia pelaajan tiedolle. Jos kaavaan 1.1 lisatdan ylimaédrainen eksistens-
sikvanttori ja pelataankin semanttinen peli kaavalla

(1.3) Ve3z(3y/{x})(z = y),

Eloise pystyy kiertaméén kvanttorin (Jy/{x}) kiellon ndhdd Abelardin valitseman z:n
arvon. Eloise voi vélittad itselleen tiedon Abelardin valinnasta valitsemalla muuttujan z
arvon samaksi kuin z:n arvon. Seuraavassa siirrossaan Eloise voi valita y:n arvon samaksi
kuin z, jolloin x = y on pelin paatteeksi tosi. Eloisen ei siis tarvitse y:n arvoa valitessaan
tietdd Abelardin valintaa, mutta signaloinnin ansiosta hén silti voittaa aina pelin.

Sen ansiosta, ettd IF-logiikassa voidaan esittdd monipuolisempia riippuvuuksia ja riip-
pumattomuuksia, [F-logiikka on ilmaisuvoimaltaan vahvempi kuin ensimméisen kertalu-
vun logiikka. IF-logiikalla pystytdan méaritteleméan sellaisia mallien ominaisuuksia, joi-
ta ensimmaisen kertaluvun logiikalla ei voida maéritella. Tarkalleen ottaen IF-logiikka
on ilmaisuvoimaltaan yhta vahva kuin eksistentiaalinen toisen kertaluvun logiikka. Yksi
[F-logiikan ilmaisuvoimaa lisdava tekija on signaloinnin mahdollisuus.

Alunperin Hintikka ja Sandu (esim. [6], [8]) méadarittelivat IF-logiikan siten, ettd pelaa-
jan siirrot ovat aina riippumattomia omista aiemmista siirroista, jolloin signalointia ei voi
esiintya. Myohemmin otettiin kayttoon [F-logiikan muoto, jossa pelaaja voi tehda siirtoja
my6s omien siirtojensa pohjalta (]9, Hodges 1997]). TAméa ominaisuus mahdollistaa eri-
laisten strategioiden kayton semanttisissa peleissa ja silla on merkittava vaikutus siihen,
mitké kaavat ovat [F-logiikassa tosia.

Tassa tutkielmassa erityisena tutkimuskohteena on erilaiset signaloinnin muodot ja sig-
naloinnin vaikutus IF-logiikan ilmaisuvoimaan, joten kaytossd on IF-logiikan muoto, jos-
sa signalointi on mahdollista. Tarkeimpéané ldhteena ja pohjana IF-logiikan méaarittelyl-
le tassa tutkielmassa kaytetdan teosta Independence-Friendly Logic; A Game-Theoretic
Approach [11, Mann, Sandu ja Sevenster, 2011].

Tutkielman rakenne

Ennen tutkielman varsinaiseen aiheeseen eli IF-logiikkaan siirtymisté esitelladn luvussa
2 peliteoreettinen semantiikka tavalliselle ensimméisen kertaluvun logiikalle. Lukijalta ei
odoteta esitietoja logiikasta, joten ensin maéritellaan ensimmaisen kertaluvun logiikan
syntaksi seké mallin ja tulkinnan kéasitteet. Liséksi esitellaén joitakin peliteorian keskeisia
kasitteita. Luvun 2 keskeisena sisdltona on semanttisen pelin méaarittely ja pelin voitto-
strategiaan nojaava peliteoreettinen totuusmaaritelma.

Luvussa 3 maaritellaan IF-logiikan syntaksi ja annetaan sille peliteoreettinen semantiikka.
Luvussa 4 siirrytadn tarkastelemaan signalointia. Esimerkkien avulla esitelldén erilaisia



signaloinnin muotoja: signalointia ylimaaraisten kvanttorien avulla, signalointia konnek-
tiivien avulla sekéd mahdollisuutta hyodyntéia vastapelaajan siirtoja signaloinnin tapaiseen
informaatiorajoitusten kiertdmiseen.

Luvussa 5 osoitetaan, ettd IF-logiikka on ilmaisuvoimaltaan vahvempi kuin ensimmaéisen
kertaluvun logiikka. Téta varten maaritelldan, mita logiikan ilmaisuvoimalla tarkoitetaan
ja esitelladn yleisella tasolla toisen kertaluvun logiikka seka skolem-funktion késite. Luvus-
sa 5 tarkastellaan myos [F-logiikkaa edeltanytté toisenlaista tapaa ilmaista kvanttorien
valisia riippumattomuuksia: osittainjarjestettyjéa kvanttoreita eli Henkin-kvanttoreita. Lo-
puksi luvussa 6 tarkastellaan viel& lyhyesti [F-logiikan filosofista merkitysté.



2 Peliteoreettinen semantiikka
ensimmaisen kertaluvun logiikassa

Ensimmaéisen kertaluvun logiikka (engl. first-order logic, FO) — tai toiselta nimeltdén pre-
dikaattilogiikka — on formaali kieli, jossa voidaan ilmaista tédsméllisesti yksiloiden omi-
naisuuksia ja suhteita koskevia vaitelauseita. Lisaksi kvanttoreilla voidaan ilmaista, etta
vaitteet patevat kaikille tai joillekin yksiloille. Ensimmaistéd kertalukua tasta logiikasta
tekee se, etta siind puhutaan pelkastaan yksiloolioista eli muuttujista, yksiloiden ominai-
suuksista eli predikaateista sekéd yksiloiden vélisista relaatioista, eikd kompleksisemmis-
ta entiteeteistd kuten esimerkiksi joukoista. Ensimmaéisen kertaluvun logiikkaa pidetaan
yleisesti perustavana logiikkana sekd matematiikassa etta filosofiassa.

Tassa luvussa maéritellaan ensin ensimmaisen kertaluvun logiikan syntaksi ja sitten anne-
taan sille peliteoreettinen semantiikka. Peliteoreettisessa semantiikassa logiikan kaavojen
merkitys ja totuus maéaritellaan erityisen pelin avulla, jossa kaavassa esiintyvat kvanttorit
ja konnektiivit vastaavat pelin siirtoja. Pelissa tehdyt valinnat antavat kaavalle merkityk-
sen ja pelin lopputulos maaraa, onko kaava tosi vai epatosi.

2.1 Logiikan syntaksi

Logiikan syntaksi kuvaa, mitéd symboleja kielessa on kaytossa ja miten symboleja yhdis-
teleméalld muodostetaan kielen ilmaukset oikein. Maaritelmét pohjautuvat teoksissa [11,
luku 3.1] ja [2, luku II] annettuihin mééritelmiin.

Loogisessa kielessé on kaytossé seuraavat loogiset symbolit:

e numeroituva maara muuttujasymboleja: xg, x1, xo, . . .

konnektiivit: = (negaatio), V (disjunktio), A (konjunktio),

kvanttorit: V (universaalikvanttori), 3 (eksistenssikvanttori)

identiteettisymboli: =

sulkumerkit: (, )

Jatkossa muuttujiin viitataan tavallisesti symboleilla x,y, 2, . . ..

Lisdksi on kéaytossd konnektiivit — (implikaatio) ja <> (ekvivalenssi). Implikaatio ¢ —
ymmarretaan lyhennysmerkinnédksi kaavalle ~¢ V 1 ja ekvivalenssi ¢ <+ 90 ymmaérretaan
lyhennysmerkinnéksi kaavalle (¢ — ) A (¥ — ).

Liséksi ensimmaisen kertaluvun logiikan kielessa on kaytossé vaihtuva joukko ei-loogisia
symboleja, joista muodostuu kielen aakkosto.

Maaritelma 2.1. Aakkosto L on jokin joukko seuraavia symboleja:

e Relaatiosymbolit: Ry, Ry, Rs, ...



e Funktiosymbolit: fy, f1, fa, ...

e Vakiosymbolit: ¢, ¢y, co, . ..

Relaatio- ja funktiosymboleihin liitetdan paikkaluku n (n € Z. ), joka kertoo kuinka mo-
neen argumenttiin symbolia sovelletaan. Paikkalukuja merkitaan ar(R) ja ar(f).

Yksipaikkaisia relaatiosymboleita kutsutaan myos predikaateiksi.

Aakkosto L médrittelee ensimmaéisen kertaluvun kielen, jota merkitaén FOp. Esimerkiksi
aakkosto L = {+,-,0, 1} maéérittelee sellaisen kielen, jota voidaan kéyttda ilmaisemaan
tavallisia luonnollisten lukujen laskutoimituksia, kuten 0-1 =0 tai x; = x5 + 1.

Jatkossa relaatioista kaytetdan tavallisesti symboleja P, Q), R, S, . . . , funktioista symboleja
fyg,h,... ja vakioista symboleja c,d, e, ... .

Kun ei ole tarpeen maaritelld, misté kvanttorista on kyse, kiytetaan symbolia @) € {V, 3}.
Samoin madritteleméttoman konnektiivin paikalla voidaan kéayttda symbolia o € {V,A}.

Logiikan aakkoston symboleja yhdistelemélld saadaan muodostettua termejd ja edelleen
kaavoja, joista koostuu ensimmaisen kertaluvun logiikan kieli FOp.

Maaritelma 2.2. Olkoon L aakkosto. L-termien joukko saadaan soveltamalla seuraavia
sdantoja aarellisen monta kertaa:

e Jokainen muuttujasymboli on L-termi.
e Jokainen vakiosymboli on L-termi.

e Jos f € L on n-paikkainen funktiosymboli ja tq,...,t, ovat L-termeja, niin
f(t1,...,t,) on L-termi.

Maaritelma 2.3. Olkoon L aakkosto. L-kaavat muodostetaan soveltamalla seuraavia
sdantoja aarellisen monta kertaa:

e Jos t; ja ty ovat L-termeja, niin ¢; =t on L-kaava.

e Jos ty,...,t, ovat L-termeja ja R € L on n-paikkainen relaatiosymboli, niin
R(ty,...,t,) on L-kaava.

e Jos ¢ on L-kaava, niin —¢ on L-kaava.
e Jos p ja v ovat L-kaavoja, niin (¢ V ¢) ja (¢ A1) ovat L-kaavoja.

e Jos ¢ on L-kaava ja x on muuttujasymboli, niin Vxy ja drep ovat
L-kaavoja.

Atomikaavoja ovat muotoa t; =ty ja R(ty,...,t,) olevat L-kaavat.



Luettavuuden parantamiseksi kaavojen ymparille voidaan lisata ylimaaraisia sulkuja. Kon-
nektiiveilla yhdistetyista kaavoista voidaan myos jattad uloimmat sulut pois tilanteissa,
joissa monitulkintaisuuden vaaraa ei ole. Jatkossa aakkosto L jatetdan merkitsematta
silloin, kun se on ilmeinen tai ei ole tarkastelun kannalta oleellista, mikd aakkosto on
kaytossa.

Maaritelma 2.4. Kaavan ¢ alikaavojen joukko Sub(y) mééritellaan rekursiolla:

Sub(y) = {¢}, kun v on atomikaava
Sub(~) = {~} U Sub(y)
Sub(y o ) = {4 o ¥/} U Sub($) U Sub(y)
Sub(Qu) = {Qrib} U Subl(y).

_|

Huomautus. Saman alikaavan eri esiintymia kohdellaan tassa tutkielmassa erillisiné ja toi-
sistaan erotettavina. Esimerkiksi kaavassa 1V 1 on kaksi toisistaan erotettavaa alikaavaa:
vasen disjunkti ¢ ja oikea disjunkti 1. Saman kaavan eri esiintyjien erottaminen jétetaén
tassa implisiittiseksi ja ohitetaan tasméllisempi erottamistapa. !

Kaavan Qxp alikaava ¢, kaikki kaavan ¢ alikaavat, sekéd kaikki alikaavoissa esiintyvat
muuttujat ja kvanttorit kuuluvat kvanttorin Qx vaikutusalaan.

Maaritelma 2.5. Termissé ¢ esiintyvien muuttujasymbolien joukko Var(¢) méaaritellaan
rekursiolla seuraavasti:

Var(z;) = {z;}
Var(c) = &
Var(f(t1,...,t,)) = Var(t;) U--- U Var(t,)
_|

Maaritelma 2.6. Muuttujan x esiintymé on vapaa jos se ei kuulu minkdan muotoa Qx
olevan kvanttorin vaikutusalaan eika ole kvanttorissa QQx oleva muuttujan x esiintyma.
Jos muuttujan esiintyma ei ole vapaa, se on sidottu.

Kaavan ¢ vapaiden muuttujien joukko Free(y) méaaritelladn rekursiolla:

Kaava ¢ on lause, jos siiné ei esiinny lainkaan vapaita muuttujia eli Free(¢)=4.
_|

! Tasmallisesti eri esiintymien erillisyys voidaan ilmaista esimerkiksi lisaamalld kaavaan kaikkien ali-
kaavojen ympérille indeksdidyt sulut. Talloin esimerkiksi kaavan P(z) V —P(z) tdsméllinen kirjoitusasu

olisi ((P(2))2 V (=(P(x))a)3)1-



Esimerkki 2.7. Olkoon aakkostona L = {P, R, f,c}, jossa ar(P) = 1, ar(R) = 2 ja
ar(f) = 1. L-termeja ovat esimerkiksi muuttujat z,y, z, vakio ¢ ja funktiosymbolin f
avulla muodostetut termit f(x) ja f(y).

Naista termeista voidaan kaavanmuodostussidantoja soveltamalla muodostaa esimerkiksi
seuraavat L-kaavat:

R(r,y)  flx)=2  (P@)VR(z,y) Jz(f(r)=2) VaIyR(z,y)

Tarkastellaan L-kaavaa ¢ = Va(P(z)V R(z,2)) A Jy(f(y) = ¢).

Kaavan ¢ kaikkien alikaavojen joukko Sub(p) on kétevi esittaa puurakenteena:

Va(P(z) vV R(z,2)) A3y(f(y) = ¢)
Va(P(x) V R(z, 2)) >11(f(y) =c)
(P(x) V R(z, 2)) fly)=c

.

Puusta nahdaén helposti, etta jokainen muuttujan x esiintyma on sidottu, koska alikaavat
P(z) ja R(z,z) kuuluvat kvanttorin Va vaikutusalaan, ja my6s muuttujan y esiintymét
ovat sidottuja, koska termi f(y) kuuluu kvanttorin Jy vaikutusalaan. Alikaavassa R(z, z)
esiintyvd muuttuja z on vapaa, koska sité ei ole kaavassa kvantifioitu. Siis Free(yp) = {z}.

_|

2.2 Peliteoreettinen semantiikka

Pelkét oikein muodostetut logiikan kaavat eivéit sindlladn tarkoita mitddn. Symbolien jo-
noilla voidaan ilmaista asioita vasta kun niille annetaan jokin merkitys, eli kun syntaksiin
liitetdan semantiikka.

Tavallinen tapa antaa logiikan kaavoille merkitys on tulkita ne tietyssé mallissa, eli tulkita
kaavan symbolien viittavan annettuun joukkoon yksiloolioita seké naiden ominaisuuksiin
ja keskinaisiin relaatioihin. Esimerkiksi kun tarkastellaan mallia, jonka oliot ovat pelilau-
dalla olevat shakkinappulat ja jossa kuvataan nappuloiden vérit predikaateilla M ja V|
kaava JxM (x) AJyV (y) tassd mallissa tulkittuna tarkoittaa, ettd laudalla on ainakin yksi
musta ja yksi valkoinen nappula.

Tavallisesti kdytetyssa Tarski-semantiikassa kaavojen totuus maardytyy rekursiivisten to-
tuusehtojen mukaisesti. Tarskin totuusméaritelmé on kompositionaalinen: lauseen to-
tuusarvo méaraytyy sen osien totuusarvoista tiettyjen sdantojen mukaisesti. Kaavan to-
tuuden madrittdmisessa 1dhdetaén liikkkeelle atomikaavoista: t1 = to ja R(ty,...,t,) ovat
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tosia mallissa jos ja vain jos mallissa tulkittuna kaavoissa mainittujen termien valilla to-
siaan on identiteetti tai relaatio R. Muiden kaavojen totuusehdot nojaavat tavalliseen
ymmarrykseen konnektiivien ja kvanttorien merkityksistd. Esimerkiksi konjunktion to-
tuusehdon mukaan kaava ¢ A ¥ on tosi mallissa kun seké ¢ etté 1) ovat tosia mallissa.
Kaava dzy on tosi kun mallista 10ytyy jokin sellainen alkio, etta sille ¢ on tosi. Muiden
konnektiivien ja kvanttorien totuusehdot annetaan vastaavasti.

Tarski-semantiikan sijaan tasséd tutkielmassa kdytetdan peliteoreettista semantiikkaa. Pe-
liteoreettisessa semantiikassa kaavojen merkitys méaérittyy semanttisen pelin G kautta.
Pelaajia on kaksi, Eloise (3) ja Abelard (V). Kaavassa esiintyvat kvanttorit ja konnektii-
vit ovat pelin valintatilanteita. Pelissa Eloise pyrkii pelaamaan siten, etta pelin kohteena
olevasta kaava on pelin pédattyessa tosi, ja Abelard taas siten, ettd kaavasta tulee epé-
tosi. Kaavan totuus tarkoittaa sita, etta Eloisella on tapa voittaa aina kaavaan liittyva
semanttinen peli.

Peliteoreettisessa semantiikassa merkityksenannon suunta on painvastainen kuin kompo-
sitionaalisessa semantiikassa: kaavan tulkinnassa lahdetdan kokonaisesta kaavasta ja ede-
taan aina vain pienempiin alikaavoihin. Tarski-semantiikka ja peliteoreettinen semantiik-
ka ovat kuitenkin ensimméisen kertaluvun logiikassa ekvivalentteja keskenaén, eli kaikki
samat kaavat ovat niissa tulkittuina tosia [11, s. 48].

2.2.1 Mallit

Maaritelmét pohjautuvat teoksissa [11, luku 3.2] ja [2, luku III] annettuihin mééritelmiin.

Maaritelma 2.8. Olkoon L aakkosto. L-malli muodostuu epatyhjasta joukosta M, jota
kutsutaan mallin universumiksi, seké tulkinnoista XM jokaiselle aakkoston L symbolille
X seuraavasti:

e Jos R € L on n-paikkainen relaatiosymboli, niin tulkinta on R™ C M™.
e Jos f € L on n-paikkainen funktiosymboli, niin tulkinta on funktio f™ : M™ — M.

e Jos ¢ € L on vakiosymboli, niin tulkinta on ¢ € M.

Jos aakkosto on L = {P, R, f, g, c}, niin L-malli M esitetdén muodossa
M = (M; PMRM, M gM M),
Sanotaan, ettd malli M on sopiva kaavalle ¢, jos se antaa tulkinnat kaikille kaavassa

esiintyville relaatio-, funktio- sekéa vakiosymboleille.

Malli kertoo, miten kaavoissa esiintyvét relaatiot ja funktiot tulee ymmértda, mutta ei
viela kerro, mihin yksiloihin kaavoissa esiintyvat muuttujat viittaavat. Tahén tarvitaan
tulkintafunktiota, joka tulkitsee muuttujat mallin universumin alkioiksi.

Maaritelma 2.9. Olkoon M L-malli.

Mallin tulkintafunktio eli tulkinta s on osittainen kuvaus {zg, x1, s, ...} — M.
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Tulkintafunktion muuttujalle  antamaa tulkintaa merkitdan s(z) = a, jossa a € M.
Merkinta s(x,y, z) = (a,b,c) on lyhennetty tapa sanoa s(x) = a, s(y) = b ja s(z) = c.

Jos s on mallin M tulkintafunktio ja @ € M, niin merkitddn s[z;, a] tulkintafunktiota,

joka saadaan muuttamalla x;:n tulkinnaksi a:

a, kun ¢ = j,

slwi, al(z;) = {s(xj), kun i # j.

Tulkintafunktion muutos s[z;, a] laajentaa tulkintafunktiota s tai jos x € dom(s), niin x:n
tulkinta korvautuu uudella tulkinnalla. Kun tulkintafunktioon tehdédan perdkkéin usei-
ta muutoksia, esimerkiksi ((s[z,a])[y,b])[z, ¢|, tdmé voidaan merkita yksinkertaisemmin

s((z,a), (y,b), (2,c)].

Miéritelmi 2.10. Olkoon L aakkosto. Termin ¢ € L arvo (t)™* L-mallissa M ja tul-
kinnalla s maaritelldan seuraavasti:

o (1;,)M* = s(x;), kun x; on muuttujasymboli.

o (c)yM* =M kun ¢ € L on vakiosymboli.

o (f(ty, ..., to))Ms = MM, .. {t,)™*), kun f € L on n-paikkainen funktio-
symboli ja tq,...,t, ovat L-termeja.

_|

Kun muuttujille, termeissé esiintyville vakioille ja funktiosymboleille seka relaatiosymbo-
leille on annettu tulkinnat ja termeille arvot mallin ja tulkintafunktion kautta, voidaan
maarittaa milloin atomikaavat ovat tosia ja milloin epétosia.

Atomikaavojen totuus maéaritelladn suoraan termien arvojen perusteella samalla tavalla
seké peliteoreettisessa semantiikassa ettéd Tarski-semantiikassa.

Merkintd M, s = ¢ tarkoittaa, ettd ¢ on tosi mallissa M tulkinnalla s. Talléin sanotaan
myos, ettd (M, s) toteuttaa kaavan .

Merkinta M, s [~ ¢ tarkoittaa, ettd ¢ on epdtosi mallissa M tulkinnalla s.

Maaritelma 2.11. Olkoon L aakkosto, M L-malli ja s mallin M tulkintafunktio. Tall6in

M,s k= ti=t, josjavainjos (t;)M* = (t,)M*
M,s = R(ty, ..., t,) josjavain jos ({t)M* ..., (t,)M*) € RM.

Atomikaavoja monimutkaisempien kaavojen merkitys ja totuusehdot méaritellian peli-
teoreettisessa semantiikassa semanttisen pelin avulla.
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2.2.2 Peliteoreettisia kasitteita

Ennen semanttisen pelin maéarittelyé esitelldan joitakin tarpeellisia peliteorian késitteita.
Lahteena kiytetaan teosta Independence-Friendly Logic; A Game-Theoretic Approach [11,
luku 2].

Pelit voidaan jaotella strategisiin ja ekstensiivisiin peleihin. Strategisessa pelissé jokaisella
pelaajalla on vain yksi siirto ja kaikki pelaajat tekevat siirtonsa yhta aikaa. Esimerkiksi
kivi-paperi-sakset on strateginen peli. Ekstensiivisessa pelissd pelaajat tekevat siirtonsa
vuorotellen. Pelaaja voi siis siirtoa tehdessédan ottaa huomioon pelissié aiemmin tehdyt
siirrot. Shakki on esimerkki ekstensiivisesta pelista.

Ekstensiivisissé peleissé pelaajien saatavilla oleva informaatio pelin aiemmista siirroista
voi vaihdella. Esimerkiksi pokerissa pelaajat eivat née toistensa kortteja, mutta shakissa
pelaajat ndkevat kaikki vastapelaajan tekemét siirrot samoin kuin omat siirtonsa. Tdy-
dellisen informaation peleissd kaikki pelaajat tietdvat kaiken, mita pelissd on aiemmin
tapahtunut. Oman vuoronsa kohdalla pelaajalla on siis aina tdydellinen informaatio, eli
héan tietda kaikki muiden pelaajien aiemmin pelissa tekemét siirrot ja valinnat, seka kaik-
ki omat siirtonsa. Epdtdydellisen informaation peleissd jollakin pelaajista ei jossakin pelin
vaiheessa ole taydellista informaatiota. Esimerkiksi pelissa voidaan kieltaéd pelaajia nike-
masta toisten pelaajien tekemia siirtoja.

Peli voi loppua aarellisen méaran siirtoja jélkeen tai teoreettisesti jatkua adrettomén pit-
kaan. Voitto-hdavio-peleiksi (engl. win-lose game) kutsutaan sellaisia peleja, joissa peli lop-
puu aina tasmalleen yhden pelaajan voittoon ja muiden pelaajien havioon. Tésséa tutkiel-
massa késitelladn vain kahden pelaajan ekstensiivisia voitto-havio-peleja, joissa pelataan
aarellinen maara siirtoja.

Yksittédisen satunnaisen pelin kulun tarkastelun sijaan matemaattisesti kiinnostavampaa
on tarkastella, miten pelid voidaan sdannonmukaisesti pelata eli millaisia strategioita
pelissa voidaan noudattaa. Strategia on sdanto, joka kertoo pelaajalle mika siirto hanen
tulee omalla vuorollaan tehdé kaikissa mahdollisissa pelin tilanteissa. Voittostrategia on
strategia, jota noudattamalla pelaaja voittaa aina pelin tdysin riippumatta siitd, miten
muut pelaajat pelaavat. Peli on determinoitu jos yhdella pelaajista on voittostrategia.

2.2.3 Semanttinen peli

Semanttisen pelin toimintaperiaate pohjautuu kysymykseen siitd, miten logiikan kaavoja
voidaan verifioida ja falsifioida. Miten esimerkiksi saadaan todennettua, ettd kaava 3z.5(x)
on tosi? Yksinkertaisesti 10ydetéén jokin sellainen alkio a, jolla S(a) on tosi. Kaava Vz P(x)
taas voidaan osoittaa epiatodeksi 16ytamaélla jokin sellainen alkio b, jolla P(b) on epétosi.
Konnektiivien kanssa voidaan toimia vastaavalla tavalla. Jos halutaan verifioida disjunktio
©1 V 9, valitaan vain alikaavoista toinen ja verifioidaan se. (Ks. [6, s. 23-24].)

Myo6s matematiikassa on tavallista ymmartaa kvantifiointeja siséltavat vaitteet talla ta-
valla. Malliesimerkki on epsilon-delta-tekniikka, jolla voidaan osoittaa, etté funktiolla f
on raja-arvo L pisteessa p. Ehto tamén raja-arvon olemassaololle on

(2.1) Ve>030>0Ve (0<|x—p|<d = |f(x) — L|<e).
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Epsilo-delta-tekniikka voidaan tulkita pelind, jossa ensimméinen pelaaja yrittda valita niin
pienen epsilonin, ettd ehto ei tayty. Sitten toinen pelaaja pyrkii loytamédn sellaisen deltan,
jolla ehto pitdd paikkansa kaikilla mahdollisilla z:n arvoilla. Jos sopiva delta voidaan
loytdaa milld tahansa epsilonin valinnalla, raja-arvo on olemassa.

Kvantifioitujen vaitteiden verifiointi ja falsifiointi on usein luontevaa tulkita juuri téllaise-
na pelinomaisena valintojen tekemisena. Semanttisessa pelissé tavat verifioida ja falsifioi-
da logiikan kaavoja systematisoidaan kahden pelaajan pelaamaksi peliksi, jota pelataan
annetussa mallissa.

Téassa annettu maéritelméa semanttiselle pelille perustuu artikkeliin [14, s. 693-694]. Maa-
ritelmaédn on lisatty negaatioiden vaikutus peliin.

Maaritelma 2.12. Olkoon ¢ ensimmaisen kertaluvun logiikan kaava, M kaavalle ¢ so-
piva malli jonka universumi on M ja s tulkintafunktio, jonka maérittelyjoukkoon siséltyy
Free(yp).

Semanttinen peli G(M, s, ) on ekstensiivinen voitto-hévio-peli, jossa on dérellinen maara
siirtoja ja pelaajilla on tdydellinen informaatio.

Pelissé on kaksi pelaajaa: Eloise (3), joka on pelin alussa verifioija ja Abelard (V), joka
on pelin alussa falsifioija.

Pelin tilanne on kolmikko (v, s', p), jossa ¢ on pelin kohteena oleva ¢:m alikaava, s’ on
voimassa oleva tulkinta ja p € {3,V} kertoo, kumpi pelaajista on verifioija. Pelaajan p
vastapelaajaa merkitaan p.

Pelin alkaa tilanteesta (¢, s, 3), jossa s on alkutulkinta. Alkutulkinta voi olla tyhja, jota
merkitddn .

Pelia pelataan seuraavilla sdannoilla:

e Kun pelin tilanne on (=, §', p), pelaajien roolit vaihtuvat eli verifioijasta tulee fal-
sifioija ja falsifioijasta tulee verifioija. Peli jatkuu tilanteesta (i, s', D).

e Kun pelin tilanne on (¢ V 6,5, p), verifioija tekee siirron x € {t, 0} ja peli jatkuu
tilanteesta (x, s',p).

e Kun pelin tilanne on (¢ A 0, ¢, p), falsifioija tekee siirron y € {1, 0} ja peli jatkuu
tilanteesta (x, s',p).

e Kun pelin tilanne on (Jz1), s, p), verifioija tekee siirron (x, a) eli valitsee muuttujalle
x tulkinnan a € M ja peli jatkuu tilanteesta (¢, s'[x, a], p).

e Kun pelin tilanne on (Vx1, §', p), falsifioija tekee siirron (z, a) eli valitsee muuttujalle
x tulkinnan a € M ja peli jatkuu tilanteesta (v, s'[x, al, p).

e Kun pelin tilanne on (v, ¢, p), jossa ¥ on atomikaava, peli pdattyy. Jos M, s = 1 eli
atomikaava on tosi mallissa M tulkinnalla ', pelaaja p voittaa pelin. Jos M, s’ = ¢
eli atomikaava on epéatosi mallissa M tulkinnalla s’, pelaaja P voittaa pelin.

Voimassa oleva tulkinta s’ on pelin alussa alkutulkinta s. Jokainen pelin aikana kvanttorin
kohdalla tehty siirto (z;,a) jollakin ¢ € M muuttaa tai laajentaa tulkintaa. Muut siirrot
eiviat aiheuta muutoksia tulkintaan.

_|
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Kun pelin kohteena on kaava, jossa ei esiinny negaatioita, peli siis kulkee aina vain syvem-
mélle alikaavoihin niin, ettd Eloise valitsee pelin kohteena olevassa kaavassa esiintyvien
eksistenssikvantifioitujen muuttujien arvot ja Abelard valitsee universaalikvantifioitujen
muuttujien arvot. Lisdksi disjunktiot ovat Eloisen valintavuoroja ja konjunktiot Abelar-
din. Peli padttyy, kun kaikki valinnat on tehty ja jaljella on vain atomikaava. Jos kyseinen
atomikaava on tosi pelin mallissa ja voimassa olevalla tulkinnalla, Eloise voittaa pelin.
Jos atomikaava on epétosi, Abelard voittaa pelin. Atomikaavan totuus méarittyy termien
arvojen perusteella maaritelméan 2.11 mukaisesti.

Negaatiot vaikuttavat peliin vaihtamalla pelaajien roolit: Eloisesta tuleekin falsifioija ja
Abelardista verifioija. Tama on luontevaa, silla jos Eloise pyrkii verifioimaan kaavan —,
niin tadmé onnistuu pyrkimaélla falsifioimaan kaava .

Semanttisen pelin kulku voidaan kuvata kertomalla, mité siirtoja pelin aikana on tehty:.

Maaritelma 2.13. Olkoon G(M, s, ) semanttinen peli.

Historia h on pelin kulkua kuvaava jono
h - (Sl,SQ, ce e ,Sn),

jossa Si,5,...,S5, ovat pelin G aikana tehdyt siirrot. Siirrot voivat olla alikaavan valin-
toja tai muuttujan tulkinnan valintoja, eli

Si € {x | x €Sub(e)} U{(x;,a) | a € M}.

Pelin alkutilanteeseen (¢, s,3) liitetaan tyhja historia hg, joka on pelin yksikésitteinen
alkuhistoria.

Jokaista historiaa h seuraa yksikésitteinen pelin tilanne (1, sy, p), jossa s on historian h
jalkeen voimassa oleva tulkinta.

Historia h on maksimaalinen, jos sitd seuraa tilanne (v, s,, p), jossa ¥ on atomikaava.
Maksimaalista historiaa kutsutaan myos pelierdksi.

_|

Historiaa h, jossa on tehty vain siirrot (z,a) ja (y, b) tassa jarjestyksessé, voidaan merkité
lyhyemmin myo6s hg,. Samoin vastaavaa tulkintaa s, voidaan merkita sq,.

Esimerkki 2.14. Havainnollistetaan esimerkin avulla, miten semanttista pelid pelataan.

Pelataan yksi pelierd semanttisessa pelissi G(M, &, ¢). Pelin malli on M = (N; <), eli
universumina on luonnolliset luvut ja mallissa on méaaritelty tavallinen pienempi kuin
-relaatio <. Pelin alkutulkinta s on tyhjéi. Pelin kohteena oleva kaava ¢ on

(2.2) Vedy(z <y A—-3z(z <z Az <vy)).

Ensimmaisené kaavassa on universaalikvanttori, joten falsifioija eli Abelard aloittaa pelin.
Abelard pyrkii valitsemaan sellaisen arvon muuttujalle z, jolla kaavasta ¢ tulee epétosi.
Abelard valitsee arvoksi jonkin mielivaltaisen suuren luonnollisen luvun n, eli tekee siirron
(x,n). Seuraavaksi kaavassa on eksistenssikvanttori, joten on verifioijan eli Eloisen siirto-
vuoro. Eloise pyrkii saamaan kaavan ¢ todeksi, joten hédn valitsee Abelardin valitsemaa
lukua suuremman arvon muuttujalle y. Eloise tekee siirron (y,n + 1).
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Peli jatkuu tilanteesta ((x < y A —=3z(z < 2z Az < y)), s[(z,n), (y,n+ 1)],3). Konjunktion
kohdalla on Abelardin siirtovuoro. Abelard huomaa, ettd voimassa olevalla tulkinnalla
konjunktion vasen puoli on tosi, joten jotta han ei heti héviaisi pelid, han tekee siirron
—3z(z < z A z < y). Nyt pelin tilanteen alikaava alkaa negaatiolla, joten pelaajien roolit
vaihtuvat; Eloisesta tulee falsifioija ja Abelardista tulee verifioija.

Peli jatkuu nyt tilanteesta (Jz(x <z A z<vy), s[(z,n), (y,n+ 1)],V). Eksistenssikvanttorin
kohdalla on siis Abelardin siirtovuoro. Abelard pyrkii nyt verifioimaan pelatun alikaavan
Jz(z < z A z < y), joten hén yrittda valita muuttujalle z arvon, joka on sekéd suurempi
kuin z:n arvo etté pienempi kuin y:n arvo. Abelardilla ei ole hyvia vaihtoehtoja, mutta hén
tekee siirron (z,m + 1). Seuraava pelin valintatilanne on konjunktio, joten on falsifioijan
eli nyt Eloisen siirtovuoro. Eloise huomaa, etta alikaava x < z on tosi voimassa olevalla
tulkinnalla s" = s[(x,n), (y,n + 1), (2,n + 1)], joten hén valitsee konjunktiosta alikaavan
z < y. Tama on atomikaava, joten peli padttyy tahan. Koska n + 1 < n + 1 ei pida
paikkaansa, on voimassa M, s’ [~ z < y, joten Eloise voittaa pelin.

Pelattu peliera on h = ((z,n), (y,n +1),~3z(z <z A z2<y),(z,n+ 1),z <y)). Eloise on
téssé pelierdassa onnistunut verifioimaan kaavan ¢, vaikka han roolivaihdon takia toimiikin
pelin loppupuolella falsifioijana.

2.2.4 Totuusmaaritelma

Yksittaisen pelieran voitto ei viela kerro kaavan totuudesta mitdan, silla seuraava pelie-
rd voi padttyd vastapelaajan voittoon. Semanttisessa pelissid on yksittédisten siirtojen ja
pelierien sijaan olennaista se, milla tavalla pelaajat voivat pelata sadnnonmukaisesti kai-
kissa tietyn kaavan peleissid. Sddnnonmukaista pelitapaa kutsutaan strategiaksi. Pelaajan
strategia kertoo, miten pelaajan tulee jokaisessa pelin tilanteessa pelata.

Médritelma 2.15. (Ks. [11, Méér. 2.4])

Pelaajan strategia pelissi G(M, s, ¢) on funktio o, joka liittaa siirron o(h) jokaiseen pelin
historiaan h, jota seuraavassa tilanteessa on pelaajan siirtovuoro.

Pelaaja noudattaa strategiaa o historiassa h, jos aina kun A’ = (Si,...,5,,) on jokin
historian h alkusegmentti, historia (Si, ..., Sy, c(h')) on joko h tai h:n alkusegmentti.

Pelaajan strategia o on voittostrategia, jos jokainen maksimaalinen historia, jossa pelaaja
noudattaa strategiaa o, paattyy pelaajan voittoon.

Jos asiayhteydestd on selvad, mihin historiaan strategian ¢ mukainen siirto o(h) = S
liittyy, voidaan kirjoittaa lyhyesti myos o(S,) = S, jossa S, on historian h viimeinen
siirto. Esimerkiksi jos h = ((z,a), 4, (y,b)), merkinndt o(h) = (z,¢) ja o((y,b)) = (z,¢)
ilmaisevat saman asian.

Jos Eloisella on voittostrategia jonkin kaavan semanttisessa pelissa, han siis pystyy aina
voittamaan pelin eli verifioimaan pelin kohteena olevan kaavan. Télloin kyseinen kaava
on tosi pelin mallissa.
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Mésritelmé 2.16. [11, Maar. 3.11]

Olkoon ¢ ensimmaisen kertaluvun logiikan kaava, M sopiva malli ja s tulkintafunktio.
Talloin

M,sEp jos ja vain jos Eloisella on voittostrategia

semanttisessa pelissd G(M, s, ).

Talloin sanotaan, etta (M, s) toteuttaa kaavan .

Kun ¢ on lause, merkitaan M [ ¢ jos ja vain jos M, = . Télloin sanotaan, etta ¢ on
tosi mallissa M ja M on ¢:n malli.

_|

Koska negaatio ennen kaavaa ¢ aiheuttaa roolinvaihdon, eli Abelardista tulee verifioija ja
Eloisesta falsifioija, saadaan:

M, s = —p jos ja vain jos Abelardilla on voittostrategia

semanttisessa pelissia G(M, s, ¢).

Sanotaan, ettd lause ¢ on epétosi mallissa M, kun M = —.

Merkinta M, s [~ ¢ tarkoittaa, ettd Eloisella ei ole voittostrategiaa pelissi G(M, s, ).
Té&ma ei ole automaattisesti sama asia kuin se, ettd Abelardilla on voittostrategia.

Taydellisen informaation semanttisille peleille piatee kuitenkin Gale-Stewart-teoreemaksi
kutsuttu tulos, joka takaa, ettd toisella pelaajista on aina voittostrategia.

Gale ja Stewart (1953) tutkivat dérettomén pituisia, kahden pelaajan ekstensiivisid nol-
lasummapelejé, joissa pelaajilla on tdydellinen informaatio, ja todistivat, etté tietynlaiset
niin sanotusti hyvinkéyttaytyvat pelit ovat determinoituja. Jo aiemmin oli tunnettu tulos,
ettéd jokainen adrellinen tédydellisen informaation peli on determinoitu. Voittajan maarit-
tely aarellisten maksimaalisten historioiden kohdalla on yksinkertaista, mutta jotta voi-
daan tarkastella voittostrategioita aarettomén pitkissé peleissé, taytyy maaritelld myos,
milloin pelaaja voittaa adrettomén pitkan historian. Voidaan maaritella, etta pelaaja voit-
taa jokaisen darettoméan pitkdn historian, jonka kaikilla darellisilla alkusegmenteilld on
jokin maksimaalinen jatkohistoria, jonka pelaaja voittaa. Talloin sanotaan, ettd peli on
suljettu. Gale-Stewart-teoreeman mukaan jokainen suljettu peli on determinoitu. [11, s.
15]

Todistetaan téssé pelkastddn semanttisia peleja koskeva Gale-Stewart-teoreeman erityis-
tapaus. Semanttiset pelit ovat aina déarellisen pituisia, koska kaikki pelin kohteena olevat
kaavat ovat vain adrellisen pitkia.

Lause 2.17. Jokainen taydellisen informaation semanttinen peli on determinoitu eli toi-
sella pelaajista on voittostrategia.

Todistus. (Mukailtu todistuksesta [11, s. 15].)

Merkitédén p € {3,V} semanttisen pelin pelaajaa ja h, sellaista historiaa, jota seuraava
tilanne on pelaajan p siirtovuoro.

Maaritellaédn ensin, milloin pelin kulun aikana pelaajalla p on voittoasema:
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1. Maksimaalinen historia on pelaajan p voittoasema, jos p voittaa talloin pelin.

2. Historia h, on pelaajan p voittoasema, jos on olemassa siirto S siten, ettd h’' = (h,, S)
on pelaajan p voittoasema. Muuten h, on p:n vastapelaajan voittoasema.

Voittoasemat siis maaritelldan pelin lopputilanteesta alkaen edeten pelin alkuun asti jo-
kaiselle mahdolliselle pelin kululle. Pelaaja on omalla vuorollaan voittoasemassa silloin,
kun han pystyy omilla valinnoillaan etenemaén pelin voittoon.

Voittoaseman maéaritelméa on muotoiltu niin, etta jokainen pelin historia on voittoasema
toiselle pelaajista. Tama voidaan osoittaa taaksepain maksimaalisista historioista pelin
alkuun kulkevalla induktiolla historian pituuden eli siirtojen lukuméaran suhteen.

Maksimaalisen historia on aina vain toisen pelaajan voittoasema, koska semanttinen peli
on voitto-hdvio-peli. Oletetaan, etté jokainen n:n siirron pituinen historia h,, on voittoa-
sema toiselle pelaajista, ja osoitetaan, etta sama pétee kaikille naita yhdella siirrolla edel-
taville historioille A,,_;. Jos mielivaltainen n — 1 pituinen historia h, on maksimaalinen,
se selvasti on voittoasema toiselle pelaajista. Muutoin historiasta h, paastaan pelaajan
p mahdollisilla siirroilla historioihin A, hy,,, ..., joille on oletuksen mukaan maaritelty
voittoasemat. Jos jokin naista historioista h,,, h,,,... on pelaajan p voittoasema, maari-
telmén mukaan h, on pelaajan p voittoasema. Jos mikaan historioista hy,, hy,,... €i ole
pelaajan p voittoasema, mééritelmén mukaan h, on pm vastapelaajan voittoasema. Siispé
jokainen n — 1 siirron pituinen historia on voittoasema toiselle pelaajista.

Kun voittoasemat maaritelladn nain, niiden avulla on yksinkertaista muodostaa alussa
voittoasemassa olevalle pelaajalle voittostategia: valitaan aina sellainen siirto, jolla paés-
tdan uuteen voittoasemaan. Osoitetaan viela téllaisen voittostrategian olemassaolo tés-
mallisesti.

Olkoon G(M, s, ¢) semanttinen peli ja hg sen alkuhistoria. Oletetaan, etté hg on pelaajan
1 voittoasema.

Maaritelldan pelaajan 3 strategia o voittoasemien avulla: jos h, on 3:n voittoasema, vali-
taan sellainen siirto S = o (h,), etté (h,, S) on 3:n voittoasema. Jos h, ei ole 3:n voittoa-
sema, valitaan S = o(h,) satunnaisesti. Osoitetaan, ettd o on voittostrategia todistamalla
induktiolla historian pituuden suhteen, ettd jokainen h, jossa J noudattaa strategiaa o,
on J:n voittoasema.

Oletuksen nojalla hg on J:n voittoasema. Tehdadn induktio-oletus, etta A, jossa 3 nou-
dattaa strategiaa o, on 3:n voittoasema. Osoitetaan induktiovdite: historia (', S), jossa
S on jommankumman pelaajan tekemé siirto ja jossa 3 noudattaa strategiaa o, on 3:n
voittoasema.

Jos W = hg, niin S = o(k') ja o:n maaritelméan nojalla (', o(h')) on 3:n voittoasema.
Jos W' = hy, niin historian (A',S) on oltava 3 voittoasema, silla jos (h',S) olisi V:n
voittoasema, niin myos h':n olisi oltava V:n voittoasema, miké on vastoin induktio-oletusta.
Siis jokainen h, jossa 3 noudattaa strategiaa o, on J:n voittoasema. Erityisesti 3 voittaa
jokaisen maksimaalisen historian, jossa han noudattaa strategiaa o, joten ¢ on voittostra-
tegia.

Vastaavalla tavalla ja silla oletuksella, etta hy on pelaajan V voittoasema, voidaan todistaa,
ettd pelaajalla V on voittostrategia. Toisella pelaajista on siis aina voittostrategia.

]
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Gale-Stewart-teoreemasta seuraa, ettd Abelardilla on voittostrategia tasmélleen silloin,
kun Eloisella ei ole voittostrategiaa.

Lause 2.18. M, s = = jos ja vain jos M, s [~ ¢

Todistus. Oletetaan ensin, ettd M,s | —p eli Abelardilla on voittostrategia pelissa
G(M, s, ). Koska G on voitto-hévio-peli, Eloisella ei voi olla voittostrategiaa, joten
M, s = . Oletetaan sitten, ettd M, s [~ ¢ eli Eloisella ei ole voittostrategiaa pelissé
G(M, s, ). Lauseen 2.17 nojalla toisella pelaajista, nyt Abelardilla, on voittostrategia,
joten M, s = —p.

]

Esimerkki 2.19. Kivi-paperi-sakset

Otetaan esimerkiksi ekstensiivinen versio kivi-paperi-sakset -pelistd, jossa pelaajat tekevét
valinnat vuorotellen.

Pelin malli on M = (M; <), jossa M = {k,p, s} on pelissi valittavien esineiden joukko
eli kivi k, paperi p tai sakset s, ja relaatio < maéaarittelee, mika esine voittaa minka:

<:={k < p)p < 5)(s < k)}

Peli voidaan kuvata ensimmaisen kertaluvun kaavalla ¢:

(2.3) Vay(z <y)

Pelissé ensin Abelard valitsee esineen eli muuttujan x tulkinnan, sitten Eloise valitsee
oman esineen eli muuttujan y tulkinnan, minka jalkeen peli paattyy ja katsotaan kumpi
voitti. Molemmilla pelaajilla on pelissé tdydellinen informaatio. Yksinkertaisuuden vuoksi
tavanomaisesta kivi-paperi-sakset -pelistd poiketen tédssid Abelard voittaa pelin, jos pelaa-
jat valitsevat samoin.

Koska Eloise paésee tekemédan siirtonsa Abelardin jéilkeen ja myos ndkee minka valinnan
Abelard on tehnyt, Eloise voi aina voittaa pelin valitsemalla sen esineen, joka voittaa
Abelardin valitseman esineen. Maéritelldan Eloiselle strategia o seuraavasti:

o(hr) = (v,p)
U(hp> - (y7 S)
o(hs) = (y, k).

Kaikki mahdolliset eri pelierédt, joissa Eloise noudattaa strategiaa o, ovat siis hy, =
((z, k), (y,p)), hps = ((x,p), (y,5)) ja ha. = ((z, ), (y,k)). Pelin lopuksi atomikaava on
joko (k < p),(p < s) tai (s < k), jotka ovat kaikki tosia mallissa M pelin lopussa voimas-
sa olevalla tulkinnalla. Noudattamalla strategiaa o Eloise siis voittaa aina pelin, joten o
on voittostrategia.

19



3 IF-logiikka

[F-logiikka eli independence-friendly logic on ensimmaisen kertaluvun logiikan laajennus,
jossa nimensa mukaisesti voidaan ilmaista kvanttoreiden vélisié riippumattomuuksia. En-
simmaisen kertaluvun logiikassa kvanttoreiden esiintymisjarjestys méaraa, miten ne riip-
puvat toisistaan. IF-logiikassa voidaan ilmaista myos, etté sisempéana kaavassa esiintyva
kvantifiointi on riippumaton sellaisistakin kvantifioinneista, joiden vaikutusalaan se kuu-
luu. Tamé tehddan ottamalla kvanttoreille kayttoon uusi merkintatapa (Qx/W), jossa
kauttaviiva ja sitd seuraava muuttujajoukko kertovat, mistd muuttujista kvantifioidun
muuttujan z valinta on riippumaton. Esimerkiksi kvanttorissa (3z/{y, z}) muuttuja = on
riippumaton muuttujista y ja z.

Peliteoreettisessa semantiikassa kauttaviivamerkinta tarkoittaa, etta siirtovuorossa oleva
pelaaja ei saa valintaa tehdessddn nahdé viivalla erotettujen muuttujien arvoja. Pelaa-
jille saatavilla olevaa informaatiota voidaan siis rajata. IF-logiikan kaavat tulkitaankin
peliteoreettisessa semantiikassa epataydellisen informaation peleina.

3.1 Lisaykset syntaksiin

Téassa seurataan teoksen [11, luku 4] méaaritelmia ja merkintatapoja.

Yksinkertaisuuden vuoksi méaaritellaédn IF-logiikan syntaksi siten, etta sallitaan negaatioi-
den esiintyvéan vain atomikaavojen edessa. Talloin IF-kaavan semanttisessa pelissa Eloise
on aina verifioija. Rajoitus voidaan tehda vihentdmatta IF-logiikan ilmaisuvoimaa, sil-
14 on osoitettu, ettd muualla kaavassa esiintyvit negaatiot voidaan siirtda atomikaavan
eteen tavanomaisilla negaationsiirtosadnnoéilla ilman, etta peliteoreettisesti maaritetty to-
tuusarvo muuttuu [11, s. 95-96].

Merkitaén symboleilla U, V, W, ... aarellisia joukkoja muuttujia.

Maaritelma 3.1. Olkoon L aakkosto. L-termit muodostetaan samoin kuin ensimmaéisen
kertaluvun logiikassa. [F-kielen I[F; kaavat muodostetaan soveltamalla seuraavia saantoja
adrellisen monta kertaa:

e Jos t; ja ty ovat L-termejé, niin ¢, = to ja —(t; = to) ovat IF -kaavoja.

e Jos R € L on n-paikkainen relaatiosymboli ja ¢y, ...,t, ovat L-termeja, niin
R(ty,...,t,) ja = R(t1,...,t,) ovat IF-kaavoja.

e Jos ¢ ja 1 ovat IF -kaavoja, niin (¢ V ) ja (¢ A ) ovat IF -kaavoja.

e Jos ¢ on [F-kaava, x on muuttuja ja W on &arellinen joukko muuttujia,
niin (3x/W)p ja (Vz/W)p ovat IF-kaavoja.

Jatkossa silloin kun ei ole tarpeen korostaa, mika aakkosto L on kéytossa, jatetdan se
merkitseméatta ja puhutaan IF-kaavoista.
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Atomikaavoja ja niiden negaatioita eli muotoa t; = ty, —(t; = t2), R(t1,...,t,) ja
—R(ty,...,t,) olevia kaavoja kutsutaan literaaleiksi. IF-kaavan semanttisessa pelissé peli
paattyy literaaliin.

Kvanttoreissa (Jz/W) ja (Vz/W) esiintyvad muuttujajoukkoa W kutsutaan piilojoukoksi
(engl. slash set). Piilojoukko kertoo, mistd muuttujista kvanttori on riippumaton. Se-
manttisessa pelissa tama tarkoittaa sita, ettd pelaajan taytyy valita muuttujan tulkinta
nakematta piilojoukkoon kuuluvien muuttujien tulkintoja. Osa pelid koskevasta informaa-
tiosta on siis piilotettu pelaajalta.

Kun piilojoukko on tyhja, kirjoitetaan lyhyesti dx ja Vx sen sijaan, ettéd kirjoitettaisiin
(3z/2) ja (Vo /2). Jokainen ensimméisen kertaluvun logiikan kaava on siis myos IF-kaava
lyhyemmin kirjoitettuna.

[F-kaavan alikaavat ja vapaat muuttujat maéritelladn pienia muutoksia lukuun ottamatta
samaan tapaan kuin ensimméisen kertaluvun logiikassa.

Maaritelma 3.2. [F-kaavan ¢ alikaavojen joukko Sub(y) maaritellién rekursiolla:

Sub(y) = {¢'} kun ¢ on literaali
Sub(t 0 ¢) = {0 9"} U Sub(¢)) U Sub(y)
Sub((Qz/W)¢) = {(Qu/W)y} U Sub(y)).

Saman alikaavan eri esiintymét erotetaan edelleen toisistaan.

[F-kaavan ¢ vapaiden muuttujien joukko Free(y) méaaritelldin muuten samoin kuin méaéa-
ritelmassa 2.6, mutta kvanttoreita koskeva sadnto on

Free((Qz/W)p) = (Free(p) \ {z}) UW.

Esimerkiksi kaavassa

Va(3y/{z})(R(z,y) A (Fz/{z})P(2))
jalkimmaisen piilojoukon x on vapaa muuttuja, ja kaikki muut muuttujien esiintymaéat ovat
sidottuja.

[F-kaava, jossa ei ole lainkaan vapaita muuttujia, on IF-lause.

IF-kaavoissa voi esiintyéd ensinakemalta erikoisen nédkoisia kvantifiointeja. Esimerkiksi TF-
kaavassa (Jz/{y, z})R(z,y) muuttuja x on riippumaton sellaisista muuttujista, joita ei
ole kvantifioitu tai jota ei edes esiinny kaavassa. IF-kaavassa Vax3Jy(Jy/{z})r = y taas
kvantifioidaan perdkkain samaa muuttujaa. Naennédisesti turhan nakoisilla piilojoukoilla
ja kvanttoreilla voi kuitenkin olla merkittiava vaikutus semanttisen pelin kulkuun, kuten
jatkossa nahdaan.

Joskus on hyodyllisté tarkastella vain sellaisia IF-kaavoja, joissa ei esiinny tallaisia eri-
koisempia kvantifiointeja, joten mééaritelldan saénnollisten IF-kaavojen luokka.

Maaritelma 3.3. IF-kaava on sddnndllinen, jos se tayttad seuraavat ehdot:

1. Jos (Qy/W) on sellainen kvanttori, ettd z € W, niin se kuuluu muotoa (Qx/V)
olevan kvanttorin vaikutusalaan.
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2. Mikaan muotoa (Qx /W) oleva kvanttori ei kuulu muotoa (Qz/V') olevan kvanttorin
vaikutusalaan.

_|

Ensimmaéinen ehto varmistaa, ettd kvanttori on riippumaton vain sellaisista muuttujista,
jotka on jo kvantifioitu eli joille on pelin aikana annettu tulkinta. Toinen ehto estda
saman muuttujan kvantifioinnin useita kertoja perédkkéin eli varmistaa, ettd jokaiselle
muuttujalle annetaan pelissa tulkinta vain kerran.

3.2 Peliteoreettinen semantiikka ja totuusmaaritelmat

[F-logiikan peliteoreettisessa semantiikassa kaavat tulkitaan kahden pelaajan pelaamina
semanttisina peleind samoin kuin luvussa 2 tehtiin ensimmaéisen kertaluvun logiikan ta-
pauksessa. Ensimmaisen kertaluvun logiikan kaavojen semanttisista peleista poiketen IF-
kaavojen peleissé pelaajien informaatiota pelin aiemmista siirroista ja voimassa olevasta
tulkinnasta voidaan rajoittaa. Kyseessa on siis epataydellisen informaation peli.

Koska IF-logiikan syntaksi méériteltiin niin, ettd negaatioita esiintyy vain atomikaavojen
edessé, [F-kaavan semanttisessa pelissa ei ole negaatioista johtuvia roolinvaihdoksia, vaan
Eloise on aina verifioija ja Abelard falsifioija. Peli pdattyy atomikaavan sijaan literaaliin.
Kun literaali on muotoa —p, jossa ¢ on atomikaava, mééritelladn M, s = —¢ jos ja vain

jos M, s [~ .

Semanttinen peli IF-kaavalle madritellain samaan tapaan kuin ensimmaisen kertaluvun
kaavalle, mutta ilman negaatiosédantod ja pelin tilanteeseen siséllytettya tietoa verifioijas-
ta.

Maaritelma 3.4. Olkoon ¢ [F-logiikan kaava, M kaavalle ¢ sopiva malli jonka univer-
sumi on M ja s tulkintafunktio, jonka maarittelyjoukkoon siséltyy Free(y).

Semanttinen peli G(M, s, p) on epataydellisen informaation ekstensiivinen voitto-hévio-
peli, jossa on &érellinen mééré siirtoja. Pelissd on kaksi pelaajaa: Eloise (3) ja Abelard

(V).
Pelin tilanne on pari (1, s'), jossa 1 on pelin kohteena oleva :n alikaava ja s’ on voimassa

oleva tulkinta. Pelin alkaa tilanteesta (¢, s), jossa s on alkutulkinta. Alkutulkinta voi olla
tyhja, jota merkitdan &.

Pelia pelataan pelataan seuraavilla saannoilla:

e Kun pelin tilanne on (¢ V 0, ¢), Eloise tekee siirron x € {1, 0} ja peli jatkuu tilan-
teesta (x, s').

e Kun pelin tilanne on (¢ A 6, "), Abelard tekee siirron x € {v,0} ja peli jatkuu
tilanteesta (x, s').

e Kun pelin tilanne on ((3z/W )y, s'), Eloise tekee siirron (x, a) eli valitsee muuttujalle
x tulkinnan a € M ja peli jatkuu tilanteesta (i, s'[x, al).

e Kun pelin tilanne on ((Vz/W)1,s’), Abelard tekee siirron (x,a) eli valitsee muut-
tujalle = tulkinnan a € M ja peli jatkuu tilanteesta (¢, s'[x, a)).
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e Kun pelin tilanne on (¢, '), jossa v on literaali, peli paattyy. Jos talloin M, s" |= 9,
Eloise voittaa pelin. Jos M, s’ [~ ¢, Abelard voittaa pelin.

[F-kaavan semanttisessa pelissa pelin siirrot tehdaédn samalla tavalla kuin ensimmaéisen
kertaluvun kaavojen peleissé, joten pelin historiat méaritelladn pienid muutoksia lukuu-
nottamatta samalla tavalla kuin maaritelmassa 2.13.

Maaritelméa 3.5. Olkoon G(M, s, ) IF-kaavan ¢ semanttinen peli.

Historia h on pelin kulkua kuvaava jono
h = (S1,52,...,5h),

jossa S1,9,...,5, ovat pelin G aikana tehdyt siirrot.

Pelin alkutilanteeseen (¢, s) liitetdén tyhjé historia hg, joka on pelin yksikésitteinen al-
kuhistoria.

Jokaista historiaa h seuraa yksikésitteinen pelin tilanne (1), sy,), jossa s, on historian h
jalkeen voimassa oleva tulkinta.

Historia h on maksimaalinen, jos sitd seuraa tilanne (v, sp), jossa ¥ on literaali. Maksi-
maalista historiaa kutsutaan myo6s pelierdksi.

_|

Pelin siirrot tehdédan samojen saantéjen mukaan kuin taydellisen informaation semantti-
sessa pelissd, mutta pelaajien saatavilla oleva informaatio siirtoa tehdessa voi olla rajoitet-
tu. Informaation rajoittaminen ei vaikuta siihen, millaisia siirtoja pelissd voidaan tehd4,
mutta silla on vaikutusta siihen, millaisia strategioita pelaaja voi noudattaa. Pelaajil-
le saatavilla oleva informaatio esitetddn eri tulkintojen vélisten ekvivalenssirelaatioiden
avulla.

Mééritelms 3.6. [11, Méér. 4.4]

Tulkinnat s ja ¢, joilla W C dom(s) = dom(s’), ovat W-ekvivalentit, jos s(x) = §'(z)
jokaisella muuttujalla € dom(s)\W. T&ll6in merkitddn s =y s

_|

W-ekvivalentit tulkinnat s ja s’ voivat siis erota toisistaan pelkastdin piilojoukkoon W
kuuluvien muuttujien osalta, joten tilanteissa ((Qx/W)v,s) ja ((Qx/W )i, s") tulkinnat
nayttavit siirtovuorossa olevalle pelaajalle tdysin samalta. Téasta seuraa, ettd pelaajan on
pelattava samalla tavalla kummassakin tapauksessa.

Mééritelma 3.7. (ks. [14, s. 697))

Pelaajan strategia IF-kaavan ¢ semanttisessa pelissi G(M, s, ¢) on funktio o, joka liitt4a4
siirron o(h) jokaiseen pelin historiaan h, jota seuraavassa tilanteessa on pelaajan siirto-
Vuoro.

Strategia o on pelaajalle uniformi, jos aina kun h ja h’ ovat historioita, joita seuraavat
pelin tilanteet ovat (v, s,) ja (¥, sp) ja ¥ = (Qx/W)x on pelaajan siirtovuoro, pétee
ehto:
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jos sp ~w s, niin o(h) = o(h').

Pelaajan strategia o on wvoittostrategia, jos o on uniformi ja jos jokainen maksimaalinen
historia, jossa pelaaja noudattaa strategiaa o, paattyy pelaajan voittoon.

Esimerkki 3.8. Kivi-paperi-sakset

Tarkastellaan tavallista kivi-paperi-sakset-pelia, jossa pelaajat tekevat valintansa saman-
aikaisesti. Pelin malli on sama kuin esimerkissa 2.19, ja peli voidaan kuvata IF-kaavalla

@:

(3.1) Vr(Jy/{z})(x <y)

Kaava kuvaa epatéiydellisen informaation pelid, jossa Eloisen on valittava muuttujan y
tulkinta nakemattda Abelardin tekeméaé z:n tulkinnan valintaa. Kaava voidaan siis tulkita
ekstensiivisenéd peliné, jossa pelaajat tekevat valintansa vuorotellen kési seldn takana,
mutta peli toimii silloin samoin kuin strateginen peli, jossa siirrot tehdédan samanaikaisesti.
Poikkeuksena tavallisesta kivi-paperi-sakset-pelisté tassd Abelard voittaa tasatilanteessa.

Muistetaan, ettd esimerkin 2.19 taydellisen informaation pelissa Eloisella oli voittostrate-
gia. Onko nyt jommallakummalla pelaajalla voittostrategia?

Olkoon o Eloisen strategia. Abelard aloittaa pelin, minké jélkeen Eloisen siirtovuorolla
pelin tilanne on ((y/{z})(x < y),s'), jota edeltdd kolme eri mahdollista historiaa:
hi, = (z,k), h, = (x,p) ja hy = (x,s). Voimassa oleva tulkinta s’ on siis joko si, s, tai s;.
Muuttujan z tulkinta on ainoa eroavaisuus eri tulkintojen vélilla, joten tulkinnat s, s, ja
ss ovat kaikki {z}-ekvivalentteja keskenddn. Eloisen on siis tehtava kaikissa mahdollisissa
tilanteissa sama siirto, eli o(hy) = o(h,) = o(hs). Merkitddn titéd siirtoa (y,c), jossa
¢ € {k, p, s}. Kaikki mahdolliset pelierdt ovat siis hg. = ((z, k), (y,¢)), hpe = ((z,p), (y,¢))
ja hse = ((z, 5), (y, ¢)). Naista Eloise voittaa tdsmélleen yhden ja havidd muut kaksi, joten
o ei ole voittostrategia.

Olkoon sitten 7 Abelardin strategia. Abelardin siirto on ensimméinen, joten strategia
on 7(hg) = (z,d), jossa d € {k,p,s}. Eloise voi valita y:n tulkinnan aivan vapaasti,
joten kaikki mahdolliset eri pelierdt ovat hg, = ((x,d), (y,k)), hap = ((z,d),(y,p)) ja
has = ((x,d), (y, s)). Naista Abelard voittaa kaksi, mutta Eloise voittaa yhden, joten 7 ei
ole voittostrategia.

Kumpikaan pelaajista ei siis voi aina varmasti voittaa tavallista kivi-paperi-sakset-pelié.

_|

Epétaydellisen informaation peleissa voi siis kdyda niin, ettd kummallakaan pelaajista ei
ole voittostrategiaa. Koska kaikki semanttiset pelit [F-kaavoille eivéit ole determinoituja,
kaavan epatotuutta ei voida maéritelld Eloisen voittostrategian puuttumisena. Tamén
vuoksi késitelladn kaavan totuus ja epatotuus erikseen.

Maaritelma 3.9. [11, Maar. 4.6]
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Olkoon M sopiva malli, s tulkintafunktio ja ¢ IF-logiikan kaava. Talloin

M,s =T p jos ja vain jos Eloisella on voittostrategia

semanttisessa pelissd G(M, s, p).

Talloin sanotaan, ettd kaava ¢ on tosi mallissa M tulkinnalla s.

Samaan tapaan,

M,sE"p jos ja vain jos Abelardilla on voittostrategia

semanttisessa pelissd G(M, s, ).

Talloin sanotaan, ettd kaava ¢ on epétosi mallissa M tulkinnalla s.

[F-logiikka siis eroaa merkittavalla tavalla ensimmaisen kertaluvun logiikasta: kolmannen
poissuljetun laki ei pade IF-logiikassa.

Yleensa kiinnostuksen kohteena on kuitenkin vain se, onko tietty kaava tosi, ja jos kaava
ei ole tosi, ei ole suurta merkitysta silla, onko kaava epatosi vai ilman totuusarvoa. Nais-
sé tapauksissa voidaan rajoittua tarkastelemaan semanttista pelia Eloisen nakokulmasta.
Jotta kaava olisi tosi, Eloisen on voitava voittaa peli taysin riippumatta siitd, miten Abe-
lard pelaa. Abelardin kayttamalla strategialla tai télle asetetuilla informaatiorajoituksilla
ei siis ole vaikutusta siihen, onko Eloisella voittostrategiaa eli onko kaava tosi.

Jotta voidaan jattad huomiotta erilaisten alkutulkintojen vaikutus pelaajien strategioihin,
rajoitutaan seuraavassa méaaritelmassa ja lauseessa pelkastdan IF-lauseisiin.

Masritelma 3.10. (Ks. [11, Méar. 5.14].)

IF-lauseet ¢ ja v ovat totuusekvivalentit eli o =T 1), jos jokaisella sopivalla mallilla M:

M ET @ jos ja vain jos M =T 1.

Eloisella on voittostrategia IF-lauseen ¢ pelissa tédsmaélleen silloin kun héanelld on voitto-
strategia myos sellaisen lauseen ¢’ pelissé, joka on muuten sama kuin ¢', mutta josta on
poistettu kaikkien universaalikvanttoreiden piilojoukot. Kun tarkastellaan vain lauseen
totuutta, universaalikvanttoreiden piilojoukoilla ei ole vaikutusta, joten ne voidaan jattaa
kaavasta pois.

Lause 3.11. Olkoon ¢ IF-lause ja ¢' IF-lause, joka on saatu korvaamalla jokainen
lauseessa ¢ esiintyvd kvanttori (Yz /W) kvanttorilla (Yz/W'), jossa W' # W . Erityisesti
voi olla W' = @&. Talldin



Todistus. Oletetaan, ettd M =T ¢ eli Eloisella on voittostrategia o lauseen ¢ pelissa G.
Osoitetaan, ettd o on voittostrategia myos lauseen ¢’ pelissa G'.

Koska lauseet ¢ ja ¢’ eroavat toisistaan pelkastdan universaalikvanttoreiden piilojoukko-
jen osalta, jotka eivat vaikuta siihen, mita siirtoja pelaajien on pelien aikana mahdollista
tehda, peleissd G ja G’ ovat mahdollisia kaikki samat historiat.

Olkoon A jokin pelin G’ pelierd, jossa Eloise noudattaa strategiaa o. Talloin h on myos
pelin G peliera, jossa Eloise noudattaa strategiaa o. Koska o on voittostrategia, Eloise
voittaa pelierdn h. Lisdksi o on uniformi myos pelissa G, silla Eloisen informaatio on
molemmissa peleissé jokaisessa tilanteessa sama.

Taméa patee kaikille strategian ¢ mukaan pelatuille pelin G pelierille, joten ¢’ on myos
voittostrategia ja M =T ¢/, Pditelldaan samoin toiseen suuntaan.

]
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4 Signalointi IF-logiikassa

Ensimmaisen kertaluvun logiikassa saman kvanttorin lisidminen kaavaan tai sellaisen
muuttujan kvantifiointi, jota kaavassa ei esiinny, ei vaikuta kaavan totuuteen. Esimerkik-
si kaava Jr3xVyVyR(z,y) on tosi tdsmaélleen silloin kun JzVyR(x,y) tosi. Ensimmaisen
kaavan semanttisessa pelissié muuttujien arvot vain valitaan kaksi kertaa, eikd ensim-
maisellad valinnalla ole vaikutusta kaavan totuuteen, joten peli on oleellisesti sama kuin
toisen kaavan semanttinen peli. Samaan tapaan myoskdan saman kaavan yhdistdminen
konnektiivilla alkuperéiseen ei vaikuta kaavan totuuteen. Ensimméisen kertaluvun kaava
Va(JyR(z,y)V IyR(z,y)) on tosi tasmélleen silloin kun Va(JyR(z,y)) on tosi. Peli etenee
samalla tavalla valittiin sitten disjunktion vasen tai oikea puoli.

[F-logiikassa ylimaaraiset kvanttorit tai konnektiivit voivat kuitenkin vaikuttaa kaavan
totuusarvoon. Tama johtuu siité, etta ne luovat mahdollisuuksia kiertaéd epataydellisen in-
formaation aiheuttamia rajoituksia. Kyseista ilmiotd kutsutaan signaloinniksi. Sanotaan,
ettd pelaajalla on signalointimahdollisuus semanttisessa pelissa, jos hian voi jonkin oman
siirtonsa avulla vélittdé itselleen sellaista informaatiota, joka on myohemmaéssa pelin ti-
lanteessa hanelta piilotettu.

Signaloinnin mahdollisuuden IF-logiikassa huomasi ensimméisen kerran Hodges [9, s. 548—
549]. On kuitenkin huomattava, ettd taméa vaatii IF-logiikan méérittelyn silld tavalla, etta
siirtoja voi tehda omien siirtojensa pohjalta. IF-logiikan voi méaaritella myos siten, etta
pelaajan tekemat siirrot ovat riippumattomia kaikista pelaajan omista siirroista, jolloin
pelaajan kdyttdméa strategia pohjautuu pelkdstddn vastapelaajan siirtoihin (esim. Hin-
tikka [6]). Télloin signalointimahdollisuuksia ei esiinny. Téssé tutkielmassa maéritelty
[F-logiikan muoto kuitenkin sallii pelaajan siirtojen riippuvan myos omista aiemmista
siirroista, mikd mahdollistaa erilaisia strategioita, joissa hyodynnetédan signalointimah-
dollisuuksia.

Seké kvanttorit ettéd konnektiivit voivat tarjota pelaajille signalointimahdollisuuksia. Tar-
kastellaan ensin tyypillisempié tapauksia, joissa yliméaraisia kvanttoreita kédytetaédn sig-
naloimaan informaatiota, ja sitten tapauksia, joissa informaatiota signaloidaan konnek-
tiivien avulla. Liséksi kasitelladn mahdollisuutta kiertda informaatiorajoituksia kéyttaen
signaaleina vastapelaajan siirtoja.

4.1 Signalointi ylimaaraisten kvanttorien avulla

Esimerkki 4.1. Kuvitellaan, ettd Abelard ja Eloise pelaavat esimerkin 3.8 kivi-paperi-
sakset-pelid siten, ettd Abelard tekee siirtonsa ensin, mutta seldn takana, joten Eloise ei
nie sitd tehdessdan omaa siirtoaan. Muistetaan, ettd tassé pelissdé kummallakaan ei ole
voittostrategiaa.

Nyt Eloise kuitenkin huijaa: hdnella on apuri, joka seisoo Abelardin selédn takana ja voi
viestittaa eli signaloida Eloiselle Abelardin tekemén valinnan. Téma peli voidaan kuvata
[F-kaavalla ¢:

(4.1) Va3z(Jy/{a})(z < y)
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Pelin malli on sama M = ({k,p, s}; <) kuin aiemmin. Peli etenee siis niin, ettd Abelard
valitsee z:n tulkinnaksi jonkin esineen piilossa Eloiselta, joka valitsee y:n tulkinnan. Ennen
Eloisen siirtoa Eloisen apuri, joka nidkee Abelardin valinnan, valitsee z:n tulkinnan, ja
tdman valinnan Eloise nékee.

Nyt Eloisella apureineen on yhteinen voittostrategia o. Olkoon Abelardin siirto (z,c),
jossa ¢ € {k,p,s}. Eloisen apuri kopioi Abelardin valinnan eli o(x,c) = (z,¢), ja sit-
ten Eloise valitsee sen esineen, joka voittaa apurin valitseman esineen, eli tekee siirron
o((z,¢),(z,¢)) = (y,d), jossa ¢ < d. Kun Eloise apureineen noudattaa tata strategiaa, ai-
noat mahdolliset pelierat ovat hygp, hpps ja hssk, jotka kaikki Eloise voittaa. Strategia on
myo6s uniformi, silla Eloise tekee siirtonsa apurin valinnan pohjalta aina samalla tavalla,
on Abelardin valinta mika hyvéansa.

Vaihtoehtoisesti Eloise apureineen voi pelata niin, ettd apuri valitsee Abelardin valinnan
voittavan esineen, ja Eloise kopioi apurin valinnan. Tamakin strategia on Eloiselle voit-
tostrategia. Olennaista on, ettd Eloise ja apuri voivat etukiteen sopia, minka strategian
mukaan pelid pelataan.

Ensimméisen kertaluvun kaavassa kvanttorilla dz ei olisi vaikutusta kaavan totuuteen,
koska muuttujaa z ei esiinny muualla kaavassa. Nyt Eloise voi kuitenkin hyodyntaa tata
ylimaéraista kvanttoria, ja signaloida z:n tulkinnan valinnalla itselleen informaatiota, joka
on muuten olisi haneltd piilotettu. Naennaisesti turhalta vaikuttava kvanttori antaakin
nyt Eloiselle voittostrategian. Kaava, joka ilman tata niin kutsuttua valekvanttoria (engl.
dummy quantifier) ei ole tosi eikd epétosi, onkin nyt tosi mallissa M.

_|

Huomautus. Esimerkin peli voitaisiin kuvata yhta hyvin myos kaavalla

(4.2) VoIy(Fy/{z})(z < y),

jossa yliméaraisen kvanttorin dz sijaan kvantifioidaan y kaksi kertaa. Téméa kaava ei
kuitenkaan ole saannollinen, kun taas kaava 4.1 tayttaa sdannollisen [F-kaavan ehdot.

Eloisella on signalointimahdollisuus kaavan ¢ semanttisessa pelissa aina kun ¢ sisaltaé
samankaltaisen sarjan kvanttoreita kuin kaavassa 4.1, eli niin sanotun signalointikuvion
(engl. signalling pattern, ks. [1]). Yksinkertaisuuden vuoksi rajoitutaan téssa vain sain-
nollisiin IF-kaavoihin.

Maaritelma 4.2. Olkoon ¢ sddnnollinen [F-kaava. Kaava ¢ sisaltda Eloisen signalointi-
kuvion, jos kaavassa esiintyy kvanttorit (Ya/W), (3y/V) ja (3z/U), joille pétee:

1. (Jy/V) ja (3z/U) kuuluvat kvanttorin (Va/W) vaikutusalaan ja (3z/U) kuuluu
kvanttorin (Jy/V') vaikutusalaan, ja

2.2¢V,xeUjaygU.

Abelardille signalointimahdollisuuden antava signalointikuvio voidaan maaritelld vastaa-
vasti mutta vaihtaen kvanttorit. Esimerkiksi kaava

JrIyVz(Vw/{z})(x # w A P(y))
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sisdltda Abelardin signalointikuvion; Abelard voi z:n arvon valinnallaan signaloida x:n
arvon ja valita sitten w:n samaksi. Nain Abelard saa aina literaalin x # w epétodeksi ja
voittaa pelin. Abelardin signalointimahdollisuuksilla ei kuitenkaan usein ole merkitysta,
silla yleensa kiinnostuksen kohteena on tietyn kaavan totuus eikéd sen epatotuus.

Eloisen mahdollisuus signalointiin voidaan estaa rikkomalla Eloisen signalointikuvio

oo (V2 /W) .3y V). (32/U ),

jossa y:n valinta riippuu x: arvosta ja z:n valinta riippuu y:n arvosta mutta on riippu-
maton z:n arvosta. Keskimmaéinen kvanttori (3y/V') on niin kutsuttu valekvanttori. Sig-
nalointikuvion rikkominen onnistuu joko lisdamalla muuttuja z piilojoukkoon V', mika
estédd Eloisea ndkemastd Abelardin valintaa valekvanttorin kohdalla, tai lisadmalld muut-
tuja y piilojoukkoon U, mika estéa Eloisea nakemasta valitsemaansa valekvanttorin arvoa.
Kumpikin lisdys riittda siihen, ettd valekvanttoria ei voida kayttaa signalointiin.

On kuitenkin huomattava, ettd pelaajalla voi olla my6s muunlaisia signalointimahdolli-
suuksia kuin signalointikuvioon perustuvia. Konnektiiveihin perustuvaa signalointia tar-
kastellaan seuraavassa alaluvussa 4.2.

Edellinen esimerkki 4.1 tuo esille luontevan tavan tulkita sellaiset semanttiset pelit, jossa
esiintyy signalointia. Jos kaavan 4.1 peli ajatellaan tavallisena kahden pelaajan pelina il-
man apuria, Eloise ensin tietdd Abelardin valinnan ensimméisen oman siirtonsa kohdalla,
mutta sitten joutuu unohtamaan tamén toisen siirtonsa kohdalla. Oikeissa pelitilanteissa
kerran tiedettyd informaatiota ei kuitenkaan niin vain unohdeta. Signalointia hy6dynta-
vat pelaajat onkin luontevampaa tulkita useamman pelaajan tiimeina; pelid pelaavatkin
kahden yksittdisen pelaajan sijaan Abelard-tiimi ja Eloise-tiimi. Pelaajatiimin pelaajilla
on pelissé samat intressit ja he pelaavat yhteisen strategian mukaisesti. Tiimin jasenet
vastaavat pelin aikana eri siirtojen tekemisesté ja heilld voi siten olla saatavilla eri infor-
maatiota pelissa tehdyisté siirroista. Pelaajatiimi voi etukateen sopia keskendan pelissa
kaytettavan strategian, mutta pelin aikana tiimin jasenet eivét voi siirtojen ulkopuolel-
la kommunikoida keskenaén. Tiimin pelaajat voivat kuitenkin hyodyntaé signalointia, eli
vélittda omilla siirroillaan muille tiimin jasenille heiltd piilotettua informaatiota, kuten
edellisessé esimerkissa apuri signaloi Eloiselle talta piilotetun muuttujan tulkinnan. (Ks.
esim. [13, s. 26].)

Tosieldman esimerkki signaloinnin hyodyntamisesta on bridge-korttipeli. Bridgessa on nel-
ja pelaajaa, mutta pelid pelataan yhteistyossé partnerin kanssa, joten bridge on luontevaa
kuvata kahden pelaajan peliné, jossa pelaajat ovat pareja. Partnerit eiviat née toistensa
kortteja, eivatka saa kommunikoida niita toisilleen. Partnerit voivat kuitenkin ennen peli&
sopia pelistrategian, jonka mukaisesti pelattaessa he voivat signaloida tietyilla siirroilla
toisilleen informaatiota omista korteistaan. ([12, s. 53].)

4.2 Signalointi konnektiivien avulla

Pelaajat pystyvat joissain peleissa signaloimaan piilotettujen muuttujien arvoja itselleen
my0Os konnektiivien avulla. Tama perustuu siihen, ettda konnektiivin valintatilanteessa pe-
laaja voi ndhda sellaisten muuttujien arvot, jotka mychemmassa vaiheessa on kvanttorissa
piilotettu. Yksinkertainen esimerkki tésta ilmiostd on seuraava IF-kaava ¢ [11, s. 85]:

(4.3) Ve((Fy/{z})(x =)V By/{z})(z = v))).
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Olkoon pelin malli M, jonka universumi on {a,b}. Kaavan Va(3y/{z})(x = y) pelissi
Eloise joutuu valitsemaan y:n tulkinnan satunnaisesti, joten hénella ei ole voittostrategi-
aa. Mutta kun yhdistetdan alikaavaan (Jy/{z})(z = y) toinen saman kaavan esiintyméa
disjunktiolla, tilanne muuttuu.

Merkitddn disjunktion vasenta puolta 1 ja oikeaa puolta 1)9. Kaava 4.3 on siis V(¢ Viby),
jossa 1 = 1y = ((Jy/{x})(x = y)). Disjunktiosta valitessaan Eloise nidkee Abelardin va-
litseman x:n tulkinnan, joka on seuraavassa pelin tilanteessa piilotettu Eloiselta. Eloise, jo-
ka nyt tulkitaan kahden pelaajan tiimina Eloise; ja Eloises, voi kuitenkin etukéteen sopia
strategian, jonka mukaan Eloise; valitsee 11, jos Abelard valitsee (x, a), ja 15, jos Abelard
valitsee (x,b). Vaikka Eloises ei omalla siirtovuorollaan tilanteessa ((Jy/{z})(z = y),s')
néde z:n tulkintaa, hian voi kuitenkin seuraamalla strategiaa o(¢) = (y,a) ja o(¢s) = (y, b)
valita y:n tulkinnan niin, etta Eloise aina voittaa. Signaloinnin hyodyntdminen antaa siis
Eloiselle voittostrategian kaavan ¢ pelissa. Strategian voi muodostaa talla tavalla, koska
oletetaan, ettd Eloise voi erottaa toisistaan saman alikaavan eri esiintymét (ks. huomautus
maaritelméiin 2.4).

Esimerkki 4.3. Jatketaan kivi-paperi-sakset-pelin mallin M = ({k,p, s}; <) parissa.
Olkoon ¢ seuraava [F-kaava:

(4.4) Vae(Jy/{z})3z/{z,y})(y <x Az < 2).
Merkitaan ¢:11a alikaavaa (Jy/{z})(3z/{z,y})(y <z Az < 2).

Kaavan ¢ kuvaamassa pelissa Eloise valitsee kaksi eri esinettéd riippumatta toisistaan tai
Abelardin valinnasta. Eloise voittaa, jos ensimmainen esine héividd Abelardin esineelle ja
toinen esine voittaa Abelardin esineen. On ilmeisté, ettd semanttisessa pelissd G(M, &, @)
Eloisella ei ole voittostrategiaa. Eloise ei kummallakaan siirtovuorollaan nde Abelardin
valintaa, eikd myoskadn omaa aiempaa valintaansa, vaan joutuu valitsemaan satunnaises-
ti, joten peli voi paattyd kumman tahansa voittoon. Esimerkiksi Eloise voittaa pelieran
((x,p), (y, k), (2, ), mutta Abelard voittaa pelierdn ((x,p), (v, s), (z,k)) sekd useimmat
muut mahdolliset pelierat.

Eloiselle saadaan signalointimahdollisuus yhdistdmaélla disjunktiolla kaavaa 1) itseensé
kaksi kertaa, jolloin saadaan kaava ¢ = V((11 V 1s) V 13), jossa 11 = e = b3 = 1.

Ajatellaan Eloisen nyt olevan kolmen pelaajan tiimi, jotka pelaavat yhteisella strategial-
la 0. Eloise; tekee siirrot disjunktioiden kohdalla, joten hén nédkee Abelardin valinnan.
Eloise; pelaa seuraavasti:

U(Iv k) = (% \% ¢2) ja U((l’, k)v (% \% ¢2)) =
o(x,p) = (Y1 Vi) ja o((x,p), (Y1 V b)) = 12

Eloises valitsee y:n tulkinnan nidkemattd Abelardin valintaa, mutta tekee valintansa pe-
lattavan alikaavan perusteella noudattamalla strategiaa o(¢1) = (y, s), o(v2) = (y, k) ja

a(y3) = (y,p)-

Eloise; taas valitsee z:n tulkinnan ndkeméttd Abelardin valintaa tai Eloises:n valintaa,
mutta voi myos tehdé siirtonsa pelattavan alikaavan perusteella: Jos pelataan kaavan
Yy alikaavaa, strategian o mukainen siirto on (z,p). Jos pelataan kaavan 1y alikaavaa,
tehdéén siirto (z, s). Jos pelataan kaavan 3 alikaavaa, siirto on (z, k).
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Strategia ¢ on uniformi ja sitd noudattamalla pelin paattyessd mahdollisten literaalien
joukko on sama kuin voittorelaatio <, joten o on voittostrategia.

Samassa kaavassa voi esiintyd kahdenlaisia signalointimahdollisuuksia. Maéaritellaan IF-
kaava ¢ seuraavasti:

(4.5) p = VaVy (Y1 V i),
jossa
(4.6) U = s = (3o/{z})3=Cu/{y))w =2 Au=1y).

Kaavan ¢ semanttisessa pelissi Eloisen taytyy siis valita v:n arvo samaksi kuin Abelar-
din valitsema z:n arvo nakemétta valintatilanteessa z:n arvoa, ja samaan tapaan valita
w:n arvo samaksi kuin y:n arvo nakematta valintatilanteessa y:n arvoa. Ilman signalointia
tama ei onnistuisi, mutta kun peli pelataan kaksialkioisessa mallissa M = ({a, b}), Eloi-
sella on voittostrategia, jossa hin signaloi itselleen informaatiota sekéd konnektiivin ettéa
kvanttorin avulla.

Eloise voi signaloida z:n arvon valitsemalla v, kun Abelard on valinnut (z, a), ja ¥, kun
Abelard on valinnut (z,b), ja sitten valita v:n arvon oikein katsomalla, kumpaa alikaavaa
pelataan. Taman jalkeen Eloise voi signaloida itselleen y:n arvon valitsemalla z:n arvon
samaksi, ja u:n arvoa valitessaan ottaa z:n arvon. Tama strategia ei kuitenkaan toimi, jos
mallissa on enemman kuin kaksi alkiota, koska téalloin konnektiivin avulla signalointi ei
takaa Eloiselle voittoa.

4.3 Vastapelaajan siirrot signaaleina

Informaatiorajoituksia voi yrittdd kiertdd muutenkin kuin signaloimalla eli valittdmall&
itselleen piilotettua informaatiota. Tarkastellaan tapausta, jossa Eloise kidyttad Abelar-
din tekemid siirtoja viestittdmaén piilotettua informaatiota Abelardin oletetun strategian
perusteella. Télloin Abelard ikadn kuin signaloi tahattomasti Eloiselle talté piilotettua
informaatiota, vaikka kyse ei tarkalleen ottaen ole signaloinnista eli informaation valitté-
misesté itselleen omilla siirroillaan.

Esimerkki 4.4. Otetaan esimerkiksi [F-kaava :
4.7)  Ve@y/Ha)(@FHzy)(z =y Vz#2)ACz/{z,y}) (@ #y V2 # x))

Merkitdén kaavassa konjunktiolla yhdistettyja alikaavoja ¥ = (3z/{z,y})(x=y V z#x)
ja o = (3z/{x,y})(x # yV z # ). Peli pelataan kaksialkioisessa mallissa M = ({a, b}).

Eloisen strategia on sellainen, ettd valitaan aina (y,a), ja katsotaan miten Abelard valit-
see konjunktion kohdalla. Nyt taytyy olettaa, ettd Abelard pelaa rationaalisesti ja pyrkien
pelin voittoon. Oletuksena téassa on, ettd Abelard valitsee alikaavoista sen, jossa jo tul-
kitut muuttujat = ja y sisdltava literaali, eli x = y tai x # y, on annetuilla tulkinnoilla
epatosi. Jos Abelard valitsee ¢, Eloise voi pédatelld, ettd z:n arvo on b. Télloin Eloise
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tekee siirron (z,a), ja sitten valitsee disjunktiosta literaalin z # x. Samaan tapaan jos
Abelard valitsee 15, Eloise voi péétella, ettd z:n arvo on a. Nyt Eloisen siirto on (z,b),
ja disjunktiosta valitaan literaali z # x. Kummassakin tapauksessa pelin lopussa literaali
z # x on annetuilla tulkinnoilla tosi, eli Eloise voittaa pelin.

Taméa uniformi strategia ei kuitenkaan ole voittostrategia, sillé ei ole takeita siitéd, etté
Abelard pelaa oletuksen mukaisesti. Abelard saattaa myos pelata téysin satunnaisesti tai
oman etunsa vastaisesti. Peliera, jossa Eloise noudattaa téita strategiaa mutta Abelard ei
pelaa oletetusti, voi olla esimerkiksi h = ((z,a), (y,a),¥1, (z,a),z # x). Tamén pelieran
voittaa Abelard.

Edella kuvatussa strategiassa Eloisen valinta disjunktion kohdalla on riippumaton muut-
tujien tulkinnoista, eli strategia on myo6s konnektiivin suhteen uniformi. Tilanne on sama
kuin jos disjunktioon liitettaisiin piilojoukko; talloin konnektiivina olisi V/{z,y, 2}. * Jos
Eloisen strategiaa muutetaan hiukan niin, ettd disjunktion kohdalla ndhdessadn kaikkien
muuttujien tulkinnat Eloise valitsee literaaleista sen, kumpi on tosi, strategia onkin voit-
tostrategia.

Nyt kaikki mahdolliset pelierét, joissa Eloise noudattaa tata strategiaa, ovat

hy = ((z,a), (y,a),1q, (2,b), 2 # x)
hy = ((z,a), (y,a), ¥, (2,0), 2 = y)
hs = ((x,b), (y,a),v1, (2,a), 2z # x)
ha = ((2,0), (y,a), ¥2, (2,b),x # y),

jotka kaikki Eloise voittaa.

Esimerkin pelissa Eloise valitsee z:n arvon sen perusteella, miten han ennakoi Abelardin
pelaavan. Oikeissa peleissa onkin usein hyodyllista yrittdd ennakoida vastapelaajan stra-
tegia ja pelata sen mukaisesti. Kuten esimerkin semanttisessa pelissa, joissain tapauksissa
vastapelaajan pelitapaa tarkastelemalla ja sitd ennakoimalla voidaan paétella piilotettua
informaatiota. Esimerkiksi pokerissa pelaajan panostusten perusteella voidaan yrittaé ar-
vioida, millaiset kortit pelaajalla on kadesséa. Pokerissa pelaajien kannattaakin harjoittaa
niin sanotusti kadnteista signalointia, eli yrittdd harhauttaa muita pelaajia bluffaamalla
tai pelaamalla epdsédénnonmukaisesti ([12, s. 54]).

1 Joissain IF-logiikan versioissa sallitaan riippumattomien kvanttoreiden lisiksi my6s téllaiset riippu-
mattomat konnektiivit (esim. [8]). Konnektiivin riippumattomuus voidaan kuitenkin ilmaista myds tie-
tynlaisella riippumattomalla kvantifioinnilla, joten piilojoukkojen salliminen vain kvanttoreissa ei rajoita
sitd, mitd IF-logiikalla voidaan ilmaista [11, s. 97].

IF-logiikan varhaisemmissa versioissa on sallittu my6s konnektiivien esiintyminen piilojoukoissa. Alun-
perin Hintikka ja Sandu [7] esitteliviit IF-logiikan siten, ettd miké tahansa ilmaisu voidaan merkita kaut-
taviivalla riippumattomaksi mistd vain ilmaisusta. Jos nyt kaavaan 4.7 lisitdan konjunktio kvanttorin
(3z/{z,y}) piilojoukkoon, Eloise ei saa ndhd& Abelardin konjunktion kohdalla tekeméaé valintaa eiké siis
voi kiiyttad kuvattua strategiaa. Piilotetut valinnat konnektiivien kohdalla voivat olla kuitenkin ongelmal-
lisia pelin pelattavuuden kannalta. Hodges [9, s. 547] huomauttaa, ettd pelaajan on aina voitava tietda,
mistd tilanteesta pelid jatketaan, joten konnektiivin kohdalla tehtdvié alikaavan valintaa ei itse asiassa
voi piilottaa.
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5 IF-logiikan ilmaisuvoima

[F-logiikan perustava ominaisuus eli kyky esittda kvanttorien vélisia riippumattomuuksia
mahdollistaa sen, ettd IF-logiikalla voidaan ilmaista enemmaén asioita kuin ensimmaéisen
kertaluvun logiikalla.

Loogisilla kielilla voidaan ilmaista erilaisia mallien ominaisuuksia. Esimerkiksi ominaisuus
'yksialkioisuus’ voidaan ilmaista ensimmaisen kertaluvun lauseella 3xVy(y = x), koska
lause on tosi tasmalleen niissa malleissa, joissa on vain yksi alkio, ja epédtosi kaikissa
muissa malleissa. Tietyn ominaisuuden maéritteleva lause maéarittelee siis samalla mallien
luokan. Mallien ominaisuus P onkin oleellisesti sama asia kuin niiden mallien luokka Cp,
joilla on tamé ominaisuus.

Maaritelma 5.1. (Ks. [11, M&ér. 6.1 ja Maar 6.2])

Olkoon L aakkosto ja Kp luokka L-malleja, johon kuuluu tasmélleen ne mallit, joilla on
ominaisuus P.

Ensimmaisen kertaluvun logiikan lause ppo mddrittelee ominaisuuden P, jos jokaisella
L-mallilla M pétee
M e Kp josjavain jos M [ gro.

Talloin ominaisuus P on mddariteltavd ensimmaisen kertaluvun logiikalla ja sanotaan, etta
mallien luokka Cp on elementaarinen.

Samaan tapaan [F-logiikan lause o mddrittelee ominaisuuden P, jos jokaisella L-mallilla
M pétee
M e Kp josjavain jos M E' op.

Tall6in ominaisuus P — ja siis samalla mallien luokka Kp — on mddriteltdvd [F-logiikalla.
_|

Loogisen kielen eli logiikan ilmaisuvoima kuvaa sita, miten paljon erilaisia mallien omi-
naisuuksia kielessa pystytaan méaritteleméan. Eri logiikoita voidaan asettaa jérjestykseen
ilmaisuvoiman suhteen.

Maaritelma 5.2. Olkoot £ ja L eri logiikoita.
e [’ on ilmaisuvoimaisempi kuin £ eli £ < L', jos niille patee ehdot:

1. kaikilla ominaisuuksilla P pétee: jos P on méariteltava logiikalla £, niin P on
madariteltava logiikalla L', ja

2. on olemassa ominaisuus P’, joka on maériteltava logiikalla £', mutta ei logii-

kalla L.

e [’ on vahintadn yhta ilmaisuvoimainen kuin £ eli £ < L', jos edellisen kohdan ehto
1 patee.

e Logiikoilla £ ja £’ on sama ilmaisuvoima eli £L = L', jos L < L ja L < L.

33



Koska jokainen ensimméisen kertaluvun lause on samalla IF-logiikan lause, jossa kaikki
piilojoukot ovat tyhjid, jokainen ensimméisen kertaluvun logiikalla mééariteltdva ominai-
suus on maariteltava myos [F-logiikalla. Témén perusteella [F-logiikka on vahintdan yhta
ilmaisuvoimainen kuin ensimmaéisen kertaluvun logiikka, eli FO < IF ([11, Seuraus 6.4]).
IF-logiikalla voidaan kuitenkin maéritella myos ominaisuuksia, joiden méédrittelyyn tar-
vitaan ensimméisen kertaluvun logiikkaa vahvempaa kieltd, toisen kertaluvun logiikkaa.

5.1 Toisen kertaluvun logiikka

Logiikan kielen ilmaisuvoimaa voidaan lisidta kvantifioimalla monimutkaisempia entiteet-
teja, eli siirtymalla korkeampaan kertalukuun. Kun ensimmaisen kertaluvun logiikassa
kvantifioidaan vain muuttujia, eli mallin universumin alkioita, toisen kertaluvun logii-
kassa voidaan kvantifioida myos relaatioita ja funktioita. Esimerkiksi toisen kertaluvun
logiikan lause IRVxR(z,x) sanoo, ettd on olemassa relaatio, jossa jokainen muuttuja
on itsensa kanssa. Kun R on identiteettirelaatio, lause on selvésti tosi. Yksipaikkaiset
relaatiot voidaan samaistaa mallin universumin osajoukkoihin, joten toisen kertaluvun
logiikassa voidaan kvantifioida joukkoja, ja esittdd joukkoja koskevia viitteita. Relaatioi-
den kvantifioinnin ansiosta toisen kertaluvun logiikassa voidaan maéritella useita sellaisia
ominaisuuksia, joita ensimmaisen kertaluvun logiikassa ei pystytd maarittelemaan.

Eksistentiaalinen toisen kertaluvun logiikka koostuu kaikista niistd toisen kertaluvun lo-
giikan kaavoista, joissa kaikki toisen kertaluvun kvanttorit ovat eksistenssikvanttoreita,
ja ne esiintyvat kaavan alussa. Eksistentiaalisesta toisen kertaluvun logiikasta kaytetaan
yleisesti lyhennettd ESO (ezistential second-order) sekd merkintaa Xj. !

Esimerkiksi 3RASVaVy(R(z,y) A 325(z,x,y)) on Xi-kaava, silli ainoat relaatiomuut-
tujat eksistenssikvantifioidaan ja ne esiintyvéit kaavan alussa. Toisen kertaluvun kaava
AfVg3zIy(f(z) = g(y)) ei ole Xi-kaava, silli kaavassa on universaalikvantifioitu funk-
tiomuuttuja. Myoskddn Voedy(z = y A If(f(x) = f(y))) ei ole Y]-kaava, silld toisen
kertaluvun eksistenssikvanttori 3f ei ole kaavan alussa.

Jokainen IF-lause — samoin kuin ensimméisen kertaluvun logiikan lause — on ekvivalentti
erityisen eksistentiaalisen toisen kertaluvun logiikan kaavan kanssa, jota kutsutaan kaavan
toisen kertaluvun Skolem-muodoksi ([11, Lause 6.10]).

Ensimmaisen kertaluvun Skolem-muodossa muuttujien véliset riippuvuudet esitetddn kor-
vaamalla eksistenssikvantifioidut muuttujat aina uuden funktiosymbolin sisaltévilld ter-
meilld. Skolem-muodon uusia funktioita kutsutaan Skolem-funktioiksi, ja niiden avulla
kaavan muuttujien véliset riippuvuudet tulevat selvisti nédkyviin. Skolem-funktion argu-
mentteja ovat kaikki ne muuttujat, joista korvattu muuttuja on riippuvainen.

Esimerkiksi kaavassa Vo3yVzR(z, z,y) eksistenssikvantifioitu muuttuja y riippuu vain
muuttujasta x. Kaava muutetaan Skolem-muotoon korvaamalla y termilld f(x), jolloin

"Merkintéitavassa yldindeksi kertoo kvantifioitavien entiteettien korkeimman kertaluvun: 0 on ensim-
maisen kertaluvun kvantifiointi vain mallin alkioiden yli, 1 on toisen kertaluvun kvantifiointi relaatioiden
yli, ja niin edelleen monimutkaisempiin entiteetteihin ja korkeampiin kertalukuihin. Kirjain ¥ kertoo,
ettd kaava alkaa eksistenssikvanttorilla; universaalikvanttorilla alkavia kaavoja merkitadn kirjaimella II.
Alaindeksi kertoo kuinka monta kertaa korkeimman kertaluvun kvantifiointien kvanttorityyppi vaihtuu,
ja alaindeksi on 0, kun niiti kvanttoreita ei esiinny lainkaan. Esimerkiksi 323yVz3wR(x,y, z,w) on X9-
lause ja VRISVz(R(z) — S(z)) on Ii-lause.
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saadaan VaVzR(x, z, f(x)). Téstd muodosta ndhdéén suoraan, etta relaation R kolmas
jdsen riippuu ensimmaéisesté jasenestéd x jollakin tavalla, jota kuvaa Skolem-funktio f. Jos
kaavan kvanttorien jarjestystda vaihdetaan ja tarkastellaankin kaavaa VaVz3yR(zx,z,y),
saadaan talle Skolem-muoto VaVzR(x, z, f(z, z)). Koska nyt y riippuu kummastakin uni-
versaalikvantifioidusta muuttujasta, se on korvattu termilla f(zx, 2).

Toisen kertaluvun Skolem-muodossa Skolem-funktioita kohdellaan funktiomuuttujina ja
ne eksistenssikvantifioidaan. Toisen kertaluvun Skolem-muodossa oleva kaava on muotoa:

Elfl e ElfngD,

jossa fi,..., fn ovat Skolem-funktioita ja ¢ on ensimméisen kertaluvun kaava, jossa ei
esiinny eksistenssikvanttoreita.

Esitellaan téassa IF-lauseiden muuttaminen Skolem-muotoon esimerkkien avulla, ja ohite-
taan tédsméllisempi maaritelma (ks. [11, Maar. 4.9 ja 6.8]).

Olkoon ¢ IF-lause Vz3z(Vy/{z})(Fw/{z,2})(z = z Ay = w). Kaavan muokkaaminen
aloitetaan sisimmasta kvanttorista. Ensin korvataan vain muuttujasta y riippuva eksis-
tenssikvantifioitu w uuden funktiomuuttujan sisaltavalla termilld f(y), ja saadaan kaava
AfVeIz(Vy/{z})(z = 2z ANy = f(y)). Koska Skolem-muodossa tarkastellaan vain kaavan
totuutta, universaalikvantifioitujen muuttujien riippuvuuksia ei oteta huomioon, joten
muutetaan kvanttori (Vy/{z}) muotoon Vy. Korvataan sitten vield muuttujasta x riip-
puva eksistenssikvantifioitu z termilld g(x). Néin saadaan lauseen ¢ toisen kertaluvun

Skolem-muoto g3 fVaVy(z = g(x) Ay = f(2)).

Samalla menettelylld saadaan muodostettua kaavan Vx3z(Jy/{z})(z < y) toisen ker-
taluvun Skolem-muoto on 3f3gVr(z < g(f(x)). Ensin on korvattu vain muuttujasta z
riippuva y termilld g(z), jolloin saadaan kaava JgVr3z(z < g(2)), ja sitten on korvattu
muuttujasta x riippuva z vield termilla f(z).

Skolem-funktiot koodaavat Eloisen voittostrategian eksistenssikvanttorien osalta.? Jos
lauseen, jossa ei esiinny disjunktioita, Skolem-muoto on tosi, olemassaolevat Skolem-
funktiot muodostavat strategian Eloiselle, jota noudattamalla jokainen pelierd péaattyy
toteen kaavaan eli Eloisen voittoon, ja joka on uniformi, koska Skolem-funktiot riippuvat
vain Eloiselle nakyvissa olevista muuttujista. Lauseen Skolem-muoto siis kertoo lauseen
totuusehdot.

5.2 Henkin-kvanttorit

Ennen kuin IF-logiikkaa oli kehitetty Leon Henkin (1961, [5]) esitti toisenlaisen tavan esit-
taa kvanttorien valisia riippumattomuuksia: osittainjarjestetyt kvanttorit, joita kutsutaan
myos Henkin-kvanttoreiksi. 3

Yksinkertaisin Henkin-kvanttori on neljan kvanttorin muodostama osittainjarjestetty jo-
no, joka kirjoitetaan kahtena rivind sulkujen sisdan. Téllainen kvanttori on seuraavassa

2Hintikka [6, s. 31] esittiid tavan antaa myos disjunktioille skolem-funktioiden tapainen kiinnos toisen
kertaluvun logiikkaan, joka téydentda Eloisen voittostrategian.

3Samassa artikkelissa Henkin my6s viittasi peliteoreettisen semantiikan ideaan ja esitti, etti kaavat,
joissa esiintyy useita — jopa ddreton méédrda — kvanttoreita vuorotellen, on luontevaa tulkita kahden pe-
laajan peleind, jossa pelaajat vuorotellen valitsevat kvantifioitujen muuttujien arvot ([5, s. 179]).
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kaavassa:
Ve 3Jz
6.1 (o 32 ) At

Kaavan Henkin-kvanttorisssa dz riippuu kvanttorista Vax mutta ei kvanttorista Vy, ja Ju
riippuu kvanttorista Yy mutta ei kvanttorista V.

Jokainen Henkin-kvanttori voidaan esittaa standardimuodossa ([17, s. 542], [1]):
Vel Va? oo Va2t Jy

(5.2) Lo
Vap Vai ... Vap Juyk
1

Jokainen Jy; riippuu vain kvanttoreista Vz;
riippumaton. Samoin jokainen Vz!" riippuu vain kvanttoreista Vz; ...Vx

... Vo7 mutta on kaikista muista kvanttoreista
m—1
i

Henkin-kvanttoreita ei voida kirjoittaa tavallisen ensimmaisen kertaluvun logiikan kvant-
torijonoina, vaan ne tuovat logiikkaan lisda ilmaisuvoimaa. Jo 1958 Ehrenfeucht todisti,
ettd Henkin-kvanttorilla voidaan ilmaista sellaisia ominaisuuksia, jotka eivat ole méaritel-
tavissa ensimmaéisen kertaluvun logiikalla ([5, s. 182]). Ehrenfeuchtin todistuksessa téallai-
sena ominaisuutena on kaavan ekstension darettomyys. Kaavan ekstensiolla tarkoitetaan
kaikkien niiden universumin alkioiden joukkoa, joille kyseinen kaava patee. Esimerkiksi
luonnollisten lukujen mallissa kaavan x < 2 ekstensio on joukko {0, 1}, silld vain nailla lu-
vuilla kaava on tosi. Ehrenfeuchtin todistusta vastaavalla tavalla voidaan méaéaritella myos
mallin universumin darettomyys.

Esimerkki 5.3. Mallin universumin darettomyys voidaan méaritella Henkin-kvanttorin
sisaltavalla lauseella pq:

(5.3) E|z<:§§;>((x:y<—>v:w)/\z7év).

Se, miksi ¢, on tosi tasmalleen darettomissa malleissa, tulee esille, kun muutetaan lauseen
Henkin-kvanttorilla alkava alikaava Skolem-muotoon. Néin saadaan ¢..:n kanssa ekviva-
lentti lause:

(5.4) F23fIgVaVy((z =y & f(x) = g(y)) Az # f(2)).
Jakamalla lauseessa esiintyva ekvivalenssi osiin saadaan lause:

(5.5) F23Af3gVaVy((z=y — f(x)=9g(y)) A (f(z)=9(y) = v=y) A 2# f(x)).

Konjunktion ensimméinen osa (r = y — f(z) = ¢(y)) universaalikvantifioituna sanoo,
ettd funktiot f ja g kuvaavat kaikki alkiot samalla tavalla, joten itse asiassa f = g. Kun
sovelletaan téta tietoa lauseeseen 5.5, saadaan ¢..:n kanssa ekvivalentti lause:

(5.6) FAfVaVy((r=y — f(z)=f(y)) A (f(x)=f(y) = z=y) A 2# f(2)).

Tama lause sanoo, ettd on olemassa kuvaus mallin alkioiden vélilla, joka on injektio, eli
jokaisella mallin alkiolla on eri kuva, ja lisédksi on olemassa sellainen mallin alkio, joka ei ole
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minkadn alkion kuva. Tama on mahdollista vain kun mallissa on dareton maara alkioita.
Tarkemmin sanottuna lause 5.6 méadrittelee mallin Dedekind-aérettomyyden: joukko —
tédssd mallin universumi — on Dedekind-dareton, kun on olemassa injektio joukolta sen
aidolle osajoukolle. (Ks. esim. [15, 4.1].)

_|

Henkin-kvanttorit voidaan kuitenkin kirjoittaa ekvivalentisti IF-logiikalla. Kaava 5.1 IF-
logiikalle kdannettyna on:

(5.7) Vedz(Vy/{z,2})(Fu/{z, 2})R(z,y, z,u)

Lauseen 3.11 nojalla voidaan kaavan totuutta tarkasteltaessa jattaa universaalikvanttorin
piilojoukko pois, joten talloin kaava 5.1 voidaan kdantad myos IF-logiikan kaavaksi:

(5.8) Ve3Vy(Ju/{z, z})R(z,y, z,u).

Nailla kaavoilla sekd Henkin-kvanttorin sisdltavalla kaavalla 5.1 on kaikilla sama Skolem-
muoto 3fIgVaVyR(z,y, f(x), 9(y)).

Walkoe [17, Lause 4.3] osoitti, ettd jokainen Y}-lause on ekvivalentti jonkin lauseen Qi
kanssa, jossa () on standardimuotoinen Henkin-kvanttori ja v kvanttoriton ensimmaéaisen
kertaluvun lause. Henkin-kvanttoreilla saadaan siis sama ilmaisuvoima kuin eksistentiaa-
lisella toisen kertaluvun logiikalla; kaikki ¥}-méériteltivit ominaisuudet ovat méaritelté-
via my6s Henkin-kvanttoreiden avulla. Koska jokainen Henkin-kvanttorin sisaltavé lause
on ekvivalentti jonkin IF-logiikan lauseen kanssa, myos IF-logiikalla voidaan méaritella
kaikki samat ominaisuudet.

Tésté seuraa suoraan seuraava tunnettu tulos (mm. [11], [8, s. 421], [1]):

Lause 5.4. IF-logiikan ilmaisuvoima on sama kuin eksistentiaalisen toisen kertaluvun
logiikalla, eli
IF = ¥1.

5.3 Signaloinnin vaikutus ilmaisuvoimaan

[F-logiikan ilmaisuvoimaisuus ei perustu pelkéstaan Henkin-kvanttoreita vastaaviin kvant-
toriyhdistelmiin. Myos signalointia hyodyntédmalla voidaan méaritelld ominaisuuksia, jot-
ka eivit ole madriteltavia tavallisessa ensimmaéisen kertaluvun logiikassa. Tarkastellaan
yhté tallaista ominaisuutta seuraavassa esimerkissa.

Esimerkki 5.5. Olkoon ¢ signalointikuvion siséltava IF-lause
(5.9) Vady(3z/{a})((P(x) < ~P(y)) Az = z).

Huomataan, ettd lauseen ¢ kvantifiointeja ei voida korvata Henkin-kvanttorilla, sill&
Henkin-kvanttorissa eksistenssikvanttorit ovat aina toisistaan riippumattomia. Lausees-
sa @ taas on oleellista, ettd kvanttori (3z/{x}) on riippuvainen kvanttorista Jy.

Osoitetaan, etta IF-lause ¢ maérittelee niiden mallien luokan, joissa alkioita, joille patee
P on yhtd monta kuin niita alkioita, joille P ei pade.
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Predikaatin P tulkinta mallissa M on PM = {x € M | P(z) on tosi}, joka on kaavan P(z)
ekstensio. Kaavan —P(z) ekstensio on joukon P™ komplementti PM = M \ PM. Lause

¢ siis médrittelee joukkojen P™ ja PM yhtdmahtavuuden, jota merkitiddn |PM| = |PM|.
Osoitetaan, ettd o on tosi tidsmélleen niissd malleissa, joissa |PM| = |PM].
Oletetaan ensin, ettd mallissa M pétee |PM| = |PM|. Niytetdin, ettd tillsin Eloisella

on signalointia hyddyntéivi voittostrategia pelissi G(M, @, ). Koska joukoissa PM ja
PM on yhta monta alkiota, Eloise voi muodostaa néiden joukkojen vélille yksi-yhteen-
vastaavuuden eli bijektion f: PM — PM ja sen kidnteiskuvauksen f=': PM — pM

Nyt Eloisen strategia o on seuraavanlainen: kun Abelard on tehnyt siirron (z,a), Eloi-
se valitsee o((x,a)) = (y,g(a)) siten, ettd jos a € P, niin ¢ = f ja jos a € PM
niin ¢ = f~!. Tamén jilkeen Eloise voi nikemittd z:n arvoa valita zm arvon sopivas-
ti kdyttamalla y:n arvoa signaloimaan x:n arvoon liittyvédéd informaatiota. Eloisen siirto
on o((y,g(a)) = (2,97 (g(a))). Tita strategiaa noudattamalla Eloise voittaa jokaisen pe-
lierén, silla identiteetti z = x on télloin tosi ja kuvaus g poimii aina y:n arvon eri joukosta
kuin mihin z:n arvo kuuluu, joten ekvivalenssi P(z) <> —P(y) on tosi. Strategia ¢ on
myo6s uniformi, koska y:n arvon ollessa sama z:n arvo valitaan aina samalla tavalla. Siispa
o on voittostrategia, eli ¢ on tosi mallissa M.

Oletetaan sitten, ettd Eloisella on voittostrategia pelissi G(M, &, @) eli lause ¢ on tosi
mallissa M.

Muodostetaan lauseen ¢ kanssa totuusekvivalentti toisen kertaluvun Skolem-muoto g:
(5.10) A Ag¥a((P(x) & ~P(f(2)) A g(f(2) = z).

Koska ¢y on tosi, on olemassa kuvaus f : M — M, joka kuvaa jokaisen alkion, jolle patee
predikaatti P, alkioksi, jolle ei pade P, ja toisinpain. Tama kuvaus on yhdiste kuvauksista
fi: PM — PMja fy: PM — PMeli f = f1U f,. Lisiksi koska g(f(z)) = x pétee kaikilla
x, g on fm kddnteiskuvaus, eli f on bijektio. On siis olemassa bijektio f joukkojen P™M
ja PM vililla, joten |PM| = [PM].

Predikaatin ja sen negaation ekstensioiden yhtamahtavuus voidaan siis méaritella IF-
logiikalla hyodyntamallé signalointia.

_|

Huomautus. Vastaavan ominaisuuden voi ilmaista [F-logiikalla my6s ilman signalointia
Henkin-kvanttoria vastaavalla kvantifioinnilla. Hintikka [6, s. 186] maarittelee yhtamah-
tavuuden kahden predikaatin F} ja F; ekstensioille seuraavalla lauseella?:

(5.11) Vavz(3y/{2}) Gu/{z, y}) ((Fi(x) = Fa(y) A (Fa(z) = Fi(w)A
(y=2) & (w=1)).
Tassa on kyseessé yleisempi ominaisuus kuin esimerkissa 5.5, silla predikaattien F ja Fb

ekstensioiden ei tarvitse olla erillisid. Tasmalleen sama ominaisuus kuin esimerkissa 5.5
saadaan sijoittamalla lauseeseen 5.11 P ja —P predikaattien Fj ja F, paikalle.

4Merkintéitapa on muutettu vastaamaan téssd tutkielmassa kiytettya.
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Lauseen 5.11 pelissd Eloise tekee muuttujien tulkintojen valinnat pelkastdan Abelardin
valitsemien muuttujien tulkintojen perusteella, eikd signaloimalla omilla siirroillaan it-
selleen tarvittavaa informaatiota. Eloisella on voittostrategia eli lause on tosi kaikissa
sellaisissa malleissa, joissa predikaattien Fj ja F, ektensioiden vélilld on Eloisen tuntema
bijektio f. Kun Eloise valitsee y = f(x) ja u = f~(2), Eloise voittaa aina pelin. TAma
on kuitenkin mahdollista vain, kun bijektio voidaan muodostaa, eli kun predikaattien Fj
ja Fy ekstensiot ovat yhtamahtavat.

Esimerkissa 5.5 [F-logiikalla maériteltyd ominaisuutta ei kuitenkaan tunnetusti pystyté
madrittelemadn ensimmaéisen kertaluvun logiikalla (esim. [15, luku 4.1] ja [6, s. 187]).

Lause 5.6. Kahden predikaatin tai kaavan ekstensioiden yhtamahtavuus ei ole madritel-
tavissa ensimmdisen kertaluvun logiikalla.

Tuloksen todistusta varten otetaan kayttoon pelaamiseen pohjautuva malliteoreettinen
tyokalu, Ehrenfeucht-Fraissé-peli, eli lyhyesti EF-peli. Tésméllinen EF-pelin maérittely
ja siihen liittyvien tulosten todistukset ohitetaan, mutta esitetdan ennen lauseen 5.6 to-
distusta lyhyesti pelin periaate ja kulku. EF-pelit ja niiden kaytto méaritteleméttomyys-
tuloksien todistamiseen esitetddn tarkemmin teoksissa Finite model theory [3, luku 1] ja
Elements of finite model theory [10, luku 3].

EF-pelissa vertaillaan kahta mallia A ja B. Pelaajia on kaksi, duplikaattori ja spoile-
ri. Duplikaattorin tavoitteena on osoittaa, ettd mallit ovat samanlaiset, ja spoileri pyrkii
osoittamaan eron mallien vélilld. Pelissa pelataan ennalta maédratty maara m kierroksia,
joiden aikana spoileri valitsee yhden malleista ja sielta jonkin alkion, ja sitten duplikaatto-
ri valitsee jonkin alkion toisesta mallista. Duplikaattori voittaa pelin, jos pelin paatyttya
mallista A valitut m alkiota ja mallista B valitut m alkiota muodostavat osittaisisomor-
fismin mallien A ja B vélilld. Tamé tarkoittaa, ettd mallit ovat valittujen alkioiden osalta
rakenteeltaan samat. Jos duplikaattorilla on voittostrategia m kierroksen EF-pelissa, eli
héan pystyy kaikissa peleissa valitsemaan osittaisisomorfismin sailyttavat alkiot, merkitaan
A=, B. ([10, s. 26-27].)

EF-pelien yhteyden mallien ominaisuuksien maériteltavyyteen antaa seuraava tulos ([3,
Lause 1.2.12. ja Seuraus 1.3.3., s. 20-21]):

Lause 5.7. Mallien luokka IC ei ole mdadriteltavissd ensimmdisen kertaluvun logiikalla jos
ja vain jos jokaista m € N kohti on olemassa sellaiset mallit A ja B, etti A€ K, B¢ K
ja A=, B.

Jos kahta mallia, joista toisella on tietty ominaisuus ja toisella ei, ei pystyta aarellisen
monen siirron EF-pelilla erottamaan toisistaan, tata ominaisuutta ei siis pystyta maarit-
telemaan.

Lauseen 5.6 todistus. Tuloksen todistamiseksi riittaéd lauseen 5.7 nojalla siis osoittaa, etta
duplikaattorilla on voittostrategia malleilla A ja B pelattavassa m kierroksen EF-pelissi,
kun A on malli (A; PA), jossa |PA| = |PA| = m, ja B on malli (B; PB), jossa |P5| = m
ja |PB| =m + 1.

Todistus tehdaan induktiolla pelin kierrosten suhteen. Pelin alussa tyhjat valinnat muo-
dostavat triviaalin osittaisisomorfismin mallien vélille. Kierroksella k£ + 1, kun k < m,
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duplikaattorin strategia on seuraavanlainen: jos spoileri valitsee mallista A uuden alkion
a € P4, eli sellaisen, jota ei ole vield pelin aikana valittu, duplikaattori valitsee mallista
B jonkin uuden alkion b € PB. Jos spoileri valitsee uuden alkion a € PA, duplikaattori
valitsee uuden alkion b € PB. Samoin mutta toisinpiin toimitaan, jos spoileri valitsee mal-
lista B uuden alkion. Koska joukoissa P4, P8, PA ja PB on kaikissa vihintadan m alkiota,
16ytyy aina sopiva uusi alkio, jonka duplikaattori voi valita. Jos spoileri valitsee alkion,
joka on pelin aikana jo valittu jollain kierroksella i, duplikaattori valitsee kierroksella 4
valituista alkiosta toisen.

Induktio-oletuksen nojalla k& kierroksen jélkeen mallien valilld on osittaisisomorfismi, eli
joukosta, PA on valittu yhtd monta alkiota kuin joukosta PZ, ja joukosta PA on valit-
tu yhtd monta alkiota kuin joukosta PB. Kierroksella k + 1 tehdyt valinnat sailyttévit
osittaisisomorfismin, silld strategiaa noudattamalla valitaan yhdet alkiot lisédd joko jou-
koista P4 ja PB tai joukoista PA ja PB, tai valitaan jo osittaisisomorfismiin kuuluvan
alkiot. Pelaamalla kuvatun strategian mukaan pelin lopussa m kierroksen jélkeen mallien
A ja B vililla on osittaisisomorfismi, joten duplikaattorin strategia on voittostrategia, eli

A=, B.
O

Esimerkki 5.5 ja lause 5.6 osoittavat, etta signaloinnin ansiosta IF-logiikalla voidaan il-
maista enemman kuin ensimmaisen kertaluvun logiikalla. Itse asiassa pelkén signaloin-
nin avulla, ilman Henkin-kvanttoreita vastaavia kvantifiointeja, saadaan ilmaistua kaikki
[F-logiikalla méériteltavit ominaisuudet. Barbero, Hella ja Ronnholm [1] osoittivat, etta
jokainen Y{-méériteltdvd ominaisuus voidaan maédritelld tietynlaisella IF-lauseella, joka
sisaltad signalointikuvioita mutta ei Henkin-kvantifiointeja.

Nama lauseet kuuluvat IF-logiikan osaan IFy;,, joka koostuu kaikista saénnollisisté kaa-
voista, joissa kvanttorit esiintyvat kaavan alussa, ja jotka tayttavat ehdon: jos kvanttori
(Fv/V') kuuluu kvanttorin (Ju/U) vaikutusalaan, niin u ¢ V. Ehto tarkoittaa, ettd Eloi-
se ei voi unohtaa aiemmin tekemiaén siirtoja. Tamé estda Henkin-kvanttoreiden kirjoit-
tamisen, silli Henkin-kvanttorissa eksistenssikvanttorit ovat toisistaan riippumattomia.
Signalointi on kuitenkin mahdollista logiikassa IF;,.

Artikkelissa [1] osoitetaan, etté jokainen kaksirivisen standardimuotoisen Henkin-kvantto-
rin avulla esitetty lause voidaan ilmaista sen kanssa ekvivalenttina IFy;, -lauseena. Koska
jokainen Henkin-lause on ekvivalentti jonkin {-lauseen kanssa, tdmé todistaa seuraavan
tuloksen:

Lause 5.8. [1, Teoreema 2]

IF-logiikan osan IV, ilmaisuvoima on sama kwin eksistentiaalisen toisen kertaluvun lo-
giikalla, eli
IFsig = E%

Siis jo pelkéstdan signaloinnin mahdollisuus nostaa IF-logiikan ilmaisuvoimaltaan ensim-
maisesta kertaluvusta eksistentiaalisen toisen kertaluvun tasolle.
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6 Lopuksi: IF-logiikan filosofinen merkitys

[F-logiikan keskeinen kehittaja Jaakko Hintikka argumentoi teoksessaan The Principles
of Mathematics Resivited [6, (1996)], etta tavallisen ensimméisen kertaluvun predikaat-
tilogiikan sijaan IF-logiikka on todellinen perustava logiikka. Yksi keskeinen argumentti
Hintikan vaitteen puolesta on IF-logiikan suurempi ilmaisuvoima. [F-logiikassa voidaan
maadritella sellaisia matemaattisia kasitteitd ja tehdd matemaattisia padttelyita, joihin
ensimmaisen kertaluvun logiikka ei riita. Hintikan mukaan IF-logiikka on kuitenkin en-
simmaistéd kertalukua sen suhteen, mitéd entiteetteja kvantifioidaan, joten véltetdan kor-
keamman kertaluvun logiikoiden mukana tuleva ontologinen sitoutuminen joukkojen ja
muiden korkeamman kertaluvun entiteettien olemassaoloon (esim. [6, s. 129]).

Toinen keskeinen Hintikan esittdma syy pitaa I[F-logiikka perustavana on se, etta to-
tuuspredikaatti IF-logiikan lauseille voidaan muodostaa IF-logiikassa itsessédén (esim. [6,
s. 118]). Tama tarkoittaa, ettd IF-logiikassa totuuden méaarittelyyn ei tarvita yleisemmaén
tason metakieleen vetoamista. Tilanne on toinen ensimmaéaisen kertaluvun logiikassa: Tars-
kin tunnetun teoreeman mukaan tietyt oletukset téyttavin loogisen kielen totuusméari-
telmé voidaan antaa vain vahvemmassa metakielessa. Yksi Tarskin oletuksista kielelle on
determinoituvuus, joten tulos ei pade IF-logiikalle. (Ks. [15, luku 4.5].)

Muut matemaatikot ja filosofit eivét ole olleet vakuuttuneita Hintikan IF-logiikan ase-
maa perustavana logiikkana koskevista vaitteista. Yhtend syyna on se, etta [F-logiikalta
puuttuu joitakin ensimméisen kertaluvun logiikan hyvia ominaisuuksia. Keskeinen puute
on, ettd IF-logiikalle ei voida antaa taydellistd paattelysysteemia eika se ole aksiomati-
soituva (esim. [15, 4.3]). Hintikkaa tdméa puute ei haittaa, silld hdn pitédé ensisijaisena
logiikan deskriptiivistd roolia matemaattisten kasitteiden sisallon kuvaamisessa, mutta
esimerkiksi Feferman [4] puolustaa logiikan deduktiivista roolia matemaattisten péétte-
lyiden tekemisessa. Myos Hintikan viite siita, etta [F-logiikka on ensimmaéista kertalukua,
on kyseenalaistettu. Feferman [4] esittaa, ettd vaikka IF-logiikka on syntaktisesti ensim-
maista kertalukua, se on semanttisesti korkeampaa kertalukua. IF-kaavojen totuus ja va-
lidius edellyttaé voittostrategioiden, jotka funktioina ovat toisen kertaluvun entiteetteja,
olemassaoloa. Sama kritiikki koskee kylla myos peliteoreettisesti tulkittua ensimmaéisen
kertaluvun logiikkaa, mutta sille on myos ensimmaisessa kertaluvussa pysyva kompositio-
naalinen semantiikka.

Vaikka IF-logiikalla ei ole erityisasemaa peruslogiikkana, se tarjoaa kuitenkin kiinnosta-
valla tavalla erilaisen nakokulman logiikan ilmi6ihin ja niiden tutkimukseen. Informaation
piilottaminen antaa IF-logiikalle totutusta poikkeavia ilmi6ita ja ominaisuuksia, jotka voi-
vat olla my6s epaintuitiivisia ja yllattavia. Hodges [9, s. 546] toteaakin, ettéd vaikka idealla
siitd, mita pelaajan on sallittua tietdéd, on vahva intuitiivinen merkitys, se voi olla hyvin
harhaanjohtavaa. Tama nékyy erityisesti signaloinnissa. Signaloinnin takia monet ensim-
maéisen kertaluvun logiikassa yksinkertaiset tulokset eivéit sellaisenaan pade IF-logiikassa.
Esimerkiksi kvanttorien siirtdmisen kanssa on oltava tarkkana, silld vaikka piilojoukoissa
esitetyt riippumattomuudet ottaa huomioon ja tekee niihin tarvittavat muutokset, kvant-
torien siirtdminen saattaa estda signalointimahdollisuuksia ja néin vaikuttaa strategioi-
hin. Téméan takia signalointi halutaankin usein estdé. Alkuperéisessid Hintikan ja Sandun
maaritteleméssa [F-logiikassa nain tehtiin edellyttamaélla, ettd eksistenssikvanttorit ovat
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aina riippumattomia toisistaan. Signaloinnin estdminen oli Hintikan kirjoitusten perus-
teella tarkoituksellista. Hintikka [6, s. 63] kertoo, etté ilman edellimainittua ehtoa voi-
taisiin vélittavien eksistenssikvanttoreiden avulla luoda riippuvuuksia, jotka muuten ovat
kiellettyjé. Tésta juuri signaloinnissa on kyse.

Signaloinnin mahdollistaminen kuitenkin monipuolistaa kéytettivissi olevia strategioita
ja tuo semanttisten pelien pelaamiseen uudenlaisia mahdollisuuksia. Se, ettd omien siirto-
jen perusteella voi myohemmin pelissé tehdé valintoja ja etté siirtojaan voi myos hyodyn-
taa informaation valittamisessi, tuo semanttisen pelin pelaamisen lihemméksi konkreet-
tisia pelaamistapoja. Signalointiin liittyva aiemmin tiedetyn informaation unohtaminen
pelin myohemmassa vaiheessa tuo kylla oman outoutensa pelaamiseen, mutta kun pelaa-
jat tulkitsee usean pelaajan tiimeina, pelaamisesta tulee luontevaa. Tosielaméan peleissa
tuntuisi keinotekoiselta rajoitukselta estaa pelaajaa hyodyntaméastéd omia aiempia siirto-
jaan. Semanttisen pelin tapauksessa rajoitus on perusteltua tehda, mutta signaloinnin
mahdollisuus tekee pelaamisesta — ja samalla IF-logiikasta — monipuolisempaa ja kiinnos-
tavampaa.

Peliteoreettinen semantiikka tuo mukanaan myos erilaisen tavan ymmértda logiikan kaa-
vojen totuus. Tarskin totuusteorian tapaisia, kielen ja maailman tai mallin véliseen vas-
taavuuteen perustuvia totuuden maéaritelmid on kritisoitu siitd, ettd maéaaritelmat vain
vetoavat abstraktiin relaatioon, eiviatka selitd, miksi kyse on juuri totuudesta. Téllainen
totuusmaéaritelma jattaa tdysin avoimeksi sen, miten tietyn lauseen totuus voidaan toden-
taa. Tatd vastoin peliteoreettisen totuuskésityksen etuna on, ettd lauseen maarittelemi-
nen todeksi kytkeytyy tapoihin, joilla lause voidaan verifioida semanttisen pelin kautta.
Peliteoreettisella semantiikalla onkin selva yhteys Wittgensteinin ajatukseen kielipeleis-
téa, eli tiettyjen saantojen mukaisista tavoista kayttda kieltd, joista kielen ilmaisut saavat
merkityksensa. (Ks. esim. [6, s. 22].)

Peliteoreettisen semantiikan tapa analysoida logiikan kaavoja ulkoa sisille péin eika kom-
positionaalisesti sisaltd ulos pain sopii luontevasti IF-logiikkaan siksi, etta [F-logiikassa
kaavojen merkitykset voivat olla kontekstisidonnaisia. Tésta johtuen Hintikka [6, s. 112]
esitti, ettda [F-logiikalle ei ole mahdollista antaa kompositionaalista semantiikkaa. Hod-
ges [9] osoitti tdmén vaitteen osittain vadrdksi ja muotoili tarskilaisen kompositionaalisen
semantiikan [F-logiikalle. Tama vaati kuitenkin sita, etta yksittédisten tulkintojen sijaan
tarkastellaan useiden tulkintojen tiimeja.

Hodgesin ty6 on toiminut inspiraationa IF-logiikalle vaihtoehtoiselle riippuvuuslogiikalle,
jossa IF-logiikan tavoin voidaan esittdd monipuolisesti muuttujien vélisia riippuvuuksia.
Riippuvuuslogiikan esitteli Jouko Véénanen teoksessaan Dependence Logic [16, (2007)].
Kvanttorien valisten riippumattomuuksien sijaan riippuvuuslogiikassa muuttujien véliset
riippuvuudet esitetddn lisidmalla kieleen uudenlainen atomikaava = (z7...z,,y), joka
kertoo, ettd muuttuja y riippuu muuttujista x;...z,. Riippuvuuslogiikassa padasiassa
kaytetdan Hodgesin kompositionaaliseen semantiikkaan pohjautuvaa tiimisemantiikkaa.

Ensimmaéisen kertaluvun logiikan sallimia monipuolisempien riippuvuuksien ja riippumat-
tomuuksien tutkimisen historia on edennyt Henkin-kvanttoreista peliteoreettisesti tulkit-
tuun IF-logiikkaan ja sen erilaisiin versioihin, ja edelleen useisiin erilaisiin riippuvuuslo-
giikoihin, joissa kaytetadn tarskilaista tiimisemantiikkaa. Riippumattomuus-ystavéllisyys
ei rajoitu pelkédstdan IF-logiikkaan, vaan riippumattomuudessa riittaa tutkittavaa myos
muissa logiikoissa ja erilaisista nakokulmista.
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