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Alkusanat

Tama moniste on tarkoitettu oheislukemistoksi Tampereen yliopistossa pidetta-
vélle kurssille Analyysi C. Monisteen tavoitteena on tukea luentojen seuraamista,
harjoitustehtévien ratkaisemista ja tenttiin valmistautumista. Moniste sisdltaa
melko kattavasti kurssilla késiteltavit asiat, mutta paikoitellen lisaselitykset ja
mahdollinen lisamateriaali helpottanevat tekstin seuraamista ja esitettyjen asioiden
ymmartamistd. Moniste ei varsinaisesti ole tarkoitettu kattavaksi itseopiskelupake-
tiksi.

Monisteen rakenne ja sisialto pohjautuvat suurelta osin jo edesmenneen Seppo
Vepsilaisen aikoinaan Tampereen yliopistossa pitamiin luentoihin. Sisélt6é on jonkin
verran muokattu kevyempéaédn suuntaan ja myos rakenteessa on tehty muutoksia.

Kurssin menestyksellinen seuraaminen edellyttda Tampereen yliopiston opin-
tojaksoilla Analyysi A ja Analyysi B (ja niiden esitietoina olevilla opintojaksoilla)
esitettyjen asioiden hyvaa hallintaa. Jos kurssilla tarvittavat esitiedot ovat padsseet
unohtumaan tai niiden hallinnassa on muusta syysta puutteita, myos esitietojen
kertaamiseen pitdd varata riittavasti aikaa (kurssin Analyysi C seuraamisen ohessa).
Koska moniste on suoraa jatkoa kurssien Analyysi A ja B vastaaville monisteille, ma-
tematiikan opiskelun luonnetta koskevien huomautusten osalta néissa alkusanoissa
tyydytddn viittaamaan kurssin Analyysi A monisteen alkusanoihin.

Lopuksi esitén kiitokset kaikille, jotka ovat kommenteillaan, ehdotuksillaan ja
neuvoillaan auttaneet minua tamén monisteen teossa.

Pertti Koivisto
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1 Esitietoja

Kursseilla Analyysi A ja B esitetyt lukujonon ja funktion raja-arvoa, funktion
jatkuvuutta ja derivaattaa seké alkeisfunktioita ja Riemann-integraalia koskevat
tulokset oletetaan jatkossa tunnetuksi.

Monisteen esimerkeissa hyodynnetdan aiemmilla kursseilla késiteltyjen alkeis-
funktioiden perusominaisuuksia laskusaantoineen (siséltden derivointi- ja integroin-
titulokset). Lisdksi muutamien esimerkkien ja huomautusten ymmértdminen edellyt-
téda perustietdmystéa integrointitekniikasta. Kaytettyja menetelmia ovat esimerkiksi
yhdistetyn funktion integrointisaénto, osittaisintegrointi ja sijoitussaanto.

Seuraavassa on vield kertauksena mainittu muutamia tuloksia, joita jatkossa
tullaan kayttamaan. Tavanomaisten laskusdantojen ohella monisteen esimerkeissé
hyodynnetddan muutamia kursseilla Analyysi A ja B johdettuja raja-arvotuloksia.
Tallaisia ovat esimerkiksi raja-arvot

1\" i
lim <1+> —e¢ ja  lim 2% 1
n

n—r00 z—=0 @

kurssilta Analyysi A seké raja-arvot

1 1 s
im 220D o i Y 0 (seR)

z—0 €T r—o0 et

kurssilta Analyysi B.

Todistuksissa hyodynnetaan myos valilla I maéaritellyn Riemann-integraalin

(1.1) Glz) = /f(t) At (v,cel)

jatkuvuutta ja mahdollista derivoituvuutta. Kyseiset tulokset esitetdédn viittausten
selkeyttamiseksi alla vield lauseina.

Lause 1.1. Ehdon (1.1) funktio G on jatkuva valilla I.

Lause 1.2. Jos funktio f on jatkuva valilli I, niin ehdon (1.1) funktio G on
paitsi jatkuva myos derivoituva valilla I ja

G'(x) = f(x) Vzel.




2 Epaoleellinen integraali

Riemann-integraalin méarittelyssa oli kaksi rajoitusta. Toisaalta integrointivali oli
aarellinen suljettu véli, ja toisaalta integroitava funktio oli rajoitettu integroin-
tivalilld. Seuraavaksi tutkitaan tapauksia, joissa rajoitteet eivat valttaméatté ole
voimassa.

Aluksi luovutaan vaatimuksesta, etté integroitava funktio on rajoitettu integroin-
tivélilld. Integrointivéli on edelleen dérellinen. Sen jélkeen tarkastellaan tilannetta,
jossa integrointivali on aareton, ja lopuksi tarkastellaan tapausta, jossa on luovuttu
molemmista rajoitteista.

2.1 Integraalin suppeneminen
2.1.1 Epaoleellisuus vilin paitepisteessa

Tarkastellaan aluksi tilannetta, jossa integroitava funktio ei ole rajoitettu integroin-
tivélin [a, b] loppupisteessi. Olkoon siis f sellainen valilla [a, b] (ei siis valttamattéa
pisteessé b) mééritelty funktio, ettd f on Riemann-integroituva vélilld [a, z| kaikilla
z € |a, b[ eli

/Zf(x) dx

on olemassa kaikilla z € |a, b[.

Maiaritelma 2.1. Jos raja-arvo

z—b—

lim /Zf(a:) dx

on darellisenéd olemassa, sanotaan etta integraali

suppenee, ja merkitaian




Maaritelméan 2.1 integraalia sanotaan funktion f epdoleelliseksi integraaliksi
valilla [a, b]. Jos raja-arvo ei ole olemassa tai se ei ole &érellinen, sanotaan etté
integraali hajaantuu.

Funktion epéoleellinen integraali integrointivilin alarajalla méaéritellian vastaa-
vasti. Myos talloin integraalin sanotaan hajaantuvan, jos raja-arvo ei ole olemassa
tai se ei ole darellinen.

Maaritelma 2.2. Jos on f sellainen vélilld |a, b] méaaritelty funktio, ettd f on
Riemann-integroituva valilla [z, b] kaikilla z € ]a,b[ ja on olemassa ddrellinen

raja-arvo
b
zl—lgl—i- f (ZE) dCL’,
z

sanotaan ettd integraali

/f(x) dx

a

suppenee, ja merkitaian

lim [ f(x)de = /f(x) dx.

z—a+

Huomautus 2.1. Mééritelmén 2.1 ehto Riemann-integroituvuudesta valeilla [a, 2]
toteutuu, jos esimerkiksi f on jatkuva valilla [a, b[. Vastaavasti maaritelméan 2.2 ehto
Riemann-integroituvuudesta véleilla [z, b] toteutuu, jos f on jatkuva vélilla |a, b].

Huomautus 2.2. Ylla olevaa vastaava huomautus voidaan esittdd myos muille
luvun 2 méaritelmille ja tuloksille. Toisin sanoen funktion jatkuvuus valilla I takaa
funktion Riemann-integroituvuuden jokaisella valin I suljetulla osavalilla.

Huomautus 2.3. Jos halutaan korostaa integraalin epaoleellisuutta tai epéoleelli-
suuspisteita, voidaan merkita

lim /Zf(x)dx = b/_f(x)dx

z—b—
ja

lim /bf(a:)dx = /bf(x)dx

zZ—a+



Esimerkki 2.1. Maaritetdan

Pl
J———
) V1= x?
Epéoleellisuuspiste on nyt integrointivalin ylarajalla. Siis
/1 L d li /z ! d
————dr = lim | ——=dx
) V1—a? o= V1 —a?
= lim / arcsin x
z—1—
0
= lim (arcsinz — arcsin0)
z—1—
= arcsinl —0
s
5"
Esimerkki 2.2. Tutkitaan integraalin

:L.s

b
1
de = /I—de (b>0,s € R)
0

o\v

suppenemista, ja osoitetaan, etta

b
1
/— dz hajaantuu, kun s > 1, ja suppenee, kun s < 1.
xS
0

Epéoleellisuuspiste on nyt integrointivilin alarajalla.! Olkoon z jokin vélin ]0, b|
piste. Jos s = 1, niin

b b
(2.1) /x_sdx = /logx = logb — log z,

z

1Jos s < 0, niin 2% on jatkuva vililli [0, b], joten kyseessé ei ole varsinainen epéoleellisuuspiste
(vrt. huomautus 2.4, s. 6).



ja jos s # 1, niin

b b

. ‘,L,lfs blfs Zlfs
(2.2) /x dx:/l—szl—s_l—s'

z z

Taten saadaan seuraavat tapaukset.

1°: Jos s > 1, niin tuloksen (2.2) perusteella

<0 vakio — 00
b 1—s 1-s
. s b -z . 1 1 1
lim [ 2 °dx = lim ——— = lim —
20+ 2—0+ 1—s z2—=0+ 1 — s \ bs—1 -1

z

joten integraali hajaantuu.

2°: Jos s = 1, niin tuloksen (2.1) perusteella

b vakio — —00
. _ ) =
lim [ 27°dx = lim (logb—logz) = 00,
z—0+ z2—0+

z

joten integraali hajaantuu.

3°: Jos s < 1, niin tuloksen (2.2) perusteella

) =

>0
. vakio —0
b bl—s _ zl—s 1 = b1_s
lm [z °der = lim —— = lim (bl_s — zl_s) = ,
2—0+4 2—0+ 1—s 2—0+ 1 — g 1—s

z

joten integraali suppenee.

Siis kohtien 1° - 3° perusteella

b
1
/— dr hajaantuu, kun s > 1, ja suppenee, kun s < 1.
xS
0

Liséksi integraalin supetessa




Huomautus 2.4. Jos funktio f on Riemann-integroituva valilla [a, b], niin

z—b— z—a+

lim /Zf(:v)d:c = lim /bf(x)dx = /bf(:c)dx,
missa

/bf(m) dx

on funktion f Riemann-integraali valilla [a, b].

Todistus. Vaite seuraa suoraan jatkuvuuden madritelméastd, silld lauseen 1.1 (s. 1)

nojalla
Gi(z) = [f@ydr  Ja o) = [f()de
ovat jatkuvia funktiota valilla [a, b]. Téten

lirgl_Gl(z) = G41(b) ja lim Go(2) = Gy(a). -

z—a+

2.1.2 Epaoleellisuus vilin sisdpisteessa

Tarkastellaan sitten tilannetta, jossa epéoleellisuuspiste on integrointivéilin [a, b]

sisapisteessa.

Maaritelma 2.3. Olkoon funktio f maaritelty valilla [a, b] paitsi mahdollisesti
pisteessd ¢ € ]a,b[. Oletetaan lisiksi, ettd f on Riemann-integroituva valilla
la, z] kaikilla z € ]a, [ ja Riemann-integroituva valilla [z, b] kaikilla z € |e, b].

Talloin sanotaan, ettd integraali

suppenee, jos integraalit

suppenevat. Talloin

/bf(:c)dx = /Cf(x)dx—l-/bf(x)dx.




Esimerkki 2.3. Tutkitaan integraalin

suppenemista.
Epaoleellisuuspiste on nyt integrointivalin keskella pisteesséd x = 0. Jos esimer-
kiksi z > 0, niin

1 1

1 1 1 1

z z

Siis integraali
1
1
1

hajaantuu.

Huomautus 2.5. Jos integraalin epéoleellisuuspiste on keskelld integrointiva-
lid, integraalin suppenemista maaritettaessa raja-arvotarkastelua ei saa suorit-
taa epaoleellisuuspisteen eri puolilla olevissa integraaleissa yhtdaikaisesti (ks.
esimerkki 2.4).

Esimerkki 2.4. Tarkastellaan esimerkin 2.3 integraalia

1
1
-1

Nyt

—z

lim < /
z—0+

-1

1 —z 1
1 1 . 1 1
ﬁder/:zﬁdx) B zli%i( { _2:(:2+/_2x2>

_ 1 1 1 1 1
= Zi%rz((zz‘ )*( ‘))

p—t O,

mutta integraali ei siis suppene.



Huomautus. Yhtaaikaisen raja-arvotarkastelun ohella mahdollinen virhe on, et-
ta keskella integrointivalia olevaa integraalin epaoleellisuuspistettéd ei ollenkaan
huomioida. Esimerkiksi laskemalla suoraviivaisesti

/1 L /1 1 (1 1) .
—dxr = —_— = — _ — = frnd
. T3 | 212 2 2

saadaan virheellinen tulos, silla kyseessa on epéoleellinen integraali ja esimerkissa 2.4
osoitettiin, etta kyseinen epéaoleellinen integraali hajaantuu.

2.1.3 Epaiaoleellisuus vilin molemmissa paatepisteissa

Tarkastellaan sitten vield tapausta, jossa funktio ei ole rajoitettu integrointiva-
lin kummassakaan péatepisteessia. Ennen varsinaista maarittelya esitetdan yksi
tilannetta helpottava aputulos.

Lause 2.6. Olkoon funktio f mdéritelty valilli [a,b[ ja ¢ € ]a,b[. Oletetaan
liséksi, ettda f on Riemann-integroituva valilld [a, z] kaikilla z € |a, b[. Tall6in
integraalit

/bf(x) dx ja /f(x) dx

Cc

suppenevat (tai hajaantuvat) samanaikaisesti. Edelleen jos integraalit suppene-

vat, niin
b b

[ t0)to— [ fwyas = [ w)as

a c

Todistus. Vaitteet seuraavat suoraan raja-arvon laskusaédnnoista, silla

= vakio

¢

/f(x) dr +/Zf(x) dr — jf(x) dr  Vzeleb|

ja

/Zf(:v)dx —/zf(x)da: = /cf(x)dx Vz € e, b].



Huomautus 2.7. Lausetta 2.6 vastaava tulos on voimassa, jos epéoleellisuus-
piste on integrointivilin alarajalla (harjoitustehtavéa).

Sitten voidaan esittdd varsinainen maéérittely. Jos funktio ei ole rajoitettu
integrointivilin kummassakaan péatepisteessa, tilanne yksinkertaisesti palautetaan
minké tahansa véalin sisapisteen avulla tapauksiin, jossa funktio ei ole rajoitettu
integrointivalin alkupisteessa ja loppupisteessa.

Maaritelméa 2.4. Olkoon funktio f Riemann-integroituva jokaisella vilin ]a, b
suljetulla osavalilla. Olkoon liséksi ¢ € ]a, b[. Talloin integraali

suppenee, jos integraalit

/Cf(w) dx ja /f(x) dx

molemmat suppenevat. Télloin

b

[t0)dr = [ o / /() da.

a

Huomautus 2.8. Lauseen 2.6 ja huomautuksen 2.7 nojalla integraalin

/bf(x) dx

arvo madritelmassa 2.4 ei riipu pisteen c¢ valinnasta.

Huomautus. Maéritelméssa 2.4 esitetty osavéaleihin jako soveltuu myos tapauksiin,
jossa funktiolla on epéoleellisuuspiste vélin péétepisteessa ja sisdpisteessd (tai
paatepisteissi ja sisdpisteissi).



Esimerkki 2.5. Tutkitaan integraalin

rool
0/ \o(l —x) o

suppenemista.

Integraalilla on epaoleellisuuspiste integrointivalin molemmissa péaatepisteissa.
Aluksi havaitaan, ettéd valilla |0, 1]

1 1 1 1
———dr = 2/—~—'7d:c = 2arcsiny/x + C.
/\/33(1—33) 2 Vo 1= (Vo)
Olkoon nyt ¢ jokin valin |0, 1| piste. Tall6in
c —0
, dx . . — :
lim /7 = lim Q(arcsm\/E—arcsm\/E) = 2arcsin+/c
z—0+ J :L’(JJ _ 1) z—0+
ja
: -3
: dx . . . .
lim /7 = lim 2(arcsm\/_—arcsm\/z> = 7 — 2arcsiny/c.
z—1— J l’(.’lf _ 1) z—1—

Siis integraali

suppenee ja

P 1
R o - -
O/\/x(l—a:) O/\/x(l—:r;) ] (1—2)
= 2arcsin\/5+(7r—2arcsin\/5)

= T.

Huomautus 2.9. Jos integraalilla on epéoleellisuuspiste integrointivalin mo-
lemmissa péaatepisteissd, integraalin suppenemista méaritettéessa raja-arvotar-
kastelua ei saa suorittaa molemmissa paitepisteissa yhtaaikaisesti (ks. esimerk-
ki 2.6). Vrt. myos huomautus 2.5 ja huomautus 2.41 (s. 42).




Esimerkki 2.6. Tarkastellaan integraalia

P12
/ z(l—x
Yhtaaikaisella raja-arvotarkastelulla saadaan

1—2

VP o

By [t iy [ et
— i (log((1 - 2)2) ~ log (2(1 - 2))

= 0,

mutta integraali ei kuitenkaan suppene (harjoitustehtavi).

2.1.4 Perustuloksia

Esitetdan luvun 2.1 lopuksi vield pari epéoleellisten integraalien tutkimista helpot-
tavaa tulosta.

Lause 2.10. Oletetaan, ettd integraalit

/bf(:v) dx ja /bg(x) dx

suppenevat ja A € R. Téalléin myos funktioiden Af ja f + g epdoleelliset
integraalit suppenevat valilla [a,b] ja

b b
/)\f(:c) dr = A/f(x)dx,
ja
b b b
[ +a)@de = [ f@)de+ [g)ds
Todistus. Tulokset seuraavat suoraan raja-arvon laskusadnnoisté. [

11



Lause 2.11. Oletetaan, ettd integraali

/f(ac) dx

a

suppenee. Talloin

z—a+ z2—b—

z b
lim /f(a:) de =0 ja lim /f(x) dx = 0.

Todistus. Todistetaan tapaus, jossa on yksi epéoleellisuuspiste integrointivalin yla-
rajalla. Muut tapaukset todistetaan vastaavasti (harjoitustehtavé). Olkoon siis f
Riemann-integroituva valilla [a, ¢] kaikilla ¢ € ]a, b[. Télloin lauseen 1.1 (s. 1) nojalla

lim /Zf(x)dx = /af(x)dx = 0.

z—a+

Liséksi lauseen 2.6 nojalla

/bf(x)dx—/bf(:v)dx = /Zf(x)da: Vz € Ja, b],
joten

/bf(x)dx = /bf($)d:r—/zf($)d:v Vz € ]a,b].

Siis raja-arvon laskusaddntojen perusteella

= vakio

Lm/ fwydr = Ty (ﬂ/ 7z) dﬂf)
- / f(x)dr — Jim / f(x)dr
- / () dr - / f(x)dr
_ 0

12



2.2 Ei-negatiivisen funktion integraalin suppeneminen

Tutkitaan sitten epéoleellisen integraalin suppenemista, kun integroitava funktio on
ei-negatiivinen. T&lloin pystytaan hyodyntaméaan tietoa, ettd valilla |a, b kasvavalla
ja ylhaalta rajoitetulla funktiolla on vasemmanpuoleinen raja-arvo pisteessé b.

Lause 2.12. Olkoon f sellainen vélilli [a,b] mdaritelty funktio, ettd f on
Riemann-integroituva vélilla [a, z] kaikilla z € ]a,b[. Oletetaan lisdksi, ettd
f(z) > 0 kaikilla x € [a,b[. Jos tdlléin on olemassa sellainen M > 0, etta

z

(2.3) /f(x) de < M Vz € ]a,b],

/f(x) dx

a

suppenee ja
b

/f(x)d:c < M.

a

Todistus. Merkitdan
G(z) = /f(x) dx, z € [a,b].

Talloin G on oletuksen nojalla ylhaalta rajoitettu valilla [a, b[. Olkoot nyt z; ja 25
sellaisia vélin [a, b pisteitd, ettd z; < z3. Koska f(z) > 0 kaikilla x € |21, 25], niin

G(z) — G(z) = /f(x) dr > 0.

Siis G on vélilld [a, b] kasvava, joten raja-arvo

lim G(z)

z—b—
on olemassa ja
lim G(z) < M. O

z—b—

13



Huomautus 2.13. Jos funktio f on Riemann-integroituva vlilla [a, z] kaikilla
z € ]a,b] jaliséksi 0 < f(z) < M kaikilla « € [a, b[, niin

/Zf(x)dx < /Zde = M(z—a) < M(b—a) Vz € Ja, b].

Siis lauseen 2.12 ehto (2.3) on voimassa esimerkiksi (ei-negatiivisille) ylhé&lta
rajoitetuille funktioille.

Huomautus 2.14. Lausetta 2.12 ja huomautusta 2.13 vastaavat tulokset ovat
voimassa myos valilla ]a, b] (harjoitustehtéva).

Esimerkki 2.7. Koska
0§1—|—sin%§2 YV €]0,1],

niin huomautuksen 2.13 nojalla lauseen 2.12 (ja huomautuksen 2.14) ehdot ovat

1
/ <1 + sin i)dw
0

voimassa. Siis

suppenee.

Lause 2.15 (Majoranttiperiaate). Olkoot f ja g sellaisia vélilli [a,b] méaé-
riteltyjé funktiota, ettd f ja g ovat Riemann-integroituvia valilld [a, z] kaikilla
z € |a,b[ ja

() 0< f() < gl() Va € la,b]

b
(ii) /g(m) dx suppenee.

a

Talléin

suppenee ja

14



Todistus. Olkoon z € [a, b[. Koska g(z) > 0 kaikilla « € [a, b, niin

[otwyar >0 wyele

Siis raja-arvon perusominaisuuksien nojalla
b y
/g(:z:) der = lim /g(:z:) dx > 0,

y—b—

missé raja-arvon olemassaolo seuraa ehdosta (ii) ja lauseesta 2.6 (s. 8). Taten ehdon
(i) ja lauseen 2.6 nojalla
b

/zf(x) dr < /Zg(x) dr < /Zg(ai) dw—l—/bg(x) dr = /g(m) dx.

a

Siis ehdon (ii) nojalla
[ 1@)da

on ylhéalta rajoitettu, joten lauseen 2.12 nojalla

b
/ f(z)dx
suppenee ja

a/bf(x) dr < a/bg(x) dzx. -

Jos tutkitaan pelkéstdan epaoleellisen integraalin suppenemista, majoranttiperi-
aate voidaan esittdd muodossa, jota on joskus yksinkertaisempi kayttaé.

Seuraus 2.16 (Majoranttiperiaate). Olkoot f ja g sellaisia vélilld [a, b maa-
riteltyjé funktiota, etta f ja g ovat Riemann-integroituvia valilld [a, z] kaikilla
z € |a,b[ ja

(i) 3A > 0 ja Jc € |a, b| siten, ettd 0 < f(x) < A-g(x) Va € e,

b
(ii) /g(x) dx suppenee.

Talloin myos

/f(x) dx

a
suppenee.
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Todistus. Jos ¢ € ]a,b], niin lauseen 2.6 (s. 8) nojalla integraalit

/bf(x) dx ja /bf(x) dx

suppenevat samanaikaisesti, ja jos A > 0, niin lauseen 2.10 (s. 11) nojalla integraalit

a

b
/g(m) dr  ja /A - g(z) dx
suppenevat samanaikaisesti. [

Majoranttiperiaatetta kdyttden voidaan siis osoittaa epéaoleellisen integraalin
suppeneminen vertaamalla integroitavaa funktiota johonkin funktioon, jonka epé-
oleellisen integraalin tiedetaén suppenevan. Epéaoleellisen integraalin hajaantumi-
nen voidaan vastaavalla tavalla osoittaa kayttamalld minoranttiperiaatetta. Myos
minoranttiperiaatteesta esitetdan kaksi versiota.

Lause 2.17 (Minoranttiperiaate). Olkoot f ja g sellaisia valilld [a, b maa-
riteltyja funktiota, etta f ja g ovat Riemann-integroituvia valilld [a, z] kaikilla

z € la,b[ ja

(i) f(z) = g(x) 20 V€ la,b],
(ii) /g(x) dx hajaantuu.

Talloin myos

/f(x) dx

a

hajaantuu.

Todistus. Jos ,
[ 1) da
a
suppenisi, niin ehdon (i) ja majoranttiperiaatteen perusteella myos
b
/ g(x) dx
a
suppenisi, mista seuraisi ristiriita ehdon (ii) kanssa. O
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Seuraus 2.18 (Minoranttiperiaate). Olkoot f ja g sellaisia vélilla [a, b| méa-
riteltyjéa funktiota, ettd f ja g ovat Riemann-integroituvia valilli [a, z] kaikilla
z € |a,b[ ja

(i) 3A > 0 ja Jc € Ja, b] siten, ettd f(x) > A-g(x) > 0 Va € [c,b],
(ii) /g(x) dx hajaantuu.

Talloin myos

/f(x) dx

a

hajaantuu.

Todistus. Vastaavasti kuin seuraus 2.16. U]

Huomautus 2.19. Lauseita 2.15 ja 2.17 ja seurauksia 2.16 ja 2.18 vastaavat
tulokset ovat voimassa myos vélilla Ja, b] (harjoitustehtavé).

Esimerkki 2.8. Osoitetaan, ettd epdoleellinen integraali

1 o
[
V1—2x?

0
suppenee, ja arvioidaan integraalin arvoa.

Epéoleellisuuspiste on nyt integrointivalin ylarajalla.

1°: Koska 1 < e* < e kaikilla z € [0, 1], niin

e e
0 < Vo e (0,1
T V1 —a? V1—2x? 0.1]
2°: Integraali
1 1 ]
e dx

o
o

suppenee (esimerkki 2.1, s. 4, ja lause 2.10, s. 11).
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Kohdista 1° ja 2° seuraa majoranttiperiaatteen nojalla, ettd integraali

jétdx
J V1—a22

suppenee. Liséksi esimerkin 2.1 nojalla

/1 e’ dr < s
—dx e —.
) V1—a? -2

Huomautus 2.20. Koska

1

X

o\@

suppenee tasmélleen silloin, kun s < 1 (esimerkki 2.2, s. 4), niin

on usein sopiva vertailufunktio, kun epéoleellisuuspiste on vélin [0, b] alarajalla.

Esimerkki 2.9. Osoitetaan, ettd epdoleellinen integraali

/5x3+2x2+6

3 4 22 e

(2.4)

hajaantuu.

Epéoleellisuuspiste on nyt integrointivalin alarajalla.

1°: Jos 0 < z < 1, niin 2% < 22. Téten

3+ 222 4+ 6 S 6 6 1
3 + 22 = 342 T oa24a? 2

1
1
2°: /—2 dx hajaantuu (esimerkki 2.2, s. 4).
x
0

Kohdista 1° ja 2° seuraa minoranttiperiaatteen nojalla, ettd integraali (2.4) hajaan-
tuu.

18



Esimerkki 2.10. Osoitetaan, etta epéoleellinen integraali

1
[
/ log(1 + z)
suppenee.

Epéoleellisuuspiste on nyt integrointivélin alarajalla.

1°: Tarkastellaan apufunktiota

f(z) = log(x—l—l)—g, z € [0,1].

Nyt

1 1
>0 Vrel01],

fl(x) = s+l 2 =

joten f on kasvava valilla [0, 1]. Koska f(0) = 0, niin
flz) >0  Vzelo1]

ja edelleen
vz e [0,1].

Siis .
gig—x:l Ve €]0,1].
x
2°: Integraali

suppenee (esimerkki 2.2, s. 4).

Kohdista 1° ja 2° seuraa majoranttiperiaatteen nojalla, etta epéoleellinen integraali

suppenee.
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Huomautus 2.21. Esimerkin 2.10 vertailufunktio saadaan johdettua myos raja-

arvotuloksesta
. log(1+ )
lim ———~
z—0+ €T

=1

?

silld funktion raja-arvon perusominaisuuksien nojalla on olemassa sellainen h > 0,
etta ekvivalenssin

1 log(l4+=z) 3 x 3z
Sl = S L2 oe(1 it
5 < , <3 ® 5< og(l+z) < 5
epéayhtalot ovat voimassa valilld ]0, k] C |0, 1]. Téten
2 1 1 1
0< - < —— <2.~  Voelo,
3 x log(1 + x) x

ja edelleen

1
0< YT oL vz €10, h].
log(1+ x) VT

Esimerkki 2.11. Osoitetaan, etta epaoleellinen integraali

1
1
—d
0/ log(1 + x) v
hajaantuu.

Epaoleellisuuspiste on nyt integrointivilin alarajalla.

1°: Huomautuksen 2.21 nojalla on olemassa sellainen h > 0, etta
1 2 1

_— > — .= 0 0,h].
log(l+x) — 3 = ~ ve € 0,4

/

2°: Integraali

dx

Sl

hajaantuu (esimerkki 2.2, s. 4).

Kohdista 1° ja 2° seuraa minoranttiperiaatteen nojalla, etta epéoleellinen integraali

1
1
J——

, log(1 + x)

hajaantuu.

20



Huomautus 2.22. Koska
b b

/ (:v—la)sdx oo f (b—1x>sd’r o<t

suppenevat tdsmaélleen silloin, kun s < 1 (harjoitustehtava, vrt. huomautus 2.20),
niin . )
€T = —
T w—ap
on usein sopiva vertailufunktio, kun epéoleellisuuspiste on vélin [a, b] alarajalla,

ja vastaavasti
1

g(z) = (575

—JZ)

on sopiva vertailufunktio, kun epéoleellisuuspiste on vélin [a, b] ylarajalla.

Esimerkki 2.12. Osoitetaan, ettd epdoleellinen integraali

™

(25) / sin x

7T—.23
0

hajaantuu.

Epaoleellisuuspiste on nyt integrointivélin ylarajalla.

1°: Koska sinz = sin (7 — z) kaikilla € R, niin

~ sinx . sin(m — ) . sinz
lim = lim —% = =
T=T T — T—T m™—2x z—0 z

Siis on olemassa sellainen luku h, ettd 0 < h < 7 ja

i 1
e > = Vr € [r — h, 7|
T—x 2
seka edelleen _
sinx 1 1 o€ | b 7|
— — - xe|m—h,m|.
(m—x)? = 2 w—=x ’
2°: Huomautuksen 2.22 perusteella / dr hajaantuu.
T—2x

w—h

Kohdista 1° ja 2° seuraa minoranttiperiaatteen nojalla, etté integraali (2.5) hajaan-

tuu.
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2.3 Itseinen suppeneminen

Tarkastellaan vield lyhyesti epéoleellisen integraalin itseista suppenemista. Itseisté
suppenemista koskevissa maéaritelmissa ja lauseissa oletetaan tietysti, etta tarkas-
teltava funktio on Riemann-integroituva epéoleellisen integraalin maéarittelyissé
esiintyvilld integrointivélin suljetuilla osavéleilld (ks. huomautus 2.25, s. 24).

Maaritelma 2.5. Epéoleellinen integraali

/bf(x) dx

suppenee itseisesti, jos vastaava epaoleellinen integraali

b

[ 1#(@) do

a

suppenee.

Lause 2.23. Jos integraali
b
[ f@)da

suppenee itseisesti, se suppenee tavallisessakin mielessa.

Todistus. Oletetaan, etté
b
[ 1@ da

suppenee. Koska
0 < [f(@)] - flx) < 2|f(z)]  Va€lab],

niin majoranttiperiaatteen nojalla myo6s
b

[Ur@) = @) da

suppenee. Téten lauseen 2.10 (s. 11) nojalla my6s epéoleellinen integraali
b

[ (@)= (f@)| = f@)) de = [ f(a)do

a

suppenee. ]
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Esimerkki 2.13. Osoitetaan, etta epéoleellinen integraali

1
/ 1 1 d
— -¢in —dx
) NS x
suppenee.

Epaoleellisuuspiste on nyt integrointivilin alarajalla. Tutkitaan itseista suppe-

nemista.
1°: Koska
0 < sm‘ <1 Vzxel01],
niin
0 L gl < ! ! Vo €0, 1]
— - 8ln — —| = —F= z .
- |V x| T |V VT ’

2°: Integraali

suppenee (esimerkki 2.2, s. 4).

Kohdista 1° ja 2° seuraa majoranttiperiaatteen nojalla, etta integraali

/11 1
— + S1Il — ax
0\/5 x

suppenee itseisesti ja samalla lauseen 2.23 nojalla myos tavallisesssa mielessa.

Huomautus 2.24. Lause 2.23 ei ole voimassa kadntden (ks. esimerkki 2.14).

Maaritelma 2.6. Epaoleellinen integraali suppenee ehdollisesti, jos se suppenee
tavallisessa mielessd, mutta ei suppene itseisesti.

Esimerkki 2.14. Voidaan osoittaa, etta integraali

1
/1-Sinldx
T T

0

suppenee ehdollisesti eli se suppenee tavallisessa mielesséd, mutta ei suppene itseisesti
(harjoitustehtava, vrt. huomautukset 2.26, s. 26, ja 2.40, s. 40).
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Huomautus 2.25. Itseistd suppenemista koskevissa maéritelmissa ja lauseissa
oletetaan tietysti, ettd tarkasteltava funktio on Riemann-integroituva epéoleellisen
integraalin maérittelyissé esiintyvilla integrointivalin suljetuilla osavaleilla. Jos

esimerkiksi
1, kunze€ Q,

f@) = {—1, kun z € R\ Q,

niin integraalin
b
/ f(z)dx

ei sanota suppenevan, vaikka integraali

/b|f(:c)]d:c = /bldx =b—a

suppenee, silla f ei ole Riemann-integroituva millaan suljetulla valilla.
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2.4 Integrointi yli darettoman valin

Edella laajennettiin Riemann-integraali tapauksiin, joissa integroitava funktio ei
ollut rajoitettu integrointivélilla. Seuraavaksi tutkitaan integrointia, kun integroin-
tivali ei ole rajoitettu. Luvuissa 2.4.1-2.4.3 keskitytaan véliin [a, co[. Luvussa 2.4.4
(s. 40) tarkastelu laajennetaan koskemaan myos vélid |—oo, b] ja luvussa 2.4.5 (s. 43)
vastaavasti erilaisten epaoleellisten integraalien yhdistelmié.

2.4.1 Integraalin suppeneminen

Olkoon f sellainen funktio, ettd f on Riemann-integroituva jokaisella vélin [a, 0o|
suljetulla osavalilla eli

/Zf(:l:) dx

on olemassa kaikilla z > a.

Maaritelma 2.7. Jos raja-arvo

Z—00

z
lim / f(z)dx
a
on darellisenéd olemassa, sanotaan, etta integraali

7f(x) dx

suppenee, ja merkitadn

Z—00

7f(x)da: = lim /Zf(x)dx

Maaritelman 2.7 integraalia sanotaan funktion f epdoleelliseksi integraaliksi
valilla [a, oo[. Jos raja-arvo ei ole olemassa tai se ei ole dérellinen, sanotaan, etta
integraali hajaantuu.

Huomautus. Méaéaritelméssa 2.7 ei edellyteté, ettd funktio f on rajoitettu valil-
14 [a, 00[ (toki f on rajoitettu vélin [a, oo| suljetuilla osavéleilld) tai ettd funktiol-
la f(z) on raja-arvo, kun & — oo (ks. esimerkki 2.26, s. 39).
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Esimerkki 2.15. Integraali

[e.e]

/sinx dx

0
hajaantuu, silla raja-arvo

z

Z—00 2Z—00 Z—00
0 0

lim [sinzxdr = lim /—Cosx = lim (1 — cos z)
ei ole olemassa.

Esimerkki 2.16. Maaritetdan

oo

1
/ 5— dx.
xlog®x

e

Kayttamalla yhdistetyn funktion derivointisdantoéd seké potenssin ja logaritmin
derivointikaavoja saadaan

ro i 11
lim s—dr = lim — [(—1) —— - —dx
e xlog” x e log°x =
1
= lim —/
Z—00 ; logx

Huomautus 2.26. Olkoon a > 0. Télloin integraalit

Zf(:v)dx ja j;f(i) dx

suppenevat (tai hajaantuvat) samanaikaisesti ja niiden supetessa

s - [ty

=
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Todistus. Tulos seuraa raja-arvon perusominaisuuksista, silla sijoittamalla

1
T = =
t
Ja 1 1
de = ——=-dt, a— -, z— -
2 z
saadaan
B 1 1 1
[ 1 1 r1 1 r1 1
a/f(x)dx:l/f(t)(_t?)dt:1/752f<t>dt:1/x2f<x>dx' .

Esimerkki 2.17. Tutkitaan integraalin

[e.e]

1
/—dm
xS

a

suppenemista (a > 0, s € R), ja osoitetaan, etta

o0

/— dx suppenee, kun s > 1, ja hajaantuu, kun s < 1.
xS

a

Huomautuksen 2.26 perusteella

1 FTr1ne
[ro- (e
aws a x

suppenee tasmélleen silloin, kun

suppenee. Integraali

puolestaan suppenee esimerkin 2.2 (s. 4) nojalla tdsmélleen silloin, kun 2 — s < 1
eli kun s > 1. Siis

1
/— dx suppenee, kun s > 1, ja hajaantuu, kun s < 1.
:US

a
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Aiemmisssa luvuissa esitetyt epéoleellisia integraaleja koskevat tulokset ovat
vastaavalla tavalla voimassa, kun integrointivéli ei ole rajoitettu. Lauseet todistetaan
vastaavasti kuin rajoittamattomien funktioiden tapauksessa, ja todistukset jatetdan
harjoitustehtaviksi.

Lause 2.27. Olkoon funktio f Riemann-integroituva jokaisella vélin [a,o0]
suljetulla osavélilld. Olkoon lisdksi b > a. Téll6in integraalit

7]‘"(95) dx ja 7of(x) dx

suppenevat (tai hajaantuvat) samanaikaisesti ja niiden supetessa

b

7f(m)dm—7f(x)dm = /f(x)dx
a b

a

Todistus. Harjoitustehtéva (vrt. lause 2.6, s. 8).

Lause 2.28. Oletetaan, etta integraalit

7f(x) dx ja 7g(x) dx

suppenevat. Tall6in

o0

(i) /cf(x) dx suppenee ja

a
o)

/cf@)d:z: = c7f(x)dx (c e R),

a

o0

(ii) /(f + g)(z) dx suppenee ja

a
[e.o]

[ +9)@)dr = 7f(x) dx+7og(x) dz.

a

Todistus. Harjoitustehtéva (vrt. lause 2.10, s. 11).
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Lause 2.29. Oletetaan, ettd integraali
[ 1) da

suppenee. Talloin

lim /f(x)dx = 0.

Z—00

Todistus. Harjoitustehtéva (vrt. lause 2.11, s. 12).

2.4.2 Ei-negatiivisen funktion integraalin suppeneminen

Ei-negatiivisen funktion integraalin suppenemisen tutkimiseen on rajoittamatto-
malla valilla kaytossd samat aputulokset kuin tapauksessa, jossa funktion arvo ei
ole rajoitettu. Perustuloksena on nytkin, etta ei-negatiivisen funktion integraali on
kasvava ja etta kasvavalla ylhéalta rajoitetulla funktiolla on raja-arvo.

Lause 2.30. Olkoon f sellainen funktio, etta f(x) > 0 kaikilla x > a ja f on
Riemann-integroituva jokaisella vélin |a, co| suljetulla osavélilla. Jos télléin on

olemassa sellainen M > 0, ettd

/f(x)dx < M Vz > a,

a
niin

7f(x) dx

suppenee ja

7f(m) dr < M.

Todistus. Harjoitustehtava (vrt. lause 2.12, s. 13).
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Esimerkki 2.18. Olkoon a > 0. Osoitetaan, etta integraali

o

sin?
(2.6) / - da

a

suppenee, ja arvioidaan integraalin arvoa.

Selvasti .
sin“ x
>0 Yz > a.

2

Koska sin? z < 1 kaikilla # € R, niin liséksi

z

.9 Zl z
/Smxdxg/—zda::/——:———<
x T a =z a

2

a

Siis lauseen 2.30 nojalla integraali (2.6) suppenee ja

00'2
sin“ x 1
/ 5 de < —.

T a

a

Myo6s majorantti- ja minoranttiperiaatteet ovat voimassa vastaavalla tavalla
kuin rajoittamattomille funktioille. Periaatteet todistetaan vastaavasti kuin rajoit-
tamattomien funktioiden tapauksessa, ja todistukset jatetaédn harjoitustehtaviksi.

Lause 2.31 (Majoranttiperiaate). Oletetaan, ettd f ja g ovat Riemann-

integroituvia jokaisella vélin |a, oo| suljetulla osavélilla ja
(i) 0 < f(z) < g(x) Vz>a,

(ii) /g(x) dx suppenee.

Télloin .
/ f(z)dx

a

suppenee ja
oo

/f(x) dr < 7g(x) dx.

a a

Todistus. Kuten lause 2.15 (s. 14).
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Seuraus 2.32 (Majoranttiperiaate). Oletetaan, ettd f ja g ovat Riemann-
integroituvia jokaisella vélin |a, oo| suljetulla osavélilla ja

(i) 3A > 0 ja Jc € |a, o0 siten, ettd 0 < f(z) < A-g(x) Vx>,
(ii) /g(x) dx suppenee.

Talloin myos
/ f(x)dx

suppenee.

Todistus. Kuten seuraus 2.16 (s. 15). O

Rajoittamattomien funktioiden tapaan majoranttiperiaatteella on nyt mah-
dollista osoittaa epaoleellisen integraalin suppeneminen vertaamalla integroitavaa
funktiota johonkin funktioon, jonka integraalin tiedetdén suppenevan. Edellytykse-
né tietysti on, ettéd téllainen funktio 16ydetddan. Vastaavasti minoranttiperiaatteella
voidaan osoittaa epdoleellisen integraalin hajaantuminen vertaamalla integroitavaa
funktiota johonkin funktioon, jonka integraalin tiedetdén hajaantuvan.

Lause 2.33 (Minoranttiperiaate). Oletetaan, ettd f ja g ovat Riemann-
integroituvia jokaisella vélin |a, 00| suljetulla osavélilld ja

(i) 0<g(z) < f(x) Vo>a,

(ii) /g(x) dx hajaantuu.

Téll6in myos

7f(q:) dx

hajaantuu.

Todistus. Harjoitustehtéva (vrt. lause 2.17, s. 16).
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Seuraus 2.34 (Minoranttiperiaate). Oletetaan, ettd f ja g ovat Riemann-
integroituvia jokaisella vélin |a, oo| suljetulla osavélilla ja

(i) 3A > 0 ja Jc € |a, o0 siten, ettd 0 < A-g(z) < f(x) Vx> a,
(ii) /g(x) dx hajaantuu.

Talloin myos
/ f(x)dx

hajaantuu.

Todistus. Harjoitustehtéva (vrt. seuraus 2.18, s. 17).

Esimerkki 2.19. Tutkitaan epéaoleellisen integraalin

T
—d >0
a/ ot (@0
suppenemista.
1°: Koska
2?24V > 2 >0 Yz > a,
niin

2°: Integraali

suppenee (esimerkki 2.17, s. 27).
Kohdista 1° ja 2° seuraa majoranttiperiaatteen nojalla, ettéd integraali

[y
22+ \/r *

a

suppenee (kun a > 0).

32



Esimerkki 2.20. Osoitetaan, etta epéoleellinen integraali

[e.o]

/2+sinx
T

(2.7) dx

1

hajaantuu.

1°: Koska 2 4 sinx > 1 kaikilla x € R, niin

2 + si 1
2+smzr > - >0 Ve > 1
x x
2°: Integraali

hajaantuu (esimerkki 2.17, s. 27).

Kohdista 1° ja 2° seuraa minoranttiperiaatteen nojalla, ettd integraali (2.7) hajaan-
tuu.

Esimerkki 2.21. Tutkitaan epéaoleellisen integraalin

suppenemista.

1°: Koska
0 <z+Vr < z+z =22 Vo > 1,

niin

2°: Integraali

hajaantuu (esimerkki 2.17, s. 27).

Kohdista 1° ja 2° seuraa minoranttiperiaatteen nojalla, ettd integraali

hajaantuu.

33



Lause 2.35. Olkoot f ja g sellaisia funktioita, etta f(x) > 0 ja g(x) > 0
kaikilla x > a ja f sekd g ovat Riemann-integroituvia jokaisella vélin [a, oo
suljetulla osavalilla. Jos talloin on olemasssa raja-arvo

o 1) N
lim o) =B (0 < B < ),

niin

7f(l’) dx ja 7g(x) dx

suppenevat (tai hajaantuvat) samanaikaisesti.

Todistus. Koska B > 0 ja f(z) > 0 sekd g(x) > 0 kaikilla > a, voidaan olettaa,
ettd muuttujan x jostakin riittdvan suuresta arvosta alkaen g(z) > 0. Siis raja-arvon

madritelmén nojalla on olemassa sellainen xg > a, etta

1 flz) 3
--B e --B >
5 < o) < 5 Vx > x
ja edelleen
B 3B
0 < §g(x) < flx) < 79(@ Vo > x.

Taten majorantti- ja minoranttiperiaatteiden nojalla integraalit
[f@dr [

suppenevat samanaikaisesti.

Huomautus 2.36. Jos lauseessa 2.35 raja-arvo B = 0 ja integraali
/ g(x)dx

suppenee, myos integraali
[ 1) da

suppenee.

Todistus. Harjoitustehtéva.
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Huomautus 2.37. Jos lauseessa 2.35 raja-arvo B = oo ja integraali

7g(x) dx

hajaantuu, myos integraali
[ 1) da

hajaantuu.

Todistus. Harjoitustehtéva.
Esimerkki 2.22. Osoitetaan, ettd integraali
:L,S

suppenee tasmalleen silloin, kun s < 1.
Olkoon

ja
x
o) =5 @z,
Télloin f(z) > 0 sekd g(x) > 0 kaikilla > 1. Lisdksi

s . 2 2
limwzlim%:hmwi:1>0.

Edelleen esimerkin 2.17 (s. 27) nojalla

o0

T 1
1/g(a:) dx = /xQ—S dx

1

suppenee tasmalleen silloin, kun 2 — s > 1 eli s < 1. Siis lauseen 2.35 perusteella

o0 o0 xs
d :/ d
s - [

suppenee tasmélleen silloin, kun s < 1.
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Huomautus. Lausetta 2.35 on toisinaan helpompi soveltaa kuin majorantti-
ja minoranttiperiaatteita. Kyseiset periaatteet ovat kuitenkin sikéli yleisempia,
etta niita voi joskus kayttaa siindkin tapauksessa, etta lauseen 2.35 vaatimaa
raja-arvoa ei ole olemassa (ks. esimerkki 2.20).

Lisdksi majorantti- ja minoranttiperiaatteita voi aina kayttaa, kun lau-
seen 2.35 vaatima raja-arvo on olemassa. Tarvittava majoroiva tai minoroiva
funktio saadaan talloin lauseen 2.35 todistuksessa kaytetylld menettelylla.

Esimerkki 2.23. Osoitetaan lausetta 2.35 kéayttéen, ettd esimerkin 2.21 epéoleel-
linen integraali

hajaantuu.
Olkoon ]
f@) = = =)
ja
g@) = = (@=1).
x

Nyt f(z) > 0 ja g(z) > 0 kaikilla # > 1. Liséksi

glr) Vo) @ o 14+ ’

kun z — oo, ja integraali

hajaantuu (esimerkki 2.17, s. 27).

Taten integraali

hajaantuu lauseen 2.35 perusteella.
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2.4.3 Itseinen suppeneminen

Tarkastellaan sitten viela epaoleellisen integraalin itseistd suppenemista, kun in-
tegrointivéli ei ole rajoitettu. Itseistd suppenemista koskevissa méaritelmissa ja
lauseissa oletetaan tietysti, ettd tarkasteltava funktio on Riemann-integroituva
integrointivilin kaikilla suljetuilla osavéleilld (vrt. huomautus 2.25, s. 24).

Aiemmin esitetyt epéoleellisen integraalin itseistd suppenemista koskevat tulok-
set ovat vastaavalla tavalla voimassa, kun integrointivali ei ole rajoitettu. Tulokset
todistetaan vastaavasti kuin rajoittamattomien funktioiden tapauksessa, ja todis-
tukset jatetdan harjoitustehtaviksi.

Maaritelma 2.8. Epéoleellinen integraali

7f(x) dx

suppenee itseisesti, jos vastaava epaoleellinen integraali

[ 1@ ds

suppenee.

Lause 2.38. Jos integraali
[ 1) da

suppenee itseisesti, se suppenee tavallisessakin mielessa.

Todistus. Harjoitustehtéava (vrt. lause 2.23, s. 22).

Huomautus 2.39. Nytkin epdoleellinen integraali suppenee ehdollisesti, jos se
suppenee tavallisessa mielessd, mutta ei suppene itseisesti.
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Esimerkki 2.24. Integraalit

o0 o0

/smxdx ja /COSZL’dx
1 1

xs xS

suppenevat itseisesti majoranttiperiaatteen nojalla ainakin silloin, kun s > 1, silla

1 .
< — ja 0 <
loS

1

= s

sinx cos

xs xs

kaikilla z > 1 ja

71
/— dx
xS
1
suppenee, kun s > 1 (esimerkki 2.17, s. 27).

Esimerkki 2.25. Osoitetaan, ettd epéoleellinen integraali

7COS(I2) e

2

1
suppenee.

Tutkitaan itseistd suppenemista.

1°: Nyt

2°: Integraali

suppenee (esimerkki 2.17, s. 27).
Kohdista 1° ja 2° seuraa majoranttiperiaatteen nojalla, etta integraali

/

1

cos(z?) ”

2

suppenee, joten lauseen 2.38 nojalla myods integraali

7 cos(z2)

/ o dx

1

suppenee.
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Esimerkki 2.26. Osoitetaan esimerkkia 2.25 hyodyntamalla, ettéd epaoleellinen

integraali

/ sin (2?) dz.
1
suppenee.

Olkoon z > 1. Osittaisintegroimalla saadaan

z

/Sin(xz)dx = ;/Z (— i) - (—sin(2?) - 22) dz

- ;I/Z <— ;) -D(COS(:U2)> dx

2 z 2
Nyt
—0
2 1
1
lim —(COS(Z )—cosl) _ & .
2—00 2 z 2

Liséksi raja-arvo

on olemassa, silla

suppenee (esimerkki 2.25).
Siis raja-arvo
lim [ sin(2?)dx
Z—00
on olemassa, joten

/ sin(2?) dz

suppenee.
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Huomautus 2.40. Lause 2.38 ei ole voimassa kaantaen. Voidaan esimerkiksi
osoittaa, etta

suppenee ehdollisesti (harjoitustehtéva, vrt. esimerkki 2.14, s. 23).

2.4.4 Muut rajoittamattomat vilit

Luvuissa 2.4.1-2.4.3 laajennettiin Riemann-integraali tapauksiin, joissa integrointi-
véli oli [a, oo[. Integraali

/b f(z)dx

maaritelladn vastaavasti eli integraali suppenee, jos raja-arvo

Z—r—00

b
lim / f(z)dx
4
on aarellisena olemassa. Luvuissa 2.4.1-2.4.3 esitetyt tulokset ovat vastaavasti
voimassa myo6s integrointivalilla |—oo, b].
Integrointivéli voi olla rajoittamaton myo6s molemmissa péaatepisteisséd. Talloin

integraali méaritellaan vastaavasti kuin luvussa 2.1 jakamalla véalipisteen avulla
integraali kahteen osaan. Siis integraali

[ fa)de
maaritellaédn integraalien
/ flz)dx  ja /f(x) dx (ceR)

avulla.
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Esimerkki 2.27. Maaritetdan

[e.o]

1
2.8 /7(1.
(2.8) Oox2—|—x—|—1 v

Nelioimalld saadaan

rr+l = (z+1) +

NS
Il
NS
N
—~

(3]
%8
Wi+
AN
N
+
—_
~

joten
2
1 2 W 2 2c+1
——dx = —~/7da: = ——arctan + C.
/x2+x+1 V3 (2x+1)2+1 V3 V3
V3
Siis
1 2 2% + 1
lim ———dzr = lim /—arctan
z—>ooo x2+x+1 z—>o<>0 3 \/§
-3
| 2< ; 2z +1 ; 1>
= lim —— | arctan —arctan —
= V3 V3 V3
_ Q(W W) _ T
3\2 6 V3 3V3
ja
im ! d I /02 tan =&
im T = im —— arctan
z—>—ooz 2?+z+1 Z——00 \/§ \/g
| 2( ; 1 ; 22—1—1)
= im —= [ arctan — — arctan
= /3 V3 V3
S s R A
Vv3\6 2/ 33 VB

Siis integraali (2.8) suppenee ja

1 1 1
——dr = /7d /7d
/xz—i—x—l—l v 2+rx+1 ero 224+x+1 o

- Gt e

Sl
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Huomautus 2.41. Jos

o
/ f(z)dx
—0o0
suppenee, niin raja-arvo
Z—00

lim j f(z)dx

on olemassa. Sen sijaan kdantéden raja-arvo voi olla olemassa integraalin silti
hajaantuessa (ks. esimerkki 2.28). Vrt. myos huomautus 2.9, s. 10.

Esimerkki 2.28. Tarkastellaan funktiota

20 +1
fl@) = 224+ 1
Talloin
22 +1 [ 2a 1
zhﬁrgoi 21" 211%1207 (:c2+1 " $2+1)dx
T 2
= Zlgglo/ (log(x +1) + arctanx)
= lim ( (log(z2 + 1) + arctan z)
— (log((—z)2 + 1) 4 arc tan(—z)) )
=0 -z —-=3
X 9 5 —_—~ T
= lim (log(z +1) —log(z” + 1) + arc tanz—arctan(—z))
_m
22
= .
Integraali
T2z +1
x2 41

ei kuitenkaan suppene, silla esimerkiksi integraali

[e.o]

20 +1 . )
0/ 221 dr = Zlggo ((bg(z +1) +arctanz) — (0—1—0)) = 00
hajaantuu.
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2.4.5 Rajoittamaton funktio ja ddreton vali

Integraalia voidaan tarkastella myos tapauksissa, joissa seké funktio ei ole rajoitet-
tu integrointivalilla ettd integrointivali ei ole rajoitettu. Jos integrointivali ei ole
rajoitettu ja funktiolla on integrointivélin toisessa paétepisteessé epaoleellisuuspiste,
integraali mééritelldin vastaavasti kuin luvussa 2.1 (méadaritelma 2.4, s. 9) jakamalla
véilipisteen avulla integraali kahteen osaan. Siis integraali

/ f(z)dx
a+
maaritelladn integraalien
/f(x) dr  ja /f(x) dx (a <c)
a+ c
avulla ja integraali
b—
/ f(z)dx
integraalien
c b—
/ flx)dz  ja /f(m) dx (c <b)

avulla.

Jos epéoleellisuuspiste ¢ on rajoittamattoman vélin keskelld, maédritelladn epa-
oleellinen integraali kuten vastaavassa tapauksessa luvussa 2.1 (méaéritelma 2.3,
s. 6) yhdistamaélla epéoleelliset integraalit, joissa ¢ on integrointivalin loppupiste ja
alkupiste. Siis integraali

[ f@)da
a
maéritellaan integraalien

/cf(a:) dx ja 70f(x) dx (a <c)

avulla, integraali

integraalien
c b
/ flz)dx  ja /f(x) dx (c < b)



avulla ja integraali
o0

/ f(z)dx

/C f(zx)dz  ja 7f(x) dx (ceR)

avulla. Alkuperdinen integraali tulee talloin jaetuksi vihintadn kolmeksi integraa-

integraalien

liksi, silld ainakin toinen yhdistettdvista integraaleista on sellainen, etta funktio ei
ole rajoitettu integrointivélilla ja integrointivali ei ole rajoitettu. Taten kyseinen
integraali on jaettava uuden vélipisteen avulla vield (ainakin) kahteen osaan.

Esimerkki 2.29. Tutkitaan integraalin

T
——dx
0/ 2+ \/z
suppenemista.

Integraalilla on epéaoleellisuuspiste myos alarajalla, joten jactaan epaoleellisuus-
tarkastelu kahteen osaan valitsemalla ¢ = 1 jakopisteeksi. Koska
?+yvr > Vx>0  Vrelol],
niin )

1
0 — < — \4 0,1].
<x2+\/5_\/§ z€0,1]

1
1
—d

suppenee (esimerkki 2.2/ s. 4, s = %), niin majoranttiperiaatteen nojalla integraali

Koska lisdksi

—— axr
0 .T2 + \/E
suppenee.

Toisaalta esimerkin 2.19 (s. 32) nojalla my06s integraali

———dx
.732 + \/E
suppenee (a = 1). Téten mtegraah

[e.e]

00 1
1 1
Y (R S /7d
O/x 0/:172+\/§I+1x2+\/§x

suppenee.
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Esimerkki 2.30. Tutkitaan FEulerin gammafunktiota
[(s) = /:178_16_”” dx (s >0)."
Jaetaan epaoleellisuustarkastelu kahteen osaan kirjoittamalla

1 [e'¢)
L(s) = /:r;s’le’x dr + /:L'Sfle’x de = I + .
0+ 1

1°: Koska e~ on aidosti viheneva, niin
l=e">e">e! >0 Vrelol].

Taten
0 < a5 le™ < 25! Vo €10,1].

Liséksi esimerkin 2.2 (s. 4) nojalla

1 1 !

/ZL‘S_l dr = / ; dx
x —S

0 0

suppenee, kun 1 — s < 1 eli s > 0. Taten majoranttiperiaatteen nojalla myos I
suppenee, kun s > 0.

2°: Koska

ja
1
/ v 3 dr = / — dz
x
1 1
suppenee esimerkin 2.17 (s. 27) nojalla, niin huomautuksen 2.36 (s. 34) nojalla

my0s integraali I suppenee.

Téaten kohtien 1° ja 2° perusteella I'(s) suppenee (kun s > 0). Kéayttamalla
osittaisintegrointia saadaan (kun x,s > 0)

/938_16_”” dr = L .e® —/% (—e ") dx

S

1 1
= -z "+ - /xse’x dz.
S S

1Jos s < 0, niin integraali hajaantuu (harjoitustehtéivi).
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Taten

¥ ledr = lim e dx

o—__
IS
)
=)
+

1
1 1
= lim *(6_1 —zse_z) + lim f/xse_mdx
z—0+ g S—— z—0+ 8
—0 z
1
1 1
= — + f/xse_xdx,
s-€ s
0
kun s > 0. Koska .
lim = = 0,
Z—00 ez
niin vastaavasti (kun s > 0)
s—1 _—x o : s—1 _—x
/x e dx—hm/x e Tdx
Z— 00
1 1
17 17
= lim ( / xse_quf/x e’ dx)
Z—r00 S S
1 1
: 1 s —z -1 : / s —x
= hm—(ze e)—i-hmf/xe dx
Z—r 00 S Z—00 S
—0
1 17
= —— 4+ f/xse_””dx
s-e s
1
Siis kun s > 0, niin
o) 1 fe’e)
s—1 —=x _ s—1 —x s—1 —x
/x e dx—/x e dx—l—/x e dx
0 0 1
1 0
1 1 1
= ( + f/xse mdx) + (— + /xse_mdx>
s-e s s-e s
0 1
1 x
= f/xse Tdx
s
0
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eli

ja edelleen

Lisaksit
0o 2 —0
—~~
r'a) = /e‘xdx = lim /—e = lim—(e*—-1) =1,
Z—r00 Z—>00
0 0
joten

ja yleisesti

'Kun s = 1, niin funktiolla I'(s) on tdsméllisesti ottaen ndenniinen epioleellisuuspiste pisteessi
x = 0, silld funktiota 25 'e™? ei ole talldin médritelty. Koska funktion arvolla yksittiisessi

s—1_—x T HlyOb

pisteessé ei ole merkitysté integroinnin kannalta, voidaan téssé olettaa, ettd z°~ e ™ = e~

pisteessa x = 0.
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3 Sarjateorian alkeita

3.1 Maaritelmia

Olkoon (z,) reaalilukujono. Muodostetaan muodostetaan tadméan jonon jésenisté

uusi lukujono (.S,,), missa

S
S
S3

Sn

T,
T +JI2,

X1+ T2 +.’L‘3,

T+ 2o+ + Ty

Maéritelméa 3.1. Lukujonoa (S,) sanotaan lukujonon (z,,) jisenten muodos-
tamaksi sarjaksi ja sitd merkitédan

o
Zxk tai 1+ T+t
k=1
Luku x,, on sarjan n:s termi, ja .S, on sarjan n:s osasumma. Jos raja-arvo
lim S, = S

on adrellisend olemassa (ts. osasummien muodostama lukujono (S,,) suppenee),
sanotaan, ettd sarja suppenee ja sen summa on S. Télloin merkitaan

k=1

Jos raja-arvoa ei ole aérellisena olemassa, sanotaan sarjan hajaantuvan.

Huomautus. Ylla maaritelmassa 3.1 merkinta

o0
S
k=1

tarkoittaa siis kahta eri asiaa: seké sarjaa ettd (suppenevan) sarjan summaa. Sarjan

summalla on tietysti arvo vain, kun sarja suppenee.
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Huomautus. Ei ole mitenkédén oleellista, milla kirjaimella sarjan summausin-
deksia merkitadn. Sama sarja voidaan ilmoittaa esimerkiksi muodoissa

oo o.0] o
Z T, Z Ty, tai Z X;.
k=1 n=1 i=1

Tassd monisteessa ovat useimmiten kdytossa indeksit £ ja n.

Huomautus. Ei myoskaédn ole oleellista, etté sarjan termien indeksointi alkaa
ykkosesta. Jos sarjan indeksointi alkaa jostakin kokonaisluvusta p, voidaan

o0 n
sz = lim Zxk
= n—00 =

Varsinkin tapaus p = 0 esiintyy usein.

vastaavasti méadaritella

Huomautus. Lukujonon raja-arvon perusominaisuuksista seuraa, etté sarjat
o0 oo
Z T ja Z xr (p€Zy)
k=1 k=p

suppenevat samanaikaisesti ja niiden supetessa

00 00 p—1
Zfl)k — Zfl)k = Zl’k
k=1 k=p k=1

On my6s syyté korostaa darellisen summan ja sarjan (eli darettoméan summan )

eroa. Adrellisessad summassa
T+ 29+ t+x,

yhteenlaskettavien jarjestystd voidaan vaihtaa ja summaan voidaan lisata tai siité
voidaan poistaa sulkuja ilman, ettd summan arvo muuttuu. Aérelliselld summalla
on myos aina yksikésitteinen arvo.

Sarjan summassa on kuitenkin kyse raja-arvosta, joten edelld mainitut omi-
naisuudet eivat valttamétta ole voimassa. Esimerkiksi sarjan termien jarjestyksen
vaihto tai termien ryhmittely sulkuja lisddmallé tai poistamalla voi vaikuttaa sarjan
suppenemiseen tai sarjan summan arvoon.
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Huomautus 3.1. Suppenevassa sarjassa perdkkéisid termeja voidaan kuitenkin
yhdistella lisiamalld sarjaan sulkuja, silld suluttamalla saadun sarjan osasummien
jono on alkuperiisen sarjan osasummien jonon osajono. Téaten jono suppenee
kohti samaa raja-arvoa ja saatu uusi sarja suppenee ja silld on sama summa kuin
alkuperéisellé sarjalla.

Sulkujen poistaminen suppenevasta sarjasta ei sen sijaan ole luvallista. Esimer-
kiksi sarja
1-H+1-H+1-1)+---=0+0+0+---

suppenee (kukin osasumma on 0), mutta sarja
1-14+1-141-1+"---

hajaantuu (ks. esimerkki 3.2).

Esimerkki 3.1. Osoitetaan, ettéd sarja

1 1 1

> 1
kz::lk:(kzﬂ) “T1a2toaty gt

suppenee ja etta sen summa on 1.

Kosk
oska 1 1 1

k(k+1) ko k+1
kaikilla £ € Z, niin
" 1
S, = —_—
2 k(k+1)

k=

- 26in)

=1

—_

ol

- (-3 G5 G ()
N 2 2 3 3 4 n n+1
1
= 1 —
n-+1

Siis

1
lim S, = lim (1— ) _
joten tarkasteltava sarja suppenee ja

© 1
Zk(kJrl) -

k=1
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Huomautus. Sarjaa kutsutaan teleskooppiseksi, jos sen termit xj voidaan (kuten
esimerkissi 3.1) esittdd muodossa

T = Qg — Qg4 (keZy).

Kuten esimerkista 3.1 havaitaan, teleskooppinen sarja suppenee, jos lukujonolla (ay)
on raja-arvo.

Esimerkki 3.2. Osoitetaan, ettéd sarja

(- =1 -141-141—1+---
k=1
hajaantuu.
Nyt
n 1, kun n on pariton,
Sn = Z<_1)k+1 - P
i—1 0, kun n on parillinen,
joten raja-arvo
lim S,
n—oo

ei ole olemassa. Siis sarja hajaantuu.

Esimerkki 3.3 (Harmoninen sarja). Osoitetaan, etta harmoninen sarja

il iy
ok 2 3
hajaantuu.
Olkoon k € Z, . Tall6in
1 1
- > - Ve e |k, k+1
k= x z €k k+1]
joten
1 Lk k+1 k1
- . = > d
k k/ldx /k;d‘”—/m“"
k k k
Siis
1 k-i-l1 n-i-l1 n+1
Sn:ZfZZ/—dx:/—dx: / logz = log(n+ 1) Vn € Z,,
ok k=17 L 1L 1

joten

Siis harmoninen sarja hajaantuu.
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Esimerkki 3.4 (Geometrinen sarja). Osoitetaan, ettd geometrinen sarja
o0 o
Soif =Y = 14q++
k=0 k=1

suppenee tasmaélleen silloin, kun |q| < 1, ja ettd talloin

> 1
Ez:qk - 1 '
k=0 -4
Nyt
1_ n
) kunQ# 1?
n, kun g = 1.
Jos siis |¢| < 1, niin
1
lim S, = ——,

ja jos |g| > 1, niin raja-arvo lim .5, i ole (4arellisend) olemassa. Téten geometrinen
n—oo

sarja suppenee tasmaélleen silloin, kun |¢| < 1, ja téalloin
1

o0
d.d =
k=0

1—gq

Huomautus. Jos sarjan indeksointi aloitetaan nollasta, tormataén toisinaan epa-
madriiseen muotoon 0°. Talléin noudatetaan sopimusta, etté sarjan termind 0° = 1.

Huomautus. Jos |¢| < 1, niin esimerkin 3.4 nojalla

ad 1 1—(1-
quzi_lzﬁzi‘
k=1 1—¢q 1—g¢q 1—gq

Maaritelma 3.2. Jos S, on sarjan
PRES
k=1

n:s osasumma, niin

00 00
Rn = Zxk—Sn = Z T
k=1 k=n+1

on sarjan n:s jaannostermsi.
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Huomautus. Sarjan jadnnostermi ei ole hyvin maaritelty siind mielessé, etta

jos sarja hajaantuu, niin jadnnostermilla ei ole arvoa.

Huomautus. Jadnnosterminkadn maéritettelyssa ei ole oleellista, ettd sarjan in-
deksointi alkaa nimenomaan ykkosesta. Jos sarjan indeksointi alkaa jostakin muusta
luvusta, on jadnnostermin indeksin alkuarvoa sitten vain muutettava vastaavasti.

Sinédnsé ei ole myoskéadn oleellista, etta tarkasteltava jéannostermi vastaa mi-

menomaan osasummaa S,,. Esimerkiksi jadnnostermin raja-arvoa tutkittaessa voi
joskus olla merkinnéllisesti yksinkertaisempaa maaritelld jadnnostermi vastaamaan

jotakin muuta osasummaa.

Huomautus 3.2. Jos S on suppenevan sarjan summa ja S,, sarjan n:s osasum-
ma, niin
R, = 5—65,.

Lisaksi télloin

lim R, = lim (S-S5, = lim S—1lim S, = S—5 = 0.

n—oo n—oo n—00 n—0o0

Esimerkki 3.5. Jos |g| < 1, niin geometrisen sarjan (ks. esimerkki 3.4)
> d"
k=0

jaannostermiksi saadaan

Rn: qk: — = .
k; I—-q 1—4¢q I—gq

Huomautus. Koska geometrisen sarjan indeksointi aloitetaan nollasta, niin sar-
jan n:nnen jaannostermin indeksointi esimerkissi 3.5 alkaa arvosta n (eiké siis

arvosta n + 1).

Maaritetdan luvun 3.1 lopuksi vield summa kahdelle myohemminkin esiintyvalla

sarjalle. Summia hyodynnetdan myohemmissé esimerkeissa.
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Esimerkki 3.6. Osoitetaan, etté sarja

(~1)*-!

suppenee ja sen summa on log 2 (vrt. esimerkki 4.14, s. 103).
Olkoon

n -1 k-1
k=1 k

sarjan n:s osasumma. Oletetaan liséksi, ettd t € [0, 1], ja tarkastellaan geometrista

sarjaa, jonka suhdeluku on —t. Koska —t # 1, niin kyseisen geometrisen sarjan
n:neksi osasummaksi saadaan (ks. esimerkki 3.4)

nil(_t)k _ 1 - (_t>n _ 1 . (_t)n
= 1—(-t) 1+t 14t
Taten .
1 n— (_t)n
— = —t)* VneZ,.
1+t ,;)( iy ek

Jos siis n € Z 4, niin

1 1
1
et =
/1—|—t
0 0

n-1 1 _\n
= /(—t)kdt+/( ) dt
—o 141
0 0

—_———
Merk. = R,
n—1 1 k+1
t
— Y (-1 + R,
o 0/ k+1
n—1 1
= Y (-1~ + R,
2 U
n—1 (_1)k
= Z + R,
i k+1
n -1 k—1
k=1 k



Toisaalta

1 1
1
/76125 = /log(l—i—t) = log(1+1)—logl = log2,
0 0

Sp = log2 - R, VneZ,.

‘Rn| =

1 n
1+1
0

—t)”
1+t

—~

dt

o

1 tn+1
- /n+1

— 0, kunn — oo,

niin
lim S, = Jgngo(logQ—Rn) = lim log2 — nlgglO R, = log2.

n—o0 n—oo

Siis tarkasteltava sarja suppenee ja

(~1)-!
k

>

k=1

= log 2.
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Esimerkki 3.7. Tutkimalla geometrista summaa, jonka suhdeluku on —#?, voidaan
vastaavalla tavalla kuin esimerkissé 3.6 osoittaa (harjoitustehtava), ettd sarja

00 (_1)kz
Z 2k+1

k=0

suppenee ja

o0 (—1)": T
— arctanl = —
kz:%) 1 arc tan 1

(vrt. esimerkki 5.12, s. 120).
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3.2 Perustuloksia

Tarkastellaan sitten muutamia sarjojen perusominaisuuksia.

o
Lause 3.3. Jos Z T} suppenee, niin lim x; = 0.
el k—o0

Todistus. Sarjan supetessa osasummien jonoilla (S,,) ja (S,—1) on sama raja-arvo S
eli
lim S, = lim S,_; = S.
n—oo

Taten

lim z, = lim(S,—-S,-1) = lim S, — lim S, ;1 = S-S5 = 0. 0
n—oo

n—oo n—oo n—oo

Huomautus 3.4. Lause 3.3 ei ole voimassa kaantéen. Esimerkiksi harmoninen
sarja hajaantuu (ks. esimerkki 3.3, s. 51), vaikka sen termin raja-arvo on nolla.

Lause 3.3 voidaan esittda myos muodossa, jota voidaan helposti kdyttad sarjan
hajaantumisen osoittamiseen.

Seuraus 3.5 (Hajaantumistarkastin). Jos klim xr # 0, niin sarja Z:)jk
hajaantuu.

Esimerkki 3.8. Osoitetaan, ettéd sarja

[e.9]

Z n
n+2
hajaantuu.
Koska "
ot T ATz =1 0

niin sarja hajaantuu hajaantumistarkastimen nojalla.
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Esimerkki 3.9. Vastaavalla tavalla kuin esimerkissé 3.8 voidaan osoittaa, etta

sarja
o0
1
E nsin —
n
n=1

hajaantuu (harjoitustehtava).

Lause 3.6. Olkoon Z T =29, Z yr =T ja c € R. Télloin
k=1 k=1

Todistus. Aérellisten summien perusominaisuuksien ja oletusten nojalla

n n
(i) S, = Zc-xk = C-Zxk — ¢- S, kun n — oo,
k=1 k=1

(i) S, = Z(mk—i—yk) = Zxk+2yk—>S+T,kunn—>oo. O
k=1 k=1 k=1

Huomautus. Lauseessa 3.6 sarjan summan olemassaolo sisaltda tietysti ole-
tuksen (tai vditteen), etta sarja suppenee.

Esimerkki 3.10. Koska esimerkin 3.7 (s. 56) perusteella

00 _1k
Z( ) = arctanl,

im0 2k +1
niin lauseen 3.6 nojalla
0 1 k+1 0o 1 k
z:: k—)i-l N (_1)';:% 2(/§+)1 = —arctanl = arctan(—1) = —Z

(ja siis molemmat sarjat suppenevat). Vrt. esimerkki 5.12, s. 120.
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Esimerkki 3.11. Osoitetaan, etta sarja
> 1 + 2k+2

ZW

k=0

suppenee, ja maaritetaan sarjan summa.
Lauseen 3.6 ja geometrisen sarjan suppenemistulosten (esimerkki 3.4, s. 52)

nojalla
=1 =1 1 I & /1\* 1 1 1 3 1
Y- YiF-anE) T TIoar s
k=0 k=0 k=0 3

ja
<o gkt = 92 9k 4 °°<2>k_4 R S
Zaghtl T L33k T 3 4\3 3 1-2 3

(ja siis molemmat sarjat suppenevat). Taten lauseen 3.6 nojalla tarkasteltava sarja

suppenee ja
oS 1+2k+2 00 1 2k+2 1 9
2 g T k;(gkw) =5ti=35

k=0

Esimerkki 3.12. Lausetta 3.6 kiyttden geometrisen sarjan
> d"
k=0

jaannostermi saadaan sarjan supetessa helposti méaritettya myos kayttamatta

sarjan osasummaa (vrt. esimerkki 3.5, s. 53), silld kun |¢| < 1, niin
1 q

k;q q kgq Al

Seuraus 3.7. Jos ¢ # 0 ja sarja

hajaantuu, niin myés sarja

o
ZC'Ik
k=1

hajaantuu.

59




Esimerkki 3.13. Sarja

hE
El )

=
Il
—

hajaantuu seurauksen 3.7 nojalla, silla

> 7 -

k::l

Mg
?T‘\F—‘

e
Il
—

ja harmoninen sarja

K
| =

i
I

hajaantuu (esimerkki 3.3, s. 51).

Seuraus 3.8. Jos toinen sarjoista
o0 oo
dore  ja D uk
k=1 k=1
suppenee ja toinen hajaantuu, niin sarja

Z Tk + Yi)
k=1

hajaantuu.

Esimerkki 3.14. Osoitetaan, ettd sarja
i k + 2
hajaantuu.

Koska
k+ 2 (k+1)+1 1 1

Kkt 1) kD) ko ERTD
kaikilla k € Z ., niin viite seuraa suoraan seurauksesta 3.8, silla sarja
> 1

1; k(k+1)

suppenee (esimerkki 3.1, s. 50) ja harmoninen sarja
ok

hajaantuu (esimerkki 3.3, s. 51).



Huomautus. Jos sarjat
o0 oo
xp  ja >k
k=1 k=1
molemmat hajaantuvat, niin sarja

Z Tk + Yk)

voi hajaantua tai supeta (ks. esimerkki 3.15).

Esimerkki 3.15. Olkoon

1 : 1

T —
Talloin sarjat
(o ¢] oo
dxp  ja > Uk
k=1 k=1
molemmat hajaantuvat (harmoninen sarja; seuraus 3.7). Toisaalta sarja

o0 1 o0
Storm = 3 (g (-3) - Zo -0
k=1 k=1 k=1
suppenee, mutta sarja
o oo o0 2
S (ap ) = 3 ( ) >
k=1 k=1 k=1

hajaantuu (esimerkki 3.13).

Huomautus. Jos sarjat
o0 oo
dowe A D e
k=1 k=1
molemmat suppenevat, niin sarjan

o0
Z Tk Yk
k=1

ei silti tarvitse supeta (ks. esimerkki 3.16).
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Esimerkki 3.16. Myohemmin esimerkissd 3.30 (s. 80) osoitetaan, ettd sarja
00 o0 (_1)k+1
DTk = )
k=1 = vk

suppenee. Kuitenkin kertomalla saatu sarja

00 (_1)k+1 (_1)k+1

[ee] 001
LT = Qe e =

hajaantuu harmonisena sarjana (esimerkki 3.3, s. 51).

Todistetaan vield luvun 3.2 lopuksi pari sindnsé ilmeistd myohemmissa todis-
tuksissa tarvittavaa aputulosta.

Lause 3.9. Jos sarjat

S=>a, ja T=)> u
k=1 k=1

suppenevat ja
<y VkeZs,

niin S < T.

Todistus. Lauseen oletusten perusteella

n

S, = ZIk < Zyk:Tn Vn€Z+.
k=1 k=1

Koska sarjat suppenevat, niin lukujonon raja-arvon perusominaisuuksien nojalla

S =lm S, < lim T, = T. ]

Seuraus 3.10. Jos sarjat

S => m ja T =" |
k=1 k=1

suppenevat, niin |S| < T,
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Todistus. Koska
o] < xp < lw| VK€ Zy,

niin lauseen 3.9 (ja sarjan suppenemisen perusominaisuuksien) nojalla
-T < S <T.

Taten véite seuraa itseisarvon perusominaisuuksista.

Huomautus 3.11. Luvun 3.2 tulokset ovat tietysti voimassa myos, jos sarjan
indeksointi alkaa jostakin muusta luvusta kuin 1.
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3.3 Positiiviterminen sarja

Positiivitermiselld sarjalla tarkoitetaan sarjaa, jonka termit ovat ei-negatiivisia.
Toisin sanoen sarja

oo
PRES
k=1

on positiiviterminen, jos xp > 0 kaikilla k € Z,.

Lause 3.12. Positiiviterminen sarja suppenee tdsmalleen silloin, kun sen osa-
summien jono (S,) on ylhdaltd rajoitettu.

Todistus. Positiivitermisen sarjan osasummien jono (.5,) on ilman muuta kasvava.
Jos (S,) on lisdksi ylhééltéd rajoitettu, niin raja-arvo

lim S, = S
n—oo

on olemassa monotonisten jonojen peruslauseen nojalla, joten sarja suppenee Jos
taas (S,) ei ole ylhaaltd rajoitettu, niin
lim S, = oo,

n—oo

joten sarja hajaantuu. (]

Positiivitermisille sarjoille on lukuisia suppenemistesteja, joista téassa tarkastel-
laan muutamaa. Aluksi tarkastellaan integraalitestia.

3.3.1 Integraalitarkastin

Integraalitestissa tavoitteena on verrata sarjan ja epaoleellisen integraalin suppene-
mista.

Lause 3.13 (Integraalitarkastin). Olkoon f sellainen viheneva funktio, ettd
f(z) > 0 kaikilla x > 1. Téll6in

> f(k) suppenee & /f(a:) dx suppenee.
k=1 1
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Todistus. Koska f on vidheneva, niin
f(k) > f(z) > f(k+1) Vo € [k, k+ 1]

kaikilla k& € Z. Taten

k41 k41 k+1
flk) = /f(k:)da: > /f(x)dx > /f(k+1)da: — fk+1) VkeZ.
k Je 3
ja edelleen
n n+l n n+1
B XS0 = [ J@de = Y fk+1) = S () €z,
k=1 | k=1 k=2
"«<=": Oletetaan ensiksi, etté
/f(m) dx
suppenee. Koska nyt f(z) > 0, niin
n n (3.1) n o0
Si= Yo ) = FO+ Y f) £ fO)+ [ fyds < f0)+ [ f(@)da
k=1 k=2 1 1
= vakio

kaikilla n € Z.. Siis jono (5,,) on ylhaalta rajoitettu, joten sarja

> f(k)
k=1
suppenee lauseen 3.12 nojalla.
"=": Oletetaan sitten, etta
Y flk) =M
k=1

suppenee. Olkoon z > 1 jan = |z]. Talléin n < z < n + 1 ja koska f on
ei-negatiivinen, niin

z n+1
(3.1) 0
[1@yde < [ f@yde <3 p) < 3 F) = M.
1 1 k=1 k=1
Taten epéoleellinen integraali
/ f(x)dx
1
suppenee lauseen 2.30 (s. 29) nojalla. O
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Huomautus 3.14. Lauseen 3.13 todistuksesta havaitaan, ettd sarjan ja sita
vastaavan epéaoleellisen integraalin supetessa

Jf@ir < iﬂlf) < 1)+ [ f)d

Huomautus 3.15. Integraalitarkastimessakaan ei ole oleellista, etta sarjan
summaus aloitetaan indeksin arvosta 1. Tulos patee tietysti myos muilla aloi-
tusarvoilla kg, kunhan vain tarkasteltava funktio f on vdaheneva ja f(z) > 0
kaikilla = > k.

Esimerkki 3.17. Osoitetaan, ettd sarja

i 1
“— nlogn
hajaantuu.
Funktio 1
flw) = xrlogx

on vahenevé ja positiivinen, kun z > 2. Taten integraalitarkastimen nojalla

/f(x) dx suppenee <& Zf(n) suppenee.
2 n=2

Koska
2z z —00
——~
lim dr = lim / log(logz) = lim (log(log z) —log(log2)) = oo,

2Z—00 T log T z
2 2

niin sekd integraali

1
/ dx
xlogx
etta sarja
>
— nlogn
hajaantuvat.
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Esimerkki 3.18. Osoitetaan, etta sarja

n=1 n’
suppenee, kun s > 1, ja hajaantuu, kun s < 1.

1°: Olkoon s < 0. T4lloin

>0
=

1 _
lim—zlimn821>0,

n—oo ns n—00

joten sarja hajaantuu hajaantumistarkastimen nojalla.
2°: Olkoon s > 0. Tarkastellaan funktiota
1
f(SC) - Ea
joka on nyt viheneva ja > 0, kun x > 1. Lisdksi esimerkin 2.17 (s. 27) nojalla

1
/—dx
:ES

1

suppenee, kun s > 1, ja hajaantuu, kun s < 1. Téten integraalitarkastimen nojalla
sarja

n=1 n’
suppenee, kun s > 1, ja hajaantuu, kun 0 < s < 1.

Viite seuraa nyt kohdista 1° ja 2°.

Huomautus. Esimerkin 3.18 suppenevat sarjat maarittelevit (osin) ns. Riemannin
zeta-funktion

|~

((s) = i

jolla on keskeinen rooli analyyttiseksi lukuteoriaksi kutsutulla matematiikan osa-
alueella.

(8 > 1)a

S

S

Huomautus. Jos s > 1, niin
(o] z

/1da;:lim id:c:hm 1 / ! = lim 1 (1—1>: 1

s Z—00 s z—wo0 ] — g xs—1 z—00 ] — g\ z5—1

Taten huomautuksen 3.14 nojalla saadaan arvio

(s >1).



3.3.2 Majorantti- ja minoranttiperiaate

Majorantti- ja minoraattiperiaatteissa tarkasteltavaa sarjaa verrataan sarjoihin,
joiden tiedetadn suppenevan tai hajaantuvan. Periaatteita kutsutaan siksi myos
vertailuperiaatteiksi.

Lause 3.16 (Majoranttiperiaate). Jos

(i) 0 <, <y VhkeZy,

o
(ii) > yx suppenee,
k=1

oo
niin myos sarja Z T}, suppenee.
k=1

Todistus. Ehdosta (ii) seuraa, ettd on olemassa sellainen T' € R, etté

k=1
Koska ehdon (i) nojalla y; > 0 kaikilla & € Z, niin
T, = n+yp+--+y, < T VneZ,.
Téaten ehdon (i) nojalla
Sy, =r1+xe+-+x, <yr+ypt+-ty, < T Vn e Z,.

Siis osasummien jono (.S,) on ylhaalta rajoitettu, joten lauseen 3.12 nojalla sarja
> T
k=1

suppenee. ]

Jos K > 0, niin sarjat
My ja S K -y
k=1 k=1

suppenevat samanaikaisesti. Lisaksi sarjan alkupaan termeilld ei ole merkitysta
sarjan suppenemisen kannalta. Téten majoranttiperiaate voidaan esittaé seuraavassa
sen kéyttoa yksinkertaistavassa muodossa.
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Seuraus 3.17 (Majoranttiperiaate). Jos

(i) 3K > 0 ja ko € Z, siten, ettd 0 < x < K-yp Vk > ko,

o
(ii) > yx suppenee,

k=1
oo
niin myos sarja Z T}, suppenee.
k=1

Majoranttiperiaatteella voidaan siis osoittaa sarjan suppeneminen. Sarjan ha-
jaantumisen osoittamiseen voidaan vastaavasti kidyttdd minoranttiperiaatetta, josta
esitetadn taas kaksi eri muotoilua.

Lause 3.18 (Minoranttiperiaate). Jos

(i)OSykak VkeZ,,

(ii) Y yx hajaantuu,

k=1
oo
niin myos sarja Z x), hajaantuu.
k=1
o oo
Todistus. Jos sarja Z X} suppenisi, niin myos sarja Z Yk suppenisi majoranttipe-
k=1 k=1
riaatteen nojalla, missé on ristiriita oletuksen (ii) kanssa. 0

Seuraus 3.19 (Minoranttiperiaate). Jos

(i) 3K > 0 ja ko € Z, siten, ettd 0 < K-y, < xp Yk > ko,

(ii) Y yx hajaantuu,

k=1
oo

niin myos sarja Z x) hajaantuu.
k=1
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Esimerkki 3.19. Osoitetaan, etta sarja

i ok 4 4k
= 3k 4 5F
suppenee.

1°: Jos k € N, niin

2°: Sarja

k=0
suppenee, silla kyseessd on geometrinen sarja (esimerkki 3.4, s. 52), jonka suhdelu-
vulle ¢ = £ piitee ¢ < 1.
Kohdista 1° ja 2° seuraa majoranttiperiaatteen nojalla, etta tarkasteltava sarja
suppenee.

Huomautus. Majorantti- ja minoranttiperiaatteita sovellettaessa kaytetaian
vertailusarjana usein esimerkin 3.18 (s. 67) sarjaa

> 1
s’
n:ln

joka suppenee, kun s > 1, ja hajaantuu, kun s < 1. Erikoistapauksena téssé on
harmoninen sarja (s = 1), joka siis hajaantuu.

Esimerkki 3.20. Osoitetaan, ettd sarja

> n+3
Zn2+2

n=1

hajaantuu.
1°: Jos n € Z, niin
n—+3 n n 1
n?2+2 — n?+2n? 3n? 3
2°: Harmoninen sarja Z % hajaantuu.

n=1

Kohdista 1° ja 2° seuraa minoranttiperiaatteen nojalla, etta tarkasteltava sarja
hajaantuu.
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Esimerkki 3.21. Vastaavalla tavalla kuin esimerkissa 3.20 voidaan osoittaa, etté

sarja

> n+5H
;n?’—ﬁn

suppenee (harjoitustehtava).

Esimerkki 3.22. Osoitetaan, ettd sarja
> (\/n +3 - \/ﬁ>
n=1

hajaantuu.

1°: Jos n € Z,, niin

(n+3)—n

M e N = N

Vit 3+ vn

Vn+3n++/n

2y/n+n

> 0.

1
2°: Sarja Z —— hajaantuu (esimerkki 3.18, s. 67).
n

n=1

Kohdista 1° ja 2° seuraa minoranttiperiaatteen nojalla, ettd sarja

> (Vo i Vi)

hajaantuu.
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Esimerkki 3.23. Osoitetaan, etta sarja

1
2

Z / e du
n=1 0
suppenee.
1°: Koska 0 < e < 1 kaikilla z € R, niin

1 1
n2 nZ
1
Oﬁ/e_ﬁdazg/lda::—z VneZ,.
0 0 "
| : :
2°: Sarja » —; suppenee (esimerkki 3.18, s. 67).
n=1 n

Kohdista 1° ja 2° seuraa nyt majoranttiperiaatteen nojalla, etta tarkasteltava
sarja hajaantuu.

Huomautus. Epéoleellisen integraalin tapaan (ks. huomautus 2.21, s. 20)
sopiva majoroiva tai minoroiva sarja voidaan joskus 16ytda tutkimalla sarjojen
termien raja-arvoa.

Esimerkki 3.24. Osoitetaan, ettd sarja
|
(32) nzz:l S1n ﬁ

hajaantuu.

Tarkastellaan vertailusarjana harmonista sarjaa. Koska

. sins
lim —" =1,
n—oo =

n

niin lukujonon raja-arvon perusominaisuuksien nojalla on olemassa sellainen indek-
sin arvo ng, etta

1 sin% 3
Ti
aten 11 1
0 < —-— < sin— Vn > ng
2 n n

Koska harmoninen sarja hajaantuu, niin minoranttiperiaatteen nojalla myo6s sar-
ja (3.2) hajaantuu.
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3.3.3 Osamaaratarkastin

Osamaaratarkastimessa sarjan suppeneminen pyritddn selvittdméan tutkimalla
kahden perikkéisen termin suhdetta.

o0

Lause 3.20 (Osamédéritarkastin). Tarkastellaan sarjaa »  xy.
k=1

(i) Jos olemassa sellainen vakio L, 0 < L < 1, ja sellainen indeksin arvo

ko € Z,, ettd x> 0 ja

x
<L Yk,
Tk
niin tarkasteltava sarja suppenee.
(ii) Jos olemassa sellainen vakio L > 1 ja sellainen indeksin arvo ko € Z,

etta xp > 0 ja

Tl S L Wk > ke,
T

niin tarkasteltava sarja hajaantuu.

Todistus. (i) 1°: Koska

. x
. >0  ja L <L Yk >k,
niin
Siis
0 < Thotp < Thpup1 L < Tppap o L < - <y P VpeEN

eli
0 < Tigyp < apy - LP Vp € N.
~—~

vakio

2°: Koska 0 < L < 1, niin geometrinen sarja
> L
p=0

suppenee.
Kohdista 1° ja 2° seuraa majoranttiperiaatteen nojalla, etta sarja

00
Z xr ko+p
p=0
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suppenee. Koska sarjan alkupéaén termeilld ei ole merkitysta sarjan suppenemisen
kannalta, myos sarja

[oe)
Som
k=1

suppenee.
(ii) Vastaavalla tavalla kuin kohdassa (i) saadaan (koska L > 1), etta

Thotp = Thy - P > 1y > 0 Vp € N.

vakio

Siis
lim x, # 0,
k—o00

joten sarja hajaantuu hajaantumistarkastimen nojalla.

Huomautus. Lauseen 3.20 kohdassa (i) ei ehdon

Tl o L <1 Yk >k

sijasta ei riita ehto
Lh+1

T
Esimerkiksi harmoninen sarja toteuttaa jalkimmaéisen ehdon, mutta ei suppene.

<1 Vk > k.

Esimerkki 3.25. Osoitetaan, etta sarja

1 1 1 1

to 3t T T T

W

suppenee.
Nyt sarjan k:s termi

1
CTRETL kun k =2p (p € Z,) eli k on parillinen,
T —
1 . .
1. 30 kun k =2p—1 (p € Z,) eli k on pariton.
Selvasti zy > 0 kaikilla k£ € Z,. Kun k on pariton (k= 2p — 1, p € Z), niin
T w1 I Rt
- _2p.3p/2p1.3p_ oé.3p

Tk Top—1
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ja kun k on parillinen (k = 2p, p € Z), niin

Tkl Topr1  Top-1 1 / A A |
T Top B Top - opt)-1.3p+1 / 9p.3p  9p.3ptl 3’
Taten . . ) .
S s e S = o VkeZ,
Tk 2 Tk 3
Siis . .
bl S - < 1 Vk 6 Z+,
T 2

joten sarja suppenee osamadratarkastimen nojalla.

Osaméaratarkastimesta kaytetddn usein muotoa, jossa tutkitaan termien osa-
madran raja-arvoa. Tarkastimen raja-arvomuotoa on usein helpompi kayttaa, mutta
toisaalta perusmuoto on yleisempi, silla se voi sopia myos tapauksiin, joissa termien
osaméaéralla ei ole raja-arvoa (ks. esimerkki 3.25).

o0

Lause 3.21 (Osaméératarkastin). Oletetaan, ettéd sarja »  xy on positiivi-
k=1

terminen ja termien osamadrélla on raja-arvo

. T4l
lim 2% = K.

k—oo  XTp

Jos K < 1, niin sarja suppenee, ja jos K > 1, niin sarja hajaantuu.

Todistus. Olkoon
B K+1

L
2

lukujen K ja 1 keskiarvo.

1°: Oletetaan, ettd K < 1. Talloin K < L < 1 ja lukujonon raja-arvon peruso-
minaisuuksien nojalla on olemassa sellainen ky € Z,, etta

Tr+1
T

<L <1 Vk > k.

Taten sarja suppenee osaméaratarkastimen perusversion nojalla.

2°: Oletetaan, etta K > 1. Talloin K > L > 1 ja lukujonon raja-arvon peruso-
minaisuuksien nojalla on olemassa sellainen ky € Z., etta

T S L s 1 VE S k.
Tk

Téaten sarja hajaantuu osaméaaratarkastimen perusversion nojalla. |
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Huomautus. Jos lauseessa 3.21 raja-arvo on 1, niin sarja voi supeta tai ha-
jaantua (ks. esimerkki 3.26).

Esimerkki 3.26. Toinen sarjoista

hajaantuu ja toinen suppenee (ks. esimerkki 3.18, s. 67). Kuitenkin

) 1 1 . n ) 1
lim — = lim = lim =

S|

ja

. 1 1 . n? _ 1
hm/—hm:hmuzl,

joten molemmissa sarjoissa termien osamééarian raja-arvo on 1.

Esimerkki 3.27. Osoitetaan, ettd sarja

n;l (2n)!

suppenee.

Sarja on selvédsti positiiviterminen. Jos x, on sarjan n:s termi, niin

Tpp1 (R + 1)1 /(n!)2
Tp 2n+1)!/ (2n)!

(n+ 1! (n+1)!-(2n)!

nl-nl-(2n +2)!
 (n+1)(n+1)
 (2n+1)(2n+2)
14+ Ha+d
o 2+E+E)
— i, kun n — oo,

joten osaméardtarkastimen raja-arvomuodon nojalla sarja suppenee.
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Esimerkki 3.28. Osoitetaan, etta sarja

[e.e]

Z n!
= 22n
hajaantuu.
Jos x,, on sarjan n:s termi, niin
Tnpr  (n+D /ynl (11222 a4l
z,  22n+D) 2m = Tl o2 g — 00, kunn — oo.

Siis on olemassa sellainen vakio L > 1 ja sellainen indeksin arvo ny € Z., etta
z, >0 ja

T
"L > L Vi > g,
Tn

joten osaméarédtarkastimen nojalla sarja hajaantuu.

Esimerkki 3.29. Osoitetaan, ettd sarja

o0 I‘Q IS
27[ = 1+1‘+§+§+"'
—n! ! !
suppenee, kun x > 0.

1°: Kun x = 0, niin sarjan suppeneminen on ilmeista. Koska sarjan ensimméinen
termi on ykkoénen ja muut termit ovat nollia, niin sarjan kaikkien osasummien arvo
ja taten myos sarjan summa on 1.

2°: Olkoon x > 0. Té&lloin sarja on selvéisti positiiviterminen ja

xn—i—l / " l.n-&-l .nl 1 0 . .
- (= - = . n
(n+1)!/ n! " (n+1)! S| ) R es,

joten osaméaratarkastimen raja-arvomuodon nojalla sarja suppenee.
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3.4 Vuorotteleva sarja

Olkoon zj > 0 kaikilla k£ € Z, . Talloin sarjaa
Z(—l)k_lxk = Ty — X9+ T3 — -+ (-].)k_l]}k + ..
k=1

sanotaan vuorottelevaksi sarjaksi. Vuorottelevan sarjan suppenemista voidaan tutkia
esimerkiksi Leibnizin lauseen avulla.

Lause 3.22 (Leibnizin lause). Oletetaan, ettd

(i) o1 > 20 > 23 > - > 13 > -+,

(iii) lim z; = 0.
k—o0

Talloin sarja

Z(_l)k_lmk

k=1
suppenee. Lisdksi jaannéstermi R, on samanmerkkinen kuin ensimméinen
poisjatetty termi (—1)"x,.1 ja

|R,| < Zpia.

Todistus. Olkoon € > 0 ja S, sarjan n:s osasumma (n € Z.). Kun p € Z, ja p on
pariton, niin

[Susp = Sul = (=1 Zngs + (1) a4 o (=1 )

= 1] = T

>0 >0 >0
——

~ =
= ’ (xnﬂ - 33n+2) +eee (xn+p72 - xn+p71> + Tnyp ’

= Tpt1 — Tpy2 + 00+ Tpnip—2 — Tpip—1 + Ln+p
20 20

—_—

= Tpy1— (Tnt2 — Togs) = = (Tngp-1 — Tnyp)

IN

Tn+1-
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Vastaavasti jos p on parillinen, niin

Sy = Sal = (=1 Znrs + (1) a4 (21 )
= (1) - [as1 — Tngz + oo = Tasyl
>0 >0
—_—

= | (Tn41 — Tny2) A+ (Tnip-1 — Tnyp) |

= Tptl — Tpt2+ -+ Tptp-1 — Tntp

>0 >0

= > >0
N —— —
= Tpii— (Tng2 — Tpyz) = — (xn—l—p—Z — Tnip-1) = Tnip

IA

Tnt1-
Siis
|Sn+p - Sn| S Tpt1 \v/nup S Z—i—'

Koska x,, > 0 kaikilla n € Z ja

lim z, =0
n—oo =1 ’

niin lukujonon raja-arvon perusominaisuuksien nojalla on olemassa sellainen rajalu-
kun. € Z,, etta
0 < zp1 <e Vn > n..

Taten
|Snip —Snl <e  VYn>n., VpeZ,.

Siis Cauchyn suppenemisehdon nojalla lukujono (.S,) ja samalla myos sarja

suppenee.

Tarkastellaan sitten jaannostermia R, (n € Z,). Koska sarja suppenee, niin
()" Ry = (=1)" ((=1)"2ns1 + (=) 2pin + (=1)" P2y s + )
= Tpy1 — Tpy2 + Tpyg — -

ja edelleen huomautuksen 3.1 (s. 50) nojalla

>0 >0

Tyl = Tnt2 + Tng3 — 0 = Tpgpl — Tpy2 + Tny3 — Tpga +-- = 0
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seka

<0 <0

Tptl = Tpy2 T Ty — 00 = Tptl — Tpt2 T Tptd — Tpy3 + Tpgpa — < Tnt1-

Taten

Koska (—1)"R,, > 0, niin jaddnnostermin R, on oltava samanmerkkinen kuin ensim-
méinen poisjatetty termi (—1)"z,41. Lisdksi siis

R < 2pp1. O

Huomautus. Leibnizin lausetta sovellettaessa riittaa, etta lauseen oletukset
ovat voimassa indeksin k jostakin arvosta kg alkaen. Talloin tietysti jdannoster-
mié koskeva ehto on voimassa vain, kun k& > k.

Esimerkki 3.30. Osoitetaan, etta

[e'] -1 n+1
Z i suppenee < s> 0.
n=1 n?

1°: Jos s > 0, niin sarja on selvésti vuorotteleva.

2°: Jos s > 0, niin n® on (aidosti) kasvava ja
1 1 1

- > — > — > .- > (.
1 2s 35

1
3% Jos s > 0, niin lim — = 0.
n—oo NS

Kohdista 1° - 3° seuraa nyt Leibnizin lauseen nojalla, etta sarja

$ o
n=1 n’
suppenee, kun s > 0.
Jos taas s < 0, niin raja-arvo
-1 n+1
lim = = lim (—-1)"*'.n~*

n—00 ns n—00

ei ole olemassa. Taten sarja hajaantuu hajaantumistarkastimen nojalla.
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Esimerkki 3.31. Osoitetaan, etta sarja

[oe} (_4)77, o0 " 4n
Z T Z (=" ol
= n! o n!
suppenee.
1°: Sarja on vuorotteleva.
2°: Jos n € N, niin
n n+1 | n+1
4" > 4 N (n+1)! > 4
n! (n+1)! n! 4n
& n+1 >4
= n > 3
Siis
4 4n+1 4n+2

— > > > ... >0 Vn >3
W= D) T (ol == =

joten Leibnizin lauseen ehto (ii) on voimassa, kun n > ny = 3.

3°: Koska
pc 444444 4
nl 1 2 3 4 5 6 n
D R T 4
-1 2 3 4 5 5 5
32 (4>”—4
3 \5
kaikilla n > 4, niin
. 4"
lim — = 0.

Kohdista 1° - 3° seuraa nyt Leibnizin lauseen nojalla, etta sarja

o 4'I’L

>, (D" o

suppenee.

81



Huomautus. Leibnizin lauseessa termien monotonisuusehto on valttdmaton
(ks. esimerkki 3.32).

Esimerkki 3.32. Olkoon
1

Ty = ,
C VL ()

kun k =2p tai k =2p — 1 (p € Z, ). Osoitetaan, etta vuorotteleva sarja

S D s
3 ;<_1)k T A1 VE+l VB-1 VB4l

hajaantuu, vaikka Leibnizin lauseen ehdot (i) ja (iii) ovat voimassa.

Selvasti x, > 0 kaikilla k € Z ja

lim z, = O.
k—o00

Téaten Leibnizin lauseen ehdot (i) ja (iii) ovat voimassa.

Toisaalta harmonisen sarjan osasummana (ks. esimerkki 3.3, s. 51)
"1
Z— — o0, kun n — oo,
=

joten my6s sarjan (3.3) osasumma

o Z( 1 )
T = \VEkrl-1 VE+1+1

n 2
- §(k:+1)—1

bl

o

bl
—_

I
N

k

n

e

1

— 00, kunn — oo.

Téaten sarjan (3.3) osasummien jono hajaantuu, joten myos sarja (3.3) hajaantuu.
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3.5 Itseinen suppeneminen

Tarkastellaan lopuksi vield lyhyesti sarjan itseistd suppenemista.

o0 [e.9]

Maaritelma 3.3. Sarja Z T suppenee itseisesti, jos sarja Z |z)| suppenee.
k=1 k=1

Lause 3.23. Itseisesti suppeneva sarja suppenee myos tavallisessa mielessa.

Todistus. Oletetaan, ettéd sarja

>l
k=1
suppenee. Koska

0 < ‘xk|_$k < 2’$k‘ VkEZ+,

niin majoranttiperiaatteen nojalla myos sarja

o0

> (k] =)
k=1
suppenee. Téten myos termit yhdistdmalla saatu sarja
o0 o0
S (el = (ol =) = Y ma
k=1 k=1

suppenee.

Huomautus. Lause 3.23 ei ole voimassa kaantdaen (ks. esimerkki 3.34).

Maaritelma 3.4. Sarja suppenee ehdollisesti, jos sarja suppenee, mutta ei

suppene itseisesti.
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Esimerkki 3.33. Sarja
> "
n=0
suppenee itseisesti, kun |g| < 1, silld télloin sarja
1" = > lal"
n=0 n=0
suppenee (esimerkki 3.4, s. 52).

Esimerkki 3.34. Kun 0 < s < 1, niin sarja

i 1)n+1

n=1

suppenee Leibnizin lauseen nojalla (esimerkki 3.30, s. 80), mutta sarja

i (_1)n+1 B S |
n=1 n’ a n=1 n?
hajaantuu (esimerkki 3.18, s. 67). Taten sarja
Z 1)n+1
suppenee ehdollisesti, kun 0 < s < 1.
Esimerkki 3.35. Osoitetaan, ettd sarja
i (=)t 11 N 1 1 L
—3n+(-1)"" 4 5 10 11
—_————

suppenee ehdollisesti.
Sarja suppenee Leibnizin lauseen nojalla (harjoitustehtéva). Koska

1 1 1 1 1
nl = > > = —-—-— >0 A4 Z
&l 3n+(=1)»1 = 3n+1 = 3n+n 4 n ne 4

ja harmoninen sarja

hajaantuu (esimerkki 3.3, s. 51), niin minoranttiperiaatteen nojalla sarja

(0.)
n=1

hajaantuu. Téten suppeneminen ei ole itseisté.
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Esimerkki 3.36. Vastaavalla tavalla kuin esimerkeissa 3.34 ja 3.35 voidaan osoit-
taa, etta sarja

> (—=1)"logn
X
n=2

suppenee ehdollisesti (harjoitustehtéva).

Huomautus. Positiivitermisia sarjoja koskevat suppenemiskriteerit saattavat
olla tehokkaita myos muille sarjoille, kun sovelletaan niita sarjaan, jossa termina
on alkuperaisen termin itseisarvo.

Esimerkki 3.37. Osoitetaan, etta sarja

> sinn + cos(n?)
yosmnte

n=1

=ZTn

suppenee.
1°: Koska
0 < ‘Sinn—l—cos(nQ)’ <2 Vn € Zy,
niin 1
n
R | . .
2°: Sarja » — suppenee (esimerkki 3.18, s. 67).
n=1 n

Kohdista 1° ja 2° seuraa majoranttiperiaatteen nojalla, etta sarja

oo
n=1

suppenee, joten sarja

i sinn + cos(n?)
n=1 n?

suppenee itseisesti ja siis myos tavallisessa mielessa.

Huom. Sarjan suppenemisen tutkimiseen ei nyt voida kéyttaa Leibnizin lausetta,
silla sarja ei ole vuorotteleva.
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Esimerkki 3.38. Esimerkissé 3.29 (s. 77) osoitettiin, ettéd sarja

OOxTL

n!
= n!

suppenee, kun x > 0. Osoitetaan nyt, etté sarja suppenee kaikilla x € R.

Olkoon siis < 0 jan € N. Jos nyt

:L.n
Ty = —7,
n!
niin |z,| > 0 ja
n+1 n ntl ) 1
|Zrg1] _ |z| || _ |f| no_ |z - — 0, kunn — oo,
AR R Y A L e e

joten osaméaratarkastimen nojalla sarja suppenee itseisesti ja samalla tavallisessa
mielessa.

Siis sarja suppenee (itseisesti) kaikilla = € R.

Huomautus. Positiivitermisié sarjoja koskevat suppenemiskriteerit voidaan
joissakin tapauksissa myoOs suoraan muuntaa muotoon, jossa sarjan termin
sijasta tutkitaan termin itseisarvoa.

Tarkastellaan esimerkkind osaméératestin raja-arvomuotoa (lause 3.21, s. 75).

Lause 3.24 (Osamaéairitarkastin). Oletetaan, ettd sarjan
o0
> T
k=1

termien itseisarvojen osamadrélla on raja-arvo

tim el g

Jos K < 1, niin sarja suppenee, ja jos I > 1, niin sarja hajaantuu.

Todistus. 1°: Oletetaan, ettda K < 1. Talloin sarja suppenee positiivitermisten
sarjojen osaméaaritarkastimen nojalla itseisesti ja siis my0s tavallisessa mielessé.
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2°: Oletetaan, ettda K > 1. Olkoon

K+1
L = A+l
2
lukujen K ja 1 keskiarvo. Talloin K > L > 1 ja lukujonon raja-arvon perusominai-

suuksien nojalla on olemassa sellainen ky € Z, etta
|Zhi1
|l
Vastaavalla tavalla (harjoitustehtéva) kuin positiivitermisten sarjojen osaméaarates-
tin (lause 3.20, s. 73) todistuksessa saadaan (koska L > 1), ettd

> L > 1 Vk > k.

’xk0+P| > ‘xk’oy' L > |xko‘ >0 Vp€Z+.
~——

vakio
Siis
e 70
joten sarja hajaantuu hajaantumistarkastimen nojalla. |

Esimerkki 3.39. Tutkitaan sarjan

[e'e) k’k
2 i

k=1

—
suppenemista. o
Kun k£ — oo, niin
7o N (S Dl k*
|| 2k (k+ 1)1/ 2F- k!
22K (kDM
2k (B +1)! Kk

1 1 (k+1)k+1
2 k+1 kk

1 (k;+1)’“_1 <k+1)k
2 Kk 2 k
1 1\*
= —.(14=
5 (1)
1
— —-e
2
> 1.

Siis sarja hajaantuu osaméaaratarkastimen (lause 3.24) nojalla.
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4 Funktiosarjoista

4.1 Funktiosarjan suppeneminen

Seuraavaksi tarkastellaan sarjoja, joiden termit ovat (lukujen sijasta) jollakin vélil-
14 I maariteltyja funktioita. Tasméllisemmin funktiosarjalla (tai lyhyemmin sarjalla)
tarkoitetaan funktioista us: I — R, k € N, muodostettua sarjaa

Sarja on tietenkin méaaritelty valilla /. Sarjan osasummasta kdytetdan merkintaa

n—1

Sa(z) = > ug(x).

k=0
Osasummaa S, (x) vastaavasta jaannostermistd kaytetaan merkintéé

o0

Ru(z) = ) uk(z).
k=n
Numeeristen sarjojen tapaan nytkéan ei ole oleellista, milla kirjaimella sarjan
indeksia merkitadn tai aloitetaanko sarjan indeksointi nollasta, ykkosesta tai jostakin
muusta kokonaisluvusta. Samaten osasummasta voitaisiin aivan hyvin kiyttaa
merkintaa

5,(0) = 3 (o)

ja jaannostermista vastaavasti merkintaa

o

Ru(z) = > wy(z).
k=n+1
Jos piste £ = 0 kuuluu sarjan maéarittelyvéliin ja sarjan indeksointi aloitetaan nollas-
ta, sarjan ensimmaéisené terminé esiintyy myos epaméériinen muoto 0°. Aiempaan
tapaan talloin noudatetaan sopimusta, etti sarjan terminid 0° = 1.

Maaritelma 4.1. Funktioista ug: I — R muodostettu sarja

suppenee (eli suppenee pisteittdin tai tavallisessa mielessd) valilla I kohti sum-
mafunktiota S: I — R, jos

S(x) = kium)

jokaiselle yksittaiselle pisteelle x € I.

88



Huomautus 4.1. Sarja

2_: uy ()

suppenee kohti summafunktiota S(z) vililla I tdsmélleen silloin, kun

lim S,(z) = S(z)

n—oo

kaikilla z € I.

Huomautus 4.2. Kvanttoreita kéyttaen sarjan

(0.)

> uk(x)

k=0
suppeneminen valilla I tarkoittaa, etta

Vo € I: Ve > 0: In. € N siten, ettd |R,(x)] < ¢ Vn > n..

Jos sarjan osasumma on S,(z) ja summa S(z), niin ylld oleva ehto voidaan
ilmaista myos muodossa

Vo € [: Ve > 0: dn. € N siten, ettd |S,(z) — S(z)] < ¢ Vn > n..

Huomautus. Koska sarjan suppeneminen vélilla I palautuu sarjan suppenemiseen
valin I yksittaisissa pisteissa, luvussa 3 johdetut sarjojen perusominaisuudet ovat
voimassa myos valilla I (jos sarja suppenee vélilla I). Jos esimerkiksi ¢ € R ja

> ug(z) = S(x) ja > w(z) = T(x)
k=0 k=0
(ja siis tarkasteltavat sarjat suppenevat) valilla , niin myos
> coup(x) = ¢ S(x)
k=0

ja

Z(uk(a}) +wi(z)) = S(x)+T(x)

k=0
(ja kyseiset sarjat suppenevat) valilla I (vrt. lause 3.6, s. 58).

89



Esimerkki 4.1. Esimerkissa 3.4 (s. 52) osoitettiin, ettd geometrinen sarja

00
> ot
k=0

suppenee valillda I = |]—1,1[. Sarjan supetessa
o0
1
>t -
s 11—z

Jos |z| > 1, niin geometrinen sarja ei suppene vaan hajaantuu.

Esimerkki 4.2. Esimerkissa 3.38 (s. 86) osoitettiin, etta sarja

ooxk:

k!
i k!

suppenee kaikilla 2 € R. Sarjan summa maédritetdan esimerkissé 4.16 (s. 107).

Esimerkki 4.3. Olkoon ¢ € R. Tutkitaan, milloin sarja

i(m—c)"
n=1 n
suppenee. Kun = # ¢ ja n — 0o, niin
(@ =)/t D] nefe - Ce—d o -
= = |l —c x—c|.
|(z — ¢)™/n| (n+1)-|x—¢" n+1

Taten suppenemisen tarkastelu voidaan jakaa seuraaviin tapauksiin.

1°: Jos x = ¢, niin

ZL_C) = Y0 =0,
n=1 n n=1

joten sarja suppenee.

2°: Jos 0 < |x — ¢| < 1, niin sarja
i (x — )"
n=1 n

suppenee osamaariatarkastimen (itseisen suppenemisen version) nojalla.

3°: Jos |z — ¢| > 1, niin sarja
i (x — )"
n=1 n
hajaantuu osaméaaratarkastimen (itseisen suppenemisen version) nojalla.
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4°: Jos x — c = 1, niin

oo(x_c)n_ ool

joten sarja hajaantuu (esimerkki 3.3, s. 51).

5% Jos © — ¢ = —1, niin kyseessa on vuorotteleva sarja

>

n

joka suppenee Leibnizin lauseen nojalla (esimerkki 3.30, s. 80).

Kohdista 1° - 5° seuraa, etta sarja

i (x ;c)"

n=1

suppenee tédsmélleen silloin, kun z —c € [-1,1] eli € [c — 1,c+1].

Esimerkki 4.4. Koska

i 1)k 1$k - i (—
k=1 k=1
niin esimerkin 4.3 nojalla sarja
1)k 1k

k=1
suppenee tasmaélleen silloin, kun —z € [—1, 1] eli kun z € ]—1,1]. Sarjan summa
médritetadn esimerkisséa 4.14 (s. 103).

Esimerkki 4.5. Vastaavalla tavalla kuin esimerkissi 4.3 voidaan osoittaa, etté
sarja
00 l’ . 2 n

Z 2 22n

suppenee tédsmélleen silloin, kun = € [—2, 6] (harjoitustehtéva).
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4.2 Sarjan tasainen suppeneminen

Olisi mukavaa, jos funktiosarjan termien ominaisuudet (esimerkiksi jatkuvuus, deri-
voituvuus ja integroituvuus) periytyisivéit sarjan supetessa sarjan summafunktiolle.
Yleisesti néin ei kuitenkaan valttdmatté tapahdu (ks. esimerkki 4.13, s. 100). Siksi
on tarpeen tutkia sarjan pisteittaista suppenemista vahvempaa ominaisuutta.

Maaritelma 4.2. Sarja
> uk(x)
k=0
suppenee tasaisesti valilla I, jos

Ve > 0: In. € N siten, ettd |R,(z)] < ¢ Vrel, Vn > n,,

missi R, (x) on sarjan jadnnostermi (ks. s. 88).

Huomautus 4.3. Jos sarjan osasumma on S, (z) ja summa S(z), niin maari-
telman 4.2 ehto voidaan ilmaista myos muodossa

Ve > 0: In. € N siten, ettd |S,(z) — S(z)] < ¢ Vrel, Yn>n..

Huomautus 4.4. Sarja
> uk(x)
k=0
ei suppene tasaisesti valilla I, jos
de > 0: Vn. € N: o € I: In > n. siten, ettd |R,(z)| > €
eli jos
Je > 0: Vn. € N: Jz € I: dn > n, siten, etta |S,(z) — S(z)| > e,

missd S, (z) on sarjan osasumma ja S(z) sarjan summa.
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Huomautus 4.5. Jos sarja suppenee tasaisesti vélilla I, se suppenee tasaisesti
my0s jokaisella vélin I osavalilla.

Huomautus. Jos sarja suppenee tasaisesti vélilla I, se suppenee myos pisteit-
téain valilla 1.

Huomautus. Jos funktiosarja ei suppene jossakin véilin I pisteessé, sarja ei
tietenkddn suppene tasaisesti (eikd myoskéén pisteittdin) valilla 1.

Huomautus 4.6. Olkoon ¢ € R. Jos sarjat

i_o: ug(x) ja i_o: wi ()

suppenevat tasaisesti valilla I, myos sarjat

g:cuk(x) ja g:(uk(m) + w(x))

suppenevat tasaisesti vélilla I (harjoitustehtéva).

Esimerkki 4.6. Osoitetaan, ettd geometrinen sarja (ks. esimerkki 4.1, s. 90)

> 1
k

E{E =

k=0

11—z
suppenee tasaisesti jokaisella vilin |—1, 1| suljetulla osavililla [a, b].

Valitaan (mielivaltainen) ¢ > 0. Merkitédan

¢ = max Jal 0]},
jolloin 0 < ¢ < 1. Hyodyntamaélla geometrisen sarjan summakaavaa saadaan
jadnnostermille arvio (vrt. esimerkki 3.12; s. 59)
1 x

Ry(z) = Y aF = 2" Y aF = 2" = Ve e|-1,1].
k=n k=0 l—z l—=
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Taten

= Szt < " V€ la,b)].

Lisaksi

. 1
lim
n—oo | — ¢

joten on olemassa sellainen n. € N, etta

n

-t < € Vn > n..

1—c¢

Taten
|R.(x)| < &  Vx€&la,b, VYn>n..

Siis sarja
oo
>
k=0

suppenee tasaisesti valilla [a, b].

Esimerkki 4.7. Osoitetaan, ettéd geometrinen sarja (ks. esimerkki 4.1, s. 90)

o0
>t =
k=0

1
1—=x

el suppene tasaisesti valilla I = |—1, 1].

Valitaan € = 1. Olkoon n. € N mielivaltainen ja n > n. jokin joukon Z., alkio.
Olkoon lisdksi

z:(;)i:n;:;ﬁ.

Talloin z € I seka

2" 1 1
R, = = 2> 02— =1
[Fn2) ‘1—z 1—2z = 2
Siis sarja
>
k=0

ei suppene tasaisesti vélilla 1.
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Esimerkki 4.8. Olkoon a > 0. Talloin sarja

0 (L1)k-1
suppenee tasaisesti vaililld I = [a, oo (harjoitustehtéva). Huom. Jos a < 1, niin
piste x = 1 kuuluu véliin /. Tall6in

S
kx

1

k?

joten tasaista suppenemista ei voi osoittaa Weierstrassin M-testid (ks. lause 4.8)
kayttden. Tehtavé on siis ratkaistava suoraan maaritelmaé kéayttaen eli arvioimalla
sarjan jaannostermia.

Huomautus 4.7. Esimerkistéd 4.8 ndhdaén, etta sarjan tasainen suppeneminen
ei takaa, ettd sarja suppenisi itseisesti.

Sarjan tasaisen suppenemisen tutkiminen suoraan maéaaritelmaan perustuen on
melko hankalaa. Seuraavaksi esitettavd Weierstrassin M-testi tarjoaa joskus helpon
tavan osoittaa, ettd sarja suppenee tasaisesti. Testid ei kuitenkaan voi kayttad sen
osoittamiseen, etta sarja ei suppene tasaisesti.

Weierstrassin M-testissa tarkasteltavan sarjan termeja majoroidaan jonkin suppe-
nevan numeerisen sarjan termeilla. Talloin myos tarkasteltavan sarjan jaannostermia
voidaan arvioida koko valilla taman yhden suppenevan numeerisen sarjan jaan-
nostermilla. Koska numeerisen sarjan jaannostermi lahestyy suppenemisen vuoksi
nollaa termien lukuméaaran kasvaessa, saadaan riittava arvio myos tarkasteltavan
funktiosarjan jaddnnostermille (vrt. esimerkki 4.6, s. 93).

Lause 4.8 (Weierstrassin M-testi). Olkoot My, My, M,, ... ei-negatiivisia
reaalilukuja ja I jokin reaalilukuvéli. Jos

(i) ko € N siten, ettd |up(x)] < M, Vaxel, Vk> ko,

(ii) sarja Z M, suppenee,
k=0

[e.9]
niin sarja Y ug(z) suppenee tasaisesti vélillé I.
k=0
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Todistus. Valitaan (mielivaltainen) ¢ > 0, ja oletetaan, ettd n > kg. Lauseen
oletusten ja majoranttiperiaatteen nojalla sarjat

St Slull B 3w

suppenevat kaikilla z € I. Kayttamalla seurausta 3.10 (s. 62) seké oletusta (i) ja
lausetta 3.9 (s. 62) saadaan nyt

rmngmwsgwngm

kaikilla z € I.

Lisdksi oletuksen (ii) perusteella (huomautus 3.2, s. 53)

k=n

n—oo

joten lukujonon raja-arvon méaaritelmén nojalla on olemassa sellainen ny € N, etta
[o¢]
Z M, < ¢ Vn > nyg.
k=n

Taten

Ru(z)] < Y M, < ¢
k=n

aina, kun n > n. = max{ky,no} ja x € I. Siis sarja

suppenee tasaisesti valilla 1. [

Huomautus 4.9. Weierstrassin M-testin nojalla myos sarja

?mw

suppenee tasaisesti véalilla 1.
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Esimerkki 4.9. Osoitetaan, ettd jos s > 1, niin sarjat

>, sin(kx) _ >, cos(kx)
> a ;
-k -k
suppenevat tasaisesti joukossa R.
Olkoon s > 1. Télloin
sin(kz) 1 cos(kx) 1
1°: — < — Vee R, VkeZ,,
k| = e k| Sk TS *
o= 1 . .
2°: sarja Z o suppenee (esimerkki 3.18; s. 67).
k=1

Siis sarjat

sin(kx) (kx)

s i > cos
ja

suppenevat Weierstrassin M-testin nojalla tasaisesti joukossa R.

Esimerkki 4.10. Kayttamallda Weierstrassin M-testid voidaan osoittaa, ettd sarja

5 (1 —kx)x

k=1

suppenee tasaisesti vélilla [0, 1] (harjoitustehtéva).

Esimerkki 4.11. Osoitetaan, etta sarja

OO.CEk

i k!
suppenee tasaisesti jokaisella dérellisella valilla [a, b].

Kéytetddn majoranttisarjana valin [a, b] péétepisteessé saatavaa sarjaa. Olkoon
siis ¢ = max{|al, |0 }. Talloin

" ck
].ﬁ SE Vxe[a,b], VkEN,
00 ck
2°: sarja kz_% 7 Suppenee (esimerkki 3.38, s. 86).

Taten sarja

ooxk

k!
i k!

suppenee tasaisesti vélilla [a, ] Weierstrassin M-testin nojalla.
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Esimerkki 4.12. Vastaavasti kuin esimerkissa 4.11 voidaan osoittaa, etta sarjat

00 (—1)kl’2k ' 00 (—1)k$2k+1
2 (2k)! Ja kzzo 2k + 1)!

k=0

suppenevat tasaisesti jokaisella dérelliselld valilla [a, b] (harjoitustehtéava).
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4.3 Tasaisen suppenemisen seurauksia
4.3.1 Summafunktion jatkuvuus

Osoitetaan seuraavaksi, ettd vaikka sarjan supetessa sarjan termien jatkuvuus
jollakin valilla ei valttamaéatta periydy sarjan summafunktiolle, nain tapahtuu, jos
sarjan suppeneminen on tasaista.

Lause 4.10. Jos vililli I tasaisesti suppenevan sarjan termit ovat jatkuvia
valilld I, myos sarjan summafunktio on jatkuva valilla I.

Todistus. Todistetaan jatkuvuus tapauksessa, jossa tarkasteltava piste on valin [
sisdpiste. Tapaukset, joissa kyseessd on (esimerkiksi suljetun) véilin paatepiste,
todistetaan vastaavasti (harjoitustehtiva).!

Olkoon siis @ € I vilin I sisépiste. Valitaan (mielivaltainen) ¢ > 0. Olkoon
lisiksi S, (x) tasaisesti suppenevan sarjan osasumma ja S(z) summa (valilla I).

Koska sarja suppenee tasaisesti vélilla , huomautuksen 4.3 (s. 92) nojalla on
olemassa sellainen n. € Z,, ettéa

1S, (z) — S(z)| < % Ve el, ¥n>n..

Olkoon nyt n > n.. Koska sarjan termit ovat jatkuvia vélilld I, sarjan (dérellinen)
osasumma S, (z) on jatkuva pisteessi z = a. Téten jatkuvuuden mééritelméan
nojalla on olemassa sellainen § > 0, etta?

|Sh(x) — Spla)| < % aina, kun |r — a| <.

Jos siis |z —a| < 0 (ja x € I), niin

S(@) = S(a)| = |S(x) = Su(@) + Su(@) — Sula) + Sula) — S(a)|
E15(2) = Su@)] + [5a(x) — Su(0)] + [Sula) - S(a)
e € ' € ' B
< g + g + §
= E.

Siis funktio S(z) on jatkuva pisteessid © = a. Koska a oli mielivaltainen vélin 1
piste, niin S on jatkuva valilla I. |

IT4116in on tarkasteltava vasemmalta tai oikealta jatkuvuutta.
2Todistuksen yleisyyttd rajoittamatta voidaan olettaa luvun § olevan niin pieni, ettd jos
|z —a| < 4, niin x € I.
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Huomautus. Sarjan summafunktio voi tietenkin olla jatkuva valilla I, vaikka
sarjan suppeneminen ei olisikaan tasaista valilla I (ks. esimerkki 4.7, s. 94).

Seuraus 4.11. Jos sarjan termit ovat jatkuvia vélilla I, mutta sarjan summa-
funktio ei ole jatkuva valillid I, niin sarja ei suppene tasaisesti valilla 1.

Esimerkki 4.13. Tutkitaan sarjan

o0

> (1 —2%)a"

k=0

tasaista suppenemista valilla [—1, 1].
Koska

oo

Z (1—a2®)a" = 1-2%) ) 2",
k=0

niin geometrisen sarjan suppenemisen nojalla tarkasteltava sarja suppenee (pisteit-
tain) ja
> 1
(1-— z? = (1-2%- =14z
Z ( ) 11—z *

kaikilla x € |—1, 1[. Lisaksi sarja suppenee, kun x = +1, silla talloin

Y1—2%)2k = >0 =
k=0 k=0

Siis sarja suppenee valilla [—1, 1] ja

i(l 2) 1 r+1, kun|z| <1,
—z)a” =
=0 0, kun |z| = 1.

Nyt sarjan termit ovat jatkuvia vélilld [—1, 1]. Sarjan summafunktio sen sijaan
ei ole (vasemmalta) jatkuva pisteessi x = 1. Taten seurauksen 4.11 nojalla sarja

i(l —z%)z"

k=0

ei suppene tasaisesti valilla [—1, 1].
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4.3.2 Sarjan integrointi

Osoitetaan sitten, ettd funktiosarja voidaan integroida termeittéin, jos sarja suppe-

nee tasaisesti ja sarjan termit ovat jatkuvia.

Lause 4.12. Oletetaan, etta

(i) funktiot uy ovat jatkuvia valilla [a,b] (kaikilla k € N),
(ii) sarja S(z) = Y wuk(x) suppenee tasaisesti valillé [a, b).
k=0

Talloin termit ug(z) integroimalla muodostettu sarja suppenee ja

j(élﬁc(x)) dr = g% a/buk(:v) .

=S(z)

Todistus. Valitaan (mielivaltainen) ¢ > 0, ja merkitdin
n—1
Sp(z) = Z ug (), nez,.
k=0

Koska funktiot uy ovat jatkuvia ja sarjan suppeneminen on tasaista vélilla [a, b], niin
lauseen 4.10 (s. 99) nojalla summafunktio S on jatkuva ja siten myo6s integroituva
valilla [a, b]. My6s sarjan yksittéiset termit ja osasummafunktiot S, (n € Z, ) ovat
jatkuvina funktioina integroituvia vélilla [a, b].

Koska sarja suppenee tasaisesti vililla [a, b], on huomautuksen 4.3 (s. 92) nojalla

olemassa sellainen n. € Z,, etta

Sula) = S(a)| < - - Vrelab], Vn>n.
Jos siis n > n., niin

b b b

/Sn(x) dx—/S(x) dz| = /(Sn(x)—S(x))dm

IN
—
R
=
I
“n
=
a
&
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’ €
< d
a/b—a o

Siis lukujonon raja-arvon mééaritelmén nojalla

n—o0

(4.1) lim s / S(x

ja edelleen

i/b“k@)dl’ = ,}L%Z/w

k=0 k=0 &
b 1
= lim <Z uk(x)> dx
n—oo ) \i%o
= lim /Sn(x) dx

st
(i wio)) do =

Il
g\@

Seuraus 4.13. Oletetaan, etta c € I ja

(i) funktiot uy ovat jatkuvia valilla I (kaikilla k € IN),

(ii) sarja S(t Z uy(t) suppenee tasaisesti valilld 1.
Téll6in yhtélon (4.2) oikealla puolella oleva sarja suppenee ja

(4.2) / S(t / (Z uk(t)> i =3 / () dt

kaikilla x € I.

Huomautus. Yhtalo (4.2) ei valttaméattd pade (mutta voi péted), jos sarjan sup-
peneminen ei ole tasaista.
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Esimerkki 4.14. Osoitetaan, etta

© (1] k—1 .k
Z()kx = log(1l +z) Ve e]-1,1].
k=1

Esimerkin 3.6 (s. 54) nojalla véite patee, kun x = 1. Tarkastellaan siis avointa
valid |—1, 1] . Otetaan lahtokohdaksi geometrinen sarja

> 1

z_:<_t)k = m’ tE]—l,l[,

ja integroidaan sarja termeittdin. Sarja suppenee tarkasteltavalla valilla, mutta
suppeneminen ei ole tasaista koko vélilla (esimerkki 4.7, s. 94). Sen sijaan valilla
[—a, a], missd 0 < a < 1, suppeneminen on tasaista (esimerkki 4.6, s. 93).

Olkoon nyt x € [—a,a]. Koska tarkasteltavan geometrisen sarjan termit ovat
jatkuvia valilla |—1, 1], niin seurauksen 4.13 nojalla

O/rlitdt — j(i(—t)k>dt

= i /x(—t)’“dt

x thrl

N g(_l)k/ k1

B i(_l)k l,kJrl
= E+1

Toisaalta

xT

!
/1+tdt = /10g(1—|—t) = log(l+z)—logl = log(1+ x),
0 0
joten

00 (_1>k—1 [L‘k L [L‘k_H
4.3 ~ 7 = S Y e
ay  FER St

hE

= log(1 + x).
k

Koska 0 < a < 1 ja & € [—a,a] olivat mielivaltaisia, yhtalo (4.3) patee kaikilla
x € |—1,1] ja samalla siis koko valilla |—1, 1].
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Esimerkki 4.15. Lasketaan sarjan
y L
= k2k
summa.

Alauksi havaitaan, etta
1
1 1/1\* 1
_— = — () = / — - =
k 2k kE\2 / k

oo oo
Z xkfl — Z xk
k=1 k=0

suppenee tasaisesti valilld [0, 1] (esimerkki 4.6, s. 93) ja termit 2*~! (k € Z,.) ovat

jatkuvia vélillé [0, 1]. Téten lauseen 4.12 perusteella

2 Ve

S —

Edelleen sarja

1
00 1 0o /2 1
— = " dx

(50 - j(iﬁ) "

k=0

1=

2

I
—

0

1
1—=x

dx

I
S —

—log(1 — z)

I
o\mH

= —log%—i—logl

log 2.

Huomautus 4.14. Jos esimerkin 4.14 tulos oletetaan tunnetuksi, esimerkin 4.15
tulos voidaan laskea suoraan

o0 1 o0 _1k:_1klk [e'e) _1k—1_lk
SIS Yo e I Yl
k=1 k=1 k=1

= —log(l—l—(—%)) = —log% = log2.



4.3.3 Sarjan derivointi

Tarkastellaan sitten sarjan derivointia termeittain jollakin vélilla. Nyt sarjan ta-
sainen suppeneminen ei voi olla riittdava ehto sille, ettd sarjan summafunktio on
derivoituva ja summafunktion derivaatta on sarjan termit derivoimalla muodostetun
sarjan summafunktio. Esimerkiksi sarja

sin(kx)
2

suppenee tasaisesti joukossa R (esimerkki 4.9, s. 97), mutta sarjan termit derivoi-
malla muodostettu sarja

i cos(kx)
P

hajaantuu harmonisena sarjana esimerkiksi pisteessé x = 0.

Riittavéa ehto on nyt derivoimalla saadun sarjan tasainen suppeneminen. Itse
sarjasta riittda olettaa tasaisen suppenemisen sijasta suppeneminen pelkastadn
yvhdessa tarkasteltavan valin pisteessa.

Lause 4.15. Oletetaan, etté

(i) funktiot uy ja uj, ovat jatkuvia vélilla I (kaikilla k € IN),

oo
(ii) sarja »_ uy(c) suppenee ainakin yhdessé pisteessi c € I,
k=0

oo
(iii) sarja »_ wj(x) suppenee tasaisesti vélilld I.
k=0

Téalloin sarja
S(@) = > ux(z)
k=0

suppenee (pisteittdin) kaikilla x € I ja sarjan summafunktio S on derivoituva
valilla I seka
d o0

S'(z) = . u(z) = Y u(z) Vxel
k=0 k=0
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Todistus. Lauseen 4.10 (s. 99) nojalla funktio

F) = kiuux)

on jatkuva ja siten integroituva vélilla I. Olkoon nyt x € I. Merkitadn
Flz) = / F(t) dt.

Talloin seurauksen 4.13 (s. 102) nojalla

F(z) = jf(t)dt = j(éuk(t)) dt
= Ii)/xuﬁﬁ(t) dt

= 3 (nle) ~ (o)
Siis sarja
; (ur(z) — ur(c))

suppenee (koska sen summafunktio on F(z)). Taten myos sarja

kﬁuk(m) - §<uk<x>—uk<c>+uk<c>> - ki(uk(a:)—uk@» n gum

suppenee kahden suppenevan sarjan summana (lause 3.6, s. 58). Lisaksi
S(z) = F(x)+ S(c).

Koska f on lauseen 4.10 (s. 99) nojalla jatkuva valilla I, niin F' on lauseen 1.2
(s. 1) nojalla derivoituva valilla I ja

d | >
Fla) = — [f)dt = f@2) = Y u(a)
xr k=0
kaikilla x € I. Taten my6s S on derivoituva valilla I ja

7 (F@+50) = Fl) = S

kaikilla z € I. O

S'(z) =
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Esimerkki 4.16. Sarja

suppenee kaikilla x € R (esimerkki 4.2, s. 90). Maaritetaén sarjan summafunktio f.

Merkitdan

ug(z) = o (k€ N).
Koska ugy(z) =0 ja
k-1 k-1
/ o _
u(x) = k 1 =] VkeZ,,

niin
oo

(4.4) kiu;c(x) =0+ l;i (k“”_ ) ifg - ;uk(x)

kaikilla x € R. Siis sarja ja siitd termit derivoimalla saatu sarja ovat sama sarja.
Esimerkin 4.11 (s. 97) nojalla tdmé sarja suppenee tasaisesti jokaisella aérellisella
valilla [a, b].

Koska liséksi termit ug(z) ja uj(z) ovat jatkuvia kaikilla z € R ja kaikilla
k € N, niin lauseen 4.15 nojalla

d o0 oo
= — ) w(r) = ) w(z)
dx kz::o ;;Z:O K

44)

Z u(x) = f(x)

jokaisella dérelliselld vélilla [a, b]. Téaten
f(z) = f(x) Vx € R.
Koska
—(f(x)e™) = (f'(x) = f(x))e™ =0 VzeR,
niin integraalilaskennan peruslauseen nojalla on olemassa sellainen C' € R, etta
flx)e ™ = C vz € R.

Siis
flx) = C-€° Vz € R.
Koska f(0) = 1, niin C' = 1. Téten

flx) = — = ¢ Vo € R.
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Huomautus. Siis

2

IL‘3

T
e = 1+x+ 5+ 5+

2!

3!

Vr € R.
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5 Potenssisarjoista

5.1 Maaritelma

Olkoot ag, ay, as, . . . reaalisia vakioita ja ¢ € R.

Maaritelma 5.1. Muotoa

o0

Z (x—c) = ap+ai(r—c)+ay(x—c)?+---

olevaa sarjaa sanotaan c-keskiseksi potenssisarjaksi.

Nytkédan ei tietenkddn ole merkitystéd, merkitdanko potenssisarjan summausin-
deksié kirjaimella k vai jollakin muulla kirjaimella, esimerkiksi kirjaimella n. Osa
vakioista ag, ay, as, ... voi olla myos nollia, jolloin merkintdja voidaan joskus yksin-
kertaistaa jattamalla kyseiset termit merkitseméatta (ks. esimerkit 5.3 ja 5.5 seké
huomautus 5.1).

Selvisti jokainen potenssisarja suppenee (vakioiden ag, aq, as, . .. arvoista riip-
pumatta) pisteessi z = ¢. On my6s mahdollista, ettd piste x = ¢ on ainoa piste,
jossa potenssisarja suppenee (ks. esimerkki 5.1). Toisaalta potenssisarja voi supeta
koko reaalilukujoukossa (ks. esimerkki 5.2) tai sitten jollakin aarellisella valilla (ks.
muut esimerkit ja luku 5.2).

Esimerkki 5.1. Osaméarédtarkastimen nojalla potenssisarja

o0
> kl(z — )
k=0
suppenee vain, kun x = ¢. Jos nimittiin x # ¢, niin

(k4 1)! (z = o))
k! (2 — )]

= (k+1)- |z —¢ — oo,
kun k£ — oo.

Esimerkki 5.2. Potenssisarja
Sar = ah

suppenee kaikilla 2 € R (esimerkki 4.2, s. 90).
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Esimerkki 5.3. Esimerkin 4.3 (s. 90) perusteella potenssisarja

i (x — )"

n=1 n

suppenee tasmélleen silloin, kun z € [¢ — 1,¢+ 1].

Esimerkki 5.4. Olkoon A # 0. Geometrisen sarjan (esimerkki 4.1, s. 90) suppene-
misesta seuraa, etta potenssisarja

?A(x—c)k = A-kfi(x—c)k

suppenee tasmaélleen silloin, kun |z — ¢| < 1 eli kun z € e — 1, ¢+ 1]. Jos erityisesti
A =1jac=0, kyseessd on potenssisarja

o
>t
k=0
eli tavallinen geometrinen sarja. TAméa suppenee, kun = € |—1,1].

Esimerkki 5.5. Kayttamalla osamaaratarkastinta ja Leibnizin lausetta voidaan
osoittaa, etta potenssisarja

= r— —

i<_1)kx2k+l— x3+£5_5i7+_”
2k +1 3 5 7

k=0

suppenee tasmaélleen silloin, kun x € [—1, 1] (harjoitustehtava).

Huomautus 5.1. Kun esimerkin 5.5 sarjan suppenemista tutkitaan esimerkiksi
osamaaratestilla, kyseessa on sarja

00
D ar
k=0

missa

ap = (_1)k $2k+1 Vk e N
2k +1 '

Potenssisarjana ajateltuna kyseessa on kuitenkin sarja

oo
> ana”,
n=0

k 9 n n
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Kuten jo alussa todettiin, potenssisarja suppenee joko yhdessa pisteessa tai
sitten jollakin valilla (joka voi olla koko reaalilukujoukko).

Lause 5.2. Jos potenssisarja suppenee pisteessa x, # ¢, niin sarja suppenee
(vielapé itseisesti) myos valilli

{IER‘ |x—c]<r} = le—r,c+r],

missd r = |z, — ¢|.

Todistus. Oletetaan, etté sarja
o
> ap(zy —o)”
k=0

suppenee ja x; # c. Koska suppenevan sarjan termit ovat rajoitettuja, on olemassa
sellainen M > 0, etta

ag| " = ‘ak(xl—c)k‘ < M VkeN

eli

Siis

M |z — | g
‘ak(x—c)k‘§-|m—c|k:M-< > Ve € R Vk e N.
Taten sarja
‘ak(x—c)k‘ < M Vk e N

suppenee itseisesti majoranttiperiaatteen nojalla, kun |z — ¢| < r (majoranttina
suppeneva geometrinen sarja). ]

Seuraus 5.3. Jos sarja
Z ap(xy — c)*
k=0

hajaantuu ja |r —c| > |x1 —c| (=71), myds sarja

[e.¢]
ap(x — c)f
k=0

hajaantuu.
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5.2 Potenssisarjan suppenemisside ja -vali

Luvun 5.1 esimerkeisté ja tuloksista havaitaan, etta yleisesti potenssisarja nayttaisi
suppenevan jollakin vélilla (tai vain pisteessi x = c¢). Tarkastellaan nyt asiaa

tasmallisemmin.

Maaritelma 5.2. Jos joukko

S = { |z — ¢ ‘ ki ap(z — c)* suppenee}
—0

on ylhéalta rajoitettu, niin potenssisarjan

i ap(x — c)F
k=0

suppenemisside R = sup S. Jos joukko S ei ole ylhadlta rajoitettu, niin R = co.

Lauseen 5.2 nojalla saadaan vélittémésti seuraavat tulokset (harjoitustehtéva).

Lause 5.4. Potenssisarjan suppenemissateella R on seuraavat ominaisuudet.
(i) Jos R =0, niin sarja suppenee vain, kun x = c.
(ii) Jos R = oo, niin sarja suppenee kaikilla x € R.

(iii) Jos 0 < R < oo, niin sarja suppenee, kun |x — ¢| < R, ja sarja hajaantuu,
kun |z —c[ > R.

Huomautus 5.5. Jos 0 < R < oo, niin lauseen 5.4 kohdan (iii) perusteella po-
tenssisarja suppenee valilld |c — R, ¢ + R|. Kyseisté vilid kutsutaan potenssisarjan
suppenemisviliksi. Jos R = 0, niin potenssisarjan suppenemisvéli surkastuu pisteek-
si ¢, ja jos R = oo, niin suppenemisvali on koko reaalilukujoukko.

Huomautus 5.6. Suppenemisvalin péatepisteissa ¢ — R ja ¢ + R potenssisarja voi
supeta tai hajaantua (ks. esimerkki 5.7, s. 113).!

1 Joskus potenssisarjan suppenemisvalilli tarkoitetaan vilid, joka sisiltdd nyt méadritellyn sup-
penemisvélin (eli avoimen vélin) lisdksi my0ds valin pdétepisteet tai paétepisteen, jos potenssisarja
suppenee kyseisissé pisteissa.

112



Huomautus 5.7. Potenssisarjan suppeneminen ja itseinen suppeneminen ovat
yhtéapitavid muualla paitsi mahdollisesti pisteissd ¢ — R ja ¢ + R.

Esimerkki 5.6. Esimerkin 5.1 (s. 109) potenssisarjan suppenemisside on 0 ja
esimerkin 5.2 (s. 109) potenssisarjan suppenemisside on oo.

Esimerkki 5.7. Esimerkkien 5.3 (s. 110), 5.4 (s. 110) ja 5.5 (s. 110) jokaisen
potenssisarjan suppenemisside on 1.

Suppenemisvalin paatepisteissé esimerkkien 5.3 - 5.5 sarjat kuitenkin kéyttayty-
vat eri tavalla. Esimerkin 5.4 potenssisarja hajaantuu suppenemisvalin molemmissa
paatepisteissa, esimerkin 5.5 sarja suppenee suppenemisvalin molemmissa paétepis-
teissd ja esimerkin 5.3 sarja suppenee toisessa paitepisteessa ja hajaantuu toisessa
paatepisteessa.

Jos potenssisarjan kertoimet ovat itseisarvoltaan pienempia tai yhtasuuria kuin
jonkin toisen potenssisarjan kertoimet, niin potenssisarjojen suppenemissateet ovat
kaanteisessa jarjestyksessa. Tamé nahdaan seuraavasta lauseesta.

Lause 5.8. Olkoot R; ja Ry (jdrjestyksessa) potenssisarjojen

Yap(x—c)f  ja > bi(z—c)F

k=0 k=0
suppenemissateet. Jos on olemassa sellainen ky € N, ettd
(5.1) lax| < |bk| Vk > ko,

niin Ry > R,.

Todistus. Olkoon x; jokin vélin |c¢ — Ry, ¢ + Ry| piste. Télloin sarja
Z br(xy — ¢)*
k=0

suppenee itseisesti. Ehdosta (5.1) seuraa téten majoranttiperiaatteen nojalla, etté

myos sarja
oo

ar(zq — c)k

n=0
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suppenee itseisesti. Siis sarja

o0
Z (z —c)*
=0
suppenee kaikissa vélin |¢ — Rs, ¢ + Rs[ pisteissid. Taten Ry > Rs. U

Huomautus 5.9. Olkoon M > 0, m > 0 ja R potenssisarjan

o0

Z l’—C

suppenemisside. Jos on olemassa sellainen ky € N, etté
(i) Jar| < M kaikilla k > ko, niin R > 1,
(ii) |agx| > m kaikilla & > ko, niin R <1,

(iii) m < |ax| < M kaikilla k > ko, niin R = 1.

Todistus. Viite seuraa suoraan lauseesta 5.8, silld esimerkin 5.4 (s. 110) perusteella

potenssisarjat
(e} o)
> m(x — )" ja > Mz —c)f
k=0 k=0

molemmat suppenevat tdsmaélleen silloin, kun |z — ¢| < 1, joten kummankin sarjan

suppenemissade on yksi. O

Esimerkki 5.8. Maéritetadn potenssisarjan
o0
Z Qg ZEk
k=0

suppenemissade R, kun tiedetaén, ettéa klim ap = 3.
— 00

Koska

lim a, = 3,
k—o0

niin lukujonon raja-arvon perusominaisuuksien nojalla on olemassa sellainen kg € N,

etta
2 < a, <4 VEk > k.

Téaten huomautuksen 5.9 kohdan (iii) nojalla R = 1.
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Seuraava lause antaa kéyttokelpoisen ja usein helpon tavan maarittad potenssi-

sarjan suppenemissade.

Lause 5.10. Jos

L (0 <A< oo tai A= 00),

lim
k—o0

Af41

niin potenssisarjan
(e ¢]
> ap(z — c)F
k=0

suppenemissade R = A.

Todistus. Jos x = ¢, niin tarkasteltava potenssisarja suppenee. Jos taas x # ¢, niin

a Tr—c k+1
(5.2) lim ‘ i ) ‘ = lim
k—ro0 |ak<x — c)k| k—ro0

1
Jo—d = 5 lo—d,

A

Qf+1
Qg

joten sarjan suppenemista voidaan tutkia osaméaratarkastinta kayttéaen.
1°: Jos A =0 ja x # ¢, niin raja-arvo (5.2) on aaretén. Téten sarja hajaantuu,
kun = # c. Siis R= A (= 0).
2°: Jos A = oo, niin raja-arvo (5.2) on nolla. Téaten sarja suppenee kaikilla
z € R. Siis R=A (= 00).
3°: Jos 0 < A < o0, niin sarja suppenee, kun
1 .
Z-|x—c|<1 eli |z —¢c| < A,

ja hajaantuu, kun

Jr—e¢ > 1 eli |z —c| > A.

| =

Siis R = A. 0

Huomautus. Lause 5.10 ei ole voimassa kaantaen, silla lauseessa vaadittava
raja-arvo ei véalttamattéa ole olemassa (ks. esimerkki 5.11).
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Esimerkki 5.9. Maéritetadn potenssisarjan

e}

S(k+1)a*
k=0
suppenemisside R.
Koska

lim = 1,

k+1l | k1
k—o0 (k:—i—l)-i—l

T i k +2
niin lauseen 5.10 nojalla R = 1. Suppenemisvélin paétepisteissa x = +1 sarja

hajaantuu hajaantumistarkastimen nojalla, joten sarja suppenee téasmélleen silloin,
kun |z| < 1.

Esimerkki 5.10. Maaritetdan potenssisarjan

> |
> M

n
n=1

n

suppenemisside R.

Kun n — oo, niin

n!/n™ n! (n+ 1)+t
(n+ 1)1/ (n+ 1)+ n®  (n+1)!
B (TL + 1)n+1
- (n+1)

- oy

Taten R = e lauseen 5.10 nojalla. Sarja siis suppenee, kun |z| < e, ja hajaantuu,
kun |z| > e.

Suppenemisside ei kuitenkaan kerro mitdan sarjan suppenemisesta pisteissé
r = + e, joten naissa pisteissa suppeneminen on tutkittava erikseen.
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Esimerkki 5.11. Oletetaan, ettd n? < a, < n* kaikilla n € Z,. Maéiritetadn
potenssisarjan

(o]
> g
n=1
suppenemissade R.

Olkoot Ry ja R4 (jarjestyksessd) potenssisarjojen
Z n’x" ja Z ntam
n=1 n=1

suppenemissiteet. Koska n? < a,, < n* kaikilla n € Z,, niin lauseen 5.8 nojalla

Ry > R > R,.
Toisaalta ) A
n n
lim —— =1 ' lim —— =1
ntto (n+1)2 ) nt00 (n+1)* ’

joten lauseen 5.10 nojalla Ry = R4 = 1. Siis R = 1.

Huomautus. Lauseen 5.10 kaytossa on kuitenkin oltava huolellinen. Koska

2k
lim =
k—o0

9k+1 2’

niin varomaton lauseen 5.10 kdytto antaa esimerkiksi potenssisarjan
oo
Z 2k’x2k‘
k=0

suppenemissateeksi virheellisesti R = %

Potenssisarjana ajateltuna kyseessa on kuitenkin sarja
Z a,r",
n=0
missa
28 kun n = 2k (k € N) eli n on parillinen,
ap, =
0, kunn=2k+1 (k€ N) eli n on pariton.

Téaten joka toinen sarjan termi on nolla ja perdkkéaisten termien osamédrin raja-
arvoa ei voida tutkia. Nain ollen sarjan suppenemissidetta ei voida maarittaa
lausetta 5.10 kayttaen.

Osamaéaaratarkastinta kdyttden sarjan suppenemissiateeksi saadaan R =

Sl

(harjoitustehtavéa).
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5.3 Potenssisarjan mairittelema funktio

Tutkitaan seuraavaksi potenssisarjan summafunktiota. Potenssisarjan suppenemis-
ominaisuuksista seuraa, ettd potenssisarjan summafunktio on maéritelty jollakin
valilla (tai mahdollisesti vain yhdessé pisteessd).

Luvussa 4 osoitettiin, ettd jos funktiosarja suppenee tasaisesti jollakin vélil-
14, sarjan termien jatkuvuus ja integroituvuus periytyvat sarjan summafunktiolle.
Siksi aloitetaan osoittamalla, ettd potenssisarja suppenee aina tasaisesti jokaisel-
la suppenemisvélin suljetulla osavalilla. Seurauksena saadaan sitten véalittomaésti
summafunktion jatkuvuutta ja integroituvuutta koskevat tulokset.

Lause 5.11. Olkoon

o0

> ap(z —o)*

n=0
potenssisarja, jonka suppenemisside R > 0. Talloin sarja suppenee tasaisesti
jokaisella vélilli I, = [¢ —r,c+r], missda 0 < r < R.

Todistus. Koska
‘ak(aj—c)k‘ = |ag| - |z =" < |ag|-r* Veel, ja VkeN

ja sarja
>laxlr* =3 |ar((c+7) — )|
k=0 k=0

suppenee (huomautus 5.7, s. 113), niin Weierstrassin M-testin (lause 4.8, s. 95)
nojalla sarja

ap(x — c)k
k=0
suppenee tasaisesti valilla . O
Lause 5.12. Olkoon -
fla) = Y an(z =)
k=0

potenssisarja, jonka suppenemisside R > 0. Tallbin sarja madérittelee koko
suppenemisvélilld |¢ — R, ¢ + R| jatkuvan funktion f.
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Todistus. Sarjan termit ay(x — ¢)¥ ovat jatkuvia kaikilla z € R ja kaikilla k € N,
joten lauseen 4.10 (s. 99) nojalla myds sarjan summafunktio f on jatkuva jokaisella
lauseen 5.11 vélilla I,.. Koska r voi olla mielivaltaisen lahella lukua R, summafunktio
on jatkuva koko valilla J¢e — R, ¢+ R|. O

Lause 5.13. Potenssisarja

o0

Z ZE—C

voidaan integroida termeittdin jokaisella sarjan suppenemisvélin |¢ — R, ¢ + R
(R > 0) suljetulla osavalilli [a,b] eli termit integroimalla muodostettu sarja

suppenee ja
b

/bf(x)d Z/akx—c

k=0 3

Todistus. Lauseen 5.11 nojalla sarja

o0

> ap(z —c)f

k=0
suppenee tasaisesti valilla [a, b]. Koska sarjan termit ovat lisdksi jatkuvia valilla [a, b],
véite seuraa lauseesta 4.12 (s. 101). O

Koska potenssisarjan termit voidaan helposti integroida, lauseen 5.13 tulos

saadaan muotoon
b

/f da:— k+1/(x_c)k+1_gkﬁ1<<b_c>k+l_(a_c)k+l>'

Valitsemalla ylla a = c ja b = x saadaan termeittéin integrointia koskevalle tulokselle

seuraava muoto.

Seuraus 5.14. Olkoon

oo

Z .CE—C

potenssisarja, jonka suppenemissidde R > 0. Jos x € |¢ — R, c+ R|[, niin

o0

ag k41
tydt = Y — o)L,
/f > piyo)
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Esimerkki 5.12. Osoitetaan, etta

= (D e
arctanz = x Vo e [-1,1].
ok 11

Esimerkkien 3.7 (s. 56) ja 3.10 (s. 58) perusteella véite pétee vélin péétepisteissa

x =1 ja x = —1. Tarkastellaan siis avointa valid |—1, 1[. Otetaan ldhtokohdaksi
potenssisarja

o0 o 1

Z(_l)kt% — Z(_tQ)k — ’

k=0 k=0 142

jonka suppenemisvéli on geometrisena sarjana |—1, 1[. Taten lauseen 5.13 perusteella

dt = /( t)dt
0 0
/(—1)’%2’%&
0

I
hE

k=0
i /”C 252k+1
k=0 0 2k +1
S e
i 2k +1
kaikilla « € |—1, 1[. Toisaalta
X 1 X
/ dt = /arctant = arctanz
0 1+ 0

kaikilla x € R, joten

= (DR gk
arctanz = » ———ux Vo e]-1,1].
Ok 1

Siis véite pétee koko valilla [—1,1]. Kun |z| > 1, véite ei tietenkddn péde, silla
sarja hajaantuu (ks. esimerkki 5.5, s. 110).

Tarkastellaan sitten potenssisarjojen derivointia termeittdin. Aluksi osoitetaan,
ettd jos muodostetaan uusi sarja derivoimalla jonkin potenssisarjan termit, tuloksena
on potenssisarja, jolla on sama suppenemissade kuin alkuperéiselld potenssisarjalla.
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Lause 5.15. Potenssisarjoilla

> ap(z —o)* ja > kag(z — )"
k=0 k=1

on sama suppenemisséde.

Todistus. Olkoot Ry ja Ry (jarjestyksessi) sarjojen

Z ag(z — c)k ja Z kag(z — c)k 1
k=0 k=1

suppenemissateet. Koska
lap| < |kax|  Vk € Zy,

niin lauseen 5.8 (s. 113) nojalla Ry > Rs.
Osoitetaan sitten, ettd Ry < Ry. Olkoon 0 < r < R;. Talloin sarja

o0

Z JI—C

suppenee pisteessa x = ¢ + r. Koska suppenevan sarjan termit ovat rajoitettuja, on
olemassa sellainen M > 0, etta

|t = |ar((c+r) =) < M Vkez,

eli I
r
Siis Ak -
)k:ak(x k1‘<k — lz—c" b b
r r r

kaikilla x € R ja kaikilla k € Z, . Edelleen sarja

© Mk _ k-1 M == _ k-1 M S —clk

Zi x—c 7ka c _ Zk+1$ &

oo P r

suppenee (esimerkki 5.9, s. 116) aina, kun <leli|z—c|<r.

Taten sarja
> kag(z — o)t
k=1

suppenee majoranttiperiaatteen nojalla aina, kun |z — ¢| < r. Siis sarja suppenee
kaikilla z € Jc — 7, ¢ + r[, joten Ry > r. Koska r voidaan valita mielivaltaisen ldhelta
lukua Ry, niin Ry > R ja edelleen Ry = Rs. O
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Seuraus 5.16. Jos sarja
> ap(z — c)
k=0

integroidaan termeittdin (yli valin [c, z|), niin saadulla sarjalla on sama suppe-
nemissade kuin alkuperaisella sarjalla.

Huomautus. Termeittain derivoimalla tai integroimalla saadun sarjan suppene-
misesta suppenemisvilin paatepisteissa ¢ — R ja ¢ + R edelld olevat tulokset eivét
kerro mitaan.

Lause 5.17. Potenssisarja

> ap(z —c)f

k=0
voidaan derivoida termeittdin jokaisessa suppenemisvalinsa |c — R,c+ R]
(R > 0) pisteessa eli

(5.3) iz:ak(:n—c)k =Y kay(z — o) Vo € |lc— R,c+ RJ.
dz (= k=1

Todistus. Jokaisella valilla I = [¢ — r,c 4 r|, missd 0 < r < R, on voimassa

1° Y ap(z — ¢)F suppenee (silli r < R),
k=0

2°: > kag(r — )" ! suppenee tasaisesti (lause 5.11 ja lause 5.15),
k=1

3% termit ag(z — ¢)F (k € N) ja kag(x — )k (k € Z,) ovat jatkuvia.

Taten sarja
[e.@]

> ap(z — c)

k=0
voidaan lauseen 4.15 (s. 105) nojalla derivoida termeittéin ja yhtélo (5.3) on voimassa
jokaisella vélilla I,.. Koska r voidaan valita mielivaltaisen lahelta lukua R, niin

i_o: ap(x — c)F

voidaan derivoida termeittiin koko vélilld J¢ — R, ¢ + R[ ja yhtalo (5.3) on voimassa
kaikilla z € ¢ — R, c+ R]. O
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Esimerkki 5.13. Méaritetdan sarjan
00 ij
fl@) = >+
ok

summa valilld |—1, 1[. Esimerkin 5.3 (s. 110) nojalla sarjan suppenemisside R = 1.
Téten

d 00 .’Ek o] k-.%k_l 0o [e'e) 1
dr ;= k =k k=1 k=0 =
kaikilla « € |—1, 1[. Koska myos
1
D(—log(1 — =
(~log(l —x)) = -

niin integraalilaskennan peruslauseen nojalla on olemassa sellainen C' € R, etta
f(x) = —log(l—2)+C
kaikilla x € |—1,1[. Koska f(0) =0, niin C' =0 ja
f(z) = —log(1 —2)
kaikilla « € |—1,1].

Seuraus 5.18. Potenssisarjan

i ap(x — c)f

k=0

summafunktiolla S(x) on sarjan suppenemisvalilld |c— R, c+ R[ (R > 0) kaikkien
kertalukujen derivaatat ja

(5.4) S(”)(a:):i_o:k-(k:—l)- oo (k=(n—=1)-ap - (x—c)F "

kaikilla x € |c — R,c+ R|.

Huomautus 5.19. Potenssisarjan
S(z) = Z ap(x — c)f
k=0

summafunktion derivaatat S(™(z) ovat sarjan suppenemisvililld tietenkin myos
jatkuvia.
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Jos yhtélossa (5.4) erityisesti x = ¢, niin summalausekkeen muut termit kuin
k = n ovat nollia. Taten

S(")(c) =n-n—-1)----(n=m=-1))-a, = nl-a,

li
ell B 1

i S™(¢)

Qp

kaikilla n € N. Siis

o gk (¢
S(z) = ];Sk!()(:c—c)k Ve €le— R,c+ RJ.

Naéin on tullut todistetuksi seuraus 5.20.

Seuraus 5.20. Jos funktio f voidaan esittaa valilli Jc — h,c+ h[ (h > 0) po-

tenssisarjana
o0

flz) = Z ap(z — c)F,

k=0
niin tama esitys on yksikasitteinen ja

kaikilla k € N.

Lause 5.21 (Yksikisitteisyyslause). Jos jollakin vélilla Jc— h, ¢+ h[ (h > 0)

on voimassa
o0

ap(z — o) = > by(x — o),
=0 k=0

k
niin ay, = by, kaikilla k € N.

Todistus. Jos potenssisarjojen yhteinen summafunktio valilla ¢ — h, ¢ + h[ on S(x),
niin seurauksen 5.20 nojalla

SE) (¢
= k:!() = b

kaikilla £ € N. O
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5.4 Taylorin sarja

Tahan asti funktiosarjoja tutkittaessa paaasiallisena tavoitteena on ollut maarittaa
sarjojen summafunktioita. Seuraavaksi tarkastellaan kadnteista tehtavaa eli etsitaan
potenssisarjaa, jonka summafunktio on jokin haluttu funktio.

5.4.1 Taylorin polynomi

Ennen varsinaista tarkastelua esitetaén yksi kdyttokelpoinen aputulos, jonka avulla
pystytdan mahdollisesti arvioimaan l6ydetyn potenssisarjan virhetermia.

Lause 5.22 (Taylorin lause). Jos funktio f ja sen derivaatat f', f", ..., f(
ovat jatkuvia valilld [a,b] ja derivaatta f™*Y) on olemassa vélilld |a, b[, niin on
olemassa sellainen £ € |a, b|, ettd

n R (g (n+1)
0 = 3 St o-at + oo

Todistus. Merkitdan

Fw) = > T oo
k=0 )
ja
glx) = (b—a)"",
jolloin
npk)
) = g (s 3 S o o)
nf pk) (o o
— f/((E) + kz_: (f k'( ) (b— :Ij')k _ (J]; _(1>)‘ (b— :L')k1>
(n1) (5
_ Sy
ja
g(x) = =(n+1)(b—2)"

Lauseen oletusten nojalla funktiot g(z) ja F(z) ovat jatkuvia valilla [a, b] ja
derivoituvia valilla ]a, b[. Téten (differentiaalilaskennan) yleistetyn valiarvolauseen
nojalla on olemassa sellainen & € |a, b], etta

(5.5) F'(§)[g(b) —g(a)] = g ()IF(b) — F(a)]



eli

(n+1)
P e o) — gfa)] = ~(n+ 00— & [FO) ~ Fla)].
Siis f(”+1)(f)
o) — g(@)] = ~(n+ 1) [F(b) - Fa)
seké edelleen ; (n+1)(£)
I [9(b) — g(a)] = —[F(b) — F(a)]
ja
(n+1)
Fo) = Fla) + 28 ey o)

(n+1)!
Koska F'(b) = f(b),

n (k) a
F@) = 3 T 6oy

k=0 k

ja

niin

& () S et
f(b)—g) X (b—a)k+m(b—a)+- -

Jos b < a ja Taylorin lauseen oletukset ovat voimassa viéleilld [b, a] ja ]b, a[, niin
Taylorin lauseen todistuksessa £ € b, a[ ja yhtélo (5.5) korvautuu yhtalolla

F'(§)lg(a) = g(b)] = ¢'(§)[F(a) = F (b)),

joka on yhtépitédva yhtdlon (5.5) kanssa. Taten voidaan esittdd seuraava huomautus.

Huomautus 5.23. Taylorin lause on voimassa my0s, kun b < a. Télloin tietysti
¢ € ]b,al ja lauseen oletuksia on tarkasteltava véleilla [b, a| ja ]b, al.

Taylorin lauseen oletuksia tarkasteltaessa havaitaan, etté jos derivaatta f(

(n € Z,) on jatkuva vililla [a, b], my6s derivaatat f/, f”, ..., f*=1

vililld [a, b]. Muutenhan derivaattaa f™ ei voitaisi muodostaa. Téten olisi riittényt
n+1)

ovat jatkuvia

olettaa pelkistiin derivaatan £ jatkuvuus. Jos vastaavasti derivaatta f( on
olemassa jollakin valilla I, niin derivaattojen f’, f”,..., f™ on oltava jatkuvia

valilla I. Nain ollen voidaan esittda seuraava Taylorin lauseen seuraus.
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Seuraus 5.24. Jos funktio f on n+1 kertaa derivoituva pisteen c jossakin
ympaéristossa I ja x € I (x # ¢), niin on olemassa sellainen £ € |c,z| (tai
€ €lx, [, jos x < c), ettd

- f(k)(c> k f(nﬂ)(g) n+1
(5.6) flz) = ;g) X (x — )" + m(z—c) )

Todistus. Sovelletaan Taylorin lausetta valilla [c, z] (tai [z, c]). O

Huomautus 5.25. Jos © = ¢, niin yhtdlo (5.6) on voimassa kaikilla luvun ¢
arvoilla, silla
=) e, SV fOc)

2T em Gy em T = T w0 =@

Maaritelma 5.3. Yhtalossa (5.6) esiintyvaa summaa

n (k) c
Tn(x) _ kz_: f k!( ) (:L'—C)k

kutsutaan funktion f(x) Taylorin polynomiksi pisteessa c. Jos erityisesti ¢ = 0,
niin polynomia kutsutaan funktion f(x) Maclaurinin polynomiksi.

Taylorin polynomia kayttéden seuraukselle 5.24 saadaan jonkin verran selkeampi
esitysmuoto.

Huomautus 5.26. Jos funktio f on n+1 kertaa derivoituva pisteen c jossakin
ympéristossa [ ja © € I (z # ¢), niin on olemassa sellainen & € ]c, x| (tai
€ €lx,f, jos v < c), etté

missa
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Taylorin lauseessa arvio jaannostermille saatiin differentiaalilaskennan yleistettya
véliarvolausetta kayttden. Kayttamalla osittaisintegrointia voidaan helposti todistaa
(induktiolla, harjoitustehtavd) Taylorin lauseen jadnnostermille tdsmaéllinen esitys
(= huomautus 5.27). Talléin on oletettava my6s derivaatan f™+ jatkuvuus.

Huomautus 5.27. Jos funktio f ja sen derivaatat f’, f”.....f™+Y ovat jatku-

via pisteen ¢ jossakin ympaéristossa [ ja x € I, niin
f(z) = Tu(z) + Ru(2),

missa

Ro(z) = ;l [ £ @ oy e

Esimerkki 5.14. Muodostetaan funktion

f(z) = log(1+2)

Taylorin polynomi pisteesséd ¢ = 0 (eli funktion Maclaurinin polynomi).

Funktiolla f(z) = log(1 4 x) on selvésti kaikkien kertalukujen (jatkuvat) deri-
vaatat, kun x > —1. Olkoon siis x > —1. Derivoimalla funktio muutamia kertoja
havaitaan, etta

@) = = o)

@) = (D142
@) = (DD (),
@) = (DE2)3) 1+

Induktiolla voidaan nyt helposti todistaa, ettéa

k—1 —k (=)' (k1)
(=D (k=1 1+2)" = At af Vk > 1,

—~
=

&
Il

fR0) = DR -1 V>
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Koska f(0) = 0, niin funktion f Maclaurinin polynomi on

n_ £k
k=0 :

PRSI ST

(-t

= k
= x
2

kaikilla n € N. Jos n = 0, niin ylla Ty(x) = 0.
Liséksi huomautuksien 5.27 ja 5.26 nojalla (r > —1,n € N)

log(l+x) = T,(z) + R,(z),

missa
Ral) = — [ 70000 (o~ bt
0
1 ¢ (=1)"n! .
_ n!/(1+t)n+l (z —t)" dt
0

W [ (@t
= (=1) 0/(1t)”“dt
tai (jos  # 0)

Rn(ﬂl) — f(n+1)(§) xn+1

(n+1)!
o (=D)ren! 1 it
T a4 ()’
_ <_1)n n+1

CEITETEE .

missa & € |0, z[ (tai € € |z, 0[, jos < 0).
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5.4.2 Taylorin sarja

Tarkastellaan sitten varsinaista tehtévaa eli etsitddn potenssisarjaa, jonka summa-
funktio on haluttu funktio f. Lahtokohdan tarjoaa seuraus 5.20 (s. 124), silla jos
funktiolla f(x) on vililla J¢ — h, ¢ + h[ (h > 0) potenssisarjakehitelméa

[e.e]

fl@) = Y an(e =),

k=0

niin seurauksen 5.20 nojalla
AR
R

ag

Siis etsitty potenssisarja on

oo r(k) c
57) > Lo,

jota nyt tutkitaan tarkemmin.

Maaritelméa 5.4. Sarjaa (5.7) kutsutaan funktion f(z) Taylorin sarjaksi (tai
sarjakehitelmdksi) pisteessa c. Jos Taylorin sarjassa ¢ = 0, niin sarjaa kutsutaan
funktion f(x) Maclaurinin sarjaksi.

Funktion f(z) Taylorin sarja voidaan muodostaa pisteessé c silloin, kun f*)(c)
on olemassa kaikilla £ € N eli funktiolla f on pisteessa ¢ kaikkien kertalukujen
derivaatat. Talloin derivaatat f*)(z) ovat olemassa (ja ne ovat jatkuvia) myos
jollakin vlilld Jc — h,c + h[ (h > 0), silld f**V(c) voidaan muodostaa vain, jos
derivaatta f*)(c) on médritelty pisteen c jossakin ympéristossa.

Funktion f(x) pisteesséd ¢ muodostetun Taylorin sarjan summa ei valttdméattéa
ole f(z) kaikilla z € R. Ensinnékin sarja voi hajaantua muuttujan z joillakin
arvoilla. Toisaalta on mahdollista, etta vaikka sarja suppenee jollakin valilla 7, niin
sarjan summa ei ole f(x) valilla I (ks. esimerkki 5.23, s. 136).

Pisteessd x = ¢ sarjan summa on aina f(c), silla

> fk)(c N O (¢
2 k:!()(c o = 0!(>_

k=0

mutta yleisesti Taylorin sarjan summa on f(z) vain, kun sarjan osasumma eli
vastaava Taylorin polynomi T, (x) lahestyy arvoa f(z), kun n — oo. Toisin sanoen
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jos funktion f Taylorin sarja voidaan muodostaa pisteessé ¢, niin

() (k’)c
o) = S o

i K
tasmalleen silloin, kun

lim 7,(x) = f(x) eli lim R,(z) = 0,

n—oo n—oo

missd R, (z) on huomautuksissa 5.26 ja 5.27 esiintyva Taylorin polynomia 7,,(x)
vastaava jaannostermi. Esitetdan asia vield tdsmallisesti lauseen muodossa.

Lause 5.28. Oletetaan, etta funktiolla f on kaikkien kertalukujen derivaatat
pisteessa c. Talloin

oo r(k) c
fy = S o
k=0 :

tasmalleen silloin, kun
Jim () = 0.

missé R, (x) on huomautuksissa 5.26 ja 5.27 esiintyva Taylorin polynomia T,,(x)
vastaava jaannostermi.

Jos funktion f Taylorin sarjan summa pisteessd x on f(z), sanotaan, ettd sarja
esittdd funktiota f pisteessa x. Taylorin sarjan voimassaoloalue on niiden pisteiden
joukko, joissa sarja esittda funktiota f. Joskus sanotaan myos, etta funktio f
voidaan kehittdd Taylorin tai Maclaurinin sarjaksi.

Esimerkki 5.15. Muodostetaan funktion
f(z) = sinz

Maclaurinin sarja, ja osoitetaan, etta sarja esittad funktiota sinx kaikilla z € R
(eli sarjan voimassaoloalue on koko reaalilukujen joukko).

Induktiolla voidaan helposti todistaa, etta
() = (=Dfsinz  ja (@) = (=1)*cosz
kaikilla £ € N ja kaikilla x € R. Taten

fE0) =0  ja fEDO) = (—1)F
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kaikilla £ € IN. Siis

O i () B 1
kz:% R g] e

on funktion f(z) = sinz Maclaurinin sarja. Osoitetaan vield, ettd tamén sarjan
summa on sin z kaikilla z € R.

Jos z = 0, niin seka sarjan summa etta sinin arvo ovat nollia, joten sarja esittaa
funktiota sin z. Olkoon sitten x # 0. Taylorin lauseen (huomautus 5.26) nojalla
sine = T,(z) + R,(z),

missa 7;,(x) on funktion sinz Maclaurinin polynomi (n € N) ja

f(n+1) (5) xn—‘,—l

R,(z) = (€ €]0,2] tai € €]z,0]).

(n+1)!
Nyt
n n+1
Bae)] = |10 | o ol
" (n+1)! ~ (n+1)!
kaikilla n € N ja
‘ ‘x|n+1
lim = 0,
n—= (n + 1)!
joten
lim Ry(z) = 0.
Siis lauseen 5.28 nojalla
. RS (—1)* 2%k+1 _ ad

Taylorin lauseen vaatima funktion derivaattojen laskeminen ja jaddnnostermitar-
kastelu on usein tyoldsta. Seuraava jo aluksi esitetty huomio tarjoaa mahdollisuuden
kayttaa Taylorin lauseen sijasta jo aiemmin muodostettuja potenssisarjoja.

Huomautus 5.29. Jos funktiolla f(z) on valilld ¢ — h, ¢+ h[ (h > 0) potens-
sisarjakehitelmé

[e.9]

(5.8) fl@) = Y an(z — o),

k=0

niin seurauksen 5.20 (s. 124) nojalla tdmé sarja on funktion f(z) Taylorin sarja
pisteessa c.
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Huomautus 5.30. Huomautuksen 5.29 Taylorin sarjan voimassaoloalue on vahin-
tadn huomautuksen vili ¢ — h, ¢ + h[, mutta voimassaoloalue voi olla laajempikin.
Voimassaoloalue sisaltaa esimerkiksi kaikki ne véliin J¢ — h, ¢ + h[ kuulumattomat
pisteet z, joille on jo osoitettu, ettéd ehto (5.8) on voimassa. Talloinhdn muodostettu
Taylorin sarja esittda funktiota f(x) myos pisteessa x. Téllainen tilanne voi esiintya
esimerkiksi, jos |¢ — h, ¢+ h] on tarkasteltavan Taylorin sarjan suppenemisvéli ja
valiin kuulumaton piste on suppenemisvalin paatepiste.

Aiemmin muodostettuja potenssisarjoja voidaan nyt yrittda hyodyntaa joko
suoraan tai muokkaamalla niitd sopivasti. Jos on aiemmin osoitettu, etta jonkin
oikeaa muotoa olevan potenssisarjan summa on jossakin pisteen ¢ ymparistossa
funktio, jonka Taylorin sarjaa etsitdén, niin tehtava on sarjan muodostamisen osalta
jo suoritettu. Jaljella on mahdollisesti viela sarjan voimassaoloalueen méarittaminen,
jos voimassaoloalue ei selvid aiemman tarkastelun perusteella.

Jos toisaalta edelld mainittua potenssisarjaa ei ole tiedossa, voidaan yrittda muo-
kata tunnettuja potenssisarjoja siten, ettd uuden sarjan summa on haluttu funktio.
Mahdollisia tapoja ovat esimerkiksi sarjojen derivointi ja integrointi, funktioiden si-
joittaminen sarjoihin muuttujan z tilalle tai sopivien (esimerkiksi trigonometristen)
kaavojen kaytto. Lahtokohdan tarjoaa esimerkiksi geometrinen sarja

> 1
>t = :
=0 1l—x
joka potenssisarjana on funktion
1
fla) = ——

Maclaurinin sarja valilla |—1, 1].

Esimerkki 5.16. Esimerkisséd 4.14 (s. 103) osoitettiin geometrista sarjaa integroi-
malla ja aiempia tuloksia kayttaen, etta

S, e e
log(l+z) =) ~———2* =o—-—+—=—-—+---  Vzel|-11].
2 2 "3 1

Huomautusten 5.29 ja 5.30 nojalla kyseinen sarja on funktion log(1+ x) Maclaurinin
sarja valilla |—1, 1].

Jos x > 1 tai x < —1, niin sarja hajaantuu (esimerkki 4.4, s. 91). Téten sarjan
summa ei voi olla log(1 + z) (ja log(1 + ) ei edes ole méaaritelty, kun < —1).
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Esimerkki 5.17. Maéritetdan kosinin Maclaurinin sarja ja sarjan voimassaoloalue.

Kosinin Maclaurinin sarja voidaan tietysti méarittda vastaavasti kuin sinin
Maclaurinin sarja esimerkissé 5.15. Menetellddn nyt kuitenkin toisin ja hyodynne-
tdan esimerkisséd 5.15 muodostettua sarjaa

. - (_1)k 2k+1
= § L S v/ R.
SIn x 2 (2k+1)!x T €

Koska tdamaé sarja voidaan potenssisarjana derivoida termeittain, niin
cosx = D(sinz)

k=0

_ i (1) '_D(kaJrl)

kaikilla x € R.. Siis funktion cos z Maclaurinin sarja on

)k 22 gt g
!

)x%zl—f—l— +--- vV € R.

_
st = kz:% (2k 20 4 6l

Esimerkki 5.18. Esimerkissa 5.12 (s. 120) osoitettiin geometrista sarjaa integroi-
malla ja aiempia tuloksia kayttaen, etta

= (=DF e a2’
tanz = 3 — - yre[-1,1].
arc tan x 2 wr1” T—3 + z T € | ]

Huomautusten 5.29 ja 5.30 nojalla kyseinen sarja on funktion arc tan x Maclaurinin
sarja valilla [—1, 1].

Jos |z| > 1, niin sarja hajaantuu (esimerkki 5.5, s. 110), joten sarjan summa ei
tietenkéén ole arc tan x (eli sarja ei esitd funktiota arctan z).
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Esimerkki 5.19. Esimerkissi 4.16 (s. 107) osoitettiin, etta

Oox OO1

Huomautuksen 5.29 nojalla sarja on funktion e Maclaurinin sarja (kaikilla z € R).

Esimerkki 5.20. Maaritetdan funktion
et —1

fl@y=1 = '
1, kun x =0,

kun z # 0,

Maclaurinin sarja ja sarjan voimassaoloalue.

Esimerkin 5.19 perusteella

[e%s) l’k [e’s) .CCk
k=0 k=1
joten
et — 1 1 00 xk 00 xk—l oo QZk
- . S = Vo #0
x x kz::l k! kzzjl k! kz:%) (k+1)
Liséksi
i ot —1+O+ +--- =1 = f(0)
(k+1) 2! 3! B ’

joten sarja esittda funktiota f(x) myos pisteessd z = 0. Taten huomautuksen 5.29
nojalla

f(x)—ika—1+f+—2+x—3+ VreR
= (k+1)! ! ! '

Esimerkki 5.21. Méaritetddn funktion a* (a > 0) Maclaurinin sarja ja sarjan
voimassaoloalue.

Esimerkin 5.19 perusteella

o = ea:loga _ Z (xokg'a) - Z (Olgg'a) xk Vo € R,
k=0 . k=0 )

joten huomautuksen 5.29 nojalla

> (1
Z oga v Vr e R.

k=0
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Esimerkki 5.22. Maaritetddn funktion f(z) = e3**! Maclaurinin sarja ja sarjan
voimassaoloalue.

Esimerkin 5.19 perusteella

[e'e) k 00 k
e+l _  3m (3z)* e3®
e =ec-e = ¢ ;;:0 = ;;:0 o T Vre R

Esimerkki 5.23. Olkoon

Voidaan suhteellisen helposti osoittaa, ettd f(™(0) = 0 kaikilla n € N (harjoitus-
tehtava). Téten funktion f(x) Maclaurinin sarja on

$ 00 20

x”zZOzO Vr e R.
n=0

n! n!

Sarja tietenkin suppenee kaikilla x € R mutta antaa funktion f(z) arvon vain
pisteessa x = 0.

5.4.3 Sovelluksia

Taylorin sarjaa voidaan kayttaéd esimerkiksi funktion raja-arvon ja aériarvon maa-
rittdmiseen (korvaamalla funktio Taylorin sarjallaan), derivaattojen méaarittdmiseen
pisteessa ¢ seké yleensakin erilaisiin likiarvotehtéviin.

Esimerkki 5.24. Mairitetddn derivaatta f(™(0), kun

e —1
, kun x #0,
fl)=4 =
1, kun x = 0.
Esimerkin 5.20 nojalla
> 1
r) = — " Vr € R.
/(@) ;::0 (n+1)!
Téaten seurauksen 5.20 (s. 124) nojalla
(n)
S7(0) = ! VneN
n! (n+1)!
ja edelleen
1
™(0) = Vn € N.
70) n+1 me
Siis esimerkiksi 1
(2019) _
/ (0) 2020
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Esimerkki 5.25. Méaritetdan raja-arvo

Tehtéva voidaan ratkaista kayttamalla neljé kertaa 1’Hospitalin saédntoa, mutta
téalloin joudutaan kohtuullisen mutkikkaisiin derivointeihin. Méaritetaan raja-arvo
nyt I'Hospitalin sddannnon sijasta kiayttamalld funktioiden potenssisarjaesityksia.

Esimerkin 5.19 nojalla

i P e
e :1+x+§+§+]+5+a+“- Vr € R,
joten
2 23 P . S
U s U e E T
¢ T2 PTIREEIRT
T A
= X @—Fa—Fa—f‘"'
kaikilla x € R. Esimerkin 5.18 nojalla taas
2P
arctanr = r — — + — — - -+ Ve e [—1,1],
Tt [—1.1]
joten
3 5 2 4
3 N x x 4 x x
t - Ty ) = 1— 24 ..
z®arctan x(x 3—1—5 ) x( 3—|—5 )

I2 T

kaikilla x € [—1,1]. Jos siis 0 < |z| < 1, niin
x 3 4(1 z x?
6—1—1‘—7—? 37(@4‘54‘@‘1‘"‘)

z3 arc tan z x4(1—“§—2+%—--->

1 T z2
oy T e T

z2 zd
1 3+5

)

josta nahdaan suoraan, etta

2 3
e —l—x—-%5 - % 1 1

4! 24

lim 3
z—0 x°arctanx
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Esimerkki 5.26. Méaritetdan integraalille

1

2
/exdx
0

sellainen likiarvo, etté virhe on korkeintaan 1072,

Esimerkin 5.19 perusteella

2 = (—a?) > (—1)"
e :;;) o :;;) o 2%k Vr e R.

Potenssisarjana sarja voidaan integroida termeittiin, joten

1 1
/6_12 de = /
0 0

I

3
O\H

= L

=

8

[\~]

ol

I~y

)

S (=D* ok
2 / (21<;+1)1<;!5‘”k+

o
= 2k + 1)k
Tulokseksi saatu sarja toteuttaa selvasti Leibnizin lauseen ehdot, joten sarja suppe-
nee ja jaannostermille saadaan arvio
1

R| < —
Bl = (2n + 1)n!

kaikilla n € N. Virheelle asettu vaatimus toteutuu nyt, jos

1

< 1072
2n+1)n! —

eli
(2n + 1)n! > 100.

Pienin epayhtalon toteuttava kokonaisluku on 4, joten esimerkiksi

1 3 k
2 (—1) 1 1 1 26
Tdr =~ E — = 1l—-—-4— == = —
0/6 v (2k+1)k! 3+10 42 35

k=0

tuottaa halutun tarkkkuuden.
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Esimerkki 5.27. Arvioidaan funktiota f(r) = sinz vililla [0, §] tarkkuudella
1074
Esimerkissé 5.15 (s. 131) osoitettiin, etté

sine = T,(z) + Ru(x),

missd T),(x) on funktion sin z Maclaurinin polynomi (n € N) ja

|:L‘|n+1

[Fn(@)] < (n+1)!

kaikilla 2 € R ja kaikilla n € N. Vililla [0, §] tarvittavaksi ehdoksi tulee taten

1 n+1
— (”) < 107,
(n+ 1) \4
joka toteutuu, kun n > 6.

Siis riittdvin tarkka tulos saadaan, kun valitaan arvioksi esimerkiksi Tg(x).

Téten kaikilla 2 € [0, 7] on voimassa arvio

a2

sinz = Tg(x) + Re(z) = x_§+§_5’

missé 0] < 107 .
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