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Alkusanat

Tama moniste on tarkoitettu oheislukemistoksi Tampereen yliopistossa pidetta-
vélle kurssille Analyysi B. Monisteen tavoitteena on tukea luentojen seuraamista,
harjoitustehtavien ratkaisemista ja tentteihin valmistautumista. Moniste sisaltaa
melko kattavasti kurssilla késiteltavit asiat, mutta paikoitellen lisaselitykset ja
mahdollinen lisamateriaali helpottanevat tekstin seuraamista ja esitettyjen asioiden
ymmartamistd. Moniste ei varsinaisesti ole tarkoitettu kattavaksi itseopiskelupake-
tiksi.

Monisteen rakenne ja sisidlto pohjautuvat Riemann-integraalin maérittelya lu-
kuun ottamatta suurelta osin jo edesmenneen Seppo Vepsilédisen aikoinaan Tampe-
reen yliopistossa pitamiin luentoihin. Sisdltéa on jonkin verran muokattu kevyem-
paan suuntaan ja myos rakenteessa on tehty muutoksia.

Kurssin menestyksellinen seuraaminen edellyttdd Tampereen yliopiston opinto-
jaksolla Analyysi A (ja sen esitietoina olevilla opintojaksoilla) esitettyjen asioiden
hyvaé hallintaa. Jos kurssilla tarvittavat esitiedot ovat padsseet unohtumaan tai
niiden hallinnassa on muusta syysta puutteita, myos esitietojen kertaamiseen pitaé
varata riittévésti aikaa (kurssin Analyysi B seuraamisen ohessa). Koska moniste
on suoraa jatkoa kurssin Analyysi A vastaavalle monisteelle, matematiikan opis-
kelun luonnetta koskevien huomautusten osalta naissd alkusanoissa tyydytaan
viittaamaan kurssin Analyysi A monisteen alkusanoihin.

Lopuksi esitan kiitokset kaikille, jotka ovat kommenteillaan, ehdotuksillaan ja
neuvoillaan auttaneet minua tamén monisteen teossa.

Pertti Koivisto
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1 Esitietoja

1.1 Supremum ja infimum

Joukon pieninté ylarajaa (supremum) ja suurinta alarajaa (infimum) on késitelty jo
kurssilla Analyysi A. Kerrataan viela aluksi supremumin ja infimumin méaaritelmét ja
perusominaisuuksia seka esitetdan muutamia mychemmissa todistuksissa tarvittavia

aputuloksia.

Maaritelma 1.1. Olkoon A C R, A # (). Jos joukon A ylarajojen joukossa on
pienin, niin se on joukon A pienin yliraja eli supremum (merkitédén sup A).

Maéritelméa 1.2. Olkoon A C R, A # (). Jos joukon A alarajojen joukossa on
suurin, niin se on joukon A suurin alaraja eli infimum (merkitdan inf A).

Taydellisyysaksiooman nojalla jokaisella epatyhjalla ylhaalta rajoitetulla jou-
kon R osajoukolla on pienin ylaraja. Vastaavasti jokaisella epéatyhjalla alhaalta

rajoitetulla joukon R osajoukolla on suurin alaraja.
Seuraava lause kuvaa infimumin ja supremumin suhdetta yksinkertaisessa eri-

koistapauksessa.

Lause 1.1. Olkoot A ja B epétyhjia joukon R osajoukkoja. Jos A C B, niin

infB < infA < supA < supB.

Todistus. Harjoitustehtéava.

Yleisesti joukon A supremumin tai infimumin ei tarvitse kuulua joukkoon A.
Jos ne kuitenkin kuuluvat joukkoon A, niin joukon A yli- ja alarajoina ne ovat
vastaavasti joukon A suurin alkio max A ja pienin alkio min A. Tulos on voimassa

myoOs kadntden, miké nahdaan seuraavasta lauseesta.



Lause 1.2. Olkoon A epéatyhja joukon R osajoukko.

(a) Jos joukossa A on suurin luku M, niin sup A = M.

(b) Jos joukossa A on pienin luku m, niin inf A = m.

Todistus. Ks. Analyysi A.

Huomautus. Weierstrassin min-max-lauseen nojalla suljetulla valilla [a, b]
jatkuvan funktion f kuvajoukossa f([a,b]) on suurin ja pienin alkio.

Seuraava lause antaa vaihtoehtoisen tavan tutkia joukon supremumin ja infi-
mumin olemassaoloa. Lause on hyodyllinen apuviline todistettaessa tdsmaéllisesti
supremumin ja infimumin ominaisuuksia.

Lause 1.3. Olkoon A epéatyhja joukon R osajoukko. Télléin

(a) sup A = G o (i) VeeAd:z <G,
(i) Ve>0:3dxeAix>G—¢,

(b)infd = g o (i) VeeA:x>yg,
(i) Ve>0:drxeArx<g+e.

Todistus. Ks. Analyysi A.

Riemann-integraalin maarittelyssa erityista merkitysta on tilanteella, jossa yhden
joukon kaikki alkiot ovat pienempia tai yhtasuuria kuin jonkin toisen joukon alkiot.
Talloin tarkastellaan sellaisia epéatyhjia joukkoja A C R ja B C R, etté

a<b Va € A ja Vbe B.

Seuraavaksi esitetadn lauseiden muodossa muutama téllaisia joukkoja koskeva tulos.
Tuloksia hyodynnetain myohemmissé todistuksissa. Intuitiivisesti tulokset tuntuvat
luonnollisilta, ja ne voidaan suhteellisen helposti todistaa tasmallisesti esimerkiksi
lauseen 1.3 avulla. Itse tasmalliset todistukset jatetédan harjoitustehtéavaksi.



Lause 1.4. Olkoot A C R ja B C R sellaisia epétyhjia joukkoja, ettd a < b
kaikilla a € A ja kaikilla b € B. Télloin

supA < inf B.

Todistus. Harjoitustehtéva.

Lause 1.5. Olkoot A C R ja B C R sellaisia epatyhjid joukkoja, ettda a < b
kaikilla a € A ja kaikilla b € B. Téllin

supA = inf B

tasmalleen silloin, kun jokaista positiivilukua € > 0 kohti on olemassa sellaiset
alkiot a € A jab € B, ettd
b—a < e.

Todistus. Harjoitustehtéava.

Hyodyntamalla lukujonon raja-arvon perusominaisuuksia saadaan lauseen 1.5

seurauksena valittomaéasti seuraava tulos.

Seuraus 1.6. Olkoot A C R ja B C R sellaisia epétyhjia joukkoja, ettd a < b
kaikilla a € A ja kaikilla b € B. Téll6in

supA = inf B

tasmalleen silloin, kun on olemassa sellaiset lukujonot (a,) ja (by), ettd a, € A,
b, € B ja

lim a, = lim b,.
n—oo n n—oo n

Liséksi talloin
supA = inf B = lim a, (= lim b,).

n—oo n—oo

Todistus. Harjoitustehtéva.



1.2 Raja-arvo ja jatkuvuus

Kurssilla Analyysi A esitetyt lukujonon raja-arvoa seké funktion raja-arvoa ja
jatkuvuutta koskevat tulokset oletetaan jatkossa tunnetuksi. Tavanomaisten las-
kusadntojen ohella tarvitaan esimerkiksi suljetulla valilla jatkuvien funktioiden
ominaisuuksia (mm. Bolzanon lause ja Weierstrassin min-max lause). Liséksi hyo-
dynnetdén polynomi- ja juurifunktioiden, eksponentti- ja logaritmifunktioiden sekéa
trigonometristen funktioiden ja niiden kaanteisfunktioiden jatkuvuustuloksia seka
joitakin kurssilla Analyysi A johdettuja raja-arvotuloksia. Téllaisia ovat esimerkiksi
raja-arvot

(1.1) lim zsin L = 0 ja lim
x—0 T x—0 €T

Eksponentti- ja logaritmifunktioiden osalta on syytéd palauttaa mieleen myos
logaritmin normaalit laskusaannot seka kaava

1
(1.2) log, x = 08T

loga

(x > 0,a > 0,a # 1), jolla a-kantainen logaritmi saadaan palautetuksi (luonnolli-
seksi) logaritmiksi, ja yleinen muunnoskaava

Flz)® = log f@?) _ 9(@)log f(z) (f(z)>0).

Muunnoskaavan erikoistapauksina tulevat kéyttoon myos yleisen eksponenttifunk-
tion maaritelma

(1.3) a® = e"lose (xeR,a>0)

ja yleisen potenssifunktion maéritelma

(1.4) N (x>0,a€R).

Liséksi tarvitaan raja-arvoa

(1.5) lim &1

x—0 €T

I
=




Seuraavaksi esitetddn viela kertauksena muutama tulos, joihin tullaan viittaa-
maan my6hemmin. Tulokset on todistettu kurssilla Analyysi A. Aluksi pari funktion
raja-arvoa koskevaa lausetta.

Lause 1.7. Olkoon lim f(z) = A. Jos tdlléin on olemassa sellainen 6y > 0,

etta
flz) <M Vo € UgM(a),

niin A < M, ja jos on olemassa sellainen d,, > 0, ettd
flx)>m  VaxeU; (a),

niin A > m.

Lause 1.8. Olkoon lim f(z) = A. Jos A > 0, niin on olemassa sellainen ¢ > 0,
etta
f(z) >0 Vz € Uj(a),

ja jos A < 0, niin on olemassa sellainen § > 0, etta

flz) < 0  VzeUsa).

Kéanteisfunktioita tutkittaessa joudutaan nytkin rajoittumaan tietyn tyyppisiin
funktioihin. Tésméllisesti ottaen hyodynnetéén tietoa, etté jos funktio on jollakin
véalilla aidosti monotoninen ja jatkuva, niin funktiolla on kdénteisfunktio, joka myos
on aidosti monotoninen ja jatkuva.

Lause 1.9. Olkoon f: [a,b] — R sellainen aidosti kasvava ja jatkuva funktio,
ettd f(a) = A ja f(b) = B. Tall6in funktiolla f: [a,b] — [A, B] on kddnteis-
funktio f~': [A, B] — [a,b], joka on vililli [A, B] aidosti kasvava ja jatkuva.

Lause 1.10. Olkoon f: [a,b] — R sellainen aidosti vahenevé ja jatkuva funk-
tio, ettd f(a) = A ja f(b) = B. Tallbin funktiolla f: [a,b] — [B, A] on kidnteis-
funktio f~': [B, A] — [a, ], joka on valilli [B, A] aidosti vihenevd ja jatkuva.




Huomautus 1.11. Lauseet 1.9 ja 1.10 voidaan yleistad koskemaan minka
tahansa tyyppista vélia I.

Lopuksi kerrataan vieléd tasaisen jatkuvuuden méaaritelma ja suljetulla valilla jat-
kuvien funktioiden tasaista jatkuvuutta koskeva perustulos. Tulosta hyodynnetaén
jatkuvien funktioiden Riemann-integroituvuuden todistamisessa.

Maaritelma 1.3. Funktio f on tasaisesti jatkuva valilla I, jos jokaista positii-
vilukua € > 0 kohti on olemassa sellainen d > 0, etté

|f(x1) — f(x2)| < e aina, kun z1,29 € [ ja |x; — x| < 4.

Lause 1.12. Suljetulla vélilld [a,b] jatkuva funktio on tilld valilla tasaisesti
jatkuva.




2 Funktion derivaatta

2.1 Maaritelmia ja perusominaisuuksia
2.1.1 Maarittelyja

Madritelladn aluksi, mita funktion derivaatalla ja derivoituvuudella tarkoitetaan.

Maaritelma 2.1. Funktio f on derivoituva pisteessa x, jos raja-arvo

b Fa+h) = f()
h—0 h

on adrellisena olemassa. Kyseista raja-arvoa sanotaan talloin funktion f deri-
vaataksi pisteessd x ja merkitaan f'(x).

Huomautus. Derivaatan maaritelma tassd muodossa esitettyna sisaltda oletuksen,
ettd funktio f on mééritelty pisteen z jossakin ympéristossd (piste x mukaan
luettuna).

Huomautus. Muita mahdollisia derivaatan merkitsemistapoja ovat esimerkiksi

L fw). Df@). Def(e)

Huomautus. Osamaéiiraa

[z +h) - [fz)
h

sanotaan funktion f erotusosamddriksi pisteessé x.

Huomautus 2.1. Derivaatan maaritelmassa esiintyvé raja-arvo voidaan esittéa
myo6s muodossa

i JW) — fz)

Yy—x y—x




Esimerkki 2.1. Olkoon .
fa) =1 @40
Médritetddn (1) ja f'(—1).
Olkoon 0 < |h| < 1. Talloin

FA+h)—f(1) -1 1
N 3 A 1+h_> , kun h — 0,
ja
f1+n) —f(-1) -0 5 1
h 3 h 1 7 L kwmh=0

Siis f'(1) = f'(—1) = —1.
Esimerkki 2.2. Osoitetaan, ettd funktio

f(x) = |z]

ei ole derivoituva pisteessa x = 0.
Olkoon h # 0. Télloin

f(O4+h)—f(0)  [0+h[—]0] @ _J1, kunh >0,
h h h —1, kun h <0.

Siis raja-arvo

oy JO 1) = F(0)
h—0 h

ei ole olemassa ja f ei ole derivoituva pisteesséd z = 0.

Esimerkki 2.3. Osoitetaan, ettéd vakiofunktion derivaatta on aina nolla eli

D(c) =0

kaikilla ¢ € R.
Olkoon f(z) =c (¢ € R). Jos nyt h # 0, niin erotusosaméaara

flx+h)— f(x) _t=¢_,
h h

kaikilla x € R. Talloin my0s erotusosaméaaran raja-arvo on 0, kun h — 0, eli
f'(z) = 0 kaikilla z € R.



Esimerkki 2.4. Osoitetaan, etté

D(sinz) = cosz

kaikilla x € R.
Palautetaan aluksi trigonometriasta mieleen kaava

$;ysin$;y Vz,y € R.

Kéayttamalla kaavaa (2.1) sekd hyodyntamélld kosinin jatkuvuutta ja raja-arvoa

(2.1) sinx —siny = 2cos

sinx

lim =1
z—0 T
(ks. (1.1), s. 4) saadaan (kaikilla z € R)
lim sin(z +h) —sinz fim 2 cos 2t gin 2
h—0 h h—0 h
h
— 1 2 h
= }ILILI(I] ] cos(z + 3)
N—— —T
1
= 1l-cosw
= CoSZ.
Kayttamalla kaavan (2.1) sijasta kaavaa
LTty Ty
cosx —cosy = —2sin sin
2 2
voidaan vastaavalla tavalla osoittaa (harjoitustehtava), etta
D(cosz) = —sinz
kaikilla =z € R.
Esimerkki 2.5. Osoitetaan, etté
-1
lim "~ — 0.
z—0 €T
Olkoon f(z) = cos z. Talloin
-1 0 —cos0
lim ST gy, 8O @) Zeos0 g 2o
z—0 €T z—0 €T



Esimerkki 2.6. Olkoon f(z) = 2" (n € Z,). Osoitetaan, etta

kaikilla x € R ja kaikilla n € Z, .1
Koska

yn — " = (y _ J])(yn_l +y”_2x T y:t"_Q —i—l’n_l)

kaikilla z,y € R ja kaikilla n € Z, (totea), niin huomautuksen 2.1 ja polynomi-
funktion jatkuvuuden nojalla

/ o lmf(y)_f(x)
fla) = Jim SO

n n

. Yy —x
= lim
Yy—x y__q;'

— lim (yn—l + yn—2x et yl,n—Q + xn—l)

Yy—x

— xnfl+xn72x+'”+mxn72+xnfl

n—1
kaikilla x € R ja kaikilla n € Z,.

Esimerkki 2.7. Osoitetaan, etté

D(e") = €*

kaikilla z € R..

Hyodyntamaélla potenssin laskusédéntoja ja raja-arvoa (ks. (1.5), s. 4)

et =1
lim =1
z—0 €T
saadaan
eTth _ e el — e® e —1
lim:hm:hmex< ):ex-lzex
h—0 h h—0 h h—0 h
——
=1

kaikilla z € R..

Jos n =1 ja x = 0, kaavassa on tulkittava 0° = 1.

10



2.1.2 Toispuoleiset derivaatat

Erotusosamadran raja-arvon sijasta voidaan tarkastella vain erotusosamaéaaran oi-
keanpuoleista tai vasemmanpuoleista raja-arvoa. Télloin saadaan vastaavasti vain
oikeanpuoleinen tai vasemmanpuoleinen derivaatta.

Maaritelma 2.2. Mikali raja-arvo

o) — i TEEN 1)

h—0+ h

on aérellisend olemassa, sanotaan sita funktion f oikeanpuoleiseksi derivaataksi
pisteessa x. Vastaavasti mikéli raja-arvo

oy — i TEER) = 1)

h—0— h

on adrellisend olemassa, sanotaan sita funktion f vasemmanpuoleiseksi derivaa-
taksi pisteessa x.

Esimerkki 2.8. Funktiolle f(z) = |z| (ks. esimerkki 2.2, s. 8)
fo+) =1 ja  f(0-) = -L

Esimerkki 2.9. Olkoon a > 0. Maaritetddn funktion
flz) =2* (>0

oikeanpuoleinen derivaatta pisteessé z = 0.

Jos h — 0+, niin

f(()—|—h)—f(()) (()+h) -0 h ’ -
— — pa—l
A A = N = h — ,

oo, kun 0<a<1.

kun a =1,

Taten
0, kun a>1,

1, kun a=1.

ron - {

Kun 0 < a < 1, niin f’(0+) ei ole olemassa.

11



Huomautus 2.2. Koska erotusosaméérin raja-arvo palautuu erotusosamaaran
toispuoleisiin raja-arvoihin, funktio f on derivoituva pisteessia x tdsmélleen
silloin, kun f/(x—) ja f'(x+) ovat aarellisend olemassa ja yhté suuret.

Maaritelma 2.3. Funktio f on derivoituva avoimella vdlilld ]a,b[, jos f on
derivoituva valin jokaisessa pisteessa.

Maaritelméa 2.4. Funktio f on derivoituva suljetulla vdlilld [a,b], jos f on de-
rivoituva vélin jokaisessa sisépisteessa ja lisdksi f'(a+) ja f'(b—) ovat &érellisend
olemassa.

Maaritelma 2.5. Funktio f on derivoituva valilla [a, b], jos f on derivoituva
valilla Ja, b] ja f'(a+) on darellisend olemassa, ja f on derivoituva valilla ]a, b],
jos f on derivoituva valilla ]a, b] ja f'(b—) on aarellisend olemassa.

Huomautus. Jos f on derivoituva vélilla I, sanotaan kuvausta f': I — R (jon-
ka saamat arvot valilld I ovat derivaatat f’(z)) funktion f derivaattafunktioksi
(tai lyhyesti derivaataksi) valilla I.

Huomautus. Derivaatta f'(z) ja derivaattafunktion (eli derivaatan) raja-arvo

lim f'(y)

Yy—x

ovat kaksi eri késitettéd (ks. esimerkki 2.10).

12




Esimerkki 2.10. Tarkastellaan funktion
3, kun x > 1,
flz) =
2, kun z <1,
derivoituvuutta ja derivaatan raja-arvoa pisteessa x = 1.
1°: Raja-arvo
. / _ . / _ : / —
lim f'(z) = lim f(z) = lim fi(z) =0,
silla f'(z) = 0 kaikilla x # 1.

2°: Funktio f ei kuitenkaan ole derivoituva pisteessa x = 1, silla

f/(1=) = lim fa+h) = f(1) = lim 2-38 _ lim . 00

B0 h h—0— h h—0— h

ei ole darellisend olemassa.

Huomautus. Jos derivaattafunktio f’ on jatkuva valilla I, sanotaan, etta
funktio f on jatkuvasti derivoituva valilla I.

2.1.3 Perusominaisuuksia

Lause 2.3. Jos funktio f on derivoituva pisteessa x, niin f on jatkuva pistees-
sa x.

Todistus. Jos f on derivoituva pisteessa x, niin

i FE+h) — f(@)

h—0 h

= ['(2).
Olkoon h # 0. Téllsin

flath) = (flz+h)—f(x) + f(z)
flz+h) - f(z)

= SRS )
— 0-f(@) + f(@)
= @),

kun h — 0. Siis f on jatkuva pisteessa x.

13



Huomautus. Jos funktio f ei ole jatkuva pisteessa x, niin f ei ole myoskadn
derivoituva pisteessa x.

Huomautus. Jos funktio on derivoituva jollakin vélilla I, on se talla vélilla
myo6s jatkuva (harjoitustehtava).

Huomautus. Lause 2.3 ei ole kdédntéden voimassa (ks. esimerkki 2.11).

Esimerkki 2.11. Funktion jatkuvuus ei takaa funktion derivoituvuutta. Esimer-
kiksi funktio

f(x) = |z

on jatkuva pisteessda x = 0, mutta funktio ei ole derivoituva pisteessid x = 0 (ks.
esimerkki 2.2, s. 8).

Lause 2.4. Olkoot funktiot f ja g derivoituvia pisteessé x. Téalloin myé6s funk-
tiot

Fro f=g. fo. b (ER) ja L (un glo) 20)
ovat derivoituvia pisteessé « ja
() (F+9'@ = F@)+g).
(i) (/- 9)(@) = f(@)—g'a),
(i) (kf)(x) = k- /@),

14



Todistus. (i) Laskemalla saadaan

(f +9)' () _;£5“+0ﬂw+2—«f+mu>

[f(x+h)+g(x+h)] - [f(z) +g(x)]

- !
— lim fz+h)— f(z)]+ gz +h) —g(z)]

h—0 h
= [fi(z)+d'(2).

(ii) Tulos seuraa kohdista (i) ja (iii), kun funktioksi g valitaan —g.

(iii) Koska vakiofunktion derivaatta on nolla, tulos saadaan kohdasta (iv) valit-
semalla funktioksi g vakiofunktio k.

(iv) Laskemalla saadaan

(foV(@) = lim LEFMoE+) = [(@)g()

h—0 h

i S gl ) — Ja ot Wg(a) + S+ () — f()g()
h—0 h

iy J@ ) @) = g@)] + g@) [f (e +h) — f(@)]
h—0 h

= i [ o e n) SETN IO ) D 2 )

—f ()
= [(@)g' () + g(x)f'(z).

(v) Oletetaan, etta g(z) # 0. Osoitetaan, etté

<1>’(x) __J@)

9

Talloin véaite seuraa kohdasta (iv), silla

B = (1w = rw- 5+ (- 28) 5w
S~ f@) )
9(x)? '

15



Laskemalla saadaan nyt

C,)/(”’) = m flz <g(x1+h) - g(lac))

p— 1‘
w0 I g(a+h) - g(x)

gl g
h—0 h g(x +h) g(z)
—g(x)
A D)
= e -

Esimerkki 2.12. Lauseen 2.4 sekd esimerkkien 2.3 (s. 8) ja 2.6 (s. 10) perusteella
polynomifunktio

p(z) = apx™ + ap_12" 7t -+ agx® + arx + ag

on derivoituva ja

P (x) = na, ™+ (n— Dap_12™ % 4 -+ + 2097 + @y

kaikilla z € R..

Esimerkki 2.13. Kéyttdmalld tulon derivointisédéntod sekd polynomin (esimerk-
ki 2.12) ja sinin (esimerkki 2.4, s. 9) derivointikaavoja saadaan

D(2°sinz) = 5x'sina + 2° cosx

kaikilla z € R..

Esimerkki 2.14. Kéyttamalla tulon derivointisddntoa ja eksponenttifunktion (esi-
merkki 2.7, s. 10) sekd sinin ja kosinin (esimerkki 2.4, s. 9) derivointikaavoja
saadaan

D(e*sinxcosx) = D(e")sinzcosz + € D(sinx cosx)
= e"sinzcosx + e” (D(sinz) cosx + sinz D(cosz))
= e"sinzxcosz +e"(cosz - cosx + sinz - (—sinw))
= ¢%(cos®z + sinx cosx — sin® )

kaikilla z € R.
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Esimerkki 2.15. Osoitetaan, etta

1
D(tanx) = = 1 +tan®x
cos? x

kaikilla  # § +nm (n € Z) ja

D(cotz) = — = —1—cot’z

kaikilla # # nw (n € Z).
Koska

sin®z +cos?z = 1

kaikilla € R, niin sinin ja kosinin derivointikaavojen (esimerkki 2.4, s. 9) seké
osamaaran derivoimissaannon avulla saadaan

D(tanz) = D(sinx)

COS T

cosxcost — (—sinz)sinx

cos? x

cos? x + sin’ z
cos? x
1

= 5= = 1+ tan?z
cos? x

kaikilla  # § +nm (n € Z) ja

D(cotz) = D(COS:C)

sinx

(—sinx)sinz — cosx cosx

sin?

—sin?x — cos® x

sin?

1

= —— = —1—cot’x
sin“ x

kaikilla « # nw (n € Z).

17



Esimerkki 2.16. Jos z # 0, niin kayttamalla polynomin derivointikaavaa ja
osamaaran derivointisdantod saadaan

1 O-x—1-1 1
D — = - = — —
(x) 2 2
ja
D(x—l) 1l —2z(x—1) —a422 2—x
2 - (1;2)2 - T4 P

2.1.4 Korkeampien kertalukujen derivaatat

Maaritelma 2.6. Jos funktion f derivaattafunktio f’ on derivoituva pistees-
sd x, sanotaan funktion f’ derivaattaa téssa pisteessa funktion f toisen kerta-
luvun derivaataksi pisteessé x ja merkitdén f”(x). Yleisesti funktion f n:nnen
kertaluvun derivaatta pisteessa x on

@) = D(f" V() (n=23,...),

mikali derivaatat ovat olemassa.

Huomautus. Funktion f(z) n:nnen kertaluvun derivaatalle kdytetdin myos mer-
kintoja
d'rL

D) o f()

Huomautus. Liséksi voidaan maaritelld, ettd f(©) = £, jolloin madritelma 2.6
on merkinnan luonteisena voimassa myos, kun n = 1.

Esimerkki 2.17. Koska D(e”) = e”, niin

kaikilla n € Z, ja kaikilla z € R.
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Esimerkki 2.18. Olkoon
f@) = o (neZy).
Télléin polynomin derivointikaavan (esimerkki 2.12) perusteella
fla) = na",

f'@) = n-(n—1)a2""

f(nfl)@) = n-n—1)--- -2,

kaikilla z € R..

Esimerkki 2.19. Olkoon
f(x) = sinz.

Téalléin sinin ja kosinin derivointikaavojen (esimerkki 2.4, s. 9) seké lauseen 2.4
(s. 14) perusteella

f'(z) = cosu,
f"(x) = —sinz,
f"(x) = —cosz,

fWx) = sinz,

kaikilla z € R..
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2.2 Yhdistetyn funktion derivaatta

Tarkastellaan seuraavaksi yhdistetyn funktion derivointikaavaa eli ketjusddntod.
Lauseessa 2.5 oletetaan tietenkin, ettd funktion f kuvajoukko siséltyy funktion g
maédarittelyjoukkoon, jolloin voidaan puhua yhdistetysta funktiosta g o f.

Lause 2.5. Jos funktio f on derivoituva pisteessa x ja funktio g on derivoituva
pisteessd f(x), niin funktio g o f on derivoituva pisteessi x ja

(go f)(z) =g'(f() [ (x).

Todistus. Olkoon f derivoituva pisteessé x ja g derivoituva pisteessd f(z). Tavoit-
teena on nyt osoittaa, etta

h—0 h h—0 h

Olkoon h # 0. Merkitdan

y=f(x) ja k= flz+h)- f(z)
Koska f on derivoituvana funktiona jatkuva pisteessa x = 0, niin £ — 0, jos h — 0.
Lisaksi
fle+h) = fla)+k = y+k

ja edelleen

g(f(x+h))—g(f(x)  gly+k)—gy)
(2.2) - - - .

Olkoon
—(y), kunt£0,
0, kun t = 0.

Koska g on derivoituva pisteessé y, niin u(t) on jatkuva pisteessé ¢t = 0. Liséksi
gly+1) —gly) = t(u(t)+4'(y))  ViER,

joten myos

g(y+kf)L—g(y) _ k(U(k);g’(y)) _ (“(ng/(y))'Z vk eR.
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Jos nyt h — 0, niin u(k) — 0 (sillda my6s & — 0 ja w on jatkuva pisteessid k = 0) ja

_>
ko fla+h) = f(a)
h

= . — f'(z).
Taten ( ) W)
. g\y+~k)—gy
lim = YW@ = JF@)F @),
—0 h
mista vaite seuraan yhtélon (2.2) perusteella. O

Huomautus. Lauseen 2.5 tulos voidaan esittda myo6s muodossa

dg d
9o /) = -0

Vastaavasti jos fio fao...o f, on yhdistetty funktio ja alla esiintyvét derivaatat
ovat olemassa, niin voidaan yleistaé

d _ W A A
%(flojbo”'ofn) - dfg de dr’

Esimerkki 2.20. Kayttamalla polynomin ja sinin derivointikaavoja seka yhdiste-
tyn funktion derivoimissiintod saadaan!

D(sin*(2z)) = 2-sin2x - D(sin 2z)
= 2sin2x - cos2z - D(2x)
= 2sin2x -cos2x -2
2 - 2sin2x cos2x

= 2sindx

kaikilla z € R..

Esimerkki 2.21. Vastaavasti kuin esimerkissa 2.20 saadaan
D(sin(sin(2?))) = cos(sin(z?)) - D(sin(z%))
= cos(sin(2?)) - cos(z?) - D(x?)
= cos(sin(2?)) - cos(z?) - 2z
= 2z cos(2?) - cos(sin(z?))

kaikilla z € R..

Yhtiloketjun viimeinen yhtisuuruus seuraa trigonometrian kaavasta sin 2x = 2sin x cos z.
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Esimerkki 2.22. Kayttamélla polynomin derivointikaavaa ja yhdistetyn funktion
derivoimissdantoa saadaan

D((2* +22)°) = 5(a® +22)*- (327 +2) = (152 + 10)(a* + 22)"

kaikilla z € R..

Esimerkki 2.23. Esimerkin 2.6 (s. 10) perusteella
D(z") = na™! Vn € Z, ja Vx € R.

Osoitetaan, etta jos x # 0, niin potenssin derivointikaava pétee kaikille n € Z.
Olkoon siis « # 0. Todetaan aluksi, etté talloin

D(x") = D(1) =0 = 0-2°7L.
Olkoon sitten n € Z,. Kayttamalla kaavaa
"=
A e
x

ja soveltamalla yhdistetyn funktion derivointisdantoa sekéd potenssin derivointikaa-
vaa ja esimerkin 2.16 (s. 18) tulosta

saadaan
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Esimerkki 2.24. Olkoon

7 sin%, kun x # 0,

flz) =
0, kun z = 0.

Osoitetaan, ettd f’'(z) on olemassa kaikilla 2 € R ja derivaattafunktio f'(x) ei ole
jatkuva pisteessa x = 0.

1°: Olkoon z # 0. Té&ll6in

) — sk ek (L) — arein ] sk
fl(x) = 2x sin — 4 27 - cos (x2 = 2xsin — — cos —

tavanomaisten derivointisdantojen nojalla.

2°: Funktio f(z) on derivoituva pisteessa x = 0 ja f'(0) = 0, silld hyddyntamalla
raja-arvoa (1.1) (s. 4) saadaan

_ 2 _
lim f(0+h) f(O) = lim h sm(l/h) 0 = lim hsin}ll = 0.

h—0 h h—0 h h—0

Siis kohtien 1° ja 2° nojalla funktio f(x) on derivoituva kaikilla z € R.

3°: Osoitetaan derivaattafunktion f'(z) epajatkuvuus pisteessa x = 0 osoitta-
malla, etta raja-arvo lim0 f'(z) ei ole olemassa. Raja-arvosta (1.1) (s. 4) seuraa,
z—
etta

lim 2;lrsinl = 0.
x—0 T

Toisaalta raja-arvo

. 1
lim cos =
z—0 T

ei ole olemassa (harjoitustehtavé), joten funktion raja-arvon laskusdéntojen nojalla
myoskaan raja-arvo

. 1 N .
lim (2xsmx—cos x> = lim f'(x)

z—0 z—0

ei voi olla olemassa. Siis f’(x) ei ole jatkuva pisteessd x = 0.

Huomautus. Koska esimerkin 2.24 derivaattafunktio f’(x) ei ole jatkuva pis-
teessd « = 0, niin f’(z) ei ole my6skaan derivoituva pisteessid z = 0 (eli f”(0) ei
ole olemassa).
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Esimerkki 2.25. Olkoon a > 0. Osoitetaan, etta

D(a®) = a"loga

kaikilla z € R..

Kéayttamaélla funktion a® maarittelya
r __ _xloga

a = e€

(ks. (1.3), s. 4) seka eksponenttifunktion derivointikaavaa ja yhdistetyn funktion
derivoimissaantoa saadaan

D(a®) = D(e*'8%) = e"°8D(rloga) = e"'*%%loga = a”loga

kaikilla z € R..
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2.3 Kaanteisfunktion derivaatta

Koska derivoituvalla funktiolla ei valttamétta ole kdanteisfunktiota, on kaanteis-
funktion derivoituvuutta tutkittaessa rajoituttava esimerkiksi aidosti monotonisiin
funktioihin (jolloin kdanteisfunktio on olemassa). Lisdksi funktion derivaatan arvolle
on asetettava rajoituksia.

Lause 2.6. Oletetaan, etta funktio f on jatkuva ja aidosti monotoninen jossakin
pisteen x ympadristossd ja ettd f on derivoituva pisteessd x ja f'(x) # 0. Tallbin
kédnteisfunktio f~1 on derivoituva pisteessi y = f(z) ja

1 1

W = 75 < Ty

Todistus. Oletetaan, ettd lauseen oletukset ovat voimassa pisteessid xy. Olkoon
lisdksi y = f(x) ja erityisesti yo = f(zo). Koska f on jatkuva ja aidosti monoto-
ninen jossakin pisteen xy ymparistossé, on funktiolla f rajoitettuna tdhén véliin
kaanteisfunktio f~1 (joka on jatkuva ja aidosti monotoninen jossakin pisteen g
ymparistossa, ks. lauseet 1.9 ja 1.10 sekd huomautus 1.11, s. 5-6). Liséksi tdlloin
x — xo tdsmalleen silloin, kun f(z) — f(zo) eli y — o, ja f(x) # f(xo), kun
x # x¢. Siis

S o+ 1) — M (wo)

lim = lim
h—0 h Y—Yo Y — Yo

= lim

(
=0 f(x) = (o)

i r — o
= lim —————
w=a0 f(x) — f(x0)
o8 @I
T—x0
B 1
f'(zo)’
silli f on derivoituva pisteessi xg ja f'(x) # 0. Tiaten f~! on derivoituva pisteessé yo
ja
1 1
f_l / y = = .
R R L) 0
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Huomautus. Oletus f'(z) # 0 lauseessa 2.6 on oleellinen (ks. esimerkki 2.26).

Esimerkki 2.26. Esimerkiksi funktio
flz) = o

on jatkuva, aidosti kasvava ja derivoituva kaikilla x € R. Lisaksi silld on kéan-
teiskuvaus, joka on jatkuva ja aidosti kasvava kaikilla x € R. Kéaanteiskuvaus ei
kuitenkaan ole derivoituva pisteessé x = 0 (harjoitustehtava).

Esimerkki 2.27. Osoitetaan, etta

1
D(arcsu’lx) = ﬁ VxE]—l,l[

Funktio
f(z) =sinx
on jatkuva ja aidosti kasvava' vélilla [—7, ]. Liséksi f on derivoituva talla valilla
ja
fl(x) = cosz >0 Vrxe]-Z %]
(esimerkki 2.4, s. 9). Téten sinin kdanteisfunktio arcsinz on lauseen 2.6 nojalla
derivoituva kaikilla x € |—1,1][.

Maééritetaan sitten arkussinin derivaatta valilla |—1, 1[. Olkoon y = arcsinz.
Koska
siny 4 cos’y = 1,

niin

(2.3) cos(arcsinz) = :I:\/l —sin?(arcsinz) = V1 — 22 Vo e |—1,1].

Kaavassa (2.3) on valittava merkki +, silld arcsinz € |7, 5[ ja kosini on talla
valilla positiivinen. Taten kaanteisfunktion derivoimiskaavan perusteella

DY in ) 1 1 1 1
arcsinx) = = — _
D(siny) cosy cos(arcsin x) N

kaikilla z € |—1,1].

!Tasmallinen todistus, ks. esimerkki 3.14, s. 50.
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Esimerkki 2.28. Vastaavaavalla tavalla kuin esimerkissa 2.27 voidaan osoittaa
(harjoitustehtava), ettd kosinin kdanteisfunktio arccosz on derivoituva kaikilla
x € ]—1,1], tangentin kdanteisfunktio arctanx on derivoituva kaikilla x € R
ja kotangentin kéanteisfunktio arc cot z on derivoituva kaikilla x € R. Lisdksi
kaanteisfunktion derivoimiskaavan perusteella (kun y = arc cosz, y = arc tan x tai
y = arccot x)

1 1 1 !
D - = ~ sinfarccosz)  VI-a?
(arc cos x) D(cosy) “siny sin(arc cos ) V1—2z2
kaikilla z € |—1,1],
1 1 L :

D(arct - = - -
(arctanz) D(tany)  1+4tan’y  1+tan’(arctanz) 1422

kaikilla x € R ja

1 1 1 1
D(arccotz) = = — = — 5 =-—
D(cot y) —1 —cot’y 1 + cot®(arc cot x) I+

kaikilla z € R (harjoitustehtavi).

Siis
D( ) ! Vo e]-1,1]
arccosx) = — ———— T € |-
/1_‘1.2 Y )
D(arctan z) ! vreR
arctanz) = T
' 1+ 22 ’
1
D(arccotz) = — 12 Vz € R.
T

Esimerkki 2.29. Osoitetaan, etta

D(logx) = % Vo >0

Eksponenttifunktio e* on jatkuva ja aidosti kasvava kaikilla z € R. Lisdksi
D(e”) = e” (esimerkki 2.7, s. 10) ja e” > 0 kaikilla z € R.. Téten eksponenttifunktion
kaanteisfunktio log x on lauseen 2.6 nojalla derivoituva kaikilla > 0 ja (y = log x)

1 1 1 1
D(logz) = = — = = —.

D(ev) ey eloge x
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Esimerkki 2.30. Olkoon a > 0, a # 1 ja x > 0. Koska (ks. (1.2), s. 4)

log
log,x = ,
loga
niin esimerkin 2.29 nojalla
1 1 1 1
D(log, x) = D< ng) = = = .
log a loga = xloga
Esimerkki 2.31. Osoitetaan, etta
log(1
lim 70g( +) = 1.
z—0 x
Olkoon f(z) =logz (z > 0). Talloin
log(1 log(1 —log1 1
lim M = lim og(1 +z) — log = fl1)=- =1
z—0 T z—0 T 1

Huomautus. Jos f(z) > 0, niin kdyttamalld muunnoskaavaa (ks. s. 4)
f(x)g(fﬁ) — elogf(u’v)g(z) — 9(@)log f(x)

funktion f(z)9™®) ominaisuudet voidaan palauttaa funktion g(z)log f(x) ominai-
suuksiin. Jos esimerkiksi f ja g ovat derivoituvia, niin funktion f(2)9®) derivaatta
voidaan laskea kayttamalla eksponenttifunktion derivointikaavaa ja yhdistetyn
funktion derivointisdantoa, jolloin

D(f(2)®) = /eI D(g(x)log f(x)) = f(x)"“)D(g(x)log f(x)).

Esimerkki 2.32. Mééritetddn f'(x), kun

Olkoon z > 0. Koska
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Esimerkki 2.33. Olkoon
f(ZL‘) — (1,2_’_1)5111395‘

Vastaavalla tavalla kuin esimerkissa 2.32 voidaan osoittaa (harjoitustehtavé), etta

nyt o
Fle) = <3 cos(3z) - log(a? +1) + 50

2 sin 3x
1 .
e+ 1 )(x +1)

Esimerkki 2.34. Osoitetaan, etté

D(z%) = ax*! VaeR, V>0

(eli jos x > 0, niin potenssin derivointikaava péatee kaikille a € R).

Olkoon siis > 0 ja a € R. Hyodyntamalla yleisen potenssifunktion méarittelya

¢ = o logx

(ks. (1.4), s. 4) sekéd yhdistetyn funktion derivoimissidéntoa ja eksponentti- ja
logaritmifunktioiden derivointikaavoja saadaan

D(z%) = D(e*8%) = e™*8*D(alogx) = e“logx-a-% = aa:“% = az* .

Huomautus 2.7. Esimerkkien 2.9 (s. 11) ja 2.34 nojalla funktio 2% on derivoi-
tuva vélilla [0, oo, jos a > 1.
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2.4 Rollen lause ja valiarvolause

Tutkitaan aluksi ennen Rollen lausetta ja valiarvolausetta funktion kayttaytymistéa
yvhdessa yksittaisessé pisteessa.

Lause 2.8. Oletetaan, ettd funktio f on derivoituva pisteessa a.

(i) Jos f'(a) > 0, niin on olemassa sellainen 6 > 0, ettd
f(z) < fla) Vzela—d,af ja  f(x) > f(a) Vz €la,a+d[.
(ii) Jos f'(a) < 0, niin on olemassa sellainen § > 0, ettd

f(x) > f(a) Vzela—d,af ja  f(x) < f(a) Vz €la,a+d[.

Todistus. Todistetaan kohta (i). Kohta (ii) todistetaan vastaavasti (harjoitustehté-
vi). Koska
@)~ S

T—a TrT — Q

= f'(a) > 0,
niin lauseen 1.8 (s. 5) nojalla on olemassa sellainen ¢ > 0, ettéi

f(z) — f(a)

r—a

>0  Vz e Usa).
Jos nyt x € Ja — 6, al, niin z — a < 0, joten myos

@)= fla) <0 eli  f(z) < f(a)
Jos taas x € |a,a + [, niin £ — a > 0, joten myos

f@)=fla)>0 eli  f(z) > f(a) O

Huomautus. Ehdosta f'(a) > 0 ei voi péételld, etta funktio f olisi kasvava millédan
valilla Ja — d, a + 0], ja ehdosta f'(a) < 0 ei voi paatelld, ettd funktio f olisi vihenevé
milldédn valilla Ja — 6,a + 4.

Seuraus 2.9. Jos funktio f saavuttaa suurimman tai pienimman arvonsa pis-
teessd a ja f on derivoituva pisteessé a, niin f'(a) = 0.

Huomautus. Seuraus 2.9 ei ole voimassa kaantéen.
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2.4.1 Rollen lause

Seurauksen 2.9 avulla voidaan todistaa Rollen lause.

Lause 2.10 (Rollen lause). Jos

(i) f on jatkuva suljetulla vélilla |a, b],
(ii) f on derivoituva avoimella valilla |a, b,
(iif) f(a) = f(b),

niin on olemassa sellainen & € |a, b[, etta f'(£) = 0.1

Todistus. 1°: Jos f on vakiofunktio, niin
f'(x)=0  Vzé€la,b[.
Taten mika tahansa vélin |a, b] piste kelpaa vaadituksi pisteeksi.
2°: Jos f ei ole vakiofunktio, niin on olemassa sellainen ¢ € |a, b|, etté
@) > @) tai f(e) < fla)
Oletetaan nyt, ettéa
f(e) > fla) = f(b)
(tapaus f(c) < f(a) todistetaan taysin vastaavasti). Koska f on suljetulla vililla

[a, b] jatkuva, niin f saavuttaa Weierstrassin min-max-lauseen nojalla suurimman

arvonsa jossakin vélin [a, b] pisteessa £. Téll6in

f(&) = fle) > fla) = f(b),

joten & € Ja,b[. Siis f on derivoituva pisteessa £. Lisdksi seurauksen 2.9 nojalla
f(€)=0.
Siis ¢ on vaadittu piste. O

Seuraus 2.11. Jos f on derivoituva valilld I ja on olemassa sellaiset x1, x5 € I,

etta
v <z ja  f(z1) = f(a),

niin on olemassa sellainen & € |z, x5, etta f'(£§) = 0.

IKsii (pienend kirjaimena ¢) on kreikkalaisen kirjaimiston 14. kirjain.
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Huomautus 2.12. Seurauksen 2.11 nojalla valilla I derivoituvalla funktiolla
on talla valilld aina kahden nollakohtansa vélissa vdhintddn yksi derivaatan
nollakohta.

Esimerkki 2.35. Tutkitaan funktion
flz) = 2° + 32

nollakohtien lukumaééraa.
1°: Koska

fl(x) = 32°4+3 = 3(x*+1) >0 VreR,

niin derivaattafunktiolla f’ ei ole yhtdén nollakohtaa. Siis huomautuksen 2.12 nojalla
funktiolla f voi olla korkeintaan yksi nollakohta.

2°: Selvasti f(0) = 0, joten funktiolla f on ainakin yksi nollakohta (joka on
pisteessd x = 0).

Kohdista 1° ja 2° seuraa, ettd funktiolla f on tdsmélleen yksi (reaalinen) nolla-

kohta.

Esimerkki 2.36. Osoitetaan, ettd funktiolla
flz) = ¢ — arcsin(2?)
on korkeintaan 2 nollakohtaa valilla |—1, 1].

Funktio on méaritelty valilla [—1,1]. Lisaksi

1 2 1
(@) = =20 — ———— .27 = —2z- (el_”” +>
f'() o Vi—o

valilld ]—1, 1[. Koska
1—22 1
e "+ —= >0 Vrel|-11],

Ji—at

niin f'(z) = 0 valilld |—1, 1] tdsmalleen silloin, kun « = 0. Taten derivaattafunk-
tiolla f’ on korkeintaan 1 nollakohta valilla |—1, 1] (itse asiassa tasmélleen yksi eli
pisteessid x = 0). Siis huomautuksen 2.12 nojalla funktiolla f voi olla korkeintaan
kaksi nollakohtaa valilla |—1, 1].
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Huomautus 2.13. Kayttamalld huomautusta 2.12 ja Bolzanon lausetta saa-
daan joskus méaritettya funktion nollakohtien tadsmallinen maéara.

Esimerkki 2.37. Esimerkissa 2.36 osoitettiin, ettd funktiolla

flz) = "% — arcsin(z?)

on korkeintaan 2 nollakohtaa valilla |—1, 1[. Osoitetetaan nyt, ettd nollakohtia on
tasmalleen 2.

Funktio on méaritelty ja jatkuva vililla [—1, 1]. Lisaksi
f(0) = % —arcsin0 = e—0 = e > 0
ja

f(=1) = f(1) = "' —arcsinl = 1-2 < 0.

Téaten Bolzanon lauseen nojalla funktiolla f on nollakohta seka vélilla |—1, 0] etta
valilld ]0, 1[. Siis funktiolla f on ainakin kaksi nollakohtaa valilla |—1, 1[.

Téaten funktiolla f on tasmélleen kaksi nollakohtaa valilla |—1, 1[.

Esimerkki 2.38. Kayttamallda huomatusta 2.13 voidaan osoittaa, etta funktiolla
flz) = 2 +42°> = T2 -5

on tasmalleen kaksi nollakohtaa (harjoitustehtava).

2.4.2 Valiarvolause

Todistetaan aluksi Rollen lausetta kiayttaen kahta funktiota koskeva véliarvolauseen
yleistys.

Lause 2.14 (Yleistetty viliarvolause). Jos funktiot f ja g ovat jatkuvia
suljetulla vélilla [a,b] ja derivoituvia avoimella valilld |a,b[, niin on olemassa
sellainen piste £ € ]a, b, ettd

(2.4) g 1) = fa)] = F(€) [9(b) — g(a)].
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Todistus. Olkoon
h(z) = f(z) [9(b) — g(a)] — g(z) [f(b) — f(a)].

Tall6in h on jatkuva valilla [a, b] ja derivoituva valilld |a, b, silla f ja g ovat jatkuvia

vilills [a,b] ja derivoituvia vélilli ]a, b]. Lisiksi
h(a) = f(a)g(b) — f(a)g(a) — g(a) f(b) + g(a)f(a) = f(a)g(b) — f(b)g(a)
ja
h(b) = f(b)g(b) — f(b)g(a) — g(b)f(b) + g(b)f(a) = f(a)g(b) — f(b)g(a),

joten
h(a) = h(b).

Siis h toteuttaa Rollen lauseen edellytykset, joten on olemassa sellainen £ € |a, b,
ettd h'(€) =0 eli

F(©) [9(b) = g(a)] = ¢'(€) [f (b) = f(a)] = 0. O

Huomautus 2.15. Jos lauseessa 2.14 tehdaan funktiolle g lisdoletus, etté
g'(x) # 0 kaikilla x € ]a, b[, saadaan

1) _ ) - fla)

(2.5) (Cauchyn valiarvokaava).

Todistus. Jos olisi g(a) = g(b), niin Rollen lausetta voitaisiin soveltaa funktioon ¢
valilla [a, b, jolloin olisi olemassa sellainen &; € |a, b[, etté

g/(gl) = 07

mika on vastoin huomautuksen oletuksia.
Siis on oltava g(a) # ¢g(b), jolloin kaavassa (2.4) voidaan jakaa puolittain
lausekkeilla g(b) — g(a) ja ¢'(&). O

Jos lauseessa 2.14 valitaan g(z) = z (kaikilla x € [a,b]), saadaan varsinainen

differentiaalilaskennan valiarvolause.
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v

&2

Y

b—a

Kuva 2.1: Funktion f kuvaajan pisteisiin (&1, f(£1)) ja (&2, f(€2)) piirretyt tangentit ovat pisteiden
(a, f(a)) ja (b, f(b)) kautta kulkevan suoran suuntaisia, joten tangenteilla ja kyseiselld suoralla on

sama kulmakerroin.

Lause 2.16 (Differentiaalilaskennan viliarvolause). Jos funktio f on jat-
kuva suljetulla vélilld [a, b] ja derivoituva avoimella vélilld |a, b[, niin on olemassa
sellainen £ € |a, b], ettéd

f(b) = fla) = f(&)(b—a).

Huomautus. Lauseesta 2.16 kaytetdan usein lyhyesti pelkastdan nimitysta valiar-
volause. Siitd kiytetddn myos lyhennettd VAL.

Huomautus. Viliarvolauseen tulos voidaan esittdd myo6s muodossa (vrt. ku-

va 2.1)

R UL (C)

Huomautus. Piste £ riippuu paitsi funktiosta f myos vélista [a, b] (vrt. kuva 2.1
ja esimerkki 2.39).
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Esimerkki 2.39. Olkoon
fla) = 2"
Tarkastellaan véalia [0, b], missd b > 0, ja méaaritetddn valiarvolauseessa esiintyva
piste &.
Funktio f on polynomina jatkuva ja derivoituva valilla [0, b], joten viliarvolauseen
nojalla on olemassa sellainen & € ]0, b|, ettd

b’ —0 = 362(b—0).
Siis b
§ = 3 € |

Siis £ todellakin riippuu koko ajan vélin paatepisteisté.

0,5

Esimerkki 2.40. Osoitetaan véliarvolauseen avulla, etté
lcosz — 1] < |z Vx € R.

Tarkastellaan funktiota f(t) = cost. Esimerkin 2.4 (s. 9) nojalla f on jatkuva
ja derivoituva kaikilla t € R ja

f'(t) = —sint  VteR.

1°: Olkoon z > 0. Sovelletaan véliarvolausetta funktioon f valilla [0, z] (f on
jatkuva ja derivoituva vélilla [0, z]). On siis olemassa sellainen & € |0, x[, etta

cosz —cos0 = —siné - (x —0).
Koska cos0 =1 ja |sin¢| < 1 kaikilla & € R, niin
lcosx — 1] = |—sin-z| = [sin¢|-|z] < |z|.

2°: Olkoon x < 0. Sovelletaan véliarvolausetta funktioon f vélilla [z,0] (f on
jatkuva ja derivoituva vililla [z, 0]). On siis olemassa sellainen ¢ € |z, 0], etté

cos0 —cosx = —siné- (0 — )

eli
cosx —cos0) = —siné - (x —0).
Viite seuraa nyt vastaavasti kuin kohdassa 1°.

Koska véite on tosi, kun = = 0, niin kohdista 1° ja 2° seuraa, etta viite pétee
kaikilla x € R..
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Esimerkki 2.41. Osoitetaan véliarvolauseen avulla, ettéa

1
\/E<x+ Ve > 1
ja
1
\/E<x; , kun 0 <z < 1.

Tarkastellaan funktiota
fey=vt (>0

ja sovelletaan véaliarvolausetta funktioon f véleilla [1, x| seka [z, 1]. Yksityskohdat
jatetdan harjoitustehtavaksi.

Huomautus 2.17. Jos esimerkiksi x > a ja funktio f toteuttaa véliarvolauseen
oletukset vililla [a, x], niin funktion f arvolle pisteessé x saadaan arvio

f@) = fla)+ f(§)(z —a),

missé £ € |a, z[.

Esimerkki 2.42. Olkoon f sellainen funktio, ettd f(—3) = =7 ja
2 < fllz) <3  VzeR.

Osoitetaan, ettd 1 < f(1) < 5.

Nyt f on derivoituva (ja jatkuva) valilla [—3, 1], joten huomautuksen 2.17 nojalla
on olemassa sellainen ¢ € |—3, 1], ettd

F) = f(=3) + (O = (=3)) = =T+4-f(&)
Koska 2 < f/(£) < 3, niin
f(l) > =7+4.-2 = -7+8 =1

ja
f(1) < =74+4-3 = -7+12 = 5.
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2.5 Integraalilaskennan peruslause

Osoitetaan vield funktion derivaattaa kasittelevan luvun lopuksi, ettd ainoastaan
vakiofunktion derivaatta voi olla identtisesti nolla jollakin vélilli. Lausetta kutsutaan
joskus integraalilaskennan peruslauseeksi, koska lauseen tulos mahdollistaa osaltaan
Riemann-integraalin arvon maérittdmisen derivaattaa hyodyntaen.

Lause 2.18 (Integraalilaskennan peruslause). Jos f' = 0 valilla I, niin f

on vakio valilld I.1

Todistus. Oletetaan, ettd z,y € I ja x < y. Koska f on derivoituva valilla I, on f
myos jatkuva valilla I (ja siis myos valilla [x,y]). Siis véliarvolausetta voidaan
soveltaa funktioon f vélilla [z, y]. On siis olemassa sellainen £ € |z, y[, etta

=0

Siis

Téaten f on vakio kaikilla x € I. O

Seuraus 2.19. Jos
fl(x) = ¢'(x)  Vrel,

niin on olemassa sellainen vakio C' € R, etta

flx) = gle)+C  Vxel

Seuraus 2.20. Jos

Merkintd f’ = 0 vélilld I tarkoittaa, ettid f/'(x) = 0 kaikilla z € I.
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Esimerkki 2.43. Maaritetdan funktio f, kun tiedetddn, ettd f(0) =1 ja
f'(z) = 241 VreR.

Koska
72
D (2 + x) = x+1,
niin seurauksen 2.19 perusteella on olemassa sellainen C' € R, etté

72
flx) = ?—i—x—i—C.
Koska
f(0) =04+40+C = 1,
niin C = 1. Siis )

f(x):%—kx—i—l Vz € R.

Esimerkki 2.44. Osoitetaan, etta

arcsinzx +arccosr = 7 Vo e [-1,1].
Vilin padtepisteissa viite patee, silla
arcsin(—1) +arccos(—1) = =5 +m = §
ja
arcsinl +arccosl = §+0 = 7.
Tarkastellaan siis vélia |—1, 1[. Koska
D( inx+ ) ! ! 0 Ve e|-1,1]
arcsinz + arccosx) = - = x € |—-1,1],
V1—22 /1 -—2?

niin integraalilaskennan peruslauseen nojalla on olemassa sellainen vakio C' € R,
etta

arcsinz +arccosz = C Vo e]-1,1].
Koska
arcsin0 +arccos0 = 0+ 35 = 7,
niin
C =73
Siis

arcsinx + arccosr = Vo e]-1,1].

(MIE
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Huomautus 2.21. Funktiot arcsinz ja arccosz eivit ole derivoituvia pisteissa
xr = —1 ja x = 1, joten integraalilaskennan peruslausetta ei voida esimerkissé 2.44
kayttda koko valilld [—1, 1]. Esimerkisssa tilanne on ratkaistu tarkastelemalla arvoja
valin péatepisteissa erikseen.
Funktio
f(z) = arcsinx + arccos

on kuitenkin jatkuva koko valilla [—1,1]. Téaten toinen mahdollisuus olisi osoittaa
ensin integraalilaskennan peruslauseen avulla, ettd f(z) = 7 valilld |1, 1], ja sitten
todeta funktion jatkuvuutta seké raja-arvoja

lim f(z) =73 ja lim f(r) = 7

r— —1+ 2 z—1—

hyodyntamalla, ettd vaite patee myos valin paatepisteissa.

Esimerkki 2.45. Osoitetaan, etté

kun z > 0,

s
29

—T  kun z < 0.

arctanz + arctan% = {
2’

Olkoon
f(x) = arctanz + arc tan % (x #0).

Talloin f on derivoituva véleilld |—oo, 0[ ja |0, col. Lisédksi

1 1 1 1 1
l—i-xQ—i_l—i—(i)2 ( x2) 1+22 22+1 v

fi(x) =

Téaten integraalilaskennan peruslauseen nojalla on olemassa sellaiset C7,Cs € R,

etta

Cy, kunz >0,

f(x) =

Cy, kun z <O.

Koska
f(1) = arctanl +arctanl = T+ =1
ja
f(=1) = arctan(—1) +arctan(—1) = (=§)+(=F) = =3,
niin
Ci=3% ja  Cy=-F,

mistd esimerkin tulos seuraa.
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3 Derivoituvan funktion ominaisuuksia

Tarkastellaan sitten muutamia derivaatan sovelluksia. Aluksi tutkitaan, miten
derivaattaa voidaan hyodyntéda funktion raja-arvon madrittamisessa.

3.1 D’Hospitalin saanto

Cauchyn viliarvokaavaa kayttamalld voidaan todistaa [’Hospitalin sddnto, jonka
avulla saadaan katevasti laskettua tiettyjd raja-arvoja. Saannnosta kaytetdan myos
nimea [’Hopitalin sddnto.

Lause 3.1 (I’Hospitalin sidints).! Oletetaan, etté

(i) lim f(z) =0 ja lim g(z) =0,

r—ra r—a
/
(ii) lim f,(x) on olemassa.
T—a g (I)

Talléin myés funktiolla f/g on raja-arvo pisteessia x = a ja

lim M = lim f'(@)
T—a g(m) T—a g’(:U)

Todistus. Koska raja-arvo
!
@)
Tr—a g/(x)
on olemassa, niin on olemassa sellainen 6 > 0, ettd f'(z) ja ¢'(z) ovat olemassa puh-
kaistussa ympéristossa Uj(a) seké lisiksi ¢'(x) # 0 tassd ympéristossa. Méaritellian

nyt?
f(a) = g(a) =0,
jolloin f ja g tulevat jatkuviksi pisteessa a.
Valitaan nyt x € Uj(a). Talloin f ja g ovat jatkuvia vélilla [a, z] (tai [z,a]) ja
derivoituvia valilla |a, z[ (tai |z, a[). Siis Cauchyn véliarvokaavan (s. 34) nojalla on

'My6s I'Hopitalin saanto.

2Lauseen oletusten perusteella ei tiedeté, ovatko funktiot f ja g méériteltyjs pisteessi a. Jos
niité ei ole méaritelty, niin méaaritellddn ne nyt. Jos ne on méadritelty, mutta f(a) # 0 tai g(a) # 0,
niin muutetaan kyseisten funktioiden méérittelyd. Taméa voidaan tehdé, silld funktioiden arvolla
pisteessa a ei ole vaikutusta etsittyyn raja-arvoon.
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olemassa sellainen £ € Ja, x[ (tai € |z, a[), ettd

€& _ fl@)—fla) _ f(@)
g€  glx)—gla)  glx)

Jos nyt x — a, my6s & — a. Siis

N R (9 I {(C))
r—a g(x) £>a g/(g) e g’(x)'

L’Hospitalin sdantoa voidaan soveltaa myos toispuoleisiin raja-arvoihin seké
tapauksiin, joissa tarkastellaan raja-arvoa adrettomyydessa tai joissa raja-arvo on
aareton (huomautukset 3.2-3.4, todistukset jatetdén harjoitustehtévaksi).

Huomautus 3.2. Lauseen 3.1 laskusiéntoa voidaan soveltaa myos 2> -muotoi-

sille raja-arvoille (ts. lim f (x) = lim g(z) = oo (tai —00)). Edelleen laskusééan-
tod voidaan soveltaa myos toispuoleisiin raja-arvoihin.

Huomautus 3.3. Lauseessa 3.1 voi a olla myds Fo00.

!/
Huomautus 3.4. Lauseessa 3.1 voi raja-arvo liLn /E ; olla myos +oo.
x a g €T

Esimerkki 3.1. Mé&éaritetdan

. T
lim .
z—0 tan x

Koska funktiot x ja tan x ovat derivoituvia pisteen 0 jossakin ympéristossa seké,

limz =0 ja lim tanz = 0,
z—0

x—0
niin I’Hospitalin saénnén nojalla
. z H 1
lim = lim ———
=0 tanx ¢ =-0 1+tan®w

Yhtéloketju on tassa luettava ikdén kuin lopusta alkuun. Koska
1
o S
=0 1+ tan®w

(eli raja~arvo on olemassa ja = 1), niin I’"Hospitalin sdant6d voidaan soveltaa ja
saadaan ylld oleva tulos.
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Esimerkki 3.2. Jos asia on ilmeistd, 'Hospitalin sdantoa kaytettdessa ei aina
erikseen korosteta, etté tarkasteltavat funktiot toteuttavat vaadittavat ehdot. Esi-
merkiksi voidaan kirjoittaa yksinkertaisesti

1521 4+ 1 15+1

lim = = 2.
z—1 11210 — 3 11 -3

a4+ —2
lim ——m——
e—1 gl — 3z + 2

oo || =

Vaadittavien ehtojen toteutuminen on kuitenkin aina tarkistettava. Erityisesti on
syytad huomata, ettd sdantoa ei voi kayttad, jos kyseessé ei ole mikdan ylla oleva
epamaddriinen muoto (ks. kuitenkin huomautus 3.5, s. 46). Esimerkiksi

1524 +1 . 14-1528 210 , 21

M o3 7 Im o e T et <o

Esimerkki 3.3. Olkoon a > 1 ja s € R. Osoitetaan, ettéi

a” x®
lim — = o0 ja lim — = 0.
T—00 LCS T—>00 a:v
1°: Olkoon s = 0. T4lloin
X
lim — = lim ¢ = oo.
r—00 7S T—00
2°: Olkoon s < 0. Talloin
X
lim — = lim 2 %" = oo.
r—00 S T—00

3°: Olkoon s > 0. Kayttdmalld 1'Hospitalin sddntod saadaan (tapaus s = 1)

x
lim —
T—00 1o

a”loga

1
T—00 1

813 ||

. 1 ..
Koska myo6s as > 1, niin

r—00 S T—00 xs T—00 xs T—00

Siis kohtien 1°-3° perusteella

a
lim — = o©
T—00 S
ja edelleen
.a®
lim — = 0.
T—00 CLI



Esimerkki 3.4. Esimerkin 3.3 perusteella

1 s 1 s
i 1BT oy, Q08T
T—r00 X T— 00 eog:ﬂ
kaikilla s € R, joten
1 S
im 182" _ o yiem
T—r 00 €x

Esimerkki 3.5. Olkoon s > 0. Kayttamaélla 1’'Hospitalin sdédntoa saadaan

. logx uw 1 1
lim &7 H lim L = lim = 0.
r—00 S % r—00 gsST r—00 g’
Siis
. logx
lim =0 Vs > 0.
T—00 S

Esimerkki 3.6. Osoitetaan, ettéd

xlg& z(logz)* =0 VaeZ;

Logaritmin laskusaéntojen ja esimerkin 3.4 perusteella

. a . . 1 a
Jig, wlloga)” =l o(~log)
—1)? (log * ‘
= lim( )<1 x)
z—0+ P
1 a
— i (1) 1082)
Z—00 z
= 0.

Esimerkki 3.7. Esimerkin 3.6 seurauksena havaitaan, etta funktio (a € Z.)

0, kun x = 0,
9(z) =
z(logz)*, kun z >0,

on jatkuva, kun x > 0.
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Esimerkki 3.8. Maéaritetadn raja-arvo

. 1 1
lim ( - )
z—0 \ 1 et — 1

Muunnetaan lauseke oo — oo ensin sopivaan muotoon, ja sovelletaan sitten
I’Hospitalin sdantoa kaksi kertaa perakkain. Siis

. 1 1 et —-1—z
hm ( — ) = hm —_—
z—=0 \ x et —1 z—0 g(;(ex — 1)

H et —1
= lim
0 20 e — 1+ ze®
H .. e’
_= m ————
8 a0 e¥ e + we®
1
= lim
z—=0 2+ 1
1
5
Esimerkki 3.9. Maaritetdan raja-arvo
1
. e =
lim .
z—0+

Kayttamalla suoraan 1’Hospitalin saantod saadaan

1 -1 _1
. A G== B . e
lim = lim ——*—— = lim — =7
z=0+ 0 20+ 1 x—0+ 2

_1
T

(&

just

eli lauseke vain monimutkaistuu. Siirtymaéalla muotoa % olevasta lausekkeesta muo-
toon 2 saadaan

6_% 1 H -1 1

. . . 2 .

lim = lim &% = lim —T = lim — = 0.
z—=0+ =0+ o3 % z—0+4 —=ex =0+ o3

T

Yksinkertaisemmilla laskuilla selvitéén tekemélld muuttujanvaihdos (z = 1), jolloin

. e . e * . z
lim = lim — = lim —
z—=0+ Z—r = z—00 e?
z

1
T . 1
lim — = 0.
Z—00 62

813l
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Huomautus 3.5. Jos tarkasteltava lauseke ei ole suoraan I’Hospitalin séannon
vaatimassa muodossa, lauseke voidaan joskus muuntaa sopivaan muotoon. Esimer-
kissa 3.8 tarkasteltiin jo tapausta oo — oo. Muotoa 0 - co olevat lausekkeet saadaan
myo6s helposti muotoon % tai 2. Muotoa 0°, 1°° ja 0o” olevat lausekkeet taas voidaan

o0

muuntaa
0 (=
00 = (O—I—)O — los(0)” _ 0log(0+) _ 0 oo)7
oo .
1° — elogl — eoologl — 6000
ja
0 .
OOO — elogoo — e()logoo — 60 oo’

jotka palautuvat muotoa % tai 22 olevan raja-arvon méadrittamiseen.!

Esimerkki 3.10. Muuunnetaan muotoa 0-(—00) oleva lauseke ensin muotoon —>
ja kéytetaan sitten (kaksi kertaa) 'Hospitalin saantoa. Siis

lim v1—x-log (log ;) = lim V1 — z log(—logx)

r—1— r—1—

lim log(—logf)
rz—1— (1 _ x)*§

By Il
=

I
ET
\
5

cio ||z
[\
B

Y14 0+ tarkoittaa raja-arvotarkastelua f(z) — 0+ eli raja-arvoa 0 voidaan lihestyi vain
oikealta puolelta.
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Esimerkki 3.11. Méaritetdan raja-arvo

Ili)r(l;l+(e _1) '

Raja-arvo on muotoa 0°, mutta muunnoksella

lim (ex_ 1)36 = lim elog(ez—l)z = lim e:z:log(e““—l)
z—0+ z—0+ z—0+

se voidaan palauttaa muotoa 0 - (—oo) (ja edelleen —>*) olevan raja-arvon méaaritté-
miseen. Hyodyntamaélla raja-arvoa (1.5) (s. 4) saadaan

. o log(e* — 1
lim zlog(e® —1) = lim M
z—0+ z—0+ =
€T
1 T
H . z_1 "€
=  lim %
—oo =0+ —=
oo €T

, x
= lim —x-€e*-
x—0+ et — 1
- 0-1-1
= 0.
Siis
lim (e* — 1) = lim e®'o8"~) — 0 = 1.

z—0+ z—0+

Esimerkki 3.12. Osoitetaan, etta

lim (1 + Z) = e’ (a € R).

T—00

Raja-arvo on muotoa 1°°, mutta muunnoksella
(1 —+ a)m _ elog(l.g_%)“” _ exlog(l-l-%)
x

tehtava palautuu muotoa oo - 0 ja edelleen muotoa % olevan raja-arvon maarittami-

seen. Koska

log(1+2) e (-5)

lim xlog(l—i—a) = lim
T—00 x

T—00

8 [

niin T
lim <1+> — lim eoloe(1+8) — oo
x

T—r00
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3.2 Funktion monotonisuus

Koska funktion derivaatta ilmaisee funktion muutosnopeuden, on luonnollista, etta
derivaatan avulla voidaan tutkia funktion monotonisuutta.

Lause 3.6. Oletetaan, etta funktio f on jatkuva valilld I ja derivoituva valin I
sisapisteissa. Talloin f on kasvava vélilld I tdsmaélleen silloin, kun

f'(x) 20

valin I sisdpisteissa.

Todistus. "=": Oletetaan ensin, etta f on kasvava vililla I. Olkoon z jokin valin
sisapiste. Koska f on kasvava valilld I, niin

flz+h) <
flx+h) >

f(x—l—h})l—f(x) >0, kanh#0jaxz+hel.

Téten lauseen 1.7 (s. 5) perusteella (raja-arvo on olemassa, koska f on derivoituva

f(z), kunh<0jazx+hel,
f(z), kunh>0jaz+hel.

Siis

pisteessa )

flath) — 1@ o

fz) = Jim h

7<": Oletetaan toiseksi, ettda f'(x) > 0 aina, kun z on vélin I sisdpiste. Olkoot
21 ja o sellaisia valin [ pisteitd, etta x; < z9. Koska f on jatkuva valilla I ja
derivoituva vélin I sisdpisteissa, niin f on jatkuva valilla [z, z5] ja derivoituva
valilld |z, z5[. Taten véliarvolausetta voidaan soveltaa funktioon f valilla [z, z5].
On siis olemassa sellainen £ € |zq, xa[, ettd

f(x2) = f(z1) = f/(&) (2 —21) > 0.

Siis

joten f on kasvava vélilla I. O
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Lause 3.7. Oletetaan, etta funktio f on jatkuva vélilla I ja derivoituva vélin [
sisapisteissa. Télléin f on aidosti kasvava valilla I tdsmaélleen silloin, kun

f'(x) 20

véilin I sisapisteissa ja epayhtalossia yhtdsuuruus ei ole voimassa milladn vélin [
osavalilli (vaan korkeintaan yksittdisissa pisteissa).

Todistus. 1°: Oletetaan ensin, ettd funktio f on aidosti kasvava valilla I. Talloin

lauseen 3.6 nojalla
f'(z) >0 Vzel.

Jos nyt olisi olemassa sellainen I C I, etta

f'(x)y =0 Vxel,
niin f olisi integraalilaskennan peruslauseen (lause 2.18, s. 38) nojalla vakio kaikilla
x € I,. Siis f ei olisi aidosti kasvava, mika on vastoin oletusta.

2°: Oletetaan toiseksi, ettd f'(x) > 0 aina, kun z on vélin [ sisdpiste, ja etta
yhtasuuruus ei ole voimassa milldan vélin [ osavalilla. Talloéin f on lauseen 3.6
nojalla kasvava valilla 1.

Tehdaén vastaoletus, etta f ei ole aidosti kasvava. Talloin on olemassa sellaiset
pisteet x1, x5 € I, etta

T < T2 ja f(x1) = f(x2).
Kasvavana funktiona f on talloin vakio valilla [zq, xs], joten
f'(x)=0 Vo € |xy, 2],

mika on vastoin oletusta. O

Lause 3.8. Oletetaan, ettd funktio f on jatkuva vélilli I ja derivoituva vélin I
sisapisteissa. Talloin f on vaheneva vélilla I tasmalleen silloin, kun

filx) <0

valin I sisédpisteissa.

Todistus. Harjoitustehtéva.
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Lause 3.9. Oletetaan, etta funktio f on jatkuva valilli I ja derivoituva valin [
sisapisteissa. Talloin f on aidosti viaheneva valilld I tdsmélleen silloin, kun

f'x) <0

véilin I sisapisteissa ja epayhtalossia yhtdsuuruus ei ole voimassa milladn vélin [
osavalilli (vaan korkeintaan yksittdisissa pisteissa).

Todistus. Harjoitustehtava.

Esimerkki 3.13. Osoitetaan, etta funktio

f(x) = tanx
on aidosti kasvava valilla | -7, 7.
Nyt f on jatkuva ja derivoituva valilla | —7, 7[. Koska (esimerkki 2.15, s. 17)
1 m™ T

niin f on lauseen 3.7 nojalla aidosti kasvava valilla | -7, 7[.

Esimerkki 3.14. Osoitetaan, etta funktio
f(z) = sinz

—5 3

on aidosti kasvava vélilla |

Funktio f on nyt jatkuva ja derivoituva kaikilla z € R ja

fl(x) = cosz > 0  Vee[-5, 5]

Liséiksi yhtésuuruus on valilld [—7, 7] voimassa vain, kun z = —7 ja z = 7. Taten f
on lauseen 3.7 nojalla aidosti kasvava vililld [—7, 7].

Esimerkki 3.15. Osoitetaan, etta funktio
f(z) = z+cosx

on aidosti kasvava koko joukossa R.

Selvasti f on jatkuva ja derivoituva kaikilla x € R ja
fi(x) = 1—sinz > 0 VzeR.

Edelleen f'(z) = 0 vain, jos z = § +n2m (n € Z). Siis f on lauseen 3.7 nojalla
aidosti kasvava koko joukossa R.
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1 4
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e
— f —>»
11 1 3
11 e 2

Kuva 3.1: Funktion f(z) = 2?%1°8* kuvaaja vililld [, 3].

Esimerkki 3.16. Tutkitaan funktion

f(l’) — x2+logz (l’ > 0)

monotonisuutta.
Koska

2+logx

24logx)logz __ _2logztlog?z
- )

f(.ﬁE) _ l,2+loga: _ 6log:r: _ 6( e

niin f on selvasti jatkuva, kun x > 0. Lisaksi talloin

f/<$) _ teog:L‘-‘rIOg?g; . D<2 log = + 10g2 iL')
210gaz+log2x . l . l
e (2 -t 2logx x)

2(1 + logx) i xQ—i—loga:
X

Nyt logz = —1, kun z = e ' eli = 1, joten
f'(x) =0, kun z = 1.

Liséksi logz on aidosti kasvava ja x sekd x?t1°8® ovat positiivisia tutkittavalla

alueella, joten
flx) <0  Vzelo i
ja
f(x) >0 Vo>1

Téten f(x) on lauseen 3.9 nojalla aidosti vihenevé valill ]0, 1] ja lauseen 3.7 nojalla

aidosti kasvava, kun x > é
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Esimerkki 3.17. Olkoon
f@)=a"  (neZy).
Tutkimalla funktion f derivaattaa saadaan seuraavat tulokset (harjoitustehtava).

e Jos n on pariton, niin f on aidosti kasvava koko reaalilukujen joukossa.

e Jos n on parillinen, niin f on aidosti viheneva vélilla | —oo, 0] ja aidosti kasvava
valilla [0, oo .

Esimerkki 3.18. Olkoon
flz)=2a" (x#0,neZ_).
Tutkimalla funktion f derivaattaa saadaan seuraavat tulokset (harjoitustehtavé).
e Jos n on pariton, niin f on aidosti viheneva vileilla |—oo, 0] ja ]0, oo .

e Jos n on parillinen, niin f on aidosti kasvava vélilla | —oo, 0] ja aidosti vihenevé
valilld ]0, oo .

Esimerkki 3.19. Olkoon [ = |0, o] ja
f(z) =2 (a € R).
Tutkimalla funktion f derivaattaa saadaan seuraavat tulokset (harjoitustehtavéa).

e Jos a < 0, niin f on aidosti viheneva valilla I.
e Jos a =0, niin f on seké kasvava ettd vaheneva valilla 1.

e Jos a > 0, niin f on aidosti kasvava valilla I (ja myos valilla [0, co| ).
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3.3 Funktion aariarvot

Tutkitaan viela lopuksi funktion paikallisia dariarvokohtia ja aériarvojen luon-
netta hyodyntamaélla funktion derivaattaa. Aluksi maaritelldan, mitd paikallisilla
aariarvoilla tarkoitetaan.

Maaritelma 3.1. Funktiolla f on pisteessid a paikallinen maksimi, jos on
olemassa sellainen § > 0, etté

f(z) < f(a) Vz € Us(a).

Jos yhtasuuruus on voimassa vain, kun x = a, kyseessa on aito paikallinen
maksimi.

Maaritelma 3.2. Funktiolla f on pisteessa a paikallinen minimi, jos on ole-
massa sellainen 0 > 0, etta

f(z) > f(a) Vr € Us(a).

Jos yhtasuuruus on voimassa vain, kun x = a, kyseessa on aito paikallinen

Esimerkki 3.20. Olkoon

1, kun z =0,
flz) =
0, kun z # 0.

Talloin funktiolla f on pisteessa x = 0 aito paikallinen maksimikohta. Myo6s jokainen
muu reaalilukuakselin piste on paikallinen dariarvokohta (mutta ei aito).

Esimerkki 3.21. Koska funktio
f(z) = x+cosuz.

on aidosti kasvava koko reaalilukujoukossa (ks. esimerkki 3.15, s. 50), niin funktiol-
la f ei ole paikallisia dariarvoja.
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Lause 3.10. Funktiolla f on pisteessa a aito paikallinen maksimi, jos on ole-
massa sellainen § > 0, ettd f on jatkuva ympéristissd Us(a) ja

f'(x) >0 Vz€la—0,q ja  fl(x) <0 Vzé€la,a+d.

Todistus. Oletuksen nojalla f on jatkuva valilld Ja — §,a + ¢[. Koska f'(x) > 0
kaikilla z € |a — §,al, niin f on lauseen 3.7 (s. 49) nojalla aidosti kasvava vélilla
la — 4, a]. Siis

flz) < f(a) Vo € la—4,a].
Toisaalta f'(x) < 0 kaikilla € |a,a + d[, joten f on lauseen 3.9 (s. 50) nojalla
aidosti viaheneva vélilla [a, a + §]. Siis

f(z) < f(a) Vo € |a,a+ ).

Téaten
f(x) < fla)  Vz € Ugla),

joten funktiolla f on pisteessa a aito paikallinen maksimi. O

Lause 3.11. Funktiolla f on pisteessd a aito paikallinen minimi, jos on olemassa
sellainen § > 0, ettd f on jatkuva ymparistossa Us(a) ja

f'(x) <0 Vzela—146,a] ja f'(x) >0 Vze€la,a+ 4.

Todistus. Harjoitustehtéava.
Huomautus. Lauseet 3.10 ja 3.11 eivat ole kdantaen voimassa.

Huomautus. Lauseissa 3.10 ja 3.11 ei vaadita, ettd derivaatta f'(a) olisi olemassa.
Sen sijaan jatkuvuus pisteessé a on oleellinen vaatimus.

Huomautus. Aiemmin on osoitettu (seuraus 2.9, s. 30), ettd jos a on paikalli-
nen dériarvokohta ja f’(a) on olemassa, niin f'(a) = 0. Siis paikallinen dériarvo
saavutetaan joko derivaatan nollakohdassa tai pisteessé, jossa funktio ei ole

derivoituva.
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Huomautus 3.12. Jos funktio f on jatkuva pisteessa a ja f’ on samanmerk-
kinen pisteen a kummallakin puolella, niin a ei ole funktion f paikallinen
aariarvokohta (harjoitustehtava).

Esimerkki 3.22. Miaritetaan funktion
f(z) = 2arctanz — log(1 + 2?)

paikalliset adriarvokohdat ja mahdollisten dariarvojen laatu.

Koska f on jatkuva ja derivoituva kaikilla x € R, niin mahdolliset paikalliset
aariarvokohdat ovat derivaatan nollakohtia. Nyt
1 1 2 —2x

() = 2- - =" =0 & =1
F(@) 14+22 1422 v 1+ 22 v

ja

f'(x) >0, kunz <1,
f'(x) <0, kunz > 1.

Siis funktiolla f on pisteessa x = 1 aito paikallinen maksimikohta. Funktion kuvaaja
valilla [—5, 6] on esitetty kuvassa 3.2.

v

Kuva 3.2: Funktion f(x) = 2arctanx — log(1 + 2?) kuvaaja vililla [—5, 6].
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Esimerkki 3.23. Maaritetdan funktion
f(z) = z*oer (x> 0)

paikalliset aédriarvokohdat ja mahdollisten dariarvojen laatu.

Nyt f on jatkuva ja derivoituva, kun z > 0. Taten mahdolliset paikalliset
ddriarvokohdat ovat derivaatan nollakohtia. Esimerkissa 3.16 (s. 51) osoitettiin, etta

20+187)  ovioss _ g oyt

fay = 205 :
ja
f'(z) <0, kun0 <z <1
{f’(m)>0, kun z > L.

Téaten funktiolla f on pisteessa x = % aito paikallinen minimikohta, jossa funktion
minimiarvo on (vrt. kuva 3.1, s. 51)

O e

Esimerkki 3.24. Osoitetaan, ettd funktiolla

fla) = a*

ei ole paikallisia dariarvokohtia.

Koska f on jatkuva ja derivoituva kaikilla x € R, niin funktion f mahdolliset
paikalliset aariarvokohdat ovat derivaatan nollakohtia. Nyt

flx)=32"=0 & x=0.

Kuitenkin f’(z) > 0 kaikilla « # 0, joten f’ ei vaihda merkkidan pisteessia = = 0.
Siis piste = 0 ei ole funktion f dariarvokohta, mista tulos seuraa.

Esimerkki 3.25. Etsitdan funktion
|z — 1]

fla)y=4{ «* °
1, kun x = 0,

kun x # 0,

paikalliset aédriarvokohdat, ja maaritetddn mahdollisten dariarvojen laatu.
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1°:

2°:

3°:

\

Kuva 3.3: Esimerkin 3.25 funktion kuvaaja valilld [—6, 6].

Olkoon z > 1. Tallodin

fo) = S,
joten f on jatkuva seké derivoituva ja
) r? — 2x(xr — 1) r? — 22?4+ 2z 2r — x? 2—x
fla) = x? B x? Tt T g
Siis

fl(x) >0, kunl<zx <2,

fi(x) =0, kunz =2,

fl(x) <0, kun z > 2,
joten funktiolla f on aito paikallinen maksimikohta pisteessi z = 2 (maksimiarvo
f2)=19).
Olkoon x = 1. Koska f(1) =0 ja f(z) > 0 kaikilla z # 1, niin piste x = 1 on

funktion f aito paikallinen minimikohta.

Olkoon z < 1 ja x # 0. Tall6in

11—z
fla) = —~
joten f on jatkuva seké derivoituva ja
oy —et=20(l—x) —a?—2x+4+22°  2*-2x  x—2
flz) = x4 N x4 B x4 g8

Koska f'(x) # 0 kaikilla < 1 (z # 0), niin funktiolla f ei ole paikallisia
aariarvokohtia, kun x < 1 ja x # 0.
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4°: Olkoon z = 0. Koska

o o) = i 22
Al =g e =

niin on olemassa sellainen § > 0, etta
flx) > 1 = f(0) Vz e Uy0).
Siis piste = 0 on funktion f aito paikallinen minimikohta.

Kohdista 1° — 4° seuraa, ettd funktiolla f on aito paikallinen minimikohta pisteissé
xr =0 ja x = 1 seké aito paikallinen maksimikohta pisteessa x = 2.

Lause 3.13. Oletetaan, etta funktio f on kahdesti derivoituva pisteessa a ja
f'(a) = 0. Talloin

(i) jos f"(a) < 0, niin a on funktion f aito paikallinen maksimikohta,

(ii) jos f"(a) > 0, niin a on funktion f aito paikallinen minimikohta.

Todistus. Todistetaan kohta (i), ja jatetddn kohdan (ii) todistus harjoitustehtavéksi.
Jos f”(a) < 0, niin lauseen 2.8 (s. 30) nojalla on olemassa sellainen § > 0, etta

f'(x) > fl(a) =0 Vzela—4d,4|
ja

f'(xz) < fi(a) =0 Vxela,a+d.
Derivoituva funktiona f on jatkuva ymparistossa Us(a), joten lauseen 3.10 nojalla
funktiolla f on aito paikallinen maksimikohta pisteessé a. Il
Esimerkki 3.26. Osoitetaan, ettd piste x = 0 on funktion

flx) = €"+sinx — 2z
aito paikallinen minimikohta.
Nyt
f'(x) = e*+cosz—2 ja  f'(zr) = e —sinz.
Koska
f0)=1+1-2 =0 ja f7(0) =1-0 =1 > 0,

niin piste x = 0 on funktion f aito paikallinen minimikohta.
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Kuva 3.4: Funktion bxz? + cos x kuvaaja, kun b = %, b= % jab=1.

Esimerkki 3.27. Tutkitaan, onko funktiolla
f(z) = bx®> +cosz (b€R)

paikallista dariarvokohtaa pisteessa x = 0, ja maaritetaén mahdollisen adriarvon
laatu.

Nyt
f'(z) = 2bx —sinz  ja  f’(x) = 2b— cosu.

Siis f/(0) = 0 kaikilla b € R. Koska f”(0) = 2b — 1, niin
f7(0) > 0, kun b > 3, ja f(0) <0, kun b < 5.

Téaten piste £ = 0 on funktion f aito paikallinen minimikohta, kun b > %, ja aito
paikallinen maksimikohta, kun b < %

Olkoon sitten b = 1. Talloin f”(0) = 0, joten lausetta 3.13 ei voida hyodyntaa.
Koska
f'(x) = 2.1 —cosz = 1—cosz > 0 Va € Uk (0),

niin f’ on aidosti kasvava pisteen x = 0 ympéristossa. Siis

fl(r) <0, kun — 7 <2 <0,
f'(x) =0, kunz =0,
fl(r) >0, kun0 <z <7,

joten piste x = 0 on funktion f aito paikallinen minimikohta (kun b = %)
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Huomautus 3.14. Jos funktiolla f on valilld I suurin (pienin) arvo, niin se
saavutetaan joko

(i) valin sisdpisteessd paikallisessa ddriarvokohdassa, tai

(ii) véliin mahdollisesti kuuluvassa péétepisteessa.

Huomautus 3.15. Jos funktio f on jatkuva ja I on suljettu véli, niin suurin
(pienin) arvo saavutetaan aina. Muulloin saavuttaminen on epavarmaa.

Esimerkki 3.28. Olkoon a > 1. Osoitetaan, etta
217 < g+ (1—-2)* <1 Yz € [0,1].

Olkoon
flx) = 2+ (1 —x).

Talloin f on jatkuva sekéd derivoituva vélilla [0, 1] ja

fl(x) = ax® ' +a(l—2)*'(=1) = a(m‘“l —(1— :1:)“’1) .

3/4 1

1/2 4

1/4 1

\

1/2 1

Kuva 3.5: Funktion x® + (1 — x)® kuvaaja vélilla [0, 1], kun @ = 2 (katkoviiva) ja a = 3 (yhtendinen
viiva).
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Koska yleinen potenssifunktio (a — 1 > 0) on valilla [0, 1] aidosti kasvava, niin
fll)=0 & 2" —(1—2)! =0
& " t=(01-2)""!
= T
& T =
Nyt
10 = fm =1 da o JG) = (3)+(3) = F =2

Lisiksi 217 < 1, kun a > 1. Siis vélilld [0, 1] funktion f suurin arvo on 1 ja pienin

arvo on 2'7¢ misti viite seuraa.

<
N
\\
N\ -
)
N
N
D
\
N
N
4+ N
\
N
\
<

Kuva 3.6: Funktioiden e” ja 1+ x kuvaajat valilla [—3, 2].

Esimerkki 3.29. Osoitetaan, etta

e? > 14+ Vr e R

ja e® = 1+ z tasmalleen silloin, kun z = 0.

Tarkastellaan apufunktiota

T

glx) = e —1—ux,
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jolloin
g(z) = e -1

kaikilla x € R. Koska ¢ = 1, niin ¢/(0) = 0. Lisdksi e* on aidosti kasvava kaikilla
x € R, joten

dx)<0 Vr<O0 ja Jdx)>0 V>0

eli g on aidosti vihenevi, kun x < 0 (lause 3.9, s. 50), ja aidosti kasvava, kun z > 0
(lause 3.7, s. 49). Siis funktion g pienin arvo ¢g(0) = 0 saavutetaan pisteessi z = 0,

mista vaite seuraa.

Esimerkki 3.30. Osoitetaan, etta

loger < z—1 Ve >0

ja logx = x — 1 tdsmélleen silloin, kun z = 1.

Tulos on esimerkin 3.29 suora seuraus, sillé
r = €% >1 +logx Vz >0

ja
r = €% = 1+logx

tasmalleen silloin, kun logz =0 eli z = 1.

A
3__
27 z—1
LT log x
I I —»
2 3 4

Kuva 3.7: Funktioiden log x ja « — 1 kuvaajat vélilld |0, 4].
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4 Pinta-alat ja porrasfunktiot

4.1 Ala- ja ylasumma

Tarkastellaan aluksi seuraavaa yksinkertaista tapaa arvioida jonkin ylhaalta rajoite-
tun ei-negatiivisen funktion f kuvaajan ja x-akselin vélista pinta-alaa A jollakin
valilla [a, b].

1. Jaetaan vili [a, b] osavéleihin (n kpl).

2. Muodostetaan kullekin osavélille kaksi suorakulmiota siten, ettd toisen pinta-
ala pienempi ja toisen suurempi kuin funktion f kuvaajan ja z-akselin vélinen
pinta-ala kyseisella osavalillé.

3. Lasketaan yhteen pinta-alat toisaalta niistda suorakulmioista, joiden pinta-
ala on pienempi kuin funktion f kuvaajan ja z-akselin vélinen pinta-ala, ja
toisaalta niistd suorakulmioista, joiden pinta-ala on suurempi kuin funktion f

kuvaajan ja x-akselin vilinen pinta-ala.

Talloin haluttu pinta-ala on yhteenlaskujen tuloksena saatujen arvojen vélisséd. Mah-
dollinen virhe riippuu siita, paljonko suorakulmioiden pinta-alat eroavat etsitysta
pinta-alasta kullakin osavalilla.

Yksinkertainen tapa muodostaa halutut suorakulmiot on hyodyntaéa kullakin
osavalilla funktion pieninté ja suurinta arvoa (tai infimumia ja supremumia, jos
pieninté tai suurinta arvoa ei ole olemassa). Tarkastellaan seuraavaksi asiaa vahén

tasmallisemmin.

Maaritelladn aluksi, mita suljetun valin jaolla tarkoitetaan.

Maiaritelméa 4.1. Vilin [a, b] (dérellinen) jako on joukko P = {zo, z1,...,2,},
missa
a=xg <21 <...<x, =0

Jakoa voidaan merkitd myos P, tai P,|a, b].

Huomautus. Koska jatkossa ei tarkastella aarettomia jakoja, niin puhuttaessa
vélin jaosta tarkoitetaan aina valin darellisté jakoa.

Huomautus. Jaon jakopisteet ovat aina suuruusjarjestyksessé. Lisdksi kullakin

jakovalilla on nollaa suurempi pituus.
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Maaritelma 4.2. Olkoon funktio f rajoitettu valilla [a, b], ja olkoon lisaksi
P ={zg,z1,...,2,} jokin vilin [a, b] jako. Merkitaan edelleen

m; = inf{f(:l:) ’ x € [a:j_l,a:j}} = inf{f(x) ‘ zrjo << :1:]-}

ja
M; = sup{f(x) ‘ x € [:Uj,l,a:j]} = sup{f(x) ‘ rj <z < xj},
kun 5 =1,2,...,n. Talloin summaa

n
Le(f) = ij (zj — xj-1)
j=1
sanotaan jakoa P vastaavaksi alasummaksi ja summaa

Up(f) = Y Mj(z; —x;_4)

=t

<

sanotaan jakoa P vastaavaksi ylasummaksz.

Huomautus. Alussa tarkastellulle pinta-alalle A péatee

Lp(f) < A < Up(f).

Esimerkki 4.1. Arvioidaan funktion
2r — 4, kun x € [2,3],
flx) =
6—x, kunx€]3,4],
kuvaajan ja x-akselin viliin jadvan alueen pinta-alaa A vélilld [2, 4] yla- ja alasummia
kayttaen, kun valin jako on tasavilinen ja osavélien lukuméaara n = 4.
Koska jako on tasavélinen ja osavéleja on 4, tarkasteltava jako on valin [2, 4]

jako P ={2,5,3,%,4}. Nyt

my = inf {f(z) |z €[2,3]} =0,
my = inf {f(z) |z €[3,3]} =1,
mg = inf{f(x)|x€ [3,%]} = 2,
my = inf {f(z) |z € [},4]} = 2
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Kuva 4.1: Esimerkin 4.1 funktion f kuvaaja vililla [2,4] seké jakoa P = {2, g, 3, %, 4} vastaavat
funktion f ala- ja yldsummat.

Ja
My = sup{f(z) |z €25} =1,
M, = sup{f(z) |z €[3,3]} =2
Mz = sup{f(z) |z €35} =3,
M, = Sup{f(x) |z € [%,4]} =2

Koska jaon P jokaisen osavélin pituus on %, saadaan

Lp(f) = > mj-4 = (0+1+2+2)-1 =2
j=1
ja
Up(f) = Y M;-2 = 1+2+3+3).-5 =11

J=1
o 5 17
Siis § <A<

Tuntuu luonnolliselta ajatella, ettéd kun jakoa tihennetadn, niin ainakin riittavan
siististi kayttaytyvilla funktioilla Lp(f) ja Up(f) ldhestyvit toisiaan ja samalla myos
pinta-alaa A. Tamaé havainto toimii usein integraalin méarittelyn ldhtokohtana.

Pelkka intuitioon pohjautuva havainto ei kuitenkaan riitéd integraalin maaritel-
maksi. Integraalin méaéarittely voidaan suorittaa tdsmaéllisesti esimerkiksi tutkimalla
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alasumman supremumia ja yldsumman infimumia. Menettely onkin varsin yleises-
ti kaytetty. Jatkossa kyseista tekniikkaa ei kuitenkaan kaytetéd, vaan integraali
madritelladan tasmaéllisesti porrasfunktioiden (ks. luku 4.2) avulla.

Huomautus 4.1. Jos maaritelmassa 4.2 valitaan infimumin tai supremumin
sijasta mikd tahansa vélin [z;_, z;] piste £;, summaa

Sp(f,€) = i:lf(ﬁj)(xj—le)

sanotaan jakoa P vastaavaksi Riemann-summaksi tai Riemannin summaksi.

Riemannin summaan palataan mychemmin luvussa 5.7. My6s Riemannin summa
voidaan ottaa integraalin tédsmaéllisen méaarittelyn perustaksi.
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4.2 Porrasfunktio

Edellisen luvun lopussa todettiin, etta integraalin tdsmaéllisessa méarittelyssa hyo-
dynnetdan nyt porrasfunktioita. Maaritelladn seuraavaksi, mitd porrasfunktiolla
tarkoitetaan.

Maaritelma 4.3. Funktio f: [a,b] — R on porrasfunktio valilla [a, b] (tai vélin
la, b] porrasfunktio), jos on olemassa sellainen vélin [a, b] jako {xg, z1, ..., 2, }
ja sellaiset luvut a; € R (j =1,2,...,n), ettd

f(x) =aq; Vo e lxj_q, 2.

Huomautus. Porrasfunktion vélijaon voi tehda monella tapaa.

Huomautus. Porrasfunktion arvoille valijaon jakopisteissi ei aseteta mitdéan ehtoa
(toki funktio on maaritelty koko vililla, joten silld on jakopisteissikin joku arvo).

Viélin [a, b] porrasfunktio muodostuu vélin [a, b] avoimilla osavéleilld méaritel-
lyistd vakiofunktioista. Lisdksi porrasfunktiolla on joku arvo vélin jakopisteissa.
Porrasfunktion porraspisteitd ovat funktion epédjatkuvuuskohdat valilla [a, b] seké
vélin [a, b] paatepisteet. Porrasfunktion vakioarvo voi vaihtua vain porraspisteessa.

Maaritelmassa 4.3 esiintyvén jaon P pitda sisaltda kaikki funktion porraspisteet.
Liséksi jako P voi sisdltda muitakin pisteitd (eli porrasfunktio voi saada saman
arvon usealla jakovililla ja vield jakopisteissikin).

A
[ ]
[ ]
* *
>
a=xg Tr1 T2 T3 T4 r5xg ix7y X8t XT9g=2b
[ ]
Kuva 4.2: Vilin [a, b] porrasfunktion arvot ja porrasfunktion vélijako P = {a = xg,x1,...,x9 = b}.

Funktion porraspisteet ovat jaon P pisteet lukuun ottamatta pistetta xs.
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A
4 3 °
2 —
1 —
-3 -2 -1 1 2 3
— 1
— -2
-— -3

Kuva 4.3: Lattiafunktion f(z) = |z] kuvaaja vililld [—3, 3]. Funktion porraspisteet valilld [—3, 3]
ovat —3,-2,-1,0,1,2 ja 3.

Esimerkki 4.2. Funktio f: [0,8] — R,

kun 0 < z < 1,
kun 1 <z <4,
kun 4 < x <6,

kun z =6,
, kun 6 <z <8,

~
—~
]
N~—
I
CEE RSN

on valin [0, 8] porrasfunktio. Funktion porraspisteet ovat 0, 1,4, 6 ja 8. Funktion
vilijaoksi kelpaa miké tahansa vélin [0, 8] jako, joka siséltdd funktion porraspisteet.

Esimerkki 4.3. Lattiafunktio f: R — Z,

on porrasfunktio milld tahansa suljetulla reaalilukuvalilla [a, b]. Funktion porraspis-
teet ovat vélin [a, b] paatepisteet seka vililld ]a, b[ sijaitsevat kokonaislukupisteet
(ks. kuva 4.3). Funktion vélijaoksi kelpaa miké tahansa vélin [a, b] jako, joka siséltaa
funktion porraspisteet.

Esimerkki 4.4. Tutkimalla funktion arvoja voidaan osoittaa, ettd funktio

fx) = [2¢] =1

on porrasfunktio valilla [1, 3] (harjoitustehtava).
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Huomautus 4.2. Jos f ja g ovat valin [a, b] porrasfunktioita ja A € R, myos
A, f+gja fg ovat vilin [a, b] porrasfunktioita.

Todistus. Osoitetaan, ettd Af on vilin [a, b] porrasfunktio. Muiden tapausten to-

distus jatetdan harjoitustehtédviksi.

Olkoon siis f vilin [a, b] porrasfunktio ja A € R. Koska f on vilin [a, b] porras-
funktio, on olemassa sellainen vélin [a, b] jako {a = g, x1, ..., 2, = b} ja sellaiset

ai,as,...,a, € R, etta
f@)=a;  Voelrj, ],
kun j =1,2,...,n. Taten
AN@) = A-a; Vo elzq,z,
kun 7 =1,2,...,n. Siis \f on vilin [a, b] porrasfunktio. O

Huomautus 4.3. Olkoon ¢ € |a,b| jokin vilin [a,b] sisdpiste. T&lloin f on
porrasfunktio vélilla [a, b] tdsmaélleen silloin, kun funktion f rajoittumat véleille
la, c] ja [c, b] ovat porrasfunktioita kyseisilld véleilld (harjoitustehtéva).

Esitetdan luvun 4.2 lopuksi vield aputulos, jota tarvitaan myohemmin. Aputulos
tarkoittaa, ettd jos rajoitettua funktiota f arvioidaan porrasfunktioiden avulla,
merkitystd on vain porrasfunktioilla, joiden arvot ovat riittavéin ldhella funktion f

arvoja.

Lause 4.4. Olkoon M > 0 ja f sellainen funktio, etta 0 < f < M valilld [a, b].
Jos g ja h ovat porrasfunktioita ja g < f < h vélilld [a,b], niin on olemassa
sellaiset vélin [a, b] porrasfunktiot ¢ ja ', ettd

0<gd <f<HW<M

ja
W—qg < h—g.

Todistus. Harjoitustehtéava.
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Huomautus. Funktioita vertailtaessa (ja muissakin yhteyksissd) jatetaan usein
funktion argumentti kirjoittamatta. Nain on menetelty myos lauseessa 4.4, missa
esimerkiksi

gle) < flz) < Wx)  Vaela,b]

on ilmaistu lyhyemmin toteamalla, ettd g < f < h valilla [a,b]. Jos ei ole se-
kaannuksen vaaraa, ndin voidaan menetelld. Tarvittaessa argumentti on tietysti
kirjoitettava nakyviin.
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4.3 Porrasfunktion integraali

Aloitetaan integraalin tdsmallinen méaérittely tutkimalla porrasfunktion integraalia.

Maaritelmi 4.4 (Porrasfunktion integraali). Olkoon f: [a,b] — R por-
rasfunktio ja P = {xg,x1,...,2,} sellainen vélin [a, b] jako, ettd

fle)=a;  Vz €z, 3,
kun 57 =1,2,...,n. Olkoon lisaksi
(1) = j—

jaon P osavélin [; = |z;_1, x;] pituus (j = 1,2,...,n). Télléin porrasfunktion f
integraali yli vélin [a, b] on

Huomautus. Porrasfunktion integraalin merkinnéassa dx tarkoittaa, ettd integroi-
tavan porrasfunktion integraalia lasketaan muuttajan x suhteen.

Huomautus 4.5. Porrasfunktion integraali ei riipu valitusta vélijaosta P (har-
joitustehtava).

Huomautus 4.6. Porrasfunktion integraali ei riipu millaén tavalla funktion
arvosta valijaon jakopisteissé.

Huomautus. Porrasfunktion integraali on reaaliluku.
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Esimerkki 4.5. Vakiofunktio

flx)y=c¢c (ceR)
on porrasfunktio milla tahansa valilla [a, b], silla tarvittavaksi jaoksi voidaan valita
P = {a, b} (eli vain yksi jakovali). Tall6in

b

/bf(a:)dx = /cdx = ¢ (b—a).

a

Esimerkki 4.6. Maaritetaan lattiafunktion (ks. esimerkki 4.3) f: [—1,3] — Z,

porrasintegraali yli vilin [—1, 3].
Tarkastellaan vélin [—1, 3] jakoa P = {—1,0,1,2,3}. Talloin kunkin osavalin
pituus on yksi, joten

/f = (-1)14+0-1+1-1+2-1
—1
= —140+1+2

= 2.

Esimerkki 4.7. Olkoon n € Z, ja P, vilin [0, 1] jako, jonka jakopisteet ovat

P, = {]; €Q ’p:(),l,...,n, g=1,2,...,n, pgq}.
Miéaritetaan porrasfunktion

kun x € P,,

L,
h,(x) =
(@) %, kun z € [0,1] \ P,,

porrasintegraali yli vélin [0, 1].

Olkoon k jaon P, jakovilien lukumaééara, ja olkoot ¢(Iy),4(13),...,¢(I}) jaon P,
jakovélien pituudet. Talloin
k

1 1

=1

S|

[ (@) do = ;}Z-am =

J
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Esimerkki 4.8. Olkoon
f(z) = 2°.

Maaritetaan sellainen porrasfunktio h, etta f < h valilla [0, 1] ja

1
/h<
0

Tarkastellaan aluksi tapauksia, joissa vélin [0, 1] jaon osavélien lukuméaéra on

l\D\»—t

pieni. Jos P = {0 = g, x1,...,2, = 1} on vilin [0, 1] jako, niin asetetaan h(0) = 0
ja

h(z) = x?’ Vo € lxj_1, 5],
kun j = 1,2,...,n. Koska f on kasvava valilla [0, 1], niin t&ll6in h on sellainen

vélin [0, 1] porrasfunktio, ettd f < h valilla [0, 1].
Kun P = {0, 1} (eli vain yksi jakovili), niin

1
/h:1-1:1>
0

Siis jakoa P vastaava porrasfunktio h ei kelpaa.

N | —

Kun P = {0, 3,1} (eli tasavélinen jako, jossa on kaksi jakovélid), niin

1
[n =

0

Siis jakoa P vastaava porrasfunktio h ei kelpaa.
Kun P = {0, 3, 2,1} (eli kolme jakovilid), niin

1
/h
0

Taten jakoa P vastaava porrasfunktio h kelpaa. Jos siis

N | —

9
+1.2 = — >
16

OOM—\
l\D\H
[\

+1_1 _16+27+64 107 _ 1
4 256 256 2

oo\»—n
[\D\t—\
@‘1\3
SN N
>~ =

0, kunz =0,
W) = %7, kun z € ]?, %],

64 kunxe]iai]:

1, kunzel3 1],

niin A on sellainen vélin [0, 1] porrasfunktio, ettd f < h vililld [0, 1] ja
1
/ h <
0
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Edelld esitetty menettely toimii tietysti vain, jos haluttu porrasfunktio 16ytyy
pienelld jakovélien lukumaéaaralla. Paremmin yleistyva menetelmé saadaan, kun
tutkitaan tasavalista jakoa ja annetaan jakovalien lukumaérian kasvaa.

Olkoon siis n € Z,,t = % ja P =1{0,t,2t,...,nt = 1} valin [0, 1] tasavilinen
jako. Olkoon edelleen h,(0) = 0 ja

ha(z) = (jt)* Vo €](j — 1)t 1],

kun j = 1,2,...,n. Koska f on kasvava vililla [0, 1], niin t&ll6in A, on sellainen
valin [0, 1] porrasfunktio, ettd f < h,, valilla [0, 1].

Hyodyntamaélla aputulosta (todistus esimerkiksi induktiolla)

n " 7’L2(TL+1)2
2=
j=1
saadaan
1
" " 1 n*(n+1)>? (n+1)?
h, = i)t = 2y 43 = —. = .
0/ jZl(J) jle — I yo;
Koska
1 2 1 nez
(":2) <5 e ntmtl<m? & -Wm-1>0 & n23
n

niin esimerkiksi h3 kelpaa halutuksi porrasfunktioksi.
Yleisesti saadaan (kun a > 1)
(71;21)2 = i<1+;>2 <a & i < 2a—1
1
NS

joten tehtava on helppo ratkaista myos pienemmilla tavoitearvoilla kuin a =

S no>

1
5-
Esimerkiksi

V3 VB@EV) gy s

&S n>T,

1
n > = —
2\@—1 2 -3 4-3

joten
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Esitetaan lopuksi viela muutamia porrasintegraalien perusominaisuuksia. Omi-
naisuudet ovat ilmeisia porrasfunktioiden maérittelyn perusteella. Tasmalliset to-
distukset jatetaan osin harjoitustehtavéksi.

Lause 4.7. Jos g ja h ovat porrasfunktioita ja g < h vélilla [a,b], niin

b b
/QS/h.

Todistus. Harjoitustehtéva.

Lause 4.8 (Lineaarisuus). Jos f ja g ovat valin [a,b] porrasfunktioita ja
A € R, niin

b b b b

/bw):A/f a o Jusg = [1+]a

a a a a

Todistus. Todistetaan vakiolla kertomista koskeva tulos. Funktioiden summaa kos-
keva tulos jatetaan harjoitustehtavaksi.

Olkoon siis f vélin [a, b] porrasfunktio ja A € R. Koska f on vélin [a,b] por-
rasfunktio, on olemassa sellainen vélin [a, b] jako P = {a = x¢, x1,..., 2, = b} ja

sellaiset ay,as,...,a, € R, etta
fla)=a; V€l

kun 7 =1,2,...,n. Jos nyt
(1) = wj— i

on jaon P osavélin I; = |z;_q,z;[ pituus (j = 1,2,...,n), niin

/(Af) = Zn:/\aj'g(fj) = Af:aj'f(fj) = A/f-
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Lause 4.9 (Additiivisuus). Olkoon f vilin [a,b] porrasfunktio ja ¢ € la, b|.

Télloin ,

=l

Todistus. Koska f on vilin [a, b] porrasfunktio ja ¢ € ]a, b[, niin f on porrasfunktio®
myos valeilla [a, ] ja [¢,b] (huomautus 4.3, s. 69).

Olkoon nyt P jokin vélin [a, b] jako, joka sisdltda kaikki funktion f porraspisteet
valilld [a, b], ja P" = {xg, x1, ..., 2, } vilin [a,b] jako P’ = PU{c}. Oletetaan liséksi,
etta

fl@)=a;  Vx€lr;, 50,
kun j=1,2,...,n.

Talloin ¢ = zy, jollakin k € {1,2,...,n—1}. Lisdksi {xg, 21, ..., 2} on vilin [a, |
jako, joka sisaltad kaikki funktion f porraspisteet valilla [a, ¢], ja {zk, Txo1, ..., Tn}
on valin [c, b] jako, joka siséltad kaikki funktion f porraspisteet vililla [c, b]. Koska
porrasfunktion integraali on riippumaton vélitusta vélijaosta, niin

/f = Y a;-(x; —xj)

a Jj=1
k n
= Zay (xJ wa—l) + Z a; (:rj JUj—l)
7=1 Jj=k+1

!T4smillisesti ottaen porrasfunktioita ovat funktion f rajoittumat kyseisille vileille.
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5 Riemann-integraali

5.1 Ala- ja ylaintegraali

Jos funktio f on rajoitettu valilla [a, b], niin on olemassa sellaiset vakiot m € R ja
M € R, etta
m < f(x) < M Vo € [a,b].

Jos lisdksi ¢ ja h ovat sellaisia porrasfunktioita, ettd g < f < h valilla [a, b], niin
g< M ja h>m

valilla [a, b]. Koska vakiofunktio on porrasfunktio, niin lauseen 4.7 (s. 75) nojalla

/bg < /bM: M-(b—a)

ja
b b
/h > /m = m-(b—a).
Siis joukko
b
(5.1) L = {/g ' g on porrasfunktio ja g < f valilla [a,b]}

on ylhéalta rajoitettu ja joukko
b
(5.2) U = { / h ‘ h on porrasfunktio ja f < h vililli [a, b]}

on alhaalta rajoitettu. Lisaksi kumpikaan joukoista ei selvastikaan ole tyhja joukko.
Téten voidaan asettaa seuraava méaaritelma.

Maaritelma 5.1. Olkoon f valilla [a, b] rajoitettu funktio, ja olkoot L ja U
ehdoissa (5.1) ja (5.2) maaritellyt joukot. Talloin

IL(f,la,b]) = supL
on funktion f alaintegraali yli vélin [a, b] ja
IU(f7 [avb]) = infU

on funktion f yldintegraali yli vélin [a, b].
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Esimerkki 5.1. Maéaritetaédn Dirichlet’n funktion

], kanzeQ,
fm_{o, kun z € R\ Q,

ala- ja ylaintegraali yli vélin [a, b].
Funktio f on selvisti rajoitettu vélilla [a, b], joten etsittévit ala- ja ylaintegraali
ovat olemassa.

[: Mééritetdén ensin alaintegraali I (f, [a,b]). Olkoon siis L ehdossa (5.1) maa-
ritelty joukko.

1°: Olkoon g jokin sellainen porrasfunktio, ettd g < f valilla [a,b]. Olkoot

lisdksi Iy, Iy, ..., I, porrasfunktion ¢ jotakin jakoa vastaavat (avoimet) jakovalit
ja ai,aq,...,a, funktion g (vakio)arvot jakovaleilld Iy, I, ..., I,. Talloin a; < 0
(j =1,2,...,n), silld jokainen reaalilukuvéli sisdltda irrationaalipisteitd. Téten

b n n
/g = Y a;-0(L;) < > 0-4(1;) = 0,
4 =1 i=1

missd ¢(/;) on osavalin I; pituus. Siis z < 0 kaikilla z € L, joten 0 on joukon L
(erds) ylaraja.

2°: Tarkastellaan porrasfunktiota g(x) = 0 kaikilla = € [a,b]. Talloin g < f
valilla [a, b] ja
b b
/g - /0 — 0-(b—a) = 0.
Siis 0 € L.

Kohdista 1° ja 2° seuraa nyt lauseen 1.2 (s. 2) perusteella, etté
I(f,]a,b]) = supL = maxL = 0.

II: Mé&éritetaén sitten vastaavalla tavalla ylaintegraali Ii(f, [a, b]). Olkoon U
chdossa (5.2) mééritelty joukko.

1°: Olkoon h jokin sellainen porrasfunktio, etta f < h vililla [a,b]. Olkoot

lisdksi Iy, Iy, ..., I, porrasfunktion h jotakin jakoa vastaavat (avoimet) jakovalit
ja ai,aq,...,a, funktion h (vakio)arvot jakovéleilla Iy, I, ..., I,. Talloin a; > 1
(j =1,2,...,n), silld jokainen reaalilukuvéli sisdltda rationaalipisteita. Taten

b n n
/h = N o 0I) > Y 10I) = b—a,
a Jj=1 Jj=1

missa ¢([;) on osavalin [; pituus. Siis z > b — a kaikilla z € U, joten b — a on

joukon U (eras) alaraja.
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2°: Tarkastellaan porrasfunktiota h(z) = 1 kaikilla = € [a,b]. Talloin f < h
valilla [a, b] ja
b b
/h - /1 —1(b—a) = b—a
Siisb—a e U.
Kohdista 1° ja 2° seuraa nyt lauseen 1.2 (s. 2) perusteella, etta
Iy(f,[a,b]) = infU = minU = b—a.

Ala- ja yldintegraalin méarittelyn sekéd porrasfunktioiden, supremumin ja infi-
mumin perusominaisuuksien nojalla voidaan esittda seuraavat huomautukset.

Huomautus 5.1. Lauseiden 1.4 (s. 3) ja 4.7 (s. 75) nojalla aina

[L<f7 [aab]) < IU(fv [a,b]),

mutta valttdméattéd ei pade (ks. esimerkki 5.1)

IL(f1a, b)) = Iu(f,la,b]).

Huomautus 5.2. Jos ¢ ja h ovat porrasfunktioita ja g < f < h valilld [a, b],
niin huomautuksen 5.1 sekd supremumin ja infimumin perusominaisuuksien

nojalla
b

[9 < 1(f.lab) < Iu(flat) < [h

a

Huomautus 5.3. Jos f on vélin [a, b] porrasfunktio, niin huomautuksen 5.2

perusteella
b

Ie(f, (b)) = Io(flob) = [ F.

a
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5.2 Riemann-integraali ja Riemann-integroituvuus

Maéritellaén sitten Riemann-integraali ala- ja ylaintegraalin avulla.

Mairitelmi 5.2 (Riemann-integraali). Rajoitettu funktio f: [a,b] — R
on Riemann-integroituva valilla [a, b, jos

I.(f,]a,0]) = Iu(f,[a,0]).

Talloin funktion f Riemann-integraali yli valin [a, b] on

[ £ = [f@d = Lif.lab) = Ib(f.]ab).

Huomautus. Riemann-integraalin merkinnassa dz tarkoittaa, etté integroitavan
funktion integraalia lasketaan muuttajan x suhteen.

Huomautus. Kun jatkossa puhutaan funktion integroituvuudesta, tarkoitetaan
aina (ellei toisin mainita) funktion Riemann-integroituvuutta.

Huomautus. Riemann-integraali on reaaliluku.

Huomautus 5.4. Huomautuksen 5.3 (s. 79) nojalla porrasfunktiot ovat Rie-
mann-integroituvia ja porrasfunktion Riemann-integraali on sama kuin luvus-
sa 4.3 tarkasteltu porrasfunktion integraali.

Huomautus. Huomautuksen 5.4 perusteella porrasfunktion integraalille ja Rie-
mann-integraalille on luontevaa kéyttad samaa merkintaa.

Huomautus. Huomautuksesta 5.4 ndhdaan, ettd funktion jatkuvuus ei ole
edellytys funktion Riemann-integroituvuudelle.
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Huomautus 5.5. Jos funktio f on Riemann-integroituva valilla [a,b], niin
huomautuksen 5.2 (s. 79) nojalla

b b b
/gé/fg/h

aina, kun ¢ ja h ovat sellaisia vélin [a, b] porrasfunktioita, ettd g < f < h.

Esimerkki 5.2. Esimerkin 5.1 perusteella Dirichlet'n funktio

{1, kun z € Q,

f@) = 0, kunzx e R\ Q,

ei ole Riemann-integroituva millddn reaalilukuvélilld [a, b].

Funktion Riemann-integroituvuuden tutkiminen ala- ja yldintegraaleja laskemal-
la on yleisesti ottaen melko hankalaa. Seuraava yksinkertainen havainto helpottaa

jonkin verran asiaa.

Lause 5.6 (Riemannin ehto). Vililla [a, b] rajoitettu funktio f on Riemann-
integroituva valilla [a,b] tdsmélleen silloin, kun jokaista Iukua € > 0 kohti on
olemassa sellaiset vélin |a,b] porrasfunktiot g ja h, ettd g < f < h vdlilld [a, b]

ja
b b
/h—/g<5.

Todistus. Vaite seuraa suoraan Riemann-integraalin méaritelmasté ja lauseesta 1.5
(s. 3), kun tutkitaan ala- ja yldintegraalin méérittelyssé esiintyneita joukkoja

b
L = {/g ’ g on porrasfunktio ja g < f valilla [a, b]}
ja

b
U = {/ h | h on porrasfunktio ja f < h valilla [a, b]} )
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Esimerkki 5.3. Kurssilla Analyysi A tarkasteltiin Thomaen funktiota*

0, kunzeR\Q,
f(z) = 1, kun x =0,

, kinzx e Qjax== (p+#0,¢>0) on supistetussa muodossa,

1 P
q q
joka on jatkuva kaikilla z € R\ Q ja epijatkuva kaikilla x € Q. Osoitetaan
Riemannin ehtoa kayttéen, ettd f on Riemann-integroituva valilla [0, 1].

Valitaan mielivaltainen ¢ > 0. Olkoon n jokin sellainen kokonaisluku, etta

1
n>-.
€

Olkoon lisdksi g sellainen porrasfunktio, ettd g(x) = 0 kaikilla x € [0,1], ja h
esimerkin 4.7 (s. 72) porrasfunktio h,. Talloin

1

) 1
/g:O ja /h:ﬁ-
0

0

Téten on olemassa sellaiset porrasfunktiot g ja h, ettd g < f < h vililla [0, 1]
(harjoitustehtavé) ja

1 1

[r-]o-

0 0

Siis f on vélilla [0, 1] Riemann-integroituva Riemannin ehdon nojalla.

-0 = < €.

S|
Sk

Wl

)|
Ol"' ol G

Kuva 5.1: Thomaen funktion arvot % (¢g=1,2,...,20) valilla ]0, 1[.

!Funktiota kutsutaan myds popcorn-, sadepisara- tai viivotinfunktioksi.
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Huomautus. Esimerkki 5.3 osoittaa, ettd myos varsin epajatkuvat funktiot

voivat olla Riemann-integroituvia.

Seuraava lause helpottaa joskus Riemannin ehdon kayttoa tutkittaessa funktion
Riemann-integroituvuutta. Lause antaa myos tavan maérittda integraalin arvo.

Lause 5.7. Vililli [a,b] rajoitettu funktio f on Riemann-integroituva valil-
Id [a,b] tasmdélleen silloin, kun on olemassa sellaiset porrasfunktiot g, ja h,
(n=1,2,...), ettd g, < f < h,, valilld [a,b] ja

b
nli_}rgo/gn: hm/h

Lisaksi tallbin ,

b b
[ = Jim fon = Jim [ b

Todistus. Vaite seuraa suoraan Riemann-integraalin maaritelméasté ja seuraukses-
ta 1.6 (s. 3), kun tutkitaan ala- ja yldintegraalin madrittelyssa esiintyneitd joukkoja

b
L = {/g g on porrasfunktio ja g < f valilla [a, b]}

-

Esimerkki 5.4. Lauseen 5.7 nojalla esimerkin 5.3 Thomaen funktion f Riemann-

integraaliksi yli vélin [0, 1] saadaan

ja

b
/ h | h on porrasfunktio ja f < h valilld [a, b]} .

O

1
/fzﬁ&/h:£&*=0
0
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Huomautus 5.8. Lauseen 5.7 vaatimat porrasfunktiot g, ja h, muodostetaan
usein valitsemalla porrasfunktion g, arvoiksi vélin [a, b] jotakin jakoa vastaavilla
(avoimilla) jakovéleilla Iy, Iy, ..., I, arvot my, ma, ..., m,, missi

m; = inf{f(z) |z €}, j=1,2,...,n.

Vastaavasti porrasfunktion h,, arvoiksi (avoimilla) jakovéleilla I, I, . .., I, vali-
taan My, M,, ..., M,, missa

M; = sup{f(z) |z € L;}, j=12,...,n

Tarvittavat porrasfunktioiden jonot muodostuvat talloin jakovélien maéaran
lisddntyessa. Porrasfunktioiden arvoiksi kunkin jaon jakopisteissa voidaan valita
esimerkiksi funktion f arvo kyseisissa pisteissa.

Kaytannossa tarkastellaan usein tasavélista jakoa. Jos porrasfunktioita g, ja h,
vastaavassa tasavilisessé jaossa on n osavilid, kunkin jakovélin pituudeksi ¢ saadaan

b—a
t = .
n
Talloin g, < f < h,, seka
b n b n
—a
/g” =Y tm; = > m;
a Jj=1 n j=1
ja
/hn = Zt‘MJ = ZMJ
a Jj=1 n j=1
Jos nyt

b b
lim/gn: lim/hn:S,
n—oo n—od

niin f on Riemann-integroituva valilla [a, b] ja

/f(x) dr = 8.

a
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Huomautus 5.9. Jos funktio on jatkuva vélilla [a, b], voidaan infimumin ja
supremumin sijasta kiayttaa funktion pienintd ja suurinta arvoa kullakin (sulje-
tulla) jakovalilld, mika tietysti helpottaa porrasfunktioiden muodostamista.

Esimerkki 5.5. Osoitetaan, ettd funktio
f(z) = kx (k> 0)

on Riemann-integroituva vélilld [a, b], ja mééritetdén

b
/k:x dz.

Olkoon n € Z, ja {a,a+t,a+2t,...,a+ nt} sellainen vélin [a, b] tasavilinen

jako, etta
. b—a

Olkoon lisdksi
gn(r) = k-(a+(—1)t) ja  hy(x) = k- (a+jt),
kun z € [a+ (j — Dt,a+jt] (j=1,2,...,n), ja

9n(b) = h,(b) = f(b) = kb.

A
i e /kx
+----
3+ -----
R

2 + S

R
- Jon (@)

gn(x)

>
a=1 2 3 4 5 6 7 8=b

Kuva 5.2: Funktion f(z) = kx ja esimerkissi 5.5 esiintyvien vélin [a, b] porrasfunktioiden g, ja h,
kuvaajat (k= 3,a=1,b=8n=7).
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Talloin g, ja h, ovat porrasfunktioita ja g, < f < h, valilla [a,b] (silld f on
kasvava). Edelleen

b

/gn = it-k-(aﬂj—l)t)

a J=1
= thka) 1+ t°k) (j—1)
i=1 j=1

n(n —1)
2

— — 2 —

n n 2

= tka-n + t°k -

(b—a)? n—1
2 y n

= (b—a)ka +

ja

7j=1
= tha) 1+ t’k> ]
j=1 j=1
:tka.n+t2k.w
2
_ —a\?2 1
— b a.ka.n+(b a) km
n n 2
b—a)? 1
S PO Clunl) PO U
2 n
——
—1
b— 2
— (b—a)k;a—i—( %) k, kun n — oo.

2
Téaten f on lauseen 5.7 nojalla Riemann-integroituva valilld [a, 8] ja

b
/kxdx = (b—a)ka+

a

(b—a)?
2

b—a) _ k'bQ—a%

ko= k(b—a)(a+ 5
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Esimerkki 5.6. Hyodyntamalld geometrisen summan kaavaa ja raja-arvoa (1.5)
(s. 4) voidaan vastaavalla tavalla kuin esimerkissa 5.5 osoittaa (harjoitustehtavi),
ettd e” on Riemann-integroituva valilla [0, 5] (b > 0) ja

b
/exdx = e —1.
0

Huomautus 5.10. Jos esimerkissa 5.5 riittaa vain osoittaa Riemann-integroi-
tuvuus, selvitddan vihemmilld laskutoimituksilla. Télloin ei tarvitse laskea raja-
arvoja, vaan riittad osoittaa, etta jokaista lukua € > 0 kohti on olemassa sellainen
n € Z,, ettd porrasfunktioiden h, ja g, integraalien erotus on pienempi kuin e.

Esimerkki 5.7. Osoitetaan vain, ettd esimerkin 5.5 funktio f(x) = kz (k > 0) on
Riemann-integroituva vélilla [a, b]. Integraalin arvoa ei tarvitse maarittaa.

Valitaan mielivaltainen € > 0. Riemannin ehdon nojalla f on Riemann-integroi-
tuva valilla [a, b], jos on olemassa sellainen n € Z ., etta (esimerkin 5.5 mééarittelyin
ja merkinnoin)

[ho= o = Stok-a+jt) = Y t-k-la+(—1)0)
a a 7j=1 7j=1
= t-k-(a+nt) —t-k-a
=1(b) =/
=t (kb—ka)
b—a
ke (b—a)
_ k(b—a)
N n

< €&

Vaadittu luku n € Z, 16ytyy nyt valitsemalla
k(b — a)?

n > :

3

joten f on Riemann-integroituva valilla [a, b].
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Huomautus. Huomautus 5.10 koskee muitakin vastaavia tapauksia (vrt.
lause 5.12; s. 90).

Esimerkki 5.8. Vastaavalla tavalla kuin esimerkissé 5.7 voidaan osoittaa (harjoi-
tustehtéava), ettd funktio
f(z) = sinx

on Riemann-integroituva valilla [0, 7].

Jos funktio f on Riemann-integroituva valilla [a,b], niin Riemannin ehdon
(lause 5.7) nojalla on olemassa sellaiset porrasfunktiot g, ja h, (n =1,2,...), ettd
gn < f < hy, valilla [a,b] ja

b b b
S fon = Ji [ = [ f

Jos sitten funktion f arvo muuttuu joissakin yksittaisissa véalin [a, b] pisteissa
x1, %3, . .., Ty, niin porrasfunktioiden g, ja h, arvoja voidaan muuttaa vastaavasti
siten, etta funktioiden g, ja h, arvot pysyvit muuten ennallaan, mutta pisteissa
1, %2, ..., T, porrasfunktioiden arvoksi asetaan funktion f uusi arvo. Télloin
edelleen g, < f < h, valilla [a, b].

Lisaksi porrasfunktioiden integraaleja laskettaessa pisteet z1, xo, ..., x,, voidaan
ottaa (mahdollisesti uusiksi) jakopisteiksi, joten porrasfunktioiden g, ja h, arvot
kyseisissé pisteissa eivat vaikuta porrasfunktioiden g, ja h, integraalien arvoihin.
Téaten porrasfunktioiden g, ja h, integraalien arvot (ja samalla niiden raja-arvo)
pysyvéit ennallaan.

Edella olevan perusteella voidaan esittaa seuraava huomautus. Huomautuksen
todistuksen tekniset yksityiskohdat jatetdan harjoitustehtavéksi.

Huomautus 5.11. Jos f on valilli [a, b] Riemann-integroituva funktio ja g on
sellainen valilla [a, b] maaritelty funktio, etta

fz) =g(z)
valilla [a,b] lukuun ottamatta pisteita xy1, s, ...,z € [a,b], niin myds g on
Riemann-integroituva vélilla [a, b] ja
b

/bf(x) dx = /g(a:) dx.

a
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Huomautus. Huomautuksen 5.11 perusteella funktion arvot darellisessa pis-
tejoukossa eivit ole merkityksellisia funktion integroituvuuden tai integraalin
arvon kannalta.

Esimerkki 5.9. Esimerkissa 5.5 osoitettiin, ettd funktio f(z) = kz (K > 0) on
Riemann-integroituva vélilla [a, b] ja

b2 —a?

2

b
/k;xdx:k-

Téaten huomautuksen 5.11 perusteella funktio

3, kunzxz € Z,

xT) =
9() %, kun z € R\ Z,
on Riemann-integroituva jokaisella suljetulla valilla [a, b] ja esimerkiksi (ks. kuva 5.3)

7

1 7?-12 48
der = —- = — =&
[oir = 55— = 5

>

a=1 2 3 4 5 6 7T=b

Kuva 5.3: Esimerkin 5.9 funktion g kuvaaja valilla [1, 7].
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5.3 Integroituvia funktioita

Osoitetaan seuraavaksi, etta seka suljetulla valilld monotoniset etté suljetulla valilla
jatkuvat funktiot ovat Riemann-integroituvia kyseisella vélilld. Aluksi tarkastellaan
monotonisia funktioita.

Lause 5.12. Vililld [a, b] monotoninen funktio on Riemann-integroituva vélil-
Id [a, b].

Todistus. Todistetaan tapaus, jossa funktio f on kasvava valilla [a, b]. Tapaus, jossa
funktio on vahenevéa, todistetaan vastaavasti (harjoitustehtéva).

Olkoon siis f kasvava valilla [a, b]. Jos f(a) = f(b), niin f on vakiofunktiona
porrasfunktio ja siten Riemann-integroituva vélilla [a, b]. Taten voidaan olettaa,
ettd f(a) < f(b).

Valitaan mielivaltainen ¢ > 0. Olkoon nyt {a,a +t,a + 2t,...,a + nt} sellainen
valin [a, b] tasavilinen jako, ettd jakovélin pituus

b—a €
<

Olkoon lisaksi

glz) = fla+ (G -1t)  ja  hx) = fla+jt),

kun x € [a+ (j — D)t,a+ jt[ (j = 1,2,...,n), sekd ¢g(b) = h(b) = f(b). Talloin ¢
ja h ovat porrasfunktioita ja ¢ < f < h valilla [a, b] (silla f on kasvava). Téaten

[h-[g = Yt-flatit Y t-fla+ (-1

< f(b) — f(a
0= @) (f(b) = f(a))
= e
Siis f on Riemannin ehdon nojalla Riemann-integroituva valilla [a, b]. O
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Esimerkki 5.10. Olkoon a > 0. Aidosti vahenevana funktiona funktio
1
f(x) =

22
on Riemann-integroituva vélilla [a, b]. Osoitetaan viel4, etta
b
/ 1 d 1 1
—dr = — — —.
x? a b

a

Koska f on Riemann-integroituva vélilld [a, b], niin lauseen lauseen 5.7 (s. 83)
nojalla on olemassa sellaiset porrasfunktiot g, ja h, (n =1,2,...), ettd g, < f < h,
valilla [a, b] ja

b b b
(53 1= Jiw [ = i [ o

Olkoon nyt n € Z, ja {a = zg,x1,...,2, = b} jokin vilin [a,b] jako, joka
sisaltda seka porrasfunktion g, ettd porrasfunktion h, porraspisteet. Koska nyt
VTj—1x; on valin |z;_q, ;[ piste (j = 1,2,...,n) ja g, < f < h,, vililld [a, b], niin

gn(x) < f(VTiaT5) < ho(x) Vi €z, 24
eli

1

Tj-1T5

gn(x) < < hn(x) Vi € ]xj—l’xj[’

kun 5 =1,2,...,n. Lisaksi

" 1 i 1 1 1 1 1 1
Zm (x] ‘CE]—].) - Z( _> = — — — = —_6’
j=1Lj-1%; = \Ti-1 T To  Tp a
joten
b nooq .
< ) = -z
a/g = JZIIJ—NCJ' (zj — 1) . b
ja
/ no 11
h, > 11
a/ B JZ=:1 Lj-1%; (7 = 25-1) a b
Siis \ .
1 1
/gn < -—-Z /hn Vn € Z+,
a a b a
joten ehtojen (5.3) nojalla
b b b )
e = B fan = Jim [ = 05



1 +
1/2 + —
1/3 4+ —
1/5+ =
—+— : : —>»
11 1
113 1 2 3

Kuva 5.4: Esimerkin 5.11 funktion f kuvaaja valilla [0, 3].

Esimerkki 5.11. Tutkitaan funktion (ks. kuva 5.4)

—_

T_I, kunfﬂE]O,g],

fla) = {1
0, kun x = 0,

Riemann-integroituvuutta valilla [0, 5].

Koska x on kasvava, niin < on vihenevé vélilld ]0, 3]. Téaten myds funktio [1] on
viheneva ja vastaavasti sitten funktio f on kasvava vélilla |0, 3]. Lisaksi f(0) =0
ja f(z) > 0 kaikilla = € ]0,3]. Taten f on kasvava koko valilla [0, 3]. Kasvavana
funktiona f Riemann-integroituva vélilld [0, 3].

Huom. Funktio f ei ole porrasfunktio valilla [0, 3], silld porrasfunktiolla on vain
aarellinen maéré epajatkuvuuskohtia.

Huomautus 5.13. Tutkimalla lauseen 5.12 todistuksen porrasfunktioita ha-
vaitaan (totea), etta jos {zg,x1,...,2,} on jokin vilin [a,b] jako ja funktio f
on kasvava vililla [a, b], niin

b

fas )y —50) < [ f@)de < 3 fa)as = 250)

a

n

<
—_

Jos vastaavasti f on vihenevé, niin

b

n n

flaa—w) < [ f@)de < 3 flay)(a; —apm).

a Jj=1

<
—
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Seuraavaksi osoitetaan, etté suljetulla vélilla jatkuvat funktiot ovat Riemann-
integroituvia kyseiselld valilla. Todistuksessa hyodynnetaén tietoa, ettd suljetulla
valilld [a, b] jatkuva funktio f on tasaisesti jatkuva vélilla [a,b]. Talloin jokaista
positiivilukua € > 0 kohti on olemassa sellainen 0 > 0, etta

(5.4) |f(x) — f(y)] < e aina, kun z,y € [a,b] ja |z —y| <0,

ks. mééritelma 1.3 (s. 6) ja lause 1.12 (s. 6).

Lause 5.14. Vililld [a,b] jatkuva funktio on Riemann-integroituva valilld [a, b|.

Todistus. Valitaan mielivaltainen € > 0. Koska f on jatkuva suljetulla valilla [a, b],
niin ehdon (5.4) nojalla on olemassa sellainen 6 > 0, etta

£
(5.5) |f(z) = fly)] < b—a aina, kun z,y € [a,0] ja [z —y| <.
Olkoon nyt {xg,z1,...,x,} sellainen vilin [a,b] tasavilinen jako, ettd jakovilin
pituus
b—
t = <
n
Télloin siis |x; —z;_1| < 9, kun j =1,2,...,n.

Olkoon edelleen g(z;) = h(x;) = f(z;), kun j =0,1,...,n, ja
g(x) = m; = min{f(z) ’ z € [xj_l,xj]}, kun z € Jx;_q, 2,

ja
h(z) = M; = max{f(z) ’ z € [xj,l,xj]}, kun z € |z;_1, 7],
kun j =1,2,...,n. Téllin g ja h ovat porrasfunktioita ja ¢ < f < h vililla [a, b].
Koska f on suljetulla vililla jatkuva funktio, tarvittavat minimi- ja maksimiarvot
ovat olemassa kullakin osavélilla ja lisdksi f saavuttaa kyseiset arvot jossakin

osavélin pisteessi. Téaten kullakin osavalilla [z;_1,2,] (j =1,2,...,n) on olemassa

sellaiset pisteet 2, 2% € [r;_1, 7], ettd

m; = f(:v;) ja M; = f(w;').

/ 1
Ty — Xy

Koska

< 0 ja M; > myj, niin ehdon (5.5) nojalla

3

M; —m; <
" b—a

J
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Taten

>0
< Xl
T — Tj_
= h—qg J—1
c n
= > (zj—zjo1)
b—a = J J
€
" b-a (b—a)
= e
Siis f on Riemannin ehdon nojalla Riemann-integroituva valilla [a, b]. O

Esimerkki 5.12. Polynomifunktiot ovat jatkuvina funktioina Riemann-integroitu-
via milla tahansa suljetulla vililla [a, b].
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5.4 Perusominaisuuksia

Esitetaan aluksi kaksi méaritelméa tai sopimusta, joilla helpotetaan kaytannon
laskutoimituksia.

Maaritelma 5.3. Olkoon f vélilld [a, b] Riemann-integroituva funktio. Talloin

Maaritelma 5.4. Olkoon f pisteessd a € R maaritelty funktio. Talloin

/af(x)dx = 0.

5.4.1 Lineaarisuus

Todistetaan sitten Riemann-integraalin lineaarisuus hyodyntamaéllda Riemannin
ehdon raja-arvomuotoa ja porrasintegraalin lineaarisuutta.

Lause 5.15 (Lineaarisuus). Olkoot f ja g Riemann-integroituvia valillé [a, b]
ja A € R. Talléin myés Af ja f + g ovat Riemann-integroituvia vélilld [a, b] ja

b b b b

/Mﬁ::xif a9 = [1+]o

a a a a

Todistus. Todistetaan vakiolla kertominen, ja jatetdan summafunktion f + ¢ in-
tegroituvuuden ja integraalin todistus harjoitustehtévaksi.

Olkoon siis f Riemann-integroituva valilla [a, b] ja A € R. T&lloin lauseen 5.7
(s. 83) nojalla on olemassa sellaiset porrasfunktiot g, ja h, (n = 1,2,...), etta
gn < f < h, valilla [a,b] ja

b b b
[ = Jm fon =t [h
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Koska myos Ag, ja Ah, (n = 1,2,...) ovat porrasfunktioita vililla [a,b], niin
porrasintegraalin lineaarisuuden (lause 4.8, s. 75) seké lukujonon raja-arvon las-
kusaantojen nojalla

b b b
B [ g = Jim A fon = Nl [ g,

:)\/f

a

b b b
_ )\lim/hn — lim A [h, = lim//\hn.
n—oo n—oo

n—oo
a

Jos liséksi A > 0, niin A\g,, < Af < Ah, valilla [a, b], ja jos A < 0, niin vastaavasti
Ay, < Af < Agy, vélilla [a,b]. Taten lauseen 5.7 (s. 83) nojalla Af on Riemann-
integroituva valilla [a, b] ja

b b b
[0r) = Jim [0 =2 [ 1 .

Seuraus 5.16. Jos f ja g ovat Riemann-integroituvia valilld [a, b] ja A1, A2 € R,
my6s A\ f + Aog on Riemann-integroituva valilld [a, b] ja

b

/(/\1f+)\29) = )q/bf—i—)\z/bg.

a

Huomautus 5.17. Seuraus 5.16 voidaan induktiolla yleistdd muotoon
b, " b
/ (infi) -y <A/f>
5 \i=1 i=1 A

missd Ay, Ag,..., A\, € R ja fi, fo,..., fn, ovat Riemann-integroituvia vélil-

14 [a, b].
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Esimerkki 5.13. Osoitetaan, etta funktio

0, kunz € Q,
g(x) =
1, kunz e R\ Q,

ei ole Riemann-integroituva millddn reaalilukuvélilld [a, b].

Esimerkissé 5.2 (s. 81) todettiin, ettéd Dirichlet'n funktio

1, kun x € Q,
flz) =
0, kunz e R\ Q,

ei ole Riemann-integroituva milld4n reaalilukuvélilld [a, b]. Toisaalta vakiofunktio
on Riemann-integroituva jokaisella reaalilukuvélilla [a,b] (esimerkki 4.5, s. 72).
Téaten g ei voi olla Riemann-integroituva milldan reaalilukuvélilla [a, b], silla jos g
olisi Riemann-integroituva, myos funktio f = 1 — g olisi lauseen 5.15 nojalla
Riemann-integroituva.

Huomautus. Funktio f + g voi olla Riemann-integroituva valilla [a, b], vaikka
[ ja g eivét ole Riemann-integroituvia valilla [a, b] (ks. esimerkki 5.14).

Esimerkki 5.14. Esimerkin 5.13 funktioiden f ja g summa f(z) + g(z) = 1
kaikilla z € R. Téaten f + g on vakiofunktiona Riemann-integroituva jokaisella
reaalilukuvélilld [a, b], vaikka f ja g eivat ole.

5.4.2 Itseisarvo- ja tulofunktio

Tutkitaan seuraavaksi itseisarvofunktion ja kahden funktion tulofunktion Riemann-
integroituvuutta. Aluksi tarkastellaan itseisarvotunktiota.

Lause 5.18. Jos funktio f on Riemann-integroituva valilli [a, b], my6s funk-
tio |f| on Riemann-integroituva vélilli [a, b].

Todistus. Oletetaan, ettd f on Riemann-integroituva valilla [a, b]. Valitaan mielival-
tainen € > 0. Koska f on Riemann-integroituva vililld [a, b], niin Riemannin ehdon
nojalla on olemassa sellaiset porrasfunktiot ¢ ja h, ettd g < f < h valilla [a, b] ja

(5.6) /bh—/bg<5.
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Muodostetaan nyt uudet valin [a, b] porrasfunktiot ¢’ ja h' siten, etta

g(x),  Jjos g(x) =0 ja h(z) =0,

g (x) = —h(z), jos g(z) <0 ja h(z) <0,
0, jos g(x) <0 ja h(z) >0,
ja
h(z), jos g(x) 20 ja h(x) =0,
h'(x) = ¢ —g(x), jos g(z) <0 ja h(x) <0,
max{h(x),—g(x)}, jos g(z) <0 ja h(xz)>0.

Talloin itseisarvon perusominaisuuksien nojalla ¢’ < |f| < b’ valilla [a, b].

Liséksi porrasfunktioiden g ja h porraspisteet siséltédvan jaon osavaleilld
W—g = h-g,
jos kyseisella vélilla g (ja siis my0s h) on ei-negatiivinen, ja
W—g =(-g)—(=h) = h—y,
jos kyseisella valilla h (ja siis my0s g) on negatiivinen. Jos taas ¢ < 0 ja h > 0, niin
h<h+t(-g)=h-g Jja —g<h+t(-g) =h-y,
joten
h'—¢ = max{h,—g} —0 = max{h,—g} < h—g.

Siis kaikissa tapauksissa
(5.7) h—¢ < h—g
valilla [a, b].

Taten porrasintegraalin perusominaisuuksien nojalla

b b

Je-Jv -

(5.6)
< e
joten |f| on Riemannin ehdon nojalla Riemann-integroituva valilla [a, b]. O
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Tutkitaan sitten kahden funktion tulofunktion Riemann-integroituvuutta. Aluksi
todistetaan varsinaisessa todistuksessa hyodyllinen erikoistapaus.

Lause 5.19. Jos funktio f on Riemann-integroituva vélilla [a,b], my6s funk-
tio f? on Riemann-integroituva valillé [a, b].

Todistus. Oletetaan, ettd f on Riemann-integroituva vélilla [a, b]. Koska f2 = |f \2,
riittéd osoittaa, ettd |f|° on Riemann-integroituva vililla [a,b]. Téten voidaan
todistuksen yleisyytta rajoittamatta olettaa, etta f > 0 valilla [a, b].

Valitaan mielivaltainen £ > 0. Riemann-integroituvana funktiona f on rajoitettu
valilla [a, b, joten on olemassa sellainen M > 0, ettd f < M valilld [a, b]. Lisdksi
Riemannin ehdon nojalla on olemassa sellaiset porrasfunktiot g ja h, etta g < f < h
valilla [a, b ja

b b c
. h-fg < 5o
(5.8) / [9< o

Koska 0 < f < M, niin todistuksen yleisyytta rajoittamatta voidaan olettaa
(lause 4.4, s. 69), ettd
0<g<f<h<M

valilla [a, b]. Talloin g2 ja h? ovat porrasfunktiota (huomautus 4.2, s. 69) ja
g <2<

valilla [a, b]. Lisdksi huomautuksen 4.2 (s. 69) ja muiden porrasfunktioiden peruso-
minaisuuksien seké lauseiden 4.7 (s. 75) ja 4.8 (s. 75) nojalla

b b b b
[n=[¢ = [or=g) = [(h+o-9)
b
< / 2M - (h—g)
b
= 2M / (h—9g)
(5.8) £
IN -
= oM
= 57
joten f? on Riemannin ehdon nojalla Riemann-integroituva valilla [a, b]. O
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Varsinainen tavoite saadaan nyt todistettua helposti aiempien tulosten avulla.

Lause 5.20. Jos funktiot f ja g ovat Riemann-integroituvia valilli [a, b], myds
tulofunktio fg on Riemann-integroituva vélilld [a, b].

Todistus. Jos f ja g ovat Riemann-integroituvia valilla [a, b], niin lauseiden 5.15
ja 5.19 nojalla myo6s funktio

fo = 5 ((F+97~(f—9P)

on Riemann-integroituva vélilld [a, b]. O

Huomautus 5.21. Yleensi

5.4.3 Additiivisuus

Riemann-integraalin additiivisuus on helppo todistaa hyodyntamaéalla Riemannin
ehtoa ja porrasintegraalin additiivisuutta.

Lause 5.22 (Additiivisuus). Olkoon f: [a,b] — R rajoitettu ja c¢ € a,b|.
Télloin f on Riemann-integroituva valilld |a, b], jos ja vain jos f on Riemann-
integroituva véleilld [a, c] ja [c,b]. Téll6in

c b

jf:Z#+[f

Todistus. 1°: Todistetaan ensin suunta '<=’. Jos f on Riemann-integroituva véleilla
la, c] ja [c,b], niin lauseen 5.7 (s. 83) nojalla on olemassa sellaiset porrasfunktiot g/,
jahl (n=1,2,...), ettd ¢/, < f < k!, vililla [a, c| ja

T r s /
[ = Jm [ = [0,
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seké sellaiset porrasfunktiot g/ ja bl (n =1,2,...), ettd g/ < f < h! vililld [c, b] ja
b b b
T "o "
[ £ = Jm [ =t [0

o) = {g;(x), jos x € [a, c|,

Talloin funktiot
gn(z), josx € [c,b],
ja
h (z), josz € la,c|,
W), jos @ € [c,],

ovat porrasfunktioita ja g, < f < h,, valilld [a,b] (n =1,2,...). Liséksi porrasinte-
graalin additiivisuuden (lause 4.9, s. 76) seka lukujonon raja-arvon laskusaantojen
nojalla

b c b
gggO/gn = T}gg()(/gwr/gn)
c b
— 3 / i
= 7}1330</9n+/9n>
c b
- . / . "
= i [o+ Jin [ o
c b
N EANE

c b
= lim/h; + lim/hg
b

— lim </h;+/hg>
n—oo

c b
~ lm (/hn+/hn>
n—oo

b
— lim / h.
n—oo
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Téten lauseen 5.7 (s. 83) nojalla f on Riemann-integroituva valilla [a, b] ja

/bfzggrglofbgnzjf+if-

2°: Tarkastellaan sitten suuntaa '=". Olkoon f Riemann-integroituva valilla [a, b].
Suunta voidaan todistaa kohdan 1° tapaan, mutta toisaalta kohdan 1° nojalla on
selvdd, ettéd jos f on Riemann-integroituva myos véleilld [a, c| ja [c, b], niin

i)

Téten nyt riittad osoittaa, etta f on Riemann-integroituva myos véleilla [a, ] ja [c, b].
Todistetaan vaite siksi suoraan Riemannin ehdon avulla.

Valitaan mielivaltainen € > 0. Riemannin ehdon nojalla on nyt olemassa sellaiset
porrasfunktiot g ja h, ettd g < f < h valilla [a, b] ja

(5.9) /bh—/bg<£.

T&lloin g ja h ovat porrasfunktioital myos véleilld [a, ¢ ja [c,b] ja g < f < h vileilld
la, c] ja [c, b]. Liséksi lauseen 4.7 (s. 75) perusteella

c c b b
(5.10) /h—/gzo ja /h—/gzo,

joten porrasintegraalin additiivisuuden (lause 4.9, s. 76) nojalla

o () ()

(o) ()
o

!T4smillisesti ottaen porrasfunktioita ovat funktioiden g ja h rajoittumat kyseisille vileille.
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ja

J NS
(o) ()

(5.9)
< &

Siis f on Riemannin ehdon nojalla Riemann-integroituva véleilla [a, ] ja [c,b]. O

Huomautus 5.23. Lauseen 5.22 kaava pétee kaikilla a,b,¢ € R (olivatpa
luvut missé tahansa jarjestyksessé), jos f on Riemann-integroituva kyseisilla
véleilla (harjoitustehtava).

Esimerkki 5.15. Méaaritetdan

2

/|1—x|dm.

0

Integoitava funktio on selvésti jatkuva ja siten myos Riemann-integroituva
valilla [0, 2]. Hyodyntamalld Riemann-integraalin additiivisuutta ja lineaarisuutta

A

N s

NS
i >

Kuva 5.5: Funktion f(z) = |1 — x| kuvaaja vililli [—1, 2] seké funktion f kuvaajan ja x-akselin
vélinen alue valilla [0, 2].
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seké vakiofunktion integraalia ja esimerkkia 5.5 (s. 85) saadaan
2 1

/|1—x|dm = /|1—m|dm+/|1—x|dw
0
1
= /l—xdw—l—/x—ld
0
:/ /:de+/xdx—/1da7
0

12—-0% 22-12

= 1-(1-0)— —1-(2-1
(1-0) 5T 2-1)
1 3

= 1--+2-1
273

= 1.

Lopuksi tarkastellaan vield jatkuvien funktioiden Riemann-integroituvuutta
tapauksessa, jossa funktiolla on vain aérellinen méaréd epajatkuvuuskohtia. Aluksi
maaritelladn hyodyllinen apukasite.

Maaritelma 5.5. Funktio f: [a,b] — R on paloittain jatkuva valilla [a, b],
jos funktiolla f on vililla [a,b] korkeintaan darellinen méaéara epédjatkuvuus-
kohtia ja kussakin epajatkuvuuskohdassa funktiolla on vasemmanpuoleinen ja
oikeanpuoleinen raja-arvo.

Koska funktion arvoilla yksittaisissa pisteissi (esimerkiksi epajatkuvuuspisteissa)
ei ole merkitysta integraalin arvon tai integroituvuuden kannalta (huomautus 5.11,
s. 88), saadaan Riemann-integraalin additiivisuuden seurauksena suoraan seuraava
tulos.

Lause 5.24. Vililld [a, b] paloittain jatkuva funktio on Riemann-integroituva
valilld [a, b].

Todistus. Harjoitustehtéva.

1Jos ep#jatkuvuuskohta on vilin [a, b] piitepisteessi, riittdd tietysti joko vasemmanpuoleinen
(piste b) tai oikeanpuoleinen (piste a) raja-arvo.
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5.5 Integraalien arviointia

Integraaleja ei useinkaan pystyta laskemaan tarkasti. Siksi on tarkedd pystya
arvioimaan integraaleja esimerkiksi sopivien epéyhtéloiden avulla.

Lause 5.25. Olkoon funktio f Riemann-integroituva valilla [a, b] sekd

m= inf f(z) ja M= sup f(x).

z € [a,b] x € [a,b]

Téalléin ,
m(b—a) < /f(x)dx < M(b—a).

a

Todistus. Koska g(xz) = m ja h(z) = M ovat porrasfunktioita ja m < f < M
valilla [a, b], niin

m(b—a) = /mdx < /bf(x)da: < /de = M(b—a).

Seuraus 5.26. Jos funktio f on jatkuva vélilld [a, b] seka

= i 1 M:
m= min f(z) ja Jmax f(x),

niin
b

m(b—a) < /f(:v)da; < M(b—a).

a

Seuraus 5.27. Olkoon funktio f Riemann-integroituva ja ei-negatiivinen valil-
Id [a, b]. Tall6in
b

/f(x)dx > 0.

a
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Seuraus 5.28. Olkoot f ja g sellaisia valilla [a,b] Riemann-integroituvia funk-
tioita, ettd f(x) < g(x) kaikilla x € [a,b]. Téallbin

/bf(x) dr < /bg(x) dx.

Esimerkki 5.16. Arvioidaan integraalia

1
/ sin z dzx.
0

Jatkuvana funktiona sinz on Riemann-integroituva vélilla [0, 1]. Koska sin z on
kasvava funktio valilld [0, 1], niin

0 < sinx < sinl  Vael0,1].

Taten
1 1
/sinxd:z: > /Od:v =0-(1-0) =0
0 0
ja
1 1
/Sinxdx < /sinldw = sinl-(1—-0) = sinl.
0 0
Siis

1
0 < /sin:cdx < sinl (= 0,84).
0

Y1la olevaa parempi arvio ylarajalle saadaan kayttamalla tulosta
sinz <z  Vxel0,1].

Talloin esimerkin 5.5 (s. 85) nojalla

1 1

12 — 02 1
/sinxdx < /:rdx = = —.
0 0

106



Esimerkki 5.17. Olkoon b > 1. Osoitetaan, etta

b
x b—1
(b—1)-e§/e—da:§ 5 el
1

X

Tarkastellaan funktiota

e
flz) = .
ja vélia [1,b]. Jatkuvana funktiona f on Riemann-integroituva vélilla [1, b]. Liséksi
et-x—1-e” e(r —1)
fl(x) = po =— 5 20 Wre [1,0],

joten f on kasvava funktio valilla [1,b]. Liséksi f(1) = e, joten

(=

er e
< — < — 1,b|.
e< — <~ Vo € [1,b]
Siis
b b
/—dw > /edx =e-(b—1)
T 1
ja
b b b b
e e e b—1
Cd </—d =S 0w-1 = b
/x””— p dv =5 0=1) b ©
1 1
joten

Huomautus 5.29. Jos seurauksessa 5.28 oletetaan ehdon f(z) < g(x) liséksi,
ettd f(x) > 0, niin (harjoitustehtéva)

/bf(a:)dx < /bg(x)dx

kaikilla a,b € R (olivatpa luvut missé tahansa jarjestyksessa).
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Lause 5.30. Olkoon funktio f Riemann-integroituva valilla [a, b]. Téll6in

b

/f(x) dx

a

b

< [1f()|de.

a

Todistus. Jos f on Riemann-integroituva valilld [a,b], niin lauseen 5.18 (s. 97)
perusteella myo6s | f| on Riemann-integroituva valilla [a, b]. Lisiksi itseisarvon pe-
rusominaisuuksista seuraa, etta

—[f(@)] < flx) < [f(2)|
kaikilla = € [a,b]. Téaten seurauksen 5.28 (s. 106) nojalla

b

[-li@)ldr < / fla)de < / f(@)]do

a

ja edelleen (lause 5.15, s. 95)

—/b\f(x)\dx < /bf(x)dac < /blf(x)\dav

Siis itseisarvon perusominaisuuksien perusteella

b

/f(x) dx

a

b

< / | (x)] d. .

Huomautus 5.31. Koska lauseessa 5.30 oletetaan integroituvuus valilld [a, b],
niin a < b. Lauseen tulos patee tietysti myos, jos a = b, mutta jos b < a, niin
lauseen 5.30 epayhtélé on muutettava muotoon (harjoitustehtéava)

b

/f(x) dx

a

b

[ 1#@)] da

a

<
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Huomautus 5.32. Lauseen 5.30 epédyhtéld voi olla myos aito (ks. esimerk-
ki 5.18).

Esimerkki 5.18. Osoitetaan, etta

1

/xdx

-1

1

< /\x!d:c

-1

Esimerkin 5.5 (s. 85) nojalla
1
12 _ (_1)2
der = —— = 0.
_/1:1: x 5 0

Toisaalta lauseiden 5.22 (s. 100) ja 5.15 (s. 95) seké esimerkin 5.5 (s. 85) perusteella
saadaan

1 0 1
/\x|d:c . /\x|d:c+/]:c\da:
el el 0
0 1
= /—xdm+/xdw
el 0
0 1
= —/xd:ﬁ—l— /:de
1 0

Siis
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Lause 5.33. Olkoon f jatkuva ja ei-negatiivinen valilla [a,b]. Jos

b

[1@dz = o,

a

niin f(z) = 0 kaikilla x € [a,b].

Todistus. Tehdaan vastaoletus, ettéd on olemassa sellainen ¢ € [a, b, etta f(c) > 0.
Oletetaan, etté c € |a, b| (tapaukset ¢ = a ja ¢ = b vastaavasti). Koska f on jatkuva,
on olemassa sellainen 6 > 0, ettéd [c — 0, ¢+ ] C [a, b] ja

flz) > f(20> >0 Vze[e—46c+9].

Taten
b c—0 c+46 b
/f(x)dx _ /f(x)d:ch /f(ac)der /f(:v)dx
a a c—0 c+6

v

c—0 c+0 b
/0da:+ /féc)dl‘-i- /de
a c—0

c+46

= flo)-4,

missé on ristiriita, silld f(c¢) > 0ja d > 0.

Seuraus 5.34. Olkoot f ja g sellaisia vélilla [a,b] jatkuvia funktioita, etta
f(z) < g(x) kaikilla z € [a,b]. Jos f # g vélilld [a, b], niin

/bf(x) dr < /bg(x) dx.
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Huomautus 5.35 (Cauchy-Schwarzin epayhtild). Jos funktiot f ja g
ovat jatkuvia valilla [a, b], niin

2

(o) 1

Todistus. Koska f ja g ovat jatkuvia valilld [a, b], myds f2, ¢* ja fg ovat jatkuvia
ja siten myds Riemann-integroituva vililla [a, b]. Merkitédén

b

Aziﬁ, B=[¢ Ozjm,

a

jolloin véite saa muodon
C? < AB.

Jos nyt A\, 1 € R, niin (Af + 1g)? on Riemann-integraalin lineaarisuuden nojalla
Riemann-integroituva vélilld [a, b]. Liséiksi aina (Af+pug)? > 0, joten seurauksen 5.27
nojalla

b
0 < /(/\f—l—ug)2 = NA+2uC + 2B YA uceR.
Valitaan A = B ja u = —C. Télloin
0 < AB*—-2BC?+ BC? = B(AB - C?).

Koska aina ¢g? > 0, niin seurauksen 5.27 nojalla B > 0. Jos nyt B = 0, niin
lauseen 5.33 nojalla g? = 0 valilld [a, 0], silld g* on jatkuva vélilla [a, b]. Taten myos
g =0 ja edelleen fg = 0 vélilla [a,b]. Siis myos C' = 0, joten C? < AB (= 0).

Jos taas B > 0, niin AB — C? > 0. Siis C? < AB. O
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5.6 Integraalilaskennan viliarvolause

Seuraavaksi tarkastellaan integraalilaskennan valiarvolausetta.

Lause 5.36 (Integraalilaskennan viliarvolause). Olkoon funktio f jatku-
va valilld [a,b]. Téalléin on olemassa sellainen £ € |a, b|, ettd

b

(5.11) [ f@ydz = 1)~ a).

a

Todistus. Koska f on jatkuva suljetulla valilla [a, b], on olemassa sellaiset pisteet

x1, 22 € [a,b], ettd
m= f(e) = min {f(z) |7 € [0} ja M= f(z) = max {f(z) | = € [a,}]}

Liséksi seurauksen 5.26 (s. 105) nojalla
b b b
(5.12) m(b— a) :/mdx < /f(x)dx < /de:M(b—a).

Koska f on jatkuva, niin seurauksen 5.34 (s. 110) perusteella yhtasuuruus epayhtéa-
16issé (5.12) on voimassa vain silloin, kun f on vakiofunktio vélill [a, b].

Jos f on vakiofunktio, niin mika tahansa vélin ]a, b| piste kelpaa pisteeksi £. Jos

taas f ei ole vakio, niin
b
mb—a) < /f(x)da: < M(b—a).
Koska b —a > 0 (ts. [a,b] on véli), niin talloin
;¢
Liséksi 21 # x5. Todistuksen yleisyytta rajoittamatta voidaan olettaa, ettd z; < xs.
Funktio f on nyt jatkuva suljetulla valilla [z, z5], joten se saavuttaa talld

valilla kaikki suurimman ja pienimmén arvonsa valiset arvot. Koska f(xz1) = m ja
f(z2) = M, on titen olemassa sellainen £ € |z, x5] (jolloin my6s £ € ]a, b)), etta




eli

[ f@)ydz = £©®-a).

Huomautus. Integraalilaskennan valiarvolauseesta kaytetadn usein lyhennetta
IVAL.

Huomautus 5.37. Integraalilaskennan véliarvolauseessa oletettiin, ettd a < b
(eli [a,b] on vili). Lauseen tulos eli kaava (5.11) pétee myos, kun b < a, mutta
télloin on tietysti oletettava, etta & € )b, a[.!

Todistus. Olkoon f jatkuva valilla [b, a], missd b < a. Integraalilaskennan véliarvo-
lauseen nojalla on talldin olemassa sellainen £ € |b, a[, ettd
; VAL

[f@)yde = = [ fayde = —f©a=b) = £ a).

a

Esimerkki 5.19. Méaaritetddn

¢
1
lim 7/\/1—|—2x2dx.
t—1 t—1

1

Olkoon ¢ # 1. Koska v/1 4 222 on jatkuva vélilla [1,¢] (kun ¢ > 1) ja valilla [¢, 1]
(kun ¢ < 1), niin integraalilaskennan véliarvolauseen nojalla on olemassa sellainen

et (kunt > 1) tai £ € Jt, 1] (kun ¢t < 1), etta
t
/V1+2ﬁ¢c:,u+2§-@—1y
1

Edelleen £ — 1, kun ¢t — 1. Siis

t
1 1
I ——f/V1 97%dr = lim —— /1 +2€2. (t—1
im 1 + 222 dx im ] +28-(t—1)

t—1 ¢t —1 t—1 ¢ —

— 7 2
= %1_{111\/1 + 2¢
e \/g

1Usein tiedolla, onko & € a, b vai € € ]b, al, ei ole merkitysti, mutta joskus tietysti on.
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Lause 5.38 (Yleistetty integraalilaskennan viliarvolause). Jos funktiot
f ja g ovat jatkuvia vélilld [a, b] ja lisiksi g on vélilld [a, b] ei-negatiivinen, niin
on olemassa sellainen £ € |a, b|, ettd

(5.13) [ 1@ty de = 1€ [ g() do.

Todistus. Koska f on jatkuva suljetulla valilla [a, b], on olemassa sellaiset pisteet
x1, Ty € |a,b], ettd

m = f(z1) = min{f(x) [z € [a,b]} ja M = f(x2) = max{f(z) |z € [a,b]}.

Lisdksi g > 0, joten mg < fg < Mg. Siis seurauksen 5.28 (s. 106) nojalla

(5.14) m-1I, = /bm~g(x) dr < /bf(x)g(x)dac < /bM-g(x)dx = M- 1,

a a

missa

b
I, = /g(x)da:.

Jos nyt I, = 0, niin epéyhtaloketjun (5.14) nojalla myos

b
[ 1@y de = o.

Taten molemmat integraalit kaavassa (5.13) ovat nollia ja mikd tahansa vélin |a, b|
piste kelpaa pisteeksi £. Sama tietysti patee, jos g = 0 vililla [a, b].

Olkoon sitten g # 0 vélilla [a,b] ja I, # 0. Koska g on jatkuva ja g > 0, niin
talloin on olemassa sellainen piste ¢ € |a, b, ettd g(c) > 0. Liséksi 1, > 0.

Jos nyt epayhtéloketjussa (5.14)

b b
m-1, = /f(x)g(x)d:v tai /f(x)g(a:)dx = M-1,,

niin seurauksen 5.34 (s. 110) nojalla fg = m-g tai fg = M-g valilla [a,b] eli
(f —m)g=0tai (f — M)g =0 vililla [a,b]. Taten f(x) = m tai f(x) = M, kun
g(x) > 0 (kaikilla z € [a,b]). Erityisesti f(c) = m tai f(c¢) = M, joten voidaan
valita £ = c.
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Jos taas epédyhtéloketjussa (5.14)

b
m-1, < /f(x)g(a:)d:c < M -1,

a

niin
m<—/f x)dr < M,

silla 1, > 0. Lisaksi talloin x; # x. Todistuksen yleisyytta rajoittamatta voidaan
olettaa, ettd x; < x».

Funktio f on nyt jatkuva suljetulla valilla [z, 23], joten se saavuttaa télld
vililla kaikki suurimman ja pienimmén arvonsa véliset arvot. Koska f(z;) = m ja
f(z2) = M, on téten olemassa sellainen £ € |z, 25| (jolloin myo6s £ € |a, b[ ), etta

\Q“

1
I,

eli

Esimerkki 5.20. Méaaritetdan

dzx.

im —
t—0+ t2 ) 1+ e®
0

Olkoon ¢ > 0. Koska funktiot 5 Jrler ja x ovat jatkuvia ja z > 0 valilla [0, ¢], niin
yleistetyn integraalilaskennan véliarvolauseen (ja esimerkin 5.5, s. 85) nojalla on

olemassa sellainen ¢ € |0, t], etta

t
T 1 —0? t2
dz = /d - - - .
0/1+ew ST e 2(1 + €f)

Edelleen & — 0+, kun ¢ — 0+, joten

t

1

I 1 t? ] 1 1
t—>0+ 3

S L S
T o0t 2 2(1ef) | enor 2(1+ef) 4
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Huomautus. Esimerkin 5.20 raja-arvoa ei saada méaritettya integraalilaskennan
valiarvolauseen (lause 5.36) avulla, silld télloin tulokseksi saadaan raja-arvo (missé
myos & — 0+)

¢ £ 1 IS

A e -0 = lim S = ol S

Nyt seka & — 0+ ettd t — 04, mutta ei tiedetd, milld nopeuksilla £ ja ¢ l&hestyvéat
nollaa.

Huomautus. Vastaavasti kuin huomautuksessa 5.37 voidaan osoittaa, etta
yleistetyn integraalilaskennan véliarvolauseen tulos eli kaava (5.13) patee myos,
kun b < a. Télléin on tietysti oletettava, etta & € |b, al.
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5.7 * Riemannin summa

Olkoon funktio f rajoitettu valilla [a,b] ja P = {xg,x1,...,x,} jokin vilin [a, D]
jako. Luvussa 4.1 (huomautus 4.1, s. 66) mainittiin jo jakoon P liittyvd Riemannin
summa

Sp(f, &) = ;f(ﬁg)( — xj-1),

missé &; € [rj_1, ;| on mielivaltainen valin [z;_;,x;] piste.

Esimerkki 5.21. Olkoon

2r —4, kun x € [2,3],
flz) =
6—x, kunx€]3,4],

jo esimerkissd 4.1 (s. 64) tarkasteltu funktio ja P = {2,3, 4} vilin [2, 4] (tasavéilinen)
jako. Funktion kuvaaja on esitetty kuvassa 4.1 (s. 65).

Funktion f jakoa P vastaavat Riemannin summat Sp(f,£) ovat nyt muotoa

Sp(f,6) = f(§&)(B—=2)+ f(&)4—=3) = f(&)+ f(&),

missé & € [2,3] ja & € [3,4]. Siis esimerkiksi

f@+f4) =0+2=2 (G=286=4),
fE+fA) =242 =4 (G=3&=4),
JQ+IE) =1+5=35 (G=58&=3)
fA+fB)=2+2=4  (6=3&6=3)

ovat funktion f jakoa P vastaavia Riemannin summia Sp(f,§).

Sen sijaan ylasumma
Up(f) = 2-14+3-1 =5

ei ole funktion f jakoa P vastaava Riemannin summa milldén pisteiden & arvoilla
(vrt. esimerkki 4.1, s. 64).

Huomautus. Jos g(z) = f(§;) kaikilla z € |z;_1,2;] (j = 1,2,...,n), niin
Riemannin summa Sp(f, &) on porrasfunktion g integraali. Porrasfunktion g ar-
voiksi jakopisteissé voidaan valita esimerkiksi g(z;) = f(z;), kun j =0,1,...,n

)
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Merkitaan
|P| = max{x; —z;_1 |1 <j <n},
eli |P| on jaon P pisimmén osavéilin pituus. Tihennetaéan sitten jakoa siten, ettéd
|P| — 0, ja tutkitaan raja-arvoa

|P|—0

Talloin

|1131|r£>10 SP(f7 5) = L7
jos jokaista lukua € > 0 kohti on olemassa sellainen 6 > 0, ettd jokaiselle jaolle
|P| < § pétee

|SP(f7 5) - L| < g,

valittiinpa pisteet §; miten tahansa.

Riemannin summaa kayttamalla saadaan vaihtoehtoinen tapa méaritella Rie-

mann-integraali.

Lause 5.39. Rajoitettu funktio f: [a,b] — R on Riemann-integroituva, jos ja
vain jos Riemannin summilla on raja-arvo

lim SP(f7 5)7

|P|—0
missa Sp(f,€) on funktion f valin |a,b] jakoon P liittyvd Riemannin summa.

Talloin

|P|—0

b
/f — lim Sp(f, ).

Todistus. 1°: Todistetaan ensin suunta "=-". Oletetaan siis, ettd f on rajoitettu ja
Riemann-integroituva véalilla [a, b], ja osoitetaan, etta

b
lim Sp(7.6) = [ 1.

missd Sp(f,§) on funktion f vélin [a, b] jakoon P liittyvd Riemannin summa.

Valitaan mielivaltainen ¢ > 0. Koska f on rajoitettu, on olemassa sellainen
M > 0, etté

(5.15) [f(z)] < M



kaikilla « € [a,b], ja koska f on Riemann-integroituva, niin Riemannin ehdon
nojalla on olemassa sellaiset vélin [a, b] porrasfunktiot g ja h, ettd g < f < h ja

b b c
(5.16) /h—/g <

Olkoon edelleen Py = {zg, 21, . . ., 2 } jokin sellainen vélin [a, b] jako, ettd Py sisaltaa
kaikki seké porrasfunktion g ettd porrasfunktion h porraspisteet. Merkitdan

€
Sm-M’

Olkoon nyt P = {zg,21,...,2,} jokin sellainen vélin [a, ] jako, ettd |P| < J.
Télloin jokaista Riemannin summaa Sp(f, ) kohti on olemassa sellainen porras-
funktio s, etté

(5.17) Se(f,6) = [

Koska g < f < h, niin talloin
(5.18) g < s=f(&) < h

kaikilla jaon P osavéleilld I = [zx_1, xx], jotka eivit sisdlld jaon Py pisteité.

Tarkastellaan sitten jaon P osavaleja Iy = [rx_1, zx], jotka sisdltavit jaon P
pisteita. Vélin [a, b] paatepisteitd lukuun ottamatta kukin jaon Py piste sisdltyy
yhteen tai kahteen jaon P (suljettuun) osavéliin. Taten jaon Py pisteita sisaltavia
jaon P osavaleja on korkeintaan 2m kappaletta.

Olkoon nyt

i(z) = g(z), josxz el ja Aje{0,1,...,m} se. z €I,
TEI=\ =M, josazell ja 3j€{0,1,....m} se. z € L

ja
() = h(z), josz el ja Aje€{0,1,...,m} s.e. z; €I,
] M, josz el ja3dje{0,1,...,m} s.e. z; €I,
missé I, = |zg_1, 2] ja Iy = [zx_1, 2] (kK = 1,2,...,n). Jaon P jakopisteisséi

asetetaan §(zy) = —M ja h(zz) = M (k = 0,1,2,...,n). Tallsin § ja h ovat
valilla [a, b] porrasfunktioita ja ominaisuuden g < f < h seké epayhtéloiden (5.15)
ja (5.18) perusteella
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Téaten Riemann-integraalin maarittelyn ja lauseen 4.7 (s. 75) nojalla

b b b b b b
Jo<[r=[b 3 [a<[s<[h
ja edelleen

(5.19)

b b b b
Jo- [ < fi- ]

Koska g < h vililla [a, b], niin lauseen 4.7 (s. 75) nojalla

Ty Ty
/ g < / h
Th-1 Th-1
jokaisella jaon P osavalilla [zy_1, 2] (K = 1,2,...,n). Lisdksi jaon P, pisteita

siséltavid jaon P osavileja on korkeintaan 2m kappaletta ja porrasfunktion arvolla
jakopisteessé ei ole vaikutusta porrasintegraalin arvoon. Taten

b~ ’ ; b (5.16) ¢
(5.20) /h—/g < /h—/g+ 2me[Pl-2M < o + 4m:|P|-M.

Siis
b

Se(£.6) = [ 1

a

|/\§
B S—_
D‘I [V
l |
S Y~ & S
Na}) -

(5.20) ¢
< taAme|PlM
g
< = 4
5 T M
_ £, ¢
2 2

Il
o

Siis



2°: Todistetaan sitten suunta "<". Oletetaan siis, ettd f on rajoitettu valilld [a, 0]
ja
lim SP(f7 5) = L7

|P|—0

misséd Sp(f,€) on funktion f vélin [a,b] jakoon P liittyva Riemannin summa, ja
osoitetaan, ettd f on Riemann-integroituva valilla [a, b] ja

b
/f:L

Valitaan mielivaltainen ¢ > 0. Raja-arvon maaritelman nojalla on olemassa
sellainen 6 > 0, ettd jos |P| < 6, niin

(5.21) 1Sp(f,€) = L < ¢/4,

valittiinpa pisteet §; miten tahansa.

Olkoon nyt P = {xg,z1,...,x,} sellainen vilin [a, b] (esimerkiksi tasavélinen)
jako, ettd | P| < d. Valitaan sellaiset pisteet §k,ék € [xp_1, 2] (k=1,2,...,n), ettd

ﬂg)g[ifif%ﬂb—w

ja
_ €
f(&) = supf — ——.
g [Tr—1, %] 4(b - a)
Olkoon edelleen

g(x) = f(§,)—

kun z € [xp_1, 2] (K=1,2,...,n),

ja

- £
sekd g(b) = h(b) = f(b). Talldin g ja h ovat porrasfunktioita ja g < f < h
valilld [a, b] sekd

kun z € [x)_1, 2] (k=1,2,...,n),

ih_jgzzg%w@9+4;i@y%—xmﬂ
_ kzn:l (f(gk) - 4(b€— a))(xk — Zp_q)
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n n

FEon = 1) + 3 g on = 1)

k=1 k=1

Merk. Sp(f,€)

k

n n

f(§k)(xk - l’k,1) + Z Zl([)g—a)(xk — xk,l)

1 k=1

Merk. Sp(f.,£)

= Sp(f,€) = Sp(f.&) + 2(bg—a) Zn:(ﬂﬁk — Tp-1)

k=1

=b—a

= Sp(f,8) = Sp(£.9) + 3

= Sp(f0) = L+ L = Sp(f,9) + 5

< [Sp(£D - L]+ |L=Sp(£.0)] + 5

= 67

missd viimeinen epdyhtdlé seuraa kaavasta (5.21). Siis f on Riemannin ehdon
nojalla Riemann-integroituva valilla [a, b]. O

Huomautus 5.40. Lausetta 5.39 kéytettaessa riittda tarkastella tasavélisia
jakoja (harjoitustehtéava).

Funktion f: [a,b] — R Riemann-integroituvuuden osoittamiseksi riittaa siis
osoittaa, etta
lim S =L
|Pl|r£>10 P(f7 g) ;

missd P on tasavilinen jako ja Sp(f, &) on funktion f vilin [a, b] jakoon P liittyvé
Riemannin summa.

Pisteen ¢ pitaa kuitenkin olla mielivaltainen vélin piste. Funktion Riemann-in-
tegroituvuutta osoitettaessa & ei voi olla kiintedsti esimerkiksi osavilin paatepiste
(toisin kuin esimerkiksi méadritettéessé jo integroituvaksi tiedetyn funktion integraa-
lin arvoa) ilman, ettd samalla suoritetaan my6s mahdollisen virhetermin tarkastelu
(ks. esimerkki 5.23, s. 124).
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Esimerkki 5.22. Maaritetdan
4
/ 3z +2)dx
0

Riemannin summien avulla.
Olkoon f(z) =3z +2,n € Zy, t =2 ja P ={0,£,2t,...,nt = 4} vilin [0, 4]
tasavélinen jako. Olkoon liséksi

=kt (k=12,...,n).

Talloin osavilin paatepisteend &, € [(k — 1)t, kt] kaikilla k =1,2,...,n ja

n

Sp(f,€) = X f(&) -t

k=1

= > (3(kt)+2)-t

k=1
= 3> k+2) 1
k=1 k=1

n(n+1)

= 3¢
2

+ 2t-n

3-16 n(n+1) 2-4-n
: +

n? 2 n
1
_ o g
n
— 2448

= 32, kun n — oo.

Koska f on jatkuvana funktiona Riemann-integroituva valilla [0, 4], niin lauseen 5.39
nojalla

4
0/(3:E+2)dx = lim Sp(f.€) = 32
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Esimerkki 5.23. Tutkitaan Riemannin summien kayttoa Dirichlet’n funktion

)L kun z € Q,
f(x)—{07 kun z € R\ Q,

Riemann-integroituvuuden osoittamisessa vélilld [0, 1].
Olkoonn € Z,, t = % ja P ={0,t,2t,...,nt =1} vélin [0, 1] tasavélinen jako.
Olkoon edelleen
&f:/’{:t:ﬁ (k=1,2,...,n),
n
jolloin osavilin péétepisteend & € [(k — 1)t, kt] kaikilla & = 1,2,...,n. Koska
% € Q kaikilla £k =1,2,...,n, niin

Se(f,6) = S f(&) -t

SIS

= 1
(— 1, kun n — 00).
Nyt siis
n=yoo

lim > f(6) -t = 1,
k=1

mutta tasta ei voi lauseeseen 5.39 vedoten péatelléd, etta f olisi Riemann-integroi-
tuva valilla [0, 1]. Valitut pisteet & eivat nimittain olleet mielivaltaisia osavélien
pisteitd vaan osavélien paatepisteitd, joten tulos ei osoita funktion f Riemann-in-
tegroituvuutta valilla [0, 1].

Itse asiassa esimerkissa 5.2 (s. 81) osoitettiin, ettd f ei ole Riemann-integroituva
millddn reaalilukuvalilla [a, b].
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Esimerkki 5.24. Méiaritetdan raja-arvo

n—oo

lim ];1;{1/6_’“

Olkoon f(x) = e",n € Zy, t = = ja P = {0,£,2t,...,nt = 1} valin [0, 1]
tasavélinen jako. Olkoon liséksi

f )= Y

n

Talloin osavilin paatepisteend &, € [(k — 1)t, kt] kaikilla k = 1,2,...,n, joten
3 ~ ok "1,
Sp(f,€) = 2 f(&) -t = Den-t = Y Ve
k=1 k=1 k=1

on funktion e” vilin [0, 1] jakoa P vastaava Riemannin summa.

Koska esimerkin 5.6 (s. 87) nojalla e” on Riemann-integroituva vélilld [0, 1] ja

1
/ezdx = e—1,
0

niin lauseen 5.39 nojalla

n—oo

1
m S LU~ _/w — e
lim kgln\/e_—l})llrgosp(f,f)—oedx—e 1.

Huomautus. Funktion f: [a,b] — R Riemannin summa voitaisiin muodostaa,
vaikka f ei ole rajoitettu valilld [a,b]. Voidaan kuitenkin osoittaa, etté jos f ei
ole rajoitettu valilla [a, b], niin

lim Sp(f, 5)

|P|—0

ei ole olemassa (harjoitustehtava).
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6 Integraali ja derivaatta

6.1 Integraali ylarajansa funktiona

Olkoon funktio f Riemann-integroituva véalin I jokaisella suljetulla osavélilla ja c
vélin I jokin kiintea luku. Talloin integraali

/xf(t)dt, xel,

madrittelee funktion G(z): I — R,

(6.1) G(z) = /f(t) dt.

Siis jokaista muuttujan = arvoa vastaa jokin tietty reaaliluku, joka on kyseessa
olevan integraalin arvo.

Esimerkki 6.1. Olkoon [ = [0,5] ja

kun z € [0, 5]. Madritetdan ehdon (6.1) funktio G: [0,5] — R.

Vakiofunktiona f on Riemann-integroituva valilla [0, 5] (ja samalla jokaisella
valin [0, 5] suljetulla osavililla). Jos ¢ = 0, niin ehdon (6.1) funktioksi saadaan
G: [0,5] = R,

3x.

«Q
=
I
—
w
QU
~
I
w
=
|
=
I

Jos taas ¢ = 2, niin

ja jos ¢ = 5, niin
G(z) = /Sdt — 3.(z—5) = 3z 15.

Yleisesti
G(z) = /Sdt =3-(r—c¢) = 3z -3¢
jos ¢ € [0, 5].
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Lause 6.1. Ehdon (6.1) funktio G on jatkuva valilld I.

Todistus. Olkoon x € I. Valitaan mielivaltainen ¢ > 0. Olkoon edelleen [a, b] jokin
sellainen vélin I suljettu osavéli, etta x on vélin [a, b] sisdpiste (jos x on vélin [
paatepiste, valitaan @ = z tai b = x). Riemann-integroituvana funktiona f on
rajoitettu valilla [a, b]. Siis on olemassa sellainen M > 0, ettd

fO)] < M Vtelab)

Jos nyt x + h € [a,b], niin

z+h

Gz +h) = G@)| = | [ fyde— [ fyat

c

z+h

— /xf(t)dt+ / f(t)dt—/xf(t)dt

z+h

- / £() dt

z+h
< | [ s a
X
z+h
< / M dt
X
= |M-((z +h) — )|
= M. |h|
< €
aina, kun
€
hl <6 = —.
z =
Siis jatkuvuuden méaritelmén® nojalla funktio G on jatkuva pisteessi z ja siis myos
valilla 1. O
Jos x = a, tarkastellaan oikealta jatkuvuutta, ja jos = = b, tarkastellaan vasemmalta
jatkuvuutta.
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Esimerkki 6.2. Olkoon [ =[—1,1] ja

0, kun -1 <2z <0,
|

1, kun 0 <z < 1.

Maaritetdén ehdon (6.1) funktio G: [—1,1] — R, kun ¢ € [-1,0].
Porrasfunktiona f on Riemann-integroituva vélilla [—1,1] (ja jokaisella sen
suljetulla osavalilld). Jos nyt z < 0, niin

jf(t)dt = iOdt =0,

ja jos z > 0, niin

C/f(t)dt = C/Odt+0/1dt —0+1-(z—0) =

Siis ehdon (6.1) funktioksi saadaan G: [-1,1] — R,

0, kun —1<z <0,
r, kun 0 <x <1.

Gz) = /f(t) dt = {

Huomautus 6.2. Esimerkin 6.2 funktio G on selvésti jatkuva valilld [—1,1].
Funktio G ei kuitenkaan ole télla valilla derivoituva, silli G ei ole derivoituva
pisteessd © = 0 (totea).

Esimerkki 6.3. Vastaavasti kuin esimerkissa 6.2 voidaan osoittaa (harjoitustehta-
Vi), ettd jos I = [—1,1],

fz) =

0, kun -1 <z <0,
1, kun 0 <2 <1,

ja ¢ € [0, 1], niin ehdon (6.1) funktioksi saadaan G: [—1,1] — R,

Glz) = —c, kun —1 <z <0,
r—c, kun0<azx <1
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Lause 6.3. Jos funktio f on jatkuva valilli I, niin ehdon (6.1) funktio G on
paitsi jatkuva myés derivoituva valilld I ja

G'(x) = f(x) Vzel.

Todistus. Olkoon x € I. Olkoon edelleen [a, b] jokin sellainen vélin I suljettu osavéli,
ettd x on vilin [a, b] sisdpiste (jos = on vélin I paatepiste, valitaan a = z tai b = x).

Olkoon z + h € [a,b] (h # 0). Koska f on jatkuva vélilld [a, b], niin integraali-
laskennan véliarvolauseen nojalla on olemassa sellainen &, € |x,z + h] (jos h > 0)
tai &, € |z + h, z[ (jos h < 0), ettd

G(z+h) —G(x)
h

<7hf(t) dt — / () dt)

C

SRS

z+h

- / £(t) dt

T

() - ((@+h) —2)

SRS

SRS

= [(&)
Lisdksi &, — z, kun h — 0. Koska f on jatkuva valilla [a, b], niin talloin

lim G(x + h) — G(z)
h—0 h

= }g%f(fh) = glggnzf(fh) = f(x).

Taten derivaatan mairitelman! nojalla funktio G' on derivoituva pisteessé x ja siis
myos valilla I ja
G'(z) = f(x) Vzel. 0

Huomautus 6.4. Lauseessa 6.3 (kuten yleisestikin) derivoituvuus suljetun
valin [ paatepisteissd (tai puoliavoimen vélin toisessa padtepisteessé) tarkoit-
taa oikeanpuoleisen (vélin alkupiste) tai vasemmanpuoleisen (vélin loppupiste)
derivaatan olemassaoloa.

1Jos x = a, tarkastellaan oikeanpuoleista derivaattaa, ja jos = b, tarkastellaan vasemman-
puoleista derivaattaa.
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Huomautus 6.5. Lauseen 6.3 tulos voidaan esittdd myos seuraavassa muodos-
sa. Jos funktio f on jatkuva valilld I ja ¢ € I, niin

d xr
dxc/f(t) dit = f(z) Vaeel

Esimerkki 6.4. Koska
f(t) = |t —1]|+sint

on jatkuva kaikilla ¢ € R, niin lauseen 6.3 nojalla

d x
d—/(|t—1|+sint)dt = |t —1]+sinz  VzeR.
T
0

Huomautus 6.6. Jos funktio f on jatkuva vélilla I ja ¢ € I, niin

jxw/cf(t)dt = i(—jf(t)dt) = —f(e) Vael

Huomautus 6.7. Vaikka funktio
G(z) = / F(6) dt

riippuu pisteen ¢ valinnasta, niin derivaatta G’(zx) ei riipu pisteen ¢ valinnasta.

Todistus. Koska
c2

/f(t) dt — /f(t) dt+/f(t) dt = vakio—l—/f(t) it Ve,e €l

C1
niin

*/f(t)dt = c;lxc/f(t)dt Ver,eo € 1.
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Huomautus 6.8. Olkoon

yhd.funktio

(2)
W) = G(r(z)) = [ f{t)dL,

Cc

missi 7(x) on funktion f jatkuvuusalueeseen' kuuluva derivoituva funktio.
Té&lloin

r(x)
W) = [ f@yde = @) ) = ) )

Edelleen vastaavin oletuksin

r2(x) c r2(z)

Esimerkki 6.5. Koska /1 + 2 on jatkuva kaikilla ¢ € R, niin huomautuksen 6.8
nojalla

332
d
df/\/1+t2dt:2x~\/1+x4 Vz € R.
T

0

Esimerkki 6.6. Vastaavasti kuin esimerkissé 6.5 saadaan huomautuksen 6.8 no-
jalla

d 3z
— /Sintdt = 3-sin3x — 2 -sin2z.
d.CE2

Sama tulos saataisiin tietysti myos hajoittamalla integraali ensin osiin

3z 0 3z 3x 2x
/sintdt = /sintdt+/sintdt = /sintdt—/sintdt
2z 2x 0 0 0

ja derivoimalla sitten nain saadut integraalit.

1Jos r on derivoituva pisteessi x ja G on derivoituva pisteessi r(x), niin yhdistetty funktio
G o r on derivoituva pisteessa x.
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Esimerkki 6.7. Madaritetaan f’'(z), kun
fla) = / tdt.
Derivaatta voidaan maarittdd nyt kahdella eri tavalla. Helpompi tapa on kayttia
huomautusta 6.8, jolloin saadaan suoraan

f'(z) = —sinz-cosx —cosz-sinx = —28inxcos .

Toisaalta integraalin arvo voidaan nyt myos laskea, silld esimerkin 5.5 (s. 85)
nojalla
cos® ¥ — sin®x
2

Talloin saadaan
x — sin? a:)

oy = o

2.cosz - (—sinz) —2-sinx - cosx
2

= —2sinxzcoszx.

Esimerkki 6.8. Mééritetdan f'(x), kun

flx) = /tcosxdt.
0

Huomautuksen 6.8 ja esimerkin 5.5 (s. 85) nojalla

f(z) = D(/tcosxdt)
0
m3
= D<cosx/tdt>
0
= —sinm-/tdt + COSQS-D(/tdt)
0 0

+ cosx - 3x% - 23

T .
= 3z°cosz — ?smx.
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Esimerkki 6.9. Maaritetdan

T

1
lim —/cos(tQ)dt.
z—0 g

0

Nyt

T

lim | cos(t*)dt = 0,

z—0
0

joten kaytetdan 1’Hospitalin saantod. Koska

T

dd/cos(ﬁ)dt = cos(z?),
T
0

niin
X

1 v 2
lim —/cos(t2)dt = lim Jo cos(t) dt

z—0 z—0 €T
0

lim
x—0 1

clo || =

Esimerkki 6.10. Mééritetdén esimerkin 5.20 (s. 115) raja-arvo

1 t T
lim —/ dx
t—0+ t20 1+e

kayttamalla 1'Hospitalin saantoa.
Koska

niin

t t
1/ — im Jo ez de
14 e” t—0+ t2

. t
lim *¢
t—0+ 2t

cio || =

tgr(])%r 2(1+et)

2(1+1)
1

|
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Esimerkki 6.11. Maaritetdan funktion

2x

@) = [@e=1-2?a

0

paikalliset adriarvokohdat ja dariarvojen laatu.

fla) =2-2e-1)(22-2?% =0 & z=}taiz=1

ja

Siis funktiolla f on pisteessid x = = aito paikallinen minimikohta. Piste z = 1 sen

sijaan ei ole dariarvokohta.
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6.2 Integraalifunktio

Riemann-integraalin arvon méaarittdminen tdhdn mennessa esitettyja menetelmia
kayttden on hankalaa. Seuraavaksi johdetaan oleellisesti helpompi tapa méarittasa
Riemann-integraalin arvo. Aloitetaan maéritelmalla.

Maaritelma 6.1. Olkoon funktio f méaaritelty valilla /. Jos on olemassa sel-
lainen funktio F', etté

F'(z) = f(x) Vr €1,

niin F' on funktion f integraalifunktio (primitiivi, antiderivaatta) valilla I.

Esimerkki 6.12. Funktio F(z) = arc tanz on funktion

1
integraalifunktio koko reaalilukujoukossa, silla (ks. esimerkki 2.28, s. 27)
1
D(arctanzx) = T2 Vz € R.

Huomautus 6.9. Jos on olemassa sellainen F', ettd F'(z) = f(x) kaikilla x € I,
niin F' on jatkuva valilla 1.

Huomautus 6.10. Lauseen 6.3 (s. 129) nojalla vélilla [ jatkuvalla funktiolla f
on ainakin yksi integraalifunktio vélilla I, nimittain funktio

F(z) = if(t)dt, cel.

Huomautus 6.11. Jos funktio ei ole jatkuva vélilla I, niin funktiolla ei valttamatta
ole integraalifunktiota kyseisella vélilla, vaikka funktio olisi Riemann-integroituva
vélilla I (ks. huomautukset 6.2 (s. 128) ja 6.18, s. 138).!

Vaihtoehtoisesti voitaisiin kutsua sivun 126 ehdon (6.1) funktiota G funktion f integraali-
funktioksi. Télléin integraalifunktio ja primitiivi (antiderivaatta) merkitsisivit eri asiaa ja kaikilla
Riemann-integroituvilla funktioilla olisi integraalifunktio. Jatkuvilla funktioilla téllaisia eroja ei
synny, joten késitteitd ei télla kurssilla erotella.
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Lause 6.12. Jos F on funktion f integraalifunktio vélilld I, niin funktion f
kaikkien integraalifunktioiden joukko vélilli I on funktiojoukko {F+C | C € R}.

Todistus. 1°: Jokainen muotoa F'+ C' oleva funktio on funktion f integraalifunktio

valilla I, silli
=0
D(F +C) = D(F)+D(C) = D(F) = .

2°: Olkoon G jokin funktion f integraalifunktio vélilla I eli
G'(z) = f(z) Vzel.
Té&lloin
D(G()— F(x)) = fa)—f() = 0 Vrel,

joten integraalilaskennan peruslauseen nojalla G — F' on vakio. Siis on olemassa
sellainen C' € R, etta

Gz)—F(z) = C Vxel.

Taten
G =F+C. 0

Esimerkki 6.13. Esimerkin 6.12 perusteella F'(z) = arctanz on funktion

1

integraalifunktio koko reaalilukujoukossa. Téaten myos esimerkiksi
G(z) = arctanxz — 3000  ja H(z) = 27 +arctanx

ovat funktion f integraalifunktioita koko reaalilukujoukossa. Yleisesti kaikki funk-
tion f integraalifunktiot ovat muotoa

arctanx + C|

missa C € R.
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Lause 6.13 (Integraalilaskennan piilause).! Olkoon funktio f jatkuva vé-
lillé [a,b] ja F jokin sen integraalifunktio talld vélilla. Tallin

on funktion f integraalifunktio vélilla [a, b]. Lauseen 6.12 nojalla G voidaan esittaa

kaikilla z € [a, b] muodossa

G(z) = /xf(t)dt = F(z) + C,
missd C € R. Lisaksi '

C = /af(t)dt - Fla) = —F(a),

joten

/ f(®)dt = F(z) — Fla)  Va € lab].

Sijoittamalla tdhédn lausekkeeseen z = b saadaan
b

/f(t) dt = F(b) — F(a).

a

Huomautus 6.14. Lauseen 6.13 tulos patee myos, kun b < a. Jos b = a, niin
yhtalon kumpikin puoli on nolla, ja jos b < a, niin

[t@ydz = — [ f@)dz = ~(F(a) = F®)) = F) - F(a)

a

!Lause tunnetaan myds nimelld analyysin peruslause tai tarkemmin sanotttuna analyysin
peruslause, osa II. Talléin analyysin peruslauseen osa I on lause 6.3 (s. 129).
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Huomautus 6.15. Usein merkitdan

Huomautus 6.16. Funktion f jatkuvuuden sijasta lauseessa 6.13 riittaa olet-
taa (harjoitustehtdavé), ettd f on Riemann-integroituva vélilld [a,b] ja F' on
sellainen valilla [a, b] jatkuva ja valilla ]a, b] derivoituva funktio, etta

F'(z) = f(x) Vz € la,bl.

Huomautus 6.17. Huomautuksessa 6.16 oletus funktion f Riemann-integroi-
tuvuudesta valilla [a, b] on tarpeellinen. Funktio f ei nimittdin valttamatta ole
Riemann-integroituva vililla [a, b], vaikka on olemassa sellainen valilla [a, b]
jatkuva ja valilla |a, b[ derivoituva funktio F', etta

F'(z) = f(x) Vz € la,b.

Huomautus 6.18. Jos vililld [a,b] Riemann-integroituvalla funktiolla f on
valilld [a, b] integraalifunktio, niin my6s funktio

G(z) = / ftydt (e lab)

on funktion f integraalifunktio valilla [a, b] (harjoitustehtava).
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Esimerkki 6.14. Koska
D(z%) = 32° Vz € R,

niin 2% on funktion 3z? (jokin) integraalifunktio (milld tahansa vélilld I C R). Koska
322 on jatkuva milla tahansa vililld 7 C R, niin lauseen 6.13 ja huomautuksen 6.14
nojalla

/3x2dx _ /x3 “B-1"—P -1 VbeR.

Esimerkki 6.15. Koska
D(e”) = €* Vz € R,

niin e” on funktion e” (jokin) integraalifunktio (milld tahansa valilla I C R). Koska
e” on jatkuva milld tahansa vélilla I C R, niin lauseen 6.13 ja huomautuksen 6.14
nojalla (vrt. esimerkki 5.6, s. 87)

b b
/erda:: /ex:eb—eozeb—l Vb e R.
0 0

Esimerkki 6.16. Vastaavasti

1
D(arctanz) = T 22 Vr € R,
T

b

b
1
/ dr = /arctanx = arctanb —arctan(0) = arctanb Vb e R.
0 0

Esimerkiksi

1
1
0/1+x2daz = arctanl = %

Esimerkki 6.17. Vastaavasti
1

joten

logt = logz —logl = logx Va > 0.

H\R
S
QL
~
I
Ty
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Esimerkki 6.18. Koska

1

D(2y/x) Vx>0,

B

niin

j xmzzfm@:2Jia¢I:2ﬁLQ (a > 0).

1

-

Esimerkki 6.19. Koska

2 2
D<—cos7r2x> = __<_Sin7r2x>'72r = sin% Vr e R,

T
niin

Huomautus. Funktion f integraalifunktion F' maérittamisté tarkastellaan
luvussa 7.

Huomautus. Yhteydet kurssien Analyysi A ja B joidenkin peruslauseiden vélilla:

Bl — B2 — Bg
A() — A1 /l \ B7,
NB, 5By = By
missa
Ap = R:n taydellisyysaksiooma,
A; = Suljetulla vililld jatkuvan funktion ominaisuudet,!

B; = Rollen lause,

&
I

Differentiaalilaskennan véliarvolause,

R
I

Integraalilaskennan peruslause,

B, = Jatkuvan funktion integroituvuus,

Bs; = Integraalilaskennan valiarvolause,

Bg = Jatkuvan funktion integraalifunktion derivoituvuus,

B; = Integraalilaskennan paalause.

ISuljetulla valilla jatkuva funktio on kyseisells valillid rajoitettu ja saavuttaa suurimman seké
pienimmén arvonsa ja jokaisen niiden vélissd olevan arvon. Edelleen suljetulla vélilla jatkuva
funktio on talld vélilla tasaisesti jatkuva.
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7 *Integrointimenetelmia

7.1 Maaradaamaton integraali

Integraalilaskennan padlause (lause 6.13, s. 137) antaa helpon tavan laskea annetun
funktion Riemann-integraaleja, jos tunnetaan jokin kyseisen funktion integraa-
lifunktio. Seuraavaksi tutkitaan lyhyesti muutamia menetelmia, joilla tallainen
integraalifunktio voidaan 16ytaa.

Aloitetaan méérittelemélla, mitd madradméattomaélld integraalilla tarkoitetaan.

Maaritelma 7.1. Olkoon funktio f jatkuva valilla I. Télloin funktion f inte-
graalifunktioiden (valilld I) joukkoa sanotaan funktion f mddridmdattomdksi
integraaliksi ja sita merkitaan

/ fl)de (tai / 1.

Funktion f Riemann-integraalia véalilld I voidaan vastaavasti kutsua funktion f
madrdatyksi integraaliksi. Madradmaton integraali on funktiojoukko, méarétty inte-
graali taas on reaaliluku. Kumpaakin voidaan kutsua lyhyesti funktion integraa-
liksi, jos asiayhteydesta kdy selville, tarkoitetaanko maardamatonta vai maarattyé
integraalia. Funktion integraalin méarittamista kutsutaan funktion integroinniks.

Huomautus. Jos siis f(x) on jatkuva ja F’'(z) = f(z) valilla I, niin

/f(x)dx — F(x)+C, CEeR.

Huomautus. Derivaatan laskusaannoistd seuraa suoraan, ettd jos kyseiset
maaraamattomat integraalit ovat olemassa, niin

/)\(f(x)Jrg(x))dx - /\/f(x)der)\/g(x)dx, AER.
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Huomautus 7.1. Alkeisfunktioiden derivoimiskaavojen perusteella saadaan seu-
raavat integrointikaavat (C' € R). Kaavoja voidaan tietenkin soveltaa vain sellaisilla
véleilla I, joilla integroitavat funktiot ovat jatkuvia.

(7.1) /de - C

(7.2) /1dx =x+C,

(7.3) /:c“ dr = —— 2"+ C  (a# 1),

(7.4) /;dleogm—i-(? (0¢ 1)

logx + C, kun = > 0,
log(—z) +C, kun x <0,

(7.5) /ew de = e" 4+ C,

aa)
. v = 1
(7.6) /a dx loga+0 (a>0,a#1),

(7.7) /sinxdx = —cosz + C,

(7.8) /cosxdx = sinx 4+ C,

1
(7.9) / dx = tanz + C,

cos? x

1
(7.10) / s—dr = —cotz + C,

sin® x

1
(7.11) /1—|—x2 dx = arctanz + C,

(7.12)

r = arcsinz + C.

/ﬂ%ﬂd

Huomautus. Jos funktion méardédmaton integraali tunnetaan, funktion maé-
ratty integraali eli Riemann-integraali voidaan laskea kéyttdmalla integraalilas-
kennan padlausetta (lause 6.13, s. 137).
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Esimerkki 7.1. Osoitetaan, ettd jos n € Z, niin

Tarkastellaan erikseen luvun n parillisia ja parittomia arvoja. Kun n on parillinen,
niin sinin integrointikaavaa kayttamalla saadaan

(n+1)m (n+1)m
/ |sinz|dr = / sinz dx
(n+1)m

= —(cos((n + 1)) — cos(nm))
— (=1-1)
= 2.

Kun n on pariton, saadaan vastaavasti

(n+1)m (n+1)m
/ sinz|dz = /—sinwdx
(n+1)m

= cos((n+ 1)m) — cos(nm)

1—(=1

2,

joten tarkasteltavan Riemann-integraalin arvo on kaksi kaikilla n € Z.

Huomautus 7.2. Kaikkien jatkuvien funktioiden méardaméatonta integraalia ei
voida lausua alkeisfunktioiden avulla aérellisessé suljetussa muodossa. Téllaisia ovat
esimerkiksi

. 9 sin 2 arctan dz dx
/sm(x)dm,/ . dx, /e dz, /de, g s’ /m,

Talloin vastaavat maarityt integraalit, esimerkiksi

1
.2
/ezdx,

0

pitdé laskea jotenkin muuten kuin integraalilaskennan pédalausetta kayttaen.
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Huomautus 7.3. Kayttamalla yhdistetyn funktion derivointikaavaa saadaan
integrointisaanto

(7.13) [ 1@ g(f@)de = g(f(@)) +C.

Sdaantod voidaan tietysti soveltaa vain, jos kaikki vaadittavat oletukset ovat
voimassa.

Yhdistetyn funktion derivointikaavan kaytto integrointimenetelména voidaan
usein korvata sijoitussaannon kaytolld (ks. huomautus 7.12; s. 157).

Esimerkki 7.2. Kun a # 0, niin kdyttdmaélld yhdistetyn funktion integrointisién-

t6a (7.13) ja kosinin derivointikaavaa saadaan

1 1
/sin(ax) de = ——/a(— sin(ax))dr = ——cos(ax) + C.
a

a
Jos a = 0, niin tuloksena on tietysti pelkastadn vakiofunktio C.

Esimerkki 7.3. Kéyttamaélla yhdistetyn funktion integrointisdéntoa seka potenssin
ja sinin derivointikaavoja saadaan

1 1
/COS$Sin3[EdZE = Z/4cos:n-sin3:£dx = EsinA‘x%—C.

Tulos saadaan helposti myos sijoitussddnnon avulla (ks. esimerkki 7.18 (s. 158) ja
sitd koskevat huomautukset 7.14 ja 7.15).
Vastaavasti yleisesti (integraalin olemassaoloehtojen ollessa voimassa)

1

a+1f(x)“+1+C (a # —1).

[ £@) ) dr =

Esimerkki 7.4. Kun a # 0,! niin kiyttamallad yhdistetyn funktion integrointisiin-
toa ja logaritmin derivointikaavaa saadaan

1 1 1 1
/ dx:f/a- de = —loglaxz +b| +C
ar +b a ar +b a

kaikilla niilla valeilld, jotka eivéit sisélla pistetta x = —g.

Vastaavasti yleisesti, jos f(x) # 0 (ja integraalin olemassaoloehdot ovat voimas-
sa), niin

/f/(x)ffl(x) dx = /ff/((;) dx = log|f(z)|+ C.

1Jos a =0 (ja b # 0), niin kyseessd on yksinkertaisesti vakiofunktion integrointi.
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Esimerkki 7.5. Kotangentin ja tangentin maarittelyalueilla saadaan vastaavasti
kuin esimerkissa 7.4

1
/cotxdx = /cos:z:dx = /cosx-,—daz = log|sinz| + C
sinz

sinx

i 1
/tanxdx = /Smxdx = —/(—Sinx)-
cos cos

Joskus integroitavaa lauseketta kannattaa muokata ennen integrointia. Esimer-

ja

dx = —log |cosz|+ C.

kiksi trigonometriset funktiot voidaan joskus muuntaa sopivia kaavoja kayttamalld
integroinnin kannalta oleellisesti yksinkertaisempaan muotoon (ks. luku 7.5). Sopi-
vaa muokkausta voidaan hyodyntda myos muiden funktioiden kohdalla.

Esimerkki 7.6. Olkoon |z| < |a| (a # 0). Mééritetaan

1
[
/a2 — 72
Koska integroitava funktio muistuttaa arkussinin derivaattaa, muokataan lauseke

vastaamaan kyseista derivaattaa. Kayttamallda muokkaamalla saatuun lausekkeeseen
yhdistetyn funktion derivointikaavaa saadaan

1 1
/md:c = /de

oz
= arcsin — + C.

|al
Téssé on erityisesti syytd huomata, ettd va? = |a|. Y14 olevan kanssa voitaisiin
edeté vaihtoehtoisesti

1
_a 1 1 d
v e

- ¢ arcsin — + C.
|a| a

Tulokset ovat samat, silld arcsin (—x) = —arcsinz.
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Huomautus 7.4. Maaradmaéatonté integraalia madritettaessa saatu tulos voidaan
aina tarkistaa derivoimalla. Esimerkiksi

d 1 1 1
%log(x—i—\/ﬁi—i—g = C(,’—i—— ]:2——1—1(14_2'\/%274—1.23:)

1 Vii+l4+x
x—i—\/m' Va?+1
1
2 +1

Y

joten

1
————dx = log(z+Va2+1)+C.
/ Va2 +1 s ( )
Kyseinen integraali voidaan méérittdd esimerkiksi sopivaa sijoitusta kayttaen (vrt.
esimerkki 7.16, s. 156).1

'Funktio arsinh z = log (x + Va? + 1) on hyperbolisen sinin sinh x = 617;‘71 kéaanteisfunktio.
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7.2 Osittaisintegrointi

Osittaisintegrointi perustuu tulon derivointikaavaan, joten oletetaan, etta funktiot
f ja g ovat derivoituvia jollakin valilla. Télloin kyseisella vélilla

(fg) = fla+ fg'.

Siis myos

/(fg)’ = /(f’g+fg’) = /f’g+/fg'
Juay=[1d = [r9
fg—/fg’ = /f’g,

jos viimeisen yhtéalon integraalit ovat olemassa. Integraalien olemassaolon takaa
esimerkiksi derivaattojen f’ ja ¢’ jatkuvuus. Néin on todistettu seuraava lause.

seké edelleen

ja

Lause 7.5. Olkoot f ja g sellaisia vélilla I derivoituvia funktioita, ettd deri-
vaatat [’ ja ¢’ ovat jatkuvia talla vélilla. Télloin

/fg’ = fg—/f’g

valilla 1.

Maaratylle integraalille osittaisintegrointikaava saa seuraavan muodon.

Lause 7.6. Olkoot f ja g sellaisia valilli |a,b] derivoituvia funktioita, ettd
derivaatat [’ ja ¢’ ovat jatkuvia talld vélilld. Téll6in

b b b

/fg’ = /fg—/f’g-

a a

Todistus. Koska f,g, f' ja ¢’ ovat jatkuvia vélilla [a, b], niin myos

(f9) = flg+fd
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on jatkuva valilla [a, b]. Téaten integraalilaskennan paalauseen nojalla

/bf’g+/bfg’ = /b(f’g+fg’) = /b(fg)’ = /bfg~

Siis

Huomautus 7.7. Huomautuksen 6.16 (s. 138) perusteella lauseessa 7.6 riittéa
olettaa derivaattojen f’ ja ¢’ jatkuvuuden sijasta, ettd f’ ja ¢’ ovat Riemann-
integroituvia valilla [a,b] (harjoitustehtévd). Vastaavasti lauseessa 7.5 riittaa,
ettd madrdaamattomét integraalit ovat olemassa.

Huomautus. Osittaisintegrointi on kéyttokelpoinen integrointimenetelma,
kun f’g on helpompi integroida kuin fg¢’. Osittaisintegroinnilla pyritdén tietysti
aina helpompaan integroitavaan.

Esimerkki 7.7. Osittaisintegroimalla saadaan
/xsinxdw = /x-D(—cosx)dw
= x-(—cosm)—/l-(—cos:v)dx

= —gcosx +sinz + C.

Esimerkki 7.8. Osittaisintegroimalla saadaan (kun huomataan, ettd D(x) = 1)
/logxda: = /1-logxdz
= /D(x) -log z dz
1
= :Ulogx—/a:-—dw
T
= xlogx — / ldx

= zlogr —x+C.
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Esimerkki 7.9. Kayttamalla esimerkin 7.8 menettelya ja yhdistetyn funktion
derivointikaavaa saadaan

1 1
/arctanxda: = /1-arctanxdx
0 0
1
= /D(x) -arctan x dx
0

; 1
xarctanx—/x-id:ﬂ
1+ 22

I
°o—

I
—~
[S—Y

1
T 1 1

AR A () YO d
1 0) 20/x x

14 22
1
™ 1
= -] 2
1 2/ og (1 + %)
0
1
= %—§(log2—log1)
71 log2
4 2

Esimerkki 7.10. Osittaisintegroimalla kaksi kertaa perakkaiin saadaan
/96269C dr = 2%e* — /235 e’ dx
= 2%e" — (27" — /2690 dx)

= (2 —20+2)e" +C.

Huomautus. Joskus osittaisintegrointi johtaa palautuskaavamenettelyyn.

Esimerkki 7.11. Mé&éaritetdan
/ sin x cos x dzx.

Merkitdan
I = /sinxcosxd:c.
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Talloin osittaisintegroinnilla saadaan

Siis

I

josta voidaan ratkaista

Siis

/

= /sinxcosxdx
= /sinx-D(sinx)da:

= sin%:—/cosx-sinxdx

= sin’x — 1.

I =sin’z —1I,
1.,
I = §sm z+C.

1
sinzcosxdr = Esin2x+0.

Esimerkki 7.12. Méiaritetdan palautuskaavamenettelya kayttéaen

I, = /<1d;1c (neZy).

1+ 22)n

Kayttamalla osittaisintegrointia saadaan

I

[y

/D

1

dx

d
1+x2) ’

1
e RN e

X
(1+a22)r

T

v
(14 22)n

ZL'2

(1+2?) -1

—|—2n/(1+1xz)ndx—2n/(

+2nl, —2nl,,.
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1

1 + x2>n+1

dx



Siis

1 x (2n —1)
Iy, = —-
= 2n (1—}—:)@’2)"+ 2n

Liséksi 1

I, = /1+x2 dr = arctanz + C.
Siis L 1 . +1 . o

2 = 5 T3 2aurc anx ,
jne.
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7.3 Sijoitusmenetelma eli muuttujanvaihto

Osoittaisintegrointi perustui tulon derivointikaavaan. Sijoitusmenetelmd eli muut-
tujanvaihto puolestaan perustuu yhdistetyn funktion derivointikaavaan eli niin
sanottuun ketjusdantoon. Sijoitusmenetelmaélld pyritdan siihen, ettd uusi funktio
olisi helpompi integroida kuin alkuperainen.

Lause 7.8. Olkoon funktio f: [a,b] — R jatkuva ja ¢: [, 5] — |a,b] funktio,
joka toteuttaa ehdot

(i) pla) =a ja @(B) =",
(i) ¢ ja ¢’ ovat jatkuvia vélilld |c, 3.
Talloin

b B
[r@yde = [ ple) ¢t dr

Todistus. Olkoon nyt F' jokin funktion f integraalifunktio valilla [a,b]. Talloin
funktio F(¢(t)) on derivoituva valilla [«, 5] ja

d
o Fle) = fle(t) - ¢'(1).
Lisaksi f(¢(t)) ¢'(t) on jatkuva valilla [«, 5], joten integraalilaskennan péélauseen

nojalla

Huomautus 7.9. Jos lausetta 7.8 kiytettdessé sijoitetaan x = (t), niin
f@) = fle(t),
der — §'(t)dt,
a,b — «a,f,

missd « ja § maaraytyvit ehdoista p(a) = a ja () = b.
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Esimerkki 7.13. Osoitetaan, etta

(VB
(VB

/sin”xdx = /cos":z:da: (neZy).
0 0

Sijoitetaan x = ¢(t) = § —t, jolloin dx = (—1)dt ja

Koska sin (5 —t) = cost kaikilla ¢ € [0, 7], niin

O\w\z\

0
sin"zdr = /sinn(g —t)-(=1)dt
%

Esimerkki 7.14. Mé&aritetdan

Sijoitetaan = = (t) = t2, jolloin

. de = Q'(t)dt = 2t-dt

ja
pt)=t*=1 = t=1 [(alaraja),
pt) =t =4 = t=2 (yliraja).!

'Rajoiksi olisi voitu valita my6s —1 ja —2, mutta tillin laskut olisivat olleet hankalampia
kuin téssa.
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Siis

4 2
1 1
dr = /72tdt
1/x+\/5 . 2+ /2

1
2
2
_ / dt
/ 12 4+t

2
1
o) L
t+1
1
2

= 2/10g(t+1)

= 2(log3 —log?2)

3

= 2log 5

Laskettaessa maaraamatonta integraalia sijoitusmenetelmalla pitaa integroin-

tirajojen vaihtamisen sijasta siirtyd integroinnin jalkeen takaisin alkuperéiseen

muuttujaan. Tadméan mahdollistamiseksi on oletettava sijoitettavan funktion ()

kadnteisfunktion olemassaolo. Kadnteisfunktio on olemassa, jos sijoitettava funktio
on esimerkiksi surjektio ja aidosti monotoninen.

Lause 7.10. Olkoon funktio f: I — R jatkuva ja ¢: I' — I funktio, joka
toteuttaa ehdot

(i) ¢ ja ¢’ ovat jatkuvia valilld I',
(it) (I') =1,
(iii) ¢ on aidosti monotoninen valilld I'.

Télloin
[t@de = |[fee)dma]

t=p~1(z)

missd merkintd [...];— ,1(y) tarkoittaa paluuta alkuperdiseen muuttujaan.

Todistus. Olkoon F' funktion f integraalifunktio valilla I. Talloin F'(z) = f(x) ja
(7.14) /f(a:) dv = F(z)+C.
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Koska f(¢(t)) ¢'(t) on jatkuva valilla I’, niin silld on integraalifunktio talla valilla.
Yksi integraalifunktio on F'(p(t)), silla yhdistetyn funktion derivointisidnnén nojalla

;tF(w(t)) = Fl(e@®) - ¢'(t) = fle(t) - #'(D).

Siis valilla I’
(7.15) [ 1) wae = Fp) +c.

Ehdon (iii) nojalla funktio ¢: I’ — I on injektio ja ehdon (ii) nojalla se on
surjektio. Siis ¢ on bijektio, joten silli on kidnteisfunktio o=': [ — I' t = ¢~ (x).
Sijoittamalla tdmé kéénteisfunktio kaavaan (7.15) saadaan

16) | [ fle) 0 — Flp(¢ (@) +C = F(2) +C.

t=p"1(2)

Viite seuraa nyt ehdoista (7.14) ja (7.16). O

Huomautus 7.11. Jos lausetta 7.10 kdytettiessa sijoitetaan = = o(t), niin

fl@) = fle(),
der — '(t)dt.

Paluu alkuperiiseen muuttujaan tapahtuu sijoittamalla ¢ = ! (x).

Esimerkki 7.15. Maaritetdan
/e’“ de (k+£0).

-t (k #0), jolloin

=

Sijoitetaan x =

1
der = ¢'(t)dt = %dt,
t = o Hz) = k.
Siis

1 1 1 1
Jerrar={fegar] =g S el = el = e

Tavoitteena on tietysti ollut sijoitus kx = t. Tasta sitten on ratkaistu varsinainen
sijoitus. Menettely on varsin yleinen (ks. huomautus 7.16, s. 159).
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Integroitava funktio pyritaén sijoituksen avulla usein saattamaan muotoon, josta
integrointia voidaan jatkaa muilla menetelmillé, esimerkiksi osittaisintegroinnilla tai
tekemélla toinen sijoitus. Hyvé tavoite on myo6s muuntaa tehtavé rationaalifunktion
integroinniksi, silla rationaalifunktioiden integrointia koskevassa luvussa tullaan
nakeméan, etta rationaalifunktioiden integrointiin on olemassa selked menettely.

Esimerkki 7.16. Olkoon |z| > 1. Mé&ritetdén (vrt. huomautus 7.4, s. 146)

[ 7=
—dx.

2?2 —1

1 1 1 1

Sijoitetaan x = 2(t + t)’ jolloin dx = 2(1 — 152) dt ja
241

t
& tP-2t+1 =0

20 £ \/4x? — 4
2

S t=rtva?-—1,

josta valitaan kaanteisfunktioksi laskennallisesti yksinkertaisempi t = = + /22 — 1.

Tallsi
alloin 1 1
x?—1 t—x:<t—>,
2 t

sl o
xr = — —_ Tr =
2 t

&t =

joten
1 1 1 1
2 —1 t—17) 2 t t=a4+vz2—1
[ t t?—1
_ /7 L
L 2 —1 ¢ t=a+Vaz2-1

1
- /3]
)t t=z+v22-1

= :log |t + C}

t=z+Vz2—1

= log‘x—l-\/xz—l‘—i-C’.l

!Funktio ar cosh z = log (az + V2 — 1) on hyperbolisen kosinin cosh x = % kéaanteisfunk-
tio, kun x > 1.
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Esimerkki 7.17. Maaritetdan

6ZE
/ 44 (e* +1)2
Sijoitetaan x = log(t — 1). Talloin

t=e"+1 ja dr = —— dt.

Muokkaamalla syntynytta lauseketta ja kdyttamalld yhdistetyn funktion ja arkus-
tangentin derivointikaavoja saadaan

rrt—1 1
-dt]
L 4+t2 t—1 t=e+1

I 1
- dt}
/ 44+12 Ji_ceyq

1 1 1
_2 2 1+ (5) t=er+1

de =

627
/4+ (e* +1)?

r1 t
= |-arctan— + C’]
_2 2 t=eT4+1

1 e +1
= —arctan
2 2

+C.

Huomautus 7.12. Jos integroitava funktio on muotoa f(g(x)) ¢’(x), kannattaa
usein tehda sijoitus ¢t = g(z) eli x = g~ *(¢). Talloin kdanteisfunktion derivointisién-
nosta seuraa, etta

joten termiksi ¢'(x) dr saadaan

g(@)dzr = ¢'(z)(g) () dt = g'(x)

Siis

[ Ha@ng@ar = | [ swa

t=g(x)

Jos funktio f on helppo integroida, integrointitehtavé on kédytannossa ratkaistu.
Muussa tapauksessa joudutaan vield miettiméan jatkoa.
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Huomautus 7.13. Jos huomautusta 7.12 kéytettiessa sijoitetaan ¢ = g(x),
niin

flg(x)) — f(b),
g (x)de — dt.

Paluu alkuperiiseen muuttujaan tapahtuu sijoittamalla t = g(z).

Esimerkki 7.18. Mé&aritetdan

/ cos z sin® x dz.
Sijoitetaan t = sinz (eli x = arcsint), jolloin dt = cosx dz. Siis

/Cosx sin*rdr = /(sin x)? cos x dx

= [fral .
[ive

1.,
= —sinz+C.
S T

~

t=sinx

Tarkasti ottaen tulos on voimassa vain reaalilukuvéleilld, joilla sijoitettava funktio
on bijektio ja sen derivaatta on jatkuva. Derivoimalla tulokseksi saatu lauseke
kuitenkin havaitaan, ettd tulos patee milld tahansa reaalilukuvélilla.

Huomautus 7.14. Esimerkissa 7.18 sijoitussadntoa voitiin kayttad vain "paloit-
tain”, mutta toisaalta derivoimalla voitiin osoittaa, ettda saatu tulos on voimassa
milld tahansa reaalilukuvalilla. Menettelya voidaan kayttaé yleisestikin, mutta on
aina syyta olla tarkkana, etté sijoitettava funktio tayttad kaytettavalta sijoitus-
lauseelta vaadittavat oletukset.

Huomautus 7.15. Esimerkin 7.18 tulos saatiin jo aiemmin esimerkissé 7.3 (s. 144)
kayttamalla yhdistetyn funktion integrointisadntoa seka potenssin ja sinin derivoin-
tikaavoja. Sijoitussddnnollé integroitava funktio saatiin nyt niin yksinkertaiseen
muotoon, etté sen integrointi onnistui ilman kyseisid sdantojékin.
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Huomautus 7.16. Sijoitus ¢ = g(z) (eli z = g~!(¢)) kannattaa usein myés, kun
integroitava funktio on muodon f(g(z)) ¢'(x) sijasta esimerkiksi muotoa f(g(z)).
Talloin integroitava funktio saattaa yksinkertaistua ja sopiva jatkomenetelmé on
ehké helpompi 16ytad. Sijoituksen toimivuus riippuu paljolti termista

de = (97')'(t)dt,
silla nyt

flg(@)) — f(b),
dr — (g7 Y (t)dt.

Esimerkki 7.19. Maaritetdan

/ cos 6z dzx.

t 1
Sijoitetaan t = 6x. Talloin z = 5 ja dr = 6 dt. Siis

/coszdx = /cost-ldt]
L 6 t==6x

rl
= |- costdt}
_6/ t=06x

rl
= _6Slnt—|—0:|

t=6x

1
= ésin6x—|—C'.

Sijoitussaantod voidaan esimerkin 7.19 tapaan kayttaa yleisestikin yhdistetyn
funktion derivointisddnnon sijasta. Esimerkiksi sijoittamalla ¢ = ax + b (a # 0)
saadaan

[ flaz+b)de = B/f(t) dt]

jolloin lauseketta f(t) integroitaessa ei tarvitse huomioida sisafunktion ax + b
derivaattaa (vrt. esimerkki 7.4, s. 144).

)
t=ax+b

Yksinkertaisissa tapauksissa yhdistetyn funktion derivointisaénnon kaytto lienee
kateviampéa, mutta mutkikkaissa tapauksissa esimerkiksi sisafunktion derivaatan
hahmottaminen saattaa olla vaikeaa. Téalloin sopiva sijoitus voi yksinkertaistaa
tilannetta ratkaisevasti.
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Huomautus 7.17. Huomautuksissa 7.12 ja 7.16 esiintyville funktioille kaytetaan
usein sijoitusta t = g(x) myos laskettaessa maarattya integraalia sijoitussaannon
avulla. Jos talloin sijoitetaan ¢ = g(x), niin

flg(x)) — Fb),

g (x)de — dt,
gla) = «,
g(b) — B

Usein muodostetaan sekd ¢ = g(x) ettd x = g~'(t), jolloin sijoitusta suoritet-
taessa voidaan valita laskennallisesti yksinkertaisimmat lausekkeet (esimerkiksi
dr — (g71)'(t) dt saannon ¢'(x) dx — dt sijasta). Télloin on tietysti edellytettavi
kidnteisfunktion ¢g~! olemassaolo.

Esimerkki 7.20. Maaritetdan
241
/ sinvz — ldx.
1

Sijoitetaan ¢t = /& — 1, jolloin alarajaksi saadaan
1-1 =20

ja ylarajaksi
(m2+1)—1 = 7.

Koska x = t? 4+ 1, niin dz = 2t dt. Siis

/ sinvze —ldx = /sint-?tdt = 2/tsintdt.
0 0

Osoittaisintegroinnilla saadaan nyt helposti (ks. esimerkki 7.7, s. 148)

2/tsintdt = 2 /(—tcost—l—sint)
0

—mcosm +sinm) — (0 - cos0 + sin0))

o
2((m4+0)—(0+0))

(
(

= 2.
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7.4 Rationaalifunktiot

Polynomit voidaan integroida helposti potenssifunktion integrointikaavojen avulla
(ks. huomautus 7.1, s. 142). Myo6s rationaalifunktioiden

missd P(x) ja Q(x) ovat polynomeja, maaraaméaton integraali voidaan aina esittaa
alkeisfunktioita kayttéden. Tietysti on oletettava, ettd Q(x) # 0 integrointivalilla.

Rationaalifunktioiden integrointia on kasitelty jonkin verran jo aiemmissa lu-
vuissa. Huomautuksessa 7.1 (s. 142) esitettiin rationaalifunktioiden

1

” 1+ 22

T
integrointikaavat. Esimerkissa 7.4 (s. 144) yleistettiin ndistd ensimméinen tapauk-

seen
1

ar + b
ja esimerkissa 7.17 (s. 157) tarkasteltiin jalkimmaéisen yleistystd osana laajempaa
integrointiketjua. Lisaksi esimerkissd 7.9 (s. 149) méadritettiin aputuloksena

2z

1+x2d$

ja esimerkissd 7.12 (s. 150) johdettiin osittaisintegrointia kdyttden palautuskaava
funktion

/(1das (neZy)

L+ a2)n
integraalille. Rationaalifunktioiden integrointi palautuu suurelta osin ylla esitettyjen
funktioiden integrointiin.

7.4.1 Yksinkertaisia tapauksia

Tarkastellaan aluksi muutamaa yksinkertaista esimerkkié.

Esimerkki 7.21. Maaritetdan

1
/x2 + a? dr.

Jos a # 0, niin kiyttamalla yhdistetyn funktion derivointisdéntod ja arkustangentin
derivointikaavaa saadaan

1 1 r1 1 1
/7dx = ,/,.76595 — arctan - + C.
%+ a? al a 14 (%)? a a
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Jos taas a = 0, niin

Talloin

1 1 1
/ da::/—2d93:—/(—1)-:U_2d3::—x_1+02——+(§’
x x

22 + a?

kaikilla niilld valeilld, jotka eivéit sisélla pistettd x = 0.

Esimerkki 7.22. Méaaritetdan

1
/ R dz.
Jos a = 0, niin kyseessd on sama funktio kuin esimerkissa 7.21. Jos taas a # 0, niin
1 1 1 1 1
= — (o) el 2l
2 —a (x —a)(x+a) 20\ —a xz+a

Kéyttdmalld logaritmin integrointikaavaa (ja yhdistetyn funktion derivointisdantoa)
saadaan talloin

1 1 1 1
T
/xQ—cﬁx 2a rT—a xT+a v

1
= %(log|x—a]—log]x+a|)+0

1 _
= —log [v—d]

C
2a " |x 4+ af *

kaikilla niilla valeilld, jotka eivat sisélla pistettd © = a tai x = —a.
Esimerkki 7.23. Méaritetaan

1
/ Tra)@n ™

Jos a # b, niin vastaavasti kuin esimerkissa 7.22 saadaan

/(x—i—a)l(ac—i—b)alaC h bia/(xia_x—lf—l)dx

1
= —— (log|z + a|] —log|x +b|) + C

b—a
1 |z + al
= 1 C
b—a Blato
kaikilla niilld valeilld, jotka eivéit sisélla pistettd x = —a tai x = —b.
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Jos taas a = b, niin

1 1
(x+a)(z+b)  (x+a)? (v # —a).
Talloin
1 1
— _dx = / ——d
/(x+a)(x+b) v @ t+a2™
1
/ (=1) (x + a)? v
1
= — C
xr+a
kaikilla niilla valeilld, jotka eivéit sisélla pistettda x = —a.
7.4.2 Neliointi
Tarkastellaan rationaalifunktiota
1
R(x) = ,
)= 4w

missa
Q(z) = 2* +px +q

on jokin toisen asteen polynomi. Jos polynomilla () on reaalijuuria, niin rationaali-

funktion R integrointi palautuu esimerkkiin 7.23.

Olkoon siis

p? —4q < 0.

Talloin rationaalifunktio R saadaan integroitua neliéimdlld polynomi (). Nelidinti

tarkoittaa nyt, ettd polynomi () muunnetaan muotoon

Q(z) = vakio - ((P(z))* + 1),

missd P on ensimmaisen asteen polynomi. Talloin R voidaan integroida kéytta-
maélld arkustangentin derivointikaavaa ja yhdistetyn funktion derivointisdantoa.

Merkintojen yksinkertaistamiseksi kaytetdan lyhennysmerkintéaa
2
p
D =qg—=—.
17
Koska p? — 4¢ < 0, niin D > 0.
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Siis

1 1
/2 dv = / 2 p? p? dz
<+ pr + ¢ (22 +pr+5)+(¢—5)

1
[erpa®

Y R —
~ ) wrpred™

:/P?IM
G

1/1‘ 1
IVB 1

D

dx

Y4
2

+C

1
= ——=arctan

VD VD

20 +p

—+C.
Vig— 7

arc tan

2
Viq — p?
Esimerkki 7.24. Maaritetdan

1
——dzx.
/x2—x+1 v

Kéytetaan nelidintid (sekd arkustangentin derivointikaavaa ja yhdistetyn funktion
derivointisdéntod). Siis

1 1
_ dr = / d
/xQ—x—I—l v (22 —z+3)+3 v

\/g
_2/”:1M
VBB ()
= i arc tan 2 — C.
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7.4.3 Osamurtokehitelma

Tarkastellaan sitten rationaalifunktioiden integrointia yleisesti (olettaen taas, etta
Q(z) # 0 integrointivililla). Rationaalifunktio

P(x)
R(x) = P, () polynomeja
@=60 )
voidaan aina esittdd muodossa
Py(x)

R(z) = Pi(x) + (P1, P2, @ polynomeja),

Q(z)
missd polynomin P; aste on pienempi kuin polynomin () aste. Polynomi P; voidaan
integroida helposti kiyttden polynomin derivointikaavoja. Termi P;/@Q) puolestaan
voidaan integroida kayttaen osamurtoja

A Bz +C
(x —a)k’ (22 + px +q)*

(keZ,, A,B,C €R),

missé polynomit x — a ja x? + pz + g ovat polynomin Q alkutekijoitd. Alkutekijé
tarkoittaa, ettd polynomilla z? + px + ¢ ei ole reaalijuuria eli

4+ pr4+qg>0

kaikilla € R (ja p* — 4¢ < 0).
Tarvittavat osamurrot riippuvat polynomista () seuraavasti. Olkoon polynomin ¢)
jako alkutekijoihin

reaalijuuret muut juuret

Qx) =ag- (v — al)kl N an)k” (2 +pa +q1)l1 oo (2P P qm)lm,

missd ap € R, k; € Z, jaa; € R kaikilla7=1,2,... ,nsekd [; € Z, jap;, ¢; €R
(ja pjz —4q; < 0) kaikilla j = 1,2, ..., m. Tillsin jokainen k-kertainen tekija (z —a)*

tuottaa termit
Ay Ay Ay,

x—a+(x—a)2+“.+(:v—a)k

ja jokainen [-kertainen tekija (2% + px + ¢)! tuottaa termit

BlfL‘ + Cl BQZL‘ -+ CQ 4 BliL' + Cl
?+pr+q (22 +px+q)? (22 + pz +q)"

Y14 kertoimet Ay, As, ..., A, B1, Bo,..., B ja C1,Cy, ..., ovat reaalilukuja.
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Luvussa 7.4.4 osoitetaan, ettd osamurrot voidaan aina integroida ja saadut
integraalit ovat alkeisfunktioita. Nain ollen myo6s rationaalifunktioiden integraalit
voidaan aina esittdd alkeisfunktioiden avulla. Y14 oleva menettely yhdessa osamur-
tojen integroinnin kanssa antaa myos menetelmén, jolla rationaalifunktiot saadaan
integroitua. Edellytyksena on vain, ettd polynomi () pystytidan jakamaan alkute-

Algoritmin tapaan esitettynd menettely on seuraava.

1. Esitetdan rationaalifunktio muodossa, jossa nimittdjin asteluku on suurempi
kuin osoittajan.

3. Muodostetaan osamurtokehitelmaé.

4. Integroidaan osamurrot ja kohdassa 1 saatu polynomi.

Osamurtojen integrointia tarkastellaan luvussa 7.4.4.

Esimerkki 7.25. Jaetaan rationaalifunktio
1
R(z) = ——— 0,1
@=rom  @#00)
osamurtoihin. Jos x # 0 ja x # 1, niin

1 B é—i— Ay N As
r(x—12 1 x-1 (z—1)2

1 =A-(z2-1)0 4+ A4 z(z—1)+ 432

1 = Ajx® — 2410+ Ay + Asx® — Asx + Az
1 = (A + A)z? + (=241 — Ay + Ag)x + Ay
{A1+A20,

=

=

=

—2A1—A2+A3:0,
A =1

=4 Alzl, A2:—1jaA3:1.

Siis

kaikilla x # 0 ja x # 1.
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Huomautus. Osamurtokehitelmédn muodostamisessa on monta laskutoimitusta,
joten saatu tulos kannattaa aina tarkistaa. Koska

1 1 1 (-1 -z —1) 42
;_x—le(x—l)? B x(z —1)2
I e e e
B z(r —1)2
B 1
(- 1)

niin esimerkin 7.25 tulos on oikein.

7.4.4 Osamurtojen integrointi

Osamurtojen integrointi sujuu seuraavasti.

Tyyppi 1. Kiyttidmalli logaritmin integrointikaavaa saadaan®

A
/ dv = A-loglz —al+C’

rT—a
kaikilla véleilla, jotka eivat sisalla pistettda x = a.

Tyyppi 2. Kun k£ = 2,3,..., niin kiyttdmé&lld potenssin integrointikaavaa (ja
yhdistetyn funktion derivointisadnt6d) saadaan

A A 1 ,
/(a:—a)kda: B _k:—l'(x—a)k—l—i_c

kaikilla véleilla, jotka eivat sisalla pistettda x = a.

Tyyppi 3. Tarkastellaan kolmanneksi osamurtoa

Bx+C
w2 +pr+q
Aluksi havaitaan, etté
B C B 2 B 1
(7.17) be+C 5 crdp (C_P>.
2+ pr+q 2 x2+pr+gq 2 Jx?2+pr+q

Yhtalon (7.17) oikean puolen ensimmaéinen termi saadaan integroitua kayttamalla
yhdistetyn funktion derivointisdéntoa ja logaritmin derivointikaavaa. Koska nyt

2’ +pr+q| = 2* +pr+q,

' Merkitddn integrointivakiota nyt symbolilla C’.
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niin

2x+4p B

Yhtélon (7.17) oikean puolen jalkimmaéinen termi saadaan integoitua kdyttamalla
luvussa 7.4.2 esitettya nelidintia. Siis

( Bp> / 1 J (C Bp) 2 ‘ 20 +p L
- — ——————dx = — — | —— arctan —— :
2 2?2 +pr+q 2 )\4q—p? Vg — p?

Tyyppi 4. Tarkastellaan lopuksi osamurtoa

Bx+C
(22 + pz + q)*’

missa k > 2. Vastaavasti kuin edelld havaitaan, etta

Bx+C B 20 +p | +(C_Bp)< 1

7.18 = —. == .
(7.18) (@*+pr+qh 2 (2®+pr+q) 2 /(2% + px + q)F

Yhtélon (7.18) oikean puolen ensimmaéinen termi saadaan integroitua kayttaméalla
yhdistetyn funktion derivointisaéntoa ja potenssin derivointikaavaa. Siis

2x + B 1 1
/ 2 £ pde = —5 - T2 O
2 (22 +px +q)F 2 k-1 (224 pr+q)

Yhtéalon (7.18) oikean puolen jalkimméainen termi

1
(2?4 pr + q)*

saadaan integroitua nelidimalld ensin nimittédjassa oleva polynomi ja kayttamalla
sitten esimerkissa 7.12 (s. 150) johdettua palautuskaavaa. Neliinnin (ks. luku 7.4.2)

tuloksena ,
_|_E
eopeva = o ((215) 1),
missa
P2
D=qg——.
177

Ennen esimerkin 7.12 palautuskaavan kéyttoa on siis vielé sijoitettava

r+ 5
VD'

t =
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Huomautus. Rationaalifunktion integraali voidaan aina lausua kayttéen ra-
tionaalifunktioita, logaritmia ja arkustangenttia.

Huomautus. Koska ylla esitetyt integrointitulokset ovat monimutkaisia, ei
niitd kannata opetella ulkoa. Sen sijaan kannattaa opetella menetelmét, joilla
tulokset johdettiin.

Esimerkki 7.26. Esimerkin 7.25 ja perusintegrointisiantojen nojalla

/x(a:l—l)de = /;dx—/xildx—l—/(m_llydx

b
r—1

= log|z| —log|z — 1| + (1) - +C

1
= log|x|—10g|x—l]—m+C

kaikilla valeilla, jotka eivat sisalla nollaa tai ykkosta.

Esimerkki 7.27. Olkoon z # —1. Madritetdén

23+ 2
dx.
/ 3+ 1 .
1°: Ensimmaiseksi havaitaan, ettd
?+2 (2P 41)+1 4 1
B4+1 3+ 1 N 3+ 1’

missa polynomiosan integraaliksi saadaan helposti

/ldx =zx+C.

2°: Rationaalifunktion 1

3 +1
integroiminen aloitetaan etsimillid polynomin z3 + 1 alkutekijét, joiksi saadaan

41 = (z+1)(2° —z2+1),

missd 22 — x + 1 > 0 kaikilla z € R..
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3°: Tamén jalkeen muodostetaan rationaalifunktion
r 1
41 (r+1)@2—z+1)
osamurtokehitelma. Koska
1 Ay Agr + Az
(x4+1)(x?2 =2z +1) x+1+x2—x+1

& 1=A @ -z+1)+Az (z+1)+ A3 (z+1)
& 1 = A11}2—A1[E+A1+A2$2+A2$+A3$+A3
& 1 = (A4 A)r” + (—A1 4+ Ay + A3)z + (A + A3)

A1+A2:O,

= —A+ A+ A3 =0,

A1 + Ag =1

1 1 2

&S A==, Ay=—=ja A3 = —,

1 3 2 3 J 3 3

niin osamurtokehitelmaksi saadaan

1 T 2
I _ 5 . =575

341 r+1 x22—x+1

1 1 1 xr— 2
3 x+1 3 22—2x+1

4°: Saadun lausekkeen ensimméinen termi on helppo integroida, sillé

1
L dr — ,/ dr = -1 1+ C.
3 731%™ = 3/ gyt = glele+ 1+

Jaljelle jaavan integraalin

1 Tr— 2
- —dx
3 22 —xz+1
madrittamiseksi havaitaan, etta
—2 1oz —-1)-3 1 2z-—1 3 1
(7.19) ° _3%r-D-5 1 2-1 3 1
2 —x+1 2 —x+1 2 z2—x+1 2 22—zx+1

Téassa viimeisen lausekkeen ensimmainen termi voidaan integroida kayttamalla
logaritmin derivointikaavaa ja yhdistetyn funktion derivointisdantoa. Siis
20 — 1

1
Ol dr = ilog P —z+1+0C
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ja edelleen
2z —1 1
2/x2—:c+1 = glog(@ —s+1)+C,

silla 22 —z+1 > 0.

Yhtalon (7.19) viimeisen lausekkeen jélkimméinen termi voidaan integroida
hyodyntamalla esimerkkid 7.24 (s. 164), jolloin

3/ 1 p 3 2 ; 2x—1+C
— | —————dx = —— -+ -——arctan——
2J) 22 —x+1 2 3 V3
20 — 1
= 3 arctan + C.
V3
Yhdistamalla tulokset saadaan
1 r—2 1/1 9 2x — 1
—g mdfﬁ = —3(210g($ —l"f—l)—\/garctan \/g >+C
1 1 2z — 1
= —Zlog(z®> —x+ 1)+ —arctan +C
ja edelleen
3+ 2 1 1 xr— 2
P =
/x3+1 v x+3 x—i—l 3 x2—x—|—1
1 1 1 2z — 1
= x4+ -loglz+1|—=log(2®> —x+ 1)+ —=arctan ——— + C
logla+ 1] — <log )+ v
1 (x+1)? 1 2 — 1
= —log ——%— 4+ — t C
x+6ogx2_x+1+\/§arc an \/§ +
kaikilla véleilla, jotka eivét sisalld pistetta x = —1.
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7.5 Trigonometriset funktiot

Trigonometrian perusfunktioiden (sini, kosini, tangentti ja kotangentti) integroin-
tikaavat esitettiin luvussa 7.1 (huomautus 7.1, s. 142, ja esimerkki 7.5, s. 145).
Liséksi yhdistetyn funktion derivointikaavaa, osittaisintegrointia ja sijoitussaantoé
kayttamalla aiemmissa luvuissa johdettiin joitakin yksinkertaisia tuloksia trigono-
metristen funktioiden integraaleille, ks. esimerkit 7.2 ja 7.3 (s. 144), 7.7 (s. 148), 7.11
(s. 149), 7.13 (s. 153) ja 7.18-7.20 (s. 158-160). Tutkitaan nyt yksityiskohtaisemmin
trigonometristen funktioiden integrointia.

7.5.1 Sijoitusmenetelmi

Tarkastellaan aluksi sijoitusta x = 2arctant, jolloin

T 2
7.20 t = tan — ja dr = —— dt.
(7.20) 2 1+ 2
Kayttamalla trigonometrian peruskaavoja
sinx . . o 9
tanx = ja sin“z +cos”z =1
cos T
havaitaan, etta
1 1 1 cos? Z
721 = = = - = = 2 — COS2 z
(7.21) 1+¢2 1+ tan®% cos?§ | sin®§ cos? £ 4 sin® £ 2
cos? £ cos? §
ja
12 1 sin? Z
7.22 — =t = tan?% .cos? L = 2 . cos’L = sin?Z,
( ) 1 + t2 1 + tQ 2 2 C082 % 2 2
Kayttamalla nyt kaavoja
sin2x = 2sinx cosx ja cos2x = cos®x — sin®x
saadaan yhtaloiden (7.20) ja (7.21) nojalla
sin = 1 2t
sinz = 2sinZcos% = 2. —2 .cos’% = 2-¢- s = 5
Cos 3 1+t 1+t
ja yhtéloiden (7.21) ja (7.22) nojalla
1 t? 1—¢

2

2z : z
COSTX = COs™ 5 — S~ 5 = - = .
? SR S R U o A o

Voidaan siis esittad seuraava huomautus.
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Huomautus 7.18. Muotoa R(sinz,cosx) olevan funktion, missa R on ratio-
naalifunktio, integrointi voidaan palauttaa rationaalifunktion integroinniksi
tekemalla sijoitus

x = 2arctant,

jolloin

2t 1—¢ i 2
COSxT = a xr = ——
) 1+122

- = dt.
1+ ¢2’ 1+ ¢2

Huomautus 7.19. Jos ¢(t) = 2arctant, niin p(R) = |-, n[. Huomautuk-
sen 7.18 sijoitus on siis ilman lisdperusteluja voimassa vain valin |—m, 7[ osavéleilla
(ks. lause 7.10, s. 154). Tietysti edellytyksend on myo6s, ettd R(sinx,cosx) on
jatkuva kyseisella vélilla.

Esimerkki 7.28. Maaritetdan

1
/ . dz.
sin x

Tekemélld huomautuksen 7.18 sijoitus x = 2 arc tant saadaan

1 [ 1 2
[l o [l 2
sin 14 ¢2 .
L t=tan 3

1+¢2

_ /dt]
L t t=tan 3

= :log t| + C}

t=tan 3

+C.

= log ’tan 5
Sijoitussdédnnon nojalla tulos on voimassa niilla valin |—m, 7[ osavéleilld, jotka eivit

sisalld pistetta x = 0. Saatu tulos derivoimalla havaitaan, ettd tulos patee kaikilla
niilla véleilld, jotka eivét sisdlla pistettd x = knw (k € Z).
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Esimerkki 7.29. Maaritetdan

J
1+ cosx
0
kayttamalla huomautuksen 7.18 sijoitusta x = 2arc tan¢. Talloin
m 1+1—t2 14+t +1—+¢ 2
cosxT = = = :
1+t 1+t 1+t

Koska ¢ = tan 7, niin rajoiksi saadaan

r=0 = t=tan0 = 0 (alaraja),
r=75 = t=tan] =1 (yldraja).

Siis

1
/ / /1dt /t:l—O:l.
1+c0sx J th

Huomautus. On syyté olla tarkkana, etté sijoitettava funktio tayttad vaadit-

tavat oletukset.

Esimerkki 7.30. Méaaritetdan

J——
, 5—3cosx

2arctant madrdamattomain integraaliin, jolloin (ks. huomau-

Sijoitetaan z =
tus 7.18)
2

ja

1—¢2 54 512 — 3+ 3¢2 2+ 8t2
5—-13 = 5-3. = = .
cos T 1+ 22 1+ 12 1+ 12
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Siis

1 1 2
/ 5 Booss =2 e
— 5COST Y Tre +

I 1

= dt
_/1+4t2 ]t:tang
1 1

- 7/2 et
2 71 (2t

r1
= §arc tan 2t + C’}

t:tan%

t =tan

[SIE]

t:tan%

= ;arc tan (2 tan g) + C,

joten
2

2m
1 1 .
0/5—3(3085de = 0/ §arctan(2tan§) = 0—0 = 0.

Tama ei kuitenkaan ole mahdollista, silla koska
2 <5—3cosxr <8

kaikilla € [0, 27], niin

27 27

1
J LN R
" 5—3cosx J 8 4

Virhe johtuu nyt siitd, ettéd sijoitettu funktio ¢(t) = 2arctant ei téytéd lauseen 7.10
(s. 154) oletuksia valilla [0, 2] (ks. huomautus 7.19).

Huomautus. Huomautuksen 7.18 sijoituksella joudutaan usein melko mutkikkai-
siin laskuihin. Siksi on joissakin yksinkertaisissa tapauksissa helpompi kayttda
muita menetelmié.

Huomautus. Usein tulokseen johtaa myo6s jokin huomautuksen 7.18 sijoitusta
yksinkertaisempi sijoitus. Esimerkiksi tyyppid R(tan z) olevaan funktioon voidaan
sijoittaa t = tan x. Talloin

1
xr = arctant ja dr = —— dt,
1+1¢2

joten tulokseksi saadaan rationaalifunktio




7.5.2 Integroitavan muokkaus

Yksinkertaisissa tapauksissa selvitaan trigonometrian peruskaavoilla. Téalléin on
huomattava, ettd tuloksen esitysmuoto voi riippua kaytetystd menettelysta. Myos
integrointivakion arvo voi riippua kaytetysta integrointimenetelmasta.

Esimerkki 7.31. Mé&éaritetdan

/sinx cosz dzx.

Koska
sin2x = 2sinzcoscz,

niin kdyttdmalld yhdistetyn funktion derivointisdantoa ja kosinin derivointikaavaa
saadaan

1
/sinxcosxdx = 5/2sinxcosxdx
1
= f/sin2:z;dx
2
1 )
= —1/2(—81n2:c)d:c

= _411 cos2x + C.
Toisaalta esimerkissé 7.11 (s. 149) saatiin palautuskaavamenettelylla
/sinxcosmdx = ;sin2x +C.
Tulokset nayttavéit erilaisilta, mutta koska
(7.23) cos2r = 1 —2sin’z,

niin 1 1 1 1
—ZCOSQI‘—FC = —1(1—281n2x)+0 = §sin2x+C’—Z.

Siis tulokset eroavat vain integrointivakion osalta.
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Esimerkki 7.32. Kaavan (7.23) nojalla
. 9 1
sin“z = 5(1 — cos 2x).

Kun a # 0, niin kdyttamalla yhdistetyn funktion derivointisaéntod ja perusderivoin-
tikaavoja saadaan

/sinQ(ax) dr = /;(1 - cos(?ax)) dx

1 1
= 5 Q/Qa - cos(2azx) dx

1
g o sin(2ax) + C.

Esimerkki 7.33. Kun n € Z,, niin esimerkin 7.32 perusteella

/: sin®(nx)dz = / (; — 41nsin(2nx)>

—T

—0 -0
B <7T B Sin(2n7r)> B <_ T Sin(—2n7r))
—\2 4dn 2 4dn
_T,T
22
= 7.

Vahankin hankammissa tapauksissa trigonometrian kaavojen soveltaminen vaatii
yleensé aika paljon tyota. Yksi tavoite on muokata integroitava funktio muotoon

f(cosx) - sinx tai f(sinz) - cosx.

Jos funktio f on helppo integroida, voidaan télldin soveltaa suoraan yhdistetyn
funktion derivointikaavaa. Mutkikkaammissa tapauksissa voidaan sijoittaa

t =cosx tai t =sinx

ja jatkaa integrointia néin saadulla funktiolla.
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Esimerkki 7.34. Méaritetaan
/sin2 x - cos® x du.

Muunnetaan integroitava funktio ensin muotoon f(sinx)cosz kdyttamalla kaavaa
sin?z 4+ cos’z = 1,

tehddan sitten sijoitus ¢ = sinx (jolloin dt = cosx dx), integroidaan niin saatu
rationaalilauseke ja palataan lopuksi alkuperédiseen muuttujaan. Siis

2

=COo8~ X
—_——
/sin%c ccos’wdr = /sin%c - (1 —sin*z) - cosz dx

= :/tQ-(l—tQ)-dt]

t=sinz

B
sindz  sin®x
= — C.
3 5 +

Derivoimalla havaitaan, ettd tulos on voimassa kaikilla reaalilukuvaleilla.

7.5.3 Palautuskaava

Yksi mahdollisuus on osittaisintegrointi ja sen avulla johdetut palautuskaavat. Tésta
oli jo esimerkki osittaisintegrointia késittelevissa luvussa (esimerkki 7.11, s. 149).
Alla viel4 lisdesimerkki.

Esimerkki 7.35. Méaritetdan palautuskaavamenettelya kayttaen
bl
I, = /cos”xdx (n € N).
0
Kun n > 2, niin kayttamalla osittaisintegrointia ja kaavaa

sin?z +cos?z = 1
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saadaan

——

I, = cos” x dx
0
3
= /cos”’lx-cosa:d:v
0
=0, kun n>2
3 3
= /cos”’lx'sinx—/(n—1)-cos"’Qx-(—sinm)-sinxdx
0 0
Bl
= O+(n—1)/cosn_2x-sin2:pdm
0
3
= (n—1) /cosn’zx- (1 — cos® x) dx
0
= n—-1)1, 52— (n—-1)1I,.
Siis
n—1
1, = -I,_9, kunn > 2.
n
Edelleen }
3
T
10:/1d:c:5
0
ja
2 2
I :/cosa:dm: /Sinm:sing—SiHOZ 1-0=1.
0 0
Sils 1 1 3 1-3 2 1
12:*'Ea 14:7'7'37' a[2n: (n_ )za
2 2 2 4 2 2-4 .- 2n 2
2 2 2 4 2-4-...-2n
L=1-2=2 L==.2 ... DLy,= .
° 33 T35 Ty s 2n+ 1)

Voidaan myos helposti osoittaa (ks. esimerkki 7.13; s. 153), etta

s s

/sin”xda: = /cos’%dm =1,
0 0
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7.6 * Algebralliset funktiot

Luvussa 7.4 todettiin, etta rationaalifunktion madraaméaton integraali voidaan
aina esittda alkeisfunktioiden avulla. Algebrallisten funktioiden osalta tamaé ei
valitettavasti pida paikkaansa. Ei myoskaédn ole olemassa yhtenaistda menetelmaa,
jonka avulla algebrallisia funktioita voitaisiin yleisesti integroida.

Algebrallisten funktioiden integrointia on késitelty jonkin verran aiemmissa
luvuissa. Huomautuksessa 7.1 (s. 142) esitettiin funktion

1
Vi
integrointikaava ja esimerkissd 7.6 (s. 145) kyseinen kaava yleistettiin. Funktioiden
1 ) 1
- ja -
2+ 1 x?—1
integrointia kasiteltiin huomautuksessa 7.4 (s. 146) ja esimerkissd 7.16 (s. 156).
Liséiksi esimerkissd 7.14 (s. 153) algebrallisen funktion integrointi palautettiin sopi-
valla sijoituksella rationaalifunktion integroinniksi. Vastaavaa menettelya kiytettiin
itse asiassa myos esimerkissa 7.16.

Tarkastellaan seuraavaksi muutamia yksinkertaisia tapauksia, jolloin irratio-
naalifunktioiden integrointi voidaan sopivalla sijoituksella palauttaa rationaali-
funktioiden tai trigonometristen funktioiden integrointiin. Menettelyt ovat tietysti
sovellettavissa vain, jos funktiot tayttavat kaikki sijoitusmenettelylta vaadittavat
ehdot.

Merkinta R(-) huomautuksissa 7.20-7.22 tarkoittaa rationaalifunktiota R.

JJax +b
g(x) = ch——:—_d’
| R g(a)) do

oleva integraali voidaan palauttaa rationaalifunktion integroinniksi sijoituksella
lax + b
t — r) = n -
9(x) cx +d

_ n _ n—1
_ b—dt i dr — (ad — bc) nt
" —a (ct™ — a)?

Huomautus 7.20. Jos

niin muotoa

silla talloin

dt.
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Huomautus 7.21. Jos huomautuksessa 7.20 on ¢ = 0 ja d = 1, niin
t = g(xr) = Var+b,

jolloin

xr = ja de = 2t
a

Esimerkki 7.36. Maaritetdan

1
/($_1)\/x_de (x>—-1,x#1)

kayttamalla huomautuksen 7.21 sijoitusta.
Nyt
t=Vr+1, z=t—1 ja dx = 2tdt,

joten

/(x—1)1\/x—+1d9” = / G —12).15'2”’5]

t=+vz+1

- :;§/<t—1\/§_t+1\/§> dt]t:m

= -12<10g‘t—\/§‘—10g‘t+\/§’>+01

t=va+1
= é(log’\/az—l—l—\ﬁ‘—log‘\/x%—l—l—\@‘)%—c

1y |W’f—“—“§
N W SN

kaikilla valeilla I C |—1, oo, jotka eivét sisalld pistettd x = 1.
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Esimerkki 7.37. Olkoon z < 0 tai x > 1. Muunnetaan

/de

rationaalifunktion integroinniksi kayttamaélld huomautuksen 7.20 sijoitusta

T
t = )
z—1
Talloin
2 2 2 2 t°
t:x_1<:>t(a:—1):q:<:>:c(t—1):t S T =
ja
2 2 _ 42, _
d — t(t 1) —t*-2t _ 2t 0.
(&2~ 1)2 (2~ 12
Siis
x —2t 12
[ . o Ry e
Xr — 1 (t2 — 1)2 t:\/% (t2 — 1)2 = ﬁ

Tasté integrointia voidaan jatkaa tekemalla osamurtokehitelma tai ehké kétevammin
kayttamaélla ensin osittaisintegrointia.

Huomautus 7.22. Muotoa R(x, vax? + bx + c) olevassa funktiossa toisen asteen
polynomi voidaan ensin taydentéa nelioksi ja sitten sijoittaa nelidosaksi muuttuja ¢.
Talloin paadytdan johonkin muodoista

R(t,Vt*+a?), R(t,Vi?—a?) tai R(t,Va?—t?).

Néita lausekkeita on yleensa helpompi integroida sopivalla (esimerkiksi trigonomet-
risella) sijoituksella.

Esimerkki 7.38. Madritetdan funktion /5 + 8z — 4x? kuvaajan ja z-akselin ra-

joittaman alueen pinta-ala valilld [1, 3] eli

{o))

5
A = /\/5—|—8m—4m2dx.

1

Nelioimalla saadaan
5+8r —4x® = 9— (422 —8x +4) = 9— (27 —2)%.
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Tehdédan nyt sijoitus t = 2x — 2, jolloin

t+2 1
= — j dr = —dt.
x 5 ja x 5

Rajoiksi saadaan

t =2-1-2 =0 (alaraja) ja ¢t =2-2-2 = 3 (yliraja).

Siis

5 3
/\/5—1—81’—41’2 /\/ 0_£. fdt /\/9—t2dt.
1 0

Tehdaan saatuun integraaliin viela sijoitus ¢ = 3sinu, jolloin dt = 3 cosu du.
Rajoiksi saadaan
3sinu=0 = sinu=0 = u=0 (alaraja),
3sinu=3 = sinu=1 = u=7 (yliraja).

Kayttamalla kaavaa
sinu + cos?u = 1

saadaan

3
/\/9—t2dt = / 9 —9sin®u - 3cosu du
0 0
= /osu 9(1 — sinu) du
0

= / cosu - Vcos? u du
0

= 9/COS udu.
Esimerkin 7.35 (s. 178) perusteella
2 , B E
/cos wdu = 1
0
joten
1 s 97
A= -.9.2 = 22
2 ) 4 8
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