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Alkusanat

Taméa moniste on tarkoitettu oheislukemistoksi Tampereen yliopistossa pidetta-
vélle kurssille Analyysi A. Monisteen tavoitteena on tukea luentojen seuraamista,
harjoitustehtavien ratkaisemista ja tentteihin valmistautumista. Moniste sisaltéda
melko kattavasti kurssilla kasiteltavit asiat, mutta paikoitellen lisaselitykset ja
mahdollinen lisdmateriaali helpottanevat tekstin seuraamista ja esitettyjen asioiden
ymmartamistd. Moniste ei varsinaisesti ole tarkoitettu kattavaksi itseopiskelupake-
tiksi.

Monisteen rakenne ja sisdltdé pohjautuvat suurelta osin jo edesmenneen Sep-
po Vepsalidisen aikoinaan Tampereen yliopistossa pitdmiin luentoihin. Sisidltoa on
jonkin verran muokattu kevyempéaan suuntaan ja myos rakenteessa on tehty muu-
toksia. Kurssin menestyksellinen seuraaminen edellyttda Tampereen yliopiston
opintojaksoilla Johdatus analyysiin ja Johdatus matemaattiseen paéttelyyn (ja
niitd edeltévilld opintojaksoilla) esitettyjen asioiden hyvéa hallintaa.

Matematiikan opiskelu saattaa tuntua joskus tyoldalta, ja tdaméankin kurssin
opiskelu vaatii useimmilta melko lailla aikaa ja valilla kovaakin ponnistelua. Pelkké
luentojen kuunteleminen tai luentomonisteen toistuvakaan lapilukeminen ei kuiten-
kaan johda oppimiseen. Oppimisen kannalta térkeinta on itsenédinen tyoskentely.
Esitetyt todistukset ja esimerkit pitad kdyda yksityiskohtaisesti lapi kynéaa ja pa-
peria kayttaen silla tarkkuudella, etta kaikki yksityiskohdat ja paattelyt tulevat
ymmarretyksi. Myos harjoitustehtédvien ratkominen on olennaista, silla esitetyn
asian hallitsee vasta, kun pystyy itsenaisesti késitteleméan siihen liittyvia tehtéavia.

Kurssin suorittamisen vaatimaa ajankayttoa suunnitellessa kannattaa huomioida
edelld mainitun itsendisen tyon suuri osuus. Jos kurssilla tarvittavat esitiedot
ovat pédasseet unohtumaan tai niiden hallinnassa on muusta syystd puutteita,
my0s esitietojen kertaamiseen pitdd varata riittavésti aikaa (kurssin Analyysi A
seuraamisen ohessa).

Todistuksien ja esimerkkien huolellinen lapikdynti synnyttda usein paperijatetta.
Harjoitustehtévia ratkaistaessa taas ensimmaéinen yritelmé ei laheskdédn aina tuota
oikeaa lopputulosta. Paperinkerdyslaatikko onkin kurssien asioita opiskeltaessa
kynan ja paperin ohella hyodyllinen apuvaline.

Lopuksi esitan kiitokset kaikille, jotka ovat kommenteillaan, ehdotuksillaan ja
neuvoillaan auttaneet minua tamén monisteen teossa.

Pertti Koivisto



Sisalto

1

Esitietoja
1.1 Merkintoja ja peruskasitteita . . . . . . . .. ..o
1.2 Ttseisarvo . . . . . . . ..

1.3 Reaalimuuttujan funktioista . . . . . . . ... ... ...

Reaaliluvut
2.1 Aksiomaattinen maéarittely . . . . . . . ...

2.2 Reaalilukujen joukon téydellisyys . . . .. .. ... ... ... ...

Lukujonon raja-arvo

3.1 Maaritelméa . . . . ...
3.2 Perusominaisuuksia . . . . .. ..o
3.3 Laskusdantoja . . . . . . .. ..o
3.4 Monotonisista jonoista . . . . ... ..o
3.5 *Luvun e maarittely . . . . .. ... oo
3.6 Cauchyn jonoista . . . . . . .. ... ...

3.7 Raja-arvokasitteen laajentaminen . . . . . . .. .. ...

Funktion raja-arvo

4.1 Maaritelméa . . . . . ..
4.2 Perustuloksia . . . . .. ...
4.3 'Toispuoleiset raja-arvot . . . . . . ... .o
4.4 Monotoniset funktiot . . . . . .. ..o oL

4.5 Raja-arvokasitteen laajentaminen . . . . . . .. ... ... ...

Funktion jatkuvuus

5.1 Maaritelmé ja perustuloksia . . . . ... ... oL
5.2 Jatkuvia funktioita koskevia tuloksia . . . . . ... ... ...
5.3 Suljetulla vélilla jatkuvan funktion ominaisuuksia . . . . . . . . ..
5.4 Kadnteisfunktion jatkuvuudesta . . . . . .. .. ... ...

5.5 *Tasainen jatkuvuus . . . . . . .. .. oo

* Eksponentti- ja logaritmifunktio
6.1 Eksponenttifunktio . . . . . .. ... oL
6.2 Logaritmifunktio . . . . . ... .. ... o

6.3 Yleinen eksponentti-, logaritmi- ja potenssifunktio . . . . . . . . ..

10
18

24
24
27

35
35
41
46
96
63
69
72

75
75
80
91
96
98

105
105
111
118
125
132



1 Esitietoja

1.1 Merkintoja ja peruskisitteita

Aluksi esitetddn lyhyesti muutamia kdytettdvia merkintoja ja peruskésitteita. Kéy-
tdnnon syista asioita esitetdédn vain siind laajuudessa kuin on tarpeen myohemmén
esityksen seuraamiseksi. Tasmallisesti naita ja muita vastaavia asioita tutkitaan
muilla matematiikan kursseilla.

1.1.1 Loogisia symboleja ja merkintoja

Konnektiiveja ja kvanttoreita kaytetadn talla kurssilla ldhinna lyhennysmerkintoina

luonnollisen kielen ilmaisuille.

negaatio - ei
konjunktio A "ja”
Konnektiivit ¢ disjunktio \Y% "tai”
implikaatio = 7 jos ...niin"
ekvivalenssi & "silloin ja vain silloin”

eksistenssi 3 ”on olemassa”

Kvanttorit
7kaikilla”

<

universaali

Merkintaa 7 kiytetdadn lyhenteend merkityksessi ei ole olemassa”

Esimerkki 1.1. Kvanttorien ja konnektiivien avulla voidaan esittda matemaattisia

vaitteita tdsmallisessi muodossa:

i) —(2*4+1<0) & 224+1>0,
(i) Jx>0:22-1=0,
(iii) Vo >0:3y>0:y>=uz.

Selvésti ensimmainen véite on tosi, mutta kahden jalkimmaéisen totuus riippuu siité,
missd perusjoukossa tarkastelu suoritetaan (ks. esimerkki 1.7, s. 4).

Edella mainittujen loogisten symbolien lisaksi kdytetaan merkintéda ... tarkoitta-
maan seurausta. Merkinta .-, voidaan tulkita lyhenteeksi esimerkiksi sanoille "siis,
siten, taten, talloin” jne. Kaksoispistetta kdytetdaan joskus lyhenteenéd sanonnalle

"siten, ettd”.



1.1.2 Joukko ja osajoukko

Joukko voidaan antaa esimerkiksi luettelemalla sen alkiot tai ilmoittamalla sen
alkiot maarittava ominaisuus.

Esimerkki 1.2. A= {1,2,3} ={1,2,3,1,3} = joukko, jonka alkiot ovat 1, 2 ja 3.

Esimerkki 1.3. A = {x on kokonaisluku | z? = 4} = {-2,2}.

Kurssilla kaytetaan seuraavia joukko-opillisia merkintoja.

a€ A a on joukon A alkio, ts. a kuuluu joukkoon A.
a¢ A a ei ole joukon A alkio, ts. a ei kuulu joukkoon A.
ACB Joukko A on joukon B osajoukko, jos kaikki A:n alkiot

ovat myos joukon B alkioita. Talloin sanotaan, etta
A sisdltyy joukkoon B.

ACB Jos A C B ja A # B, niin talléin A on joukon B aito
osajoukko.
0 Tyhja joukko on joukko, johon ei kuulu yhtédan alkiota.

Huomautus. Jos A on joukko, niin [) C A|ja|A C A.

1.1.3 Tarkeimpien lukujoukkojen merkinnit

Tarkeimmilla lukujoukoilla on vakiintuneet merkintansa. Talld kurssilla

e N =1{0,1,2,3,...} on luonnollisten lukujen joukko,

e Z=4{..,-2-1,0,1,2,...} on kokonaislukujen joukko,

e Z,=1{1,2,3,...} on positiivisten kokonaislukujen joukko,

o Z_={x| —x € Z,} on negatiivisten kokonaislukujen joukko,
e Q= {g |p € Z,q € Z,q # 0} on rationaalilukujen joukko,

e R on reaalilukujen joukko,

o C={a+bila,beR,i* =—1} on kompleksilukujen joukko.

Joukot Q4, Q_, R, ja R_ maédritellaan vastaavalla tavalla kuin kokonaisluvuillekin.



Huomautus. Vaikka termit ovat vakiintuneet, ne eivat kuitenkaan ole taysin
standardeja. Luonnollisten lukujen joukko nimittain tarkoittaa toisinaan nyt maéri-
tellyn joukon sijasta joukkoa {1,2,3,...}. Talld kurssilla tuota joukkoa kutsutaan
positiivisten kokonaislukujen joukoksi (= Z.).

Huomautus. Nyt piatee Z, CNCZCQCR cCC.

Esimerkki 1.4. Parillisten ja parittomien luonnollisten lukujen joukot voidaan
esittaa

{0,2,4,...} = {neN|3JkeN:n=2k},

{1,3,5,...} = {neN|3FkeN:n=2k+1}

Esimerkki 1.5 (Bernoullin epayht&ls). Jos x € R, z > —1, niin
(I+2)" > 1+nx

kaikilla n € N. Bernoullin epédyhtéld on helppo todistaa kayttamalla induktio-
periaatetta (harjoitustehtéva).

1.1.4 Joukkojen perusoperaatiot

Seuraavaksi esitetadn muutamia joukko-opillisia operaatioita, joita kiayttaen voidaan
muodostaa tunnetuista joukoista uusia joukkoja. Olkoot siis A ja B joukkoja. Tallin
joukkojen A ja B

e yhdiste (unioni) AUB = {z |z € Ataix € B},
o leikkaus ANB ={z |z € Ajax € B},
o crotus A\B={z|z € Ajaz & B}.

Usein joukkoja tarkastellaan jonkin laajemman joukon osajoukkoina. Tallaista
joukkoa sanotaan perusjoukoksi ja sitd merkitdan usein symbolilla €2. Téll6in voidaan
muodostaa joukon A komplementti

A = Q\A = {z€Q|x A}

Komplementista kiytetdan joskus myos muita merkintojd, esimerkiksi A, —A, A,

~ A \A, A, C(A).



Esimerkki 1.6. (a) N = Z, U{0},

(b) Zy\{zr€Zy|5€Z} = {1,351},
(c) A\ A =0 aina, kun A on joukko.

Esimerkki 1.7. Jatketaan esimerkin 1.1 vaitteiden
(ii) 3z >0:2° —1=0 ja (iii) Vo >0:Jy>0:9y° =2

kasittelya. Jos vaitteita tarkastellaan esimerkiksi joukossa R, molemmat vaitteet
ovat tosia. Véaitteessa (ii) voidaan nimittéin valita = = 1 ja véitteessé (iii) vastaavasti
y =+/z (kun z > 0). Joukossa R\ {2} viite (ii) on edelleen tosi, mutta viite (iii)
muuttuu epétodeksi. Jos nimittain = 4, niin minkain joukkoon R\ {2} kuuluvan
positiivisen reaaliluvun neli6 ei ole z. Joukossa R \ {1, 2} taas kumpikaan viite ei
péde, ja jos perusjoukoksi valitaan R \ {1}, niin véite (ii) on epétosi ja vdite (iii)
tosi.

1.1.5 Reaalilukuvalit

Reaalilukuvdlid eli lyhyemmin vdlid merkitddn usein kirjaimella I tai A. Olkoon
a,b € R ja a < b. Talloin voidaan madritella (dérelliset) reaalilukuvélit

a, 0] {reR|a<z<b} (suljettu vili),
la,b] = {xr€eR|a<z<b} (avoin vili),
la,b] = {xr€eR|a<xz<b} (puoliavoin vili),
|a, b] {reR|a<z<b} (puoliavoin vili).

Koska a < b, niin tyhja joukko tai yksittdinen piste ei ole vili. My0s seuraavista
joukoista kiytetaan véli-nimitystd (a € R):

la,00] = {zeR|z>a},

la,0] = {zeR|z>a},
|—00,a] = {reR|z<a},
|—00,a] {reR|z<a},
|—o0,00[ = R.

Huomautus. Ylla co on symboli, joka on suurempi kuin miké tahansa reaaliluku.
Talloin —oo on pienempi kuin miké tahansa reaaliluku. Siis co tai —oo eivat ole
reaalilukuja.



1.1.6 Rajoitettu joukko

Tarkastellaan seuraavaksi vield lyhyesti, mitéd rajoitetulla reaalilukujen osajoukolla
tarkoitetaan.

Maaritelméa 1.1. Olkoon A C R, A # (). Joukko A on ylhddltd rajoitettu, jos
on olemassa sellainen reaaliluku M € R, ettd a < M kaikilla a € A. Télloin M
on (eras) joukon A yliraja.

Maaritelméa 1.2. Olkoon A C R, A # (). Joukko A on alhaalta rajoitettu, jos
on olemassa sellainen reaaliluku m € R, ettd a > m kaikilla a € A. Talloin m
on (erés) joukon A alaraja.

Huomautus. Joukko R ei itse ole ylhailta eika alhaalta rajoitettu.

Huomautus. Olkoon A C R, A # (). Jos M € R on joukon A ylaraja ja M’ > M,
niin myos M’ on joukon A ylaraja. Vastaavasti jos m € R on joukon A alaraja ja
m’ < m, niin myos m’ on joukon A alaraja.

Huomautus. Olkoon A C R, A # . Jos M € R on joukon A ylaraja, niin
A C |—o0, M], ja jos m € R on joukon A alaraja, niin A C [m, oo].

Esimerkki 1.8. Olkoon A = |1, 5]. Télléin joukon A ylarajoja ovat luku 5 ja kaikki
lukua 5 suuremmat reaaliluvut. Alarajoja ovat vastaavasti luku 1 ja kaikki lukua 1
pienemmét reaaliluvut. Erityisesti on syytda huomata, etta joukon yla- tai alarajan
ei tarvitse kuulua joukkoon, mutta se voi kuulua.

Esimerkki 1.9. Koska

2n —1 - 2n - 2n
n+3 n+3 n o

2n—1
A= Z
{n+3 ne +}

niin 2 on joukon

(erds) ylaraja.



Esimerkki 1.10. Koska

2n —1 S 2n —n n S n n 1 Vn € 7
— = —_-— = - n
n+3 — n+3 n+3 — n+3n 4n 4 +
niin i on joukon
2n —1
A:{ eZ}
n+3 " *

(eréds) alaraja.

Esimerkki 1.11. Osoitetaan, ettd joukko
3
A:{
11—z

Tutkimalla esimerkiksi kuvaajaa havaitaan, ettd vaite vaikuttaa todelta. Koska

x € |0, 1[}

ei ole ylhaalta rajoitettu.

intuitioon perustuva havainto ei kuitenkaan ole riittéava, todistetaan vaite ylhaalta
rajoitetun joukon madritelmadn perustuen.

Tehdédéan vastaoletus, ettd A on ylhdalta rajoitettu. Talloin on siis olemassa
sellainen reaaliluku M € R, etté

3
11—z

< M Vzelol]

Todistuksen yleispétevyyttéd rajoittamatta voidaan lisidksi olettaa (miksi?), etta
M >3 (>0).

Olkoon nyt
2
=1—-—.
v M
Tillin 0 <z < 1 (eli z € [0,1]) ja
3 3 3 3
= 5 :7:7-M>M7

missé on ristiriita. Siis vastaoletus on epétosi ja véite tosi eli joukko A ei ole ylhaalta
rajoitettu.

Ylla ristiriidan tuottava luku 1 — % on keksitty havaitsemalla, etta jos M > 0
jal—2 >0, niin

Ristiriita saadaan télloin valitsemalla jokin sellainen vélin [0, 1] luku (esimerkiksi

r=1— %), ettd

3
> 1- 2
o M



Maaritelma 1.3. Joukko on rajoitettu, jos se on seka ylhaalté etta alhaalta
rajoitettu.

Huomautus 1.1. Jos A C R, A # (), niin seuraavat vaitteet ovat yhtapitéivia.

(i) Joukko A on rajoitettu.

(ii) On olemassa sellaiset m € R ja M € R, ettd m < a < M kaikilla
ac A

(iii) On olemassa sellaiset m € R ja M € R, ettd A C [m, M].

(iv) On olemassa sellainen M > 0, ettd A C [—M, M].

1.1.7 Summa ja tulo

Josn € Z, jaay,as,...,a, € R, niin merkitaan
n n+2 n
air+as+---+a, = Z(IZ’ (: Z(IZ’_Q = Zak)
i=1 i=3 k=1

Summan rajoja voidaan muuttaa, jos muutos kompensoidaan vastaavalla muutoksel-
la summattavassa lausekkeessa. Summausindeksin merkintékirjaimella ei myoskaan
ole merkitysta.

Huomautus. Merkintd voidaan laajentaa tapaukseen n < 1 (tai yleisemmin ta-
paukseen ylaraja < alaraja) sopimalla, ettd kyseessa on ns. tyhji summa, jonka
arvoksi maaritelldan 0.

4
Esimerkki 1.12. Lukujen 1,2, 3,4 neliéiden summa 1+4+4+94 16 = Z i2.
i=1

Esimerkki 1.13. Lukujen 1,2,...,100 nelididen summa voidaan merkita
100 99 101
Yot = > (i+1)? = > (k—1)>
i=1 =0 k=2



Esimerkki 1.14. Summattaessa tapahtuu usein kumoutumista. Esimerkiksi

i(ai —ai—1) = (a1 —ag) + (aa —ay) + -+ -+ (a, — ap_1)

= an — Qop.

Esimerkki 1.15. Jos summattava ei sisdlld summausindeksista riippuvia lausek-
keita, saadaan yksinkertaisesti

Palautetaan vield mieleen luvun n € N kertoma

nl =12 -n (=n-(n=-1" (n>1),
o =1

ja binomikerroin

@ B k'(nnlk:)‘ O<k<mn),

jonka avulla voidaan kétevésti esittda binomikaava. Kaavan todistus (induktio tai
kombinatorinen perustelu) jétetaan harjoitustehtéavaksi.

Esimerkki 1.16 (Binomikaava). Jos z,y € R jan € Z,, niin’

(z+y)" = zn: (ZL) "y’

1

1Jos x = 0 tai y = 0, on binomikaavan "summamuodossa” tulkittava 0° = 1. Jos kéytetdin
muotoilua

n o __ n n n n—1 n n—2, 2 n n—1 n n
(x+y)" = <O)x —l—(l)az y+(2>x y°+ —i—(nl)xy +(n>y,

tulkintaongelmia ei synny.



Vastaavasti kuin summalle merkitaan

n
al.a2. . e .an = Hai'
=1

Huomautus. Téamékin merkinta voidaan laajentaa tapaukseen n < 1 (tai yleisem-
min tapaukseen yliraja < alaraja) sopimalla, ettd kyseessa on ns. tyhja tulo, jonka
arvoksi madaritellaan 1.

4
Esimerkki 1.17. Lukujen 1,2, 3,4 neliéiden tulo 1-4-9-16 = H i2.
i=1



1.2 Itseisarvo
1.2.1 Maaritelma ja perusominaisuuksia

Esitetdaan aluksi itseisarvon maéritelmé ja muutama myohemmin tarvittava perus-

ominaisuus.

Maaritelma 1.4. Reaaliluvun z itseisarvo

r, kunz >0,
|| =

—x, kun z <O0.

Huomautus 1.2. Selvésti |z| = |—z| (kaikilla z € R).

Lause 1.3. Olkoon z,y € R. Téll6in
(a) — o] <z < af,
(b) |x| >0, jos x # 0, ja |z| =0, jos x =0,

(c) |zy| = |z[[y].

Todistus. Kohdat (a) ja (b) seuraavat suoraan itseisarvon madritelmésta. Kohta (c)
seuraa itseisarvon maéaaritelmasté, kun tarkastellaan erikseen lukujen x ja y eri
merkkiyhdistelmia.

Todistusten tasmaéllinen suoritus jatetdan harjoitustehtavéksi. [

Lause 1.4. Olkoon z,y € R. Tall6in

<y o lz| < |y|.

Todistus. Lauseen 1.3c ja itseisarvon méaritelmén nojalla

2
o = Jo]-J2| = |z-2| = |z

10



kaikilla x € R.. Jos © = y = 0, niin lauseen viite on selvésti tosi. Jos taas x # 0 tai
y # 0, niin lauseen 1.3b nojalla |z| + |y| > 0, joten
<yt & 2 <yl
&z [yl <0
& (lzl+ lyl) (2] = lv])) <0
&zl =yl <0
=

[z <yl N

Seuraus 1.5. Olkoon x,y € R. Téalléin

? <y e |zl <yl

1.2.2 Itseisarvo etaisyytena

Geometrisesti |z — y| tarkoittaa lukujen x ja y valista etdisyytta. Erityisesti |z| on
luvun x etéisyys nollasta.

Lause 1.6. Jos a,x € R, niin

z] <a & —a<z<a.

Todistus. Jos a < 0, niin lause on selvésti tosi. Olkoon siis a > 0. Tarkastellaan
ensin suuntaa '=’, ja oletetaan, ettd |z| < a. Télloin on kaksi mahdollisuutta.

1. Jos & > 0, niin —a < z = |z| < a.
2. Jos ¢ < 0, niin a > x = — |z| > —a.

Siis kummassakin tapauksessa vaite on tosi.

Tarkastellaan sitten suuntaa '<’, ja oletetaan, ettd —a < x < a. Télloin on
kaksi mahdollisuutta.

1. Jos x > 0, niin |z| = z < a.

11



2. Jos x < 0, niin |z| = —z < —(—a) = a.

Siis kummassakin tapauksessa viite on tosi. (]

Seuraavat lauseen 1.6 seuraukset ovat ilmeisia.

Seuraus 1.7. Jos a,z € R, niin

|z >a & x>a tai < —a.

Seuraus 1.8. Jos a,b,x € R, niin

lt—bl<a & b—a<z<b+a.

Seuraus 1.9. Joukko A C R, A # (), on rajoitettu tasmalleen silloin, kun on
olemassa sellainen M € R, ettd |a| < M kaikilla a € A.

Huomautus 1.10. Seurauksen 1.9 ehto voidaan esittdd myos esimerkiksi muodois-
sa

dM e R: |a| < M, adM > 0: |a| <M tai | M >0: |a| < M

kaikilla a € A.

Esimerkki 1.18. Jos |z — y| < 2, niin lukujen z ja y vélinen etdisyys on pienempi
kuin 2. Jos esimerkiksi x = 5, niin 3 <y < 7 eli y € |3,7].

Esimerkki 1.19. Milloin epéayhtdlo |z — 3| + |1 — 2| < 4 on voimassa?

Suoraviivainen tapa ratkaista tehtéva on poistaa itseisarvot jakamalla reaalilu-
kujoukko sopiviin osiin. Ratkaistaan tehtava nyt kuitenkin tutkimalla etaisyyksia.

Epayhtalo tarkoittaa, ettd pisteen = etdisyys pisteista 1 ja 3 on yhteensa va-
hemmén kuin 4. Koska pisteiden 1 ja 3 vilinen etéisyys on 2, kyseeseen tulevat

12



ensinnékin kaikki valin [1, 3] pisteet. Kyseisen vélin ulkopuolelta mukaan tulevat
pisteet, joiden etéisyys vilin paatepisteistda on vihemman kuin 1 eli vilien |0, 1] ja
|3, 4[ pisteet. Siis vastaukseksi saadaan vélin |0, 4] pisteet.

Esimerkki 1.20. Osoitetaan, ettd jos |z — 3| < 77!, niin |2% — 9] < 7712,
Valitaan z € R siten, ettd |z — 3| < 7713, Aputuloksena havaitaan ensin, etti
talloin |x — 3| < 1, joten = € |2, 4] ja edelleen

S<r+3<T.
Taten lauseen 1.3c, itseisarvon maaritelman, aputuloksen ja oletuksen nojalla
o2 =9 = |(x+3)(z-3)
= |z +3||z — 3
= (z+3)|z— 3]
< 7|z -3

< 7-778
712,

Esimerkki 1.21. Etsitdén sellainen i > 0, etté jos |x — 4| < h, niin
\\/5 - 2[ <1075,

Voidaan olettaa, etta h < 4. Talloin |z — 4| < 4, joten x > 0 ja edelleen \/x > 0.
Taten

(Vz —2)(Vr +2
‘\/5_2‘ - | \/5(4_2 )

VT 42
V>0 ]
< 5-[2:—4|
< 1071,

kun |z — 4] < 2- 107", Siis voidaan valita h = 2 - 10717,
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1.2.3 c-ymparisto

Maaritelma 1.5. Olkoon € > 0. Pisteen a € R e-ympdristo U.(a) on niiden
lukujen z € R joukko, jotka toteuttavat ehdon

|z —al <e.

Toisin sanoen

Uc(a) = {xER‘ |x—a|<5}.

Huomautus. Pisteen a e-ympéristoa merkitdédn myos U(a,€).

Huomautus 1.11. Pisteen a e-ymparist6 on niiden lukujen x joukko, joiden
etéisyys pisteestd a on pienempi kuin . Seurauksen 1.8 perusteella

a—e < 1T < a+te

eli

Esimerkki 1.22. U;(5) = U(5,1) = 4,6, U(2,1) = |2— 2,2+ %[ (ne Z,).

Miiritelma 1.6. Pisteen a puhkaistu e-ympdristé UL(a) on pisteen a e-ympé-
risto, josta itse piste a on poistettu. Toisin sanoen

Ul(a) = Ja—¢e,a+¢[\ {a}.

Esimerkki 1.23. U,(5) = |3,5[U]5,7[.
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1.2.4 Kolmioepayhtalo

Kolmioepayhtald on tarkea ja myohemmissa luvuissa paljon kédytetty aputulos.

Lause 1.12 (Kolmioepayhtild). Olkoon z,y € R. Tallbin

lv £yl < |z|+|y|.

Todistus. Olkoon z,y € R. Koska |—y| = |y|, riittda todistaa tapaus |z + y.
Lauseen 1.3a nojalla

v < |z, —w <z, y< |yl ja —y <y,
joten

vty < lel+lyl ja —(z+y) < Jxl+]yl.
Siis itseisarvon méaritelman perusteella

lz+y| < |z|+]yl. 0

Huomautus. Kolmioepayhtélosta kaytetadan usein merkintdaa A-ey.

Esimerkki 1.24. Osoitetaan, etté jos |[x — 1| < 2 ja |y — 1| < 3, niin |z — y| < 5.
Kolmioepayhtélon nojalla
lz—yl = |(z—1)—(y—1)] < Je—1+]y—1] < 2+3 =5,

joten vdite on tosi (vrt. seuraus 1.14).

Esimerkki 1.25. Olkoon a < b ja ¢ = %5%. Osoitetaan, etté jos |z — a| < ¢, niin
|z —b|] > c.

Tehdaan vastaoletus, ettd |z — b| < ¢. Talléin kolmioepayhtélon nojalla

b—a = |b—ada

b—z4+x—al = [(b—12)+ (x —a)|
b—z|+ |z —a| = |z —bl+ |z —al
c+c
= 2c

b—a,

ANVAN

missa on ristiriita. Siis vastaoletus on epétosi ja véite on tosi.
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Seuraus 1.13 (Kainteinen kolmioepayhtild). Olkoon z,y € R. Télléin

] =yl < lz£y].

Todistus. Olkoon z,y € R. Nytkin riittda todistaa tapaus |z + y|. Kolmioepayhté-
16n ja huomautuksen 1.2 (s. 10) nojalla

lyl = [(=2)+ (@ +y)| < |z|+ |z +y],
lz] = |(=y)+ (@ +y)| < lyl+]z+yl,

joten

Siis itseisarvon maéritelméan perusteella

2] = [yl < |z +yl.

OJ
Seuraus 1.14. Olkoon x,y,z € R. Télloin
[z —yl <z —z[+]y— =]
Todistus. Olkoon z,y € R. Kolmioepéyhtialon nojalla
r—yl = l(w—2)—(y—2)| < |z —2[+|y—z[ O

Seuraus 1.15 (Kolmioepayhtilon yleistys). Olkoon zi,xs,...,x, € R.
Talloin

n n
dow| < ) lul.
i=1 i=1

Todistus. Induktiolla (harjoitustehtéva).
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Lause 1.16 (Cauchy-Schwarzin epayhtild). Olkoon ay,as,...,a, € R ja
bl, bg, R ,bn € R. Talléin

(1.1) (éaibif < (éﬁ)(élﬂ)

—— —— ——
C A B

Todistus. Olkoot A, B ja C' kuten ylla on merkitty. Télloin véite saa muodon
C? < AB.

Nelididen summana

0 < Z(aiu +bw)? = Au® 4+ 2Cuv + Bv? Vu,v € R.

i=1
Valitaan v = B ja v = —C. Tall6in

0 < AB*-2BC? + BC* = B(AB - C?).

Jos nyt B =0 (B > 0 aina), niin b; = 0 kaikilla i = 1,2,...,n, joten (1.1) on

voimassa.
Jos taas B > 0, niin AB — C? > 0. Siis C? < AB.
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1.3 Reaalimuuttujan funktioista
1.3.1 Perusmaairittelyja

Palautetaan aluksi mieleen muutamia reaalimuuttujan funktioita koskevia peruské-
sitteitd. Olkoon A, B C R (A, B # ). Talloin funktio eli kuvaus

f:A—B

on sdinto, joka liittdd jokaiseen joukon A alkioon yksikésitteisen alkion y € B.1
Joukko A on kuvauksen mddrittelyjoukko ja joukko B maalijoukko. Alkiota y
kutsutaan alkion z kuvaksi ja merkitdan f(z).

Joskus funktion méarittelyjoukko ja maalijoukko jatetdan merkitseméatta ja
puhutaan yksinkertaisesti esimerkiksi funktiosta

(1.2) flx) =+V1—2z2

Talloin maarittelyjoukoksi ajatellaan laajin mahdollinen joukko (C R). Maalijou-
kon voidaan talla kurssilla ajatella aina olevan R, jos ei erikseen toisin mainita.
Esimerkiksi funktio (1.2) tulkitaan funktioksi

f:[-1,1] =R, f(z) = V1— 22
Olkoon A; C A ja B; C B. Talloin joukko
f(A) ={y e B|3z € Ar: f(z) =y}
on joukon Ay kuvajoukko kuvauksessa f: A — B ja joukko
[ (B) ={z € A| f(z) € Bi}

on joukon B alkukuva.
Olkoon f: A — B ja A; C A. Téalloin kuvaus ¢g: Ay — B, missa g(z) = f(x)
kaikilla x € A, on funktion f rajoittuma joukkoon A; (merkitddan g = f|A;).
Kuvaus f: A — B on injektio, jos

11 # 13 = f(21) # f(22)

eli
f(@1) = f(x2) = 21 = 29

!Tdsmillisesti ottaen f on tulojoukon eli karteesisen tulon A x B = {(x,y)|x € A jay € B}
osajoukko.

18



kaikilla x1, 29 € A, ja surjektio, jos f(A) = B eli
Vye B:dx e A: f(zx) =v.

Kuvaus on bijektio, jos se on seka surjektio etta injektio.

Jos f: A — B on bijektio, funktiolla f on olemassa kédnteisfunktio f~': B — A
siten, etta

Ty =z & fla)=y.

Huomautus 1.17. Jos funktiolla f: A — B on kiénteisfunktio f~': B — A,
niin

FUf@) =2 YaeA ja  f(f'y)=y VyeB.

Esimerkki 1.26. Olkoon f: R — R, f(z) = 2.
1°: f on injektio, silld jos x1 # xs, niin 2z, # 2x4 kaikilla x1, 5 € R.
2°: f on surjektio, silld jos y € R, niin f(4) =y (ja § € R).

Kohtien 1° ja 2° perusteella f on bijektio, joten silld on olemassa kdanteisfunktio
TR —=R, y
fy) = 5

Esimerkki 1.27. Olkoon f: Ry U{0} = R, f(z) = 22

1°: f on injektio, silld jos z; # 2 ja 1,5 € Ry U {0}, niin 22 # 2.

2°: f ei ole surjektio, silld f(x) > 0 kaikilla x € R, U {0}, joten mikééan luku ei
kuvaudu negatiivisille luvuille.

Funktio f: Ry U{0} — R U {0} sen sijaan on bijektio.

Funktioiden f: A — B ja g: B — C yhdistetty funktio on funktio go f: A — C,
jonka sdanto on

(go f)(x) = g(f(x))

kaikilla x € A. Télléin funktiota f sanotaan yhdistetyn funktion go f sisdfunktioksi
ja funktiota g vastaavasti funktion g o f ulkofunktioksi.
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Esimerkki 1.28. Olkoot f: R —+ R ja g: R — R sellaisia funktioita, etta
fz)=2* ja g(z)=1+ 2.
Talloin saadaan kuvaukset

° gof:R—=R, (g0 f)(x) =g(f(z)) = g(z°) = 1 + 227,

e fog: R—=R, (fog)(x) = flg(x)) = f(1+2z) = (1 +22)°.

o foftR—=R, (fof)(zx)=[f(f(z) =f°) = () =2’

e gog:R—=R, (gog)(z) =g(g(z)) = g(1 +22) =1+2(1 + 2z) = 3 + 4x.
Huomautus. Edelld on yksinkertaisuuden vuoksi oletettu, ettd kuvauksia f ja g
yhdistettéessa sisdfunktion f maalijoukko ja ulkofunktion g maérittelyjoukko ovat
yhtenevit. Tama vaatimus voidaan helposti vaihtaa oletukseen f(A) C B, missa A
on sisafunktion méarittelyjoukko ja B on ulkofunktion méaarittelyjoukko. Talloin

sisifunktion maalijoukolle ei tarvitse asettaa muita vaatimuksia. Yleisesti kuvaukset
f:A—= D jag: B— C voidaan yhdistda tarkastelemalla joukkoa

A'={z € A| f(x) € B}

jolloin voidaan muodostaa yhdistetty funktio go f: A" — C.

Maaritelma 1.7. Funktio f on joukossa A ylhddltd rajoitettu, jos on olemassa
sellainen M € R, ettd f(z) < M kaikilla z € A. Vastaavasti f on joukossa A
alhaalta rajoitettu, jos on olemassa sellainen m € R, ettd f(xz) > m kaikilla
x € A. Jos funktio f on sekéd ylhaaltd ettd alhaalta rajoitettu joukossa A,
sanotaan funktion olevan rajoitettu joukossa A.

Huomautus. Funktio f on ylhaaltd (alhaalta) rajoitettu joukossa A tdsmélleen
silloin, kun joukko

{f(z) |z e A}
on ylhdilta (alhaalta) rajoitettu.
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Kuva 1.1: Funktioiden sin z ja cosx kuvaajat origon ympéristossa.

1.3.2 Alkeisfunktioista

Tavallisimpia reaalimuuttujan funktioita kutsutaan alkeisfunktioiksi. Alkeisfunk-
tioita ovat ensinndkin polynomit eli funktiot, jotka saadaan muuttujasta ja va-
kioista yhteen- ja kertolaskun avulla. Rationaalifunktiot muodostetaan kayttamalld
lausekkeita, joissa voi esiintya yhteen- ja kertolaskun lisaksi myos jakolaskuja. Kun
funktion lausekkeen muodostamisessa saa kdyttda myos juurenottoja, funktio on
algebrallinen funktio.

Algebrallisten funktioiden liséksi alkeisfunktioita ovat trigonometriset funktiot,
trigonometristen funktioiden kaanteisfunktiot (arkusfunktiot eli syklometriset funk-
tiot), eksponenttifunktiot, logaritmifunktiot ja kaikki naista yhdistamélla muodoste-
tut funktiot. Naita alkeisfunktioita kutsutaan transkendenttisiksi alkeisfunktioiksi.

Trigonometriset funktiot (sini, kosini, tangentti ja kotangentti) ja niiden peruso-
minaisuudet oletetaan monisteessa tunnetuksi (ks. myos kuvat 1.1-1.3). Kéytannos-
sé funktioiden arvojen maarittadmisessa riittdd yksikkdympyréan ja muistikolmioiden
tunteminen. Kéytetyistd trigonometrian kaavoista on my6s aina maininta kohdissa,
joissa niitd on kaytetty.

Muut alkeisfunktiot tulevat maééaritellyksi monisteessa. Niiden késittelyyn ei
kuitenkaan maarittelyd lukuun ottamatta kayteta kovinkaan paljoa aikaa, joten
alkeisfunktioiden ominaisuuksien osalta joudutaan myohemmilla kurseilla nojautu-
maan paljolti lukiosta ja muilta kursseilta hankittuihin taitoihin. Trigonometristen
funktioiden kaanteisfunktioista 16ytyy lisdtietoa myos aiempina vuosina luennoidun
kurssin Analyysi 1 kurssimonisteen luvusta 6.1.!

IPertti Koivisto, Analyysi 1, Informaatiotieteiden yksikoén raportteja 46,/2016, Informaatiotie-
teiden yksikks, Tampereen yliopisto, Syyskuu 2016. http://urn.fi/URN:ISBN:978-952-03-0222-1
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\

\ \ =27+ \ \ \

Kuva 1.2: Funktion tan x kuvaaja origon ympéristossa.

A

Kuva 1.3: Funktion cot x kuvaaja origon ympéristossé.

Neliojuurta kiytetdan muutamissa esimerkeissa ja lauseissa jo ennen kuin juuri-
funktio tulee (aiemmasta kaytostéa riippumattomasti) tasmallisesti mééritellyksi
luvussa 5.4. Talta osin oletetaan neligjuuri perusominaisuuksineen tunnetuksi.
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Tarvittaessa neliojuuri voitaisiin toki heti alussa maéaritella yhtalon
? =a (a >0)

ei-negatiivisena ratkaisuna, mutta nyt siihen ei ole tarvetta.

Alkeisfunktioiden lisdksi monisteessa hyodynnetddn muutamia erikoisfunktioita,
kuten kattofunktiota f: R — Z,

f(z) = [z] = pienin kokonaisluku, joka on > z,
ja lattiafunktiota f: R — Z,
f(x) = |x| = suurin kokonaisluku, joka on < z.

Lattiafunktion kuvaajasta on kuvio sivulla 94.
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2 Reaaliluvut

2.1 Aksiomaattinen maarittely

Mééritelldan reaaliluvut ja laskutoimitukset + ja - suoraan aksiomaattisesti.! Talloin
joukon R on téaytettava

1. kunta-aksioomat (joukon R algebralliset ominaisuudet),
2. jarjestysaksioomat (epédyhtéloiden kasittelysaannot),

3. téydellisyysaksiooma (késitteen "raja-arvo” maarittely).

2.1.1 Kunta-aksioomat

Kunta-aksioomista A1-A6 seuraavat reaalilukujen algebralliset ominaisuudet. Ak-
sioomat ovat

Al. Ve,ye Rz +y=y+2x, 2y =yx (vaihdantalait),
A2. Vz,y,zeR:x+ (y+2)=(x+y)+ 2, z(yz) = (zy)z (liitédntalait),
A3. Vx,y,z€ R: z(y+ 2) = vy + 22 (osittelulaki),
Ad J0eR:VzeR:2+0=2 (nolla-alkio),

JdleR:VzeR:z-1=x (ykkosalkio),
As. VzeR:3(—z)eR:x+(—2)=0 (vasta-alkio),
A6. Ve R\ {0}: dzteR:zx- 27t =1 (kéénteisalkio).

L ovat merkintoja.

Huomautus. Symbolit 0, 1, —z ja x~
Huomautus. Jos johonkin joukkoon K liittyy kaksi sellaista laskutoimitusta
(bindarioperaatiota, nk. summa ja tulo), ettd aksioomat A1-A6 ovat voimassa
joukon K alkioille, sanotaan joukkoa K kunnaksi. Esimerkiksi R on (erds) kunta.

Huomautus. Edellisessd huomautuksessa mainittujen laskutoimitusten yksikéasit-
teisten tulosten taytyy tietysti kuulua joukkoon K. Esimerkiksi joukon N véhen-
nyslasku ja joukon Z jakolasku eivat kelpaa ko. laskutoimituksiksi.

Vaihtoehtoinen tapa olisi mééritelld ensin luonnolliset luvut (esimerkiksi Peanon aksioomien
avulla) ja laajentaa sitten asteittain luonnollisten lukujen joukkoa.
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Huomautus 2.1. Aksioomissa A1-A6 esiintyvistad bindédrioperaatioista summa ja
tulo saadaan edelleen operaatiot

erotus: r—y=x+(—y),
x
osamddrd: = =x -y ', missi y # 0,
Y
potenssi: "= x-x- - -x (n€ZLy).
S —
n kpl

Jos x # 0, niin voidaan lisédksi mééritelld
=1
ja

"= (a7 (n € Zy),

jolloin potenssi ™ tulee méaritellyksi kaikille kokonaisluvuille n (kun x # 0). M&a-

rittely laajennetaan myohemmin rationaali- ja reaalilukupotensseille esimerkeissé
5.25 (s. 127) ja 6.2 (s. 151).

Kunta-aksioomista seuraavat reaalilukujen summaa ja tuloa koskevat tavan-
omaiset laskusaannot. Kyseiset laskusadnnot oletetaan kurssilla tunnetuksi ilman
erityisempia perusteluja, ja osaa niista kédytettiinkin jo aiemmissa luvuissa.

2.1.2 Jarjestysaksioomat

Jérjestysaksioomista A7T-A10 seuraavat tavalliset epdyhtaloiden késittelysdaannot.
Aksioomat ovat

AT. Vz,y € R: tdsmilleen yksi ehdoista © < y, x > y ja © = y on voimassa,
A8. Vz,yeR: z<y = VzeR:z+z2z<y+2),

A9. Vo,y,zeR: z<yhy<z = x<z,

Al10. Vo, ye R: 2>0Ay >0 = zy > 0.

Edella edellytetaédn tietenkin, ettd reaalilukujen joukossa R on méaritelty jarjestys-
relaatio ”<” (= pienempi kuin).!

1Yleisimmin jérjestyksii koskevassa terminologiassa edellytetddn, ettd jirjestysrelaatio on
refleksiivinen eli kukin alkio on relaatiossa itsensé kanssa. Koska ”<” ei ole refleksiivinen (”<” sen
sijaan on), niin ”<” ei talléin ole jirjestysrelaatio. Sitd kutsutaankin usein tiukaksi jarjestykseksi
tai aidoksi jarjestykseksi. Tamén kurssin kannalta asialla ei kuitenkaan ole merkitystd, ja myos
relaatiota ”<” voidaan kutsua jérjestykseksi.
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Huomautus. Jos jossakin kunnassa K on maéaritelty relaatio ”<”, joka toteuttaa
ehdot A7-A10, sanotaan kuntaa K jarjestetyksi kunnaksi. Siis R on (erds) jarjestetty
kunta "pienempi kuin” relaatiolla.

Huomautus. Myo6s Q on jéarjestetty kunta "pienempi kuin” relaatiolla.

Myos jarjestysaksioomista seuraavat tavanomaiset epayhtaloiden kasittelysaan-
not oletetaan kurssilla tunnetuksi ilman erityisempia perusteluja. Naistakin osaa
kaytettiin jo aiemmissa luvuissa.

2.1.3 Taydellisyysaksiooma

Aksioomat A1-A10 eivit viela yksikésitteisesti maarita reaalilukujen joukkoa. Lo-
pullisesti reaalilukujen joukko maéaritetdan vaatimalla, ettd epatyhjan ylhaélta
rajoitetun reaalilukujoukon ylérajoista joku on pienin (ks. méaritelma 2.1, s. 27).
Tamé ominaisuus ei seuraa aksioomista A1-A10, vaan se on otettava uudeksi
aksioomaksi. Kyseistd aksioomaa kutsutaan taydellisyysaksioomaksi.

A11. Jokaisella joukon R epéatyhjélld ylhaéltéd rajoitetulla osajoukolla on pienin
ylaraja.

Huomautus. Jarjestettya kuntaa K, jonka jokaisella epatyhjalla ylhaélta rajoi-
tetulla osajoukolla on pienin ylaraja, sanotaan tdydelliseksi kunnaksi. Siis R on
taydellinen (jarjestetty) kunta.

Huomautus. Rationaalilukujen joukko Q ei ole taydellinen kunta.
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2.2 Reaalilukujen joukon tiydellisyys

Luvussa 2.1.3 viitattiin jo ylhaalta rajoitetun joukon pienimpaan ylarajaan. Tarkas-
tellaan nyt kyseista kasitettd tasmallisemmin.

Maaritelma 2.1. Olkoon A C R, A # (). Jos joukon A yldrajojen joukossa on
pienin, niin se on joukon A pienin yliraja eli supremum (merkitédén sup A).

Maéaritelméa 2.2. Olkoon A C R, A # (). Jos joukon A alarajojen joukossa on
suurin, niin se on joukon A suurin alaraja eli infimum (merkitaan inf A).

Huomautus. Reaalilukujoukon supremum ja infimum ovat yksikésitteisia (jos
ovat olemassa).

Téaydellisyysaksiooman (ks. luku 2.1.3) nojalla jokaisella epétyhjalla ylhaalta
rajoitetulla joukon R osajoukolla on pienin yléraja. Vastaava tulos patee myos
suurimman alarajan suhteen.

Lause 2.2. Jokaisella epétyhjélla alhaalta rajoitetulla joukon R osajoukolla
on suurin alaraja.

Todistus. Olkoon A C R jokin epétyhja alhaalta rajoitettu joukko.
. B={—ala € A} on epatyhja ylhaalta rajoitettu joukko.
. dsup B = G (merk.).
.. —G =inf A. OJ

Jos epétyhja joukon R osajoukko A ei ole ylhadlta rajoitettu, voidaan merkitéa
sup A = oo. Jos vastaavasti epityhja joukon R osajoukko A ei ole alhaalta rajoitettu,
voidaan merkitd inf A = —o0.
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Lause 2.3. Olkoot A ja B epétyhjid joukon R osajoukkoja. Jos A C B, niin

inf B < infA < supA < supB.

Todistus. Harjoitustehtéva.

Yleisesti joukon A supremumin tai infimumin ei tarvitse kuulua joukkoon A.
Jos ne kuitenkin kuuluvat joukkoon A, niin joukon A yli- ja alarajoina ne ovat
vastaavasti joukon A suurin ja pienin alkio. Tulos on voimassa myos kdantaen, miké

nahdéaan seuraavasta lauseesta.

Lause 2.4. Olkoon A epéatyhja joukon R osajoukko.

(a) Jos joukossa A on suurin luku M, niin sup A = M.

(b) Jos joukossa A on pienin luku m, niin inf A = m.

Todistus. Todistetaan kohta (a), ja jatetdén kohta (b) harjoitustehtavéksi. Jos M
on joukon A suurin luku, niin

1°: M on joukon A erés ylaraja, silla x < M kaikilla x € A,
2°: M on joukon A pienin ylaraja, silla M < sup A.

Kohdista 1° ja 2° seuraa, ettd sup A = M. O

Huomautus. Joukon A suurinta lukua merkitddn max A ja pieninté lukua min A.
Myo6s max A ja min A ovat yksikésitteisia, jos ne ovat olemassa.
Esimerkki 2.1. Maéritetdan inf A ja sup A, kun

A = {xER‘ |z — 3| §2}.

Koska
lr—3|<2 & 1<z<5,

niin min A = 1 ja max A = 5 (eli joukolla A on pienin ja suurin alkio). Téten

lauseen 2.4 nojalla

infA=minA=1 ja supA=maxA=>5.
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Esimerkki 2.2. Osoitetaan, ettd sup A = 1 ja inf A = 0, kun
A=<1- 1 neZ
n T
(i) Tarkastellaan ensin infimumia. Koska

SRS

ja 0 € A, niin 0 = min A. Siis lauseen 2.4b nojalla inf A = min A = 0.

(ii) Tarkastellaan sitten supremumia. Osoitetaan ensin, ettd 1 on joukon A
ylaraja, ja sitten vastaoletuksen avulla, ettd 1 on joukon A yldrajoista pienin.

1°: Koska 1 — % < 1 kaikilla n € Z, niin 1 on eréds joukon A ylaraja.

2°: Kaytetaan epésuoraa todistusmenetelmad. Tehdéan siis vastaoletus: olete-
taan, ettd 1 ei ole joukon A pienin yléraja.

.. On olemassa joukon A ylaraja 1 —¢, missi ¢t >0 (¢t € R).

‘.1—%§1—t VneZ,.

n <

~ | = S|

VneZ,.
.. Ristiriita, silla n ei ole rajoitettu.

Kohdista 1° ja 2° seuraa supremumin maéritelméan perusteella, ettd sup A = 1.

Huomautus. Esimerkissd 2.2 tulos inf A = 0 osoitettiin hyoédyntamalla tietoa,
ettd inf A = min A = 0. Tulos voidaan osoittaa myos tekemélla vastaoletus, ettd on
olemassa joukon A alarajat > 0 (eli 0 ei ole joukon A suurin alaraja). Laskuteknisista
syisté oletetaan lisaksi, etta ¢ < 1.

n
1
n
1
an VTLEZ_,_,

missd on ristiriita. Ristiriita ei nyt kuitenkaan synny siita, ettd n ei ole rajoitettu,
vaan siitd, ettd ehto ei pade arvolla n = 1.
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Esimerkki 2.3. Vastaavalla tavalla kuin esimerkissa 2.2 voidaan osoittaa, etta jos

2n —1
A = Z
{n+3 ne +}’

niin sup A = 2 ja inf A = { (harjoitustehtéivé).

Lause 2.5. Olkoon A epatyhja joukon R osajoukko. Télléin

(i) VzeA:z <G,

(a) supA = G <
(ii) Ve>0:3zeA:a>G—¢,

(i) VeeA:x>yg,

(b)infA =g <
(ii) Ve>0:dreAiaz<g+e.

Todistus. Todistetaan kohta (a), ja jatetdan kohta (b) harjoitustehtaviksi. Tar-
kastellaan ensin suuntaa '<’; ja oletetaan, ettd ehdot (i) ja (ii) ovat voimassa.
Osoitetaan, ettd G on joukon A pienin yléraja.

1°: Kohdan (i) nojalla G on erds joukon A ylaraja.

2°: Tehdéain vastaoletus: oletetaan, ettd G ei ole joukon A pienin ylaraja.
.. On olemassa joukon A ylaraja G — e, missia € > 0 (¢ € R).
S VeeA: x<G-¢

.. Ristiriita, silld ehdon (ii) nojalla 3z € A: x > G —«e.

Kohdista 1° ja 2° seuraa supremumin méaritelmén perusteella, ettd sup A = G.

Tarkastellaan sitten suuntaa '=’, ja oletetaan, etta sup A = G. Osoitetaan, etté
ehdot (i) ja (ii) ovat voimassa.

(i) Koska G on joukon A yldraja, niin Vo € A: = < G.

(ii) Tehdaan vastaoletus: oletetaan, ettd 3 > 0: Ve € A: 2 < G —«.
. G —¢ (< @) on joukon A ylaraja.
.. Ristiriita, silla sup A = G. OJ
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Esimerkki 2.4. Olkoon
1
Osoitetaan lausetta 2.5 kdyttéen, ettd sup A = 1 (vrt. esimerkki 2.2).

1°: Kuten esimerkissa 2.2.

2°: Valitaan mielivaltainen ¢ > 0.

Oletetaan, ettd n > % (n € Z,), ja merkitddn z = 1 — % (e A).
1

LE> —
n

e =1-L s 1_¢
n

.. On olemassa (ainakin yksi) sellainen joukon A alkio z, ettd x > 1 —e.

Kohdista 1° ja 2° seuraa lauseen 2.5 perusteella, ettd sup A = 1.

Huomautus. Esimerkin 2.4 kaltaisissa tilanteissa edetdan usein epsilonin valinnan
jalkeen (tietysti on oletettava, ettd n € Z)

r>1l—¢ & 1—l>1—5
n

$
v

= n>

M= 3=

)

mika toteutuu, jos n on riittavin suuri. Jos siis on valittu mielivaltainen € > 0, niin
haluttu x > 1 — ¢ 16ytyy, kun vain valitaan sellainen z =1 — %, etta n > % Nain
voidaan menetellé, jos vaadittu ekvivalenssiketju saadaan aikaiseksi.

Esimerkki 2.5. Vastaavalla tavalla kuin esimerkissi 2.4 voidaan osoittaa lauset-
ta 2.5 kiyttden (harjoitustehtavi), etta jos

2n—1
A = Z
{n—l—?) "e +}’

niin sup A = 2 (vrt. esimerkki 2.3).

Esimerkki 2.6. Vastaavalla tavalla kuin esimerkeissa 2.2 ja 2.4 voidaan osoittaa,
etta jos

A - {2n+3
n+1

n€Z+}7

niin sup A = 2 ja inf A = 2 (harjoitustehtévé).
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Esimerkki 2.7. Maéaritetdan sup A, kun

20 —1
A = Rily=—— 0;.
{perfy=T07 >0
Kaytetaan lausetta 2.5.
1°: Koska
20 —1 (2x+2)—3 3
z+1 z+1 z+1

kaikilla > 0, niin 2 on joukon A ylaraja.

2°: Valitaan mielivaltainen ¢ > 0. Oletetaan, ettd = > 0. Koska

2 — 1 3
> 22— & = 2— > 2—
4 c z+1 r+1 c
= £ >
z+1

3

3
&S > 14—
€

niin valitsemalla  siten,! ettd x > —1 + %, loydetaan sellainen y € A, etté
y>2—c.

Kohdista 1° ja 2° seuraa lauseen 2.5 perusteella, ettd sup A = 2.
Huomautus. Esimerkin 2.7 kohdan 2° tulos voidaan osoittaa myo¢s vastaoletusta

(2 ei ole joukon A pienin yliraja) kiyttaen. Oletetaan siis, ettd on olemassa joukon A
ylaraja 2 — t, missa t > 0. Koska télloin kaikilla z > 0 patee

<ot e 2oL 3 9y
¥y = r+1 r+1 —
3
s ot <
x+1
3
3

saadaan ristiriita, silld viimeinen ehto ei pade kaikilla x > 0.

'Koska oletettiin, ettd 2 > 0, niin itse asiassa valitaan 2 > max{0, -1 + 2}.
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Seuraava lause tuntuu itsestaan selvalta. Arkhimedeen ominaisuus ei kuitenkaan
seuraa reaalilukujen aksioomista A1-A10, joten sen todistamisessa tarvitaan nyt

taydellisyysaksioomaa.

Lause 2.6 (Arkhimedeen lause). Jos 2,y € R, niin on olemassa sellainen

lukun € Z,, etta nx > y.

Todistus. Olkoon x,y € R, . Tehdédan vastaoletus: Vn € Z, : nx < y.
", Joukko E = {nz|n € Z, } on ylhailta rajoitettu.
. dsup E = G (merk.).
. Lauseen 2.5 nojalla Ve > 0: dn€Z,:nx > G —e.
cdn€Zyiine > G —uw.

. (n+ 1)z > G, missi on ristiriita. O

Seuraus 2.7. Kahden reaaliluvun a ja b (a # b) vélissd on aina rationaaliluku.

Todistus. Voidaan olettaa, ettd 0 < a < b. Télloin Arkhimedeen lauseen nojalla on

olemassa n € Z, siten, etta

nb—a)>1, ts. %<b—a.

Edelleen Arkhimedeen lauseen nojalla on olemassa m € Z. siten, etté

m-l > b.
n

Olkoon lisdksi m pienin téallaisista luvuista, jolloin

—1
ULy
n
Talloin 1 m 1
= ———>b—(b—a) = a,
n non
joten
—1
a < < b
N
eQ O



Seuraus 2.8. Kahden erisuuren reaaliluvun véilissia on aina irrationaaliluku.

Todistus. Harjoitustehtéva.

Seuraus 2.9. Kahden erisuuren reaaliluvun vélissd on daretén madré ratio-
naalilukuja ja adretén madra irrationaalilukuja.

Todistus. Harjoitustehtéva.

Huomautus 2.10. Edellé olevat seuraukset tarkoittavat, ettd joukot Q ja R\ Q
ovat molemmat tiheitd reaalilukujen joukossa.
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3 Lukujonon raja-arvo

3.1 Maaritelma

Lukugjono (zx,) on lukujen
T1,T2,T3,...

muodostama jono, missi z,, € R kaikilla n € Z.! Lukujonon maéérittelyssi ei ole
oleellista, ettd lukujonon indeksointi alkaa ykkosesta tai ettéd jono on maaritelty
kaikilla indekseilla n € Z . Nain ollen lukujonoksi kutsutaan myos jonoa

Lo, L1, X2, L3y« - -

tai joukon Z, (4arettomissi) osajoukoissa muodostettuja jonoja kuten

Ty, Lg; Ly - - -
Lukujonoa
Tiys Ty - -
missa ni,no, ... € Zy, ny < ny < ..., sanotaan lukujonon 1, xs, ... osajonoksi.

Huomautus. Lukujono (z,) on eri asia kuin joukko {z, |n € Z,}. Esimerkiksi
jos z, = (—1)", niin
(zn) = —1, 1,-1, 1,—1,...
ja
{tn[n e} ={-1,1}.

Huomautus. Lukujonon osajonot ovat tietenkin myos itse lukujonoja.

Esimerkki 3.1. Olkoon z,, = 1/n. Talléin

11
(x,) =1, 33
on lukujono, jonka osajonoja ovat muun muassa
111
(x9n) = VI
ja
1 1 1
(T(10n)2) = 100° 200° 900° "

!Tisméllisesti lukujono on kuvaus Z — R.
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Maaritelma 3.1. Lukujonolla (z,) on raja-arvo z € R, jos jokaista positiivi-
lukua € > 0 kohti on olemassa sellainen luku n. € Z, , etta

|z, — x| <e

aina, kun n > n.. Télloin sanotaan, ettd lukujono (x,) suppenee kohti reaalilu-
kua z, ja merkitaan

lim z,, = z.
n—o0

Jos lukujono (x,,) ei suppene kohti mitédén reaalilukua x, sanotaan, etté jono (x,,)
hajaantuu.

Huomautus 3.1. Lukujonon raja-arvon maéaaritelmassé ei ole oleellista, etta eh-
doissa n > n. ja |z, — x| < € relaatioiksi on valittu "suurempi kuin” ja ”pienempi
kuin”. Aivan yhté hyvin méaaritelméssé olisi voinut olla n > n, tai |z, — x| <e.

Jos nimittdin vaadittu ehto patee kaikille n > n., se pétee tietysti myos kaikille
n > n.. Jos taas ehto patee kaikille n > n,, voidaan valita uusi rajaluku n. = n. +1,
jolloin ehto pétee kaikille n > n..

Jos vastaavasti |z, — x| < &, niin tietysti myos |z, — x| < e. Jos taas ehto
|z, — x| < € pétee kaikille € > 0, niin ehto patee myos kaikille luvuille ¢’ = /2 > 0.
Siis

|z, —x| < & =¢/2 < ¢

kaikille € > 0.

Huomautus. Vaihtoehtoisia merkintitapoja lukujonon suppenemiselle ovat esi-
merkiksi
T, — x, kun n — oo,

ja
limx,, = x.

Jalkimmaista tapaa kéytettiaessa on oltava selvad, ettd n — oo.

Huomautus 3.2. Koska |z, — 0| = ||z,,| — 0|, niin lukujonon raja-arvon maéritel-
masta seuraa suoraan, etta
lim z, =0 < lim |z, =0.
n—o0

n—oo

Vastaava tulos ei valttamétta pade, jos ILm x, # 0 (harjoitustehtava).
n—,oo
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Huomautus 3.3. Lukujonon raja-arvon méaaritelma voidaan ilmoittaa myos
muodossa

ILm o= & VYe>0:3dn.€Z,: |r, — x| <e aina, kunn > n,,
n o0

tai

lim z, =2 < Ve>0:3n.€Z,:x, €Ul x) aina, kunn > n..

n—oo

Huomautus. Lukujonolla (z,) on raja-arvo x tasmaélleen silloin, kun jostakin
indeksin n arvosta n. ldhtien kaikki jonon termit z,, kuuluvat raja-arvon x
ympéristoon U (z) (eli valiin |x — e,z +€]).

Huomautus. Joskus ehdon
|z, — x| < e aina, kun n > n.,
sijasta kaytetddn muotoilua

n>n. = |z, -z <e.

Esimerkki 3.2. Olkoon z,, = a (a € R) kaikilla n € Z. Osoitetaan, etta

lim z, = a.
n—oo

Valitaan mielivaltainen € > 0. Talloin

|z, —a] = Jla—al =0 < ¢
kaikilla n € Z, . Siis lukujonon raja-arvon madritelmén nojalla

lim z, = a.
n—oo

Huomautus. Ensin valitaan mielivaltainen € > 0. Valinnan jélkeen € on
kiintea.
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Esimerkki 3.3. Osoitetaan, etté

lim 1 0.
n—oo 1
Valitaan mielivaltainen € > 0. Merkitdan® n, = [ﬂ (€ Z,), ja valitaan sellainen

n € Z, ettd n > n.. Talléin n > %, joten

1
— < €.
n

| -
n

Siis jokaista positiivilukua € > 0 kohti on olemassa sellainen luku n. € Z ., etta

1
’ — 0’ < €
n
aina, kun n > n,. Siis
lim = =0
n—oo M

Esimerkki 3.4. Osoitetaan, etté

lim (v + —/n) = 0.

Valitaan mielivaltainen ¢ > 0. Merkitadn n. = h%w (€ Z,), ja valitaan sellainen
n € Z, ettd n > n.. Talloéin n > E%, joten ﬁ < ¢ ja edelleen

(Vn+1-va)—0| = Vat+i-va

(Vn+1-+vn)(Vn+1+/n)
VAt 1+ n

. (n+1)—n

= it s
1

T Vn+l+yn

< &

Vaadittu tulos seuraa nyt lukujonon raja-arvon maaritelmésta.

Kattofunktio [2] = pienin kokonaisluku, joka on suurempi tai yhtdsuuri kuin x. Jos ei haluta
kayttad kattofunktiota, voidaan kayttdd myos muotoiluja "Olkoon n. pienin sellainen kokonaisluku,
ettd ne. > %” tai ”Valitaan sellainen n, € Z,, ettd n, > %”.
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Edella olevan kaltaisessa paattelyssa edetddn usein suoraviivaisemmin valitse-
malla ensin mielivaltainen € > 0 ja paattelemalla sitten, etta

e N R

kun n > 5%, mistd vaadittu tulos seuraa lukujonon raja-arvon maéritelman nojalla.
Jossakin vaiheessa on tietysti tehtévi tarvittavat oletukset (esimerkiksi ylli n € Z.).

Nain voidaan menetelld, silld talloin on osoitettu, ettd vaadittu itseisarvoehto
toteutuu, jos m on riittdvan suuri (> 5%) Koska kokonaislukujen joukko ei ole
ylhaalta rajoitettu, voidaan aina valita sellainen luku n. € Z, (esim. n. = L%b,
etta itseisarvoehto toteutuu aina, kun n > n.. Luvun n. valintaa ei nyt vain ole
kirjoitettu nakyviin.

Huomautus. Arvioinnissa pyritdan yksinkertaiseen epdyhtdloon, josta n on
helppo ratkaista.

Esimerkki 3.5. Osoitetaan, ettéd
n?+n 1

lim ——— = —.
n—oo 2n2 + 1 2
Valitaan mielivaltainen € > 0, ja oletetaan, ettd n € Z, . Talloin

M2 +2n—2n%2—1
2(2n2 + 1)
2n — 1
2(2n2 + 1)
2n
2(2n2 + 1)

m2el 2

n®+n 1’

n
2n2 +1
n

on?

1

2n

< e,

kun n > 2% Vaadittu tulos seuraa nyt lukujonon raja-arvon madritelméasta.
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Esimerkki 3.6. Osoitetaan, etté jos 0 < a <1 (a € R), niin

lim & = 0.
n—oo

Valitaan mielivaltainen € > 0. Koska 0 < a < 1, niin a voidaan esittdd muodossa

1

“= Tow

missd h > 0. Talloin Bernoullin epayhtalon (ks. esimerkki 1.5, s. 3) nojalla

| | 1
"0 = ad" = < < — < g
0" =0l =" = A ST San < F

kunn € Z, jan > i Vaadittu tulos seuraa nyt lukujonon raja-arvon maéritelmasta
(vrt. esimerkki 3.14, s. 58).

Esimerkki 3.7. Osoitetaan, etté iﬂnh_{go Ty, kun
z, =1 — cos(mn) (neZy).
Laskemalla kosinin arvot havaitaan, etta

{2, kun n on pariton,
Ty =

0, kun n on parillinen.

Tehdéan vastaoletus, etta 3 li_>m T, = x, ja valitaan € = 1.
n—,oo

oo 3dng € Zy |z, — x| < 1 aina, kun n > ny.
2=z < 1jajz] = |0—2] < 1.
L2 =R-z+z < 2—z|+|z] < 1+1 = 2.

.. Ristiriita.
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3.2 Perusominaisuuksia

Esitetaén sitten muutamia lukujonoja koskevia perustuloksia. Ensin yksikéasitteisyys.

Lause 3.4. Suppenevan lukujonon raja-arvo on yksikasitteinen.

Todistus. Tehdédén vastaoletus: lukujonolla (x,,) on raja-arvot = ja y,  # y. Télléin
lukujonon raja-arvon maaritelman nojalla

Ing € Zy: |z, —z] < Ll —y Vn > ny,

ny € Zy: |y —y| < 3l —y Vn > ns.

Olkoon nyt n > n. = max{ny,ny}. Talloin

[z =yl = [(@—zn) + (20 —y)|
< o= 2al + Jzn =yl
< gle—yl+3le -yl
= |z —yl,
missa on ristiriita. 0

Suppenevan lukujonon jokainen osajono suppenee kohti samaa raja-arvoa kuin
alkuperainen lukujono.

Lause 3.5. Jos lim x, = ja (xn,) on lukujonon (z,) osajono, niin

lim z,, = .
k—oo Tk

Todistus. Valitaan mielivaltainen ¢ > 0. Jos
A, T = 2

niin lukujonon raja-arvon maaritelméan nojalla on olemassa sellainen n. € Z ., etta

|z, — x| < € Vn > n..
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Erityisesti jos ng > n., niin
|z, — 2| < e.

Koska osajonon (z,,) indeksi kasvaa rajatta, on olemassa sellainen k. € Z, etté
ng > Ne Vk > k..
Télloin
|z, — 2| < € Vk > k.,
joten lukujonon raja-arvon maéaritelmén nojalla

lim %z, = =x.
k—oo Tk D

Lauseen 3.5 seurauksena saadaan valittomaéasti seuraava tulos, jota voidaan
kayttaa lukujonon hajaantumisen osoittamiseen.

Seuraus 3.6. Jos lukujonolla (x,) on kaksi osajonoa, jotka suppenevat kohti
eri raja-arvoa (tai osajono, joka hajaantuu), niin (z,) hajaantuu.

Esimerkki 3.8. Olkoon

Tn = (—1)"ni1 (n € Z.).
Talloin lukujono (z,) hajaantuu, silla jos k € Z ., niin
2k
Top = %1 — 1,
kun k£ — o0, ja
Tok—1 = —Zk_l — —1,
2k

kun £ — oo. Raja-arvojen tasmallinen perustelu jatetdan harjoitustehtavaksi.

Seuraavaksi osoitetaan, ettd suppeneva lukujono on rajoitettu. Ensin kuitenkin
madritelldan, mita rajoitetulla lukujonolla tarkoitetaan.

Maaritelma 3.2. Jos joukko {x,} on rajoitettu, sanotaan, ettd myos vastaava
lukujono (z,) on rajoitettu. Edelleen jos {x,} on ylhdalta rajoitettu, niin jo-
no (z,) on ylhddltd rajoitettu, ja jos {x,} on alhaalta rajoitettu, niin jono (x,,)
on alhaalta rajoitettu.
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Huomautus 3.7. Maaritelmien 1.1 ja 1.2 (s. 5) seké seurauksen 1.9 (s. 12)

perusteella lukujono (x,,) on
e ylhéalta rajoitettu, jos AIM e R:Vne Z,: x, < M,
e alhaalta rajoitettu, jos Am € R: Vn € Z,: z, > m,

e rajoitettu, jos IM € R:Vn € Z,: |z,| < M.

Huomautus 3.8. Huomatuksen 3.7 viimeinen ehto voidaan esittda myos muo-

dossa

AM >0:VneZy: |z, <M tai IM >0:VYVn€Zy: |z, < M.

Lause 3.9. Jos le x, = x, niin lukujono (z,) on rajoitettu.
n—0oo

Todistus. Jos li_)m T, = x, niin lukujonon raja-arvon méaritelméan nojalla on ole-
n—oo

massa sellainen ny € Z, etta
|z, —z] < 1 Vn > ny.
Talloin
lzn| = |2+ (v, —2)] < 2|+ |zn —2] < |2|+1 Vo >n.
Merkitdén M = max {|z1],...,|zn,|,|z| + 1}. Télloin

|z, < M VYneZ,,

joten lukujono (z,) on rajoitettu.

Huomautus. Lause 3.9 ei ole kidntden voimassa (ks. esimerkki 3.8, s. 42).
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Lause 3.10. Olkoon 7}1—{20 Ty = .

(a) Josdng € Z,:VYn>ng: x, < M, niin z < M.

(b) Jos dng € Z,: Vn > ng: x,, > m, niin x > m.

Todistus. Todistetaan kohta (a), ja jatetdén kohta (b) harjoitustehtéviksi. Oletetaan
siis, ettda kohdan (a) oletukset ovat voimassa. Tehdadn vastaoletus: @ > M. Talloin
x — M > 0, joten huomautuksen 3.3 (s. 37) nojalla

dny € Zy: x, € Uy p(x) Vn > n,.
Valitaan nyt n € Z, siten, ettd n > max{ng, n;}. Talloin
Tp €Uppr(z) eli zp€lz—(z—M),z+(x— M) = |M,z+ (x — M)|.

Siis x,, > M, missé on ristiriita (silld x,, < M). O

Huomautus. Vaikka
nh_{goxn:x ja T, <M Vn € Zy,
niin silti saattaa olla x = M. Vastaavasti vaikka
nh_g)loxn:x ja xp>m Vn € Z,,

niin silti saattaa olla £ = m.

Lause 3.11. Jos le rn, = x > 0, niin on olemassa sellainen ny € Z, etta
n oo

Ty > 0 Vn > ng.

Todistus. Merkitdan
x
h = —.
2

Koska h > 0, niin lukujonon raja-arvon méaaritelmén nojalla (huomautus 3.3, s. 37)
on olemassa sellainen ny € Z,, etta

x, € Up(x) Vn > ng.

Siis .
mn>x—h:x—§: > 0 Vn > ng. ]

x
2
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Lause 3.12. Jos li_}rn x, = x # 0, niin on olemassa sellainen ng € Z, ettd
n oo

||

|z,| > 5 Vn > ng.

Todistus. Harjoitustehtéva.
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3.3 Laskusaantoja

Esitetdan seuraavaksi muutamia lauseita, jotka helpottavat lukujonojen raja-arvo-
jen méarittamista kaytdnnon tilanteissa. Ennen varsinaisia lauseita esitetddn yksi
todistuksia helpottava aputulos.
Usein raja-arvoa koskevissa todistuksissa ensin valitaan mielivaltainen € > 0 ja
sitten osoitetaan, etta
|z, — x| < €

aina, kun n on riittdvan suuri. Talloin lukujonon raja-arvon maéritelman nojalla

lim z, = .
n—oo

Tallaisissa todistuksissa ei ole valttdmatonta saada lopulliseksi arvioksi juuri lukua €,
vaan riittda saada luku e kerrottuna jollakin positiivisella vakiolla. Oleellista on,
ettd vakio ei riipu luvusta ¢ tai indeksista n.

Lause 3.13. Olkoon a > 0 (a € R). Oletetaan, etta jokaista positiivilukua
€ > 0 kohti on olemassa sellainen luku n. € Z, ettd

|z, — 2| < a-e

aina, kun n > n.. Téall6in

lim z,, = x.
n—oo

Todistus. Valitaan mielivaltainen € > 0. Merkitdan ¢’ = ¢/a. Koska a > 0, niin
g’ > 0. Jos lauseen oletukset ovat voimassa, niin talléin on olemassa sellainen luku
ne € 2y, etta

|z, — 2| < a-&" = a-(¢/a) = ¢

aina, kun n > n., Viite seuraa nyt lukujonon raja-arvon maéritelmésta. [

Huomautus. Toistetaan jo luvussa 3.1 (s. 37) esitetty huomautus. Ensin
valitaan mielivaltainen € > 0. Valinnan jalkeen ¢ on kiintea.
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Tutkitaan sitten suppenevien lukujonojen (x,,) ja (y,) summaa (z,+y,), erotusta
(xn, — yn) ja tuloa (x,y,) sekéd lukujonon kertomista vakiolla.

Lause 3.14. Olkoon nh_)rgo Tp = ja nh_}rgo Yn = y. Talloin

(i) nhjglo(xn + yn) =T+,

(ii) lim (z, —y,) =z —y,

n—o0

(iii) lim (z,y,) = 2y,

n—oo

(iv) lim (kz,) = kz (k€ R).

Todistus. Vaite (iv) seuraa kohdasta (iii) valitsemalla jonoksi (y,,) vakiojono k, k, . . .,
ja véite (ii) seuraa kohdista (i) ja (iv). Kohtien (i) ja (iii) todistuksissa hyddynnetaan
lausetta 3.13.

Valitaan siis mielivaltainen ¢ > 0. Koska lim z, = z ja lim v, = v, niin
. . e ee . .. . n_>m n%m
lukujonon raja-arvon maaritelman nojalla

g €Zy: |z, — x| < ¢ Vn > ny,

dng €Zy: |lyn—yl < € Vn > ns.

Todistetaan ensin kohta (i). Olkoon nyt n > n. = max{ny, ny}. Talléin

[(Zn+yn) = (+y)| = [(@0—2)+ (Yo — Y|
< lzn =@+ yn —
< e+¢
= 2¢,

joten véite (i) seuraa lauseesta 3.13.

Tarkastellaan sitten véaitetta (iii). Koska lukujono (x,) suppenee, niin (z,) on
rajoitettu (lause 3.9, s. 43). Taten huomautuksen 3.8 (s. 43) nojalla on olemassa
sellainen M > 0, etta

|z, < M VYneZ,.
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Oletetaan lisdksi, ettd n > n. = max{n, ny}. Télloin

|:L‘nyn - $y| = |xnyn — TpY + Tpy — :Ey|

Zn (Y — y) + y(z, — 1)

< zn(yn — 9| + ly(z, — )|
= |zn| |y — y| + |yl |2 — 2|
< zpl e+ |yl-e

= (lza] +[y]) - €

< (MA+yl)-e

Koska M + |y| > 0 on kiinted, véite (iii) seuraa lauseesta 3.13.

O

Lause 3.14 voidaan todistaa myos kayttamatta lausetta 3.13. Talloin on vain

kohdassa (i) valittava n; ja ng siten, etté
|z, — 2| < /2 ja lyn —y| < /2.

Kohdassa (iii) vastaava ehto on

g
M + |y|

|z, —z] < ja lyn —y| <

g
M+ |y|

Kohdassa (iii) valinnat voidaan myés eriyttié ja valita n; siten, ettd!

13
|z, — x| < ,
2(ly[ +1)
ja ng siten, etta -
n—yl < ——.
[Yn — | i
Tallsin
Tl I =yl + [yll2n — 2| < |2l + lyl- 5
ly| €
AR TES B
< €/2 +¢/2

INimitt#jidn on valittava vakion 2|y| sijasta 2(|y| + 1), silld y voi olla 0.
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Seuraus 3.15. Olkoon

lim z,, = x« ja lim = y.

Jos télléin on olemassa sellainen luku ng € Z,, etta z, <y, kaikilla n > ny,

niin x < y.

Todistus. Lauseen 3.14 kohdan (ii) nojalla

nh_{go(a:n —Yn) = T—y.

Lisdksi x,, — y, < 0 kaikilla n > ng, joten lauseen 3.10 (s. 44) nojalla x —y < 0. O

Huomautus. Vaikka z,, < y, kaikilla n > ny (seurauksessa 3.15), niin silti ei

valttdmatta pade x < y (ts. voi olla z = y).

Jos lukujonon (y,,) termit ovat nollasta eroavia, voidaan tarkastella myos luku-

jonojen (x,) ja (y,) osamaaraa.

Lause 3.16. Olkoon
lim x, = = ja lim y, = .

n—oo n—oo

Jos tédlloin y # 0 ja y, # 0 kaikilla n € Z., niin

Ty x
lim — = —.
n—oo yn y
Todistus. Osoitetaan, etta
. 1 1
lim — = —.

Talloin véite seuraa lauseen 3.14 kohdasta (iii). Hyodynnetadn taas lausetta 3.13.

Valitaan mielivaltainen ¢ > 0. Koska nh_)rrolo Yn = ¥, niin lukujonon raja-arvon

maédritelméan nojalla on olemassa ny € Z, siten, etté

lyn —y| < € Vn > ny.
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Koska y # 0, niin lauseen 3.12 (s. 45) perusteella on liséksi olemassa sellainen
ne € 2, etta

lyl
2

Olkoon nyt n > n. = max{ny, ny}. Talloin

|Yn| > >0 Vn > ns.

11 Y —Yal [y — ynl 2 2
_‘: < T = —5lpm—yl < 5=
Yn Y |Ynl - [y] 5 1yl | y
2 S
Koska — > 0 on vakio, viite seuraa lauseesta 3.13. Il

Y

Jos mikdan lukujonon (x,,) termi ei ole negatiivinen, voidaan tarkastella myos

lukujonon (z,,) neliGjuurta.

Lause 3.17. Olkoon 71113010 Tn, = ja x, > 0 kaikillan € Z,. Talléin

lim /z, = /.

n—o0

Todistus. Valitaan mielivaltainen ¢ > 0. Todistetaan vaite kahdessa osassa.

(i) Oletetaan ensin, ettd x > 0. Koska lim 2, = z, niin lukujonon raja-arvon
n—oo
maaritelmén perusteella on olemassa sellainen rajaluku n, € Z, etta

|z, —x| < € Vn > n.
Olkoon nyt n > ny. Koska x > 0, niin

|VEn = V| |y + V2l
v+
|xn_x|
VItV
1
NS

1
< —=- &

NG

Ve A

|z, —x

1
Koska — > 0 on vakio, vaite seuraa lauseesta 3.13.

NG
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(ii) Oletetaan sitten, ettd x = 0. Talloin siis lim z, = 0, joten lukujonon
raja-arvon méaaritelmén ja ehdon x, > 0 nojalla on olemassa sellainen ny € Z,
etta

0<uz, <& Vn > ng.

Olkoon nyt n > ng. Talloin
0< /x, <c¢

ja edelleen
Vx, — 0] < g,

mista véite seuraa lukujonon raja-arvon méaritelmén perusteella. O

Huomautus. Lauseissa 3.16 ja 3.17 ei ole oleellista, etta lukujono on maaritelty
kaikilla n € Z,. Oleellista on, ettd ehdot v, # 0 ja z, > 0 pitevat kaikille
lukujonon alkioille.

Esimerkki 3.9. Olkoon

2% —n

wrants €L

T, =
Tall6in lukujonon (z,) raja-arvoksi saadaan

2n% —n n*(2—2)

n?+3n+3 n2(1+3+3%)

n

2-1 2-0 _,
—) = n —)(X).
1+2+ 5 1+0+0 0 mn

Yleensa asiaa ei tarvitse tdman enempaa perustella, mutta kaydadn tehdyt paattelyt
esimerkin vuoksi vield yksityiskohtaisesti léapi (ylla on kaytetty hyvéksi esimerkkejé
3.2 (s. 37) ja 3.3 (s. 38) sckd lauseita 3.14 ja 3.16).

Ottamalla n? yhteiseksi tekijiaksi ja supistamalla yhteinen tekija pois saadaan

2n? —n n?(2 -1 -1
Ty = = <3”)3 = R— Vn € Zy.
n?+3n+3 n?(1+4 =+ 5) I+24+5

n

Esimerkin 3.3 (s. 38) nojalla
1

lim — =0,
n—oo n,
joten lauseen 3.14 nojalla
3 1
lim = = lim (3--) = 3-0 =0
n—oo n, n—0o0 n
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ja edelleen
.3 . 1 3
5= (0-0) =00 =0
Koska vakiojonon raja-arvo on kyseinen vakio (esimerkki 3.2, s. 37), saadaan edelleen

lauseen 3.14 nojalla
. 1
lim (2-=) =2-0 = 2

n—oo
ja
3.3
lim (1+=+-5) = 140+0 = 1.
n n

n—o0

Jalkimmaéisessa tapauksessa lausetta 3.14 on itse asiassa kéaytetty kaksi kertaa.
Soveltamalla lopuksi lausetta 3.16 saadaan

_1

Seuraava esimerkki ei hyodynna suoraan lukujonon raja-arvon laskusaantoja,
mutta ratkaisussa hyodynnetadn samoja ideoita kuin laskusadntojen todistuksissa.

Esimerkki 3.10. Olkoon Jgrlgo Tp=1Tja

Yn = — > Tk (n €Zy).
k=1

SRS

Osoitetaan, etta

lim = 7.
n—oo yn

Valitaan aluksi mielivaltainen € > 0. Koska (x,,) suppenee, niin (z,) on rajoitettu
(lause 3.9, s. 43). Téten myo6s lukujono (x,, — x) on rajoitettu ja huomautuksen 3.8
(s. 43) nojalla

M >0 : |z, —x|<M  VneZ,.

Liséksi lukujonon raja-arvon maéritelman nojalla
dn.€Zy: v, —x|<e/2  VYn>n..

Olkoon nyt n > n.. Koska

Mn, € 2Mn,
< - & on> ,
n 2 €

o2



niin talloin

S
M=
=
|
S|
WE
8

|yn_w| = %Zxk_x

IN
S
(]
B
o
|
=

<M <e/2

1 £
< ooneM + — (n—n€)§
B Mn, n—ng €
N n n 2

<1

Mn, €
< + =

n 2
< g/2+¢/2
= 6’

kun

2Mna}

n > max {na,

Viite seuraa nyt lukujonon raja-arvon maaritelmasta, silld maaritelmassa vaadituksi
rajaluvuksi voidaan asettaa miké tahansa kokonaisluku, joka on suurempi kuin

2Mn€}

max {ng,
€
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Tutkitaan viela tapausta, jossa kahdella lukujonolla on sama raja-arvo. Lausetta
kutsutaan suppiloperiaattecksi.

Lause 3.18 (Suppiloperiaate). Olkoon nh_}rgj T, = nh_}rglo Yn = x. Jos on ole-
massa sellainen ng € Z, etta

Tn < Zn < Yn Vn>n0,
niin

lim z, = =z.
n—oo

Todistus. Oletetaan, ettd on olemassa sellainen ng € Z ., etta x,, < z, < vy, aina,
kun n > ng. Valitaan mielivaltainen ¢ > 0. Koska
lim z,, = nh_)IIOlO Yn = T,

n—oo

niin lukujonon raja-arvon méaéritelman (huomautus 3.3, s. 37) perusteella on ole-
massa sellainen n; € Z, etta

xn € U(z) eli x, €lr—e,x+¢ Vn > ny,
ja sellainen ny € Z ., etta
Yo € Us(z) eli y, €lr—c,x+¢] Vn > na.
Olkoon nyt n > n. = max{ng, ny, ne}. Téll6in
r—e < Ty, < 2 <y, < T+5,

joten myos
Zn €lx—e,x+¢[ eli oz, € Ulx).

Siis lause on tosi lukujonon raja-arvon méaritelman (huomautus 3.3, s. 37) perus-
teella. O

Huomautus. Jos jostakin indeksin n arvosta ng lahtien z, < z, < y,, mut-
ta lukujonoilla (z,) ja (y,) on eri raja-arvot, niin lukujonon (z,) raja-arvon
olemassaolosta ei voida sanoa lauseen 3.18 perusteella mitdan.
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Esimerkki 3.11. Madritetdan lukujonon (z,) raja-arvo, kun

_ 3n+sin’n+ cos/n
B n+1 '

Zn

Koska sinin ja kosinin arvot ovat valilli [—1,1] ja sin?n > 0 kaikilla n € Z, niin

3n—1 < 3n+ 2

n Vn € Z,.
ntl = "= arl nE &t
Liséksi
3n—1 -1 3-1 3-0
i = n z) = T = = 3, kunn — oo,
n+1 n(l+ ) 1+ 1+0
ja
3n+2 n@B+2) 3+2 L 30
= = = un n o0
n+1  n(l+5) 1+ 1+0 ’ ’

joten suppiloperiaatteen (lause 3.18) nojalla

lim z, = 3.
n—oo

Esimerkki 3.12. Mééritetdén lukujonon (z,) raja-arvo, kun
i 1 1 n 1 T 1
ZTL — — e —_—
o Vi 4k Vn24+1 Vn2+2 vn2+n
Josn € Z,, niin
1 1 1
< <
vni+n n?+k n?+1

n n
< z, <

VvnZ+n T T T VUm0
Kun n — oo, niin (esimerkkien 3.2 (s. 37) ja 3.3 (s. 38) seké lauseiden 3.14, 3.16
ja 3.17 perusteella)

Vk=1,2,...,n,

joten

n 1

1
_— = —> =
vn?+n 1/1_|_% v1+0

L,

ja

n 1 1
g — — ]_7
Viirl it L VIF0
joten suppiloperiaatteen (lause 3.18) nojalla

lim z, = 1.
n— oo
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3.4 Monotonisista jonoista

Aluksi madritelladn, mitd monotonisilla jonoilla tarkoitetaan.

Maaritelma 3.3. Seuraavan tyyppisia lukujonoja xq, s, x3, ... sanotaan mo-
notonisiksi:

e kasvava lukujono, jolle 1 <z < 23 < ---
e vdhenevd lukujono, jolle 1 > x9 > 23 > - - -
e aidosti kasvava lukujono, jolle r1 < 9 < 23 < ---

e aidosti vahenevd lukujono, jolle xy > z9 > x3 > - - -

Huomautus. Lukojono voi olla samalla seka kasvava etta vaheneva. Esimerkiksi
jono 1,1,... on seké kasvava ettd vaheneva.

Huomautus. Koska
T S Tn+l < Tpyl — Tp Z 07

niin lukujonon kasvavuus voidaan usein osoittaa tutkimalla kahden perakkéisen
termin erotusta. Myos osamaérida voidaan tutkia, mutta talloin on huomioitava
termien merkki. Jos esimerkiksi termit ovat positiivisia, niin

Ln+1 > 1

Tp S Tpp1 <&
n

Muille tapauksille (vdhenevéa, aidosti kasvava, aidosti vahenevi) ehtoja voidaan
muokata vastaavasti.

Lause 3.19 (Monotonisten jonojen peruslause). Jos lukujono (x,) on
kasvava ja ylhaalta rajoitettu, niin jono (x,) suppenee.

Todistus. Olkoon (z,) jokin kasvava ylhaalta rajoitettu lukujono. Valitaan mieli-
valtainen ¢ > 0. Merkitdan

K = sup{z,|ne€Z.}.
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Talloin lauseen 2.5 (s. 30) nojalla
ja

dn.eZ,: x, >K—c¢.
Koska lukujono (x,) on kasvava, niin

T, > K —=¢ Vn > n,.
Siis

x, € U(K) Vn > ne,

joten huomautuksen 3.3 (s. 37) perusteella

A T = K. O

Lause 3.20. Jos lukujono (z,) on vihenevd ja alhaalta rajoitettu, niin jono (x.,)
suppenee.

Todistus. Harjoitustehtéava.

Huomautus 3.21. Lauseen 3.19 todistuksen perusteella

lim z, = sup{z,|n€Z,},

n—oo

jos lauseen oletukset ovat voimassa.

Huomautus 3.22. Lauseessa 3.19 itse asiassa riittda, ettd lukujono on kasvava
jostakin indeksin n arvosta ng alkaen. Talloin kuitenkin voi olla

lim z, # sup{z,|n€Z.}.

Huomautus 3.23. Huomautuksia 3.21 ja 3.22 vastaavat tulokset ovat voimassa
viaheneville alhaalta rajoitetuille lukujonoille.
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Esimerkki 3.13. Olkoon

(ne€Zy).

S|

r, = 1—
Osoitetaan, etta lukujono (z,) suppenee.

1°: Lukujono (z,) on kasvava, silla

1 1 1 1
ntl —Tn = (1 — —(1—-—=) = — — > 0
Tnt1 — & ( n+1) ( n) n n-+1

kaikilla n € Z.

2°: Lukujono (z,) on ylhaalta rajoitettu, silld 1 — % < 1 kaikillan € Z,..

Kohdista 1° ja 2° seuraa monotonisten jonojen peruslauseen (lause 3.19) nojalla,
ettd lukujono (z,) suppenee. Lisdksi huomautuksen 3.21 ja esimerkin 2.2 (s. 29)
perusteella

. 1
11113010$n = sup{l—n‘nEZJr} = 1.

Esimerkki 3.14. Olkoon z,, = ¢" (n € Z), missd 0 < ¢ < 1 (¢ € R). Osoitetaan,
etta

lim z, =0
n—oo

hyodyntamalla lausetta 3.20 (vrt. esimerkki 3.6, s. 40).
1°: Jono (z,) on vaheneva, silla x, > 0 ja

Tn n+1
4 =q <1 Vn € Z,.

Tp q"

2°: Jono (z,) on alhaalta rajoitettu, silla z,, = ¢" > 0 kaikilla n € Z,.

Kohdista 1° ja 2° seuraa lauseen 3.20 nojalla, etta on olemassa nh_)ngo Ty =T.
Edelleen koska

lim z, = lim z ja lim z = limg-z, = ¢g- lim z
n—oo " n-so0 Ml J noyoo ML n—>ooq n q n-soo
saadaan

q-x (0<qg<1).

8
I

Siis x = 0, joten
lim ¢" = 0,
n—o0

kuin 0 < ¢ < 1.
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Esimerkki 3.15. Olkoon

1 1

1
=Yg = bty (neZy)

Osoitetaan, etta lukujono (z,) suppenee (vrt. esimerkki 3.20, s. 71).

1°: Jono (z,,) on kasvava, silld

1
xn+1—xn:m>0 Vn€Z+
2°: Osoitetaan induktiolla, etté
(3.1) ro<2-L ez

Téalloin jono (z,,) on ylhéélta rajoitettu.

1. Perusaskel. Kun n = 1, niin z, = 1 ja epayhtalon oikea puoli on
2 — % = 1, joten epayhtalé on voimassa.

1
2. Induktio-oletus: x, < 2 — z (keZy).
3. Induktiovdit < 2 L
. Induktiovdite: x -—.
S P |
4. Induktioaskel. Induktio-oletusta kayttamalla saadaan
1
Thy1 =  TpT k12
ind.ol. 1 1
S TR Gy
k+1>k 1 n 1
ko k(k+1)
B (k+1)—1
B k(k+1)
B k+1

joten induktiovéite on tosi.

Kohdista 1-4 seuraa induktioperiaatteen nojalla, etta véite (3.1) on tosi.

Siis kohtien 1° ja 2° sekd monotonisten jonojen peruslauseen (lause 3.19) nojalla
jono (z,) suppenee.
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Esimerkki 3.16. Olkoon a > 0 (a € R). Tarkastellaan sellaista lukujonoa (),
etta

1
1 >+Va ja Tpi1 = 2<xn + ;) VneZ,.

Maaritetdén jonon (x,) raja-arvo.

1°: Koska a > 0, niin selvésti x,, > 0 kaikilla n € Z, (tdsmaéllinen todistus
induktiolla). Téten lukujono (z,) on alhaalta rajoitettu. Lisaksi

1 a 22 —2x,\Ja+a T — /a)?

2x, 2x,

kaikilla n € Z, joten x,, > v/a kaikilla n € Z.

2°: Jono (x,) on viahenevé, silld kohdan 1° nojalla

1 a\ vasaa 1 z2

kaikilla n € Z,.
Kohdista 1° ja 2° seuraa lauseen 3.20 nojalla, ettd on olemassa
lim z,, = x.
n—oo

Lisdksi kohdan 1° ja lauseen 3.10 (s. 44) perusteella

x> va > 0.
Koska
g, Tn = 0 Ty

saadaan raja-arvojen laskusaantoja kayttamalla talloin

22 +a

X

1 a
a::(:c—l—) & 2o =
T

2
s 22 =2*+4a

= I =a
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Lause 3.24 (Sisdkkiisten vilien lause). Olkoon (I,,), I, = [a,,by,], jono
suljettuja vélejé, joille

() [an+1,bpsa] € [an, 0] ja (i) lim (b —an) = 0.

Télloin () [an, by) siséltdd tédsmélleen yhden pisteen.
n=1

Todistus. Nyt
a < a, < b, <bh VneZ,,
joten lukujono (a,) on ylhaaltd rajoitettu ja jono (b,) alhaalta rajoitettu. Liséksi
Gp < Gpyt ja bni1 < by Vn e Z,,
joten (a,) on kasvava ja (b,) vdhenevé. Siis lauseiden 3.19 ja 3.20 perusteella
raja-arvot
lim a, = a ja lim b, = b
n—oo n—oo

ovat olemassa. Néin ollen lauseen 3.14 (s. 47) ja oletuksen (ii) nojalla

b—a = lim b, — lim a, = lim (b, —a,) = 0,
n—oo n—oo n—oo
joten a = b. Siis
a, <a=0b<b, VneZ,,

joten
a € () ]an,bn).
n=1
Taten ainakin piste a kuuluu leikkaukseen.
Oletetaan nyt, ettd « # a. Merkitddn € = | — a| > 0. Talloin = ¢ U.(a). Koska
lim a, = lim b, = a,
n—oo n—oo
niin huomautuksen 3.3 (s. 37) nojalla on olemassa sellainen n. € Z, etta

an, by, € Us(a) Vn > n..

Koska x ¢ U.(a), niin = ¢ [a,, by, kun n > n.. Siis

z ¢ () lan, bnl,
n=1
joten

nol[ambn] = {a}. O
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Lause 3.25 (Bolzano-Weierstrassin lause). Jokaisella rajoitetulla lukujo-
nolla on suppeneva osajono.

Todistus. Olkoon (z,,) jokin rajoitettu jono. T&ll6in on olemassa véli I} = [aq, by],
joka sisdltaa kaikki jonon (x,,) pisteet. Olkoon

ay + by
2
valin I; keskipiste. Télloin ainakin toinen véleisté [a1, ¢1] ja [c1, by] sisdltaa déaret-
témén monta jonon (z,) alkiota. Merkitaan sitd Iy = [ag, bs]. Jos molemmat vélit
sisdltavat aarettoman monta jonon (z,) alkiota, valitaan Iy = [aq, ¢1].

C1 =

Jatketaan menettelya siten, etté jos

ag + by,
2

on valin [ keskipiste, niin valitaan véleistd [ax, x| ja [ck, bk] se, kumpi siséltda

Cr =

ddrettomén monta lukujonon (x,) alkiota, ja merkitaan sitd Il 1 = [akt1, bgr1]-
Jos molemmat vélit siséltavéit dérettoman monta lukujonon (z,,) alkiota, valitaan
Iy = [ag, cxl.

Néin saadaan jono (k =1,2,...) suljettuja valeja Iy = [ax, by], joille Iy 1 C I.
Edelleen valin pituus

b1 — ai_ b —
be—ap = S == S 5 0, kunk — oo

Siis sisakkéisten vélien lauseen nojalla on olemassa sellainen a € R, etté
(M lar, bx] = {a}.
k=1

Olkoon nyt x,, jokin jonon (z,) alkio, jolloin x,, € I;. Valitaan (jirjestyksessi)
jonon (z,) alkiot z,,, Ty, ... siten, etta

Ty, € Iy ja ng > Np_1.

Kukin alkio x,, voidaan valita, silld véli [ sisdltdd ddrettémén monta jonon (x,)
alkiota ja kussakin valintatilanteessa on siihen mennessa valittu vain aarellinen
méaédrd alkioita. Jono (z,,) on nyt jonon (x,) osajono. Liséksi a, z,, € Ij kaikilla
k€ Z,, joten

|zn, —a] < by —ar — 0, kunk — oo.

Siis osajono (z,,) suppenee (kohti raja-arvoa a). O
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3.5 *Luvun e méaarittely

Tutkitaan sitten luvun e madarittelya. Osoitetaan ensin, etta lauseen 3.26 lukujonot
suppenevat kohti samaa raja-arvoa.

Lause 3.26. Olkoot

I\"™ 1 1 n
L= 1+ = i o= 14+14+ — -t — = =
= (142) h m =l =Y

missd n € Z . Télléin lukujonot (x,,) ja (y,) suppenevat kohti samaa raja-arvoa.

Todistus. Jaetaan todistus kolmeen osaan.
(i) Osoitetaan ensin, ettd lukujono (y,) suppenee.

1°: Jono (y,) on kasvava, silla

1
Yn+1 — Yn = <n+ 1)*' > 0 Vn € Z+.

2°: Induktiolla voidaan helposti osoittaa, ettd 21 < il kaikilla i € Z, (harjoi-
tustehtéava). Taten

"1
Yn = Z[:)ﬁ = 1+Zf

L |
Dy
=1

:

IN

DO | —

n—1
= 143
1=0

= 3
kaikilla n € Z. Siis lukujono (y,) on ylhaalta rajoitettu.
Kohdista 1° ja 2° seuraa monotonisten jonojen peruslauseen (lause 3.19) nojalla,

ettd lukujono (y,) suppenee eli on olemassa nhﬁrglo Yn = Y.
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(ii) Osoitetaan toiseksi, etta lukujono (x,) suppenee.

1°: Induktiolla voidaan osoittaa, ettd kun n > 2 (n € Z), niin

1\ 1
(1—2) >1——
n n

(harjoitustehtava). Jos siis n > 2, niin

T (1+ %)” (n+ 1)”/ nt1
Tp1 (1+ ﬁ)”—l N nn (n— 1)1

Téaten jono (z,) on (aidosti) kasvava.

2°: Jono (x,) on ylhdalta rajoitettu, silld binomikaavan (esimerkki 1.16, s. 8)
nojalla




_ 1+1+Z (1_><1_2>m<1_i7—11>

n

< 1+1+

1=

il
5 U

< 3

kaikilla n € Z.

Kohdista 1° ja 2° seuraa monotonisten jonojen peruslauseen (lause 3.19) nojalla,

etta lukujono (x,) suppenee eli on olemassa lim z, = .
n—oo

(iii) Osoitetaan lopuksi, ettd x = y.
Kohdan (ii) perusteella z,, <y, kaikilla n € Z, joten kohtien (i) ja (ii) raja-
arvotulosten seka seurauksen 3.15 (s. 49) nojalla
z < y.
Osoitetaan sitten, ettd myos y < x. Valitaan aluksi mielivaltainen & > 1
(k € Z,), ja osoitetaan seurausta 3.15 (s. 49) kdyttamalld, etta y, < .
Merkitaan

k1 1 2 i —1
zn:l—i—l—f—z:i'<1—)(1—)---(1—Z ), kuinn € Z,.
i=2

n n n

Talloin z, on termistd z,, kohdassa (ii) binomikaavan avulla saadun summalausek-
keen osasumma (jos n > k). Lukujonoille (z,) ja (z,) saadaan nyt seuraavat
tulokset.

: Oletetaan, ettd n > k (> 2). Kohdan (ii) todistuksen nojalla

o ()

@ 1+1+Z <1_><1_i)_”(1_z’7—11)
= 1+1+Z (1—>(1_i)...(1—i;1)

= Zn.
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Siis
Zn < Ty Vn > k.

2°: Selvasti

lim z, =
n—ooo Yk

silld kaikilla i = 2,3, ..., k pitee

(1_1><1_2>...<1_2_1> — 1, kun n — oo.
n n n

3°: Kohdan (ii) nojalla lim z, = .

Téten kohtien 1°-3° ja seurauksen 3.15 (s. 49) nojalla

(32) ([

Koska luku & > 1 oli mielivaltainen, epéyhtalo (3.2) patee kaikilla & > 1. Lisdksi

kohdan (i) nojalla

k—o0

joten lauseen 3.10 (s. 44) perusteella
y < .

Siis * < y jay <z, joten x = y. O

Huomautus 3.27. Lauseessa 3.26 esiintyvaé raja-arvoa sanotaan Neperin [u-
vuksi ja merkitdan kirjaimella e.

Huomautus 3.28. Luvun e likiarvon laskemiseksi saadaan epayhtalot

1\" 1 n+1
<1+> < e< (1+) VneZ,.
n n

Todistus. Vasen epéyhtélo seuraa lauseen 3.26 todistuksen kohdasta (ii). Oikean-
puoleisen epayhtéalon todistamiseksi merkitaan

1 n+1
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Talloin
. . 1 1\"
lim w, = lim (14+—)(1+ — =1l-e = e
n n

n—oo n—oo

Liséksi lukujono (w,,) on vahenevi, silld jos n > 1, niin Bernoullin epayhtalon (ks.
esimerkki 1.5, s. 3) nojalla

w1+ 5)" /(n + 1)
w, (1+ %)n+1 o (n —1)n nntl
n" . pnt n n"-n"

n—1)"-(n+ 1"~ n+l (n—1)"(n+1)"

B n n? )" B n (n2—1+1>"
 on+1 \n2-1 C on+1 n?—1

> 1+1>n
n+1 n?
1
> o 1+n->
n2

Esimerkki 3.17. Osoitetaan, etté

1 n
lim (1—) = e L.
n—oo n
Aluksi havaitaan, etté

) 1 n—1 ) 1\
lim <1+ ) = lim <1+> = e.

n—o0

Téaten

B 1
1+ 25)" - (14 :49)
~—~
—0
1 1
- — = - = e_l,
e-1 e

kun n — oo.
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Esimerkki 3.18. Koska suppenevan lukujonon jokainen osajono suppenee kohti
alkuperaisen lukujonon raja-arvoa (lause 3.5, s. 41), niin

1\" 1 Qn% 1
lim <1+2> = lim l(1+2) ] = e = /e

n—oo n n—0o0 n

ja

6n
lim< 3n ) = lim

n—oo \3n — 1

1 3n—1 1 2
= i 1 (1
nohoo [(+3n—1) ] <+3n—1>]
——
—0
= 2.1
= 62.
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3.6 Cauchyn jonoista

Tarkastellaan seuraavaksi lyhyesti vaihtoehtoista tapaa tutkia lukujonon suppene-

mista.

Maaritelma 3.4. Lukujono (x,) on Cauchyn jono, jos

(3.3) Ve>0:3dn. €Zy: |2, —Tpyp| <e Vn>n.VpelZy
tai
(3.4) Ve>0:3n. €Zy: |z, — x| <& VYm,n>n..

Huomautus. Ehtoa (3.3) (tai (3.4)) sanotaan Cauchyn suppenemisehdoksi.

Huomautus. Lukujonon raja-arvon mééritelméan tapaan (ks. huomautus 3.1,
s. 36) Cauchyn suppenemisehdossa ei oleellista, ettd relaatioiksi on valittu
"pienempi kuin” ja "suurempi kuin”. Aivan yhté hyvin méaritelmaéssé olisi voinut

olla esimerkiksi |z, — z,,| < e tai m,n > n..

Lause 3.29. Jokainen Cauchyn jono on rajoitettu.

Todistus. Oletetaan, ettd (x,) on Cauchyn jono. Télloin on olemassa sellainen

ny € Zy, etta

|z, —zm] < 1 VYm,n > ny.
Siis
|xn| = |37n1 + Z, — In1| < |xn1| + |xn - xn1| < |In1| +1 Vn > ny.
Valitaan nyt
M = max{|z1|,|x2|,. .-, |Tn 1|, ]|Tn,| + 1}
Talloin
|z, < M VneZ,. O
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Lause 3.30. Lukujono (z,) suppenee < (z,) on Cauchyn jono.

Todistus. "=’ Oletetaan ensin, ettd (z,) suppenee ja
lim z,, = =z.

n—oo

Valitaan mielivaltainen ¢ > 0. Talloin lukujonon raja-arvon méaritelman perusteella
on olemassa sellainen n. € Z, etta

|z, — 2| < e/2  Vn>n..
Jos nyt m,n > n., niin
Ty — x| = |(@n—2)+ (2 —20)| < |z, —2|+ |z —2n| < €/24¢/2 = ¢

Siis (z,,) on Cauchyn jono.

'<": Oletetaan sitten, ettd (x,) on Cauchyn jono. Valitaan mielivaltainen € > 0.
Talloin on olemassa sellainen n. € Z,, etta

|z, — x| < €/2  Vm,n>n..

Liséksi (z,,) on Cauchyn jonona rajoitettu (lause 3.29), joten Bolzano-Weierstrassin
lauseen (lause 3.25) nojalla lukujonolla (x,) on suppeneva osajono (x,, ). Téll6in
lukujonon raja-arvon méaritelmén nojalla on olemassa = € R ja k. € Z, siten, etté

T, —x] < €/2  Vk>k..
Valitaan K € Z, siten, ettd K > k. ja nxg > n.. Jos talléin n > n., niin
[T — 2| = (T — @) + (Tn — Tuge )| < |Tnge — 2|+ [0 — 20| < /24 ¢/2=¢.

Siis (x,) suppenee lukujonon raja-arvon méaritelméan perusteella.

O

Huomautus. Cauchyn suppenemisehdolla ei méariteté raja-arvoa, vaan todis-
tetaan sen olemassaolo.
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Esimerkki 3.19. Olkoon

"1 1 1
T, = - =14+-+4+= — ned
kz::l p totg ot ( +)
Télloin
1 1 1 1 1
Tp — Tn4n| = > n- = - Vne€Z,.
| +nl n+1+n—i—2jL +n+n_ n+n 2 *
Siis Cauchyn suppenemisehto ei ole voimassa, joten lukujono (z,) ei suppene.

Esimerkki 3.20. Osoitetaan, etta lukujono (z,) suppenee (vrt. esimerkki 3.15,
s. 59), kun

"] 1 1 1
Ty = kz—:l@ = l+g+mg+ o+
Valitaan mielivaltainen ¢ > 0. Merkitddn n, = [ﬂ, ja oletetaan, ettd n > n.
(n € Zy). Talloin
n> 1
€
joten
1
— < €
n
Koska 1 < 1 o 1 -
k2 k-k k(k—1) k-1 k& ’

niin talloin kaikilla p € Z

Ty — Ty = et
e 1) CETYE

< (- )(1 )t (G )
n n+l1 n+l n+2 (n+p)—1 n+p

_1
T on n+p
N——
>0
1
<i
n
< €.

Siis (x,) on Cauchyn jono, joten (x,) suppenee.
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3.7 Raja-arvokasitteen laajentaminen

Joskus on kaytannollista laajentaa merkinnéllisesti lukujonon raja-arvo tapauksiin,
joissa lukujonon alkiot kasvavat tai vihenevat rajatta.

Maaritelma 3.5. Jos jokaista lukua M > 0 kohti on olemassa sellainen raja-
luku ny, € Zy, ettd x, > M aina, kun n > nj,, voidaan merkita

lim z, = oo.
n—oo

Jos vastaavasti jokaista lukua M > 0 kohti on olemassa sellainen n,, € Z, etta

T, < —M aina, kun n > n,,, voidaan merkita

lim z,, = —o0.
n—o0

Lukujonon raja-arvon varsinaisen maéritelméan tapaan myos méaaritelman laa-
jennus voidaan esittéda eri muodoissa.

Huomautus. Méaritelméa 3.5 voidaan esittdd myos muodossa

limz, =00 & VM >0:dny, €Z 2, > M aina, kun n > nyy,

n—oo

lim x, = —00 & VM >0:dn,, € Z,: x, < —M aina, kun n > n,,.

n—oo

Huomautus. Vaikka voidaan sanoa, etta lukujonon raja-arvo on eraalla tavalla
adrettoména olemassa, ei lukujono silti suppene (vaan hajaantuu).

Esimerkki 3.21. Selvasti
lim n = oo ja lim —n = —o0,

n—oo n—o0

silla mééritelméssa 3.5 tarvittaviksi rajaluvuiksi voidaan valita esimerkiksi [M].
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Esimerkki 3.22. Osoitetaan, etta

on?4+1
lim = 0.
n—oo 1 4+ 1

Valitaan mielivaltainen M > 0. Merkitdén ny, = [2M ], ja oletetaan, ettd n > nyy
(n € Z,). Talloin n > 2M, joten

n?+1 n? n? 2M
“ 27 2

= M.

n
> > —
n+1 n+1 n+n 2

Viite seuraa nyt méaaritelmasta 3.5.

Esimerkissé 3.22 rajaluku ny = [2M] on keksitty havaitsemalla, etta
n
5> M < n>2M.

On hyvaksyttévaa esittdéd ratkaisu (luvun M > 0 valinnan jilkeen) my6s muodossa

n?+1 n? n? n
> > = —
n+1 n+1 = n+n 2

> M,

kun n > 2M.

Esimerkki 3.23. Olkoon x € R. Osoitetaan, etta

oo, kunaz > 1, (a)

) . , kunz=1, (b)
lim 2" =

neo , kun |z| < 1, (c)

)

W o =

,  kunz < —1. (d

Tarkastellaan ensin kohtaa (a). Valitaan mielivaltainen M > 0. Koska = > 1,
niin on olemassa sellainen a > 0, ettd x = 1 + a. Talléin Bernoullin epayhtalon
(esimerkki 1.5, s. 3) nojalla

2 = (14+a)" > 14na > M,

kun n > % Siis véite on tosi méaritelmén 3.5 perusteella.

Kohdassa (b) kyseessd on vakiojono, joten tulos on selva (ks. esimerkki 3.2,

s. 37).

Tarkastellaan sitten kohtaa (c). Jos x = 0, kyseessa on vakiojono, joten tulos on
selva (vrt. (b)-kohta). Jos taas x # 0, niin tulos seuraa huomautuksesta 3.2 (s. 36)
ja esimerkista 3.6 (s. 40) tai esimerkisté 3.14 (s. 58).
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Todistetaan lopuksi kohta (d). Jos n € Z, niin

>1 >2

AN
‘x"—x"“’ = |z"(1—2) = |z|" [1—2| > 1-2 = 2.

Siis Cauchyn suppenemisehto ei ole voimassa, joten
A fim, o
Lisaksi lukujonon termit ovat vuorotellen positiivisia ja negatiivisia, joten

lim z, # +oo.

n—oo

Huomautus. Lukujonon raja-arvon laskusdannot ja muut lukujonon raja-
arvoa koskevat tulokset ovat "soveltuvin osin” voimassa myos, kun lukujonon
alkiot kasvavat tai vihenevét rajatta (harjoitustehtéva).
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4 Funktion raja-arvo

4.1 Maaritelma

Olkoon f funktio, joka on maéaritelty avoimella vélilla / lukuun ottamatta mahdol-
lisesti yhta pistettd a € I.

Maaritelma 4.1. Funktiolla f on pisteessi a raja-arvo A, jos jokaista positii-
vilukua € > 0 kohti on olemassa sellainen § > 0, etta

|f(z) — A| < e aina, kun 0 < |z — a] < 4.

Talloin merkitaan
lim f(z) = A.

r—a

Huomautus. Muita mahdollisia raja-arvon merkintatapoja ovat
limf=A tai f(z)— A, kun z — a.
a

Ensimmaéisessé tapauksessa on oltava taysin selvda, mikd muuttuja pistetta a
lahenee.

Huomautus 4.1. Funktion raja-arvon maéaaritelma voidaan ilmoittaa myos
muodossa

lim f(x) =A & Ve>0:36>0: |f(x) — Al <& aina, kun x € Uj(a),

Tr—a

tai

lim f(xr)=A < Ve>0:35>0: f(zr) € U(A) aina, kun 0 < |z —a| <,

Tr—a

tai

lim f(r) = A & Ve>0:36>0: f(z) € U(A) aina, kun x € Uj(a).

T—ra

Huomautus. Funktiolla f(x) on pisteessd a raja-arvo A, jos funktion arvot f(x)
kuuluvat raja-arvon A ympéristoon U.(A) aina, kun z on riittavéin lahelld pistetta a

(eli z € Uj(a)).
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Huomautus 4.2. Funktion raja-arvon madaritelméassédkaan (vrt. huomautus 3.1,
s. 36) ei ole oleellista, etté ehdoissa | f(z) — A| < € ja |x — a| < 0 relaatioksi on valit-
tu "pienempi kuin”. Aivan yhtd hyvin méaaritelméssé olisi voinut olla | f(z) — A| < e
tai | —a| < 6.

Huomautus 4.3. Funktion raja-arvon mééritelmén ehdossa 0 < |z — a| on oleel-
lista, ettd relaatio on "pienempi kuin”. Funktion arvolla pisteessé a ei nimittéin ole
vaikutusta raja-arvoon eika sen olemassaoloon.

Huomautus 4.4. Lukujonon raja-arvotodistusten tapaan ei ole valttamétonta
saada lopulliseksi arvioksi "< €7, vaan riittda saada "< c¢-¢&”, missa ¢ > 0 on
jokin positiivinen vakio (joka ei riipu luvusta e tai muuttujasta x). Toisin sanoen
lausetta 3.13 (s. 46) vastaava tulos on voimassa my6s funktion raja-arvolle.

Huomautus 4.5. Funktion raja-arvon méaritelméstéd seuraa suoraan (tdsmal-
linen todistus jitetaan harjoitustehtaviksi), etta

lim f(2) = lim f(a+h).

T—a

Esimerkki 4.1. Olkoon f: R — R, f(z) = ¢. Talloin
[f(x) —¢f = le=c =0 < ¢

kaikilla ¢ > 0 ja kaikilla x € R (ja kaikilla 6 > 0), joten funktion raja-arvon
maaritelman nojalla

lim f(x) = ¢ Va€eR.

Tr—a

Esimerkki 4.2. Olkoon f: R — R, f(z) = z ja a € R. Osoitetaan, etta

lim f(z) = a.

Valitaan mielivaltainen € > 0. Merkitddn J. = ¢, ja oletetaan, ettd 0 < |z — a| < d..
Talloin'
[f(@) —a] = |z —a] <0 =,

joten tulos seuraa suoraan funktion raja-arvon maaritelmasta.

Y114 voitaisiin olettaa myds pelkéstdin |z — a| < d., silld nyt f(a) = a.
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Esimerkki 4.3. Olkoon f: R\ {-2,1} — R,

r—1
flz) = 24z —2
Osoitetaan, etta
. 1
i flo) = 3.

Valitaan mielivaltainen ¢ > 0. Merkitdén J. = min {1, 6¢}, ja oletetaan, ettd
0 < |r—1| < be.

Koska 0 < |z — 1| < 1, niin # # 1 ja > 0 (ja siis x # —2). Téaten
r—1 r—1 1

2+ —2 (z—-1D(x+2) z+2

ja edelleen

1 1 1
‘f(x)_?) o lzr2 3
13— (z+2)
B 3(z+2)
1=
3 +2
>0 1
=~ |z —1
3(z+2) [z -1l
x 1
2 cole—1].
Koska lisdksi [ — 1| < 6¢, niin
1 1

Siis tulos seuraa funktion raja-arvon méaritelmésté.

Edella olevan kaltaisessa paattelyssd edetdén monesti suoraviivaisemmin (vrt.
lukujonon raja-arvoa koskeva esimerkki 3.4 sivulla 39). Usein valitaan ensin mieli-
valtainen £ > 0 ja tehddan joitakin oletuksia (esimerkiksi nyt = > 0 ja x # 1). Sen
jalkeen paatellaan esimerkiksi, etta

1 1
‘f(x)—?)‘ =< ] < e

aina, kun 0 < |z — 1| < §. = min {1, 6e}, mistd vaadittu tulos seuraa funktion
raja-arvon maaritelman perusteella.
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Néin voidaan menetelld, silla talloin on osoitettu, ettd vaadittu itseisarvoehto to-
teutuu, jos x on riittivin ldhelld pistettd 1 (eli nyt 0 < |z — 1] < 6¢). Valitsemalla!
d. = min {1, 6e} tama toteutuu aina, kun 0 < |z — 1| < J.. Alkuperiiseen ratkai-
suun verrattuna luvun d. valinta on nyt vain siirretty tapahtuvaksi myohemmaéssa
vaiheessa.

1 gl |
b o o

Kuva 4.1: Funktion zsin L (z # 0) kuvaaja valilld [—5-, 5-].

Esimerkki 4.4. Osoitetaan, ettéi

. 1
lim zsin = = 0.
x—0 X

Valitaan mielivaltainen € > 0. Talloin

<1

‘xsinl—O‘ = |z| sinl‘ < |z| < €
x T

aina, kun 0 < |z — 0| < 0. = €, joten tulos seuraa funktion raja-arvon maaritelmést.

Esimerkki 4.5. Osoitetaan, ettd kun a > 0, niin

lim vz = V.

Valitaan mielivaltainen ¢ > 0. Oletetaan lisdksi, ettd |z —a| < a (jolloin x > 0).
Téalloin
T —/al|V/T +a r—a| ve>0 1
VEoval = WESVALVE+VEL =l vi

— |z —al < g

[V + Val C Vrtva Va

kun 0 < |z — a| < . = min{a,e+/a}. Tulos seuraa nyt funktion raja-arvon méaéri-

telmasta.

!Téssé ei voida valita yksinkertaisesti 6, = 6, silld oletuksen x > 0 takia on oltava 6, < 1.
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Esimerkki 4.6. Osoitetaan, etté

lim sinz = sina ja lim cosx = cosa
T—a T—a

kaikilla @ € R. Palautetaan aluksi trigonometriasta mieleen kaavat

(4.1) sinx —siny = 2008I+ysinx_y
2 2

ja

(4.2) sinz| < |z

kaikilla z,y € R.

Olkoon sitten a € R. Valitaan mielivaltainen € > 0. Merkitaén o = ¢, ja valitaan
x € R siten, ettd 0 < |[v — a| < 0 (= ¢). Télloin

. . (4.1) r+a . r—a
|sinx —sina| =" |2cos sin
2 2
9 T+a . rT—a
= cos sin
2 2
—_———
<1
< 2 sinm —a
2
(4.2) _
< 92 °
- 2
= |z —d
< 0
—= 8’

joten tulos seuraa suoraan funktion raja-arvon maaritelmasta.
Raja-arvo

lim cosx = cosa
r—ra

voidaan osoittaa vastaavasti kdyttdmalld kaavan (4.1) sijasta kaavaa
r+y . r—yY

cosT —cosy = —2sin 5 sin 5

(harjoitustehtéva) tai kdyttamalla sopivia trigonometrian kaavoja ja funktion raja-
arvon laskusddntoja (ks. esimerkki 4.14, s. 89).
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4.2 Perustuloksia

Esitetdan seuraavaksi muutamia funktion raja-arvon perusominaisuuksia.

Lause 4.6. Mikali funktion raja-arvo on olemassa, se on yksikésitteinen.

Todistus. Harjoitustehtéva (vrt. vastaava lukujonoja koskeva lause).

Lause 4.7. Olkoon lim f(z) = A. Jos télléin on olemassa sellainen 6y > 0,

etta
fl@) <M VreU (a),

niin A < M, ja jos on olemassa sellainen 6,, > 0, ettd

f(x) >m Vo € Us (a),

niin A > m.

Todistus. Harjoitustehtéva (vrt. vastaava lukujonoja koskeva lause).

Lause 4.8. Jos
lim (x) = 4,

niin jokaista positiivilukua € > 0 kohti on olemassa sellainen § > 0, ettd

|f(x1) — f(z2)| < € aina, kun x1, 25 € Uj(a).

Todistus. Harjoitustehtéva.

Huomautus. Lausetta 4.8 voidaan kdyttaa sen osoittamiseen, ettd funktiolla f ei

ole raja-arvoa pisteessi a.

Esimerkki 4.7. Funktiolla
1, kun x > 0,

fe) = {—1, kun x < 0,

ei ole raja-arvoa pisteessid x = 0 (harjoitustehtavi).
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o

15 -p.1[-

Kuva 4.2: Funktion sin 1 (z # 0) kuvaaja valilld [—5-, 5-].

Esimerkki 4.8. Osoitetaan, ettd funktiolla

fla) =sinl  (x#£0)

ei ole raja-arvoa pisteessa xr = 0. Valitaan € = 1, ja osoitetaan, etta jokaisessa
pisteen x = 0 puhkaistussa ympéristossa on piste x1, jolle f(z1) = 0, ja piste za,
jolle f(x9) = 1. Tallin lauseen 4.8 nojalla funktiolla f ei voi olla raja-arvoa pisteessé
z = 0.

Olkoon siis 6 > 0. Valitaan k = [5=] + 1, ja merkitéén
1 . 1
T ke T T
Talloin
f(z1) = sin(k27r) = 0
ja

f(x) = sin(§ +k27m) = 1.

Liséksi z1 > 0 ja x5 > 0. Koska

1
k> —
2o’
o L <0 ' L < L <0
T = —— a Xy = .
' ko ) 2T Tikor  kom
Taten
r; € U5(0)  ja  xy € Uy(0).
Siis

V8 > 0: Fwy, 29 € Us(0): [ f(z1) — f(z2)] =1,

joten lauseen 4.8 nojalla funktiolla f ei voi olla raja-arvoa pisteessia x = 0.
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Lause 4.9. Jos raja-arvo lim f(z) on olemassa, niin on olemassa sellainen
T—ra

§ >0, ettd f on rajoitettu puhkaistussa ympaéristossa Uj(a).

Todistus. Harjoitustehtéva (vrt. vastaava lukujonoja koskeva lause).

Lause 4.10. Olkoon lim f(z) = A. Jos A > 0, niin on olemassa sellainen § > 0,

etta
f(x) > 0  Vae Usa),

ja jos A < 0, niin on olemassa sellainen d > 0, etta

flx) < 0  VxeUja).

Todistus. Todistetaan tapaus A > 0 (tapaus A < 0 vastaavasti). Merkitaan

K==,
2

Koska K > 0, niin funktion raja-arvon mééritelmén nojalla (huomautus 4.1, s. 75)

on olemassa sellainen § > 0, etté

f(z) € Ug(A) Vz € Uj(a).

Siis
A A ,

Seuraus 4.11. Olkoon lim f(z) = A. Jos A # 0, niin on olemassa sellainen

0 >0, etta
A ,
f@)l = 2 ve e Uy,

Todistus. Harjoitustehtéava.
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Seuraavaa lausetta kdyttden voidaan monet lukujonojen raja-arvoja koskevat
tulokset muuttaa vastaaviksi funktion raja-arvoja koskeviksi tuloksiksi. Lauseessa
oletetaan tietysti, ettd lukujonon (z,) termit kuuluvat funktion f méérittelyaluee-
seen. Muutenhan ei voitaisi puhua funktion arvosta pisteessa x,,.

Lause 4.12 (Lukujonon ja funktion raja-arvojen yhteys). Funktiolla f
on pisteessa a raja-arvo

lim () = A,
jos ja vain jos
g, fen) = A

aina, kun (z,,) on sellainen lukujono, etta x,, # a kaikillan € Z, ja nh_>1r010 T, = a.

Todistus. Oletetaan ensin, ettd lim f (x) = A ja (x,) on sellainen lukujono, ettd
r, # a kaikilla n € Z, ja T}grgo r, = a. Valitaan mielivaltainen ¢ > 0. Koska

lim f(z) = A, niin funktion raja-arvon méaritelman (huomautus 4.1, s. 75) nojalla

on olemassa sellainen § > 0, etté
\f(z) — Al <e V€ Uja).
Toisaalta r}grgo T, = aja x, # a, joten lukujonon raja-arvon mééritelman (huomau-
tus 3.3, s. 37) nojalla on olemassa sellainen ns € Z, , etta
z, € Uj(a) Vn > ns.
Siis
|f(z,) — Al <e Vn > ng,

joten lukujonon raja-arvon maéaéritelméan nojalla
A, flen) = A
Oletetaan sitten, etta
A, fen) = A

aina, kun (z,) on sellainen lukujono, ettd x, # a kaikilla n € Z, ja lim z, = a.
n—oo
Tehdéan vastaoletus, etta funktiolla f ei ole pisteessa a raja-arvoa tai

lim f(x) # A.

r—ra

Talloin on olemassa sellainen € > 0, etta

V6 > 0: 3z € Uj(a) s.e. f(z) & U(A).
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Valitaan nyt luvun ¢ arvoja 1/n (n = 1,2,...) vastaavat luvut z,, € U}, (a), joille

F(an) ¢ U.(A). Téllin

T, #a ja  x, € la—ia+i]  VnelZ,.
Téaten lukujonojen suppiloperiaatteen nojalla nlljgl@ T, = a ja edelleen oletuksen
nojalla
A, fl@n) = 4

Kuitenkin f(x,) ¢ U.(A) kaikilla n € Z,, joten
lim f(2,) # A

n—oo

jos raja-arvo ylipdédtadn on olemassa. Siis seuraa ristiriita. 0

Huomautus. Lauseessa 4.12 edellytetdén z,, # a, koska funktiota f ei valttamatta
ole méaritelty pisteessé a.

Esimerkkina lauseen 4.12 kaytosta tarkastellaan funktion raja-arvon laskusdan-
toja.

Lause 4.13. Olkoon QIDILI}Z flz)=Aja ili% g(x) = B. Télléin

(i) lim (f(z) +g(z)) = A+ B,

(i) lim (f(2) — g(a) = A— B,
(it}) lim (f(z) - g(x)) = A-B,

(iv) lim (k- f(x)) = k-A (k€R),

r—ra

(v) il_rgjgc((g = g, jos B # 0.

Todistus. Todistetaan kohta (i). Kohdat (ii)—(v) voidaan todistaa vastaavalla tavalla
(harjoitustehtavé). Olkoon siis

lim f(z) = A  ja lim g(z) = B.

r—a r—ra

Valitaan jokin! sellainen lukujono (z,,), etta

g}grgoxn:a ja TnFa VneZ,.

!Tallaisia lukujonoja on olemassa, esimerkiksi x, = a + %
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Talloin lauseen 4.12 nojalla myos

lim f(xz,) = A ja lim g(x,) = B,

n—0o0 n—oo

joten lauseen 3.14 (s. 47) nojalla

lim (f(x,)+g(x,)) = A+ B.

n—o0

Siis lauseen 4.12 nojalla

lim (/(2) + g(w)) = A+ B. -

Esimerkki 4.9. Esimerkin 4.2 (s. 76) perusteella

lim z = xo,
T—TQ

joten lauseen 4.13 nojalla

lim 2" = zj
Tr—xTQ

kaikilla o € R ja kaikillan € Z, .

Esimerkki 4.10. Jos p(z) on polynomi a,x™ + - - - 4+ ayx + ao, niin esimerkeista
4.1 (s. 76) ja 4.9 seuraa lauseen 4.13 perusteella, etté

lim p(z) = p(o)

Tr—xTQ

kaikilla =g € R.

Esimerkki 4.11. Mé&éaritetdan

2?2+ x—2
im——.
z—1 g2 + 2 — 3
Olkoon
2 +x—2

fw) = 22+ 2x—3

(x #—3,1).
Esimerkin 4.10 ja lauseen 4.13 perusteella

-1 2 2 1+2
flz) = (x )z + 2) _ T+ N + _ §’ oun 7 — 1.
(x —1)(x+3) r+3 1+3 4
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Suppiloperiaate on voimassa myos funktioiden raja-arvoille.

Lause 4.14 (Suppiloperiaate). Olkoon lim f(z) = limg(z) = A. Jos on

. . T—ra
olemassa sellainen 6 > 0, etta

f(@) < h(z) < g(z)  Va € Ugla),

lim h(x) = A.

T—a

Todistus. Harjoitustehtéva (vrt. vastaava lukujonoja koskeva lause).

Esimerkki 4.12. Osoitetaan, etté

. sinx
lim = 1.
z—0 €T

Palautetaan ensin mieleen trigonometriasta kaava
(4.3) Isinz] < |z] < [tan x| Ve e]- 7, 5[

Osoitetaan sitten aputuloksena, etta

sin x

cosx < <1 Vz € U (0).

X

Oletetaan siis, ettd x €]— 7, 5[ ja  # 0. Télloin cosz > 0. Lisdksi ehdon (4.3)
nojalla |z| < [tan z|, joten

sinx
o] < cosx|
Siis . _
cos | < |sin x| _ [sinz
|z| x

Toisaalta ehdon (4.3) nojalla [sinz| < |z|, joten nyt

sin x

<
x
ja edelleen .
lcosz| < Sy < 1.
x




Koska tarkasteltavassa alueessa cosx > 0 ja sinx sekd x ovat molemmat yhtaaikai-
sesti joko positiivisia tai negatiivisia, niin

sin &

cosx < <1 Vo € U'%(O).

x
Koska vakiofunktion raja-arvo on kyseinen vakio (esimerkki 4.1, s. 76) ja esi-
merkin 4.6 (s. 79) perusteella

lim cosz = cos0 = 1

’
z—0

niin suppiloperiaatteen (lause 4.14) nojalla

. sinzx
lim = 1.
z—0

Esimerkki 4.13. Lauseen 4.13 seké esimerkkien 4.1 (s. 76), 4.6 (s. 79) ja 4.12
perusteella

. tanx . sinx . sinzx 1 1
lim = lim = lim - — =1.-- = 1.
z—=0 z—0 T Ccosx z—=0 hn% CcoS T 1

Tr—r

Tarkastellaan viela yhdistetyn funktion raja-arvoa.

Lause 4.15. Olkoon

limg(y) = g(b) = A ja lim f(z) = b.

y—b T—a
Talloin
lim (g o f)(x) = lim g(f(x)) = A.

T—a T—ra

Todistus. Valitaan mielivaltainen € > 0. Koska

limg(y) = g(b) = A4,

y—b
niin funktion raja-arvon méaéritelmén nojalla on olemassa sellainen §; > 0, ettéd
lg(y) — A| < ¢ aina, kun 0 < |y — b| < d;.
Koska
lim f(x) = b,

r—ra
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on liséksi olemassa sellainen 9, > 0, etté
|f(z) —b] < 6; aina, kun 0 < |z —a| < da.
Siis
I(go f)(z) — Al = |g(f(z)) —A| < & aina, kun 0 < |z —a| < 6,
joten funktion raja-arvon maaritelman perusteella

lim (g0 f)(x) = lim g(f(z)) = A .

Huomautus. Yhdistetyn funktion go f raja-arvon olemassaoloon ei riita pelkastaan
funktioiden f ja g raja-arvojen olemassaolo, silld on mahdollista, etté jokaisessa
pisteen a puhkaistussa ymparistossia on piste x, jolle f(x) = b (ja piste 2/, jolle
f(z") # b). Lauseessa 4.15 asia on ratkaistu olettamalla, etta funktio g on mééaritelty
pisteessi b ja g(b) = Al

Toinen mahdollisuus on olettaa, ettd f(x) # b jossakin pisteen a puhkaistussa
ympaéristossa. Talloin ei tarvitse olettaa, ettd g on maaritelty pisteessa b.

Lause 4.16. Olkoon

limg(y) = A  ja lim f(x) = b.

y—b r—ra

Oletetaan liséksi, ettd on olemassa sellainen 6 > 0, etta

flx) #b  Va e Usa).

Talloin
lim (g0 f)(x) = lim g(f(z)) = A.

T—ra Tr—a

Todistus. Harjoitustehtéva.

Ennen esimerkkejé 4.14 ja 4.15 palautetaan mieleen komplementtikulman sinin
ja kosinin kaavat

(4.4) sin(j; —z) = cosx  ja cos(5 —x) = sinx

[\

kaikilla z € R..

Luvun 5 termeji kiyttien funktio g on jatkuva pisteessi b.
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Esimerkki 4.14. Osoitetaan yhdistetyn funktion raja-arvoa kayttamaélla, etta

lim cosx = cosa
r—ra

kaikilla @ € R (vrt. esimerkki 4.6, s. 79).
Esimerkin 4.6 (s. 79) nojalla

lim siny = sinb
y—b

kaikilla b € R, ja esimerkin 4.10 (s. 85) perusteella

liy (5 — ) =
kaikilla a € R. Téten ehdon (4.4) ja lauseen 4.15 nojalla

lim cosz = lim sin(
Tr—a

T _

lim 5 —r) = sin(§ —
kaikilla a € R.

[\

a) = cosa

Esimerkki 4.15. Méaaritetdan

s
=7
lim 2
z—Z

Z COSX

perusteella

kayttamalla yhdistetyn funktion raja-arvoa ja sopivia trigonometrisia kaavoja.
Funktion raja-arvon laskusdintojen (lause 4.13, s. 84) ja esimerkin 4.12 (s. 86)

lim — .y = —1,
y=0  SIny
ja esimerkin 4.10 (s. 85) perusteella
lim (5 — ) = 0.
=z
Lisaksi

F—x#0  VeeUx(3)
Téaten ehdon (4.4) ja lauseen 4.16 nojalla

s s

R ] T—x
lim 2 = lim — —2
=% COSXT

jus
$—>2
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Esimerkki 4.16. Tutkitaan yhdistetyn funktion g o f raja-arvon olemassaoloa
pisteessd x = 1, kun

r+1, kunz <1,
flx) =

2, kun z > 1,
ja

) 4, kuny # 2,
g\y) =
0, kuny=2.

Helposti havaitaan (harjoitustehtava), etta

lim f(z) =2 ja  limgly) =4
Jokaisessa pisteen 1 puhkaistussa ympéristossa on nyt pisteen 1 vasemmalla puolella
piste x1, jolle f(xq1) # 2, ja pisteen 1 oikealla puolella piste xq, jolle f(zq) = 2. Téten
jokaisessa pisteen 1 puhkaistussa ymparistossia on piste z1, jolle (g o f)(x1) = 4,
ja piste xa, jolle (g o f)(x2) = 0. Siis yhdistetylla funktiolla g o f ei ole raja-arvoa
pisteessd z = 1 (lause 4.8, s. 80).

Jos funktion g sijasta tarkastellaan funktiota
hy) =4  VyeR,

niin
ZlJl_}II%h(y) = h(2) = 4.
Talloin lauseen 4.15 nojalla
lim (ho f)(z) = limh(f(x)) = 4.

r—1 r—1
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4.3 Toispuoleiset raja-arvot

Olkoon I jokin avoin vali ja a € I. Joskus on hyodyllista tarkastella funktion f
raja-arvoa pisteessa a jossakin joukossa S C I. Talloin riittda olettaa, ettd f
on madritelty joukossa .S, ja tarkasteluun otetaan mukaan vain funktion f arvot
joukossa S. Raja-arvon maéérittely on tietysti mahdollista vain, jos joukossa S on
ddreton maara pisteitd, jotka ovat mielivaltaisen lahelld pistetta a (eli on olemassa
sellainen jono (z,), etta x,, € S kaikilla n € Z, ja x, — a, kun n — o0).

Maaritelma 4.2. Funktiolla f on pisteessd a raja-arvo A joukossa S, jos
jokaista positiivilukua & > 0 kohti on olemassa sellainen § > 0, etté

|f(z) — Al < e aina, kun z € S ja 0 < |z —a| < 0.

Talloin merkitdan

lim f(z)=A.

r—a, €S

Tarkeat erikoistapaukset raja-arvoista jossakin joukossa ovat toispuoleiset raja-
arvot. Talloin oletetaan, ettd f on mééritelty jollakin avoimella valilla |a, d[ (oikean-
puoleinen raja-arvo, a < d) tai |c, a[ (vasemmanpuoleinen raja-arvo, ¢ < a).

Maaritelma 4.3. Funktiolla f on pisteessd a oikeanpuoleinen raja-arvo A, jos
jokaista positiivilukua ¢ > 0 kohti on olemassa sellainen § > 0, etté

|f(xz) — A| < £ aina, kun a < z < a + 4.

Talloin merkitdan lim f(x) = A.
r—a+

Maaritelma 4.4. Funktiolla f on pisteessd a vasemmanpuoleinen raja-arvo A,
jos jokaista positiivilukua € > 0 kohti on olemassa sellainen § > 0, etta

|f(z) — A| < g aina, kun a — § < x < a.

Téalloin merkitdén limi flx) = A.
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Huomautus. Siis

lim f(x)=A < Ve>0:36>0: |f(x) — Al <eaina, kun a < x < a+ 9,

T—a+

lim f(z)=A & Ve>0:35>0: |f(x)— Al <eaina, kuna—0 <z < a.

r—a—

Huomautus 4.17. Maaritelmistéd 4.3 ja 4.4 seuraa suoraan (tdsmallinen todis-
tus jatetaan harjoitustehtéaviksi), etta

A ) = Lp Slath) = oy Jla—h)
ja

lim f() = Jim fla—h) = T f(a+ h)

r—a—

Esimerkki 4.17. Olkoon
1+22)(1— |z

Osoitetaan, etté
lim f(z) = 3.
z—1—

Valitaan mielivaltainen € > 0. Oletetaan, ettd 0 < x < 1. Tall6in

o) = LF ?“ﬁc_)(i« —1) 4o

Siis
|f(x) =3 = |[(1+22)=3| = [2z—-2] = 2(1—2x) < ¢,

kun z > 1 — £. Jos siis valitaan 0 = min{1, 5} ja oletetaan, ettd 1 — 9 < x < 1, niin
|f(x) —3| < e.

Tulos seuraa nyt vasemmanpuoleisen raja-arvon méaritelmésté.
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Esimerkki 4.18. Osoitetaan, etta

lim z = 0.

rz—0+

Valitaan mielivaltainen € > 0. Merkitdin § = €2, ja oletetaan, ettd
0 <x <0+ =0

Talloin /x < €, joten

‘\/_—0‘:\/E<6.

Tulos seuraa nyt suoraan oikeanpuoleisen raja-arvon méaritelmaésté.

Lause 4.18. Funktiolla f on raja-arvo, jos ja vain jos silli on samat toispuo-

leiset raja-arvot. Toisin sanoen

lim f(z) = A < lim f(z) = lim f(z) = A

r—a T—a+ r—a—

Todistus. Suunta '=-" on ilmeinen raja-arvon maaritelméan perusteella. Tarkastellaan
suuntaa ‘<’ Valitaan mielivaltainen ¢ > 0. Jos

lim f(z) = A ja lim f(z) = A,

T—a+ T—a—

niin toispuoleisten raja-arvojen maaritelmien nojalla
30, >0: |f(x) — Al <e, kuna <z < a+ 4y,
39, >0: |f(x) — Al <e, kuna—dy < z < a.
Merkitédén 0 = min {0y, d2}, ja valitaan sellainen z, ettd 0 < |z —a| < 0. Jos & > a,

niin
a < x < a+d < a+d,

ja jos a < x, niin
a—0, < a—0 < x < a.

Kummassakin tapauksessa

[f(z) = Al <,

joten funktion raja-arvon maéaritelméan perusteella lim f(z)=A. O
r—a
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Huomautus. Lause 4.18 pitaé sisdlladn myos kyseisten raja-arvojen olemas-
saolon.

Esimerkki 4.19. Olkoon

Talloin
flz) =1 Ve>0 ja  f(x) = -1 Vo <0,
joten (vrt. esimerkki 4.1, s. 76)
B S =1 e i) = 1

Siis lauseen 4.18 nojalla funktiolla f ei ole raja-arvoa pisteessa x = 0.

Esimerkki 4.20. Tarkastellaan lattiafunktiota f: R — Z,
f(x) = |z] = suurin kokonaisluku, joka on < z.
Jos nyt m € Z, niin
flz) =m—1 Vxe|m—1,m]| ja  f(x) = m Vze]lmm+1],
joten (vrt. esimerkki 4.1, s. 76)

el =met e ) =

Siis lauseen 4.18 nojalla funktiolla f ei ole raja-arvoa pisteessi x = m (m € Z).

A
13 -
2 -—
1
-3 -2 -1 1 2 3 4
—1 1
— -2
-— -3

Kuva 4.3: Lattiafunktion f(x) = |z] kuvaaja valilla [—3, 4].

94



Esimerkki 4.21. Olkoon

(1 —Jz))*

T (x #1).

flz) =

Maaritetdan toispuoleisia raja-arvoja tarkastelemalla lin} f(x).
T
1°: Olkoon x > 1. Tall6in

(1—x)*

= (1—-2) =a2-1
I_l ( m) € )

flz) =

joten (vrt. esimerkki 4.10, s. 85)

2°: Olkoon 0 < x < 1. Talloin
(1—x)*
= 7 1
f(x) 1 —x xﬂ
joten (vrt. esimerkki 4.10, s. 85)
A fl@) =0

Kohdista 1° ja 2° seuraa lauseen 4.18 perusteella, etta

lim f(x) = 0.

z—1

Huomautus. Toispuoleisten raja-arvojen maaritelmista seuraa suoraan, et-
ta luvuissa 4.1 ja 4.2 esitetyt tulokset ovat soveltuvin osin voimassa myos
toispuoleisille raja-arvoille.
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4.4 Monotoniset funktiot

Monotonisten lukujonojen lisaksi voidaan tutkia myos monotonisia funktioita.
Funktioiden monotonisuutta tarkastellaan aina jollakin tietylla valilla.

Maaritelma 4.5. Olkoon [ jokin reaalilukuvéli ja f jokin talld vélilla maari-
telty funktio. Talloin

e f on kasvava valilla I, jos Vai,xe € [: 11 < 29 = f(21) < f(29),

e f on aidosti kasvava valilla I, jos Vay,x9 € I: 11 < 29 = f(x1) < f(x2),
e f on vihenevd valilla I, jos Vxy, 29 € 1 21 < 29 = f(x1) > f(29),

e f on aidosti vihenevd valilla I, jos Vi, e € I: 11 < 29 = f(21) > f(22).

Vililla I kasvavia, aidosti kasvavia, vahenevié tai aidosti vihenevid funktioita
kutsutaan valilla I monotonisiksi funktioiksi.

Lause 4.19. Olkoon f valilli |a,b| kasvava funktio. Jos f on vélilld |a,b| yl-
haalta rajoitettu, niin lirlr)l f(z) on dérellisena olemassa, ja jos f on valilla |a, b|
x—b—

alhaalta rajoitettu, niin lirn+ f(z) on dédrellisend olemassa.
T—ra

Todistus. Todistetaan tapaus hI{l f(z). Tapaus 1—i>m+ f(x) todistetaan vastaavasti
T—b— r—a

(harjoitustehtéva). Olkoon siis funktio f valilld Ja, b kasvava ja ylhéélta rajoitettu.
Koska f on vélilld |a, b[ ylhdalta rajoitettu, on olemassa

sup{f(z)|x €la,b[} = G (merk.).
Osoitetaan, etta

lim f(z) = G.

r—b—

Valitaan mielivaltainen ¢ > 0. Koska G on supremum, niin lauseen 2.5 (s. 30) nojalla
on olemassa sellainen x. € |a, b[, etta

G—-—¢e¢ < f(z) < G.
Lisdksi f on vililla |a, b] kasvava, joten

f(z:) < f(z) < G aina, kun z. < = < b.
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Merkitédén § = b — x. (> 0), ja oletetaan, ettd b — 6 < o < b. Talloin
x. = b—0 < x < b,

joten

ja edelleen

Siis

G = fl@)] <e

joten vasemmanpuoleisen raja-arvon madritelmén (s. 91) nojalla

lim f(z)=G. .

r—b—

Lause 4.20. Olkoon f vélilld ]a,b[ vahenevé funktio. Jos f on vélilla ]a,b]
alhaalta rajoitettu, niin liIII)I f(z) on déarellisend olemassa, ja jos f on vélilla
T—b—

la, b ylhédélta rajoitettu, niin lim+ f(z) on dédrellisend olemassa.

Todistus. Harjoitustehtava (vrt. lauseen 4.19 todistus).

Seuraus 4.21. Valilld |a, b[ monotonisella funktiolla on jokaisessa vélin pis-

teessd oikean- ja vasemmanpuoleinen raja-arvo.

Todistus. Olkoon z € ]a, b[. Koska funktio on rajoitettu jossakin pisteen x ympé-
ristossd, lauseita 4.19 ja 4.20 voidaan soveltaa viliin |a, z| (vasemmanpuoleinen
raja-arvo) ja valiin |z, b[ (oikeanpuoleinen raja-arvo). O

Huomautus. Vililld |a, b] monotonisella ja rajoitetulla funktiolla on jokaisessa
vélin ]a, b pisteesséd oikean- ja vasemmanpuoleinen raja-arvo seka liséiksi oikean-
puoleinen raja-arvo pisteessa a ja vasemmanpuoleinen raja-arvo pisteessa b.
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4.5 Raja-arvokasitteen laajentaminen

Téhén asti funktion raja-arvotarkasteluissa on vaadittu, etta rajapiste a on (&&-
rellinen) reaaliluku. Joskus on tarpeen tarkastella funktion kayttaytymista, kun
funktion argumentti x kasvaa tai vihenee rajatta. T&lloin on tietysti oletettava,
ettd funktio on maaritelty jollakin valilla |a, oo| tai |—o0, al.

Maaritelma 4.6. Luku A € R on funktion f on raja-arvo ddarettémyydessd,
jos jokaista positiivilukua € > 0 kohti on olemassa sellainen M > 0, etta

|f(z) — A| < ¢ aina, kun z > M.

Talloin merkitaan

lim f(z) = A.

T—r00

Maaritelma 4.7. Luku A € R on funktion f on raja-arvo negatiivisessa
aarettomyydessd, jos jokaista positiivilukua € > 0 kohti on olemassa sellainen
M > 0, etta

|f(z) — A| < e aina, kun x < —M.
Talloin merkitadn

lim f(x) = A.

T—r—00

Muiden tapausten tapaan raja-arvon maaritelma voidaan esittda myos kayttaen
kvanttoreita.

Huomautus. Siis

lim f(x)=A & Ve>0:3dM >0: |f(x) — A| <e aina, kun 2 > M,

T—00

lim f(z)=A & Ve>0:3M >0: |f(z) — A| <e aina, kun x < —M.

T—r—00
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Esimerkki 4.22. Osoitetaan, etta
. x
lim =1

Valitaan mielivaltainen € > 0. Oletetaan lisaksi, etta x > 1. Télloin

’x ’_‘x—l—x_l—l'_ 1
1+ S 142 | 14zl 14z
ja
<s<:)1+x>l<:>x>l—1
1+2 € € )
Siis
T ) 1
‘ —1‘<5 aina, kun x>M:max{1,—1},
1+z €

joten tulos seuraa maaritelmasta 4.6.

Joskus on kayténnollista laajentaa merkinnallisesti funktion raja-arvo tapauksiin,
joissa funktion arvo kasvaa tai vihenee rajatta.

Maaritelma 4.8. Jos jokaista lukua M > 0 kohti on olemassa sellainen 6 > 0,
etta
f(z) > M aina, kun 0 < |z —a| <,

voidaan merkitd

lim f(z) = oo.

Tr—a

Maaritelma 4.9. Jos jokaista lukua M > 0 kohti on olemassa sellainen ¢ > 0,
etta
f(z) < =M aina, kun 0 < |z — a| < 4,

voidaan merkité

lim f(z) = —o0.

Huomautus. Raja-arvojen maarittelyista seuraa kaantaen, etta jos

lim f(x) = £oo,

r—a

niin f ei ole rajoitettu pisteen a puhkaistussa ympéaristossa.
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Huomautus. Siis

lim f(xr) =00 & VM >0:30>0: f(x) > M aina, kun 0 < |z — a| < 4,

r—a

lim f(z) = —00 & VM >0:3§>0: f(z) < —M aina, kun 0 < |z —a| <.

T—ra

Esimerkki 4.23. Osoitetaan, etté

. 1—2x
lim —— = —oo0.
a1 (1 — )2
Valitaan mielivaltainen M > 0. Olkoon lisiksi 0 < |z — 1| < %, jolloin = > % ja

x # 1. Téten
1

Lisaksi

>3 & >3 o w-1>1 & 1-2v<—3,

joten talloin

1 -2z 1 1 1
= (1-2 .
(1 —x)? ( 7 (1—x)? 2 (1—2)?
Koska
1 1 1
2 1-2)? 2M (1-2) | 7| NG
niin
1—-2x ) s
m<—]\/[ ama,kun0<\x—1]<(5:mm{17m}_

Taten tulos seuraa maaritelmasta 4.9.

Huomautus 4.22. Raja-arvo voidaan vastaavalla tavalla laajentaa merkinnal-
lisesti (harjoitustehtéva) myo6s funktion toispuolisiin raja-arvoihin

xllglJrf(x) = too ja Jim. f(z) = £oo.
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Huomautus 4.23. Raja-arvojen maarittelyista seuraa suoraan, etta jos esi-
merkiksi
lim f(x) = +oo,

T—a+

niin f ei ole rajoitettu millaan valilld Ja, b (b > a).

Huomautus 4.24. Edella esitettyja maaritelmia ja merkintojé voidaan myos
yhdistaa. Esimerkiksi

lim f(z) =00 & VM >0:3M >0: f(z) > M aina, kun > M,

T—00

lim f(z)=—-00 < VM >0:3M >0: f(r) < —M aina, kun = > M’,

T—00

lim f(z)=00 < VM >0:3M' >0: f(z) > M aina, kun z < —M’,

lim f(z)=-00 < VM >0:3IM' >0: f(xr) < —M aina, kun = < —M".

Esimerkki 4.24. Selvasti

lim z = oo ja lim = = —o0,
T—00 T—r—00

silla tarvittavaksi rajaluvuksi M’ voidaan valita luku M.

Lause 4.25. Jos vastaavat raja-arvot ovat olemassa (dérellisend tai ddrettéma-
nd), niin

lim f(z) = lim f(2) ja lim f(z) = lim f(1).

T—00 r—0+ Tr——00 rz—0—

Todistus. Todistetaan tapaus, jossa r — oo ja raja-arvo on aarellinen. Muut ta-
paukset todistetaan vastaavasti (harjoitustehtava).

Oletetaan ensin, etta

lim f(x) = A (AeR).

T—00
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Valitaan mielivaltainen ¢ > 0. Talloin maaritelmén 4.6 nojalla on olemassa sellainen
M > 0, etté

|f(z) — A] < e aina, kun z > M.

1
Merkitdan 6 = i (> 0), ja oletetaan, ettd 0 < x < §. Talloin

joten
‘f(%)—A’ < € aina, kun 0 < x < 4.

Siis oikeanpuoleisen raja-arvon maaritelmén (s. 91) nojalla

lim f(%) = A

z—=0+ " 7T

Oletetaan sitten, etta

lim f(1) = A (A€R).

r—0+

Valitaan mielivaltainen ¢ > 0. Talloin oikeanpuoleisen raja-arvon méaritelmén
(s. 91) nojalla on olemassa sellainen 6 > 0, etté

‘f(%)—A‘ < ¢ aina, kun 0 < x <.

1
Merkitédédn M = 5 (> 0), ja oletetaan, ettd x > M. Télloin

1
0< - < — =9
T M ’
joten
|f(x) — A| = )f(l/ix)—A‘ < ¢ aina, kun x > M.
Siis méaéritelmén 4.6 nojalla

lim f(x) = A.

T—00 |:|

Huomautus. Lauseessa 4.25 toisiaan vastaavat raja-arvot ovat tietenkin olemassa
(dérellisend tai darettoménd) samanaikaisesti.

Esimerkki 4.25. Lauseen 4.25 ja esimerkin 4.24 perusteella



Esimerkki 4.26. Koska lim x = 0, niin lauseen 4.25 nojalla

x—0
. 1 . 1 .
lim = lim v+ = lim 2 =0
z—oo T =0+ = z—0+
X
ja
. 1 . 1 )
lim — = lim + = lim z = 0.
x——o00 X r—0— = x—0—
X

Esimerkki 4.27. Lauseen 4.25 ja esimerkin 4.12 (s. 86) seké lauseen 4.18 (s. 93)
perusteella
. 1 .1 1 . sinx
lim zsin— = lim —-sing = lim
T—r00 T =

= 1.
z—0+ T z—0+

T

Esitetdan seuraavaksi tulos, joka on joskus hyodyllinen maaritettaessa lukujono-
jen raja-arvoja.

Lause 4.26. Jos funktiolla f on (ddrellisend tai darett6ménd) raja-arvo

lim f(z) = A (x € R),

Tr—00
niin myos

lim f(n) = A (neZy).

n—00

Todistus. Todistetaan tapaus, jossa raja-arvo A on &darellinen. Muut tapaukset
todistetaan vastaavasti (harjoitustehtavé). Oletetaan siis, etté

lim f(z) = A (z,AeR).

T—00

Talloin maaritelman 4.6 nojalla
Ve>0:3M >0: |f(z) — Al <e aina, kunz € R jaz > M.
Valitsemalla esimerkiksi M’ = [M] havaitaan, etté
Ve >0:3IM' €Z,: |f(n) — Al <e aina, kunn € Z, jan > M,
joten lukujonon raja-arvon méaéritelman nojalla

lim f(n) = A.

n—oo D
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Esimerkki 4.28. Lauseen 4.26 ja esimerkin 4.27 perusteella

lim nsin 1 1.
n—00 n

Huomautus. Lause 4.26 ei ole kddntden voimassa. Jos esimerkiksi f(z) = cos(2mx)
kaikilla x € R, niin

lim cos(2mn) = lim 1 =1 (n€eZy),

n—0o0 n—0o0

mutta raja-arvo lim cos(2mz) ei ole olemassa (harjoitustehtéva).

Huomautus. Funktion raja-arvon laskusaannot ja muut funktion raja-arvoa
koskevat tulokset ovat ”soveltuvin osin” voimassa myos, kun funktion argumentti
tai arvo kasvaa tai vahenee rajatta (harjoitustehtéva).

Esimerkiksi lausetta 4.19 (s. 96) vastaava tulos saa alla olevan muodon, kun
funktion argumentti kasvaa tai vihenee rajatta.

Lause 4.27. Olkoon f: R — R kasvava funktio. Jos f on (joukossa R.) ylhaal-
ta rajoitettu, niin g}glgo f(x) on adrellisend olemassa, ja jos f on (joukossa R)

alhaalta rajoitettu, niin lim f(x) on darellisena olemassa.
T——00

Todistus. Harjoitustehtéva.

Raja-arvon olemassaolon kannalta merkitysta on ylla vain itseisarvoltaan hyvin
suurilla argumentin arvoilla. Lauseen kayttokelpoisuuden kannalta on usein jarkevaé
jakaa tarkastelu kahteen osaan.

Seuraus 4.28. Jos on olemassa sellainen a € R, ettéd funktio f(x) on kasvava
ja ylhaalta rajoitettu vélilld [a, oo, niin lim f(z) on dérellisend olemassa, ja jos
on olemassa sellainen b € R, ettd f(x) on kasvava ja alhaalta rajoitettu valilla
|—00,b], niin im f(z) on dérellisend olemassa.

Todistus. Harjoitustehtéva.
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5 Funktion jatkuvuus

5.1 Maaritelma ja perustuloksia

Maaritelma 5.1. Olkoon funktio f méaaritelty jossakin pisteen a ympéaristos-
s (piste a mukaan luettuna). T&lloin f on jatkuva pisteessd a, jos jokaista
positiivilukua € > 0 kohti on olemassa sellainen 0 > 0, ettéa

|f(z) — f(a)| < e aina, kun |z —a| <4,
eli jos

lim f(z) = f(a).

Tr—ra

Huomautus 5.1. Ehto funktion f jatkuvuudelle pisteessd a voidaan ilmoittaa
my6s muodossa (vrt. huomautus 4.1, s. 75)

Ve >0:36 >0: |f(z) — f(a)| < e aina, kun = € Us(a),

tai

Ve >0:30>0: f(z) € U(f(a)) aina, kun |z —a| <,

tai
Ve>0:36>0: f(z) € U(f(a)) aina, kun z € Us(a).

Maaritelma 5.2. Funktio f on vasemmalta jatkuva pisteessé a, jos jokaista
positiivilukua € > 0 kohti on olemassa sellainen § > 0, etta

|f(z) — f(a)] < e aina, kun a —§ < z < q,
eli jos
Jim f(z) = f(a),
ja otkealta jatkuva pisteessa a, jos jokaista positiivilukua € > 0 kohti on olemassa
sellainen 0 > 0, etta

|f(z) — f(a)] < e aina, kun a <z < a+ 9,
eli jos

lim f(z) = f(a).

r—a+
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Huomautus 5.2. Lauseen 4.18 (s. 93) seké madritelmien 5.1 ja 5.2 nojalla f on
jatkuva pisteessa a silloin ja vain silloin, kun f on sekéd vasemmalta etté oikealta
jatkuva pisteessa a.

Huomautus 5.3. Madritelmista 5.1 ja 5.2 sekd huomautuksista 4.5 (s. 76) ja 4.17
(s. 92) seuraa suoraan, etta funktio f on jatkuva pisteessi a tasmaélleen silloin, kun

lim f(a+h) = f(a),
h—0
funktio f on oikealta jatkuva pisteessa a tasmalleen silloin, kun
Jm f(a+h) = f(a),
ja funktio f on vasemmalta jatkuva pisteessa a tdsmalleen silloin, kun

T f(a+h) = f(a)

Maaritelma 5.3. Funktio f on jatkuva avoimella vdlilld |a, b, jos f on jatkuva
jokaisessa valin pisteessa.

Maaritelma 5.4. Funktio f on jatkuva suljetulla valilld [a,b], jos f on jatkuva
valilla |a, b seké oikealta jatkuva pisteessi a ja vasemmalta jatkuva pisteessa b.

Maaritelma 5.5. Funktio f on jatkuva valilla [a,b[, jos f on jatkuva valil-
14 ]a, b] seké oikealta jatkuva pisteessi a, ja f on jatkuva vililla |a, b], jos f on
jatkuva vililla |a, b] sekd vasemmalta jatkuva pisteessé b.

Jatkuvuuden méaaritelméan ja luvun 4 esimerkkien perusteella saadaan suoraan
seuraavat tulokset.

Esimerkki 5.1. Polynomifunktio p(z) = a,z"+- - -+ a1x+ag on jatkuva jokaisella
reaalilukuvélillé, silla esimerkin 4.10 (s. 85) perusteella
lim p(z) = p(zo)

T—T0

kaikilla zo € R.
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Esimerkki 5.2. Esimerkin 4.6 (s. 79) nojalla

lim sinz = sina ja lim cosz = cosa
r—a r—a

kaikilla @ € R, joten sin x ja cosz ovat jatkuvia kaikilla reaalilukuvéleilla.

Esimerkki 5.3. Esimerkkien 4.5 (s. 78) ja 4.18 (s. 93) perusteella
glﬂil}r}L\/E:\/E (a > 0) ja lim /z = 0.

z—0+4+
Siis y/z on jatkuva valilla [0, col.

Tarkastellaan sitten viela muutamaa funktiota, joiden jatkuvuustulokset eivéit
ole aivan ilmeisia.

Esimerkki 5.4. Osoitetaan, ettd Dirichlet’n funktio

1, kun z € Q,
fz) =
0, kinze R\ Q,
ei ole jatkuva missdan joukon R pisteessa.

Olkoon siis a € R. Valitaan e = 5. Olkoon ¢ > 0. Koska véli Ja— 8, a+ §[ sisiltaa
sekd rationaali- ettd irrationaalilukuja (seuraus 2.9, s. 34), on olemassa sellainen
x1 €la—0d,a+ 6], ettd 1 e R\ Q, josa € Q,jax €Q,josacR\ Q. Siis

fa)—f@] = 1> 1 =<

Siis ehto
|f(x) — f(a)| < e aina, kun |z —a|] <,

ei ole voimassa millién luvun 6 > 0 arvolla (kun e = ). Téten f ei ole jatkuva
pisteessi a (eiké siis missdén joukon R pisteessi).

Esimerkki 5.5. Osoitetaan, ettd funktio

_Jx, kunzeQ,
f(x)_{o, kun z € R\ Q,

on jatkuva pisteessa x = 0.

Valitaan mielivaltainen ¢ > 0. Merkitddn J. = ¢, ja oletetaan, ettd |z — 0| < J..
Jos nyt x € R\ Q, niin

ja jos z € Q, niin
[f(z) = f(O)] = [z —0] < b = e

Taten tulos seuraa suoraan jatkuvuuden méaritelmésté.
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Huomautus. Vastaavalla tavalla kuin esimerkissd 5.4 voidaan osoittaa (harjoitus-

tehtava), ettd esimerkin 5.5 funktio

_Jx, kunzeQ,
f(x)_{o, kun z € R\ Q,

ei ole jatkuva missadn muussa joukon R pisteessa kuin pisteessa = = 0. Téten f on

jatkuva tasmaélleen yhdessa pisteessa.

Esimerkki 5.6. Thomaen funktio'

0, kunzeR\Q,
fla) = 1, kun x =0,

kun z € Q jaz == (p # 0,q > 0) on supistetussa muodossa,

Y

1 P
q q

on jatkuva kaikilla z € R\ Q mutta ei ole jatkuva milladn x € Q (harjoitustehtava).

A

1 ]

2

1 1

3

1 ]

5

l 1 .

8 .

1 -
L4 AR N F AN

} } } } |
1/4 1/2 3/4 1

Kuva 5.1: Thomaen funktion arvot % (¢g=1,2,...,20) valilla o, 1].

Seuraavassa esimerkissd voitaisiin hyodyntad myos tietoa, ettéd funktio on rajoi-
tettu pisteen a jossakin (mahdollisesti puhkaistussa) ympéristossa, jos funktiolla on
raja-arvo pisteessa a (lause 4.9, s. 82) tai funktio on jatkuva pisteessi a (lause 5.16,
s. 116). Ratkaistaan tehtévé esimerkin vuoksi nyt kuitenkin kayttdmalla suoraan

jatkuvuuden méaritelmaa.

!Funktiota kutsutaan myds popcorn-, sadepisara- tai viivotinfunktioksi.
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Esimerkki 5.7. Olkoon f sellainen pisteessa x = 0 jatkuva funktio, etta
f(2)] < — Vo #£0.

Osoitetaan, etta f on rajoitettu joukossa R.

1°: Koska f on jatkuva pisteesséd x = 0, niin jatkuvuuden méaéritelmén nojalla
on olemassa sellainen § > 0, etté

|f(z) — f(0)] <1 aina, kun |z — 0] <.
Jos siis |z| < 6, niin
[f(@)] = [£(0) + f(z) = FO) < [F(O)]+[f(z) = FO)] < |F(O)]+ 1.
2°: Jos taas |z| > J, niin

1
|z]

ST

flo)] < = <
Siis kohtien 1° ja 2° nojalla

f@) < M = max{!f(o)\+1,(15} vz € R.

Huomautus 5.4. Funktio f on epdjatkuva pisteessa a tdsmalleen silloin, kun
(i) raja-arvo lim f (z) ei ole (dérellisend) olemassa, tai
(ii) raja-arvo

lim f(z) = A

T—a

on olemassa, mutta f(a) # A tai f(a) ei ole maaritelty.

Esimerkki 5.8. Funktio

sin%, kun x # 0,
fz) =
0, kun x = 0,
on epédjatkuva pisteessa x = 0, silld esimerkin 4.8 (s. 81) mukaan raja-arvo lir% f(x)
T—
ei ole olemassa (ks. myos kuva 4.2, s. 81).
Funktio on kuitenkin jatkuva, kun x # 0 (ks. esimerkki 5.15, s. 114).
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Esimerkki 5.9. Funktio

1, kun x =0,
flz) =
0, kun z #0,

on epéjatkuva pisteessi x = 0, silla

lim f(z) =0 # 1 = f(0).

x—0

Huomautus. Jos funktio f ei ole méaritelty pisteessé a, mutta raja-arvo

lim f(z) = A
on aarellisend olemassa, niin funktiolla f on pisteessd a epdoleellinen (tai
ndenndinen) epajatkuvuuskohta. Muussa tapauksessa epajatkuvuuskohta on
oleellinen. Epéoleellisessa epdjatkuvuuskohdassa a funktio f saadaan jatkuvaksi
asettamalla lisiméaritelméa

fla) = A.

Oleellisessa epajatkuvuuskohdassa tdma ei ole mahdollista, vaan funktion raja-
arvoa ei ole (dérellisend) olemassa tai funktio on mééritelty, mutta

fla) # A.

Esimerkki 5.10. Funktio .
sin x

flx) =

on epdjatkuva pisteessi x = 0, silld f ei ole maaritelty pisteessd x = 0. Funktion f
epajatkuvuuskohta pisteessd x = 0 on epéoleellinen, silld esimerkin 4.12 (s. 86)

nojalla
sinx

lim = 1.
z—0 €T
Jos nyt maaritellaan .
smx, kun = # 0,
g(x) =
1, kun z =0,

niin funktio ¢ on jatkuva pisteessa x = 0.
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5.2 Jatkuvia funktioita koskevia tuloksia

Seuraavaksi esitetdan muutamia jatkuvia funktioita koskevia tuloksia. Tulokset
patevit asianmukaisesti muunnettuina myos vain oikealta tai vasemmalta jatkuville
funktioille. Useassa kohden asiasta on myos erillinen huomautus.

Lause 5.5. Jos funktio f on jatkuva pisteessa a, myos funktio |f| on jatkuva
pisteessa a.

Todistus. Kaanteisen kolmioepéyhtdlon (seuraus 1.13, s. 16) nojalla

@) = 1f(a)ll < [f(z)— fla)]

kaikilla x,a € R, joten vaite seuraa suoraan jatkuvuuden méaritelmésta. 0

Huomautus. Lause 5.5 el ole kddntaen voimassa. Jos esimerkiksi
1, kun x > 0,

flw) = {—1, kun x < 0,

niin |f| on jatkuva kaikilla € R, mutta f on epajatkuva pisteessia z = 0 (harjoi-
tustehtava).

Lause 5.6. Olkoot f ja g pisteessa a jatkuvia funktioita. Télloin my6s funktiot

[+ f—g fg. kf (kER) ja ﬁ (kun g(a) # 0)

ovat jatkuvia pisteessé a.

Todistus. Tulokset seuraavat suoraan vastaavasta funktioiden raja-arvoa koskevasta
lauseesta 4.13 (s. 84). O

Huomautus 5.7. Olkoot f ja ¢ vililla I jatkuvia funktioita. Tallin myos
funktiot

f+g f—g fg. kf(kER) ja g (kun g(z) #0 Va € T)

ovat jatkuvia valilld I (harjoitustehtavéa).
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Esimerkki 5.11. Polynomifunktio on jatkuva kaikilla z € R (esimerkki 5.1, s. 106),
joten rationaalifunktio

r(z) = pgm; (p(x), q(z) ovat polynomifunktioita)
q(x
on lauseen 5.6 perusteella jatkuva kaikilla z € R lukuun ottamatta pisteita, joissa

q(z) = 0.

Esimerkki 5.12. Vakiofunktio (esimerkki 5.1, s. 106) ja cos x (esimerkki 5.2, s. 107)
ovat jatkuvia kaikilla x € R. Siis lauseen 5.6 nojalla funktio

1
1—2cosx

fx) =

on jatkuva kaikilla z € R, joille 2cosz # 1 eli x # £% + k27 (k € Z).

Huomautus 5.8. Jos funktio f on jatkuva ja funktio g on epajatkuva pistees-
sé a, niin funktio f + g on epdjatkuva pisteessa a.

Huomautus. Jos funktiot f ja g ovat molemmat epédjatkuvia pisteessé a, niin
funktio f + ¢ saattaa silti olla jatkuva pisteessa a (ks. esimerkki 5.13).

Esimerkki 5.13. Olkoon

f) = {1, kun x > 0,

0, kun x <0,
ja

-1, kunz >0,
g(x) =
0, kun x < 0.

Toispuoleisia raja-arvoja tutkimalla havaitaan helposti, ettd f ja g ovat epdjatkuvia
pisteessd x = 0. Kuitenkin

(f+9)x) = flz)+g(x) =0 VreR,

joka on vakiofunktiona jatkuva pisteesséd z = 0.
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Huomautus 5.9. Jos f on sellainen pisteessa a jatkuva funktio, etta f(a) # 0,
ja funktio g epajatkuva pisteessa a, niin funktio fg on epajatkuva pisteessa a.

Huomautus. Jos f on sellainen pisteessé a jatkuva funktio, ettd f(a) = 0,
ja funktio ¢ on epéajatkuva pisteessid a, niin funktio fg saattaa olla jatkuva
pisteessé a (ks. esimerkki 5.14).

Esimerkki 5.14. Olkoon f(z) = 2? kaikilla z € R ja

g(z) =

1, kun x>0,
0, kun z <0.

Talloin
2%, kun z >0,

0, kunz <O.

(f9)(x) = {

Siis f on jatkuva pisteessd x = 0 ja g on epajatkuva pisteessia x = 0, mutta fg on
jatkuva pisteessd x = 0 (harjoitustehtava).

Lause 5.10. Jos f on jatkuva pisteessd a ja g on jatkuva pisteessd f(a), niin
funktio g o f on jatkuva pisteessa a.

Todistus. Koska f on jatkuva pisteessé a, niin

lim f(z) = f(a),

r—a

ja koska g on jatkuva pisteessd f(a), niin

lim g(y) = g(f(a)).

y—f(a)

Téten lauseen 4.15 (s. 87) nojalla

lim (go f)(z) = lim g(f(x)) = g(f(a)).

T—ra Tr—a

Siis jatkuvuuden maaritelméan nojalla g o f on jatkuva pisteessi a. [
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Esimerkki 5.15. Olkoon
1 . )
f@) =1 @#0) ja gl) = s

Talloin f on jatkuva kaikilla x # 0 (esimerkki 5.11, s. 112) ja g on jatkuva kaikilla
x € R (esimerkki 5.2, s. 107). Siis lauseen 5.10 nojalla

(g0 f)x) = g(f(x)) = sin~

on jatkuva, kun = # 0 (vrt. esimerkki 5.8, s. 109).

Huomautus 5.11. Lause 5.10 patee myos, kun ulkofunktio g on vain oikeal-
ta (tai vasemmalta) jatkuva (harjoitustehtéva). Télloin on lisdksi oletettava,
ettéd jossakin pisteen a ympéristossé sisafunktion f arvot ovat suurempia (tai
pienempid) tai yhtasuuria kuin f(a).

Esimerkki 5.16. Funktio
flz) = [2%]

on jatkuva pisteessid = = 0, mutta funktio

ei ole (harjoitustehtavi).

Huomautus 5.12. Lause 5.10 patee myos, kun sisdfunktio f (ja mahdollisesti
my6s ulkofunktio g, ks. huomautus 5.11) on vain oikealta (tai vasemmalta)
jatkuva (harjoitustehtéva). Talloin yhdistetty funktio go f on vastaavalla tavalla
oikealta (tai vasemmalta) jatkuva.

Esimerkki 5.17. Funktio
f(x) = [Vz)

on oikealta jatkuva pisteessd x = 0 (harjoitustehtéva).
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Lause 5.13. Jos funktio f on jatkuva pisteessa a ja le Tp = @, niin
n (o.)

lim f(x,) = f(a).

n—oo

Todistus. Ks. lukujonon ja funktion raja-arvojen vélinen yhteys (lause 4.12; s. 83).

Esimerkki 5.18. Olkoon
sinx

, kun z #£ 0,
fle) =9 =
1, kun x = 0,
ja
1

Nyt f on jatkuva pisteessi x = 0 (esimerkki 5.10, s. 110) ja lim z, = 0, joten
lauseen 5.13 nojalla

: 1 : : 9 .1
lim f(nZ) = f(0) eli lim n sin — = 1

(vrt. esimerkki 4.28, s. 104).
Lause 5.13 pédtee myos, kun funktio on pelkédstaan oikealta tai vasemmalta

jatkuva. Talloin on kuitenkin lisdksi oletettava, ettda lukujonon arvot sijaitsevat
jatkuvuuden kannalta sopivalla alueella.

Huomautus 5.14. Jos funktio f on oikealta jatkuva pisteessé a ja ILm Tp=a
n o
sekd on olemassa sellainen ng € Z., etta x,, > a kaikilla n > ng, niin

lim f(z,) = f(a).

n—oo

Todistus. Harjoitustehtéava.

Huomautus 5.15. Jos funktio f on vasemmalta jatkuva pisteessd a ja
le Tn = a ja on olemassa sellainen ng € Z., ettd =, < a kaikilla n > ng, niin
n oo

lim f(2,) = f(a).

n—oo

Todistus. Harjoitustehtéava.
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Funktion raja-arvoa koskevasta lauseesta 4.9 (s. 82) seuraa suoraan, etté pis-
teessd a jatkuva funktio on rajoitettu pisteen a jossakin ympéristossa.

Lause 5.16. Jos funktio f on jatkuva pisteessé a, niin on olemassa sellainen
d > 0, etta f on rajoitettu pisteen a ympadristossa Us(a) eli valilld Ja — 0, a + 4.

Lause 5.16 péatee myos, kun funktio on pelkéistaan oikealta tai vasemmalta
jatkuva. Talloin on tarkasteltava pisteen a ympariston sijasta pelkédstdan pisteen a
oikealla tai vasemmalla puolella olevaa aluetta.

Huomautus 5.17. Jos funktio f on oikealta jatkuva pisteessé a, niin on ole-
massa sellainen d; > 0, ettd f on rajoitettu valilla [a,a + d1[, ja jos funktio f
on vasemmalta jatkuva pisteessd a, niin on olemassa sellainen d > 0, ettd f on
rajoitettu valilla Ja — 09, al.

Todistus. Harjoitustehtéva.

Lauseen 4.10 (s. 82) ja seurauksen 4.11 (s. 82) perusteella saadaan vastaavasti
seuraavat tulokset.

Lause 5.18. Jos funktio f on jatkuva pisteessd a ja f(a) > 0, niin on olemassa
sellainen 6 > 0, ettd
flx) >0 Vo € Us(a).

Lause 5.19. Jos funktio f on jatkuva pisteessa a ja f(a) > 0, niin on olemassa
sellainen ¢ > 0 ja sellainen K > 0, etta

flz) > K Vz € Us(a).

Lause 5.20. Jos funktio f on jatkuva pisteessa a ja f(a) < 0, niin on olemassa
sellainen 0 > 0, etta

flz) <0  Vze Usa).
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Lause 5.21. Jos funktio f on jatkuva pisteessa a ja f(a) < 0, niin on olemassa
sellainen 6 > 0 ja sellainen K < 0, ettd

f(z) < K Vo € Us(a).

Esimerkki 5.19. Olkoot f: R — R ja g: R — R sellaisia jatkuvia funktioita,
etta

flx) = g(z) VreQ.
Osoitetaan, ettéd talloin

flz) = g(z) Vx € R.

Merkitaan h(z) = f(z) — g(x). Tehddén vastaoletus, ettd on olemassa sellainen
a € R, ettd f(a) # g(a) eli h(a) # 0. Olkoon esimerkiksi h(a) > 0 (tapaus h(a) < 0
todistetaan vastaavasti). Koska h on lauseen 5.6 (s. 111) nojalla jatkuva pisteessa a,
niin lauseen 5.18 nojalla on olemassa sellainen § > 0, etta

h(z) > 0 Vo € Us(a).

Nyt ympéristoon Us(a) (eli véliin Ja—d, a4 ) kuuluu ainakin yksi rationaaliluku
(seuraus 2.7, s. 33). Talloin

h(l‘,,) = f(xr>_g($r) = 07

missa on ristiriita. Siis vaite on todistettu.

Huomautus. Lauseet 5.18-5.21 péteviat myo6s, kun funktio on pelkastaan
oikealta tai vasemmalta jatkuva (harjoitustehtéva). Télloinkin on tarkasteltava
pisteen a ympaériston sijasta pisteen a oikealla tai vasemmalla puolella olevaa
aluetta.

Huomautus 5.22. Jos esimerkiksi funktio f on vasemmalta jatkuva pisteessé a
ja f(a) > 0, niin on olemassa sellainen ¢ > 0, etta

f(x) >0  Vxe€la—4,a],

ja jos f on oikealta jatkuva pisteessd a ja f(a) < 0, niin on olemassa sellainen § > 0,
etta
f(x) <0  Vzx€la,a+0l.
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5.3 Suljetulla vililla jatkuvan funktion ominaisuuksia

Luvussa 5.3 tullaan osoittamaan seuraavat kolme suljetulla valilla [a, b] jatkuvan
funktion f ominaisuutta, jotka geometrisesti ajatellen ovat ilmeisia.

1. Jos f(a) ja f(b) ovat erimerkkiset, niin on olemassa sellainen ¢ € |a, b[, etté
f(c) =0 (lause 5.23).

2. Funktio f on rajoitettu valilla [a, b] (lause 5.25).

3. Funktio f saavuttaa joissakin vélin [a, b] pisteissd suurimman ja pienimmén
arvonsa (lause 5.26).

Ominaisuuksia ei kuitenkaan pystytéa tdsmaéllisesti todistamaan kiyttaméatta téy-
dellisyysaksioomaa tai siita seuraavia lauseita.

Lause 5.23 (Bolzanon lause). Olkoon funktio f jatkuva vélilld [a,b]. Jos
f(a) ja f(b) ovat erimerkkiset, niin on olemassa sellainen ¢ € |a, b|, ettd f(c) = 0.

Todistus. Todistuksen yleispatevyytta rajoittamatta voidaan olettaa, ettd f(a) <0
ja f(b) > 0. Olkoon nyt

E = {z€la,b] | f(x) <0}.

Koska a € E, niin F # (), ja koska E C [a,b], niin F on ylhaalta rajoitettu. Siis
joukolla E on pienin ylaraja. Merkitaan

c = supE.

Osoitetaan ensin, etta ¢ € ]a, b].

Koska f(a) < 0 ja f on oikealta jatkuva pisteessd a, niin huomautuksen 5.22
(s. 117) nojalla on olemassa sellainen d; > 0, etta

flz) <0  Vxe€la,a+ ]

Siis

reE  Vxe€la,a+ 0y,
joten
(5.1) a+d < c
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Koska f(b) > 0 ja f on vasemmalta jatkuva pisteessd b, niin my6skin huomau-
tuksen 5.22 nojalla on olemassa sellainen o > 0, etta

fx) >0  Vzelb—d,b].

Siis
r ¢ FE Vo € b — 09, 0],
joten

Yhdistamalla (5.1) ja (5.2) saadaan
a+0 < ¢ < b— 0o,

joten ¢ € |a, b[.
Osoitetaan sitten, ettd f(c) = 0. Jos f(c) > 0, niin lauseen 5.18 (s. 116) nojalla
on olemassa sellainen § > 0, etti!

f(xz) >0 Vo € Us(c).

Té&lloin joukossa E ei olisi suurempia lukuja kuin ¢ — §, mikd on mahdotonta, koska
¢ =sup E. Siis ei ole mahdollista, ettd f(c) > 0.

Jos taas f(c) < 0, niin lauseen 5.20 (s. 116) nojalla on olemassa sellainen ¢’ > 0,
ettal
f($) <0 YV € U(;/(c).
Télloin joukossa E olisi suurempia lukuja kuin ¢ (esimerkiksi ¢ + %,), mika on
mahdotonta, koska ¢ = sup E. Siis ei ole mahdollista, ettd f(c) < 0.

Siis ainoa mahdollisuus on, ettd f(c) = 0. O

Seuraus 5.24.? Olkoon f sellainen suljetulla vélill [a, b] jatkuva funktio, etté
fla) # f(b). Jos talléin y on lukujen f(a) ja f(b) vélissd, niin on olemassa
sellainen ¢ € ]a, b, ettd f(c) = y.

Todistus. Sovelletaan Bolzanon lausetta funktioon f(z) — y. 0J

Voidaan tietysti olettaa, ettd |c — d,c¢ + 6[ C [a,b] ja Je — &', ¢+ §'[ C [a, b].
2Seurauksesta kiytetdin joskus nimitystd jatkuvien funktioiden véliarvolause.
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Huomautus. Bolzanon lauseessa tarvitaan todella jatkuvuutta koko suljetulla
valilld [a, b]. Lause ei valttamatta pade, jos f on epdjatkuva yhdessiakin vélin
pisteessé (ks. esimerkki 5.20).

Esimerkki 5.20. Olkoon f: [0,2] — R,

-1, kin0<z <1,
o]

1, kun 1 <z < 2.

Funktio f on selvésti jatkuva vélilla [0, 2] lukuun ottamatta pistettd x = 1. Lisdksi
f(0) <0 ja f(2) > 0. Kuitenkaan ei ole olemassa sellaista pistettd ¢ € |0, 2], etta

f(e) =0,

Lause 5.25. Suljetulla vélilld [a, b] jatkuva funktio f on télla vélilli rajoitettu.

Todistus. Tehdaan vastaoletus, etté f ei ole valilla [a, b] rajoitettu. Olkoon a; = a,
bl =) ja Il = [al, bl] seké
a; + by
2

vélin [; keskipiste. Talloin ainakin toinen osavéleista [aq, ¢1] ja [c1, b1] on sellainen,

C1 =

ettd f ei ole talla valilld rajoitettu. Merkitdén sitd Iy = [ag,bs]. Jos f ei ole
kummallakaan osavililla rajoitettu, valitaan Iy = [aq, ¢1].

Olkoon sitten
as + b2

2
vélin I, keskipiste. Talloin ainakin toinen osavéleista [aq, co] ja [c2, bo] on sellainen,

Cy =

ettd [ ei ole talla valilld rajoitettu. Merkitddn sita I3 = [ag,bs]. Jos f ei ole
kummallakaan osavililla rajoitettu, valitaan I3 = [ag, 3]

Jatketaan menettelya siten, etté jos

ag + by
2

Cr —

on valin [, keskipiste, niin valitaan osavaleistd [ay, cx] ja [ck, bx] se, kummalla f
ei ole rajoitettu, ja merkitddn sitd Iyq = [api1, ber1]. Jos f ei ole kummallakaan
osavélilla rajoitettu, valitaan Iy 1 = |ax, cx].
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Néin saadaan jono (k =1,2,...) suljettuja valeja I = [ay, by, joille Iy 1 C Ij.
Edelleen vélin pituus
bk,1 — Qp—1 bl — a1 b—a

bk—ak:f:--~: ST = g — 0, kun k£ — oo.

Téten sisdkkaisten vélien lauseen (lause 3.24, s. 61) perusteella on olemassa sellainen
ro € R, etta

(low ] = {oo}.

Koska z¢ € [a,b] ja f on jatkuva valilla [a, b], niin lauseen 5.16 (s. 116) ja sitd
seuraavan huomautuksen 5.17 nojalla on olemassa sellainen ¢ > 0, ettd f on valilld
|z — 0, 20+ [N [a, b] rajoitettu. Liséksi by —ap — 0, kun k — oo, joten on olemassa
sellainen ko € Z,, etta

bko —ag, < 0.

Koska g € [ag,, bg,], niin
[aky, bky] C Jzo — 0,20 + 0[N ]a,b].

Siis f on valilla [ay,, bg,] rajoitettu, missd on ristiriita (silld vali [ag,, bg,] muodos-
tettiin siten, ettd f ei ole talla valilla rajoitettu). Il

Huomautus. Lause 5.25 ei valttdmatta ole voimassa, mikéli funktiolla f on
valilld [a, b] yksikin epédjatkuvuuskohta (ks. esimerkki 5.22).

Esimerkki 5.21. Polynomifunktio p(z) on jatkuva kaikilla z € R, joten se on
rajoitettu jokaisella vélilla [a,b] C R.

Esimerkki 5.22. Olkoon f: [0,1] — R,

%, kuin 0 <z <1,
flz) =
0, kunx=0.

Funktio f on selvésti jatkuva vililld [0, 1] lukuun ottamatta pistettd z = 0. Kuiten-
kaan f ei ole rajoitettu vélilld [0, 1].
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Lause 5.26 (Weierstrassin min-max-lause). Suljetulla vélilla [a,b] jatku-
va funktio f saavuttaa talld valilli suurimman ja pienimméan arvonsa.

Todistus. Lauseen 5.25 nojalla f on ylhaélta rajoitettu vélilla [a, b], joten on ole-

massa

M = sup{f(z)|x & [a,b]}.
Osoitetaan, ettéd on olemassa sellainen ¢ € [a, b, ettd f(c) = M.

Tehdédan vastaoletus, etté
flx) # M Vzx € a,b].
Koska M = sup{f(x) |z € [a,b]}, niin talloin
flz) < M  Vzx € la,bl.

Taten funktio 1

g(z) = m

on huomautuksen 5.7 (s. 111) nojalla jatkuva valilla [a, b]. Siis g on lauseen 5.25
nojalla ylhdalté rajoitettu valilla [a, b], joten on olemassa sellainen M’ > 0, etté

1
——— < M  Vzelab
M@ S !
eli 1
i < M — f(z) YV € [a,b].
Siis
>0
T
flz) < M_M Vo € [a,b].

Mutta koska M = sup {f(x) |z € [a,b]}, tdm& on mahdotonta.

Néin ollen téaytyy olla olemassa ainakin yksi sellainen piste ¢ € [a, b], etta

fle) = M.

Siis f saavuttaa vélilld [a, b] suurimman arvonsa.

Taysin vastaavalla tavalla infimumia tarkastelemalla voidaan osoittaa, ettd f
saavuttaa vililla [a, b] myds pienimméan arvonsa (harjoitustehtava). O]
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Seuraus 5.27. Jos funktio f on jatkuva valilld [a, b], niin vélin [a, b] kuvajoukko
f([a,b]) on suljettu véli tai yksittdinen piste.

Todistus. Weierstrassin min-max-lauseen nojalla f saavuttaa valilla [a, b] suurim-
man arvonsa M ja pienimmén arvonsa m. Jos m = M, niin f on vakiofunktio, jonka
kuvajoukko on {M} (eli kuvajoukko sisiltdd vain pisteen M). Jos taas m < M,
niin Bolzanon lauseen seurauksen (seuraus 5.24) mukaan f saa jokaisen arvojen m

ja M vélilld olevan arvon. Siis f([a,b]) = [m, M]. O

Huomautus 5.28. Weierstrassin min-max-lauseen tulos voidaan esittda myos

muodossa

dey € [a,b]: f(er) = sup f(z) = sup{f(x)|x € [a,b]}

x € [a,b]

ja
des € ]a,b]: f(e) = xér[ljb}f(x) = inf {f(z)|x € [a,b]}.

Esimerkki 5.23. Osoitetaan, etta jos f(z) > 0 kaikilla « € [a,b] ja f on jatkuva
valilla [a, b], niin funktio g: [a,b] — R,

1
g(z) = W

on rajoitettu valilla [a, b].

Todistus. Selvasti g(x) > 0 kaikilla z € [a,b], joten g on vélilld [a, b] alhaalta rajoi-
tettu. Liséiksi Weierstrassin min-max-lauseen nojalla (huomautus 5.28) on olemassa

sellainen ¢ € [a, b], etta
fle) = inf f(zx) = m.
z € [a,b]
Téten
flx) >m=f(c)>0  Vz€la,b
ja edelleen
(z) 1 < 1
) = — < —
e

—m

Vz € [a,b].

Siis g on myo6s ylhaalta rajoitettu ja siten rajoitettu valilla [a, b].
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Huomautus. Weierstrassin min-max-lause ei valttamétta ole voimassa, jos
funktiolla f on vélilla [a, b] yksikin epdjatkuvuuskohta (ks. esimerkki 5.24).

Esimerkki 5.24. Olkoon f: [0,1] — R,
22, kunz <1,
flz) =
0, kunz=1.

Polynomina f on jatkuva vélilla [0, 1] lukuun ottamamatta vélin padtepistetta z = 1.
Kuitenkaan funktiolla f ei ole suurinta arvoa valilla [0, 1] (vaikka f on rajoitettu).
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5.4 Kaanteisfunktion jatkuvuudesta

Yleisesti ottaen funktiolla ei valttamétta ole kadnteisfunktiota, silla kdanteisfunktion
olemassaolo edellyttaa bijektiivisen kuvauksen (ks. luku 1.3). Jos kuitenkin funktio
on jollakin vélilla aidosti monotoninen ja jatkuva, niin funktio on bijektio ja silla
on kaanteiskuvaus (joka myo6s on aidosti monotoninen ja jatkuva).

Lause 5.29. Olkoon f: [a,b] — R sellainen aidosti kasvava ja jatkuva funktio,
ettd f(a) = A ja f(b) = B. Talléin funktiolla f: [a,b] — [A, B] on kddnteis-
funktio f=': [A, B] — [a, b], joka on vélilli [A, B] aidosti kasvava ja jatkuva.

Todistus. 1°: Osoitetaan ensin, ettd f on bijektio, jolloin funktiolla f on kéénteis-
funktio f~!: [A, B] — [a,b]. Koska f on aidosti kasvava, niin

ry # 1y = f(x1) # f(22)

kaikilla 1, x5 € [a,b]. Siis kuvaus f: [a,b] — [A, B] on injektio.

Liséksi f(a) = A, f(b) = B ja f on aidosti kasvava sekd jatkuva, joten seu-
rauksen 5.27 todistuksen nojalla f([a,b]) = [A, B] ja kuvaus f: [a,b] — [A, B] on
surjektio.

Siis funktio f: [a,b] — [A, B] on bijektio, joten on olemassa kaanteisfunktio
fH A, B = [a,b].

2°: Osoitetaan sitten, ettd kddnteisfunktio f~! on aidosti kasvava valilla [A, B].
Oletetaan, etté yi,yo € [A, B] jay1 < yo. Téll6in on olemassa sellaiset 1, o € [a, b,
ettd f(z1) = y1 ja f(xe) = yo. Lisdksisiis f(z1) < f(z2). Koska f on aidosti kasvava,
niin talloin myos z; < x5 eli

) = o1 < 22 = [ (ya).
Siis funktio f~' on aidosti kasvava vélilla [A, B].

3°: Osoitetaan lopuksi, ettd f~! on jatkuva vililli [A, B]. Oletetaan ensin,
ettd yo € |A, B|. Koska f(a) = A, f(b) = B ja f on bijektio, on talloin olemassa
sellainen xg € |a, b[, etta

(5.3) f(xo) = o ja o) = 0.

Valitaan nyt mielivaltainen € > 0. Todistuksen yleisyytta rajoittamatta voidaan
olettaa, ettd ¢ < min{zg —a,b — xo} eli U(xg) C Ja, [ eli

a < xg—€ < x9 < X9+ < b
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Koska f on aidosti kasvava, niin talloin

flwg—¢) < yo < flwo+e).

Merkitaan
0 = min{yy — f(zo —¢), f(xo+€) — Yo}
Talloin 6 > 0 ja

(5.4) Jyo = 0,50 +0[ € [f(z0 — &), flzo+ )],
joten

y € Us(yo) g Y € Jyo — 9, yo + 0]

Y yelflmo—o), fluo+o)

£~ 1 aid. kasv.
54

) € | (Flwo —2), F 7 (F(zo +9))]

FRESe fU(y) € Jmg — €, 70 + €]
@ Ny el o) — e £ o) + el

& FHy) € U (wo))-

Siis
() € U(f ' (yo)) aina, kun y € Us(yo),
joten huomautuksen 5.1 (s. 105) nojalla f~! jatkuva pisteessé yq.

Téaysin ylld olevan kanssa analogisella tavalla voidaan todistaa, ettd f~! on
oikealta jatkuva pisteessi A ja vasemmalta jatkuva pisteessd B (harjoitustehtéavi).
Siis f~! on jatkuva vililld [A, B]. O

Lause 5.30. Olkoon f: [a,b] — R sellainen aidosti vahenevé ja jatkuva funk-
tio, ettd f(a) = A ja f(b) = B. Tallbin funktiolla f: [a,b] — [B, A] on kddnteis-
funktio f~': [B, A] — [a, ], joka on vaélilli [B, A] aidosti vihenevd ja jatkuva.

Todistus. Kuten lause 5.29 (harjoitustehtava).
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Huomautus 5.31. Lauseet 5.29 ja 5.30 voidaan yleistda koskemaan minka
tahansa tyyppista vélid I (harjoitustehtéva).

Lauseet 5.29 ja 5.30 antavat mahdollisuuden laajentaa tutkittavien funktioiden
joukkoa. Tarkastellaan esimerkkeina potenssifunktiota, joka tdhén mennessd on
madritelty vain kokonaislukupotensseille (huomautus 2.1, s. 25), ja trigonometristen
funktioiden kaanteisfunktioita.

Laajennetaan ensin potenssifunktio tapauksiin, joissa potenssi on rationaaliluku.
Laajennus reaalilukupotensseihin tehddén esimerkissa 6.2 (s. 151).

Esimerkki 5.25. Olkoon f: [0, 00[— [0, o],

f2) = 2" (neZy).

Funktio f on jatkuva (esimerkki 5.1, s. 106) ja selvésti aidosti kasvava valilla [0, col.
Koska f(0) = 0, niin lauseen 5.29 perusteella millé tahansa suljetulla valilla [0, b]
(b > 0) funktiolla f: [0,b] — [0,b"] on kddnteisfunktio f~': [0,0"] — [0, 5], joka
on jatkuva ja aidosti kasvava. Huomautuksen 5.31 nojalla kdénteisfunktio, jota
merkitdan

on olemassa itse asiassa koko vililla [0, co[. Koska selvésti

lim z" = oo,

T—00
niin funktiolla f: [0, co[— [0, oo[ on kidnteisfunktio f~1: [0, co[— [0, co[, joka on
jatkuva ja aidosti kasvava vililla [0, ool.

Kayttamalla lisaksi kaavoja (ks. s. 25)

=1 ja x "= (;) (x > 0)

seka
1

Tn = (:ﬂ)m (x>0, meZy)

saadaan yhdistetyn funktion jatkuvuuden (lause 5.10 sekd huomautukset 5.11
ja 5.12, s. 113) nojalla (harjoitustehtavi), ettd rationaalinen potenssifunktio z9 on
jatkuva vélilla |0, oo, kun ¢ € Q, ja vélilla [0, oo, kun g € Q...
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Tarkastellaan sitten trigonometristen funktioiden kdanteisfunktioita. Koska tri-
gonometriset funktiot ovat jaksollisia, ne saavat saman arvon darettoman monessa
pisteessa. Funktiot eivat siis ole injektioita, joten niille ei voida koko reaalilukualu-
eella madritelld kadnteisfunktioita. Trigonometristen funktioiden kéanteisfunktiot
onkin méariteltdava vain tietyille véleille rajoitettujen trigonometristen funktioiden
kaanteisfunktioina.

Maarittelyssé yleisesti kdytettyjen rajoittumien avulla saatuja kdanteisfunktioita
nimitetadn usein arkusfunktioiden pddhaaroiksi. Muita valeja kayttden saatuja
kadnteisfunktioita kutsutaan vastaavasti sivuhaaroiksi.

Esimerkki 5.26. Funktio
f(z) = sinz

—5 3

on jatkuva kaikilla x € R (esimerkki 5.2, s. 107) ja aidosti kasvava® valilla |
Koska lisaksi
sin(—3) = —1 ja sing = 1,

niin lauseen 5.29 nojalla funktiolla f: [-7, 7] — [—1,1],
f(z) =sinx

on olemassa jatkuva ja aidosti kasvava kaanteisfunktio f~*: [-1,1] — [-%, 5],

f'(x) = arcsinz,

jota kutsutaan arkussiniksi tai tdsmallisemmin arkussinin paahaaraksi, ks. kuva 5.2.

Vastaavasti cosz on jatkuva ja aidosti viheneva! vililla [0, 7]. Koska lisdksi
valin paatepisteissa
cosO) =1 ja cosm = —1,

niin lauseen 5.30 nojalla funktiolla f: [0, 7] — [—1, 1],
f(z) = cosz

on olemassa jatkuva ja aidosti viheneva kddnteisfunktio f~1: [—1,1] — [0, 7],

f~'(z) = arccosz,

jota kutsutaan arkuskosiniksi tai tasmaéllisemmin arkuskosinin paahaaraksi, ks.
kuva 5.2.

!T4smillinen todistus kurssilla Analyysi B.
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(a) sinx. (b) cosz.

f —
—1 1
----- L -z f —p
2 —1 1
(¢c) arcsinz (padhaara). (d) arccosx (pddhaara).

Kuva 5.2: (a) Funktion sinz kuvaaja vililld [—%, %], (b) funktion cosz kuvaaja vélilld [0, 7],

(¢) funktion arcsinz padhaara, (d) funktion arc cos x piihaara.

Huomautus 5.32. Siis esimerkiksi arcsin z on sellainen kulma valilta [—-7, 7],
etta sen sini on z eli

sin(arcsinz) = z

kaikilla € [—1, 1]. Vastaavasti
arcsin(sinz) = x

kaikilla z € [-7, 7]. Vastaavat tulokset ovat voimassa my6s muilla arkusfunk-
tioilla (asianmukaisilla véleilld).

Huomautus 5.33. Sinin ja kosinin perustuloksia kayttiden saadaan esimerkiksi
e arcsin0 = 0, arcsinl = 7, arcsin(—1) = —F

29

e arccos0 = 7, arccos(—1) = m, arccos1 = 0.
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Kuva 5.3: Arkustangentin pédihaara.

Esimerkki 5.27. Tarkastellaan funktiota (ks. kuva 1.2, s. 22)

sin x
f(z) = tanz = .
cos
Koska sinz ja cosz ovat jatkuvia kaikilla z € R ja cosz > 0 kaikilla 2 € | -5, 5[,
niin f on jatkuva vélilla | %, Z[. Lisdksi f on aidosti kasvava' valilla | -7, 7[. Koska
lim tanx = —o0 ja lim tanx = oo
r——5+ TG —
(totea), niin huomautuksen 5.31 nojalla funktiolla f: |—7, 5[ — R,

f(z) = tanx

on jatkuva ja aidosti kasvava kéaanteisfunktio f~': R —]—7%, 5],

f'(z) = arctanz,

jota kutsutaan arkustangentiksi tai tdsmaéllisemmin arkustangentin padhaaraksi, ks.
kuva 5.3.

Vastaavasti cot z (ks. kuva 1.3, s. 22) on jatkuva ja aidosti viheneva! valilla |0, 7[.
Koska
lim cotz = oo ja lim cotx = —o0
z—0+ T—>T—
(totea), niin huomautuksen 5.31 nojalla funktiolla f: ]0,7[ — R,
f(z) = cotzx

on jatkuva ja aidosti vihenevi kdanteisfunktio f~': R — ]0, x|,

f'(z) = arccotz,

jota kutsutaan arkuskotangentiksi tai tdsmaéllisemmin arkuskotangentin paahaaraksi,
ks. kuva 5.4.

!T4smillinen todistus kurssilla Analyysi B.
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Kuva 5.4: Arkuskotangentin padhaara.

Huomautus 5.34. Tangentin ja kotangentin perustuloksista seuraa suoraan, etté

esimerkiksi
e arctan0 = 0, arctanl = 7, arctan(—1) = —7%,
e arccot0 = I, arccotl = T, arccot(—1) = 2.

Huomautus 5.35. Arkustangentin maarittelystd seuraa suoraan, etta

lim arctanz = —7F ja lim arctanz = 7,
T—00

T—r—00

(ks. kuva 5.3). Vastaavasti arkuskotangentin méarittelysté seuraa suoraan, etti

ja lim arccotx = 0

lim arccotz = 7
TrT—r 00

T——00

(ks. kuva 5.4).

Huomautus. Arkusfunktioiden padhaaroista kdytetddn joskus myos merkintoja

arc sin, arc cos, arc tan x ja arc cot x.
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5.5 *Tasainen jatkuvuus
Jatkuvuuden méaritelmassé kiinnitetdan ensin piste a. Sen jélkeen etsitaan jokaista
lukua € > 0 kohti sellainen § > 0, etta

|f(z) — f(a)| < e aina, kun |z —a| < 4.

Yleensé luku 0 riippuu paitsi funktiosta f ja luvusta e myos pisteesté a. Jos kuitenkin
jollakin valilla jokaista lukua € > 0 kohti 10ytyy sellainen § > 0, ettd J ei riipu
valitusta vélin pisteestd, sanotaan funktion f olevan tasaisesti jatkuva talla valilla.

Maaritelma 5.6. Funktio f on tasaisesti jatkuva valilla I, jos jokaista positii-
vilukua € > 0 kohti on olemassa sellainen 6 > 0, etté

|f(z1) — f(x2)] < e aina, kun @1, 29 € I ja |z1 — 22| < 0.

Huomautus. Jos funktio f on jollakin valilla tasaisesti jatkuva, funktio f on talla
valillda myo6s jatkuva.

Huomautus. Jos funktio f on tasaisesti jatkuva vélilla I, funktio f on tasaisesti
jatkuva myos jokaisella osavalilla I’ C 1.

Huomautus. Tasainen jatkuvuus on oleellisesti véliin liittyva késite. Tavallinen
jatkuvuus taas on oleellisesti yhteen pisteeseen liittyva (lokaali) késite.

Esimerkki 5.28. Osoitetaan, etta funktio
fle) == (@#0)

on tasaisesti jatkuva valilla T =] 3,1].

Valitaan mielivaltainen € > 0. Merkitdén 0 = §, ja oletetaan, ettd z;, 7, € I ja
|z — 29| < 6. Tall6in xq, 29 > %, joten
1 1 To — I 1
|f(x1) = f(z2)] = |———| = = <oy — 2
€1 To T1Z2 T1T2

< 4z — 2y
€
< 4. -
4
= ¢.

Tulos seuraa nyt suoraan tasaisen jatkuvuuden mééaritelmésta.
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Esimerkki 5.29. Osoitetaan, etta funktio

f@) =2 @#0)

ei ole tasaisesti jatkuva valilld ]0, 1[.

Olkoon € =1 ja § > 0. Olkoon lisiksi a > max{1, } ja

) 1
neL B T
Talloin 1
x1,x9 €]0,1] ja — < 0.
a
Liséksi
| | 1 1 ’ (a+1)—a 1 _ 1 _
Tr1 — X = —_ — = = —_— —_ s
b a a+1 a(a+1) a(a+1) a
tt
mutta . ]

|f(z1) = f(22)] = =la—(a+1)] =12> e

X X2

Siis tasaisen jatkuvuuden ehto ei voi olla voimassa.

Lause 5.36. Jos funktiot f ja g ovat tasaisesti jatkuvia valilla I, myds funktiot
kf (k€ R) ja f+ g ovat tasaisesti jatkuvia valilla I.

Todistus. Harjoitustehtéava.

Lause 5.37. Suljetulla vélilla [a,b] jatkuva funktio on talli valilli tasaisesti
Jjatkuva.

Todistus. Olkoon funktio f jatkuva vililla [a, b]. Tehddén vastaoletus, etta f ei ole
tasaisesti jatkuva vélilld [a, b]. Talloin on olemassa sellainen € > 0, etté

Vo >0:3z,y € [a,b] se. |z—y| <0 ja |f(z)— fy)]>e.

Valitaan nyt lukuja 6 = 1/n (n = 1,2,...) vastaavat pisteet z,,,y, € [a, b], joille

(55) Tw=gal < 8= 5 da @) = S| = e
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Koska z,, € [a,b] kaikilla n € Z, niin lukujono (x,,) on rajoitettu. Téten Bolzano-
Weierstrassin lauseen (lause 3.25, s. 62) nojalla lukujonolla (z,,) on suppeneva
osajono (x,, ). Liséksi Bolzano-Weierstrassin lauseen todistuksen perusteella osa-
jono (x,, ) suppenee kohti pistetti z( € [a, b]. Koska

|z — yn| < % VneZ;,

myos lukujono (yy,, ) suppenee kohti samaa pistettd xy (harjoitustehtéva).

Koska f on jatkuva vélilld [a,b], niin lauseen 5.13 (s. 115) ja sité koskevien

huomautusten 5.14 ja 5.15 perusteella

k—o0

Téssé on kuitenkin ristiriita, silld ehdon (5.5) nojalla

Esimerkki 5.30. Funktio f: [2,7] — R,

on selvésti jatkuva suljetulla valilla [2, 7], joten se on tasaisesti jatkuva vililla [2, 7]

(ja samalla jokaisella tamén véalin osavalillé).

Lause 5.38. Avoimella vélilld |a, b[ tasaisesti jatkuva funktio on talla vélilld

rajoitettu.

Todistus. Olkoon funktio f tasaisesti jatkuva vililla ]a,b[. Tall6in on olemassa

sellainen 0; > 0, etta

|f(z1) — f(x9)] < 1 aina, kun 1,29 € |a,b] ja |z1 — x2| < 1.
Kayttamalla kolmioepayhtélod saadaan

[f@)] = |f(x2) + flz1) = f(z2)| < [fl@2)] +[f(21) — fla2)],
joten
(5.6) [f ()] < |f(z2)[ +1
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aina, kun x1, x5 € |a, b ja |x; — zo] < dy.

Merkitdén 6 = min{d;, 5%}, ja jaetaan vili ]a, b[ kolmeen osaan
la,b[ = Ja,a+6[ U [a+0,b—6] U Jb—0d,b].

1°: Jos = € Ja,a + 6|, niin |z — (a + 0)| < § < 6;. Téten ehdon (5.6) nojalla

|f(@)] < |fla+d)]+1.

2°: Jos x € |b— 4, b[, niin |z — (b —0)| < < d;. Téten ehdon (5.6) nojalla

|f(x)] < [f(b—0)|+ 1.

3°: Suljetulla vélilla jatkuvana funktiona f on liséksi rajoitettu valilla [a + 6,b — 0]
(lause 5.25, s. 120), joten on olemassa sellainen M > 0, etté

f(z)) < M Vzela+d,b—14.

Merkitaén nyt
M = max{|f(a+0)|+1, [f(b—10)|+1,M}.
Talloin kohtien 1°-3° nojalla
f(@)] < M Vaelab],

joten f on vélilla |a, b[ rajoitettu. O

Esimerkki 5.31. Esimerkin 4.23 (s. 100) nojalla

. 1-—2x B
My T

joten funktio f: ]0,1[ — R,

1—2z

ei ole rajoitettu valilla ]0, 1[. Siis lauseen 5.38 nojalla f ei ole myoskaan tasaisesti
jatkuva valilla 0, 1[.

Huomautus 5.39. Avoimella valilla |a, b] jatkuva ja rajoitettu funktio ei valtté-
matta ole tasaisesti jatkuva talla valilla.
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6 * Eksponentti- ja logaritmifunktio

6.1 Eksponenttifunktio

Aiemmin luvussa 3.5 maariteltiin (huomautus 3.27, s. 66), etta

. L\" RN
e = Jm (1) = Jm 35

ja osoitettiin (huomautus 3.28; s. 66), ettd luvun e likiarvon laskemisessa voidaan
kéyttaa epayhtéloité

1\ 1 n+1
(6.1) <1 + n) <e< <1 + ) VneZ,.

n

Edelleen luvussa 5.4 méériteltiin (esimerkki 5.25, s. 127), etté,

1

= (eﬁ)m = ({‘/E)m, kunm e€Z ja neZy,

m
n

e

joten funktio (ks. kuva 6.1, s. 144)

flx) = e

on madaritelty kaikilla rationaaliluvuilla. Pyritddn nyt méarittelemaén f siten, etta
funktio tulee jatkuvaksi kaikilla reaaliluvuilla. Koska rationaalilukuja on tiheasti

reaalilukujen joukossa, tdmé méaarittely voidaan tehda vain yhdella tavalla (ks.
esimerkki 5.19, s. 117).

6.1.1 Rationaaliluku eksponenttina

Ennen varsinaista eksponenttifunktion maéarittelyd todetaan muutamia rationaali-
luvuilla méaéaritellyn eksponenttifunktion ominaisuuksia.

Lause 6.1. Josn € Z, jan > 2, niin

1 1 1
— < en—1< .
n n—1

Todistus. Epéyhtéloiden (6.1) nojalla

1\ 1 n+1
<1+) < e < (1+>
n n
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kaikilla n € Z . Valitsemalla epayhtéalon oikealla puolella luvun n sijasta luku n — 1

saadaan 1\n ] .
(1 + ) < e < (1 + )
n n—1

1 1
1+— < er < 1+
n

kaikilla n > 2. Téaten

n—1
eli

1 1 1
— < en—1<
n n—1

kaikilla n > 2. O

Lause 6.2. Jos z € Q., niin e* > 1.

Todistus. Tulos seuraa suoraan lauseesta 6.1 ja rationaalipotenssin laskusaénnois-
té. OJ

Lause 6.3. Jos 1,75 € Q, niin €*1772 = ¢™¢e"2,

Todistus. Selvé rationaalipotenssin laskusddntojen perusteella. [

Lause 6.4. Jos x1,22 € Q ja 1 < x9, niin ™' < "2,

Todistus. Koska xo = x1 + x3, missd x3 € Q., niin tulos seuraa suoraan lauseista
6.2 ja 6.3. O

Lause 6.5. Jos z, € Q (n € Z;) ja lim x,, =0, niin lim ™ =

Todistus. Koska lim x, = 0, niin
n—oo
VpeZy:3In,€Zyse — ;1) <xp < ]% aina, kun n > n,,.
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Talloin lauseen 6.4 nojalla

(6.2) 1 1

e r < e’ < er

aina, kun n > n,. Toisaalta lauseen 6.1 nojalla

0<lcer—1< 1 VYp>2
p p—1

joten suppiloperiaatteen nojalla

1

lim (e — 1) = 0.

p—)OO
Siis
. 1
limer =1
p—o0
ja
. _1 ) 1
lime » = lim — = 1.
p—00 P00 o3

Téaten suppiloperiaatteen ja ehdon (6.2) nojalla

lim e** = 1.
n—oo

. . o .. . Tn __ T
Lause 6.6. Jos z,z, € Q (n € Z,) ja nh_}rlolol‘n = x, niin nh_)nolo e =e”.

Todistus. Lauseen 6.3 nojalla

exn — 6$n_1‘+$ — e.l’n—ajel‘
Koska
T, — X € ja lim (z, —x) =
n Q J n%oo( n ) )
niin lauseen 6.5 nojalla
lim 7% = 1.
n—oo
Siis
lim e = lim e*™ %e® = 1.¢* e”.
n—oo n—oo
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6.1.2 Eksponenttifunktion maarittely ja perusominaisuuksia
Olkoon z € R. Talloin joukko
E,={"|r<zreqQ}

on lauseen 6.4 nojalla ylhdéltéa rajoitettu (ylarajaksi kelpaa miké tahansa e?, jolle
x < q (q € Q)). Taten joukolla E, on pienin yliraja ja voidaan asettaa seuraava

madaritelma.

Masritelméa 6.1. Olkoon z € R\ Q. Silloin

e’ =sup{e |r<z,reQ}.

Tutkitaan sitten saadun eksponenttifunktion e* ominaisuuksia.

Lause 6.7. Olkoon x € R\ Q jax, € Q (n€Z,). Jos z, < x kaikillan € Z,

ja li_)m Ty = T, Niin
n—oo

lim e*" = e”.

n—oo

Todistus. Valitaan mielivaltainen £ > 0. Olkoon
E,={e"|r<az,reQ}.
Koska e = sup E,, niin lauseen 2.5 (s. 30) nojalla on olemassa sellainen r € Q,

etta r < z ja

(6.3) ef—e < € < e
Lisaksi

nll_)IIQloxn:l’ ja Tp<x Vn€eZly,

joten lukujonon raja-arvon perusominaisuuksien nojalla on olemassa sellainen

rajaluku n. € Z,, ettéd
r < x, < x Vn > n..

Téaten lauseen 6.4 ja luvun e” méarittelyn (e*» € E,, e* = sup E,) perusteella

el < e < € Vn > n,.
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Siis ehdon (6.3) nojalla
el —e < e < e Vn > n.,
joten lukujonon raja-arvon maéritelman perusteella

lim e = ¢e*.
n—o0 I:]

Lause 6.8. Jos z,y € R, niin e*™¥ = e%¢Y.

Todistus. Tarkastellaan® sellaisia lukujonoja (z,,) ja (y.), etta

r, €Q, r, <z ja limuz,==x

R0
seka
m€Q, yn <y ja lim y, =y.
Tallsin

Tn+uyn < x+y YneZ, ja lim (z, +y,) = z+y.

n—o0

Téten lauseen 6.6 (rationaaliluvut) ja lauseen 6.7 (irrationaaliluvut) nojalla

lim e = €%, lim e’ = ¢e¥ ja lim ™V = "V,
n—oo n—oo n—oo

Kayttamalla lisaksi lausetta 6.3 ja lukujonon raja-arvon laskusaantoja saadaan

et = lim ™ = lim (e"e¥) = lim ™ - lim e¥" = e”e. 0

Lause 6.9. Eksponenttifunktio on positiivinen eli e* > 0 kaikilla x € R.

Todistus. Lauseen 6.8 nojalla
2

e"”:e%+%:e%-e%:<e%) >0 VreR.
On siis endé osoitettava, ettd e® # 0 kaikilla x € R. Tehdaédn vastaoletus, etta on
olemassa sellainen xg € R, ettd ™ = (0. Talloin lauseen 6.8 perusteella
=0

x To+IT—T x T—T
e’ = e™ O = el e =0 Ve e R,

missd on ristiriita, silli e! = e > 0. O

'Téllaiset lukujonot voidaan aina 18ytéé esimerkiksi valitsemalla alkiot vileiltd ]z — L, z[ ja

Jy— 5.yl (n € Zy).
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Huomautus 6.10. Lauseista 6.8 ja 6.9 seuraa suoraan, etta

e _ 1
— = "Der.i—e.f_

kaikilla z € R..

Lause 6.11. Eksponenttifunktio e® on aidosti kasvava (joukossa R ).

Todistus. Lauseen 6.4 nojalla e > e =1, jos h > 0 ja h € Q. Jos taas h > 0 ja
h € R\ Q, niin on olemassa sellainen r € Q, ettd 0 < r < h (ts. kahden reaaliluvun
vilissd on aina rationaaliluku). Talloin lauseen 6.4 ja luvun e méérittelyn perusteella

1 =¢ <e §eh.

Siis e? > 1 kaikilla h > 0. Kayttamallad nyt lauseita 6.8 ja 6.9 saadaan

et — et = e —e" = e ("—1) >0 VreRjaVh>0.
0

Téaten e” on aidosti kasvava (joukossa R).

Huomautus 6.12. Koska e” on aidosti kasvava (lause 6.11), niin esimerkin 3.23

(s. 73) ja huomautuksen 6.10 nojalla

1
lim e = oo ja lim e = lime™ = lim — = 0.
T—r00 T——00 Tr—00 T—00 el

Lause 6.13. Eksponenttifunktio e® on jatkuva kaikilla x € R.

Todistus. Tarkastellaan ensin funktiota e* pisteessd x = 0. Valitaan mielivaltainen

€ > 0. Lauseen 6.5 nojalla

. 1 .1
limern = lime » = 1,
n—o0 n—o0
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joten lukujonon raja-arvon méaritelman perusteella on olemassa sellainen n. € Z.,
etta

1 1
en — 1‘ < e ja ‘e’ﬁ — 1‘ < ¢ aina, kun n > n..
Koska liséiksi €* on lauseen 6.11 nojalla aidosti kasvava (ja ¢® = 1), niin
1

0 <ef—1 < ene—1< ¢ aina,kun0<m<ni,

ja
1 .
—e < en—1< e"—1 < 0 aina, kun —ni<x<0.

Siis
le" —1| < & aina, kun 0 < |z] < -,

joten funktion raja-arvon maéritelmén perusteella

: T _ _ 0
}CIL%B =1(=¢€").

Olkoon sitten z € R mielivaltainen. T&ll6in lauseen 6.8 nojalla
et " = g% —e” = (" —1) = -0 =0, kunh —0.

Siis
lim e**h = ¢°,
h—0

eli e on jatkuva kaikilla x € R. O

Myohempaa kayttod varten todistetaan vield seuraava raja-arvo.

r—1
Lause 6.14. lim € =
z—0 €T

1.

Todistus. Osoitetaan ensin, etta

) et —1
lim
r—0+ €T

= 1.

Olkoon 0 < z < % Arkhimedeen lauseen nojalla on olemassa sellainen n, € Z.,
ettd n, x > 1. Koska x < %, niin n, > 3. Olkoon nyt n, pienin tallaisista luvuista,
jolloin (n, — 1)x < 1. Téten

(6.4) ny —1 < < Ny

SR
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ja
1 1
— <z < .
Ny Ny — 1

Koska eksponenttifunktio on aidosti kasvava (lause 6.11), niin lauseen 6.1 nojalla

1 1 1 1
— < emw—1 < -1 < et -1 <
Ny Ng —
S
iis ) 1
— < e"—1< ,
Ng Ny — 2
joten (koska x > 0)
1 - e’ —1 < 1
Ny T T (ny —2)x
Siis ehdon (6.4) nojalla
Ny — 1 < 1 - e —1 - 1 - Ny
Ny  NgT x (ny —2)x Ny — 2
Lisdksi ehdon (6.4) nojalla n, — oo, kun x — 0+, joten
=1 .
lim ~ =1 ja lim — = 1.
z—=0+ Ny, z—=0+ N, — 2

Siis suppiloperiaatteen nojalla

) e’ —1
lim
z—0+ €T

= 1.

Jos sitten & < 0, niin huomautuksen 6.10 nojalla

e —1  ell-_1 11— 1 /el —1
= = € :()—)1, kun z — 0—.
r ~Ta] AN
—1 1
Siis —
et —
i — =1t O
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log x

A\

Kuva 6.1: Funktioiden e* ja logx kuvaajat ovat symmetrisid suoran y = x suhteen.

6.2 Logaritmifunktio

Luvussa 6.1 osoitettiin, etté eksponenttifunktio ¢” on jatkuva ja aidosti kasvava funk-
tio joukolta R joukolle R . Téten silld on jatkuva ja aidosti kasvava kédanteisfunktio
joukolta R, joukolle R. Tamé kaanteisfunktio, jota kutsutaan logaritmifunktioksi
ja jota merkitdin' log z, on siis méaritelty kaikilla > 0, ja

logr =y & €¥=ux.

Siis

(6.5) e = ¢ V>0 ja loge® = x VreR.

Erityisesti log1 = 0 ja loge = 1. Edelleen

xli%ﬂ logx = —o0 ja xll_)Iglo logx = oo,

silla huomautuksen 6.12 nojalla

lim e =0 ja lim e = oo.
T——00 L—00

Tarkastellaan seuraavaksi muutamia logaritmifunktion laskusdéntoja ja ominai-
suuksia.

LT4llA kurssilla merkinti log x tarkoittaa luonnollista logaritmia.
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Lause 6.15. Olkoon x,y > 0. Silloin

(i) log(zy) = logz + logy,

(ii) log

8=

= —loguz,

(iii) log% = logz —logy,

< |8

)
(iv) logz" = rlogz (reQ).!

Todistus. (i) Lauseen 6.8 (s. 140) nojalla

elog:erlogy — elogxelogy = zy = elog(xy).

Koska e” on aidosti kasvava, niin talloin myos
logz +logy = log(xy).

(ii) Kohdan (i) nojalla

log$+log% = log (x%) = logl = 0,
joten
log L — —1
og - = —logz.
(iii) Seuraa kohdista (i) ja (ii).

(iv) Jos 7 = 0, niin viiteyhtdlon molemmat puolet ovat nollia, ja jos r € Z,

niin tulos seuraa induktiolla kohdasta (i). Jos r € Z_, niin hyodyntdmélla tapausta
—r € Z, ja kohtaa (ii) saadaan?

1IN" 1

logz” = log () = (=r)log— = rlogz.
x x

Siis

(6.6) logz"™ = rlogx  VreZ.

Jos r ¢ Z, niin r = 7, missé m € Z ja n € Z,. Télloin ehdon (6.6) perusteella

1 1 1 1 1\7n 1
logxn = ﬁ-n-logxn = ﬁlog(xn> = ﬁlogx

Yleistyy kaikille » € R, ks. huomautus 6.18 (s. 148).

2Esitettyjen perustelujen lisiksi todistuksessa kiytetddn tavanomaisia rationaalipotenssien
laskusaéntoja.
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ja edelleen

logaz" = logazn = log<x%)m = mloga:% = m-%dogw = rlogx.
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6.3 Yleinen eksponentti-, logaritmi- ja potenssifunktio
6.3.1 Yleinen eksponenttifunktio

Olkoon nyt a > 0. Tarkoituksena on maéritella a” kaikilla x € R siten, ettéd jos
r € Q (z="m), niin

Jos a > 0 ja x € Q, niin ehdon (6.5) (s. 144) ja lauseen 6.15 (s. 145) kohdan (iv)

perusteella

T eloga“’ :rloga'

a = €

Néin ollen on luonnollista maéritella yleinen eksponenttifunktio vastaavasti kaikil-
laz € R.

Masiritelmi 6.2. Olkoon a > 0. Talloin a® = e*'°8¢ kaikilla z € R.

Huomautus 6.16. Koska eksponenttifunktio e* on jatkuva kaikilla z € R,
myo6s yleinen eksponenttifunktio a® (a > 0) on jatkuva kaikilla x € R.

v

Kuva 6.2: Funktion a® kuvaaja, kun a = % ja a = 2. Kuvaajat ovat symmetrisid y-akselin suhteen.
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Huomautus 6.17. Koska e* > 0 kaikilla z € R, myos a® > 0 (a > 0)
kaikilla z € R.

Huomautus 6.18. Yleisen eksponenttifunktion méaaritelméstd seuraa suoraan,

etta

zloga

loga® = loge = zloga

kaikilla = € R. Téten lauseen 6.15 (s. 145) kohta (iv) voidaan yleistdd muotoon

logz? = ylogx Vx>0, Vy € R.

Seuraavasta lauseesta nahddan muutamia yleisen eksponenttifunktion perusomi-
naisuuksia.

Lause 6.19. Olkoon a,b > 0 ja x,y € R. T&lléin
(i) jos 0 < a < 1, niin a® on aidosti vahenevd ja

lim a®° = oo seka lim a® = 0
b
T——00 T—00

(ii) jos a > 1, niin a® on aidosti kasvava ja

lim a® =0 seké lim a® = oo,
T—r—00 T—00

(iii) oY = a*a¥, (a*)Y = a*¥, (ab)* = a"b".

Todistus. (i) Véite seuraa suoraan siité, etta téalloin loga < 0.
(ii) Véite seuraa suoraan siité, etta télloin loga > 0.

(iii) Kayttamalld yleisen eksponenttifunktion méaritelméa ja lausetta 6.8 (s. 140)
saadaan

am+y — 6(:v+y)loga — ezloga+yloga — 6gvlogaeyloga — a%av.

Vastaavasti kayttamalla logaritmin laskusdantoja saadaan
log(a®)? = yloga® = xyloga = loga™.
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Koska logaritmifunktio on aidosti kasvava, niin talloin
(a®)¥ = a™.

Kolmannen ominaisuuden todistus jatetdan harjoitustehtéavéksi. O

Huomautus 6.20. Huomautuksesta 6.16 ja lauseesta 6.19 seuraa suoraan, etta
yleinen eksponenttifunktio a” (a > 0,a # 1) on bijektio R — R .

6.3.2 Yleinen (a-kantainen) logaritmifunktio

Kuten luvussa 6.3.1 todettiin, on yleinen eksponenttifunktio a® jatkuva ja aidosti
monotoninen bijektio R — R, kun a > 0 ja a # 1. Siis funktiolla a” on kain-
teisfunktio R, — R, kun a > 0 ja a # 1. Kéanteisfunktiota kutsutaan yleiseksi
tai a-kantaiseksi logaritmifunktioksi ja merkitdan log, x (joskus kdytetadn myos

merkintaa “log ). Siis

@ =z & log,z =y (x > 0).

v

, i log, ©

Kuva 6.3: Funktioiden a” ja log, = kuvaajat, kun a = % Kuvaajat ovat symmetrisid suoran y = x
suhteen.
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Huomautus 6.21. Koska
logx = log (aloga ”") = log, z - loga,

niin

log x

log,x = ,
loga

kun x > 0,a > 0jaa# 1.

Huomautus 6.22. Huomautuksesta 6.21 seuraa suoraan, etta logaritmin las-
kusdannot ovat voimassa myos yleiselle logaritmifunktiolle (harjoitustehtava). Esi-
merkiksi

log,, % = —log,z,
log,, 5 = log,x —log, v,
log,z¢ = c-log,x (c€R)

kaikilla z,y > 0 (ja kun @ > 0,a # 1).

Huomautus 6.23. Koska a” on jatkuva kaikilla z € R, on my06s log, = jatkuva
kaikilla x > 0. Edelleen koska a® on aidosti vaheneva, kun 0 < a < 1, niin myos
log, x on aidosti vaheneva, kun 0 < a < 1. Vastaavasti log, x on aidosti kasvava,
kun a > 1.

6.3.3 Yleinen potenssifunktio

Jos f(z) > 0, niin kdyttdmalld muunnoskaavaa

(6.7) fz)®) = plog f(@)9®) - g(x)log f(x)

voidaan méaritelld funktio f(z)9®). Funktion f(x)® ominaisuudet voidaan t&lloin
palauttaa kaavan (6.7) avulla funktion g(z)log f(x) ominaisuuksiin.
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Esimerkki 6.1. Jos x > 0, niin funktio 2” voidaan maéritella

T 6loga:”” xlogx‘

T = €

Koska
lim xlogx = o0,
Tr—r00
tastd esimerkiksi ndhdadn valittomaésti sinansa ilmeinen tulos

lim 2% = lim e®'°8®
Tr—r0o0 r—r00

= OQ.

Esimerkki 6.2. Olkoon x > 0 ja a € R. Téalloin voidaan maaritella yleinen po-

tenssifunktio

% = ealogz‘

Vastaavasti kuin yleiselle eksponenttifunktiolle voidaan osoittaa, ettd méaaritelma

yhtyy aiemmin esitettyyn rationaalilukupotenssin méaritelméaéan ja normaalit las-

kusdannot ovat voimassa. Lisdksi yleinen potenssifunktio x® on jatkuva seka aidosti

kasvava, kun a > 0, ja aidosti viheneva, kun ¢ < 0. Kun a = 0, niin z2* = 1.

Funktion e® raja-arvoista seuraa suoraan, etta

oo, kuna >0,

lim z* = lim e"*¢* = {1, kuna=0,
€T oo T—00
0, kuna <0,
ja
0, kuna >0,
h%l+ xt = 111%5r o8 = {1 kuna =0,
T— r—r

oo, kuna < 0.

Kun a > 0, voidaan lisaksi maaritella 0 = 0. Talloin potenssifunktion maarittely

laajentuu vélille [0, 0o ja f(z) = 2 on jatkuva seké aidosti kasvava valilla [0, oo

(harjoitustehtava).
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