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Tiivistelma

Taman pro gradu -tutkielman on tarkoitus toimia lukion laajan matematiikan
Vektorit -kurssin syventdaviana teoksena, joka vahvistaa lineaarialgebran perus-
teita ja johdattelee opiskelijaa yliopistomaiseen oppimistyyliin. Kurssin sisél-
t0 eroaa voimassaolevan opetussuunnitelman vaatimuksista silld, ettd joitain
matemaattisia ominaisuuksia todistetaan aksiomaattisesti, joka on yliopisto-
matematiikassa tavanomaisempaa. Tutkielmassa kasitellaan osa lukion Vekto-
rit -kurssin vaatimuksista, keskittyen vektorien aritmetiikkaan geometrisesti ja
algebrallisesti ja pistetulon ominaisuuksiin. Pistetulon hyédyntamisesté esitel-
ladn kohtisuoruuden ja projektioiden maaritelméat. Rajaus jattda opetussuun-
nitelmaan kuuluvat yhtéloryhmaét, suorat ja tasot tehtiin tarkoituksena kiyda
mukaanotetut aihealueet lukion oppimaérda syvallisemmin. Liséksi téassa tut-
kielmassa esitellidn muutamia vektoreiden kidyténnon sovelluksia, kuten néyt-
topaatteiden varin maaritykseen soveltuva RGB-varimalli ja fysiikan mekanii-
kan maailmaan kiinteésti liittyvét voimavektorit. Materiaali sisidltda jokaisesta
aihealueesta harjoitustehtavia ratkaisuineen, tehtavien painopisteen sijoittues-
sa vektoriaritmetiikkaan. Téméan pro gradu -tutkielman teorian paateoksena
on kiytetty Howard Antonin teosta Elementary Linear Algebra. Harjoituksiin
on haettu vaihtelevaa nédkokulmaa useista englanninkielisisté lineaarialgebraa
késittelevistéa oppikirjoista seké lukiotason saksankielisista oppikirjoista, ja tek-
nillisen korkeakoulun kéiytossa olevasta laajan fysiikan oppikirjasta.

Asiasanat: vektorit, vektoriaritmetiikka, pistetulo
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1 Johdanto

Tassa pro gradu -tutkielmassa perehdytéaén vektoreihin vuoden 2016 voimaan
tulleen lukion opetussuunnitelman perusteiden siséltoja seuraten. Kukin mu-
kaanotettu aihealue kiydaan lukion oppimaéaaria yksityiskohtaisemmin, todis-
taen esitellyt ominainaisuudet aksiomaattisesti. Jokaiseen aihealueeseen tarjo-
taan esimerkkejd ja harjoituksia, joihin on tarjolla myos ratkaisut. Tata tut-
kielmaa voi hyodyntaé ilman aiempaa kokemusta vektoreista, silld kaikki tar-
vittavat kisitteet méaritelladn ja todistetaan vaihe vaiheelta. Luvussa 6, joka
késittelee vektorien sovelluksia, tarvitaan tehtédvien ratkaisemiseksi aiempia fy-
sitkan opintoja.

Luku 2 keskittyy esittelemédn taméan hetkisen lukion pitkdn matematii-
kan opetussuunnitelman Vektorit -kurssin siséltoé ja tavoitteita ja pohtii kurs-
sin suhdetta tamén tutkielman sisdltoon. Sisdltojen ollessa hieman toisistaan
poikkeavia, tata tutkielmaa voisi pitaé sitovana aineistona lukiokurssin ja yli-
opistotasoisen lineaarialgebran valilla.

Luvussa 3 esitellddn vektorit geometrisind objekteina, joilla on suunta ja
pituus. Liséksi kerrotaan, miten tédssd tutkielmassa vektoreita ja skalaareita
merkitaén.

Luku 4 sisédltda vektoreiden perusmaééritelmét yhteenlaskun, viahennyslas-
kun ja skalaarilla kertomisen geometrisind objekteina. Vektorit kiinnitetdan 2-
ja 3-ulotteisiin koordinaatistoihin ja esitetddn, miten niiden avulla laskutoimi-
tukset on perusteltuja tehdd komponenteittain.

Luku 5 késittelee varsinaisesti vektoriaritmetiikan, jossa vektorien laskusaén-
not todistetaan aksiomaattisesti. Vektoreilla laskemista laajennetaan muuta-
mien tehtavien ja esimerkkien avulla useampiulotteisiin vektoriavaruuksiin, esi-
merkiksi 5-ulotteisiin. Vektoriaritmetiikkaan kuuluu olennaiselta osin vektorin
pituuden ja vektorien vélisten etdisyyksien maéaritteleminen. Lisdksi luvussa
maaritellddn yksikkovektorit ja edelleen niiden avulla yksikkokoordinaattivek-
torit.

Pistetulon kasite, joka liittyy vektoriaritmetiikkaan, esitellidn luvussa 6.
Pistetuloa apuna kiyttden maéritellaan vektorin kohtisuorat projektiot, jotka
ovat edelleen maariteltavissa kantavektoriensa avulla.

Viimeisessd luvussa esitellddn sovelluksena vektoreista yhta tietokoneiden
néayttojen virikoodaamiseen kiytettavia RGB-varimallia, sekd vektorit fysii-
kan mekaniikan apuvalineina havainnollistamaan fysiikan lakien vaikutusta yk-
sittéisiin kappaleisiin.

Tutkielma péadldhteend on kdytetty Howard Antonin teosta Elementary Li-
near Algebra [1] vuodelta 1973. Tésté teoksesta on lisdksi ollut kiytossa lisé-
osalla varustettu teos vuodelta 2011 [3]. Matematiikan tehtdviin on pééteoksen
lisédksi haettu kdytdnnonlaheistda kulmaa lahteista (2], [4], [5], [7], [9] ja [10], se-
ki RGB-vérimallin teoriaan, ettd tutkimiseen internetsivustoja [8], [11], [12] ja
[13].



2 Tutkielman suhde lukion opetussuun-
nitelmaan

Uusimmassa, vuoden 2016, opetussuunnnnitelman perusteissa, laajan mate-
matiikan osalta, Vektorit -kurssin tavoitteena on kayda lapi vektorien peruso-
minaisuudet ja yhteen- ja vihennyslasku, seké skalaarilla kertominen. Lisdksi
kurssiin siséltyy koordinaatistoon sijoittuvien vektorien pistetulo eli skalaaritu-
lo. Kurssiin kuuluu my6s yhtéloryhmien ratkaiseminen, seké suorien ja tasojen
késitteleminen avaruudessa.

Tassé pro gradu -tutkielmassa perehdytaén perusominaisuuksiin lukion op-
pimédrda syvallisemmin, todistaen vektorien ominaisuuksia aksiomaattisesti.
Vektorilaskentaa lahestytdaan geometrisesti ja algebrallisesti ja koska on halut-
tu keskittya vektoreihin ja niiden perusominaisuuksiin, tutkielmassa ei késitella
yhtéaloryhmien ratkaisemista, eiké suoria ja tasoja. Sen sijaan on haluttu tuo-
da lukion vektorikurssia laajemmin esille vektorien merkitys jokapaiviisessé
ympaéristossiamme ja viimeiseen lukuun on koottu muutamia esimerkkeja siita,
missa vektoreilla operoimisesta on hyotya reaalimaailmassa.

Tyosta on jatetty pois vektorien kasittely tietokoneen laskinohjelmistoilla,
seké graafisilla kdyttoliittymilla. Koska lukiokurssit suoritetaan tédnd paivina
digitaalisissa ympéaristoissd, on luontevaa, etté téstd aiheesta tehtavat jatko-
tarkastelut olisi hyva siirtda sahkoiseen oppimisympaéaristoon. Tamén kaltaista
tutkielmaa voikin parhaiten hyodyntéé, kun haluaa vahvistaa yliopistotasoisen
lineaarialgebran perusteita. Yliopistomaailmassa ei vuonna 2018 juurikaan ol-
la siirrytty sédhkoisiin oppimisalustoihin ja yliopistomatematiikan opiskelijaksi
aikovan on hyva palauttaa mieleen matematiikan tekeminen pelkén kynén ja
paperin avulla.

Lineaarialgebraksi kutsuttu matematiikan ala tutkii vektoreita hyvin laaja-
alaisesti ja silla on sovelluksia etenkin fysiikassa ja tekniikassa. Lineaarial-
gebran perusteissa tulevat kiyttoon mm. matriisit. Matriisien késite otetaan
esille lukio-opetuksessa lahinna niissa lukioissa, joissa on painotus matematiik-
kaan. Esimerkiksi Tampereen teknillisessé lukiossa aihetta voi opiskella Lineaa-
rialgebra MAA17 -kurssilla, jossa esitellddn matriisien liséksi lineaariset yhté-
loryhmét ja niiden kasittelyyn vaadittavia tekniikoita. Tampereen yliopistossa
on mahdollista opiskella lineaarialgebraa sekd perusteita késittelevien aineo-
pintokurssien etté hyvin abstrakteja rakenteita tutkivien syventédvien kurssien
avulla.



3 Geometriset vektorit

Tassa luvussa 3 vektorit esitellidn geometrisesti. Tekstissd maaritellaan vekto-
rien aritmeettiset operaatiot ja todistetaan joitakin perusoperaatioita.

Useat fysikaaliset suureet, kuten pinta-ala, pituus ja massa, ovat taydellises-
ti madritettyjéd, kun suure ilmaistaan reaalilukuna. Monet fysikaaliset suureet
eivit ole taydellisesti maariteltyja ennen kuin sekd suuruus ettd suunta ovat
annetut. Voima, paikka ja nopeus ovat esimerkkeja vektoreista.

Vektorit voidaan esittdd geometrisesti suuntajanan tai nuolen avulla 2- tai
3-ulotteisessa avaruudessa; nuolen suunta antaa vektorin suunnan ja sen pi-
tuus suuruuden. Nuolen pyrstod kutsutaan vektorin alkupisteeks: ja sen kirkea
loppupisteeksi. Tassa tyossa vektoreita merkitdan pienilla kursivoiduilla kirjai-
milla, joiden p#alld on viiva, kuten @, k, 7, @ ja Z. Vektoreiden yhteydessi lu-
vuista kiytetddn ilmaisua skalaari. Téssa esityksessa skalaarit ovat reaalilukuja
ja niitd merkitadn pienelld tavallisilla kirjaimilla, kuten a, k, v, w ja x .

Kuvassa 3.1 vektorin v alkupiste on A ja loppupiste B. Merkitaéan

7= AB.

I=

Kuva 3.1: Vektori E

Kuva 3.2: Ekvivalentteja vektoreita

Vektoreita, joilla on sama pituus ja sama suunta, kuten kuvassa 3.2, kut-
sutaan ekvivalenteiksi. Koska vektori halutaan méaaritella pituutensa ja suun-
tansa avulla, ekvivalentteja vektoreita pidetddn samoina vektoreina, vaikka ne



sijaitsisivat eri paikassa. Ekvivalentit vektorit tulkitaan samaksi vektoriksi. Jos
vektorit ¥ ja w ovat ekvivalentteja, merkitdan v = w.

Vektorin, jonka alkupiste ja loppupiste yhtyvét, pituus on nolla. Téllaista
vektoria kutsutaan nollavektoriksi ja sitd merkitidin symbolilla 0. Nollavek-
torilla ei ole suuntaa, sen ajatellaan osoittavan tehtdvin ratkaisun kannalta
olennaiseen suuntaan.



4 Vektorien laskutoimituksia ja vektorit
koordinaatistossa

Vektoreilla on useita tarkeité operaatioita, joilla yleensa on fysiikan lait 1ahto-
kohtanaan.

4.1 Vektorien yhteenlasku

Maaritelma 4.1. Jos v ja w ovat kaksi vektoria, niin niiden summa v + w
on vektori, joka mééritellidn seuraavasti. Asetetaan vektori w siten, ettd sen
alkupiste on vektorin v loppupisteessia. Vektori v + w esitetdéan nuolella, joka
lahtee vektorin v alkupisteesté ja paattyy vektorin w loppupisteeseen (kuva
4.1). Laskutoimitusta sanotaan yhteenlaskuksi.

Kuva 4.1: Vektorien summa

Kuvassa 4.2 on esitetty kaksi summaa, 7+ (sinisin nuolin) ja W+ (vihrein
nuolin).

Kuva 4.2: Vektorien yhteenlaskun vaihdannaisuus

On ilmeisté, etta

<
+
gl
I
g
+
<



ja vektorien v ja w summa yhtyy niiden méarittelemén suunnikkaan lavistajan
kanssa, kun vektorit 1ahtevit samasta alkupisteesté. Nollavektorin yhteenlasku
on madritelty kaavalla

0+7=7+0=70

kaikille vektoreille v.

Mikali v on nollasta poikkeava vektori, on yksiselitteisté, ettd ainoa vektori
w, joka toteuttaa yhtilon v+w = 0 on vektori, jonka suuruus on yhtisuuri kuin
vektorin v, mutta suunta on vastakkainen, kuten kuvassa 4.3. Tata vektoria w
kutsutaan vektorin v vastavektoriksi ja merkitdaan

<l

W= —

Lisdksi méaaritelldan

Kuva 4.3: Vastavektori

4.2 Vektorien vihennyslasku

Maaritelma 4.2. Jos v ja w ovat kaksi vektoria, niiden erotus toisistaan on
maédritelty kaavalla
T—wW="1+(—w).

Vektori 7 — w pystytédédn ilmaisemaan ilman vektorin —w méérittelyé. Ase-
tetaan vektorit v ja w niin, ettd vektorien alkupisteet yhtyvét; vektoriksi v —w
kutsutaan vektoria, jonka alkupiste on vektorin w loppupisteessé ja loppupiste
vektorin v loppupisteessi (kuva 4.4).



A )

Kuva 4.4: Vektoreiden erotus

4.3 Vektorin kertominen skalaarilla

Maéritelmi 4.3. Jos U # 0 on vektori ja k # 0 on reaaliluku (skalaari), niin
tulo kU on méaaritelty vektoriksi, jonka pituus on |k| kertaa vektorin T pituus
ja joka on vektorin v suuntainen, jos k > 0, ja vastakkaissuuntainen vektorille
v, jos k < 0. Lisiiksi médritelldsin kv = 0, jos k = 0 tai v = 0.

Kuva 4.5 havainnollistaa vektorien v, 1o, (—1)7, 20 ja (—3)v vilisid suhteita.

/y//

Kuva 4.5: Vektori v kerrottuna eri skalaareilla

Huomaa, ettd vektorin (—1)v pituus on yhtd suuri vektorin ¥ pituuden
kanssa, mutta vektorit ovat vastakkaissuuntaiset. Taten (—1)7 on vektorin T
vastavektori, siis

(—1)v = —v.

10



4.4 Vektorit tasokoordinaatistossa

Tutkitaan vektoreita seuraavaksi 2-ulotteisessa avaruudessa eli tasossa. Olkoon
v miké tahansa tason vektori. Oletetaan, kuten kuvassa 4.6, etta vektorin alku-
piste on tasokoordinaatiston origossa. Vektorin v loppupisteen koordinaatteja
v1 ja vy kutsutaan vektorin v komponenteiksi ja kirjoitetaan

V= (Ul,’UQ).

v, v2)

-1

Kuva 4.6: Vektorin komponentit

Jos ekvivalentit vektorit, v ja w, sijoitetaan siten, ettd niiden alkupiste
sijaitsee origossa, on ilmeistéd, ettd myds niiden loppupisteiden tulee olla samat
(koska vektoreilla on sama pituus ja suunta). Néin ollen vektoreilla on samat
komponentit. On yhté ilmeista, ettd vektoreilla, joilla on samat komponentit,
taytyy olla yhté suuri pituus ja sama suunta, mistd seuraa, ettd vektorien on
oltava samat. Téten siis kaksi vektoria

V= (’Ul,UQ) ja w = (wl,wg)
ovat sama vektori, jos ja vain jos
V1 = W ja Vo = W3y.

Vektorien yhteen- ja vihennyslasku seké skalaarilla kertominen on hyvin
helppoa ilmaista komponenttien avulla. Kuvasta 4.7 kiy ilmi, etta jos

v = (’Ul,UQ) ja w = (wl,wg)

niin

v+w = (U1+w1,U2+w2)

11



(v1+w1 v2+w2)

fwl w2)

x]r

Kuva 4.7: Vektorien yhteenlasku komponenteittain

Jos T = (v1,v2) on vektori ja k # 0 on skalaari, niin kiyttden yhtenevien
kolmioiden geometrista perustelua (ks. kuva 4.8), voidaan osoittaa, etta

kv = (kvl, k’Ug).

(kb kua)

1
1
1
;TJ2 T _________ |(1Jl:1"2] i
- - ’

vl

x ¥

kug—

Kuva 4.8: Vektorin kertominen skalaarilla
Samalla tavoin komponenteittain voidaan ilmaista vastavektori

-0 =(—-1)v = (—vy, —v3)

12



ja vektorien vahennyslasku

W—T=w+ (—0) = (wy + (—v1), w2 + (—vq)).

Esimerkki 4.1. Vektorien yhteenlasku. Olkoon w = (3,1), 7 = (2, —-3) ja
w = (—1, —2) kolme vektoria. Vektoreita voidaan laskea yhteen kompomenteit-
tain, jolloin

a) u+w=(3,1)+(-1,-2) =3B+ (-1),1+(=2)) = (2,-1)
b) v—u=(2,-3)-(3,1)=(2-3,-3-1) = (-1, —4).

Ks. kuva 4.9.

2
-2 -1 ] 1 2 3 v+ ()

Kuva 4.9

Esimerkki 4.2. Vektorin kertominen skalaarilla. Olkoot u, U, ja w vektorit
kuten esimerkissd 4.1. Vektorin pituutta voidaan skaalata kertomalla kukin
komponentti skalaarilla (ks. kuva 4.10):

a) 30 =23(2,-3) = (3-2,3-(=3)) = (6,-9)
b) —2w = -2(-1,-2) = ((-2) - (-1),(=2) - (-2)) = (2,4).

13



2w=(2,4)

4 \
\ 1
\
\
AY
N\ 3v=(6,-8)
& N 1 0 1 2
\
\
A
“\ 1
\
8 \\
v 2
Y
(a) 3u (b) —2w
Kuva 4.10

4.5 Vektorit kolmiulotteisessa koordinaatistossa

Aivan kuten tason vektorit voidaan ilmaista lukuparien avulla, 3-ulotteisessa
avaruudessa vektorit voidaan ilmaista reaalilukukolmikkoina. Tamé tapahtuu
ottamalla kdyttoon suorakulmainen koordinaatisto.

Valitaan ensin piste O, jota kutsutaan origoksi. Téméan jdlkeen valitaan
kolme origon kautta kulkevaa, toisiaan kohtisuoraan olevaa suoraa, joita kut-
sutaan koordinaattiakseleiksi. Nama akselit nimetédan x-,y-, ja z-akseleiksi ja va-
litaan jokaiselle positiivinen suunta seké pituusyksikko etaisyyksien méaaritta-
miseksi. Jokainen koordinaattiakselipari maarittaa tason, jota kutsutaan koor-
dinaattitasoksi. Niihin viitataan nimilld xy-taso, xz-taso ja yz-taso. Jokaiseen
3-ulotteisen avaruuden pisteeseen P voidaan viitatata lukukolmikolla (x,y, 2)
seuraavasti. Koordinaattitasojen kanssa yhdensuuntaiset tasot asetetaan kulke-
maan pisteen P kautta ja tasojen leikkauspisteitd koordinaattiakselien kanssa
merkitédén kirjaimin X,Y, Z (kuva 4.11). Pisteen P koordinaatit mééritelldan
pituuksina

[ =[] <o)

kun X, Y, Z ovat positiivisella suunnalla origoon nahden.

Jos 3-ulotteisen avaruuden vektorin v alkupiste on sijoitettu suorakulmaisen
koordinaatiston origoon, télldin loppupisteen koordinaatteja kutsutaan vekto-
rin v komponenteiksi ja kirjoitetaan

o=

v = <U17U27U3)'

Jos T = (vy,v2,v3) ja W = (wy,ws,ws) ovat kaksi 3-ulotteisen avaruuden

14



Kuva 4.11: Piste P 3-ulotteisessa koordinaatistossa

vektoria, niin samoin argumentein kuin tasokoordinaatiston vektoreille voidaan
todeta seuraavat tulokset:

Esimerkki 4.3. Olkoot @, ¥ ja W vektoreita, missa uw = (3,2,1), v = (1, -3, 2)
jaw = (—1,3,2). Silloin saadaan:

a) —u=—(3,2,1) = (—3,-2,—1),
Yhteenlaskussa vektorit voidaan laskea komponenteittain yhteen:
b) w+u=(-1,3,2)+(3,2,1) = (-1+3,3+2,2+1) = (2,5,3).
Viéhennyslaskun kanssa toimitaan samoin:

o) v—w=(1,-3,2) — (=1,3,2) = (1 — (=1),(=3) — 3,2 — 2) = (2, =6, 0).

15



(2,34

- y

X
Kuva 4.12: Piste, jonka koordinaatit ovat (2,3,4)

Jos vektoreita skaalataan, toimitaan kuten edelld. Ensin kirjoitetaan vek-
torit komponenttimuodossa ja sen jalkeen kertoimilla kerrotaan kukin kompo-
nentti laskujérjestyksen mukaisessa jarjestyksesséa. Téasséd ensin sulkujen sisél-
14 oleva kerroin 2 kerrotaan sisdén, sitten lasketaan sulkujen sisilla oleva vé-
hennyslasku (edelleen komponenteittain) ja lopuksi kerrotaan saadun vektorin
komponentteja luvulla 3. Siis

d) 3(7 — 2@) = 3((3,2,1) — 2(~1,3,2))
—3((3,2,1) — (2- (=1),2-3,2-2))
=3((3,2,1) — (1,6,4))

—3(3-1,2—6,1—4)
=3(2,—4, -3)
= (6,—12, —9).

4.6 Harjoitustehtavia

1. Olkoon @ = (4,—3) ja b= (—4,1). Laske

(a) a+b
(b) b—a
() 3@

(d) 20

(e) 2(a —b)

2. Etsi sellainen vektori @, ettd 2u = v, kun vektori v = (8, 2, —g).

3. Lausu tuntematon vektori tunnettujen vektorien avulla (ks. kuva 4.13).
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(i) (i)
Kuva 4.13

4. Olkoot vektorit O_fZ ja O@ kuten kuvassa 4.14. Téll6in @ = 06—0? =
(¢1—71,g2—72,q3—73). Jos piste Q = (4, =2, —3) japiste R = (1, =5, —6),
niin mika on vektori QR?

Kuva 4.14

5. Olkoot @ = (—4, 3,6) jav = (4, 1,5) kaksi vektoria 3-ulotteisessa avaruu-
dessa. Laske

Etsi sellainen skalaari k, jolle péatee kw = uw + u? Mika talloin on
vektori w?
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6. Kuvan 4.15 vektorit @, b, ¢ ja d voidaan lausua muiden vektorien avulla:
a = d — ¢+ b. Lausu vektorit b, ¢ ja d samoin muiden vektorien avulla.

Kuva 4.15

—
7. Pisteet A ja B ovat annettuja. Maarita zﬁ ja BA, kun

0,0,0) ja B = (1,2,3)

a) A= (

A= (3,-4,5) ja B = (0,0,0)
A=(

A=

(a)
(b)
()
(d)

1,-3,—4) ja B = (—5,3,—4)

(3,—4,5) ja B =(2,2,—6)

8. Suunnikkaan kolmen kulman pisteiden koordinaatit tunnetaan: A = (1,2, 3),
B = (3,4,1) ja C = (1,5,3). Mééritd piste D siten, ettd pisteistd muo-

dostuu suunnikas ABC' D, jossa AD on yhdensuuntainen (ks. méaritelméa

5.1) sivun BC kanssa (merkitadn AD I B?) ja DC | AB.

9. Mitkd suuntajanoista ("nuolista") kuuluvat samaan vektoriin (ks. kuva
4.16)? Nimed ja anna vektorien koordinaatit.

Qe———»oR
. ] N
2 “\; /
1 3 § /
X
112
Kuva 4.16
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5 Vektoriaritmetiikkaa

Téassd luvussa esitelldadn vektoriaritmetiikan laskusdénnot ja vektorin pituus
sekd 2- ettd 3-ulotteisessa avaruudessa. Lisdksi tutustutaan yhdensuuntaisten
vektorien ja yksikkovektorin madritelméaan ja hyodynnetaan yksikkovektoreita
ilmaisemaan vektoreiden komponenttimuoto toisella tavalla.

5.1 Vektorien laskusaannot

Lause 5.1. Jos u,v ja w ovat vektoreita 2- tai 3-ulotteisessa avaruudessa ja k
ja 1 ovat skalaareja, niin

Ennen todistamista on huomattava, ettda vektoreihin on olemassa kaksi 14-
hestymistapaa: geometrinen, jossa vektorit esitetddn nuolina tai suuntajanoina,
ja analyyttinen, jossa vektorit esitetddn lukupareina tai -kolmikkoina. Taméan
johdosta lauseen 5.1 tulokset voidaan todistaa sekd geometrisesti etta analyyt-
tisesti. Seuraavaksi esitetdén kohdan (b) todistus molemmin tavoin.

Todistus (b) analyyttisesti. Olkoot u, v ja w 2-ulotteisen avaruuden vektoreita.
(Todistus 3-ulotteiselle vektoreille menee samalla tavalla.) Jos @ = (uy,us),
U = (v1,v9) ja W = (wq,ws), niin

(u+v)+w

= [(u1, u2) + (v1,v2)] + (w1, w2)
= (uy + vy, us + v2) + (wy, wo)
([ur + v1] + w1, [ug + va] + wo)
(ug + [v1 + w1, ug + [vg + ws))

(ur,u2) + (v1 + wy, v2 + wo)
ﬂ+w+w)
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Todistus (b) geometrisesti. (Kuva 5.1). Olkoot u, v ja w 2-ulotteisen avaruuden

vektoreita. Téssa vektorit u,v ja w esitetddn suuntajanoina P‘Ciﬁ ja ]ﬁ .
Talloin

+m:cﬁ ja ﬂ+(@+w):P—§.

v

a+v=PR ja (a+6)+w:ﬁ.

Myo6s

Siis

(u+v) +w
Kuva 5.1: Vektorien yhteenlaskun vaihdannaisuus

Esimerkki 5.1. Vektorien laskusddnnoista lauseessa 5.1 esitetddn seuraavat
esimerkit. Olkoot u = (2,5), v = (6,—1), w = (1,1) ja 0 = (0,0) 2-ulotteisen
avaruuden vektoreita. Talloin

(a) u+v=1(2,5)+(6,—-1)=(2+6,5—1) = (8,4)
T+u=(6,—1)+(2,5)=(6+2,—-1+5) = (8,4)

((2,5)+(6,=1))+(1,1) = (8,4)+(1,1) = (8+1,4+1) = (9,5)
(2,5)+ (6+1,—1+1) = (2,5)+ (7,0) = (2+ 9,5+ 0) = (9,5)
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() u+0=1(2,5)+(0,0)=(2+0,54+0)=(2,5) =7
+

(e) 3(2w) = 3(2(1,1)) = 3(2,2) = (6,6)
(3-2)T = 6(1,1) = (6,6)

() 4T@+D) = 4((2,5)+(1,1)) = 4(2+1,5+1) = 4(3,6) = (4-3,4-6) = (12, 24)
AT+ 4T = 4(2,5) + 4(1,1) = (4-2,4-5) + (4-1,4- 1) = (8,20) + (4,4) =
(8 +4,20 + 4) = (12,24)

— 51 =>5(2,5) = (5-2,5-5) = (10, 25)
(2,5)=1(2-2,2-5)+(3-2,3-5)
— (4,10) + (6, 15) = (4 + 6,10 + 15) = (10, 25)

(h) 1Tm=1(2,5)=(1-2,1-5) =7

Esimerkki 5.2. Tamé esimerkki késittelee 5-ulotteista avaruutta, jolla on sa-
manlaisia ominaisuuksia, kuin 2- ja 3-ulotteisilla. Olkoot vektorit @ = (2,1, —3,1, —1)
jav = (—2,—1,1,0, 3). Etsi skalaarit a ja b siten, ettd au+bv = (10,5, —9,2, —11).

Ratkaisu: Sijoitetaan vektorit yhtdlo6n komponenttimuodossa, jolloin saadaan
au+bv =a(2,1,-3,1,—1) + b(—-2,-1,1,0,3) = (10,5, -9,2, —11).
Kerrotaan skalaareilla kukin komponentti, jolloin saadaan
(2a,a,—3a,a,—a) + (—2b,—b,b,0,3b) = (10,5, 9,2, —11).

Muodostetaan yhtaloryhma

(20— 2b =10
a—b=5
—3a+b=-9
a+0=2
| —a+3b=—
Yhtéalosta saadaan ratkaisuksi a = 2 ja b = —3. Tarkistetaan sijoittamalla arvot

yhtéloryhmaéan ylimpéan lausekkeeseen:
20 —2b=2-2—-2-(-3)=4+46=10.

Vastaus: Yhtalo patee, kun a =2 ja b= —
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Esimerkki 5.3. Tamaé esimerkki kasittelee 4-ulotteista avaruutta. Olkoot vek-
torit v = (—3,1,0,2) jaw = (1,4, —2,0). Maarita vektori z, jolle pétee

2Z — 3w = 3(v + 2).

Ratkaisu: Ratkaistaan yhtélosta vektori z seuraavasti

2z — 3w = 3(v + 2) || kerrotaan sulut auki
2Z2-3w=30+3z ||+3wja —3z
2z -3z =3v+ 3w
-z = 3v + 3w.
z = —3v — 3w.

Sijoitetaan edelliseen yhtéloon vektorit komponenttimuodossa, v = (-3, 1,0, 2)
jaw = (1,4,-2,0). Saadaan

—30 — 3w
—3(-3,1,0,2) — 3(1,4, —2,0)
(9,—3,0,—6) — (3,12, —6,0)
(9—3,-3—12,0 — (—6),—6 — 0)
(6, —15,6, —6).

v wlowl vl
I

Vastaus: Kun Z on vektori (6, —15,6, —6), niin yhtélé 2z — 3w = 3(v + Z) on
tosl.

5.2 Yhdensuuntaiset vektorit

Maaritelma 5.1. Nollasta poikkeavia vektoreita u ja v kutsutaan yhdensuun-
taisikst vektoreiksi, jos on olemassa reaaliluku k siten, etta

(5.1) i = k.

Jos k > 0, vektorien w ja v sanotaan olevan samansuuntaiset. Jos k < 0, niiden
sanotaan olevan vastakkaissuuntaiset.

Esimerkki 5.4. Olkoot vektoriu = (—2,8,1) jav = (—1,4, %) Madérité kerroin

k siten ettd vektorit ovat yhdensuuntaiset eli uw = k7.
Ratkaisu:
_ _ 1
u = kv=k(—1,4, 5)
1
(—=2,8,1) = Kk(1,4, 5)

1
(<2,8,1) = (=k 4k, k)
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Tasta saadaan vastavuudet

Kaikista yhtaloistd saadaan kertoimelle k arvoksi 2.

5.3 Vektorin pituus 2-ulotteisessa avaruudessa

Vektorin v pituutta kutsutaan usein vektorin v normiksi ja sitd merkitdan
notaatiolla ||7|| . Pythagoraan lauseesta seuraa, etta

(5.2) [l = /vt + 3,

kun
v = (vy, V).

7

]

=Y

Kuva 5.2: Vektorin ¥ normi eli pituus

Esimerkki 5.5. Vektorin ¥ = (3,2) normi yhtélon (5.2) perusteella on
9] = V32 +22 =0+ 4=+13

5.4 Vektorin pituus 3-ulotteisessa avaruudessa

Olkoon T = (vy,vq,v3) vektori 3-ulotteisessa avaruudessa. Vektorin ¥ normi
méédritetddn talloin (kuva 5.3) Pythagoraan avulla seuraavasti:

ol = | @R+ |@9)|| +]|7P)

2
.2 2 2
=] +v; + vs3.
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P[Ula Ua, 1}3.)

Kuva 5.3: Vektorin ¥ normi eli pituus 3-ulotteisessa vektoriavaruudessa

Talloin

(5.3) 9] = 1/ v? + v3 + vi.

Jos pisteet Py (z1,y1, 23) ja Py(x2,ys, z2) ovat 3-ulotteisen avaruuden kaksi

T
pistetta, silloin niiden vélinen etéisyys d on vektorin P; P, normi (ks. kuva 5.4).
Koska

—
PP = ($2 — T1,Y2 — Y1, 22 —21)7

niin

d=/(ws—21)2 + (Y2 — 1) + (22 — 21)*.

Samoin jos Pj(z1,y1) ja Pa(z2,y2) ovat pisteitd 2-ulotteisessa avaruudessa,
niiden vélinen etéisyys on:

d=/(z2— 1)+ (y2 — 11)%

Esimerkki 5.6. (a) Vektorin © = (3,—2,6) normi yhtélon (5.3) perusteella
on

@] = /32 + (—2)2+62=vV9+4+36 =149 =T.

(b) Pisteiden P, = (0,—7,3) ja P, = (—1,—6,3) vélinen etaisyys on

d=+/(0—(=1)2+ (=7~ (=6))* + (3 - 3)?
=12+ (=124 02 =V1+1+0
=2
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Koska pisteiden koordinaattien erotus korotetaan toiseen potenssiin, ei ole mer-
kitystd kumpi on vihennettava ja kumpi vihentaja. Esimerkiksi tédssé

d=/(-1-02+(=6—(-7))>+(3-3)> = V2.

-

Pyl ry. s 25)
d
-+ -# + Bl

Kuva 5.4: Kahden pisteen vilinen etéisyys d 3 -ulotteisessa vektoriavaruudessa

5.5 Yksikkovektorit

Vektoreita, joiden pituus on 1, kutsutaan yksikkovektoreiksi. Jos @ on nollasta
poikkeava vektori, on olemassa yksikkévektori ug; vektorin @ suuntaan. Vektorin
Uz maarittamiseksi tiedetddn, etta

|@z|| = 1 ja Tz = ka jollekin k > 0.

Tasta seuraa, etta

= |[u| = [|kall = [k|[[al] = & [[a]

Téaten !
k= T—11
[a]
mista seuraa, etta
1
© all
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Uy (1

Kuva 5.5: Vektorin a yksikkévektori g

Esimerkki 5.7. Etsi sellainen yksikkévektori ug, joka on yhdensuuntainen vek-
torin @ = (4, 3) kanssa.
Ratkaisu: Vektorin @ pituus saadaan

o] = VE+F =5
ja talloin
1 4 3
_E: - 4a3 = \zs =/
U =p(4,3)= (%)

Harjoitustehtédvané on varmistaa, ettd vektorin ug pituus on 1.

2- ja 3-ulotteisten avaruuksien akselit maéritellaén yksikkokoordinaattivek-
torien 7, 7 ja k avulla. 2-ulotteisessa avaruudessa ndmé vektorit ovat

7=(1,0) jag=(0,1)
ja 3-ulotteisessa avaruudessa

7=(1,0,0),7=(0,1,0) ja k = (0,0,1).

A
I
1
I
1

Kuva 5.6: Yksikkovektorit koordinaattiakseleilla

Jokainen vektori v = (v, v9) 2-ulotteisessa avaruudessa ja vektori
u = (uy,us,us) 3-ulotteisessa avaruudessa voidaan ilmaista kantavektoriensa
lineaarikombinaationa:

v = (Ul,UQ> = Ul(l, 0) + ’UQ(O, 1) = v+ Ugj
u = (ula Ug, Ug) = ul(la 07 0) + u2(07 17 0) + U’3(07 07 1) =u1? + U’2j + U3E-
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Standardin kannan n-ulotteiselle vektoriavaruudelle muodostavat kantavektorit
€1,€9,...,€E,, missa

e =(1,0,0,...,0), e =1(0,1,0,...,0),..., &,=(0,0,0,...,1),

jolloin vektori v voidaan lausua n-ulotteisessa avaruudessa kantavektorien line-
aarikombinaationa seuraavasti:

U= (v1,V2y...,Uy) = U1€] + V282 + -+ - + UpCp.

Esimerkki standardikannan lineaarikombinaatiosta 3-ulotteisessa avaruudessa
on

(=1,3,5) = —1+ 37+ 5k
ja 6-ulotteisessa vektoriavaruudessa on
(—=2,1,0,3,4,1) = —2€; + e + 3e4 + 4e5 + .
Siis 3-ulotteisessa avaruudessa
1=¢,]=¢6 jak=es.
Kannan tésméllinen késittely on téssa tutkielmassa sivuutettu. Téassa luvussa

on ldhteind kiytetty teoksia [3],[10].

5.6 Harjoitustehtavia

1. Laske seuraavien pisteiden vélinen etaisyys

(a) Pi(5,—1) ja P»(3,4)
(b) Pi(2,—3,7) ja P»(—6,2,3).

2. Laske vektoreiden @ ja U vélinen etéisyys (eli erotusvektorin pituus), kun

(a) w=(0,-2) jav = (—3,2)
(b) @=(2,2,2)ja® = (4,0,1).

3. Olkoon u = (3,2,4), v = (2,—1,5) jaw = (1,0, —1). Laske:

(a) [fl]

(b) |7

(¢) [w+7]

(d) || =3l = 3|7
(e) ”TEH@.

4. Etsi sellainen skalaari k, ettd ||k7|| =5, kun 7 = (4,1,2).

27



10.

11.

12.

13.

14.

Laske vektorin @ = (£, £

. Laske vektorin 7 = (2, —2, —1) pituus ja etsi vektori @, jonka pituus on 1

ja joka on vektorin ¥ suuntaan (eli @ = kv, k > 0).
Sievenné

(a) (2147 —k) — (71— 27 + 4k)

(b) 20— k) = (1 +7)

(c) (21 —7+ 2k)+2(5] — k)

(d) 2(0—7) +5(21+7—k)

Muunna edellisen tehtévéin kohtien (b), (c) ja (d) sievennetyt yksikkovek-
toriesitykset lukukolmikkomuotoon.
Esim. 57 — 47 + 3k = (5, —4, 3).

Etsi skalaari b siten etts vektorit —7 + 57 + k ja 27 — b7 — 2k ovat yhden-
suuntaisia (mikali sellainen on olemassa).

Etsi skalaari b siten ettd vektorit 3z +7 ja b7 — k ovat yht# pitkid (mikli
sellainen on olemassa).

Olkoot @ =214+97— 8k jab=21+37—k

(a) Tlmaise 2b — @ yksikkovektorien 7,7 ja k avulla.
(b) Laske ||2b—al|.

(c) Etsi yksikkévektori Tz suuntaan ¢ = 2b — @.

Olkoot

aG=-21+2j—4k b=31-37+6k c=1-7+2k d=21—7+2k

(a) Mitké vektoreista ovat yhdensuuntaisia?
(b) Mitka vektoreista ovat samansuuntaisia?

(c) Mitka vektoreista ovat vastakkaissuuntaiset?
Etsi skalaari b siten etté Hbi +O-1)7+ (b+ 1)EH =92,

Todista véite: Jos v on vektori 2-ulotteisessa vektoriavaruudessa ja k on
reaaliluku, niin ||k7|| = |k|||7]|.
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6 Pistetulo

Tassa luvussa esitellddn erddnlainen tulo vektoreille 2- ja 3-ulotteisessa ava-
ruudessa. Tulon aritmeettisia ominaisuuksia todistetaan ja esitelladn muuta-
mia tulon sovelluksia.

6.1 Maaritelma ja perusominaisuuksia

Olkoot w ja v kaksi nollavektorista poikkeavaa vektoria 2- tai 3-ulotteisessa ava-
ruudessa ja oletetaan niiden alkupisteiden olevan samassa pisteessd. Vektorien
u ja U vdlinen kulma méaéritellaédn siten, ettd 0 < 6 < 7 (ks. kuva 6.1).

Maaritelma 6.1. Jos u ja v ovat vektoreita 2- tai 3-ulotteisessa avaruudessa ja
0 vektorien w ja v vélinen kulma, niin pistetulo u-v (nimeltdédn myos euklidinen
sisdtulo) maaritellaan

| llulllv]|cosb, josuw#0jav#0
(61 " U_{ 0, josu=0taiv =0.

Olkoot @ = (uy, ug,u3) jav = (vq, v2, v3) kaksi nollasta poikkeavaa vektoria.

Merkitadn w = OP jav = OQ. Jos kulma 6 on vektorien u ja v valinen kulma,
niin kosinilauseesta saadaan

2
—12 —112 —11 =
|PQ| = Il + 11 - 2 [l 2] cose.

| ¥

Py, u2, uy)

Q(T-'h Vs, i‘:;)

Kuva 6.1
Koska 1@ =¥ — u, voidaan Kkirjoittaa toisin

— — 1 — 12 ) _ 2
Fzll [l cos & = S(l[all” + I[7]I” — [lo —=l")
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eli

_ 1, e 0 2
=gl + el ~ o —al).
Koska 3-ulotteisessa vektoriavaruudessa

[@l]® = o} +ud +ud ja 5] =0l + vl ol

ja
saadaan sievennettyna
(62) UV =UV + Uy + U3v3.

Mikali vektorit @ = (uy,us) ja® = (vy,vy) ovat vektoreita 2-ulotteisessa
avaruudessa, niin pistetulo @ - v on vastaavasti

U-v= U1V + UgVs.

Esimerkki 6.1. Olkoot vektorit w = (2,1,1) ja v = (1, —1,2). Méadrita vekto-
rien vélinen pistetulo u - v seké vektorien vélinen kulma 6.

Ratkaisu: Mééritelmén 6.1 mukaan @-v = ||ul| ||v]| cos 8. Toisaalta kaavan (6.2)
perusteella % - T = ujvy + ugvg +ugvg =2-1+1-(—=1)+1-2 = 3. Kaavan (5.3)
mukaan

17| = V22 + 12+ 12 = V6 ja ||7]] = V12 + (—=1)2 + 22 = V6.

Talloin
u-v 3 1

el ~ Veve 2

cosf =

Siis 0 = g

Lause 6.1. Olkoot ©w ja v vektoreita 2- tai 3-ulotteisessa vektoriavaruudessa.
Tdlloin

@) 77 = 91" i ol = V&
(b) josu # 0 jav # 0 ja merkitiin niiden vilisti kulmaa kirjaimella 0, niin

0 on terdvd kulma < u-v >0
0 on tylppd kulma < uw-v <0
0=35su-v=0.

Todistus. (a) Koska vektoreiden 7 ja v vilinen kulma 6 = 0, saadaan

[ —11 = —12 —112
v -7 = |[ol]|7]] cos 6 = [[7]|" cos 0 = |||
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(b) Koska ||| > 0 ja ||T]] > 0 jaw-© = ||ul| ||7]| cosd, pistetulo @ - ¥ on saman
merkkinen kuin cos 6.

Koska kulma 6 asettuu vilille 0 < 6 < m, niin kulma 6 on terédva, jos ja
vain jos cosf > 0.

Kulma 6 on tylppé, jos ja vain jos cosf < 0, ja kulma 6 = 7, jos ja vain
jos cos 6 = 0.

O]
Esimerkki 6.2. Jos u = (-2,3,—-1), v = (—1,-5,5) jaw = (—8,—6,—2),
u-v=(-2)-(-1)+3-(=5)+(-1)-5=-18
W= (<2) - (=8) +3- (=6) + (-1)- (-2) =
T-w=(-1)-(=8)+(=5)-(—=6)+5-(—2) =28

Talloin vektorien w ja v vilinen kulma on tylppa, vektorit @ ja w ovat toisiaan
vastaan kohtisuorassa ja vektorien v ja w vélinen kulma on terava.

Pistetulon tdrkeimmét aritmeettiset ominaisuudet on esitetty lauseessa 6.2.

Lause 6.2. Jos w, v ja w ovat vektoreita 2- tai 3- ulotteisessa avaruudessa ja
k on skalaari, niin

(d) w-u>0,josu#0, jau-u=0, josu=0.
Todistus. (a) Olkoot @ ja U 2-ulotteisen vektoriavaruuden vektoreita. Merki-
tadn u = (u1,us) ja U = (vy, v9). Silloin

UV = ULV + UV = VUL + VoUg = TV - U.

Todistus menee samoin, jos u ja v ovat 3-ulotteisen vektoriavaruuden vek-
toreita.

(b) Olkoot @, T ja w 2-ulotteisen vektoriavaruuden vektoreita. Merkitddn vas-
taavasti © = (uq,uz), © = (v1,v2) ja W = (wy,wy). Talloin
u-(U4+w) = u-((vi,v2) + (wi,ws))
- (v1 + wy, vy + wo)
= (u1,u2) - (V1 + wi,v2 + wo)
= uy(vg +wr) + uz(ve + w2)

= WV + U W1 + UV2 + UgWo

= U1V + U2V + U1 + U2Wo

= u-vt+u-w.

31



(c) Olkoot u ja v 2-ulotteisen vektoriavaruuden vektoreita ja olkoon k skalaari.
Merkitaan u = (uy, us) ja v = (vq, va).

Hyodyntamaélla kaavaa (6.2), saadaan
k’(ﬂ@) = k;(ulvl +U2U2) = k:(ulvl)+k(u2v2) = (k:ul)vl+ (k’UQ)’UQ = (k?ﬂ) .
Vastaasti, kerroin k voidaan liittda vektoriin v, koska

k’(ﬂ . @) = k(uwl + UQUZ) = k:ulvl + ]{?U,Q?JQ = ul(kzvl) + UQ(]{?’UQ) =U- (k’@)

(d) Olkoon @ = (uy,ug). Téll6in

ﬂ-ﬂzu1u1+u2u2:uf+u%-
Siis
u-u>0,josu#0
ja
T-u=u4+us=0<u =0jau =0<u=(0,0)=0.
]

Laskettaessa pistetuloa, on huomioitava, etté pistetulo voidaan laskea vain
vektorien vililld ja sen lopputulos on skalaari, ei vektori. Pistetulon merkin-
td ja tavanomainen skalaarien kertolasku merkitaén téassé tutkielmassa samal-
la pisteelld, joten lukijan on tiedostettava kumpaa matemaattista operaatiota
(+) kulloinkin tarkoitetaan. Seuraavassa esimerkissé tdhdn kannattaa paneutua
ajatuksella.

Esimerkki 6.3. Olkoot vektorit w = (1,1), v = (4,2) jaw = (—1,-2) ja
olkoon k = 7. Lasketaan lauseen 6.2 kohtiin (a), (b) ja (c) liittyvét esimer-
kit yhtaloiden vasemmalta puolelta. Harjoitustehtéaviksi jaa laskea yhtéaloiden
oikeanpuoleiset pistetulot.

(a) w-v=1-4+1-2=6

(b) (W+w)=(4,2)+(-1,-2)=(4—-1,2-2) = (3,0),
jotenw- (v+w)=(1,1)-(3,00)=1-3+1-0=3.

(c) (ku)-v=(7(1,1))-(4,2)
=(7T-1,7-1)-(4,2) =(7,7) - (4,2) =7-4+7-2 =28+ 14 = 42,

6.2 Kohtisuoruus ja projektiot

Vektorien u ja @ sanotaan olevan ortogonaaliset eli kohtisuorassa toisiaan vas-
ten (merkitddn wla), jos u-@ = 0. Pistetulolla on kdytdnnon merkitysta esi-
merkiksi, kun vektori halutaan ilmaista kahden, toisiaan vastaan kohtisuoran
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vektorin summan avulla. Olkoot  # 0 ja @ # 0 vektoreita 2- tai 3-ulotteisessa
avaruudessa. Talloin w voidaan aina lausua muodossa

U= w; + Wa,

missé w; on vektorin a skalaarimonikerta ja ws on kohtisuorassa vektoria a vas-
taan. Vektoria ws kutsutaan vektorin w komponentiksi, joka on ortogonaalinen
vektorille a. Koska w; on vektorin @ skalaarimonikerta, se voidaan kirjoittaa

Kuva 6.2: Vektorin u ortogonaaliprojektioita

muodossa w; = ka. Taten
U =w; +wy = ka + w,.

Kun molemmilta puolilta otetaan pistetulo vektorin @ kanssa, niin lauseiden
6.1 ja 6.2 tuloksia hyodyntédmaélla saadaan

u-a=(kui+w,)-a=k|a|*+w,-a.

Koska wy on kohtisuorassa vektorin @ kanssa, ndiden valinen pistetulo on
wq - a = 0, joten edellisesta yhtalosta saadaan

-
@l
ja koska w, = ka, saadaan o
W) = ——a.
[al

Téassé wy on vektorin u ortogonaaliprojektio vektorille a. Ratkaisemalla wy yh-
téalosta

U = Wy + Wo

saadaan

gl

‘a_
2%
[l

Téssé siis wy on u:n vektorikomponentti, joka on ortogonaalinen vektorille a.

EQZE_
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Esimerkki 6.4. Olkoot ©w = (1,2,3) ja @ = (3,2,1) vektoreita 3-ulotteisessa
vektoriavaruudessa. Talloin

u-a=1-342-24+3-1=10
ja
al|* = (V32 + 22 + 12)? = 14.
Vektorin u ortogonaaliprojektio vektorille @ on

u-a 10 15 10 5
W= ——a=—(3,21)=(—, —, ).
W ||a||2a 14(7 ) ) (77 777)

Vektorin u vektorikomponentti, joka on ortogonaalinen vektorille @, on
15 10 5 15 10 5 8 4 16

o ) =(1-22- 23— = (-2, 2, 2).
T =l g3-g=0507)

EQ :E—@l = (1,2,3) - (
6.3 Harjoitustehtavia

1. Osoita, ettd esimerkin 6.4 vektorit @ ja w, ovat toisiaan vastaan kohti-
suorat laskemalla niiden pistetulo.

2. Muodostuuko seuraavien vektorien vélille tylppé, terava vai suora kulma?

(a) @=(7,2,4) ja T = (—8,3,1)
(b) = (6,0,2) jas = (4,~1,-7)
(¢) uw=(1,0,0)jav = (—1,—1,—1)
(d) T=(4,3,6) jas = (—3,2,1)

3. Laske seuraavat pistetulot ja vertaa tuloksia esimerkkissd 6.3 saatuihin
tuloksiin. Olkoot vektorit w = (1,1), 7 = (4,2) jaw = (—1,-2) jak =T.

(a) T-

S|

4. Maarita vektorin u ortogonaaliprojektio vektorille a. Merkitse tata pro-
jektiota kirjaimella w ja piirrd kuva kohtiin (a) ja (b), kun

5. Etsi kaksi vektoria, joiden normi on 1 ja jotka ovat ortogonaalisia vekto-
rille (—3,2).
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6. Miksi seuraavat lausekkeet eivit ole médriteltyja (2- tai 3-ulotteisessa
avaruudessa), oletetaan, ettd u, w ja T ovat vektoreita ja k skalaari:

(a) (w-w)-v
(b) w+ (v-u)
(c) |w -]

(d) k- (u+7v)

7. Maérita kuution diagonaalin ja yhden sen tahkon vélinen kulma.
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7 Sovelluksia vektoreista

Vektoreita hyodynnetddn useissa arkielamén sovelluksissa. Téssa tutkielmassa
esitelladn niistd kaksi. Matemaattisten rakenteiden oppiminen muuttuu mie-
lekkadmmaksi, kun teoriaa pystyy soveltamaan kaytantoon. Vektoreita erityi-
sesti esiintyy monilla fysiikan, mutta nykypéaivana myos tietotekniikan eri osa-
alueilla.

7.1 RGB-variavaruus

Virit tietokoneen néytolla on maéritely hyodyntamaélla vektorien lineaarikom-
binaatioita kolmiulotteisessa avaruudessa. Tétd mallia kutsutaan RGB-véri-
malliksi. Jérjestelméd perustuu kolmeen perusvériin: punaiseen (R), vihreddn
(G) ja siniseen (B). Muut varit luodaan laskemalla yhteen néité vérejé eri suh-
teissa eli prosenteissa.

Voidaan olettaa seuraavasti: virid punainen edustaa vektori 7 = (1,0,0),
vihred vektori g = (0,1, 0) ja vérid sininen vektori b = (0,0, 1). T&llsin vekto-
rissa 7 on 100% punaista ja 0% muita siavyja. Esimerkiksi keltainen véri saadaan
punaisen ja vihreén vérin avulla. Keltaista véria edustaa vektori g = (1, 1,0).

Kaikkien vérien joukkoa kutsutaan RGB-vériavaruudeksi. Téten jokainen
vari voidaan lausua vektorina ¢ tassa vektoriavaruudessa ja ilmaista vektorien
7, G ja b lineaarikombinaationa seuraavasti, kun 0 < k; < 1 (ks. [3]):

(7.1) €= kT + kog + k3b
= k1(1,0,0) 4 k2(0,1,0) + k5(0,0,1)
= (kla k?a k3)
o, et
purppura E valKoinen
(1,0,1 (1.1,1)
musta i
(U-U-U')," """""""""" (0,1,0)
punainen 2~ )

(1,0,0) (1,1,0)
Kuva 7.1: Vérivektorien joukkoa kutsutaan RGB-variavaruudeksi.

Kaikki tarvittavat vérit voidaan esittdd kolmen pédvdrin intensiteettini.
Paavarien kirkkaudet maaritelldaan 24 bitin varisyvyytta kaytettdessa asteikolla
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0-255 (ks.[8]). Kéytannossé tietokoneen néytolld ndkyvien kuvien vérien arvot
voidaan ilmoittaa R:  G: B: . Esimerkiksi arvot voisivat olla (0,82, 165) tai
(255,255, 255). Saatko selville, mitd vireja ndmé edustavat?

Internet-ohjelmoinnissa varikoodit voidaan antaa muodossa #rrggbb, jossa
kokonaisluvut ilmaisevat punaisen, vihredn ja sinisen vérin osuutta kyseises-
sé varisavysséd. Lukujen vaihteluvali on minimiarvosta 00 maksimiarvoon ff.
Kirjaimella f voidaan siis ilmaista halutun sédvyn suurinta intensiteettia. Esi-
merkiksi taustaviarin méarittelyyn voi kiyttaa komentoa:

style = "background — color : # f59951”.

Viarien muutosta internet-ohjelmoinnissa voi tutkia esimerkiksi verkkosivustol-
la https://www.w3schools.com/colors/ [13].

Tehtava: Hyodyntamaélld kaavaa (7.1) etsi kertoimet ky, ks, k3, kun RGB-arvot
ovat (15,204, 153). RGB-arvot ovat vilillda 0 < RGB < 255. Millainen véri on
kyseessa?

Esimerkki 7.1. Sri Lankan lipussa on useita eri vérejé, joista jokainen vari
symboloi jotain asiaa. Leijonan taustaviriné oleva kastanjanruskea ilmaisee Sri
Lankan valtion yllapitdméan verkkosivuston mukaan maan vahemmistéuskon-
toja [11]. Kastanjanruskea véri saadaan RGB-vérikoodauksella, jossa puhtaan-
punaisen vérin kirkkautta on véhennetty noin puoleen [12]. Anna RGB arvoilla
kastanjanruskean véarin vektorimuoto.

Kuvan lahde: www httpy//flagpedia.net/fifsri-lanka

Kuva 7.2: Sri Lankan lippu

Ratkaisu: Puhtaan punaisen RGB-arvo on (255,0,0), joten kun punaista
virid vahennetddn noin puoleen, saadaan vektori (128,0,0). Wikipedian mu-
kaan [12| kastanjanruskean sidvyja on kuitenkin nimetty useampia. Mita mielté
olet, kumpi sévy on ldhempéné lipun kastanjanruskeaa: (195,33, 72) vai edel-
ldmainittu?

7.2 Voima vektorisuureena

Fysiikan tehtévia ratkottaessa, esimerkiksi tutkittaessa kappaleen liiketta, kap-
paleeseen vaikuttavia voimia ilmennetéian vektorien avulla. Kun kappaleeseen
kohdistuvat voimat on piirretty nékyviin vektoreina, jaa tehtdviksi matema-
tiikan keinoin ratkaista voimista johtuvan liiketilan muutoksia. Trigonometriaa
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ja geometriaa hyodyntéen saadaan tavanomaisimmat lukiotason fysiikan me-
kaniikan tehtavéat ratkaistua.

7.2.1 Dynamiikan lakien vektoriesitys

Téssé aliluvssa on kéytetty ldhtend teosta |7].

Kappaleeseen X ajatellaan vaikuttavan kaksi erisuuntaista voimaa, kuvan
7.3 osoittamalla tavalla.

o
x

Kuva 7.3: Kappaleeseen vaikuttaa kaksi erisuuntaista voimaa.

%

Vektorien yhteenlaskulakien mukaan vektorien F'; ja Fy resultanttivektori
F aiheuttaa kappaleeseen yhti suuren kiihtyvyyden, kuin voimavektorit F;
ja F, vaikuttaessaan kappaleeseen samanaikaisesti. Yksi kiytannon koe, joka
auttaa ndkeméadn voiman vektorisuureena, on esitetty kuvassa 7.4.

Kuva 7.4: Koejarjestely, jolla voidaan osoittaa voimien kayttaytyvan vektori-
summan mukaisesti

Venymattomiin lankoihin kiinnitetdén punnukset, joiden massat tunnetaan.
Systeemin annetaan asettua tasapainoon. Langat yhtyvéit pisteessa S. Kelojen
pyoriessa kitkatta, voidaan lankaan kohdistuvan voiman katsoa riippuvan suo-
raan siihen kiinnitetyn punnuksen massasta. Koska lankojen kiinnityskohta (S)
ei liikku tasapainotilan saavutettuaan, taytyy mitkd tahansa kaksi kuvassa 7.4
esitettyd vektoria tasapainottaa kolmas voimavektori. Tallin kahden lankaa
pitkin valittyvan voiman on oltava tasapainossa kolmannen voiman kanssa.
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1

Kuva 7.5

Jos keloja kiertaviin lankoihin kohdistuvat voimavektorit lasketaan yhteen,
niahdiin summavektorin F; + F5 olevan yhté suuri, mutta vastakkaissuuntai-
nen, kuin kolmanteen lankaan kohdistuva voimavektori F3 on (ks. kuva 7.5).

Téaten mikéli voimien suuruudet lasketaan yhteen vektoreina, havaitaan nii-
den nettovaikutuksen olevan nolla, kuten edellytetéin, jotta piste S séilyttéa
tasapainoasemansa. Newtonin toinen laki sanoo, etté jos kappaleeseen vaikutta-
vien voimien summa F' ei ole nolla, kappale ei pysy levossa vaan ldhtee liikkeelle
kithtyvyydella

a=—.

m
Esimerkki 7.2. Painottomaksi oletettuun suoraan sauvaan on kiinnitetty kol-
me punnusta pisteisiin A, B ja C, kuvan 7.6 mukaisesti. M&arita resultantti-

voiman etéisyys (eli sauvan painopiste) Hﬁ H ja suuruus.

A 6m B Im C

AN I 15 ;VI 50 N‘I

Kuva 7.6

Ratkaisu: Lasku jaetaan kahteen osaan, jossa ensin ratkaistaan painojen
A ja B, vilinen tasapainokohta. Merkitdén taté tasapainopistettd kirjaimella
D. Toisessa vaiheessa ratkaistaan kysytty tasapainopiste E. Painojen A ja B
valinen pystysuora resultanttivektori, suuruudeltaan 20N vaikuttaa pisteessa
D. Voidaan lausua kuvan arvojen perusteella

15N 3
48] = g - [4P] = 5 - 6m = 2.5m

Tamén 20NV:n ja 50N:n vektorien resultantti on suuruudeltaan 70NV vaikuttaen
pisteen E kautta kohtisuoraan sauvan pituuteen ndhden, missé

50N 5 45
|PE| = 255 - [PC]| = 2 - 45m = m = 3.2m.
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Tastéd saadaan ratkaistua kysytty

78] = |73 + [B2] = .57+ 3.2m = 7.1

7.3 Harjoitustehtavia

1. Kuvaile miten ja miké viri muuttuu, kun vektorin ¢ = k7 + koG + ksb
kertoimet k1 = ko = k3 kiiyvit ldpi arvot 1,2,3 ja 4. Varia ilmaiseva
vektori ¢ muodostuu vektorien 7 = (64,0,0), 5 = (0,64,0) jab = (0,0, 64)
ja kertoimen k lineaarikombinaationa.

2. Sisarukset Riku ja Emma kévelevit kouluun. Emma kévelee teité pitkin ja
Riku oikaisee metsén lapi. Emman tie kotoa kouluun kulkeen ensin itdan
yhden kilometrin ja sitten pohjoiseen 2 km. Riku kulkee suoraa reittia
kuvan 7.7(a) mukaisesti metsén l&pi.

(a) Kuinka pitkd kummankin koulumatka on, kun oletetaan reittien kul-
kevan tasamaastossa?

(b) Entd kuinka pitkd Rikun koulumatka on tilanteessa, jossa kulku-
reitti metsén 1api kulkee kukkulan kautta, jonka Emma teitd pit-
kin kulkemalla vilttda. Maasto Rikun reitilla muuttuu seuraavasti
(ks. kuva 7.7(b)): Reitin lahtopiste on origossa, pisteessd O(0,0,0).
Téamén jilkeen polku nousee pisteeseen P(500,500,50), josta alkaa
rappuset, paiattyen kukkulan laelle pisteeseen R(520,525,70). Téasta
jatkuu ulkoilureitti tasaisessa maastossa ja pisteesta 7'(800, 1700, 60)
alkaa jyrkké alaméaki koulun taakse pisteeseen K (1000,2000,0). Pis-
teiden yksikot on annettu metreissa.

Koulu

Koti

Kuva 7.7
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3. Jaykkaan kappaleeseen kohdistuu kaksi samansuuntaista voimaa, suuruu-
deltaan 6N ja 11N. Voimien vaikutussuorien vélilld on matkaa 1m. Kuinka
kaukana resultanttivektorin vaikutussuora on pienemmaén voiman vaiku-
tussuorasta?

4. Varautuneeseen oOljypisaraan kohdistuu sdhkdkentén vaikutuksesta vaa-
kasuora 0,29m/N:n voima positiiviseen x-akselin suuntaan ja pystysuora
0,50mN:n maan vetovoiman aiheuttama voima. Kuinka suuri kokonais-
voima pisaraan kohdistuu ja miten suuren kulman se muodostaa positii-
visen x-akselin kanssa?

5. Kaksi hinaajaa vetédvit peradssdan massaltaan 8000kg painoista laivaa,
kuvan 7.8 osoittamalla tavalla. Hinaaja A vetdd 4000N:n voimalla luo-
teeseen, hinaajan B vetdessd 2000/V:n voimalla 30° pohjoisesta koillisen
suuntaan.

(a) Mink4 suuruisen nettovoiman hinaajat kohdistavat laivaan?

(b) Mihin suuntaan laiva ldhtee lilkkumaan siithen vaikuttavien voimien
seurauksena?

(c) Jos laivan kiihtyvyydeksi todetaan 0,10%, miten suuren vastavoiman

vesi kohdistaa laivaan?

Oletetaan positiiviseksi x-akseliksi ilmansuunta itd ja positiiviseksi y-
akseliksi ilmansuunta pohjoinen.

4000V

Kuva 7.8
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8 Harjoitustehtavien ratkaisut

8.1 Ratkaisut tehtaviin 4.6

1. a=(4,-3)jab=(—4,1)
a) a+b=(4,-3)+ (—4,1) = (44 (-4),-3+1) = (0,-2)
b) b—a=(-4,1)— (4,-3) = (-4 — 4,1 — (=3) = (-8,4)
c) 3a=73(4,-3)=(3-4,5(-3) = (2,-3)
d) §b=(-33)
e) 2@—1b) =2((4,-3) — (-4,1)) = 2(4 — (-4).(=3) = 1) = 2(8, —4)
= (16, —8)

2. 2u="vjav = (8,2, %) =2(4,1,-1). Siisu = (4,1, 1)

4. @:—ﬁ+@ O@ O?:(QI_TMQQ_T%QB_T?»)'
Q=(4,-2,-3)ja R=(1,-5,6)
Siis Q‘é —00+0B = —(4,—2,—-3)+(1,—5,6) = (—4,2,3)+ (1, —5,6)
(—4+1,2+ (=5),3+6) = (—3,-3,9).

5. u=(-4,3,6) jav = (4,1,5)

|
@

7) = (—32,0,—18)

= (—4, 15, 39)
u

»-lkll\')

X

Slg
+

:Icé?

_.I_
ohdan b) tuloksen perusteella t+7u = (—8,6,12) = (2-(—4),2-3,2-6)
=2(—4,3,6).

Tésté saadaan k = 2 ja w = (—4, 3, 6).

>

1 [l
®.| QI Q.l

g| @‘I OI

+
+
+

ol o

ol &l
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7. a) A=(0,0,0) ja B=(1,2,3)
AB=(1-0,2-0,3— 0):(1,2,3)ja
BA=-AB=—-(1,2,3) = (—1, -2, -3)
b) A= (3,—4,5) ja B = (0,0,0)
AB = (0—3,0 — (—4),0 — 5) = (—3,4, -5)
BA = (3 0,—4—0,5—0) = (3,4, 5)
¢) OL O = (0,0,0), A= (1,-3,—4) ja B = (—5,3, —4)
ﬂ%:—(ﬁw() — (1-0,-3,0,-4—0)+(—5-0,3—0,—4—0)

l

BA= OB+0A=0A—0B=(1,-3,—4)— (~5,3,—4)
— (1,-3,—4) + (5,—3,4) = (1 + 5, -3 + (—3), —4 + 4) = (6,—6,0)
d) OL O = (0,0,0), A = (3,~4,5) ja B = (2,2, —6)
AB = (~1,6, -11)
BA=(1,-6,11)
8. OL O = (0,0,0), A= (1,2,3), B=(341), C=(1,53)jaD="ja

ol
LoV
B :-O?Hﬁ (3, ,)+(1 5,3) = (=3, —4,—1) + (1,5,3)
—%3 1) ): _2.1,2)

:7§+@+C_D> OA+0 +@ OC + 0D
— (1,2,3)+ (3,4,1) + ( 12) 4 (—(1,5,3)) +OD = (~1,-2,-3) + OD
A (=
=
Siis

@ & (-1, +(7/3: 212
OD = (-2,1,2) — ( 1,—2, -3)=((-2)+1,1+2,2+3) = (—1,3,5).
D =(-1,3,5)

0. AB = (3.%). CD=(3,0). EF=(31), GH=(-2-})

EE + 0P

8.2 Ratkaisut tehtaviin 5.6

1. a) Pi(5,—1) ja Ps(3,4)
PP = (3—5,4— (_1))
dpp, = \/(3 =52+ (4 —(-1)2= V29
b) Pi(2,-3,7) ja Py(—6,2,3)
PPy=(-6-22—(-3),3-17)=(-8,5,—4)
dp,p, = \/(—8)? + 52 4+ (—4)? = /105
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b) uw=(2,2,2) jav=(4,0,1)
71 =(2,-2 1)
ol = vE+ (2P (-1 = Vi=3
Lu=(3,2,4),v=(2,-1,5), w=(1,0,-1)
a) [[all = v29
b) [[7]l = v30
c) [+ 7] =107
d) b)-kohdan perusteella: 3 ||7|| = 3\/_
1=30]| = I-3(2, =1, 5)|| = [I(=6,3, =15]| = \/(—6)* + 32 + (- 15)?
= 3v/30
Siis ||—37|| — 3||7|| = 3v/30 — 3v/30 =0
tai [|=3v]| = 3|[7]l = [=3][7] - 3wl = 0
e) m@, kun @ = (1,0, —1), niin ||| = v/2. Télléin % \%(1,0,
_ (1 1
- (75707_%)

. |IkT|| = 5, kun v = (4,1,2)

1k0]] = [|k(4,1,2)]| = ||(4k, k, 2k)|| = \/(4k)? + k2 + (2k)?
Siis V16k2 + k2 + 4k2 =5

= 21k%2 =5

& +kV21=5

_ 5
& k:_j:\/—f1

tai Hkﬁ”:5<:)|/<:|HEH:5<:>]k|\/ﬁ:5(:>|k|:\/%::|:

L =(2,-2,-1)
|u|| =1jau=kov
u on vektorin v yksikkovektori

5
V21

U=t = : (27_27_1) = %(27_27_1) = (37_57_%)

gl /224 (=2)24(-1)2
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8. b) (— 1 1,
c) (2,9,0)
d) (12 3,-5)

-2)

9. —i4+5j+k=(-1,5,1) ja 21 — b7 — 2k = (2, —b, —2)
Yhdensuuntaisuusehto @ = kv. Téssé olkoonu = (—1,5,1) ja® = (2, —b, —2).
Talloin
(—1,5,1) = k(2, —b, —2)

(—1,5,1) = (2k, —kb, —2k)

-1 =2k
Yhtasuuruus patee, jos ¢ 5 = —kb
1=-2k

1 1
1=2%k=k=—ljal=—2%k=k=—1

Siis k = —%, jolloin, kun 5 = —kb
N R S
nnnb—_—k—_(_%)—5-2
b=10

10. Olkoot w = (3,1,0) ja v = (0,b, —1). Kun méiritelldén b siten, ettd 37 + 7
ja b7 — k ovat yhté pitkis, niin talloin

7] = V32 + 12+ 02 = V10 ja ||7]| = /02 + b2 + (—1)2

Siis Vb2 + 1 =10 ()2

P+1=10 ||—1
2 =10-1
b=v9=3

11. a=21+97—8kjab=21+37—k
)25—&—2(25+37—E)—(25+9j—8%):2@—37+6E
b) ||2b—al| = V49 =7
)c:2b—a:2z—3j+6_Ejau_5=k5, |uz|| =1

Uz = k¢ = k(21 — 37 + 6k) = (2k, —3k, 6k)

[Tl = +/(2k)% + (—3k)2 + (6k)2 = \/k2(4 + 9 + 36) = V49k2 = Tk
[l =Tk =1=>k=1=u=1(2—3j+6k) = 21— &5+ %k

12. a=—21+2]—4k, b=31—37+6k,c=1—7+2k, d=21—7+2k
a) Yhdensuuntaisuusehto: ©w = kv
a=(-2,2,—4)
b=(3,-3,6)
¢ = (1, —1 ,2)
d=(2,-1,2)
b=3(1,—1,2), talldin b = 3¢ eli b||c
a=—2(1,-1,2), tilloin @ = —2¢ eli a||c ja talloin myds al|b, @ = —2b

b) Vektorit ovat samansuuntaiset, kun kerroin & > 0. Vektorit b ja ¢ ovat
samansuuntaiset, silla b = 3¢, jossa k =3 > 0
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c¢) Vektoreista vastakkaissuuntaisia ovat @ ja b seki @ ja ¢, silli @ = —%5
jossa k = —% <0jaa=—2c jossa k=—-2<0.

)

13. Merkitaén @ = 207 + (b — 1)7 + (b4 1)k = (2b, (b — 1), (b + 1))
Jall = /(207 + (b= 17 + (b + 1) = V6 +2

lall =2 < Ve +2=2 |()?

602 +2=4 | -2
60>=2 | :6
2

V==
[V

1
= 44/ 2
3

1
b=+—
V3

14. Oletukset: 7 = (v, v2) ja k on reaaliluku.
Viite: ||ko|| = |k| ||7]|
Todistus:kv = k(vy,v9) = (kvq, kvs)
160 = v/ (kv1)? + (kva)? = VE2012 + k2092 = /K2 (012 + v2?)
= VE2V0i? + vp? = [k] [0

8.3 Ratkaisut tehtaviin 6.3

Ratkaisuja tarkastellessa tulee pitdéd mielessa, ettd pistetuloa ja skalaarien ker-
tolaskua merkitaan samalla (-)-merkilld, vaikka pistetulossa tulon tekijoiné ovat
vektorit ja skalaarikertolaskussa reaalilukuja.

La=(G21) W= 50T,
CZ'U)2:3 (—7)4‘2 7+1 7—0
2. 8) T=(7,2,4) jaT = (—8,3,1)
uw-v="T-(—8)4+2-3+4-1= —46, joten vektorien vilinen kulma on
tylppé
b) u = (67072) ja v = (47 _17 _7)
U-v=6-440-(—1)+2-(=7) = 10, joten kulma on terdva
c) u=(1,0,0)jav = (—1,—-1,—1)
u-v=1-(-1)+0-(=1)+0-(—1) = —1, joten kulma on tylppa
d) T=(4,3,6) jav=(-3,21)
u-v=4-(=3)+3-246-1=0 eli vektorien vélilld on suorakulma
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J.u=(L1),v=04,2),w=(-1,-2)jak="7

a) v-u=4-142-1=6

b)u-v+u-w=(1-4+1-2)+(1-(-1)+1-(-2)) =3

c) u-kv=(>1,1)-k(4,2) = (1,1) - (4k,2k) = 6k, ja kun k = 7, niin
u- kv

E: (4l2 iaazziﬁ(%-g)— 4 _ 2- _ 2

T = eip? = werron® = 560 = 50 = 5(6,0) = (5,3) = (4,0)
b) u=(2,2) jaa=(-3,1)

@ =(5-3)
¢) = (4,2,-3) jaa = (3,6,9)

7= (=50 5~
d) w=(0,0,2) jaa@=(8,-2,2)

. Olkoon @ = (—3,2). Etsitdén vektorit 7 = (y1,92): w-7 =0 ja ||g]| = 1.
Ratkaistaan ensin vektorin ¥ komponentit y; ja y, pistetulon ja vektorin
pituuden avulla.

T-y=0%(=3,2) (y1,12) =0 & y1 = 2y
Sijoitetaan tulos vektorin 7 pituuden lauskkeeseen: ||y = /y? + y3 = 1.

Saadaan ,/(%yg)Z +y3 = 1. Josta yhtdlo ratkaisemalla saadaan tulokseksi

v =% Kunyo = 2o niiny = i = A ja ¥ = (G5, ).

Kun y = _\/ifg’ niin y; = —\/% ja toinen ortogonaalivektori, merk.

_— 2 3

z= (75 ~vn)

a) Pistetuloa ei ole méadritelty skalaarin ja vektorin vilille (tédssé pistetulo
(u-w) on skalaari).

b) Vektorin ja skalaarin yhteenlaskua ei ole méaéritelty (téssé pistetulo (v-u)
on skalaari).

c¢) Skalaarin pituutta ei ole mééritelty (téssé pistetulo (w - W) on skalaari).
d) Skalaarin pistetuloa vektorin kanssa ei ole mééritelty (tdssd w + T on

vektori).

. Kuvassa 8.1 kuutio, johon merkitty kulma o ratkaistaan suuntavektoreiden
avulla. Pisteiden koordinaatit on merkattu seuraavasti:
O =(0,0,0),A=(—a,a,a),B=1(0,a,a),C = (0,0,a).

HO—1>4H: a(v/2))2 +a? = 1/ (a2(V2)? + a2 = \/a?(2 + 1) = a\/3
H@H*m N
OA-OB = —a,a,a)-(0,a,a) = —a-0+a-a+a-a=2a?
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OA-0B 2 2
oA]os] avs-ava Vs

COS ¥ =

a = 35.3°

Kuva 8.1

8.4 Ratkaisut tehtaviin 7.3

1. Katso sivuston https://www.w3schools.com/colors/ avulla vérit.

i) k =1, jolloin ¢ = 1(64,0,0) + 1(0,64,0) + 1(0,0,64) = (64,64,64) ja
vari tumman harmaa

ii) k=2, jolloin ¢ = 2(64,0,0) + 2(0,64,0) + 2(0, 0, 64)
= (128,0,0) + (0,128,0) + (0,0, 128) = (128,128, 128)
ja vari keskiharmaa

iii) k& = 3, jolloin ¢ = 3(64,0,0) + 3(0,64,0) + 3(0,0,64)
= (192,0,0) + (0,192,0) + (0,0,192) = (192,192, 192)
ja vari vaalean harmaa

iv) k =4, jolloin ¢ = 4(64,0,0) + 4(0,64,0) + 4(0,0,64)
= (256,0,0) + (0,256,0) + (0,0, 256) = (256, 256, 256)
ja vari on valkoinen, kun tuloksen pyoristdd RGB-arvojen maksimiin
255:een.

2. a) Emman koulumatka: 3km ja Rikun koulumatka 2.2km.
b) Lasketaan vektorisumma:
|oF|| = |07 « [P] « |77 + | 7R] - so2s
eli Rikun koulutien pituus O—I_>( on 3,0km, kun se kulkee metséiisen kuk-
kulan lapi.
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3. Jéykén kappaleen (ks. kuva 8.2) resultantin suuruus on vaikuttavien voimien

summa, koska voimat ovat samansuuntaiset. Eli F, = 6N + 11N = 17N.
Jolloin resultantti saadaan verrannosta %—% -1m = 0.65m. Eli resultantti voi-

ma vaikuttaa pisteen C kautta samansuuntaisesti kuin kaksi muuta voimaa
ja piste C sijaitsee 0,65m pisteestd A.

G4+ 11N

Kuva 8.2

4. Kokonaisvoiman F laskemiseksi tarvitaan x- ja y-akselin suuntaiset voima-
vektorit. Komponentit ovat F, ja [, ja niiden suuruudet saadaan suoraan
tehtavan annosta.

+RY

F
Kuva 8.3

F, =0,29mN ja suunta huomioiden F, = —0,50mN.

Talloin kokonaisvoiman kulma saadaan ratkaistua:
F, — N .
v — Z050mN 50 yagta o 2 —60°.

tana = &
Voiman suuruus ratkaistaan vektorin pituuden avulla:

F, — 0,29mN 29’
|F|| = VFZ+ F2 = /0,29 + (=0,50)% ~ 0, 58. Siis ||F|| = 0,58mN.

5. Valitaan itéa (I), positiiviseksi x-akseliksi ja pohjoinen (P), positiiviseksi y-
akseliksi. Hinaaja A kohdistaa laivaan voiman F 4 ja hinaaja B voiman F .
Hinaajien yhteisvaikutusta merkitaan vektorilla F'. Kuvaan 8.4 on merkitty
voimat ja niiden komponentit akselien suunntaan.

Voimavektorin F 4 suuruus on 4000N ja sen ortogonaaliset komponentit saa-
daan laskettua sinin ja cosinin avulla. Niiden (Fy, ja Fla,) suuruuden avulla
lausutaan voima F 4 koordinaattimuodossa. Se edellyttdi kuitenkin origon
madrittamista, ja tdssd kuvassa 8.4 se on asetettu kohtaan jossa hinaajien
koysien ajatellaan kiinnittyvan laivan keulaan.
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Kuva 8.4

Lasketaan ensin kummankin hinaajan ortogonaaliset, akselien suuntaisten
komponenttien suuruudet:

Fy, = Fycosdb = 2828 N Fpy = Fysin4d = 2828 N

Fp, = Fgcos60 = 1000N Fpy = Fpsin60 = 1732N

Naiden suuruuksien avulla lausutaan vektorit, suunnat huomioiden:
F, = (—2829,2828) ja Fz = (1000,1732).

a) Resultanttivektorin F' suunta ja suuruus saadaan vektoriaritmetiikan pe-
riaatteita hyddyntien: F = F 4 + Fp = (—2829,2828) + (1000, 1732)
= (—2829 + 1000, 2828 + 1732) = (—1829, 4560)
ja edelleen ||F|| = 1/(—1829)% + (4560)% = 4912.
Siis hinaajat kohdistavat laivaan noin 4900N:n voiman.

b) Hinaajat vetivit laivaa suuntaan F = (—1829,4560). Vektorin F ja x-
akselin (tissd hyddynnetiin vektoria F,) villinen kulma saadaan rat-
kaistua kaavaa (6.1) hyddyntéen. Kun F, = (—1829,0) ja ||F|| = 4912
(a-kohdan tulos), niin

F.F, (—1829, 4560) - (—1829,0)
COS v = — =

i 1912 - /(—1820)°
~(—1829) - (—1829) + 4560 -0 1829
B 4912 - 1829 ~ 1912
1829
4912

Laiva liikkuu néin ollen 68° lénnestd pohjoiseen péin.

= o = cos }( ) = 68°.
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c¢) Koska laivaan vaikuttavien voimien (hinaajien veto ja veden vastus) sum-
ma ei ole nolla, laiva on kiihtyvassé liikkeessd 0,107 vektorin F suun-
taan. Voimien, jotka aiheuttavat laivaan kyseisen kiihtyvyyden, suuruus
saadaan Newtonin II laista: kaok = ma. Ratkaisemalla ensin voiman
F, suuruus, saadaan ilmaistua kyseinen voima myos vektorimuodossa.
Téssé tapauksessa liikettd vastustavan voiman suuruus lasketaan

F + F, = 8000kg - 0, 10% = 800N |- F

F, =800N — F = 800N —4912N = —4112N

Nain ollen vesi kohdistaa laivaan noin 4100N suuruisen vastustavan voi-
man. Negatiivinen etumerkki kertoon voiman F', olevan voimalle F' vas-
takkaissuuntainen.

Kuten alussa lausuttiin vektori F ortogonaalikomponenttiensa avulla,
voidaan voima F, lausua x- ja y-akselin suuntaisten komponenttiensa
avulla. Vektorin F, ja x-akselin vilinen kulma on ristikulmana myos 68°,
joten saadaan:

F,, = F, cos(68) = 4112N - cos(68) = 1540N
F,, = F,sin(68) = 4112N - sin(68) = 3812N

Voima F, on siis vastakkaissuuntainen voimalle F' ja osoittaa positiivi-
seen x-akselin ja negatiiviseen y-akselin suuntaan (ks. kuva 8.4). Suun-
naat huomioiden saadaan méériteltya F', = (1540, —3812).
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