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Matematiikka eroaa muista tieteista juuri sen selkeyden ja luotettavuuden takia ja nama
ominaisuudet juontuvat juuri luotettavista todistuksista. Matematiikka ei siis perustu ”ko-
keelliseen matematiikkaan” tai intuitiiviseen paittelyyn vaan matematiikan teoreemat to-
distetaan tiukkojen saantdjen mukaan.

Matematiikan opetuksessa monesti turvaudutaan, varsinkin ylakoulussa, selittaviin
esimerkkeihin. Talloin vaarana on, etta oppilaat eivat opi kriittista paattelyé ja ongelman-
ratkaisutaitoja. Taman tutkielman tarkoituksena onkin selvittdd, miten todistamista ja to-
distamisajattelua voidaan opettaa ja tukea oppilaiden ajattelun kehittymista erityisesti
ylakoulussa ja lukiossa. Koska opettajat ovat tarkeéssa roolissa todistamisajattelun ja to-
distamisen opettamisessa, myos heidén asenteitaan, kasityksidan ja valmiuksiaan todis-
tamista kohtaan tarkasteltiin kyselytutkimuksen avulla. Tutkimuksen perusteella ainakin
Suomen yliopistokoulutus nayttdisi tuottavan asiantuntevia opettajia. Lukion kurssi
MAAL11 Lukuteoria ja todistaminen keskittyy osaltaan pelkéstaan todistamiseen ja talle
kurssille on saatavilla hyvia oppikirjoja, kuten tutkielmaan liittyvéassa oppikirja-analyy-
sissa kay ilmi. Tarkeinté todistamisajattelun kehittymiselle on kuitenkin opettajan peda-
goginen osaaminen ja todistamisen ldhestymistapa. Lisaksi olennaista on, minkélaista
ohjausta opettaja osaa ja ehtii oppilaalle talta pohjalta antaa.

Avainsanat ja -sanonnat: todistaminen, todistamisajattelu, opettaminen, ylakoulu, lukio,
paattely, logiikka.
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1. Johdanto

Todistaminen on olennainen osa matematiikkaa tieteend ja matematiikkaa perustuu
deduktiiviseen paattelyyn, mika erottaa sen muista tieteista. Esimerkiksi monet luonnon-
tieteet kuten fysiikka perustuvat laajalti empiiristen havaintojen pohjalta tehtyihin teori-
oihin, kun taas matematiikassa tallaisia oletuksia ei empiiristen havaintojen pohjalta
voida tehdéd. Matematiikan vahvuus onkin sen aukottomaan paattelyyn perustuva ehdoton
varmuus. Matematiikkaa opetetaan pé&asiassa loogisen padttelykyvyn seka kriittisen
ajattelua kehittdmisen vuoksi.

Ajatustapa, jonka mukaan oppilaat oppivat todistamaan seuraamalla, jaljittelemalla
ja lukemalla hyvid todistuksia on vanhentunut. Téarke&a olisi, ett4 kouluopetus tukisi to-
dellisen ymmarryksen, paattelyn ja todistamisajattelun kehittymistd. Opettaja ja hénen
0saamisensa on tassd avainasemassa: opettajan tulisikin pyrkid mekaanisen todistamisen
sijaan ohjaamaan oppilaita nakemé&an yhteyksia matematiikan ja logiikan valilla seka sel-
keytt&4 todistamisen oppilaalle mahdollisesti uutta ja outoa maailmaa. Tutkielmassa suo-
ritetun kyselytutkimuksen mukaan juuri todistamisen vaatima erilainen ajattelutapa seka
asenteet todistamista kohtaan ovat isoimpia esteitd todistamisen oppimiselle. Juuri tdimén
takia olisi tdrke&a aloittaa todistamisajattelun harjoittelu jo alakoulussa oikeilla meto-
deilla — monesti oppilailla on kasitys, ettd hyvin valitut esimerkit toimivat todistuksena
ja todistuksen merkitys matematiikassa jaa epaselvaksi. Myoskin opettajankoulutuksessa
tulisi useammin huomioida valmistuvien opettajien tiedot todistamisen opettamisesta,
vaikka yliopistokoulutus néyttaisi ainakin suoritetun kyselytutkimuksen perusteella Suo-
messa antavan riittavat valmiudet todistamisen opettamiselle. Lisaksi alakoulun opettajia
tulisi paremmin ohjeistaa, miten paattelytaitoja voi jo alakoulussa harjoitella.

Tutkielman aihe on ajankohtainen, sill4 uuden opetussuunnitelman mukainen lukion
MAAL11 Lukuteoria ja todistaminen kurssi kasittelee paljon todistamista. On siis
oleelllista kysya, millaiset valmiudet opettajilla on opettaa todistamista ja todistamisajat-
telua; onko tahan riittdvad koulutusta, tukevatko nykyiset opetusmenetelmét todistamisen
ja todistamisajattelun oppimista sek& miten sitd parhaiten voisi opettaa. Otavan ja Sa-
noma Pron MAAL11 Lukuteoria ja todistaminen kurssille tarkoitetut oppikirjat tukevat
suoritetun kirja-analyysin mukaan todistamisen opettamista — vaikka kaytdnnossa todis-
tamisajattelun opettaminen jadnee paljon opettajan ohjauksen seké itse oppilaan oman
kiinnostuksen ja innostuksen varaan.

Tarkeintd oppilaiden todistamisajattelun kehittymisen kannalta lienee kuitenkin
miettid, miten valjastaa matemaattiset todistukset parhaalla tavalla hyddyllisiksi opetus-
tyokaluiksi kaikilla kouluasteilla. Oppilaille hyvé todistus ei vain todista tuloksia vaan
on luonteeltaan seké selittavé ettd tuo aiheeseen syvempaa ymmarrysta.



2. Mita on todistaminen?

Matemaattinen todistus on yhdistelmé kieltd, matematiikkaa ja logiikkaa [Charles & Ro-
berts 2009, s. 350]. Modernin matematiikan historia johtaa antiikin Kreikkaan ja myods
puhtaan matematiikan juuret ovat sieltd. Kun babylonialaiset ja egyptilaiset keskittyivéat
matematiikan kaytannon sovelluksiin, olivat kreikkalaiset ensimmaisid, jotka ajattelivat
matematiikkaa abstraktisti ja esittivat loogisia argumentteja seka todistuksia. [Rossi
2006, s. 1] Lansimaiseen kouluopetukseen todistaminen on tullut antiikin Kreikasta eri-
tyisesti Eukleideen Alkeita — kokoomateoksen kautta, jota eri muodoissa hyddynnettiin
vield 1900-luvulla joissakin Euroopan maissa. Teos sisaltda geometriaa, méaaritelmia, teo-
reemoja ja niiden todistuksia. My6s suomalaiset oppikirjat sovelsivat Eukleideen teosta
1900-luvun alkupuolella. [Malinen 2004, s. 100-102]

Eukleideen teoksissa esitetddn ongelmanratkaisuprosessi, jonka vaiheita ovat ele-
mentteind julkituominen, asetelma, méarittely tai tdsmennys, konstruointi, todistaminen
ja johtopéatos. Todistaminen on siis ongelmaratkaisuprosessin osa, jossa paattely tapah-
tuu valmiiksi annettujen tosiasioiden pohjalta. Tdma prosessi voidaan yksinkertaisesti
esittdd muodossa oletus, vaite ja todistus. Nykyisinkin matemaattisesta todistuksesta 16y-
tyvat ndma kolme osaa: oletukset, jotka rajaavat ja maarittelevat ratkaistavan ongelman,
itse todistettava véite, joka matematiikan saantdjen ja oletusten nojalla osoitetaan todeksi.
[Malinen 2004, s. 101]

Itse matematiikan olemusta ja tietorakennetta tarkasteltaessa tulee maaritella mate-
matiikan tietorakenteelle olennaisia késitteitd. Matemaattinen maaritelméa antaa yksikéa-
sitteisen selityksen matemaattiselle termille tai kasitteelle [Rossi 2006, s. 4]. Esimerkiksi
funktion jatkuvuus tietyssa pisteessd voidaan madritella seuraavasti:

Funktion jatkuvuus pisteessa a
Olkoon funktio f madritelty jossakin pisteen a ympéristossd, piste a mukaan luettuna.
Talloin f on jatkuva pisteessa a, jos jokaista positiivilukua € > 0 kohti on olemassa § >
0 siten, etta
|f(x) = f(a)| < eaina, kun [x —a| < §,
eli jos

lim £(x) = f(a).

Aksioomilla pyritddn kuvaamaan tarkasteltavina olevia olioita, esimerkiksi ryhmid tai
joukkoja ja néille olioille tosia/patevia asioita. Aksioomien todenmukaisuus on tarkeda
tarkasteltavien olioiden osalta, sillda muut matemaattiset tulokset perustuvat aksioomien
todenmukaisuudelle [Rossi 2006, s. 45]. Aksiooma on siis matemaattinen véite, joka ole-
tetaan todeksi ilman todistusta, joskin aksiooman totuus riippuu siitd, mité olioita tarkas-
tellaan. Aksiooma ei siis ole aina absoluuttisesti tosi. Esimerkiksi rationaali- ja reaalilu-



kujen perusominaisuudet eli aksioomat voidaan jakaa jarjestysta, kertolaskua ja yhteen-
laskua koskeviin ominaisuuksiin. Naista yhteenlaskuominaisuudet ovat rationaali- ja re-
aaliluvuille a, b ja ¢ seuraavat:

e vaihdannaisuus:a+b =b +a

e liitdnndisyys: (a+b) +c=a+ (b +c¢)

e luvun nolla ominaisuus: a + 0 = a

e vastaluvun olemassaolo: on olemassa —a siten ettd a + (—a) = 0 [Saariméki
2008].

Otaksuma on matemaattinen vaite, jota ei ole viela todistettu oikeaksi tai vaaraksi
[Rossi 2006, s. 6]. Otaksuman esittdja siis uskoo esittdménsa véitteen totuuteen. Hypo-
teesi vastaa kaytannossa otaksumaa silla erotuksella, ettd sen totuuteen ei oteta kantaa.
[Hella 2018]

Matemaattisen tuloksen todistus on sarja selkeésti esitettyja matemaattisia argument-
teja, jotka vakuuttavasti perustelevat tuloksen totuuden [Rossi 2006, s. 7].

Lause tai teoreema on matemaattinen véite (engl. statement), joka on todistettu to-
deksi hyvaksyttyja logiikan ja matematiikan argumentteja kéyttden. Seuraavassa esi-
merkKki teoreemasta:

Teoreema:

dx

< oo

j‘” cos(x)
1

[Rossi 2006, s. 7]

Matematiikan tietorakenne pohjautuu siis patevaan paattelyyn, joka edellytt&é kielen
syntaksin selke&dd méadrittelyé. Todistusteoria pohjautuukin erilaisiin annettuihin aksioo-
miin ja paattelysaantdihin. Ndiden avulla voidaan annetuista premisseistd johtaa (eli
dedusoida) johtopaatoksia. Paattelysadntdjen avulla voidaan jo madriteltyjen kaavojen
pohjalta johtaa uusia kaavoja. Deduktio puolestaan on jono kaavoja. Tdssa jonossa kaavat
ovat aksioomia, paattelyn premisseja tai paateltavissa jonkin paattelysdannon avulla jo-
non aikaisemmista kaavoista. Tarkedd on, ettd aksioomat ja paattelysaidnnot ovat syntak-
tisesti méériteltyja (aksioomat ovat merkkijonoja ja paattelysadannot maarittavat, kuinka
uusia merkkijonoja voidaan muodostaa olemassa olevia merkkijonoja kasittelemélld).

Matematiikan yhteydessa puhutaan usein formaaleista péaattelysysteemeistd. Tahan
kuuluu osana luonnollinen péaattely, jolla tarkoitetaan yleensa arkipaivéan elaméssa seké
matematiikassa, esimerkiksi merkkijonojen ja kaavojen késittelyn yhteydessa, esiintyvéaa
paattelya. Myos aksioomat ja paattelysaannot ovat osa formaalia péattelya.



2.1 Induktiivinen ja deduktiivinen paattely

Induktiivisella paattelylla tarkoitetaan paattelyd, joka pohjautuu havaintoihin. Monet ar-
kielamén péattelyt ovat induktiivista paattelya - havaintojen perusteella ennustetaan tu-
levia tapahtumia tai yleistetdan. Esimerkiksi koska aurinko on nousut joka ikinen paiva,
voidaan induktiivisella paattelyll& todeta, ettd se nousee huomennakin. Tamahan ei vélt-
tdméttd ole totta, ainoastaan erittdin todennakdistd. Matematiikan varhaisissa vaiheissa
induktiivinen paattely oli kuitenkin yleisté ja sitd kaytetaan edelleenkin fysiikassa. Puh-
taassa matematiikassa induktiivista paattelya ei voida hyvéksyé, silla suurikaan data-
maard ei takaa, ettd induktiiviseen paattelyyn perustuva otaksuma olisi valttamétta totta.
Induktiivinen paattely empiirisen datan pohjalta voitaisiin hyvaksya vain, jos oletuksen
pohjalla olisi mahdollista tarkastella aarettomén montaa tapausta ja kaikki mahdolliset
tapaukset olisi tutkittu ja oletus voitaisiin todeta todeksi kaikissa ndissa tapauksissa.
[Rossi 2006, s. 2-4]

Henkil6t, joilla ei ole paljoa kokemusta matematiikasta, hyvaksyvét usein epavalidia
induktiivista paattelya todistukseksi. Tama on aivan luonnollista arkipéivan havaintojen
ja paatosten perustuessa yleisesti induktiiviseen paattelyyn [Gary Martin, 1989; Gila
2000, s. 9]. Myos ala- ja ylakoulussa monesti todistusten puuttuessa matemaattisia tulok-
sia usein ”perustellaan” hyvin valituilla esimerkeilld [Gary Martin, 1989]. Kun oppilas
on tottunut my6s matematiikassa perustelemaan asioita induktiivisella paattelylla, ei ole
ihme, ettd deduktiiviseen paattelyyn ja todistamisajatteluun oppiminen voi lukiossa olla
monille hankalaa.

Deduktiivisella paattelylla tarkoitetaan péaattelya, jossa paattelyn lopputulos perustuu
oletuksista seuraaviin loogisiin argumentteihin. Deduktiivisen péattelyn isana pidetdén
antiikin kreikan matemaatikkoa Thalesta (600 eKr.), joka ensimmaisend esitti loogisia
argumentteja matemaattisten véitteittensa pohjaksi. Esimerkissa 1 hyddynnetédan deduk-
tiivista paattelya. [Rossi 2006, s. 2-3]

Esimerkki 1.
Vaite:
© cos(x

f g ) dx| < o

1 X
Todistus:
Koska

1 . b b

2050 < L kunx € [1,00[ ja|f] f(x) dx| < [7If ()] dx
niin

Il B

cos(x)
x 2

dx<f1°°xizdx=1<ool

X



Deduktiivinen pééttely on hyvaksytty metodi matemaattisten tulosten perusteluun. [Rossi
2006, s. 3]

Deduktiivista ajattelua kdytetddn matematiikassa useammin kuin huomataan ja intui-
tiolla suuri merkitys matemaattisissa 10yddissa [Schoenfeld 1994, s. 257]. Todellisuu-
dessa matemaattinen tutkimus etenee usein siten, ettd myds matemaatikkojen tulee ensin
varmistua vaitteen todenmukaisuudesta, ennen kuin he alkavat laatia sille formaalia to-
distusta [Christou et al. 2004, s. 215-216]. Todistus on siis harvoin vain formaalin mate-
maattisen ajattelun deduktiivisesti rakennettu tulos [Schoenfeld 1994, s. 257].

2.2 Erilaiset todistusmenetelmat

Modernin matematiikan tutkimus edistyy seuraavasti: aksiooma — maaritelma — otak-
suma — otaksuman todistus — yleistdminen ja laajennus — ---. Uudet tulokset pitaa siis
yksiselitteisesti todistaa ennen kuin ne voidaan hyvéksya. [Rossi 2006, s. 45] Erilaisia
todistusmenetelmié ovat esimerkiksi suora todistus, kontrapositio todistus, epasuora to-
distus ja induktiotodistus.

Suora todistus

Suora todistus on yleisin todistusmenetelmé tapauksille ”Jos O, niin C”. Teoreeman tai
otaksuman todistus alkaa oletuksista (O) ja loogisten véitteiden kautta padstaan teoree-
man lopputulokseen (C). Jos looginen argumentointi hypoteeseista lopputulokseen on
validi, on teoreema todistettu oikeaksi suoralla todistuksella. Suoran todistuksen etene-
mistd voidaan esittdd seuraavasti:

0-C-»C->C->>C

missé O johtaa paatelméén C; , C; johtaa paatelméén C, ja niin edelleen, kunnes paady-
t4an lopputulokseen C. Esimerkeissd 2 ja 3 on esitetty esimerkit suorasta todistuksesta.
[Rossi 2006, s. 51]

Esimerkki 2. Oletetaan teoreemat 1 ja 2 tunnetuiksi ja todistetuiksi.

Teoreema 1: Olkoon f ja g reaaliarvoisia funktioita. Jos lim f(x) = L jalim g(x) = M,
pando X—=C
niin lim f(x)g(x) = lim f(x) -lim g(x) = LM.
X—C xX—C x—Cc

Teoreema 2: Olkoon f reaaliarvoinen funktio. Jos lim f(x) = L ja L # 0, niin
lim L = 1 o
xocf) L



Teoreema 3: Olkoon f ja g reaaliarvoisia funktioita. Jos lim f(x) = L, lim g(x) = M ja
X—C X—=C

M # 0, nllnhmf() L.
x->cdx) M

Todistetaan teoreema 3 suoralla todistuksella kdyttden apuna tunnettuja tuloksia teoree-
moista 1 ja 2.

Muotoillaan todistus vaiheittain

Oletus (H): f ja g ovat reaaliarvoisia funktioita, joille patee lim f(x) = L,lim g(x) = M
X—C X—C

jaM 0.

Vaite (C): lim ; gg %

Todistus:
m L&® 1 |= A gL
im o = am AUO (x)] lim £ () - lmig(x) Lw=w

missa toinen yhtésuuruus patee teoreeman 1 ja kolmas yhtasuuruus teoreeman 2 perus-

teella.
Siis lim £& = = kunlim f(x) = L, limg(x) =M jaM # 0. m
x—c g(x) x-c x—c

[Rossi 2006, s. 52-54]

Esimerkki 3. Kayta suoraa todistusta seuraavan teoreeman todistukseen.
Teoreema: Jos x,y € R, niin x2 + y2 > |xy|
Todistus:

Olkoon Jos x,y € R. Tarkastellaan, mita on (|x| — |y])2.

(xl = lyD? = (IxD? = 2|x|ly] + (yD?* = x* + y* — 2|xy]

Nyt koska (|x| — |y[)? = 0, niin
x2+y?=2lxy| =0
jasiten
x? +y% > 2|xy| = |xy|
Siis
x% + y? > |xy| kaikillax,y € R. m
[Rossi 2006, s. 55]



Kontrapositio todistus

Esimerkin 3 todistus on mahdollista rakentaa suorana todistuksena, mutta ei ole miten-
kaan paivanselvaa lahtea tarkastelemaan tapausta (|x| — |y|)? [Rossi 2006, s. 55]. Suora
todistus voi siis joissain tapauksissa olla hankala tai perati mahdoton. Toinen mahdolli-
nen suoran todistuksen muoto on todistus kontrapositiolla. Kun suorassa todistuksessa
todistetaan ’Jos O, niin C” (0O — (), niin logiikan sddnt6jen mukaan kontrapositio "’Jos
ei C, niin ei O” (=~C — —0) todistaa saman asian. Todistettaessa kontrapositiolla olete-
taan siis lopputulos C vééaraksi, josta argumentaatioketjun seurauksena paastaéan todista-
maan oletus O vaaraksi. [Rossi 2006, s. 56]

—AC—>C->C>C3->- >0
Esimerkeissé 4 ja 5 on esitetty todistukset kontrapositiota hyddyntéen.

Esimerkki 4. Todista teoreema.
Teoreema: Olkoon n luonnollinen luku. Jos n2 on parillinen, niin n on parillinen luon-
nollinen luku.

Todistetaan kontrapositiolla.

Oletus: Olkoon n luonnollinen luku.

Vaite: Jos n on pariton luonnollinen luku (negaatio sille, etta n on parillinen), niin n? ei
ole parillinen (negaatio sille, etta n? on parillinen)

Todistus

Oletetaan, etta n on pariton,

siis on olemassa kokonaisluku k siten, ettd n = 2k + 1. Nyt

n?=QRk+1)>=4k*+4k+1=2Qk*+2k)+1=2j+1

missd j = 2k? + 2k, joka on kokonaisluku. Taten siis n? on pariton luku, jos n on pari-
ton. Siis kontrapositiotodistus osoittaa, ettd n on parillinen, jos n? on parillinen. m

Esimerkki 5. Todista seuraava teoreema kontrapositiolla.

Teoreema: Olkoon x ja y positiivisia luonnollisia lukuja. Jos x # y, niin In(x) # In(y).
Todistetaan kontrapositiolla

Oletus: Olkoon x jay positiivisia luonnollisia lukuja

Vaite: Jos In(x) = In(y), niinx =y

Todistus:

Nyt x = "™ jay = e Jos In(x) = In(y), niin



X = e = ¢ =,
Siis x =y, kun In(x) = In(y). Siis alkuperédinen teoreema, jos x # y, niin In(x) #
In(y), pitda paikkansa. m

Epéasuora todistus

Epasuorassa todistuksessa tapaukselle ”Jos O on tosi, niin C on tosi” tarkastelemalla ta-
pausta O on tosi ja C on epatosi”. Jos téstd 1dhtoasetelmasta seuraa loogisen argumen-
taation kautta ristiriita, on alkuperdinen vaite C tosi. [Rossi 2006, s. 58-60] Esimerkiksi
jos todistettava vaite on: O — C niin lause O A ~C on loogisesti ekvivalentti lauseen
—-(0 - () kanssa. Jos siis vditteen negaatio on aina epatosi, on itse vaite tosi. Siis risti-
riita todistaa, ettd 0 — C, sillda =(0 — C) ei ole koskaan tosi. Esimerkissa 6 esitetadn
epasuora todistus. [Rossi 2006, s. 58-60]

Esimerkki 6. Todista seuraava tulos. Kaikilla x > 0 pétee x + % > 4.
Oletus: x > 0

Vaite: x += > 4

Todistus:

Oletetaan x > 0. Tarkastellaan véitteen negaatiota x +§ < 4. Nyt

4
x+;<4<:)x2+4<4x<:)x2—4x+4<0(:>(x—2)2<0

missd on ristiriita, silla (x — 2)? > 0, kaikilla x € R.

Siis kaikilla x > 0 pétee x + = > 4. m
[Rossi 2006, s. 60-61]

Induktiotodistus

Induktiotodistus on usein hyddyllinen, jos halutaan todistaa, ettd jokin ominaisuus patee
lauseelle B, kaikilla n € N. Induktiotodistus siséltad aina samat vaiheet: alkuaskeleen ja
induktioaskeleen. Induktiotodistus voidaan jakaa heikkoon (I;) ja vahvaan induktioon
(I;). Heikon ja vahvan induktiotodistuksen etenemisté voidaan kuvata seuraavasti. [Rossi
2006, s. 63]

Heikko induktio I;: Viite, joka on muotoa B, patee Kaikilla n € N” voidaan todistaa
nayttdmalla seuraavat kaksi ehtoa tosiksi.
1. Alkuaskel: P, on totta
2. Induktioaskel: Jos P, on totta, niin myds Py, on totta ja implikaatio pétee jokai-
sellak € N.



Vahva induktio I,: Viite, joka on muotoa ”P, patee kaikilla n € N” ” voidaan todistaa
nayttdmalla seuraavat kaksi ehtoa tosiksi.
1. Alkuaskel: P, on totta
2. Induktioaskel: Jokaisella k € N patee implikaatio, jos Py, P;.,..., P, ovat totta niin
my0s Py, On totta.

Esimerkki 7. Todista kayttamalla heikkoa induktiota:
- . n(n+1)
21 =———,vne N\{0}

i=1
Todistus:
nn+1)

Olkoon B, vaite Y- i = S

1. Alkuaskel
Olkoonn =1.Nyt¥! ,i=1 ja@ = 1. Siis P, on totta.

2. Induktioaskel

Oletetaan, ettd P, on totta. Siis ¥~ , i = k(k;l)
Jos Py,4 on totta, niin
k+1 . _ (k+1)(k+2)
S1i=T
Tarkastellaan, mitd on YK+ i
k+1 k
_ _ k(k +1) k? + k + 2k + 2
D= k1)) = e+ D) = .
i=1 i=1
k2 +3k+2  (k+1)(k+2)
B 2 B 2
Siis Py, on totta, kun P, on totta. Siten Y™, i = n(n;l),Vn € N\{0}. m

[Rossi 2006, s. 65-66]

Esimerkki 8. Todista kayttdmalla induktiota. Olkoon lukujono a,, mééritelty siten, ettd
a, =0, a, =1 ja a,.» = 3a,41 — 2a,, kaikilla n € N\{0}. Todista, ettd a,,, =
2™*1 — 1 kaikillan € N\{0}.

Todistus:
Olkoon P, vaite a,,, = 2" — 1.
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1. Alkuaskel: Josn =1, niina;y, =az =3a, —2a; =3—-0=3ja2*l -1 =
4—-1=3.

Oletetaan, etta P, ..., P, ovat kaikki tosi jollain n € N\{0}. Nyt a;,, = 2771 — 1, kun
j=1,2,..k.

2. Induktioaskel: Jos P, on tosi, niin silloin
Ag+3 = 30kt — 20k41
=301 -1)-202%-1)
=3:2k1_3-2.2k42
:3_2k+1_2k+1_1
=3 -1)21 -1
=2-2k1 1
— 2k+2 -1

Siis Py, on tosi, jos Py, ..., P, ovat tosia. Vahvan induktion nojalla a,,,, = 2"*1 — 1
kaikillan € N\{0}.

Luonnollisen kielen ilmaisut ovat usein pitkia ja hankalia. Kvanttoreilla normaalin kielen
ilmaisua voidaan yksinkertaistaa ja lyhentdd. Olemassaolo kvanttoria merkitdan 3 (engl.
exists) ja kaikki kvanttori v (engl. for all). Kvanttoreiden kayttoa on esitelty seuraavassa
esimerkissa.

Esimerkki 9.

Merkitadn O (x): ’x opiskelee yliopistossa.”

Nyt lause ”On olemassa opiskelija, joka opiskelee yliopistossa” voidaan lyhentdd seuraa-
vasti: 3x 0(x)

Samassa lauseessa voi olla myds useampia kvanttoreita. Esimerkissé 10 esitetddn esi-
merkki kahden kvanttorin lauseesta.

Esimerkki 10.

Valitaan perusjoukoksi kerrostalon asukkaat.

Merkitdén K (x, y): ”’x tietdd y:n salaisuuden.”

Nyt 3xVy K (x, y) tarkoittaa ”’On olemassa asukas, joka tietdd kaikkien salaisuudet.”
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2.3 Todistamisen merkitys matematiikassa

Mit& on matemaattinen tieto? Matemaattinen tieto eroaa muusta tiedosta, mutta sen pe-
rusluonne ja esitystapa eroavat tiedosta. Tiedon voisi mééritelld seuraavasti: paljon
muusta

e sen pitad olla totta
e sen pitad olla uskottava ja
e se pita4 olla uskottavasti perusteltavissa [Brook & Stainton 2001]

Ihmisen mieli ei kuitenkaan luo totuutta tai vaéaraé vaan se luo uskomuksia. Miké tekee
uskomuksista tosia, on niiden suhde faktaan. Faktat taas eivét ole missadn suhteessa ih-
misen mieleen tai uskomuksiin. Uskomukset ovatkin riippuvaisia niitten olemassaolosta
ihmisen mielessd, mutta niiden totuusarvo ei ole missaan yhteydessa ihmisen mieleen.
[Loewenberg et al. 2002]

Jotta matemaattista lausetta (engl. statement) (esimerkiksi teoreema) voitaisiin
pitdd matemaattisena tietona, pitdisi tukea seuraavien ominaisuuksien kehittymista: (a)
uskomusta lauseen totuuteen (b) tdman uskomuksen totuuden perustelemista (Ei siis
pelkéstdan perustelemista formaalilla todistuksella vaan myds totuuden perustelemista
faktoilla). Toisin sanoen oppilaan nakdkulmasta, jos hanelle annetaan matemaattisen te-
oreeman lause p, tulisi oppilaan osata vastata kahteen peruskysymykseen: (a) ”Uskotko,
ettd p on totta?” ja olettaen, ettd vastaus tdhdn on “Kylld”, (b) ”Miksi uskot, ettd p on
totta?” Usein oppilaat perustelevat tdmin formaalin todistuksen sijaan hyvin valituilla
esimerkeilld. Joskus perustelut kuitenkin lahenevat formaalin todistuksen ideaa ja voivat
auttaa oppilasta formaalin todistuksen rakentamisessa. [Loewenberg et al. 2002]

Matematiikassa todistuksilla on monta funktiota ja niiden tulisi tulla opetuksessa
jollain tavalla esille, joskaan ne kaikki eivét ole yhta relevantteja matematiikan oppimi-
selle. Matemaatikko odottaa todistukselta muutakin kuin kyseessa olevan vaitteen oikeel-
lisuuden perustelua. Parhaimmillaan todistus auttaa ymmartdmaan teoreeman syvemmin.
Tarkedd ei siis ole vain, etta todistus on péateva, vaan miksi se on pateva. [Gila 2000, s. 7-
8]

Todistamisen funktioiksi voidaan katsoa muun muassa:

o verifikaatio (késittelee vditteen totuutta)

e perustelu (selittdd miksi vaite on pateva)

e systematisointi (organisoi tulokset deduktiivisen péattelyn verkoksi, jossa
kaikki perustuu lauseisiin sekd matemaattisiin argumentteihin)

e uudet havainnot (uusien tulosten keksiminen)

e kommunikaatio (matemaattisen tiedon siirtdminen)

e empiirisen teorian muodostaminen [Gila 2000, s. 8]
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Todistukset voivat myos johtaa uusiin lapimurtoihin. Lisaksi todistukset voivat osoittaa
tarpeen paremmille méaaritelmille tai johtaa hyvien algoritmien I6ytdmiseen. [Gila 2000,
s. 8] Todistuksen perdén kirjoitettu latinan kielinen ”q.e.d.” (quod erat demonstrandum)
tai suomeksi ”m.o.t.” (miké oli todistettava) kuvaa todistuksen paittelyn tédydellisyytta.
[Malinen 2004, s. 101]

Koska parhaimmat todistukset osoittavat teorian paikkansapitavyyden lisaksi miksi
se on totta ovat oppilaille parhaat todistukset luonteeltaan selittdvia. Opetuksen kannalta
ongelmana voi olla, ettd monia teoreemoja ei voida todistaa selittavilla todistuksilla. Tal-
I6in pitéa turvautua todistukseen matemaattisella induktiolla, (miké saattanee olla oppi-
laille hankalasti ymmarrettavissa), epasuoralla todistuksella tai muulla ei selittavalla me-
todilla. [Gila 2000, s. 9] Tama voi olla oppilaan kannalta hdammentévaa.

2.4 Miksi todistamista tulisi opettaa kouluissa?

Luokkahuoneessa aika on rajallista ja monet ovatkin sita mieltd, ettd heurististen taitojen
harjoittelu tulisi olla ensisijaista todistamisajatteluun ndhden. Tama ajattelu juontuu ka-
sityksestd, ettd opetuksessa tulee tehdd “valinta” tutkivien ongelmaratkaisutehtdvien
(jotka nahdaan soveltavina ja hyodyllisind) seka itse todistusten (jotka ndhdaan vahem-
man hyodyllisind ja monille oppilaille epdmieluisina) valilla. Todistaminen koetaan siis
usein hankalana esteend ennemmin kuin tydkaluna ymmartamisen syventamiseen.
Heuristiset tekniikat ndhdaankin siksi usein hyodyllisempiné kuin todistaminen opetetta-
essa matemaattisesti patevaa paattelya ja todistaminen nahdaan vain todistamisen opet-
tamisena ilman muuta lisdarvoa. Opetuksellisesti arvokkaampana ndhdaan sen sijaan tut-
kivat ja kokeilevat tehtdvat, jotka kehittavat intuitiivista ajattelua deduktiivisen péaattelyn
sijaan ja jotka todenndko6isemmin kehittavit laskurutiinia ja tuovat “merkityksellistd si-
saltod” oppitunneille. [Gila 2000, s. 9-10]

Pohdittaessa todistamisen osuutta matematiikan opetuksessa tulee tarkastella sen
osuutta itse matematiikassa. Vaikka matematiikan alueella on ollut ja on edelleen erilaisia
mielipiteita hyvaksyttavista todistuksista, tulisi tdiman olla toissijaista verrattuna todistus-
ten tuomaan matemaattiseen ymmarrykseen. Lisaksi todistaminen on keskeinen osa ma-
tematiikkaa ja sen perusluonnetta, joten on tarkeéa tutustuttaa oppilaat todistamisen mah-
dollisuuksiin ja rajoihin. Matemaattisen ymmarryksen syventdminen tulisi kouluopetuk-
sessa olla todistamisen opettamisen keskidssé ja erityisesti todistusten esittdminen ym-
maérryksen syventamisen kautta olisi oppilaiden oppimisen kannalta hyodyllistd. Todis-
tamista voidaankin vertaiskuvallisesti ajatella seuraavasti: aksioomat, méaritelmat ja teo-
reemat ovat matematiikan kartalla kaupungin ndhtévyyksia ja niita yhdistavat tiet ja reitit
todistuksia. Oppilaan kannalta olisi tarkedd osata yhdistada nahtavyydet ja kaupungin ko-
hokohdat toisiinsa, mikd matematiikassa tapahtuu todistusten avulla. Todistukset siis aut-
tavat ymmartaméan asioiden vélisid yhteyksia ja hahmottamaan kokonaisuutta. [Gila
2000, s. 5-7]
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Todistamisen harjoittelussa kehittyvisté ajattelun taidoista on hyétya niin matema-
tiikassa kuin koulun ulkopuolisessa elaméssa. Esimerkiksi tekniselle alalle suuntautuessa
hyvasta matemaattisesta osaamisesta on hyotya ja tydelaméssa hyvat ongelmanratkaisu-
taidot ovat usein arvostettuja.

2.5 Opetussuunnitelma ja todistaminen

Todistamisen térkeys on koulumaailmassa huomattu ja sen opettaminen on siséllytetty
uuteen Lukion opetussuunnitelman perusteisiin. Kuitenkin on huomattavaa, ettei todista-
misajattelun opettamisen perustelu voi pohjautua pelkéstaan tahan dokumenttiin vaan en-
nemminkin dokumentin taustalla vallitseviin arvoihin ja kasityksiin.

Lukiokoulutuksen tehtdviksi mainitaan “laaja-alaisen yleissivistyksen vahvistami-
nen” seka kriittisen, itsendisen ajattelun harjoittelu seka syventaa oppilaan kiinnostusta
tieteiden maailmaan [Opetushallitus 2015, s. 12]. Téhan voidaan katsoa kuuluvan oppi-
laiden ajattelutaitojen seké eri luonnontieteiden yleispiirteisiin perehtyminen — matema-
tilkassa se tarkoittaa muun muassa paattelytaitoja, todistamiseen ja todistamisajatteluun
perehdyttamistd. Lukiokoulutuksen tulisi myos antaa yleiset jatko-opiskelumahdollisuu-
det [Opetushallitus 2015, s. 12].

MAAL11 Lukuteoria ja todistaminen on ensimmainen valtakunnallinen syventava
pitkdn matematiikan kurssi ja kasittad Taulukossa 1 esitetyt siséllot ja tavoitteet.
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Taulukko 1. MAA11 Lukuteoria ja todistaminen: sisallot ja tavoitteet. [Opetushallitus

2015, s. 135]

Tavoitteet

Keskeiset sisallot

Suoraan yhtey-
dessa  todista-
misajattelun ke-
hittymiseen

(oppilas) perehtyy logiikan
alkeisiin ja tutustuu todistus-
periaatteisiin sekd harjoittelee
todistamista

konnektiivit  ja
totuusarvot
geometrinen
todistaminen

suora, kaan-
teinen ja ristirii-
tatodistus

induktiotodistus

Epéasuorasti yh-
teydessa todis-
tamisajattelun
kehittymiseen

(oppilas) hallitsee lukuteorian
peruskasitteet ja perehtyy alku-

lukujen ominaisuuksiin
(oppilas) osaa tutkia ko-
konaislukujen jaollisuutta
jakoyhtalon ja kokonaislukujen
kongruenssin avulla

(oppilas) syventdd ymmar-
rystadn lukujonoista ja niiden
summista

(oppilas) osaa kayttaa teknisia
apuvalineitd lukujen ominai-

suuksien tutkimisessa.

kokonaislukujen
jaollisuus ja
jakoyhtalo
Eukleideen algo-
ritmi

alkuluvut ja Era-
tostheneen seula
aritmetiikan pe-
ruslause
kokonaislukujen
kongruenssi

Osa kurssin sisall6istd on suoraan yhteydessa todistamisajattelun kehittymiseen kuten lo-
giikan alkeet, todistusperiaatteet sekd todistamisen harjoittelu. Kurssilla tulevat todista-
misen eri tavat, kuten geometrinen, suora, k&anteinen, ristiriita ja induktiotodistus sek&
konnektiivit ja totuusarvot. Kurssilla on myo6s todistamiseen epdsuorasti liittyvia sisal-
toja, joiden harjoittelu mahdollisesti kehittda todistamisajattelua ja jotka tulee mahdolli-
sesti hallita ennen kuin todistamisen voi kunnolla hallita (esimerkiksi lukuteorian hallit-
seminen varmasti helpottaisi induktiotodistuksen ymmartdmistd). Myodskin naiden sisél-
tojen hallitseminen mahdollistaa monipuolisempien todistustehtavien harjoittelun.
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3. Todistamisen ja todistamisajattelun opettaminen

Koulumatematiikassa todistamista ja loogista ajattelua voidaan tarkastella kahdesta eri
nakokulmasta, traditionaalisen mallin tai ongelmanratkaisun mallin avulla. Traditionaa-
linen malli kayttaa loogisia paattelysaantdja sekd matematiikassa hyvéksyttyja metodeja
systemaattisten todistusten tekemiseen. Ongelmanratkaisu malliin ei valttamétta liity
suoraa todistamista, mutta siind pyritddn todistamisen tapaan ratkaisemaan oppilaille
mielekkaitd ongelmia paattelyn avulla, joskaan kaytetty paattely ei vélttdmatta ole mate-
maattisen todistamismallin mukaista. Kokeilun, yrityksen ja erehdyksen kautta padstaan
varmistuksiin ja toteen nayttamisiin, joiden kautta ongelma saadaan lopulta ratkaistua.
Traditionaalinen malli siis keskittyy pelkastaan puhtaaseen todistamiseen, ongelmanrat-
kaisu mallissa todistamisajattelu kuuluu osaksi ongelmanratkaisuprosessia. [Malinen
2004, s. 105-106]

Todistaminen ja todistamisajattelu eroavat toisistaan, vaikka ne usein virheellisesti
mielletdan samaksi asiaksi. Vaikka itse todistaminen vaatii todistamisajattelua, myos mo-
net ongelmanratkaisutilanteet aukeavat samankaltaisilla paattelyprosesseilla. Paattely-
prosessiin kuuluvat hypoteesin muodostaminen (heuristinen prosessi), hypoteesin testaa-
minen, joka johtaa hypoteesin hylkaamiseen tai hyvaksymiseen. Oppilaan kannalta péét-
telyprosessissa on tarkeda osata tunnistaa, mita han on pitanyt hypoteesina ja miten hén
on sita testannut. [Malinen 2004, s. 106]

Malisen (2004) mukaan kouluopetus siséltdd hyvin vahan algoritmisia ongelmanrat-
kaisutilanteita, jotka kehittéisivat todistamisajattelua. Todistamisajattelun kehittamiseksi
olisikin tarkeéaa esittaa oppilaille paattelytilanteita, joissa tarkastellaan erilaisia vaihtoeh-
toja ja arvioidaan niiden totuutta. Opettajan vastuulle jaa oikeanlaisten tehtavien ja tilan-
teiden luominen seké oppilaiden ohjaus tuomalla esille loogista ajattelua ohjaavia kysy-
myksié ja lahtokohtia. Ndin toimiakseen opettajan tulee hallita seka logiikkaa ettd oppi-
miseen ja ajatteluun liittyvia psykologisia prosesseja. Todistamisajattelun oppimiseksi ei
Malisen mukaan tarvitse opettaa todistuksia ja tehda niitd vaan riittaa, etta oppilaille an-
netaan loogista pééattelyprosessia kehittavia tehtavia ja kysymyksia. [Malinen 2004, s.
107-109; Epp, 2003]

3.1 Todistamisajattelun kehittyminen lapsuudesta aikuisuuteen: ilmeneva, symbo-
linen ja formaali maailma

Matemaattinen ajattelu voidaan Tallin (2002) mukaan jakaa ilmenevaan, symboliseen ja
formaaliin. llmenevd maailma rakentuu vuorovaikutuksessa ihmisen ja ympériston
kanssa aisteja hyvéksi kayttden. llmenevd maailma koostuu havainnoistamme ja toimis-
tamme todellisessa maailmassa seka niiden reflektoinnista, kasitteiden rakentamisesta ja
niiden valisistd yhteyksistd. llmenevat todistukset ovat suorassa yhteydessé todelliseen
maailmaan ja siita tekemiimme fyysisiin havaintoihimme siité, esimerkiksi monet geo-
metriset todistukset kuuluvat tdhan kategoriaan.
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Symbolinen maailma koostuu kayttamistamme symboleista, kuten aritmetiikalle ja
algebralle tyypillisistd symboleista. Ne mahdollistavat vastausten saamisen laskemalla ja
kasittelemélla symboliesityksia. [Tall 2002]

Formaali maailma koostuu mééritelmista ja symboleista, jotka johtavat aksiomaat-
tisten teorioiden rakentamiseen [Tall 2002].

N&ma kolme erilaista maailmaa voidaan mieltaa erilaisiksi tavoiksi ajatella mate-
matiikkaa ja todistamista. Jotkut ihmiset pystyvat toimimaan kaikissa ndissa maail-
moissa, mutta monesti toiminta rajoittuu vain yhteen tai kahteen maailmaan. Onkin siis
huomattava, kuinka erilaisia esimerkiksi geometrian ja algebran todistukset ovat. Erityi-
sesti monilla oppilailla on vaikeuksia siirtyd matemaattisessa ajattelussa formaaliin maa-
ilmaan. [Tall 2002]

Néiden kolmen ajattelumallin kognitiivisen kehityksen voidaan ajatella tapahtuvan
vaiheittain. Ensin luonnollisesti kehittyy ilmeneva maailma vuorovaikutuksestamme fyy-
sisen maailman kanssa. Symbolinen maailma alkaa kehittyd muun muassa laskemisen,
lisadmisen, asioiden ryhmittelyn ja jakamisen seurauksena. Symboleilla merkitdan nu-
meroita, summaa, tuloa jne. Symbolisen maailman symbolit ovat duaalisia: niita kéyte-
taan prosessissa (esim. laskemisessa) seka konseptina (esim. summa). Tamé maailma ke-
hittyy ilmenevéan maailman rinnalle. Paljon myéhemmin, jos ollenkaan, kehittyy formaali
maailma aksiomaattisine maaritelmineen ja todistuksineen. [Tall 2002]

Jokainen néistd kolmesta maailmasta kehittyy omalla tavallaan. limeneva maailma
perustuu havaintoihin fyysisestd maailmasta. Kieli mahdollistaa asioiden ja esineiden ku-
vaamisen, jolloin asiat ja esineet voidaan jaotella ominaisuuksiensa mukaan eri kategori-
oihin. Esimerkiksi kuvio on ympyra, koska se on pyorea tai kuvio on nelié koska silla on
nelja yhté pitkaa sivua seké kaikki kulmat ovat suorakulmia. Tallaiset kuvaukset kehitty-
vat pikkuhiljaa tarkemmiksi maaritelmiksi. Maéaritelmien avulla voidaan testata, mihin
kategoriaan esine tai asia kuuluu ja maaritelmét johtavat deduktiiviseen paattelyyn: jos
jollain esineelld on nd&ma ominaisuudet, niin sitten silla on myds ndm& ominaisuudet.
Esimerkiksi Euklidiset todistukset ovat kehittyneet kielen ja geometristen kuvioiden il-
menevien ominaisuuksien pohjalta. [Tall 2002]

Symbolinen maailma on hyvin erilainen. Jokainen kasite saa alkunsa prosessista,
esimerkiksi numeron kasite kehittyy prosessina, kun laskemisessa aletaan kéayttda nume-
rosymboleita. Esimerkiksi yhteenlaskusta kehittyy summan kasite ja yhteenlaskuproses-
sien toistamisesta syntyy tulon ké&site. Nain ilmenevan maailman prosesseista padstaan
siirtymaéan symboliseen maailmaan. Kehittyy kasitys algebrasta, joka on aritmetiikan
yleistys. Esimerkiksi symboli 2n — 1 kuvaa luvun n kertomista kahdella ja t&sté tulosta
vahennetéén vield yksi. [Tall 2002]

Formaali maailma pohjautuu ilmenevaén ja symboliseen maailmaan. Formaali maa-
ilma perustuu méaritelmiin ja todistuksiin. IImenevassa maailmassa k&dytdmme aiste-
jamme ja valitsemme ominaisuudet, joiden avulla teemme madritelmié. Iimenevéssa
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maailmassa siis késitteet johtavat madritelmiin, kun taas formaalissa maailmassa maari-
telmat johtavat kasitteisiin. Formaali todistus pohjautuu méaéaritelmiin, joista deduktiivi-
sesti voidaan johtaa teoreemoja, joiden pohjalle voidaan deduktiivisesti rakentaa liséé
teoreemoja. Pohja todistuksille pysyy siis koko ajan samana. [Tall 2002]

Todistaminen ei kuitenkaan kuulu kokonaan vain formaaliin maailmaan vaan se on
yhteydessé seka ilmenevaan, ettd symboliseen maailmaan. Kuitenkin todistamiseen liit-
tyvaa paattelya ilmenevéssa ja symbolisessa maailmassa ei useinkaan voida pitaa taydel-
lisend todistuksena. Néissa maailmoissa ilmenevé paattely kuitenkin helpottaa oppilaita
arvioimaan péattelynsa totuutta. [Tall 2002]

Gary Martin (1989) on tutkinut alakoulun opettajiksi opiskelevien opiskelijoiden in-
duktiivista ja deduktiivista ajattelua matemaattisten todistusten yhteydessa. Hanen mu-
kaansa monet hyvéksyvat induktiivisia argumentteja matemaattisten vaitteiden todistuk-
siksi riippumatta siitd, onko matemaattinen vaite tuttu vai ei. Opiskelijoilla on hdnen mu-
kaansa kaksi todistusmallia, induktiivinen ja deduktiivinen, joista induktiivinen on raken-
tunut arkipdivan kokemusten perusteella ja deduktiivinen, joka on yhteydessa matematii-
kan opiskeluun. Kiintoisaa on, etta Gary Martinin tutkimuksen mukaan induktiiviset ja
deduktiiviset argumentit eivat sulje toisiaan pois vaan induktiivinen ja deduktiivinen
malli ovat olemassa samaan aikaan: vaikka opiskelijoille opetetaan deduktiivista paatte-
lya he silti turvautuvat aiemmin rakentuneeseen induktiiviseen malliin. Esimerkiksi mo-
net opiskelijat, jotka hyvaksyivéat deduktiivisen todistuksen, halusivat silti empiirisia esi-
merkkeja varmistuakseen todistuksen oikeellisuudesta. Kiintoisaa on myds, ettd monet
opiskelijat hyvaksyivét vaarat deduktiiviset argumentit, silloin kuin todistus oli muuten
rakennettu matemaattisesti ndyttamaan patevalta.

Oppilaat voivat kayttaa erilaisia tapoja oikeuttamaan paattelynsé totuutta. Esimer-
kiksi, ettd n:n ensimmaisen kokonaisluvun summa saadaan kaavalla @ voidaan pe-

rustella “intuitiivisesti” eri tavoin (deduktiivinen formaali pééttely olisi todistaa kaava
matemaattisella induktiolla). Yksi tapa on piirtada tapauksesta kuva (Kuva 1), jolloin on
mahdollista konkreettisesti ndhdé ratkaisu eli todistus on ilmeneva.

Kuva 1. Kaksi kertaa summa 1 + --- 4+ n on suorakulmio, jonka sivujen
mitat ovat n ja n+1. [Tall 2002]
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Symbolisessa maailmassa asiaa voisi havainnollistaa Gaussin tavoin laskemalla yhteen
luvut 1-100 kaksi kertaa “kadnteisessa jarjestyksessd” (Kuva 2). Kokonaissummaksi tu-
lee tall6in 100 x 101 jasumma 1 + 2 + --- 4+ 100 on siis puolet tasté tulosta. Symbolien
avulla on siis mahdollista havainnollistaa paattelya. [Tall 2002]

I+ 2+..+ 99+100
100+ 99+...+ 2+ 1

101+101+...+101+101 =100 X 101

Kuva 2. Kaksi kertaa ensimmaisen sadan numeron summa on 100 x 101.
[Tall 2002]

Formaalin maailman tapaan vaitteen voisi todistaa induktiolla. Kuitenkin monesti, pelkk&
formaali todistus ei ole I4snd vaan todistettaessa hyodynnetdén kaikkia maailmoja — on
oikeutettava todistuksensa oikeellisuus ja monesti tdma tapahtuu muiden kuin formaalin
maailman kautta. Tall (2002) kutsuu niiti eri maailmojen péittelymuotoja “totuuden oi-
keutukseksi”. Huomattavaa on, ettd monista oppilaista edellé esitetyt ilmenevin ja sym-
bolisen maailman paéattelyt ovat vakuuttavia, mutta formaali induktiotodistus ei ole. Kui-
tenkin matematiikan kannalta vain induktiotodistus on patevé todistus ja muissa péatte-
lyissa on huomattavia puutteita.

IiImenevdsséd maailmassa todistamisajattelu kehittyy kokeiluista fyysisessd maail-
massa ja myohemmin todistaminen siirtyy Euklidiseen geometriaan. Totuuden oikeutuk-
set kehittyvat ilmenevéstd maailmasta fyysisen havainnoinnin ja kokeilun tuloksena. Jos
kokeilu johtaa odotettuun tulokseen, niin totuus oikeutetaan. Esimerkiksi miten “tiede-
tddn”, ettd kolmion kulmien summa on 180 astetta? Revitddn kolmiosta kulmat irti ja
asetetaan ne vierekkain, jolloin muodostuu suora (Kuva 3). [Tall 2002]

Kuva 2. Ilmenevin maailman “totuuden oikeutuksen’ demonstraatio.
[Tall 2002]
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Maallikolle tilanne saattaa néyttaa selvéltd. Mutta esimerkissd (Kuva 3) kasiteltiin vain
yksittéistapausta, jolla on tietyn suuruiset kulmat. [Tall 2002] Enta jos kolmio olisikin
toisenlainen? Pateekd sama totuus edelleen?

Taman tutkimiseksi tarvitaan yleinen esimerkki, joka edustaa kaikkia mahdollisia
kolmioita. Tamé voidaan tehda Euklidisen geometrian avulla. Kuvassa 4 on esitetty ko-
mio ABC. Kuvaan on lisatty suora DE, joka on yhdensuuntainen suoran AC kanssa. N&in
ollen samankohtaisia kulmia ja ristikulmien ominaisuuksia hyédyntéen saadaan, etta kul-
mat DBA ja BAC ovat yhtasuuria sekéd kulmat EBC ja BCA ovat yhtésuuria. Nyt kulmat
DBA, ABC ja CBE muodostavat suoran, joka on 180 astetta, kuten myds kulmat BAC,
ABC ja BCA. [Tall 2002]

D B E

Kuva 4. Euklidinen todistus. [Tall 2002]

IImen&vé ja symbolinen maailma mahdollistavat sen, ettd jo alakoulussa voidaan lahted
rakentamaan oppilaan todistamisajattelua ilman, etta tarvitaan oppilaalle siind vaiheessa
tuntematonta formaalia maailmaa. Tarkastellaan esimerkiksi, miten luokkahuoneessa
voitaisiin tarkastella véitettd ”Kahden saman luvun summa on aina parillinen”. [Annen-
berg foundation 2017]

Oppilaalle véite “Kahden yhtd suuren luvun summa on aina parillinen” ei véltté-
matta aukea heti. Jotta ongelman ratkaisuun voidaan ryhtyd, pitd4 varmistaa, etta oppilaat
ovat taysin ymmaértaneet ongelman. Véitettd voidaan selventad oppilaille sanomalla se
toisin: ”Eli jos valitaan mika tahansa luku 0, 1, 2, 3 jne. ja lisdtddn siihen luku itse, saa-
daan parillinen luku. [Annenberg foundation 2017]

Seuraava askel ongelman ratkaisussa olisi vaitteen testaaminen. Esimerkiksi 1 +
1=2,24+2=4,15+15=30,103+ 103 = 206ja 2102 + 2102 = 4204. Huoma-
taan, ettd summat ovat siis aina parillisia lukuja. [Annenberg foundation 2017]
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Seuraavaksi nousee esiin kysymys, onko edellinen totta myds luvuille, joita ei tes-
tattu. VVoihan tietenkin olla jokin luku, jota ei testattu ja jolle vaite ei pade. Tasta varmis-
tumiseksi pitdisi kuitenkin testata kaikki mahdolliset luvut ja tdmé on kéytanndsséd mah-
dotonta. [Annenberg foundation 2017]

Miten siis todistaa vaitteen oikeellisuus, jos sité ei voi testata? Kuva 5 havainnol-
listaa tilannetta. Jotta luku olisi parillinen, tulee palikoiden olla symmetrisid. Nyt nah-
daan, ettd jos mitka tahansa kaksi samaa lukua summataan yhteen, saadaan symmetrinen
tulos eli samojen lukujen summa on parillinen. [Annenberg foundation 2017]

L] B O H1 EH
| + | = 2

- 3 ¥2 = 6

+r = 16

Kuva 5. Vaitteen totuuden testaaminen palikoilla [Annenberg foundation
2017]

oo I

Vadite voidaan nayttéa todeksi myos muilla keinoilla. Esimerkiksi voidaan tehda lista lu-
vuista seuraavalla tavalla:

1+1=2
2+2=4
3+3=6
4+4=8
5+5=10
6+6=12
7+7 =14
jne.

Havaitaan, ettd lista alkaa luvusta 2, joka on parillinen luku. Joka kerralla, summa myds
kasvaa luvulla 2. Tdma johtuu siitd, ettd aina seuraavaan summaan siirryttdessa luku 1
yhteenlaskettaviin lukuihin. Esimerkiksi 4 + 4 = 8, josta seuraava summaon 5+ 5 =
10 ja yhteenlaskettavat luvut ovat molemmat yhdella isompia. Siis tdmén perusteella voi-
daan péatelld, ettda mika tahansa luku lisattyna itseensé tuottaa summaksi parillisen luvun.
[Annenberg foundation 2017]

Yksi mahdollinen tapa ndyttaa vaite toteen on tarkastella tapausta siten, ettd kun
kaksi samaa lukua laskee yhteen, niin summasta tulee kaksi kertaa alkuperaisen luvun
suuruinen:
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6+6=12
2:-6=12
Nyt kun summan jakaa kahdella, paastaan takaisin alkuperaiseen lukuun:
12
- =

Parilliset luvut ovat aina jaollisia kahdella eli parillinen luku n voidaan ilmaista muo-
dossan = 2k, missa k € Z. Siis ndhdaan, ettad kahden yhté suuren luvun summa on aina
parillinen. [Annenberg foundation 2017]

Tama esimerkki on hyva oppilaille, silla kaikki pystyvat testaamaan vaitetta joilla-
kin numeroilla. Testaaminen useilla luvuilla ei kuitenkaan ole todistus (ellei vaite koske
vain rajattua maaraa lukuja), vaikka se onkin tutkimisen valineend usein toimiva. Tama
tutkimisprosessi kuitenkin vahvistaa oppilaiden kasitysta siita, ettd vaite saattaa olla totta.
[Annenberg foundation 2017] Samalla he tutustuvat ratkaistavaan ongelmaan ja tutkivat
parillisten ja parittomien lukujen yhteyttd ongelmaan.

Kaikki perustelut pohjautuivat késitteen ”parillinen luku” tuntemiseen. Jos oppi-
laalla on ongelmia ongelman ratkaisun ymmartamisestd, hén tarvitsee todennéakoisesti
apua kasitteen parillinen ja pariton hallitsemisessa. Myds lukujen erilaisten esitysten
tydstdminen voi auttaa, kuten myos lukujonojen ominaisuuksista. [Annenberg foundation
2017]

Todistus ei siis koskaan ole puhtaan formaalin ajattelun tulos. Kaikkien uusien teo-
rioiden tulee tulla jostain ja ne eivat muodostu Kirjoittamalla erillisia lauseita perakkain,
jotta nahtaisiin, mita niilla voitaisiin todistaa. Matemaatikot etsivat todistuksia teoree-
moille, koska heilld on intuitio, etta jokin teoreema voisi olla totta ja sitten he etsivét sille
formaalia todistusta. Esimekiksi Fermat’n viimeisen teoreeman todistamiseen meni yli
kolme vuosisataa. [Tall 2002]

3.2 Kokeileminen vs. todistaminen

Teoreemojen ja véitteiden testaaminen voi huomattavasti syventéé oppilaan ymmarrysté
ja edistéa oppimista. Erityisesti geometriassa voidaan monia lauseita tarkastella tietoko-
neohjelmien avulla. Tarkasteltavia tilanteita on talléin helppo muunnella ja huomata, etta
tarkasteltava matemaattinen tulos pitéé silti paikkansa. Oppilaalle syntyy taten vahva
mielikuva tuloksen oikeellisuudesta. Téallainen mahdollisuus testata matemaattisia tulok-
sia my0s motivoi oppilaita ja voi johtaa "uusien” tulosten keksimiseen. [Gila 2000, s. 12-
13]

Tallainen kokeellinen tulosten ja teoreemojen tarkastelu, vaikkakin se edistdd ym-
marrystd, saattanee kuitenkin johtaa oppilasta harhaan. Helposti syntyy mielikuva, etta
jos vaite on usealla testatulla vaihtoehdoilla tosi, on se aina tosi. Kuitenkaan mitdédn ma-
temaattista tulosta ei voida perustella turvautumalla kokeiluun tai toistoon. Koska kokei-
leminen ja testaaminen ovat kuitenkin olennainen osa matematiikan opetusta ja oppilaan
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oppimista, ei kokeilemista ja testaamista tulisi hylatdkaan taysin vaan olisi tarkeda tuoda
todistaminen sen rinnalle mukaan opetukseen. Vaikka namé ovatkin erillisid osa-alueita,
ne molemmat ovat toisiaan tukevia ja molemmat kehittavat ongelmanratkaisutaitojen op-
pimista (Kuva 6). Kuitenkin oppilaat tulisi saada ymmartamaan, ettd vaikka kokeilemi-
nen on tehokas tyokalu, se ei voi korvata matemaattista todistusta. [Christou et al. 2004;
Gila 2000, s. 12-13]

Kokeileminen Todistaminen

Paattelytaidot

Kuva 6. Kokeileminen ja todistaminen eivat ole toisiaan poissulkevia pro-
sesseja vaan molemmat tukevat paattelytaitojen oppimista.

Kun oppilaille on nédytetty jonkin teoreeman todistus, he usein vaativat teoreeman empii-
ristd testaamista huolimatta siitg, ettd he ymmartavat todistuksen. Matemaattiselta kan-
nalta tdima tuntuu turhalta ja usein opettajat olettavatkin, etteivat oppilaat ole ymmarta-
neet todistusta. Jos kuitenkin oppilas rinnastetaan tassé tilanteessa kokeelliseen tiedemie-
heen, joka térméé ensimmaisté kertaa ko. ilmidéon, on lisdtuen vaatiminen aivan luonnol-
lista. Esimerkiksi fyysikko tuskin taysin uskoisi mitaan teoriaa, ennen kuin se on kéytan-
nossé testattu. Taten todistamista olisi kouluymparistossa varmaankin helpointa l&hestya
luonnontieteilijan silmalasein. [Gila 2000, s. 19]

Healy & Hoyle (1999) tutkivat oppilaiden késityksia todistuksista. Sen mukaan
suuri osa oppilaista l&hestyisi tutkittavaa algebrallista todistustehtavaéd ensin empiristi-
sesti esimerkiksi kokeilemalla véitteen patevyytta konkreettisilla luvuilla. Kuitenkin op-
pilaat uskoivat saavansa paremman arvosanan algebrallista todistusta kéyttden kuin tur-
vautumalla empiirisiin argumentteihin. Algebrallisesti muotoillun todistuksen katsottiin
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useammin olevan pateva todistus. Kuitenkin empiristinen lahestymistapa katsottiin hyo-
dylliseksi lahestymistavaksi selitettdessa vaitteen matemaattista siséltéa — mita formaali
todistus ei tee.

Kokonaisuudessaan oppilaat kokevat algebran olevan sallittu tydkalu todistami-
sessa, mutta sanallisia selityksia ja kuvia ei helposti hyvaksyta riittavan hyviksi vélineiksi
formaalin todistuksen muotoilussa. Algebra on opettajalta hyvéksyttava ja vaadittava to-
distustapa, oppilaiden mielesta heille riittdd ymmartad muut todistus- ja paattelymenetel-
mat, erityisesti jos paatelmét ovat selittavia. Jotta oppilaat ymmartéisivat kielen ja kuvien
tarkeyden todistuksissa tulisi algebra mahdollisesti ottaa opetuksessa mukaan aikaisem-
min. Olisi my6s syyta kiinnittdd huomiota ajatuksen kulkua ja symboleita selittdvaan kie-
leen. [Healy & Hoyle 1999]

Tietokoneavusteiset geometriaohjelmat (engl. Dynamic geometry software, DGS)
ovat tuoneet uusia mahdollisuuksia opetukseen. Erityisen hyodyllisia tietokoneavusteiset
ohjelmat ovat geometrian opetuksessa. Ne esimerkiksi mahdollistavat oppilaille nopean
ja tutkivan tavan selvittad, onko jokin véite totta vai ei seka tarjoavat oppilaille mahdol-
lisuuden tutustua tarkemmin todistettavaan tilanteeseen. Kun oppilaat rohkaistuvat tutki-
maan/tarkastelemaan tilannetta lahemmin, he samalla luovat pohjaa todistukselle ja sen
syvallisemmalle ymmartamiselle. Kuitenkin DGS lasketaan usein induktiiviseksi mene-
telmaksi, mista johtuen on syytd pelata, ettd DGS:n kéytto opetuksessa mahdollisesti lisaa
kokeellisten ja teoreettisten menetelmien valistd kuilua. [Christou et al. 2004]

Christou et al. (2004) on tutkinut, synnyttddkd DGS:n hyddyntaminen opetuksessa
tallaista kuilua kokeellisten ja teoreettisten menetelmien vélille sek& miten tallaisen kui-
lun syntymistd mahdollisesti voitaisiin vélttdd. Christou et al. mukaan DGS voi oikein
hyodynnettynd olla erittdin hyodyllinen pedagoginen apuvéline todistamisen opetuk-
sessa. DGS mahdollistaa oppilaille tilaisuuden tutustua kyseessé olevaa vaitetta koske-
vaan tilanteeseen ja liittd4 uudet tiedot heidan aikaisempaan tietoonsa. Tilanteen kokeel-
linen induktiivinen tarkastelu ei niinkdan vastaa kysymykseen, miksi vdite pétee, mutta
se vakuuttaa oppilaat vaitteen paikkansapitavyydestd. Tdma taas johtaa oppilaat etsimaan
(deduktiivisin keinoin) vastausta siihen, miksi véite on totta. [Christou et al. 2004]

3.3 Todistaminen ja kognitiiviset prosessit

Mita sitten oppilaan péén sisélla tapahtuu todistuksen kasittelyn aikana? Barnard ja Tall
(1997) ovat tutkineet kognitiivisia yksikoita seka niiden valisi4 yhteyksid, jotka johtavat
deduktiivisen todistuksen muodostamiseen. Kognitiivisilla yksikoilla tarkoitetaan kogni-
tiivista rakenneosaa, joka voidaan kerralla pitdd huomion keskipisteend. Kognitiivinen
yksikkd voi olla esimerkiksi jokin symboli, fakta (esim. 3 + 4 = 7 tai kahden parillisen
luvun summa on parillinen), suhde tai teoreema jne. Kognitiivisten yksikdiden koko vaih-
telee yksilgittdin: jollekulle toiselle kognitiivinen yksikko ei ole toiselle kognitiivinen
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yksikkd. Barnardin ja Tallin (1997) hypoteesin mukaan hyodyllisen ajatusmallin luomi-
seen tarvitaan kahta asiaa:

1. Kykya tiivistaa tieto mahtumaan kognitiivisiin yksikaihin.
2. Kykyé luoda yhteyksia kognitiivisten yksikdiden valille siten, ettd hyodyllinen
informaatio voidaan tarvittaessa ottaa kayttéon tai pois huomion keskipisteesta.

Matemaattisten ideoiden tiivistaminen liittyy yhteyksiin huomioitavien kognitiivisten yk-
sikdiden vélilla ja niiden luomaan kognitiiviseen rakenteeseen. Taté kognitiivista raken-
netta kutsutaan hetkelliseksi tyémuistiksi. Kun huomion keskipisteeseen tuodaan eri asi-
oita, hetkellinen tydmuisti muuttuu dynaamisesti, mahdollistaen uusien yhteyksien huo-
mioimisen ja toisien pois sulkemisen. [Barnard & Tall 1997]

Kognitiivisen rakenteen maksimaaliseen hy6tykayttoon tarvitaan rutinoituja taus-
tatoimintoja, jotka eivat tarvitse suurta huomiota ja vie ajattelukapasiteettia. Tarkeda on
myos kyky tiivistdd kognitiivisia yksikoitd yhdeksi operoitavaksi kognitiiviseksi skee-
maksi. Néin vapautuu mentaalista kapasiteettia muihin toimintoihin sekd ongelman rat-
kaisuun ja kompleksisista kokonaisuuksista tulee helpommin hallittavia. [Barnard & Tall,
1997]

Matemaattinen todistus sisaltaa perakkaisia prosesseja, joista jokainen antaa vih-
jeita seuraavasta. Monesti todistuksen muodostamisessa tarvitaan useiden uusien kogni-
tiivisten linkkien muodostumista.

Barnard & Tall (1997) tutkivat kognitiivisten linkkien osuutta matemaattisessa to-
distuksessa. He ottivat tarkasteluun +/2:n irrationaalisuuden todistamisen. Tutkimuksessa
oppilaiden/opiskelijoiden piti selvittdd v2:n irrationaalisuuden todistuksessa esiintyvét
vaiheet:

| Oletetaan, ettd V2 ei ole irrationaalinen.
II. /2 voidaan esittdd muodossa %, missa a, b ovat kokonaislukuja ja niilla ei ole
yhteisia tekijoita.
I1l.  Téasta seuraa, ettd a? = 2b2,
IV. jasiten a? on parillinen.
V.  Siit4 seuraa, ettd a on parillinen.
VI.  Nyta = 2c, jollekin kokonaisluvulle c,
VII.  Siita seuraa, ettd b? = 2c?,
VIIL.  jolloin myos b?
IX.  jasiten my6s b on parillinen.
X. Nytjosajab ovat parillisia, seuraa siitd ristiriita oletuksen kanssa, jonka mukaan
luvuilla a ja b ei ole yhteisia tekijoita
X1, Siis V2 on irrationaalinen.
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v2:n irrationaalisuuden todistamisessa tarvitaan askelta v2 = %, josta laskutoimitus a? =

2b? on tasta seuraava askel, joka on yhteydessa algebraan. Tésta vaiheesta paattely, etta
a on parillinen, vaatii kognitiivisten linkkien muodostumista kognitiivisten yksikoiden
vélille. [Barnard & Tall 1997]

Ajatteluprosessin vaiheet ja tyypilliset linkit kognitiivisten yksikoiden vélilla on
esitetty liitteessé 1. Linkit, joiden kanssa opiskelijoilla oli useammin ongelmia on esitetty
liitteen kuvassa aaltonuolella. [Barnard & Tall 1997]

Liittestd 1 on helposti havaittavissa, missé kohdin oppilailla oli suurimpia ongel-
mia. Yleist4 oli, ettei ep&suora todistus ollut opiskelijoille tuttu. Sen ymmérrys kuitenkin
helpottuu, kun se tulee tutummaksi. Toiseksi hankalaa oli erottaa tuttujen termien ja ndi-
den algebrallisten esitysten valisia yhteyksi&, kuten parillinen ja pariton luku ja niiden
algebrallinen esitys. Erityisen vaikea oli oppilaille paitella yhteys, etta jos a? on parilli-
nen, niin a on parillinen. Helpompaa oli toistaa padtelma, ettd b on myos parillinen, silla
samantapainen paattely oli jo a:n kohdalla kayty lapi. Huomio, etta % on valmiiksi supis-
tuneessa muodossa, oli monille vaikea tehdd, erityisesti, jos opiskelija suoritti todistusta
ensimmadista kertaa. [Barnard & Tall 1997]

Kokonaisuudessaan monet avainoivallukset, jotka tulee tehda todistuksessa eteen-
pain paasemiseksi, tekevat todistuksesta vaativan ongelman ratkaistavaksi. Jotkut oppi-
laat, jotka olivat ndhneet todistuksen aikaisemmin, luottivat enemman opettajansa aukto-
riteettiin ja todistuksen muistelemiseen kuin omaan paattelyynsé ja linkkien luomiseen.
[Barnard & Tall 1997]

3.4 Ongelma opettajankoulutuksessa

Matematiikka on osa koulujen opetussuunnitelmaa lahes kaikissa maissa. Se on myds
yliopistoissa edelleen térkeédssa roolissa sen eri aloille sovellettavuuden takia. Yleisesti
matematiikan opettajien matematiikan tietdmys on peraisin yliopistosta. [Jones 2000]

Matematiikkaa ja padttelyd onkin harjoitettu jo antiikin Kreikan ajoista asti. Suo-
messa 1950-luvun jalkeen todistamisajattelun kouluopetusta uudistettiin ottamalla ope-
tukseen mukaan logiikan péattelysaantoja. Myos psykologinen tutkimus tuli mukaan ma-
tematiikan opetukseen. IThmisen ajattelu nahtiin kognitiivisena prosessina ja konstrukti-
vistinen ndkemys oppimisesta rantautui kouluihin. [Malinen 2004, s. 103-105]

Suomessa kouluopetukseen otettiin 1970-luvulla mukaan formaalit geometriset to-

distukset, mutta 1990-luvun jélkeen todistamista ei juuri esiintynyt kouluopetuksessa.
[Malinen 2004, s. 103-105] Vuonna 2016 voimaan tulleessa opetussuunnitelmassa pitkén
matematiikan syventava kurssi MAA11l muutettiin Lukuteoria ja logiikka kurssista ni-
melle Lukuteoria ja todistaminen ja todistamista opetetaan jarjestelmallisemmin lukion
pitkdn matematiikan opiskelijoille. [Opetushallitus 2015]
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Koulumatematiikan opetus vaatii siis nykypéivana riittdvaa tietotaitoa todistami-
sesta seka sen opettamisesta. Opettaja ja opettajan tietotaito ovatkin suoraan yhteydessa
oppilaille syntyviin kasityksiin ja tietotaitoon. Oppilaiden ymmarrysta todistamisesta ja
sen roolista matematiikassa voi heikentda opettajien vajaa kasitys ja ymmarrys todista-
misesta ja todistamisajattelun opettamisesta. Jonesin (2000) mukaan ylipistosta valmis-
tuvilla opettajilla ei useinkaan ole riittavaa tietotaitoa todistamisen opettamiseen. Vaikka
todistamista opetellaan jokaisella yliopistokurssilla, puuttuu monilta valmistuvilta opet-
tajilta riittdvd ymmarrys, arvostus ja taito todistusten luomiseen. Erityisesti formaalin
paattelyketjun ja paattelyn patevyyden kanssa monilla on ongelmia. Késitykset ja todis-
tamisajattelu eivat valttamatta ole viel& kehittyneet riittdvasti formaalille tasolle. Tama
itsessadn johtaa oravanpyoraén: jos yliopistosta valmistuneilla opettajilla ei ole valmiuk-
sia opettaa todistamisajattelua eika kunnollista ymmarrystad todistamisesta, eivéat he
myoskaan pysty sitd patevasti lukiolaisille (seka ylakoululaisille ja alakoululaisille) opet-
tamaan. Monilla jopa matematiikassa hyvin parjaavilla oppilailla onkin ongelmia todis-
tusten ymmartamisessa ja muodostamisessa. [Jones 2000]

Mité ongelmia valmistuvilla opettajilla sitten on? Monilla on vahén tai ei ollenkaan
keinoja erottaa erilaisia paattelyn muotoja, he eivét esimerkiksi saata ymmartaa selityk-
sen, argumentin ja todistuksen eroa. Kyky oikeuttaa ja selittdd matemaattista paattelya
vaatisi nakemysten kehittymista: matematiikka ei ole vain laskennallinen systeemi vaan
se koostuu toisiinsa yhteydessa olevista rakenteista. Naitd kykyja voidaan harjoitella
muun muassa kursseilla, jotka pakottavat oppilaat paattelemaan asioiden oikeellisuutta ja
tarkastelemaan toisten mahdollisten selitysten oikeellisuutta, testata ideoitaan ja toisten
selityksid. Myos totuusvaittelyt ovat hyvd argumentaation harjoittelukeino. Yksi suuri
ongelma nimittéin on, etta opettajat ottavat argumentit ja paattelyn apuna kaytetyt faktat
itsestadn selvasti oikeutettuina ja tosina, vaikka ne oppilaille eivat sita valttamétta ole.
[Jones 2000]

Eppin (2003) mukaan yliopisto-opiskelijoilla on paljon ongelmia loogisessa paat-
telyssa ja todistuksen rakentamisessa. Ongelma ilmenee erityisesti siirryttdessa yliopissa
alemman tason enemman laskupainotteisista kursseista syvemman tason kursseihin,
joissa deduktiivisen ja abstraktin ajattelun rooli painottuu. Epp luuli aluksi ylemman ta-
son kurssien ongelmien johtuvan puutteellisista pohjatiedoista ja lilan nopeasta siirtymi-
sestd “kiinnostavaan matematiikkaan”. Kuitenkin ongelmat olivat paljon syventavdm-
maén laatuisia. Opiskelijoilla oli aivan omanlaisia kasityksia logiikasta ja kielesté ja todis-
tukset olivat usein hyvin heikkoja yrityksia. Yritykset koostuivat monesti muutamasta
erillisestd laskusta ja vaéarin tai huonosti muotoillusta sanallisesta paattelysté.

Jopa yksinkertaisen matemaattisen vditteen totuuden tai vaaryyden arviointi vaatii
monimutkaista kognitiivista aktiivisuutta. Loogisten argumenttien tulee esiintyd oikeassa
jarjestyksessd, jotta paattely olisi validia, joskaan loogisten paattelysédéntdjen kaytto ei
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valttamatta ole tietoista. Otetaan esimerkiksi seuraava vaite ja sen totuuden arviointiin
tarvittava kognitiivinen taustatyd. [Epp 2003]

o

Mink& tahansa rationaaliluvun neli6é on rationaalinen.

Pitdd ymmartaa, ettd vaite koskee kaikkia lukuja péattymattémassa ra-
tionaalilukujen joukossa. Siten ei ole mahdollista testata jokaista lukua tassé
joukossa, vaan on muodostettava kaikille rationaaliluvuille yleistettavissa oleva
totuus. [Epp 2003]

Pitaa tajuta, ettd véitteen yleisen totuuden osoittamiseksi pitaa késitella tiettya ra-
tionaalilukua, josta ei tiedetd mitddn muuta, kuin etta se on rationaalinen. Taman
luvun neliot pitéa edelleen nayttaé rationaalisiksi. [Epp 2003]

Pitaa olla ymmarrys (mahdollisesti tiedostamatta) maéaritelmien tarkeydesta ma-
temaattisten vaitteiden kasittelyssa; jotta voi tehda paatelmia rationaaliluvuista,
pitéa tarkalleen ymmartaa, mita rationaaliluvulla tarkoitetaan. [Epp 2003]

Pitaa ymmartaa (mahdollisesti tiedostamatta), ettd maaritelmét ovat universaaleja
janiilld on “’jos” ja ”’jos ja vain jos” suunnat. [Epp 2003]

Pitaa olla ymmarrys murtolukujen kertolaskun universaaliuudesta. [Epp 2003]

Otetaan toinen esimerkki vastaesimerkin avulla vaitteen vaaraksi todistamisesta.
Kaikille reaaliluvuille a ja b, jos a > b, niin a? > b2.

Pitdd ymmartaa (tietoisesti tai tiedostamatta), ettd véite on universaali eli se
koskee kaikkia reaalilukuja. Taten yksikin vastaesimerkki riittdd todistamaan
vaitteen vaaraksi. Siis tietoisesti tai tiedostamatta pitaa olla tietoinen universaalin
lauseen negaation olemassaolosta. [Epp 2003]

Vastaesimerkin I0ytdmiseksi, pitdd 10yta4 reaaliluvut a ja b siten, ettd a > b,
mutta a® < b2. Siis tiedostamatta tai tietoisesti tulee ymmartaa, etta lauseen jos
p, niin ¢’ negaatio on "p ja ei q”. [Epp 2003]

Vastaesimerkin vaatimusten tayttdmiseksi tulee mahdollisesti tutkia useita eri-
tyyppisiéa reaalilukuja patevan lukuparin lI6ytamiseksi. [Epp 2003]

Esitetdan vield esimerkki epasuorassa todistuksessa vaaditusta kognitiivisesta ajat-

telusta:

Kaikille reaaliluvuille x patee, jos x on irrationaalinen, niin —x on irra-
tionaalinen.
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1. Pitdd ymmartaa, ettd véaitteen totuuden arvioimiseksi pitaa olettaa, ettd on ole-
massa reaaliluku x, joka on irrationaalinen ja —x on rationaalinen ja nahda
johtaako tdmaé oletus loogisesti ristiriitaan. [Epp 2003]

2. Vaihtoehtoisesti voi todeta, ettd vaite on loogisesti ekvivalentti seuraavan kanssa:
Kaikille reaaliluvuille x péatee, ettd jos —x on rationaalinen, niin x on ra-
tionaalinen. Tdéman argumentin todistus pitdd myos osata rakentaa suoralla
todistuksella. [Epp 2003]

Monet matemaatikot ottavat néissé esimerkeissa esitetyn paattelyn itsestaan selvyytena.
Kuitenkin harvoilla yliopisto-opiskelijoillakaan on selke&d intuitiivista ymmarrysté paat-
telyn perusteista. Erityisesti véitteet, joiden todistamisessa vaaditaan vastaesimerkin
kayttoa tai epasuoraa todistusta tuottavat vaikeuksia useille jo pitké&ll& opinnoissaan ole-
ville. [Epp 2003]

Jos todistamista halutaan systemaattisesti opettaa, tulee hallita kolme osa-aluetta.
Tarvitaan (1) tarkempi ké&sitys todistuksen roolista matematiikassa (epistemologinen ana-
lyysi), (2) syvempi ymmaérrys todistamisen opettelemiseen kuuluvista kompleksista pro-
sesseista, (3) toimivien opetustapojen kehittamistd, kayttéonottoa ja arviointia seka to-
distamisajattelun kehittdmisté tukeva oppimisymparist6é alakoulusta lukioon. [Loewen-
berg et al. 2002] Namé kaikki kolme osa-aluetta pitéisi huomioida opettajankoulutuk-
sessa.

Miksi sitten todistaminen n&dhdaan ylakoulussa ja lukiossa vaikeana? Esimerkiksi
monet geometrian todistukset esitetddn formaalina deduktiivisena todistuksena. Talldin
ei huomioida oppilaiden intuition osuutta todistuksessa tai ovatko paattelyn argumentit
heille vakuuttavia. Deduktiivista ajattelua ja kokeilua (siséltden esimerkiksi piirroksia,
diagrammeja ja erilaisia ajattelumalleja) tulisikin harjoittaa yhdessa: erillisend pelkka
deduktiivinen paattely ei oppilaalle ole vélttamatta vakuuttavaa. Monille oppilaille todis-
tus nayttaytyy rituaalina ilman merkitystd. Tata korostaa myos se, etté todistus pitaa esit-
t&a tiettyd kaavaa kayttaen ja monesti pelkilla matemaattisilla symboleilla. [Loewenberg
et al. 2002]

3.5 Yleiset ongelmat paattelytaitojen ja todistamisajattelun oppimisessa
Yksi syy, miksi oppilailla on paljon ongelmia todistusten ymmartamisen kanssa, on ero
yleisen kielen ja matematiikan kielen valilla. Puhekielessa rakenteet tulkitaan kontekstin
ja ympariston perusteella, kun taas matematiikassa formaalit lauserakenteet ovat yksis-
elitteisid, ja merkitys voi paljonkin poiketa sen puhekielisestd merkityksesta. [Epp 2003]
Perinteisessa matematiikan opetuksessa kiinnitetdan suhteellisen véhan huomiota
yleisen kielen ja matematiikan eroihin. Saman asian voi yleiskielella sanoa monella eri
tapaa, mutta matemaattisesti ajatellen merkitys on monesti erilainen. [Epp 2003]
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Toinen merkittdva syy oppilaiden formaalin paattelyn ongelmiin voi olla heidan
aikaisempi matemaattinen koulutushistoriansa. Matematiikan opettajilla on usein
kaytossaan rajatusti aikaa opettamiseen ja siksi heidan tuleekin monesti valita kahden eri
ldhestymistavan véliltd. [Epp 2003] Yleisten periaatteiden opettaminen johtaa
syvempaan ymmarrykseen, mutta ajan rajallisuuden vuoksi heikkojen oppilaiden voi olla
hankalampaa pysya mukana seké soveltaa tietoa ja he eivat monesti parjaa kokeissa ko-
vinkaan hyvin (mitd nykyinen koululaitos painottaa, opetuksen mitattavissa olevaa
tuloksellisuutta). Toisaalta kapeakatseinen keskittyminen ongelmanratkaisustrategioihin
voi johtaa oppilaiden parempaan kykyyn selvitd perustehtavistd, mutta teoriapohja voi
jaada hamaréksi, jolloin siirtyminen korkeatasoisempaan matematiikkaan voi olla hanka-
laa. Téhan lahestymistapaan kuuluu monesti teorioiden perusteleminen” hyvin valituilla
esimerkeilld, mika edelleen vahvistaa oppilaiden mahdollisesti virheellista kasitystd ma-
tematiikan empiirisesta luonteesta. Koska monesti menestymistd mitataan kokeilla ja
testeill&, on luonnollisempaa, ettd monet opettajat valitsevatkin ndmaé strategiat ja oikotiet
yleisten periaatteiden opettamisen sijaan. [Epp 2003]

3.6 Voiko formaalia paattelya edes opettaa?

Jo pitkdan on vaitelty, voiko jollain aihealueella opittua paattelykykya siirtaa toiselle
alueelle. [Epp 2003] Esimerkiksi Cheng et al. (1986) eivat huomanneet eroa yliopisto-
opiskelijoiden, jotka olivat osallistuneet logiikan alkeiskursseille ja niiden, jotka eivat,
paattelytaitojen valilla. Myds Deer (1969) sai vastaavia tuloksia: vaikka opiskelijoille oli
esitelty logiikan alkeita, se ei parantanut oppilaiden kykya todistaa geometrian teoree-
moja.

Vaikka ndiden tutkimusten perusteella nayttéisikin siltd, ettd pelkka perinteinen
logiikan opetus ei auta oppilaita kehittamaan formaalia pééattelyd, voidaan kuitenkin
todeta, ettd, (1) kun logiikan abstraktien sdanttjen harjoittelu yhdistetddn konkreettisiin
monialaisiin esimerkkeihin, on oppilaiden paattelykyvyn kehitys huomattavasti parempi,
kuin pelkka logiikan tai esimerkkien harjoittelu yksin ja (2) logiikan saantdjen opetta-
minen liittdmalla paéattelytapahtumat arkipéivaan auttaa oppilaita liittdmé&an paatte-
lys&d&nnot jatkossa myos abstraktimpaan kontekstiin. [Cheng et al. 1986]

Tunnetusti lahikehityksen vyohykkeellda (L. S. Vygotsky) oppilaan on
oikeanlaisessa ohjauksessa edellisen oppimisensa pohjalta mahdollista oppia uutta. Sama
patee myos todistamisen opetteluun. Jotta oppilas pystyisi todella ymmartdmaan loogista
paattelyd, tulee hénen olla tutustunut logiikan pééattelysédantoihin. Taten esimerkiksi
todistamista kasittelevalla kurssilla tulisi ensin perehdyttda oppilaat logiikan sé&ntoihin
ennen varsinaiseen todistamiseen siirtymistd. Jos kuitenkin logiikka nahdaan hyvin irral-
lisena ja tylsan& oppilaille ja sen harjoittelu sivuutetaan, tOrmatddn néihin pééat-
telyongelmiin my6hemmin ja jopa vahvimmilla oppilailla saattaa esiintyd virheitd
logiikan sdantdjen tuntemattomuuden takia. Tosin, jos logiikan opettaminen sivuutetaan,
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mutta opettaja yksilollisesti ohjaa oppilaita todistusten vaatimassa loogisessa paattelyssa,
oppilaat parjaavéat suhteellisen hyvin. Toisaalta taas tallaisia resursseja pitkajanteiseen
yksilolliseen ohjaamiseen harvoin ldytyy. Nama perusteet pitdisi huomioida myds ylio-
pistossa, silla useilla valmistuvilla opettajilla on vajavaiset taidot deduktiivisessa paatte-
lyssé. [Epp 2003]

Pelkalla logiikan mekaanisella harjoittelulla ei nayttéisi olevan vaikutusta oppi-
laiden paattelytaitoihin. Kuitenkin logiikan linkittdminen kieleen, arkipaivaan ja muuhun
matematiikkaan tukee paattelytaitojen oppimista ja yhdistdmistd ongelmanratkaisuun ja
todistamiseen. Esimerkiksi todistamista ja matemaattista paattelya siséaltavalla kurssilla
katsaus logiikkaan luo hyvan pohjan ja tukiverkon, jonka pohjalta oppilaat voivat suun-
nistaa todistamiseen liittyvéssa paattelyssad. Se myds tukee oppilaiden ndkemysta ma-
tematiikan rationaalisuudesta. Matemaattisten lauseiden totuus tai vaaryys on usein niin
monimutkaista, ettd vaikka oppilaat olisivatkin motivoituneita, he eivat valttdmatta taysin
ymmarra todistusta ilman kunnollista tietoa ja kokemusta logiikan perusteista. Logiikka
antaa myos opettajille tyévalineen keskustella oppilaiden kanssa, miksi matemaatikot
tekevat todistaessaan mité tekevét ja auttaa késittelemaén oppilaiden virheita. [Epp 2003]

Matematiikan todistuksia on kuitenkin hankala rakentaa tdsmallisiksi pelkastaan lo-
giikan paattelysaantdjen avulla. Logiikan formaalin jarjestelman hyddyntdmisen sijaan
olisi loogisen ajattelun harjoittaminen tarkedmpad. Paattely ja todistaminen mielletédén
usein ajatteluprosesseiksi, joihin ei tarvita erityista ohjausta logiikan keinoin. Kuitenkin
oppilaan todistamisajattelun kehittdminen vaatii opettajalta paattelyn ja todistamisen eri
muotojen hallintaa seka tietoa paattelyn eri vaiheista ja prosesseista. Logiikan avulla voi-
daan tuoda selvyyttd paattelyjen ja todistamisajattelun monipuolisuuteen ja kompleksi-
suuteen. [Malinen 2004, s. 101-103]

Yksi hyva lahestymistapa paattelyn opettamiseen on hyddyntad arkipdivan ja
formaalin kielen samankaltaisuuksia. Esimerkiksi on selvid, ettd lause ”Jos Timo asuu
Tampereella, niin hdn asuu Suomessa”, ei pade kddnteisesti ”Jos Timo asuu Suomessa,
han asuu Tampereella. My0s seuraavalle véitteelle ”Kaikki tdssd huoneessa ovat yli 30-
vuotiaita” 10ydetddn helposti vastaesimerkki nimeamalla yksi alle kolmekymmentévuo-
tias. [Epp 2003]

Oppilaiden kannalta voi olla hyodyllista, jos loogisia paattelysdantdja opetettaessa
esitetddn esimerkkeja arkipdivén tilanteista, jossa paattely esiintyy. Oppilaita voi jopa
kehottaa opettelemaan joitakin lauseita muistisd&dnndiksi, kuinka operoida matemaattis-
ten paattelysaantdjen kanssa. Myos eroavaisuuksista matematiikan logiikan ja arkipaivén
logiikan valilla kannattaa pohtia yhdessé oppilaiden kanssa. Tdma helpottaa oppilaita rat-
kaisemaan intuitiivisen pdattelyn pohjalta seuraavia ristiriitatilanteita. Liséksi kannattaa
muistuttaa oppilaille, ettd he kayttavat loogista paattelyd jatkuvasti arkipédivan elamassa,
joten myoskaan matemaattista loogista paattelyé ei loppujen lopuksi ole niin vaikea op-
pia. [Epp 2003]
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Yhteenvedon tekeminen loogisista paattelysaannoista ja symboleista auttaa oppi-
laita suuntaamaan huomionsa oleelliseen. Kuitenkin vain sadntdjen ulkoa opettelu ei
yksin laajenna oppilaiden péattelytaitoja. Taten logiikan harjoittelussa tulisikin painottaa
logiikan yhteytté kieleen ja matematiikkaan yleisesti. My0ds negaatioihin tulee Kiinnittaa
riittdvasti huomiota, silld voidakseen arvioida jonkin lauseen totuutta, tulee oppilaan
my06s ymmartaa missé tapauksessa se ei ole totta. Oppilaille onkin hyvé antaa harjoituk-
sia, joissa heidén pitaa kaantaa lauseita formaalin ja ei formaalin kielen vélilla. Joillekin
oppilaille ”’pienten sanojen” kuten ”ja”, ’tai”, ”jos” tai “on yhtd suuri kuin” merkitysta
on vaikea havaita, vaikka matemaattisissa lauseissa niilla on suurtakin merkitysta.
Tehtavéat, joissa yhdistyy Kkieli, logiikka ja matematiikka auttavat nditd oppilaita
havainnoimaan sanojen merkityksia. [Epp 2003]

Totuustauluja kaytetadan usein logiikan alkeiden opetuksessa ja niiden avulla on
helppo havainnoida lauseiden ja premissien totuusarvoja, ekvivalenssia seké tautologi-
oita. Oppilaiden olisi hyvd syvemmin ymmartdd méaaritelméat “tai”, “ja”, “ei” ja “’jos-
niin”. Totuustaulut auttavat oppilaita jirjestelemddn tietdmystdén sek& navigoimaan
logiikan abstraktissa maailmassa. Esimerkiksi totuustaulun avulla voi tarkastella, etta ja-
lause on totta, jos ja vain jos molempien premissien totuusarvot ovat totta tai, etta lause
on epétosi, jos ja vain jos jompikumpi tai molemmat premissit ovat epatosia. Totuustaulut
ovat siis katevé tapa tarkastella lauseen totuutta. Totuustaulut johtavat kuitenkin helposti
mekaaniseen toimintaan tuloksen ymmartamisen sijaan. Oppilaita tulisikin totuustauluja
kaytettadessa pyytaa selvittamaan, mista he ovat lopulliset tulokset paatelleet, esimerkiksi
viittaamalla jonkin totuustaulun rivin arvoihin. [Epp 2003]

Se, kuinka hyvin oppilaat pystyvét soveltamaan oppimaansa toisenlaisessa tilan-
teessa, riippuu siitd, mihin asioihin oppilaiden huomio kohdistetaan oppimisprosessin ai-
kana. Yksittaisen ison tehtavén hallinta riippuu sen yksittdisten osien hallinnasta. Jos op-
pilaalla on hankaluuksia hallita yksittéisid osia, ei ongelman ratkaisu useinkaan onnistu.
Oppilaan oppiminen on kuitenkin tehokkaampaa, jos yksittéisia osia harjoitellaan ensin
erikseen kuin, ettd ne ovat osana isoa ongelmaa. Kykya kéyttaa eri taitoja voi harjoitella
opettamalla, mistd eri “vihjeistd” oppilas tietdd tarvitsevansa mitékin taitoa tai osa-
aluetta. [Epp 2003]

Aikaisemman tiedon siirtdminen ja kdyttdonotto uudessa kontekstissa on siis myos
olennaista paéattelytaitojen kehittymisessd. Opettajan tulisikin auttaa oppilaita tunnista-
maan vihjeet, joiden perusteella he tunnistavat jonkin kyvyn tarpeellisuuden kyseisessa
tilanteessa. Esimerkiksi logiikan perusteisiin voi viitata aina, kun ne nousevat esiin
muussa matemaattisessa yhteydessé - esimerkiksi vastaesimerkin yhteydessé voidaan
muistella, miten yksikin vastaesimerkki riitti kumoamaan véitteen ja mahdollisesti palata
ihan arkipaivén esimerkkiin asti. Perusteisiin palaaminen takaa hyvan pohjan ennen kuin
suunnistetaan puhtaasti matemaattisiin esimerkkeihin ja sovelluksiin. [Epp S. 2003]
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Oppilasta voi auttaa paattelyprosessin etenemisessa. Opettajien tulisi osata ohjata op-
pilaita paattelyprosesseissa ja tukea oppilaiden konstruktivistista kédsitteenmuodostusta
luomalla riittdvan motivoivia oppimistilanteita. Selkeét selitykset ja tdsmennykset ovat
oppilaan ohjauksen avainasemassa todistamisajattelua kehitettdessd. Myds luokkatove-
reiden antama ohjaus ja keskustelu tukevat paattelyprosessien kehittymistd. Opettajien
ammattitaidon tulee lisaksi olla riittava, jotta he voivat ammattitaitoisesti virittda todista-
misajattelua kehittdvid ongelmanratkaisu- ja péattelytilanteita. Erityisen hyvia todista-
misajattelua kehittavia tehtdvia ovat avoimet ongelmat seké keskustelut paatelmien to-
denmukaisuudesta. Loppujen lopuksi todistamisajattelu kehittyy oppilaille kuitenkin si-
séltd kasin ja opettaja voi vain luoda parhaat mahdollisuudet ja puitteet sen kehittymi-
selle. [Malinen 2004, s. 107-109]

3.7 Miten oppia lukemaan ja tekemaan todistuksia, vaihtoehtoinen nakemys

Kun on kyse puhtaasta todistamisesta, nousevat oppilaille esille kysymykset Kuinka op-
pia lukemaan ja ymmaértiméain matemaattisia todistuksia?”’ sekd ”Kuinka oppia itse teke-
maan matemaattisia todistuksia, harvemmin oppilaat kysyvit “Kuinka oppia péittele-
main?”. Charlesin ja Robertsin (2009) nakokulman mukaan todistuksia oppii parhaiten
lukemalla useita eri todistuksia eri kirjoittajilta ja todistamaan oppii lukemalla muiden
hyvia todistuksia, jaljitteleméalla hyvia todistuksia omia todistuksia tehdessa seka anta-
malla muiden ihmisten lukea itse tehtyja todistuksia ja ottamalla vastaan kritiikkia. [Char-
les & Roberts 2009, s. 349]

Charles ja Roberts (2009) antavat neuvoja todistusten lukemiselle ja kirjoittamiselle.
Todistuksen lukeminen tulisi aloittaa tekemalld yleissilmays todistuksesta ja selvitta-
malla, mitd metodeja, maaritelmia ja teoreemoja todistuksessa on kaytetty. Taméan jal-
keen tulee selkeésti erotella todistuksen vdite ja oletukset. Ensimmaisella lukukerralla ei
siis ole tarkoitus ymmartaa ja verifioida kaikkia todistuksen vaiheita. Toisella lukuker-
ralla todistus kannattaa katsoa tarkkaan lapi ja toistaa kirjoittajan tekemat laskutoimituk-
set ja paatelmat seka tarkistaa niiden oikeellisuus.

Todistusten lukeminen voi joskus olla ty6lastd muun muassa siksi, etta Kirjoitetun
todistuksen jarjestys ei valttdmatta vastaa jarjestysta, jossa alkuperéinen todistus on ke-
hitetty tai todistuksessa ei kerrota tarkkaan, mita todistusmenetelmia on kaytetty tai kaik-
kia paatelmia ei ole tarkkaan selitetty tai kaikkia valivaiheita ei ole tarkkaan selvitetty.
[Charles & Roberts 2009, s. 349-350] Myo6skin matemaattinen teksti, joka on selkeasti ja
perusteellisesti deduktiivisesti rakennettua, eroaa huomattavasti matemaatikkojen
omassa tyossaan kayttaméastaan ajattelusta [Schofield 1994, s. 257]. Joskin hyviéa todis-
tuksia lukemalla ja kopioimalla voi oppia todistamaan, vaittaisin, ettd tdmé on suhteelli-
sen vanhentunut kasitys mallioppimisesta ja parempiakin metodeja todistamisen ja sy-
vemman ymmarryksen opettamiseen on nykyadn olemassa.
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3.8 Alakoulun opettajat ja todistamisajattelu

Paattelyprosessien ja todistamisajattelun kehittdminen on mahdollista jo varhaisessa vai-
heessa lasten luonnollisessa ymparistdssa [Malinen 2004, s. 108-109]. Alakoulun opetta-
jien ndkokulmat todistamisesta ovat tarkeitd, vaikka he eivat suoranaisesti todistamista
opetakaan [Gary Martin, 1989]. He antavat alakoulun oppilaille mallin matemaattisesta
todistamisesta seka paattelysta. Jos oppilaat oppivat alakoulussa uskomaan, ettd muutama
hyvin valittu esimerkki riittad todistukseksi, voi oppilaiden myéhemmin olla hankalaa
ymmartad matemaattisia todistuksia. Todistamisajattelun opettaminen ei siis liity pelkas-
tdan lukioon, vaan pohja sille tulisi rakentaa jo ala- ja yldkoulun aikana. [Gary Martin
1989] Alakoulussa luodulta pohjalta voidaan véhitellen irrottautua paattelyn ymparisto-
sidonnaisuudesta ja siirtya kayttdmaan paattelyssa formaalia ajattelua ja péaattelya, joka
vahitellen johtaa todistamisajatteluun [Malinen 2004, s. 108-109]. Nain oppilaat oppisi-
vat lukion loppuun mennessa tunnistamaan paattelya ja todistamista ja yhdistdmaan ne
matematiikkaan, kehittelemé&an ja arvioimaan matemaattisia argumentteja ja todistuksia
sekd kdyttaméaan ja tunnistamaan erilaisia paattely- ja todistusmenetelmia. Jos tdssa epa-
onnistutaan, niin oppilailla, jotka jatkavat yliopisto-opintoihin, tulee todennakdisesti ole-
maan hankaluuksia opintojen alkuvaiheessa. [Gila 2000, s. 10-11] Kuitenkin koulu on
tarkedssa roolissa ajattelun ja paattelyn kehittdmisessa. [Malinen 2004, s. 108-109] Mo-
nesti alakoulussa katsotaan todistamisen ja paattelyn olevan toissijaisia opetussuunnitel-
mallisia tavoitteita niilla luokka-asteilla, vaikka paattely onkin yksi matemaattinen pe-
rustaito. [Loewenberg et al. 2002]
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4. Tutkimusmetodit ja -kysymykset

Tassa luvussa esitetddn kyselytutkimuksen seké oppikirja-analyysin tutkimusmetodit ja
kysymykset sekd opinnédytetyon tavoitteet. Lisaksi perustellaan ja esitelld&n tutkimus- ja
analyysimetodien valinta. Tutkimusmetodien valinnassa on kaytetty apuna Anttila, P.
(2014) artikkelia.

Taman opinnaytetydn tavoitteet

o Selvittaa tieteellisista lahteista (kirjallisuuskatsaus) todistamisen ja todistamis-
ajattelun opettamisen nykytila.

o Selvittdd kyselytutkimuksella matematiikan opettajaopiskelijoiden sek& opetta-
jien asenteita ja tietdmysta todistamisajattelusta ja todistamisajattelun opettami-
sesta.

o Selvittdd tukevatko nykyiset MAA11 kurssin oppikirjat todistamisen ja todista-
misajattelun oppimista.

4.1 Kyselytutkimus: tutkimuskysymykset ja tutkimusmetodit
Kyselytutkimuksen tutkimuskysymykset olivat seuraavat:

e Mitd todistaminen opiskelijoitten ja opettajien mielestd tarkoittaa? Onko tésta sel-
keda kasitysta?

e Mita todistamisajattelu opiskelijoiden ja opettajien mielesta tarkoittaa? Onko
tasté selkedd kéasitysta?

e Miten todistamista opetetaan?

e Millainen asenne on todistamista kohtaan?

¢ Miten todistamisen opettamista perustellaan?

e Miten logiikan rooli ndhd&én todistamisessa?

¢ Antaako yliopistokoulutus riittavat valmiudet todistamisen opettamiseen?

Koska tavoitteena oli selvittdd opettajien ja opettajaopiskelijoiden késityksia, mielipiteita
jaasenteita todistamisesta ja todistamisajattelun opettamisesta paadyttiin tutkimus toteut-
tamaan kyselytutkimuksena, sill4 sen avulla voidaan selvittadd isojen joukkojen kasityk-
sid, mielipiteitd ja asenteita. Lisaksi sen avulla on helppo tarkastella muuttujien vélisia
suhteita.
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Kyselylomakkeen luomisessa ei kéytetty valmista lomakepohjaa vaan kysymykset
kehitettiin tutkimuskysymysten pohjalta. Kyselylomakkeen luomisprosessissa konsultoi-
tiin kolmea opettajaopiskelijaa, jotta lomakkeesta saataisiin mahdollisimman tarkoituk-
sen mukainen ja vastaajille helposti ymmarrettdva. Lomake testattiin ennen kayttoonot-
toa. Kysely luotiin kayttamalla Tampereen yliopiston E-lomake ohjelmaa. Kyselyn ra-
kenne on tarkemmin selitetty luvussa 5 ja itse kyselylomakkeet I0ytyvat liitteista 2 ja 3.
Kysely lahetettiin sahkopostilla mahdollisille vastaajajoukoille. Kyselyyn vastaaminen
oli vapaaehtoista.

Kysely kohdistettiin ylakoulun ja lukion matematiikan opettajille, silld he ovat ala-
koulun opettajia enemman tekemisissé todistamisen opettamisen kanssa. Kysely l&hetet-
tiin noin sadalle opettajalle ja 60 opiskelijalle Tampereella ja sen l&hialueilla. Opettajia
kyselyyn vastasi 13, joista kaikkiin kysymyksiin oli vastannut 11 opettajaa. Opiskelijoita
kyselyyn vastasi 5, heista kolme opiskelijaa Tampereen yliopistosta, yksi Tampereen tek-
nillisesta yliopistosta ja yksi molemmissa yliopistoissa opiskeleva opiskelija.

Kaikki tutkimukseen vastanneet opiskelijat olivat opiskelleet yliopistossa véahintaan
kolme vuotta tai enemman (Kuva 7). Opintopisteitd opiskelijoilla oli matematiikasta
kertynyt vahintdan 50 (Kuva 8). Néin ollen, koska opiskelijat eivat olleet vasta aloitta-
neita yliopistossa, voitiin heidan olevan suhteellisen perehtyneitd matematiikan yleiseen
luonteeseen ja todistamiseen.

Henkiloa
=

1 2 3 4 5 >5

Opiskeluvuosi

Kuva 7. Kyselyyn vastanneiden opiskelijoiden opiskeluvuosi.
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Henkil6a
N

0-20 0p 20-50 op 50-100 op 100-150 150-200
op op

Suoritettuja opintopisteitd matematiikasta

Kuva 8. Kyselyyn vastanneiden opiskelijoiden suoritetut opintopisteet ma-
tematiikassa.

Opetuskokemusta kenellakéaan ei ollut 1-4 viikkoa enempaa (Kuva 9), joten kaytdnnon
opetustilanteiden tunteminen lienee ollut opiskelijoille suhteellisen uutta.

2
| I I

0
0-20 h 20-40 h 1-4 vko 1-3 kk 3-6 kk yli 6 kk
Opetuskokemusta

Henkiloa

Kuva 9. Opiskelijoiden opetuskokemuksen maara.

Opettajia kyselyyn vastasi yhteensa 13; heistd 11 oli vastannut myds avoimiin kysymyk-
siin 6-12. Ylakoulun opettajia kyselyyn vastasi 9 ja lukion opettajia 4 (Kuva 10). Kaikkiin
avoimiin kysymyksiin vastanneita opettajia oli ylakoulusta 7 ja lukiosta 4 henkil6é.
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10

Henkil6a

ylakoulua lukiota

Kuva 10. Kyselyyn vastanneiden opettajien jakautuminen ylékoulun ja lu-
kion opettajiin.

Opettajien opetuskokemus vaihteli suhteellisen &skettain valmistuneista opettajista jo
useamman vuoden opettajina toimineisiin opettajiin (Kuva 11).

Henkiloa
N w

[ERY

0-6 kk 6-12 kk 1-3 vuotta 3-10 vuotta yli 10 vuotta

Toiminut opettajana

Kuva 11. Kyselyyn vastanneiden opettajien opetuskokemuksen maara.

Kyselyn kvalitatiivisen luonteen vuoksi vastausten analysointiin kaytettiin kvalitatiivi-
selle aineistolle sopivia analyysimenetelmia. Vastausten luokittelussa kdytettiin aineisto-
l&htoista luokittelua ja sisallon merkityksid ja erilaisten teemojen esiintymismaéria ana-
lysoitiin. Tarkastelun pohjana toimi luvuissa 2 ja 3 esitetty teoria.

4.2 Oppikirja-analyysi: tutkimuskysymykset ja tutkimusmetodit
Oppikirja-analyysin tutkimuskysymykset olivat seuraavat:

e Miten oppikirjat johdattavat todistamiseen ja esittelevat todistamisen?
e Miké& on oppikirjojen pedagoginen lahestymistapa todistamiseen?
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e Miten oppikirjat tukevat oppilaan ajattelun kehittymisté ja milla tavalla vai edis-
tavatko oppikirjat pelkdstddn “mekaanisen todistamisen” oppimisessa?

e Tayttavatkod oppikirjat opetussuunnitelman vaatimat sisallét?

Oppikirja-analyysissa aineistoa analysoitiin padasiassa aineistolahtdisesti. Liséksi jonkin
verran tarkasteltiin luvuissa 2 ja 3 esitetyn teorian ja aineiston suhdetta. Oppikirjojen
yleista rakennetta ja sisdltoa tarkasteltiin niin opettajan kuin oppilaan nakdkulmasta ja
pedagoginen lahestymistapa oli erityisen tarkastelun kohteena.
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5. Tutkimus matematiikan opettajaopiskelijoiden ja opettajien asen-
teista ja valmiuksista todistamisen opettamiseen

Tassd luvussa tarkastellaan tutkimusta, jossa kartoitettiin opettajaopiskelijoiden seka
opettajien asenteita ja tietdmysta todistamisajattelua ja todistamista kohtaan.

5.1 Tutkimuksen tarkoitus ja toteutus
Tutkimuksen tarkoituksena oli selvittdd matematiikan opettajaopiskelijoiden seka opet-
tajien asenteita ja tietdmysta todistamisajattelusta ja todistamisajattelun opettamisesta.
Liséksi haluttiin selvittadd, antaako yliopistokoulutus riittavat evaat todistamisajattelun ja
todistamisen opettamiseen. Liséksi tarkasteltiin, onko opiskelijoiden ja opettajien tieta-
myksessé ja asenteissa eroavaisuuksia. Tutkimuksen laadullisen luonteen vuoksi suurin
osa kysymyksista oli kvalitatiivisia.

Tutkimuksen suunnittelu 1&hti liikkeelle uudesta lukion MAAL11 kurssista ja sen vaa-
timuksista oppilaille ja opettajille, mitd kautta paadyttiin tutkimuskysymyksiin. Tutki-
muskysymykset olivat seuraavat:

o Mitd todistaminen opiskelijoitten ja opettajien mielesta tarkoittaa? Onko tasta
selkedd kasitysta?

e Mitd todistamisajattelu opiskelijoiden ja opettajien mielesté tarkoittaa? Onko
tasté selkedd késitysta?

e Miten todistamista opetetaan?

e Millainen asenne on todistamista kohtaan?

e Miten todistamisen opettamista perustellaan?

e Miten logiikan rooli ndhddén todistamisessa?

e Antaako yliopistokoulutus riittavat valmiudet todistamisen opettamiseen?

Liséksi tutkimuksessa oltiin kiinnostuneita selvittdméén, vaikuttaako opettajan opetus-
tehtdvan luonne (ylakoulu/lukio) tai opetuskokemuksen maara opettajan késityksiin to-
distamisesta ja sen opettamisesta? Enté vaikuttaako opiskelijan opintovaihe ké&sityksiin
todistamisesta ja todistamisajattelusta? Vaikuttaako uuden opetussuunnitelman mukaisen
MAAL11 kurssin tunteminen kasityksiin todistamisesta ja sen opettamisesta? Myos tar-
kasteltiin, ettd nahd&anko todistamisen opettaminen tarkeand yldkoulussa ja lukiossa. Li-
séksi selvitettiin, mitk& seikat koetaan oppilaiden suurimmiksi esteiksi todistamisen ja
todistamisajattelun oppimisessa. Viimeisena katsottiin vield eroavatko opiskelijoiden ja
opettajien vastaukset. Miksi ja miten?
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Tutkimus suoritettiin kyselytutkimuksena kahdella eri kyselylomakkeella (Liitteet 2
ja 3). Kyselytutkimus toteutettiin luomalla kyselylomakkeet Tampereen yliopiston E-lo-
make ohjelmalla. Kyselylomakkeen laadinnassa huomioitiin tutkimuskysymykset. Ky-
sely sisalsi sekd monivalinta ettd avoimia kysymyksid. Avoimet kysymykset kasittelivat
ensin asenteita ja tietdmysta todistamisajattelusta ja todistamisesta, mycéhemmat kysy-
mykset ké&sittelivat asenteita ja kasityksia todistamisesta ja todistamisajattelun opettami-
sesta. Monivalintakysymyksilla kartoitettiin padasiassa vastaajien taustatietoja. Opiske-
lijoille ja opettajille esitettiin samat kysymykset taustakysymyksid lukuun ottamatta,
joissa selvitettiin muun muassa matematiikan opintopistemaarad, yliopistoa, opetuskoke-
musta ja opiskeluaikaa. Opettajilta kysyttiin puolestaan, kauanko he olivat toimineet
opettajina sek& opettavatko he ylakoulussa vai lukiossa. Molemmilta ryhmilta kysyttiin,
ovatko he tutustuneet uuteen MAA11 Kkurssiin, joka yldkoulun ja lukion kursseista kes-
Kittyy eniten késittelemaan todistamista. Taustakysymysten tarkoituksena oli tarkastella,
onko nailld asioilla vaikutusta vastausten piirteisiin.

Kyselyn jakelu suoritettiin lahettamélld kysely séhkdpostitse mahdollisille vastaaja-
joukoille. Opettajien kysely lahettiin Tampereen alueen matematiikan opettajille, joiden
tyoséhkopostiosoitteet 10ytyivat ylakoulujen ja lukioiden verkkosivuilta. Kysely lahettiin
noin sadalle opettajalle. Opiskelijat valikoituivat tutkimukseen Tampereen yliopistosta
myaoskin séhkdpostiosoitteiden saatavuuden perusteella. Kysely l&hetettiin noin 60 opis-
kelijalle. Lopullinen vastaajajoukko koostui yhteensé viidestd Tampereen yliopiston sek&
Tampereen teknillisen yliopiston matematiikan opettajaopiskelijasta (kolme opiskelijaa
Tampereen yliopistosta, yksi Tampereen teknillisesta yliopistosta ja yksi molemmissa
yliopistoissa opiskeleva opiskelija). Opettajat kyselyyn tavoitettiin paéasiassa Tampe-
reen alueen kouluista ja vastauksia saatiin yhteensé 13 kappaletta.

Vastauslomakkeet analysoitiin tarkasti. Ensin tarkasteltiin opettajien ja opiskelijoi-
den taustatietoja. Kaikkien vastauksien kohdalla tarkasteltiin, 10ytyyko vastauksissa
usein esiintyvien piirteiden sek taustatietojen vélilta yhteyttd. Avoimet kysymykset ana-
lysoitiin selvittdmalld, mité piirteitd vastauksista eniten nousee esille ja kuinka monta
kertaa. My0s taysin muista vastauksista eroavat vastaukset huomioitiin. Lisaksi arvioitiin
mahdollisia syitd vastausten sisallélle. Monivalintakysymyksista tarkasteltiin yleisinté
vastausta seké eroavatko muut vastaukset suuresti valtavirrasta.

5.2 Opiskelijoiden vastausten analyysi

Melkein kaikissa (80%, 4 kpl) opiskelijoiden vastauksissa tuli esille, ettd todistaminen
tarkoittaa heiddn mielestd&n matemaattisen vaitteen tai lauseen osoittamista todeksi tai
epatodeksi. Osassa vastauksista (40%, 2 kpl) my6s aukoton perustelu liitettiin osaksi to-
distamista. 40% (2) opiskelijoista liitti todistamisen suoraan pelkéstadn matematiikkaan.
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Todistamisajattelusta ei opiskelijoilla ollut niin selke&é ja yhtaldista kasitysta. Todis-
tamisajattelu oli osalle aivan uusi termi, kuten eras opiskelija vastauksessaan toteaakin.
Todistamisajattelua ei kuitenkaan selkeé&sti osattu liittdd yleisesti myds matematiikan tai
edes todistamisen ulkopuolelle. Yksi opiskelija (20%) oli vastannut kysymykseen, mité
todistamisajattelu hdnen mielestdén tarkoittaa, seuraavasti: “Deduktiivista ajattelua,
myds (matemaattista) luovuutta”. Toinen opiskelija taas oli vastannut kysymykseen, mita
todistamisajattelu hdnen mielestaan tarkoittaa, seuraavasti: “Kykyd ajatella matemaatti-
sesti todistusten osalta. Kykya ymmartaa valmiita todistuksia, niiden kriittista kasittelya,
omien todistusten tuottamista tdsmallisesti ja matematiikassa hyvaksytyilla tavoilla. Li-
sdksi positiivista asennetta todistamiseen.” Tama vastaus keskittyi todistamisajatteluun
pelkéstdén osana matemaattista todistamista. Osassa vastauksissa (40%, 2 kpl) todista-
misajattelu yhdistettiin deduktiiviseen tai matemaattiseen ajatteluun, joissain vastauk-
sissa (40%, 2 kpl) tuli ilmi asioiden tai kokonaisuuksien hahmottaminen ja yksityiskoh-
tien huomioiminen osana isompaa kokonaisuutta. Yksi opiskelija (20%) vastasi todista-
misajattelun tarkoittavan “asioiden kritiikillista tarkastelua ja argumenttien patevyyden
tutkimista”’. Kokonaisuudessaan vastaukset olivat hyvin erilaisia.

Suurin osa opiskelijoista (80%, 4 kpl) oli sitd mieltd, ettd todistamista opetetaan paa-
asiassa ongelmanratkaisukyvyn ja kriittisen ajattelun kehittdmisen takia. Paatokset olisi
hyva osata perustella ja tallaisen perustelun, loogisen ajattelun ja kriittisen arviointikyvyn
harjoittamisen matematiikassa katsottiin olevan hyddyllinen taito myds myéhemmin tyo-
elamdssa. Osa (40%, 2 kpl) mainitsikin todistamisen harjoittelussa kehittyvat taidot hyo-
dyllisiksi matematiikan ulkopuolella. Yhden opiskelijan vastaus (20%) keskittyi selvitta-
méaan matematiikan opetuksen tarpeen pelkastaan matematiikan perusluonteella: "Koska
matematiikan perusta on todistamiseen perustuvaa, ja yleisesti on hyva osata muodostaa
itse todistuksia (mikdli niitd johonkin tarvitsee).”

Logiikan yhteys todistamiseen oli kaikille opiskelijoille selvé ja sama: kaikissa vas-
tauksissa (100%, 5 kpl) tuli ilmi, ettd todistaminen nojautuu loogiseen péattelyyn. Eras
opiskelija sanoikin suoraan: ” Todistaminen on puhdasta logiikkaa - havaitaan syy-seu-
raus-suhteita. Todistustekniikkakin on puhdasta logiikkaa.” Osa opiskelijoista (40%, 2
kpl) nostaa esille myos algoritmisen ajattelun seka lauselogiikan tyokaluna véitteiden tar-
kastelussa.

Todistamisen opettamisesta oli selvésti eroavia késityksia. Jotkut opiskelijat (40%, 2
kpl) kayttaisivat esimerkkeja ja siitd siirtyisivat oppilaiden itse ratkaistaviin tehtaviin.
Osa (40%, 2 kpl) ottaisi todistamisen mukaan my6s muissa oppiaineissa. Joku (20%, 1
kpl) mainitsi, ettd todistamista voisi ottaa kaikilla kursseilla esille. Osalla (40%, 2 kpl)
oli selked pedagoginen lahestymistapa ja selkeé ajatus todistamisen opettamiseen, osalla
(40%), kpl ei tuntunut olevan pedagogista késitysté asiasta. Esimerkiksi yksi opiskelija
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vastasi perusteellisesti “Kayttaisin kaavojen johtamista jo yldkoulussa ja kasittelisin to-
distamista (esimerkiksi Pythagoraan lause, jne). Lukiossa todistaminen lisaéntyisi ja
opiskelijoiden tulisi itse tuottaa todistuksia tunnetuista vaitteista. Paljon esimerkkejé tas-
mallisestéa todistamisesta, harjoitustehtavia ja todistusten havainnollistamista. Kertoisin,
miten todistamistaidosta hyotyy ja auttaisin opiskelijoita padsemaan todistusten ongel-
makohdissa eteenpdin. Todistaminen ei saisi jdada vain matematiikkaan, vaan esimer-
kiksi kaavojen johtamista ja ratkaisujen perustelemista tulisi opettaa myos lahioppiai-
neissa. Virheiden etsimisesta, korjaamisesta, pari- ja ryhmatyoskentelysta seka kielenté-
misesta voisi olla hyotya todistamisen opettamisessa. ”, kun taas toinen opiskelija tuntui
olevan opettamisen kanssa hieman hukassa ja opettaisi todistamista seuraavasti: "Nume-
roteorian kautta jaollisuuden avulla. Ensin osoittaisin muutaman esimerkin kautta, sitten
induktiotodistuksella. Toinen olisi epasuoratodistus vastaoletuksen kautta. . Kaksi opis-
kelijaa (40%, 2 kpl) mainitsi lisaksi, ettd on tarke&s, etta oppilaat huomaavat asioiden
yleisen tarkastelun mahdollisuuden muuttujien avulla suhteessa asioiden luvuilla tarkas-
telemiseen.

Oppilaiden suurin ongelma todistamista opeteltaessa oli opiskelijoiden mielesta to-
distamisen vaatima uuden tyyppinen erilainen ajattelutapa (80%, 4 kpl), jota ei ole aikai-
semmin koulussa juuri harjoiteltu, ja se saattaa siksi tuntua oppilaista vaikealta. Oppilai-
den ajattelu ei valttdmatta ole riittdvan kehittynyttd todistamisen vaatimalle tasolle (80%,
4 kpl). Moni (40%, 2 kpl) mainitsi liséksi, ettd koska todistaminen koetaan niin vaikeaksi
ja erilaiseksi, ei oppilailla ole halukkuutta ja motivaatiota opetella sitd. Oppilaille synty-
vat kasitykset vaikeasta ja oudosta todistamisesta voivat olla oppimisen esteend. Liséksi
todistamisen opettamiseen ei muun oppimaaran liséksi ole riittavasti aikaa (20%, 1 kpl).

Kaikki opiskelijat (100%, 5 kpl) olivat sitd mieltd, ettd todistamista opetetaan paljon
yliopistossa ja nelja viidesta koki tdman vuoksi aineenhallinnallisesti olevansa pateva
opettamaan todistamista. Kuitenkin 80% (4 kpl) vastauksista sisélsi epdvarmuutta siitd,
miten todistamisajattelua ja todistamista tulisi opetusmielessa pedagogisesti lahestya ja
yksi opiskelija sanoi toivovansa sitd osaksi opetusta. Opiskelijoiden mietteitd kuvasi ko-
konaisuudessaan hyvin tdma vastaus: “Vaikka todistaminen ei ole edelleenkddn itselleni
helppoa, uskoisin taitojeni riittavan lukiotasolla opettamiseen aineenhallinnan puolesta.

Miten taas pedagogisesti asiaa tulisi ldhestyd, on itselleni aivan mysteeri.”

5.3 Opettajien vastausten analyysi

Useimmiten yldkoulun ja lukion opettajien vastausten valill4 ei ollut selkeita eroavai-
suuksia. Myoskaan opettajakokemuksen maaralla ei suurimmassa osassa tapaukista juu-
rikaan ollut vaikutusta vastausten luonteeseen.
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Suurin osa opettajista (82%, 9 kpl) madritteli todistamisen olevan jonkin asian 0soit-
tamista oikeaksi tai matemaattisen véitteen todistamista oikeaksi. Osa (36%, 4 kpl) myo6s
nakivat loogiset perustelut tai aukottoman pééattelyketjun tarkeédnd osana todistamista ja
osa (27%, 3 kpl) mainitsi liséksi todistuksen perustuvan aikaisemmin todeksi osoitettui-
hin lauseihin, aksioomiin tai méé&ritelmiin. Todistaminen mainittiin joissain vastauksissa
(18%, 2 kpl) osana matematiikan luonnetta. 36% (4 kpl) opettajista liitti vastauksissa to-
distamisen yleisesti asioiden oikeaksi osoittamiseen, 64% (7 kpl) liitti todistamisen suo-
raan matematiikkaan.

Suuri osa opettajista (36%, 4 kpl) yhdisti todistamisajattelun suoraan matemaattiseen
todistamiseen. Todistamisajattelu ndhtiin osana todistamisprosessia esimerkiksi kokonai-
suuksien hahmottamisena tai kriittisen& ajatteluna (36%, 4 kpl). Yksi opettaja vastaasikin
nain: “Todistamisajattelu tarkoittaa mielestdni sitd, ettd osataan arvioida kriittisesti vas-
tauksiaan ja osataan perustella ne systemaattisesti niilla todistamissaanndilld, jotka ovat
yleisessa kaytossa. Yliopistossa oletus, vdite, lopputulos, mutta koulumatematiikassa to-
distaminen voi sisdltyd jo vastauksen ratkaisuprosessiin.” Vastauksissa ei juurikaan (ai-
nakaan selkedsti) nahty todistamisajattelua erillisend todistamisesta esimerkiksi ongel-
manratkaisua ei selkedasti yhdistetty todistamisajatteluun. Osalla opettajista (36%, 4 kpl)
ei ollut selke&d kasitysté todistamisajattelusta ja vastaukset olivat valilla ympéaripyoreita.
Esimerkiksi yksi opettaja oli vastannut seuraavasti: “Sitd, ettd todistaminen tapahtuu yk-
siselitteisesti ja aukottomasti”’, toinen “Keinoja/ajatuksia todistamisesta”, kolmas “Ajat-
telutapaa, jossa haetaan yleisid totuuksia ”. Kuitenkin suurin osa opettajista naki todista-
misajattelun jonkinlaisena todistamiseen tai matematiikkaan yhdistettévissa olevana ajat-
telutapana, joskin sen tarkempi méarittely oli monelle selvasti hankalaa. Epéilisinkin, etta
asiaa ei ole paljon ajateltu ja termi oli suhteellisen uusi monille. Erés yli 10 vuotta opet-
tajana toiminut ylakoulun opettaja totesikin, ettei ole “kovin paljon pohtinut tilldistd, ei
ole ihan joka jokapaivaista arkea peruskoulussa . Keskenddn vastaukset erosivat toisis-
taan suuresti ja selkedsti osa opettajista oli perehtyneempié todistamisajattelun kasittee-
seen kuin toiset.

Opettajista suurin osa (73%, 8 kpl) mainitsi vastauksissaan, ettd todistamista opete-
taan kriittisen ajattelun ja/tai paéattelytaitojen sekd ongelmanratkaisutaitojen kehittdmisen
vuoksi. Joissakin vastauksissa (55%, 6 kpl) perusteltiin todistaminen lisaksi silla, etta se
antaa syvemman pohjan ymmartdd matematiikkaa ja matematiikan luonnetta. Esimer-
kiksi yksi opettaja vastasi seuraavasti: ~ Todistamista opetetaan juuri siitd syystd, etta
ajattelu ja perustelutaidot kehittyvat seka kriittisyys valmiiksi pureskeltuja asioita koh-
taan katoaa. Asiat ymmarretaan syvallisemmin, kun tiedetdan, misté ne ovat seurausta
Jja mitd niiden taustalla on” toinen opettaja vastasi: "Esim. miksi joku kaava on niinkuin
se on. Ajattelun kehittdmistd, johtopddtdsten tekemistd. ” Y leisesti vastaukset keskittyivét
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siihen, kuinka todistaminen auttaa ymmartdmaan matematiikkaa ja sen luonnetta parem-
min. Toisaalta osassa vastauksissa ”ajattelun kehittymisen” yhteydessa ei aina mainittu
sen tarkoittavan juuri matemaattista ajattelua. Ainoastaan yksi opettaja (20%) suoraan
mainitsi vastauksessaan todistamisen opettamisen “auttavan arkieldmdn pddtoksissd” .

Logiikka kuului kaikkien opettajien (100%, 5 kpl) mielestd osaksi todistamisproses-
sia: erilaiset todistustavat pohjautuvat monen (55%, 6 kpl) mielestd logiikkaan ja paatte-
lyn validisuus (82%, 9 kpl) vaatii logiikkaa taustalle. Kaikki opettajat nakivat logiikan
tavalla tai toisella erottamattomana osana todistamista. Erds opettaja yksinkertaisesti,
mutta lyhyesti totesi, ettd “Logiikan avulla osoitetaan vditteiden paikkansapitdivyys.”

Opettajista suuri osa (45%, 5 kpl) opettaisi todistamista nayttamalla itse esimerkkeja
todistuksista tai kaymaélla asioita yhteisesti l&pi. Osa antaisi sitten oppilaitten harjoitella
itse yksinkertaisilla todistuksilla. Myos logiikan ja perustelujen merkitysta korostettiin
todistamista harjoiteltaessa (45%, 5 kpl). Tyypillinen vastaus kysymykseen olikin seu-
raavan tyyppinen: ~ Perusesimerkkien avulla ja tehtavien avulla. Ehk& myds hieman lo-
giikkaa kertaamalla, jotta selvenee miksi kyseiset todistusmenetelmdt ovat toimivia.”
Ylakoulun opettajista kaksi (18%) mainitsi, ettd varsinainen todistaminen ei juurikaan
kuuluisi ylékoulun opetuksen osaksi. Heista toinen kuitenkin harjoittaisi edelleen perus-
telemista seka rohkaisisi oppilaita pohtimaan ja johtamaan esim. potenssilaskennan kaa-
voja ja miettiméaan, miksi sellaisia saa matematiikassa hyddyntad. Toinen opettaja néki
suuret ryhmékoot todistamisajattelun esteend: “Varmasti jos ryhmdkoot olisivat vihdn
pienempia se mahdollistaisi paremmin oppilaiden yksil6llisten tasoerojen huomioimisen.
Téasséa puhutaan kuitenkin aika pitkalti sellaisista vaativamman paan tehtavista, jotka ei-
vét ole ihan kaikille niitd ensimmaisia ja tirkeimpid asioita opetella.” Y1&koulun opet-
tajat painottivat vastauksissaan hieman useammin yhteistd pohtimista ja l&pikayntia,
miké& on yldkoulussa oppilaiden taitotaso huomioiden todennékdisesti pedagogiselta kan-
nalta katsottuna hyddyllisempéé. Lukion opettajien vastauksissa on enemman huomatta-
vissa asenne, ettd he esimerkeilld ja pohtimiseen kannustamisella luovat oppilaille poh-
jan, jota kautta oppilaat pystyvét itse ratkaisemaan todistamistehtdvia ja kehittdmaan it-
senéisesti deduktiivista ajattelua.

Opettajien mielesta oppilaiden suurimmat ongelmat todistamisessa olivat todistami-
sen vaatima “perinteisestd koulumatematiikasta” eroava ajattelutapa (73%, 8 kpl), esi-
merkiksi kokonaisuuksien ymmartdminen ja erot yleisen ja yksittaistapausten véalilla ovat
oppilaille vaikeita hahmottaa. Myos todistuksen rakenne oli muutaman opettajan (18%,
2 kpl) mielesta oppilaille hankalaa ja jo pelkéstédén oletuksen ja véitteen hahmottaminen
on useille oppilaille vaikeaa. Yksi opettaja (9%) lisdksi mainitsi, ettd ~7Todistamista pe-
lataan ja todistamistehtévét sivuutetaan herkasti. Tasta syysta ns. todistustekniikka ja
rutiininomaisuus puuttuvat.” Asenteet (18%, 2 kpl) ja rutiinin puute (27%, 3 kpl) nahtiin
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siis ongelmana. Opetuskokemuksella ei ollut vaikutusta vastauksiin, kuten ei myosk&an
sill&, oliko opettaja ylakoulun vai lukion opettaja.

Avointen kysymysten perusteella 82 % (9 kpl) opettajista oli sitd mieltd, ettd koulutus
antoi riittavat evaat todistamisen ja todistamisajattelun opettamiselle, sill& yliopistossa
todistettiin paljon. Erés opettaja vastasikin "Kylld. Varmasti kun tuollaisia tehtdivid on
itse opiskellessa aika paljon tehnyt, se on ihan riittdvd pohja myds opettaa niitd.” Ku-
vassa 14 onkin esitetty, kuinka 70% (9 kpl) opettajista kokee olevansa kykenevdisia laa-
timaan matemaattisen todistuksen ammattinsa vaatimalla tasolla. Vain kaksi opettajaa
(18%) oli avointen kysymysten perusteella sitd mieltd, ettd koulutus ei ole antanut riitta-
vaa pohjaa todistamisen opettamiselle. Toinen heistd (lukion opettaja) sanoi, ettei ollut
kovin syvallisesti lukenut matematiikkaa, mist& puutteelliset taidot johtuvat. Toisen mie-
lesté yliopistossa ei keskitytty riittavasti siihen, miten todistamisajattelua voisi kehittaa
ja hén vastasikin seuraavasti: "Yliopistossa todistettiin ja todistettiin, mutta tarpeeksi ei
opetettu miten ajatteluaan voisi kehittdd. Aineenopettajaksi suuntautuessani olisin kai-
vannut yksinkertaisia ja helppoja todistuksia enemman korkealentoisten todistusten si-
jaan, joista oli todella vaikea l6ytaa todistuksen ydin.”

5.4 Opettajien ja opiskelijoiden vastausten vertailu

Kuvassa 12 on esitetty opettajien ja opiskelijoiden vastaukset kysymykseen *Osaan mie-

lestdni laatia matemaattisen todistuksen opettajan ammatin vaatimalla tasolla’.

D

S

® tdysin samaa mieltd ® jokseenkin samaa mielta

® jokseenkin eri mielta taysin eri mielta

B £n 0s5aa sanoa

Kuva 12. Opettajien (vasen) ja opiskelijoiden (oikea) vastausjakauma ky-
symykseen ”Osaan mielestdini laatia matemaattisen todistuksen opettajan

ammatin vaatimalla tasolla”.
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Vastausten perusteella suurin osa opiskelijoista ja opettajista nayttdisi kokevansa olevan
kyvykaés laatimaan todistuksen ammattinsa vaatimalla tasolla.

Opettajista jopa 69% (9 kpl) (Kuva 13) oli sitd mieltd, ettd hyvin valittu esimerkki
riittdd ylakoulussa taysin tai melkein kokonaan perustelemaan matemaattisen tuloksen.
Kukaan ei ollut taysin sitd mieltd, ettd hyvin valittu esimerkki ei ollenkaan kévisi ylakou-
lussa todistamisen sijaan. Opiskeliijoiden vastaukset samaan kysymykseen jakautuivat
suhteellisen paljon, joskaan kukaan opiskelija ei ollut tdysin sitd mieltd, etta hyvin valittu
esimerkki ei riittaisi, mutta kaksi opiskelijaa (40%, 2 kpl) koki olevansa jokseenkin eri
mieltd. Yksi opiskelija (20%) oli jokseenkin samaa mielté ja yksi (20%) jopa taysin sa-

maa mielta.
® tdysin samaa mieltd ® jokseenkin samaa mieltd = jokseenkin eri mielta
taysin eri mieltd = 2N 05a3a sanoa

Kuva 13. Opettajien (vasen) seka opiskelijoiden (oikea) vastausjakauma
kysymykseen ”Hyvin valittu esimerkki/esimerkit todistamisen sijaan riittd-

vdt yldkoulussa perustelemaan matemaattisen tuloksen”.

Kuvassa 14 on esitetty vastausjakauma samaan kysymykseen lukiossa.
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8%
15%
31% 46 %
100 %
= tadysin samaa mielta jokseenkin samaa mieltd = jokseenkin eri mielta
taysin eri mielta en 0saa sanoa

Kuva 14. Opettajien (vasen) seka opiskelijoiden (oikea) vastausjakauma
kysymykseen ”Hyvin valittu esimerkki/esimerkit todistamisen sijaan riittd-

>

vt lukiossa perustelemaan matemaattisen tuloksen”.

Suurin osa opettajista (77%, 10 kpl) oli jokseenkin tai taysin eri mieltd ja kukaan ei ole
taysin samaa mielta véitteen “Hyvin valittu esimerkki tai esimerkit todistamisen sijaan
riittdvét lukiossa perustelemaan matemaattisen tuloksen” kanssa. Eli siis lukiossa hyvin
valittu esimerkki/esimerkit koettiin jokseenkin riittamattomaksi keinoksi matemaattisen
tuloksen perustelemiseen. Kaikki opiskelijat vastasivat olevansa jokseenkin eri mielta
véitteen “Hyvin valittu esimerkki/esimerkit todistamisen sijaan riittdvdt yldkoulussa pe-
rustelemaan matemaattisen tuloksen’ kanssa.

Kokonaisuudessaan opettajien ja opiskelijoiden késitykset todistamisesta olivat
pohjimmiltaan suunnilleen samankaltaisia. Molemmilla ryhmilla todistaminen liittyi sel-
keésti jonkin todeksi tai oikeaksi osoittamiseen. Molemmat my®os liittivat todistamisen
matematiikkaan.

Todistamisajattelusta oli huomattavissa, etta sekd opiskelijoilla ettd opettajilla ei
kaikilla ollut aivan selkedd kasitysta termin mééaritelmasté tai mité se edes heidan mieles-
t&én tarkoittaa. Kuitenkin molempien vastausten isot linjat olivat samankaltaisia ja todis-
tamisajattelu miellettiinkin paljon matemaattiseksi tai todistamisessa tarvittavaksi ajatte-
lutavaksi sekd@ kokonaisuuksien hahmottamiseksi ja kriittiseksi ajatteluksi.

Todistamista opetetaan sekad opettajien ettd opiskelijoiden mielestd ongelmanrat-
kaisukyvyn ja kriittisen ajattelun kehittdmisen takia. Opettajista 0sa mainitsi myos todis-
tamisen opettamisen luovan syvempéa ymmarrystd matematiikkaan. Opiskelijoista kui-
tenkin jopa 40% (2 kpl) oli sitd mielt4, ettd todistamista harjoiteltaessa kehittyvista tai-
doista on hyotya koulun ulkopuolellakin. Opettajista kukaan ei maininnut tata seikkaa.
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Todenn&kaisesti ero johtuu siitd, ettd opettajankoulutuksessa vield olevat opettajat pohti-
nevat todennakaisesti opetuksessaan oppiaineiden ja opetettavien asioiden hyotyjé oppi-
laalle esimerkiksi ty0eldmassé. Opettajille taas ei arkipaivén tyossa koulun ulkopuolisen
eldmén ja oppiaineessa opittavien taitojen harjoittelun yhteyksiin sek& niiden pohtimi-
seen ole samalla lailla aikaa ja kiinnostusta kuin opettajankoulutuksessa.

Todistamisen sekd opettajat ettd opiskelijat nakivét logiikan irrottamattomana
osana todistamista ja siihen siséltyvéa prosessia. Molemmat mainitsivat muun muassa
logiikan seké ajattelussa etta logiikan s&&nnat, joita voi hyddyntéé todistamisessa.

Taulukkoon 2 on koottu opettajien ja opiskelijoiden avointen kysymysten vastauk-
set avoimiin kysymyksiin, jotka koskivat asenteita ja kasityksia todistamisesta seka to-
distamisajattelusta.
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Taulukko 2. Opiskelijoiden ja opettajien vastausten paapiirteet avoimiin kysymyksiin,
joissa selvitettiin asenteita ja kasityksia todistamisesta ja todistamisajattelusta.

Kysymys

Opiskelijat

Opettajat

Mita todistami-
nen mielestasi

tarkoittaa?

matemaattisen véitteen
tai lauseen osoittamista
todeksi (80%, 4 kpl)
aukotonta perustelua
(40%, 2 kpl)

asian oikeaksi osoitta-
mista (82%, 9 kpl)
selked yhteys matema-
tilkkkaan (64%, 7 kpl)

Mita todistamis-
ajattelu  mieles-
tasi tarkoittaa?

matematiikkaan liittyvaa
ajattelua (80%, 4 kpl)
kokonaisuuksien  hah-
mottamista ja deduktii-
vista ajattelua (40%, 2
kpl)

termin maaritteleminen
osalle hankalaa

todistamiseen yhdistet-
tava ajattelutapa (36%, 4
kpl)

Kriittistd ajattelua ja ko-
konaisuuksien hahmot-
tamista (36%, 4 kpl)
termin maéritteleminen
suhteellisen vaikeaa

Miksi mielestasi
todistamista

ongelmanratkaisukyvyn
ja kriittisen ajattelun ke-

Kriittisen ajattelun ja on-
gelmanratkaisukyvyn

seen?

(100%, 5 kpl)

lauselogiikka ja algorit-
minen ajattelu tydkaluna
todistamisessa (40%, 2

kpl)

opetetaan? hittdmisen takia (80%, 4 kehittdminen (73%, 8
kpl) kpl)
e todistamisen harjoitte- e syvempi ymmarrys ma-
lussa Kkehittyvat taidot tematiikkaan (55%, 6
hyodyllisid myds koulun kpl)
ulkopuolella (40%, 4
kpl)
Miten logiikka e todistaminen nojautuu o logiikka osana todista-
liittyy todistami- loogiseen paéattelyyn misprosessia (100%, 11

kpl)

mm. paattelyn  vali-
disuus ja eri todistusme-
netelmat pohjautuvat lo-

giikkaan (82%, 9 kpl)

Taulukossa 3 tarkastellaan opiskelijoiden ja opettajien vastausten péapiirteita avoimiin
kysymyksiin, jotka koskivat todistamisen ja todistamisajattelun opettamista.
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Taulukko 3. Opiskelijoiden ja opettajien vastausten paapiirteet avoimiin kysymyksiin,
jotka kasittelivat todistamisen ja todistamisajattelun opettamista.

asioiden yleisen tarkastelun
hahmottaminen  suhteessa
yksittéistapauksiin (40%, 2
kpl)

joko selkeé optimistinen (to-
dellisuus hieman hukassa)
ajatusmaailma (40%, 2 kpl)
tai ei selkedd pedagogista
suunnitelmaa (40%, 2 kpl)

Kysymys Opiskelijat Opettajat

Miten opettai- esimerkkien avulla (40%, 2 esimerkkeja  ja
sit/opetat  todista- kpl) yhteista lapikéayn-
mista ja todistamis- oppiainerajat ylittden (40%, tid (45%, 5 kpl)
ajattelua? 2 kpl) logiikka ja péte-

vat perustelut
(45%, 5 kpl)

Suurimmat  esteet
todistamisen oppi-
miselle?

oppilaiden asenteet (40%, 2
kpl)

ajanpuute (20%, 1 kpl)
uudentyyppinen ajattelutapa
(aikaisemman  todistamis-
ajattelun harjoituksen puute)
(80%, 4 kpl)

oppilaiden valmiudet eivat
riittavat (80%, 4kpl)

perinteisesta kou-
lumatematiikasta
eroava ajattelu-
tapa (73%, 8 kpl)
rutiinin puute
(27%, 3 kpl) ja
asenteet todista-
mista  kohtaan
(18%, 2 kpl)

Onko koulutus an-
tanut valmiudet to-
distamisen opetta-
miseen?

Todistamisen katsotaan ole-
van hallinnassa (80%, 4 kpl)
Todistamisen  opetukseen
liittyva pedagoginen lahesty-
mistapa ei ole selked (80%, 4
kpl)

kyllg, silla yli-
opistossa todiste-
taan paljon (82%,
9 kpl)

Seka opettajat, ettd opiskelijat opettaisivat muun muassa esimerkkien avulla. Opettajat
painottivat vastauksissaan liséksi logiikkaa ja pateviéd perusteluja. Tdma voinee johtua
siitd, ettd opettajat huomaavat helposti oppilaiden puutteet perustelussa, kun opiskelijat
harvemmin térmadvat tahadn ongelmaan. Opiskelijoilla oli my0s ajatuksia oppiainerajat
ylittdvastd opetuksesta. Tatd saatetaan painottaa opettajankoulutuksessa, joten siksi se
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mahdollisesti esiintyy opiskelijoiden vastauksissa, mutta ei opettajien vastauksissa. My0ds
opettajilla saattaa ajanpuutteen takia olla vaikeaa ehtid miettia oppianerajat ylittavia
tehtavid, kun perusasiatkin pitdd ehtida kasitellda ja opettaa kaikille. Opiskelijoiden
vastauksista naki lisaksi, ettd k&dytdnnon opetuskokemusta ei juuri ole, joten pedagoginen
l&hestymistapa oli epéselva tai ylioptimistinen ajankayton ja oppilaiden taitotason suht-
een.

Suurimpana esteend todistamisen oppimiselle seké opettajat etté opiskelijat nakivat
todistamisen vaatiman uudentyyppisen ajattelutavan, johon oppilaat eivét olleet ai-
kaisemmin tottuneet. Molemmat my0s mainitsivat oppilaiden asenteet ongelmana.
Opiskelijat mainitsivat lisaksi oppilaiden riittdmé&ttomat valmiudet.

Suurin osa opettajista ja opiskelijoista oli sitd mieltd, ettd yliopistokoulutus antaa
riittdvat valmiudet todistamisen opettamiselle, silla yliopistossa todistetaan paljon. Kui-
tenkin osaa opiskelijoista mietitytti pedagoginen l&hestymistapa. Tamé ei nayttanyt
opettajia samalla tavalla vaivaavan, mika voi johtua siitd, ettd he ovat opetustydssaan
kehittdneet oman pedagogisen ldhestymistapansa asiaan. Opiskelijoiden epardinti herat-
td& kuitenkin kysymyksen, ettd pitéisiko opettajankoulutuksessa kiinnittdd asiaan en-
emman huomiota.

Seké opettajat, ettd opiskelijat katsoivat suurimmaksi osaksi koulutuksen antaneen
riittavat evaat todistamisajattelun ja todistamisen opettamiseen. Kuitenkin vain yksi opet-
taja (9%) oli sitd mieltd, ettd koulutus ei ollut valmistanut siihen, miten todistamisen opet-
tamista tulisi pedagogiselta kannalta lahestya, kun taas opiskelijoista 80% mainitsi tdmén
epékohdan.

Opettajista 69% (9 kpl) oli jokseenkin samaa mielta tai taysin samaa mielta siitd,
etta hyvin valittu esimerkki riittdd ylakoulussa todistamisen sijaan perustelemaan mate-
maattisen tuloksen, kun taas vain 40% (2 kpl) opiskelijoista oli tatd mielt4. Ero opiskeli-
joihin oli 29%, mutta koska otos on suhteellisen pieni, erosta ei voida vield varmasti paa-
tella mitadn konkreettista. Joskin voinee olla, ettd opiskelijoilta puuttuva kaytannon ko-
kemus tekee heidét liian optimistisiksi ylakoululaisten taidoista. Lukiossa kuitenkin sek&
opettajat ja opiskelijat olivat sitd mieltd, ettd hyvin valitut esimerkit eivat enaa riitd ma-
temaattisen tuloksen perustelemiseen.

Osalle vastaajista uuden opetussuunnitelman mukainen MAAZ11kurssi oli tuttu,
osalle ei. Yhteytta vastausten piirteiden ja kurssin tuntemisen valilla ei kuitenkaan ollut
havaittavissa.
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5.5 Johtopaatokset ja pohdinta

Keratyn aineiston perusteella opiskelijoilla ja opettajilla on yleisesti ottaen hyvét kasi-
tykset todistamisesta. Todistamisen suurin osa méaaritteli jonkin asian oikeaksi osoitta-
miseksi. Todistamisajattelusta oli erindisia mielipiteitd. Osa yhdisti sen selkeésti kriitti-
seen ajatteluun, kokonaisuuksien hahmottamiseen ja deduktiiviseen péattelyyn, mutta osa
ei aikaisemmin ollut edes tormannyt termiin tai osannut kunnolla maaritell& sita. Todis-
tamisajattelua ei juurikaan osattu yhdistdd matematiikan ulkopuolelle.

Todistamista opetetaan péaaasiassa ongelmanratkaisukyvyn ja Kriittisen ajattelun
kehittdmisen vuoksi. Seka opettajat ettd opiskelijat opettaisivat todistamista paasaantoi-
sesti hyvin esimerkkitehtévien avulla ja liséksi logiikka nahdaén erottamattomana osana
todistamista ja sen opettamista.

Y liopistokoulutuksen nahddén antavan riittdvét valmiudet todistamisen opettami-
seen. Kuitenkin opiskelijoilla, joilla ei juurikaan ole opetuskokemusta, pedagoginen |a-
hestymistapa oli epéselva, todennéakaisesti juuri opetuskokemuksen puutteesta johtuen ja
koska opettajankoulutuksessa tuskin usein mietitdan todistamisen opettamisen lahtékoh-
tia. Todistamisen opettamisessa kdytannon tosiasiat (kuten kéaytettavissa oleva aika ja op-
pilaiden taitotaso) olivat opettajilla paljon paremmin hallussa kuin opiskelijoilla.

Y leisesti oltiin sitd mieltd, ettd todistamisen vaatima uudentyyppinen ajattelutapa oli
oppilaiden suurimpana esteend todistamisen oppimiselle. Oppilaille syntyvat késitykset
vaikeasta ja oudosta todistamisesta voivat olla oppimisen esteend. Lisaksi ongelmiksi
nahtiin lilan véhainen aika seka ylakoulun asenteet; siella ei pohjusteta todistamisen opet-
tamista, jolloin se on lukiossa ihan kokonaan uusi asia. Valitettavaa on, ettd yhden opet-
tajan mukaan liian isot ryhmakoot estavét ylakoulussa osalta oppilaiden mahdollisuuden
todistamisen opetteluun ja todistamisajattelun kehittdmiseen jo yldkoulussa. Téalldin to-
distaminen saattaa jatkossa lukiossa olla entista vaikeampaa.

Ylékoulussa hyvin valitut esimerkit katsotaan vield yleisesti hyvaksytyksi perustelu-
tavaksi, mutta lukiossa ne eivat endd opettajien ja opiskelijoiden mielesta riitd. Ylakou-
lussa vield harjoitellaankin perustaitoja, mutta lukioon mennessa oppilailla on yleiset
valmiudet jo abstraktimpaan ajatteluun, jolloin esimerkkien sijaan oppilaiden voidaan
olettaa ja vaatiakin ymmartavan formaaleja matemaattisia todistuksia. Koska todistami-
sen ei varsinaisesti juuri nahty sellaisenaan kuuluvan yladkouluun olisi ehk& viisasta
painottaa sielld todistamisajattelun harjoitteluun esimerkiksi ongelmanratkaisutehtavien
avulla. Todistamisajattelun kehittdmisen kannalta voisi olla hyv4, ettd jos todistamista ei
formaalissa muodossa oteta esille yldkoulussa niin ainakin valitut esimerkit olisivat todis-
tamisajattelun kehittamista tukevia. Kuitenkin jo ylakoulussa voisi silti mahdollisesti
esittdd oppilaille muutamia helppoja todistuksia, jotta harhakéasitysta esimerkkien
yleispatevyydestd todistuksena ei paasisi syntymaan.
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Pienen otoksen takia mahdolliset erot opettajien ja opiskelijoiden valisissa vastauk-
sissa seka liittyen opintopistema&rddn, uuden opetussuunnitelman mukaisen MAA11l
kurssin tuntemiseen tai opetuskokemuksen maaraén jaivat hyvin vaikeasti arvioitaviksi.
Mahdollisesti isommalla otoskoolla olisi mahdollista havaita selkeitd eroavia trendeja
vastauksissa ja mahdollisesti havaita myds eroja siind, onko opettaja ylakoulun vai lukion
opettaja. Nyt selvid eroavaisuuksia ei juuri ollut havaittavissa. Tulevissa tutkimuksissa
olisi hyva saada isompi vastaajajoukko néiden asioiden selvittdmiseksi.

Tuloksiin on saattanut vaikuttaa lisaksi vastausten laatu: miten hyvin vastaajat ovat
jaksaneet miettid vastauksiaan seka kirjoittaa auki ajatuksiaan. Liséksi koska kyselyyn
vastaaminen oli vapaaehtoista Kkaikille, joille se l1&hetettiin, on mahdollista, ettd vain asi-
asta kiinnostuneet ja aktiiviset opettajat ja opiskelijat ovat vastanneet, mik& voi osaltaan
olla vaikuttanut tuloksiin.
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6. MAAL1 Lukuteoria ja todistaminen, oppikirja-analyysi

Tassa luvussa tarkastellaan uuden opetussuunnitelman mukaista MAA11 Lukuteoria ja
todistaminen kurssia. Erityisesti tarkastellaan kurssiin tarkoitettuja kahden eri kustanta-
jan oppikirjoja: Otavan oppikirjaa Juuri: Lukuteoria ja todistaminen [H&hkionieni et al.
2017] seka Sanoma Pron kirjaa Tekija, Pitkd matematiikka 11, Lukuteoria ja todistami-
nen. [Heiskanen et al. 2017].

6.1 Oppikirja-analyysi
Koska todistamisosuus on talle kurssille uusi kokonaisuus, kirja-analyysi painottuu ndi-
hin osioihin oppikirjoissa. Analyysissé tarkastellaan, miten oppikirjat johdattavat todis-
tamiseen ja esittelevat todistamisen. My6s pedagogista l&hestymistapaa, esimerkiksi mi-
ten oppikirjoissa tarkastellaan ja lahestytddn todistamista, analysoidaan. Liséksi arvioi-
daan, kuinka hyvin oppikirjat tukevat oppilaan ajattelun kehittymista ja milla tavalla vai
edistavitko oppikirjat pelkdstddn “mekaanisen todistamisen” oppimisessa. Tarkastelun
kohteena on lisdksi toteuttavatko oppikirjat opetussuunnitelman vaatimat sisallot.
Analyysi suoritettiin katsomalla oppikirjojen yleistd rakennetta ja sisaltod. Esimer-
kiksi siséllon jarjestysté ja jarkevyyttd tarkasteltiin oppilaan oppimisen seké opettajan
nakokulmasta. Erityisen tarkastelun kohteena oli logiikan ja yleisen kielen yhteys todis-
tamiseen, sill& niiden on todettu tutkimuksissa olevan yhteydessé todistamisen ja todis-
tamisajattelun oppimiseen [Cheng et al. 1986; Epp 2003; Malinen 2004, s. 101-103]. Op-
pikirjan esimerkit ja teoriaosuudet seké johdannot ja niiden sisallot kaytiin tarkasti lapi.
Myds esimerkkien laatua ja lukumaaran riittavyytta arvioitiin sekd tehtévien jaottelua,
sisdltod ja tasoa kaytiin lapi. Lisaksi oppikirjaa myos tarkasteltiin siltd kannalta, kuinka
se oppilaan ainoana oppimateriaalina toimii, esimerkiksi jos oppilas suorittaa kurssin it-
sendisesti tai ei osallistu oppitunnille. Oppilaan motivointi ja ulkoasuseikat huomioitiin
mya0s analyysissa.

Sanoma Pron oppikirja

Sanoma Pron kirja Tekija, Pitk&d matematiikka 11, on jaoteltu kolmeen paalukuun: 1) Lo-
giikan alkeet, 2) Todistusmenetelmid ja 3) Lukuteoria. Tama oppikirja-analyysi keskittyy
lukuihin 1 ja 2, jotka ovat oleellisimpia todistamisajattelua ja paattelya ajatellen. Luvut 1
ja 2 on edelleen jaettu alalukuihin seuraavasti:

1. Logiikan alkeet
1.1 Lauseen formalisointi
1.2 Lauseen totuusarvot
1.3 Tautologia
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1.4 Avoin lause ja kvanttorit

2. Todistusmenetelmia
2.1 Suora todistus
2.2 VastaesimerkKki
2.3 Epésuora todistus
2.3 Matemaattinen induktio

Todistusmenetelmid luvun sijoittaminen ”Logiikan alkeet”-luvun jalkeen on hyvé rat-
kaisu, silld logiikka luvussa pohjustetaan paattelya ja myos todistusmenetelmien perus-
telussa voidaan siten hyddyntaa logiikan paattelysaantoja. Talloin oppilaalla on pohja,
johon eri todistusmenetelméat on helppo perustaa. Oppikirjojen sisallysluettelot 10ytyvét
tarkemmin liitteesta 4.

Logiikan osuus (luku 1) alkaa selkeésti logiikan perusteiden esittelemisell&: esite-

td&n konnektiivit, lauseet, luonnollinen kieli ja formaali kieli. Konnektiivien esittelyssa
tilannetta havainnollistetaan seka luonnollisen kielen ettd kuvien avulla, mik& tukee niin
kielellisesti kuin visuaalisestikin oppivia opiskelijoita. Alusta alkaen luonnollinen kieli
otetaan mukaan ja se kulkee koko ensimmaisen luvun 1&pi, jolloin opiskelijan on helppo
aina palata siihen, jos lauseiden ja konnektiivien ymmartdmisen kanssa on ongelmia.
Luku 1.1 keskittyykin paljon lauseiden suomentamiseen ja formalisointiin, mika vahvis-
taa oppilaan ymmaérryspohjaa sekd matematiikan yhteytta luonnolliseen kieleen ja arki-
paivaéan. Tahan lauseiden formalisointiin oppilas voi jatkossa vaikean tilanteen tullen pa-
lata. Lauseiden suomentamisen ja formalisoinnin avulla oppilas oppii pienten sanojen
merkityksen matematiikan kannalta. Suurin osa tehtévista pohjautuu luonnollisen kielen
lauseiden suomentamiseen ja formalisointiin, muutama vaativampi tehtdvéd on puhtaasti
matemaattisten lauseiden formalisointia.
Luku 1.2 esittelee lauseiden totuusarvon tutkimista. Aluksi pysytédan selkeyden vuoksi
pelkissé totuustauluissa, mutta esimerkit laajentavat yhteyttd luonnolliseen kieleen. Teh-
tavissa harjoitellaan totuustaulujen laatimista ja tulkitsemista, sek& lauseiden formali-
sointia ja arkipdivan ongelmien ratkaisua logiikan ja totuustaulujen avulla.

Luku 1.3 esittelee tautologian. Luvun avaintermit ovat tautologia, kontradiktio ja
looginen ekvivalenttisuus. Liséksi esitelldédn kaksoiskiellon laki, De Morganin lait ja
kontraposition laki. Positiivista on, ettd luonnollinen kieli kulkee mukana niin esimer-
keissa kuin tehtévissakin.

Luku 1.4 kasittelee avointa lausetta ja kvanttoreita. Erityisesti kvanttoreiden kasit-
tely on oleellista ennen todistamiseen siirtymista, jotta oppilaat ymmartévat todistami-
sessa esiintyvien tilanteiden rajat ja mahdollisuudet. On tarkedd ymmartada mitéd joukkoa



56

missakin tilanteessa tutkitaan, mika on oletus ja mika vaite sek& mihin suuntaan todistuk-
sessa loogisesti edetdan.

Luku 1 on siis kokonaan johdattelua ja pohjustusta luvun 2 todistamistehtévia var-
ten. Logiikan liittdminen arkipdivain syventéé oppilaan ymmarrysta ja motivoi tdméan
erillisen osa-alueen opettelussa. Logiikan hyddyt ja sovellukset oppilas nékee selkeésti
vasta luvussa 2, joten motivointi on irrallisuuden vélttamiseksi tarpeellista.

Kirjassa todistamisosuus (luku 2) on edelleen jaettu alalukuihin, joiden otsikot ovat
”Suora todistus”, ”Vastaesimerkki”, ”Epédsuora todistus” ja “Matemaattinen induktio”.
Oppilaan on siis jo otsikoiden perusteella helppo ymmartaa eri todistusmenetelmien eroa-
vaisuus. Alalukujen jarjestys on valittu siten ettd l&hdetdan liikkeelle oppilaille todenné-
koisesti tutuimmasta ja loogisesti selkeimmastd suorasta todistuksesta ja siitd edetdén
vastaesimerkin ja epdsuoran todistuksen kautta matemaattiseen induktioon, joka toden-
nakoisesti ei ole oppilaille ennestéan tuttu.

Paélukujen alussa on lyhyt johdanto luvun kasittelemaan aiheeseen. Luvun yksi
alussa kerrotaan yleisesti, mit4 logiikka tutkii ja mainitaan sen antiikin Kreikkaan asti
ulottuvasta historiasta. Lisaksi todetaan, ettd jo aikaisemmilla kursseilla on todistettu
erilaisia tuloksia — todistaminen ei siten ole oppilaalle uusi asia. Johdannossa myos sel-
vitetddn aksiooman ja lauseen ero, mika ei vélttdmatta ole oppilaalle itsestdén selva asia,
mutta yleistiedon, ajattelun ja péattelyn validisuuden kannalta tarkedd ymmartaa. Todis-
tamisen todetaan olevan myos oleellinen osa matematiikan perusluonnetta. Kirja ei siis
suoraan hyppéaa todistamiseen vaan hiljalleen johdattaa oppilaan paattelyn kautta todis-
tuksiin.

Jokaisen alaluvun alussa oleva tutkimusosio pohjustaa ko. todistusmenetelméaa.
Yksin oppilaalle voi olla hankala tarkastella Tutkimus-osion ongelmaa varsinkin luvussa
2, mutta ryhméssa tai opettajan tai avustajan ohjauksella ongelman tarkasteleminen voi
olla tuottoisaa. Hyvaa on myds, ettd néihin tutkimusongelmiin yleensa esitetdén jonkin-
laiset ratkaisut, joten jos oppilas ei ole oppitunnilla mukana, pystyy han silti ymmarta-
maan ongelman ratkaisuineen tai hdn voi palata siihen tunnin jalkeen tai ylimé&raisena
materiaalina, mikali kirjan esimerkkia ei tunnilla ole kasitelty. Logiikan perustelut kul-
kevat luvussa 2 hyvin mukana ja niilla perustellaan hyvin todistusmenetelmien kayttoa.

Esimerkkeja on hyvé lukumaéard, jos ajatellaan opettajan antavan tunnilla muuta-
man lisdesimerkin. Tdma& on kuitenkin jatetty suhteellisen paljon opettajan varaan —ilman
lisdesimerkkejé esimerkkeja on hyvélle oppilaalle ehka riittdvd maard, mutta heikom-
mille oppilaille tarvitsisi vastaesimerkista ja epasuorasta todistuksesta kaksi tai kolme
esimerkkid lisda. Taytyy nimittdin muistaa, ettd todistaminen on monille oppilaille outo
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javieras asia ja voi tuntua aluksi hyvin hankalalta myos lahjakkaimmista oppilaista. Mal-
lioppimiseen kantaa ottamatta useat hyvat esimerkit tukevat oppimista ja auttavat alkuun
tehtdvissd. Suorasta todistuksesta ja matemaattisesta induktiosta esimerkkejé on riittava
madra. Luvun 1.3 tehtdvissé vaaditaan kaksoiskiellon, de Morganin ja kontrapositio lain
kayttod, joista kirjassa ei kuitenkaan ole riittavia esimerkkejd. Tamaé saattanee johtaa hei-
kompia oppilaita vaikeuksiin tehtavissa, joissa looginen ekvivalenttisuus pyydetaan to-
distamaan ilman totuustauluja. Oppilaille saattaa jaada epaselvéksi, ettd loogisen ekviva-
lenttisuuden todistamiseksi ei tarvitse aina tarkastella totuustauluja.

Esimerkit on sidottu teoriaan suhteellisen hyvin: esimerkiksi luvun 2.1 alussa esi-
tetty ongelma on alaluvussa 2.1 ensimmainen esimerkki. Logiikan sdént6ja kéyttaen pe-
rustellut suorassa todistuksessa ja epdsuorassa todistuksessa esitetyt lauseiden lyhenteet
P, Q ja R seka niiden selitykset kulkevat sinisella vérilla esimerkkien sivussa, jolloin
oppilaan on helpompi hahmottaa logiikan ja todistamisen yhteys seka liittdd kurssin
alussa opittu teoriaosuus kaytantoon. N&in kurssin alussa opitut asiat tulevat huomioitua
ja oppilaan on logiikan pohjalta helpompi ymmart&a todistusmenetelmia ja niiden oikeu-
tusta. Sivumarginaaliin on myo6s punaisella otsikolla eroteltu muun muassa maaritelmia
ja aikaisemmasta tuttuja tuloksia kuten esimerkiksi kontraposition laki, muistikaava ja
rationaaliluvun médaritelma. Lisdksi marginaalissa on esitelty huomioita, kuten ettd “’In-
duktiotodistuksen aloituskohta n, voi olla myds negatiivinen kokonaisluku”. Esimer-
keissa on selityksia selvennetty merkitsemalla eri vareilla, esimerkiksi luvun a? paritto-
muutta selvennetaan merkitsemalla punaisella seuraavasti a? = 2(2n? + 2n) + 1. In-
duktioperiaatteen kuvaaminen ja “oikeuttaminen” portaita putoavan pallomallin avulla
esittelee mielesténi suhteellisen hyvin intuitiivisen oikeutuksen induktiotodistukselle.
Esimerkeissé otetaan huomioon, etta alkuaskeleessa voi esiintya jokin muukin luku kuin
yksi.

Tehtdvid on paljon ja taso vaihteleva, joten lahjakkaammillekin oppilaille riittdnee
tekemist4 ja haastetta luvussa 1 ja 2. Siséllollisesti todistamisosuuden esimerkit siséltavat
eritasoisia algebrallisia ja geometrisia tehtavid. Mukana on myos epdyhtéldita ja mate-
maattisen induktion yhteydessa lukujonoja ja sarjoja. Lisdksi tehtdvat on jaettu kahteen
helpompaan ja haastavampaan tehtdvasarjaan. Tama tukee eritasoisia opiskelijoita. Kirja
tukee omalta osaltaan ymmarryksen ja péittelyn tiarkeyttd suhteessa “mekaaniseen” teh-
tavien suorittamiseen, mutta toisaalta opettajan tulee olla oppitunnilla tarkkana esitta-
miensd esimerkkien ja hyvaksyttavien vastausten kanssa, jotta oppilaat todella aidosti
ymmartavat paattelyn oikeellisuuden tarkeyden, eivéatkd noudata vain mekaanista suori-
tusmallia niin logiikassa kuin todistamisessa.
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Kaksiosaista YO-koetta ajatellen tehtdvat on merkitty eri tavalla riippuen siita,
saako niissé hyodyntééd symbolista laskentaa, taulukkolaskentaa tai geometrian ohjelmis-
toa. Tehtdvissa on lisdksi viittauksia esimerkkeihin, joista voi olla apua tehtavén ratkai-
sussa. Videologolla merkittyihin tehtaviin liittyy opiskelijan digikirjassa ja opettajan di-
giaineistossa opetusvideo. Erityisesti geometriaohjelmiston avulla ratkaistavat tehtévat
on merkitty geometrialogolla. Pedagogiselta kannalta on hyva, ettd oppilaat oppivat kéayt-
tdmé&an apuvalineitd tehtdvien ratkaisemisessa. Toisaalta ilman apuvalineita ratkaistavat
tehtévat kehittavat ajattelua eri tavalla. Kuitenkin huomattavaa on, etta tallaiset merkinnat
kirjoissa ovat suhteellisen uusia johtuen tekniikan viimeaikaisesta kehityksesta seka yli-
oppilaskirjoitusten uudistuksista. (Videoiden sisallon arviointi ei ole tadssd opinndyte-
tyossd mahdollista, sill& digikirjaa/opettajan aineistoa ei ollut tutkimuksen aikana mah-
dollista saada kayttoon.)

Kirjan takana ovat vastaukset tehtaviin. Mielesténi tdméa on hyvé erityisesti todis-
tamistehtévien osalta. Tehtdvat voivat tuntua aluksi vierailta ja vaikeilta ja oppilaan on
hyva pystya tarkistamaan, onko oma ratkaisu oikein. My®s jos tehtdva on heikommalle
oppilaalle mahdottoman vaikea ratkaista itse, saattavat he ymmartaa kirjassa esitetyn rat-
kaisun ja oppia siitd. Kaikki oppilaat eivét kuitenkaan kysy opettajalta ratkaisuja tehté-
viinsd, joita he eivat ole osanneet ratkaista ja myos oppitunnilla aika on rajallista. Kaikki
opettajat eivat tietenkddn ole samaa mielté siit4, etté kirjoissa tulisi olla ratkaisut. VVaarana
on, ettd oppilaat eivét jaksa ajatella itse, vaan kopioivat ratkaisut suoraan kirjan takaa
ymmaértamatté ratkaisua. Oppilaalla saattaa my6s olla erilainen, mutta oikea ratkaisu tai
tehtdva on ratkaisu oikein, mutta laskuvirheen takia vastaus on vaarin. Kuitenkin uskoi-
sin, ettd, jos oppilas huomaa vastauksensa oleva vééara ja hén tutkailee ratkaisuaan, han
oppii enemman, kuin tyytymélld vaaraén vastaukseensa ilman tietoa siitd, ettd se mah-
dollisesti on véarin. Ilman oikeita ratkaisuja voi helpommin syntya vaaria késityksia opit-
tavasta asiasta.

Kaikki tarpeelliset mééaritelmat on Kirjassa esitetty ja lauseet perusteltu. Tarkeét tu-
lokset ja maaritelmat kuvataan sinisissé laatikoissa lihavoiduilla otsikoilla, jolloin ne
nousevat selkeésti esille.

Luvun yksi ja kaksi jalkeen oppilaalla on todennékdisesti suhteellisen hyva yleis-
katsaus eri todistamismenetelmista. Kirja tukee hyvin ymmarryksen syventdmisté ja paat-
telyn kehittdmistd, mutta todellinen ymmarryksen taso ja todistamisajattelun kehittymi-
nen riippuu oppilaasta itsestdén seka opettajan kyvysta luoda todistamisajattelua kehitté-
vat olosuhteet. Opettajan tehtéva olisi huomioida esimerkkien monipuolisuutta, yhteytta
logiikkaan ja arkipéivaan seka motivoida oppilaita. Vaikeinta on saada oppilaat irrottau-
tumaan rutiineista” ja “mekaanisesta” tehtidvien suorittamisesta. Oppilaiden tulisi opet-
tajan johdolla pystya oppimaan reflektoimaan oman péaattelynsa oikeellisuutta eika vain
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tyytya oikeiden ratkaisuiden tuottamiseen ilman syvéllistd ymmarrysta. Logiikka ja Kir-
jan todistusmenetelmat toimivat loppujen lopuksi vain ohjenuorana oppilaalle. Oppilaan
todellista paattelytaitojen ja todistamisajattelun kehitysta on vaikea arvioida, silla rutii-
ninomaisella suorituksella parjaa kokeissa yleensé hyvin. Oppikirjan voidaan todeta nou-
dattavan opetussuunnitelmaa kyseisen kurssin logiikan ja todistamisosuuden osalta.

Otavan oppikirja

Otavan MAAL11 kurssille tarkoitettu Kirja, Juuri: Lukuteoria ja todistaminen, on puoles-
taan jaettu neljaan paalukuun: 1) Lukuteorian alkeet, 2) Modulolaskentaa, 3) Logiikkaa,
4) Todistaminen. Tama oppikirja-analyysi keskittyy todistamisajatteluun ja pééattelyyn
painottuviin lukuihin, jotka ovat luvut 3 ja 4. Nama luvut on jaettu alalukuihin seuraa-
vasti:

3. Logiikkaa
3.1 Looginen péattely ja konnektiivit
3.1 Totuustaulut

4. Todistaminen
4.1 Véitteen todistaminen oikeaksi tai vaaraksi
4.2 Suora ja epésuora todistus
4.3 Rekursiivinen lukujono ja induktioperiaate
4.4 Induktiotodistus

Logiikka luku on jarkevasti sijoitettu ennen varsinaiseen todistamiseen siirtymistd. Kui-
tenkin huomattavaa on, ettd varsinaisesti kirja ei luvussa 4 juuri hyddynna harjoiteltuja
logiikan saatdja ja malleja, jolloin logiikan osuus ja kayttokelpoisuus voi ja&da oppilaalle
irralliseksi, ellei opettaja sita itse ota opetukseen mukaan.

Luku 3 alkaa johdattelevilla esimerkeilld, joiden avulla pikkuhiljaa siirrytdan luon-
nollisen kielen kautta formaaliin kieleen ja konnektiiveihin. Luonnollinen kieli kulkee
koko ajan mukana, jolloin oppilas voi palata siihen, jos konnektiivien tai lauseiden ym-
martdmisen kanssa on ongelmia. Luvussa keskityt&dan paljon lauseiden suomentamisen ja
formalisoinnin harjoitteluun, jolloin oppilas oppii kiinnittdm&an huomiota pienten sano-
jen merkitykseen lauseiden matemaattisen merkityksen kannalta.

Luku 3.2 késittelee totuustauluja. Tamékin luku l&htee liikkeelle luonnollisen kie-
len kautta, josta siirrytaan tutkimaan lauseiden totuusarvoja. Ndin yhteys logiikan ja luon-
nollisen kielen valilla pysyy selkeasti esilld. Muutaman esimerkin jalkeen selvitetdan
kaksoiskiellon laki, de Morganin lait ja kontraposition laki seka konnektiivien suoritus-
jarjestys. Liséksi tutustutaan totuustaulujen avulla tautologian ja ristiriidan késitteisiin.
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Kirjassa todistamisosuus on hieman epéselvasti jarjestetty. Luvussa 4.1 selvitetaan,
etta vaitteen voi todistaa oikeaksi tai vaaréksi ja esitelldén todistus vastaesimerkin avulla.
Luvussa tulee esiin my6s suoran todistuksen kasite, vaikka sit4 ei suoranaisesti mainita
tai nosteta esille. Tamé& voi jatkossa hieman sekoittaa oppilasta, silla kirjan otsikoiden
perusteella suora todistus tulee vasta luvussa 4.2.

Luku 4.3 ”Rekursiivinen lukujono ja induktioperiaate” pohjustaa hyvin luvussa 4.4
esitettdvad induktiotodistusta. Induktiotodistuksen periaate on monesti oppilaille vaikea
ymmartad, joten sen kunnollinen pohjustaminen on syvemman ymmarryksen kannalta
tarkeaa.

Kokonaisuudessaan kirjan lukujen otsikot kuvaavat suhteellisen hyvin kappaleiden
sisdltod. Luvussa 4 myods edetddn tutummasta asiasta tuntemattomampaan, mika on to-
dennékoisesti oppilaalle helpompaa péattelyn ja todistamisajattelun kehittymisen kan-
nalta.

Kirjassa paalukujen alussa on lyhyt esittely kyseisen luvun aiheesta ja sisallosta.
Taman jalkeen on muutama ennakkotehtdvd, jotka oppilaan on mahdollista ratkaista
aiempien tietojensa avulla. Ndma ovat oppilaalle hyva johdanto aiheeseen. Alaluvut al-
kavat johdannolla ja digijohdannolla. Johdantojen esimerkit ovat hyvin valittuja ja uuteen
asiaan tutustutaan selittdvan esimerkin kautta. Johdannon jéalkeen esitetddn johdannossa
esiin tulleet keskeiset asiat lauseissa tai madritelmissé.

Esimerkkien lukumaara on mielestani riittdva, jos opettaja esittdd ndiden lisaksi
tunnilla vield muutaman lisdesimerkin. Esimerkeisséd hyddynnetadan hyvin myos aikai-
semmin kurssilla luvuissa 1 ja 2 esitettyja asioita. Myds geometriaan pohjautuvia todis-
tuksia 16ytyy ja esimerkit ovat monipuolisia. Johdanto on aina suoraan sidoksissa luvussa
esitettdvaan teoriaan.

Induktioperiaatetta oikeutetaan intuitiivisesti vertaamalla sitd dominonappuloiden
kaatumiseen. Oppilaan on helppo ymmartaa, ettd kaikki nappulat kaatuvat, jos ensimmai-
nen nappula kaatuu ja dominonappulan kaatumisesta seuraa aina seuraavan nappulan
kaatuminen.

Oppilaalle on harjoittelun kannalta selkedmpaa, ettd tehtévissa on erikseen mai-
nittu, jos se on tarkoitettu ratkaistavaksi ilman teknisid apuvalineita tai sopivalla ohjel-
malla. TallGin oppilas pystyy harjoittamaan ajatteluaan eri tavalla ja my6s valmistautuu
kaksiosaiseen yo-kokeeseen. Jos tehtévéssé ei ole erikseen mainittu, niin tietokoneen tai
muun laitteen k&ytt0 tehtdvan ratkaisussa on sallittua. Toisaalta on huomattava, etté to-
distamistehtavissa ja todistamisajattelua kehittévissé tehtévissa teknisista apuvalineista
harvemmin on apua itse pééattelyprosessissa. Joihinkin tehtaviin on merkitty vihreélle
pohjalle kysymysmerkki, mik& tarkoittaa, ettd ratkaisuun on olemassa kirjan takana
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vinkki. Vinkit ovat hyvié ja niilla oppilas voi helpommin péd&sta hankalammankin tehté-
van ratkaisun jaljille.

Kirjassa on lopussa lyhyet kertausosiot, joissa on lyhyesti teoriaosuus ja muutama
aiheeseen liittyva tehtdva. Namé ovat hyvié oppilaan kokeeseen valmistautumisen ja asi-
oiden kertaamisen kannalta. N&in oppilas voi my0s testata, onko han oppinut ja ymmar-
tanyt kurssin tarkeimmat sisallot. Naiden liséksi on vield koko kirjasta kokoavia tehtéavia,
joista osa on ratkaistava apuvalineilld ja osa ilman. Sinisell& logolla on merkitty aihee-
seen liittyvié appletteja tai videoita, jotka I0ytyvat Otavan verkkosivuilta. Videot ovat
lyhyité ja yksinkertaisia ja suhteellisen selkeitd. Toisaalta videoihin olisi ehka kaivattu
sanallista selitystd, mutta toisaalta videot toimivat yksilollisend opetusmateriaalina myos
oppitunnilla, vaikka oppilaalla ei olisikaan mukanaan omia kuulokkeita. Osa appleteista
on todella hyvid, valilla taas ohje ja appletin tarkoitus ja& hieman epéselvéksi. Paranta-
malla ohjeistusta ja liittdméall& applettiin syventavia selvityksia ja huomioita, voisi kai-
kista appleteista saada erittdin hyvia.

Tehtdvat on jaoteltu ydintehtéviin, vahvistaviin tehtéviin ja syventéviin tehtaviin.
Kuten nimikin kertoo, ydintehtavéat keskittyvat kyseisen kappaleen keskeisiin uusiin asi-
oihin. Vahvistavat tehtdvét ovat monipuolisempia seka luovat pohjaa tuleville tulevien
asioiden ymmartamiselle ja vahvistavat oppilaan osaamista ja ymmarrysta. Syventévat
tehtdvat ovat yleensé soveltavampia ja haastavampia ja ndin my6s varmistavat aiheen
perusteellisen hallinnan. Kaikkiin tehtaviin 10ytyy kirjan takaa vastaukset. Kertaus tehté-
viin ja kokoaviin tehtaviin 16ytyy myos ratkaisut Otavan verkkosivuilta.

Opettajan tulisi korostaa eri todistamistapojen eroja, silla Kirja ei tata selkeasti tee.
Mydskin lukujen p&ékohtien parempi esiintuominen ja mahdolliset logiikan perustelut
todistamismenetelmille auttaisivat varmasti monia oppilaita. Kirja tukee hyvin matema-
tilkan yhteytta arkipaivaan ja opettajan pitéisi pysya talla linjalla pitadkseen oppilaat kiin-
nostuneena ja motivoituneina. Opettajan tulisi my6s tarjota oppilaille monipuolisia esi-
merkkej&. Vaikein tehtdva opettajalla on johdattaa oppilaat oikeasti reflektoimaan ja
paatteleméaan ja pois tehtdvien mekaanisesta suorittamisesta. Kuten jo aikaisemmin to-
dettu, kirja on vain ohjenuora oppilaalle. Kurssikoe voi mitata oppilaan osaamista jollain
tasolla, mutta todellista luovan paattelytaidon kehittymistd on hankalaa mitata. Yleisesti
ottaen oppikirja on logiikan ja todistamisen alueella opetussuunnitelman mukainen.

6.2 Oppikirjojen vertailua

Molemmissa kirjoissa logiikka on jarkevasti sijoitettu ennen varsinaista todistamista ja
sen harjoittelua. Kuitenkin Sanoma Pro:n kirjassa kdytetdan kirjassa aikaisemmin esiin-
tyneessé logiikassa opittuja asioita eri todistamistapojen perustelussa huomattavasti pa-
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remmin. Talloin oppilaalle syntyy késitys logiikan hyodyllisyydesta ja myds todistusme-
netelmét tulevat paremmin perustelluiksi ja siten todennakdisemmin syvallisemmin ym-
marretyiksi. Otavan kirjassa logiikka ja& helposti irralliseksi osa-alueeksi, jonka merki-
tykseen ei sen syvemmin paneuduta, vaikka luvussa 4 tdhan olisi mahdollisuus. Erityi-
sesti epéasuoran todistuksen perustelu voi jaadé oppilaalle jokseenkin epéselvaksi Otavan
kirjassa, kun logiikkaa ei kéyteta apuna. Logiikan perustelut todistamiskeinon oikeutta-
miseen Sanoma Pron kirjassa selkeyttda asioita huomattavasti. Otavan kirjassa todista-
misosuuden sijoittaminen kirjan loppuun (Liite 4) mahdollistaa aikaisemmin kurssilla
opittujen asioiden ja lukuteorian hyddyntdmisen todistamistehtévissd, kun taas Sanoma
Pron kirjassa lukuteoria on sijoitettu Kirjan loppuosaan todistamismenetelmien jalkeen.

Sanoma Pron kirja lahestyy todistamista selkedsti ja ymmarrettavasti. Eri todista-
mismenetelmét on jaettu eri lukuihin, jolloin oppilaan on helppo erottaa ne toisistaan ja
harjoitella yhtd todistamistapaa kerrallaan edeten tutuimmasta ehka oppilaalle tuntemat-
tomampaan. Otavan kirjassa taas jako eri todistamismenetelmiin ei ole niin selked luku-
jen kesken. Koska todistaminen voi olla oppilaalle vaikeaa, voi hanen olla aluksi hanka-
laa selvittéda, mita todistusmenetelma& hanen tulisi milloinkin hyédynt&a. Sanoma Pron
kirjasta harjoittelevalle voi taas olla vaikeampaa tunnistaa, mité todistamismenetelma&
pitéd kayttad, jos sitd ei ole erikseen kerrottu. Kuitenkin véittaisin, ettd ndin harjoitusvai-
heessa Sanoma Pron kirja l&hestyy aihetta selkedmmin ja luo oppilaalle selkedmman ko-
konaiskuvan eri todistamismenetelmista.

Otavan kirjan johdanto-osiot vastaavat suurin piirtein Sanoma Pron tutkimusosioita
alalukujen alussa. Otavan kirjassa johdantoesimerkkeihin esitetdén aina selkedt ratkaisut,
kun Sanoma Pron kirjassa asia jaa vélilla pelkastdan oppilaan oman tutkimuksen varaan.
Talléin mahdollisia virheratkaisuja ja ajattelua voi syntyd helpommin. Toisaalta, kun rat-
kaisua ei suoraan ole esitetty, oppilaan on pakko itse ilman apuja tarkastella ongelmaa.
Haittapuolena voi olla, ettd jos ongelma (erityisesti heikoille oppilaille) on liian vaikea,
oppilas ei edes yrita ratkaista sita tai luovuttaa kesken.

Otavan kirjassa on monesti johdattelevampi lahestymistapa uuteen asiaan ja sita
lahestytddn “pikkuhiljaa”, kun taas Sanoma Pron kirjassa mennéén lyhyen johdannon jil-
keen usein heti asian ytimeen.

Sanoma Pron Kirjassa on enemman varejé ja kuvia, mikéa tekee sen ulkoasullisesti
oppilaalle helpommaksi seurata. My®os erilaiset fontit ja tekstin asettelu luovat selkedm-
man kokonaisuuden kuin Otavan kirjassa. Kuvia on hyddynnetty hyvin Sanoma Pron Kir-
jassa, esimerkiksi konnektiivien esittelyn yhteydessa kuvat tukevat syvempaa ymmarta-
misté ja oppimista. Todistamisen yhteydessa oletus, vaite ja todistus on lihavoitu ja sel-
kedsti erotettu muusta tekstista. Otavan kirjassa oletus, vaite ja todistus on kursivoitu ja
todistus on omalla rivilld4&dn, mutta ne eivat niin selkeésti erotu muun tekstin joukosta.
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Oppilaan vasta opetellessa todistamista ndiden vaiheiden selked erottaminen olisi tarkeda.
Sanoma Pron kirjassa on myos kaytetty enemman ulkoasullisia tehokeinoja tuomaan sel-
keytté: véareja on enemman, ydinasiat on esitetty sinipohjaisissa laatikoissa, jotka erottu-
vat heti, sivumarginaalissa on eri vérilla ja fontilla olevia huomioita, muistutuksia ja li-
séyksid, mitka helpottavat kirjan lukemista ja oppimista. Erityisen hyvaa on suoran ja
kaanteisen todistuksen yhteydessa joka esimerkin kohdalla kulkevat logiikan perustelut.

Logiikkaa l&dhestytddn molemmissa kirjoissa hyvin luonnollisen kielen kautta. Eri-
tyisesti Otavan kirjassa luvuissa 3.1 ja 3.2 lahestytddn uutta asiaa luonnollisen kielen
kautta.

Huomattavaa on, ettd Otavan kirjassa kvanttorimerkintdja ei ole ké&sitelty, kun taas
Sanoma Pron kirjassa ne tulevat esille. Kvanttorimerkinté eivét aivan suoranaisesti liity
todistamiseen ja todistamisajatteluun, mutta monesti matemaattiset véitteet, on esitetty
kvanttoreiden avulla luonnollisen kielen ilmaisujen sijaan. Kvanttoreihin tutustuminen
lukiossa voi auttaa oppilasta jatko-opinnoissa. Kvanttoreiden opettelu myds ohjaa oppi-
laan ajattelua keskittym&an ja ymmartamaan pienten sanojen ja merkkien suurempaa
merkitystd. Koko vaite saattaa muuttua aivan toiseksi yhden kvanttorin muuttuessa.

Otavan kirjassa luvun nelja esimerkkitodistuksissa ei ole peréssé m.o.t., g.e.d. tai
pientd neliomerkintdd vaan mainitaan sanallisesti ”Tdma todistaa viitteen” tai ”Vaite on
ndin todistettu”. Mielesténi olisi trkedd opettaa jo Kirjan kaikissa omissa esimerkeissa,
miten todistuksen paattyminen merkitd&dn matemaattisesti korrektilla tavalla.

Otavan kirjassa on luvussa 4.3 hyvin kéytetty rekursiivista lukujonoa alustuksena in-
duktioperiaatteeseen. Tdman pohjalta oppilaan on varmasti helpompi ymmartaa induk-
tiotodistuksen periaate luvussa 4.4. Toisaalta induktiotodistuksesta on véhemmaén esi-
merkkej& kuin Sanoma Pron kirjassa. Koska induktiotodistus on oppilaalle aivan uusi ja
mahdollisesti vaikea asia, ja& opettajalle tall6in enemman vastuuta monipuolisista esi-
merkeista.

Sanoma Pron kirjassa on paalukujen alussa laajempi johdanto ja esimerkiksi todista-
misen historiaa verrattuna Otavan kirjaan. Talla tavoin Kirja motivoi oppilasta jokseenkin
paremmin aiheeseen ja saa oppilaan kiinnostuksen herddmaan.

Taulukkoon 4 on koottu keskeisimmat Kirja-analyysissa esille tulleet piirteet molem-
mista oppikirjoista. Plusmerkilla (+) on merkittu oppikirjan hyvid puolia ja miinusmer-
kill& (-) asioita, joita oppikirjassa voisi parantaa.
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Taulukko 4. MAA11 Lukuteoria ja todistaminen kurssille tarkoitettujen Otavan ja Sa-
noma Pron kirjojen analyysin keskeisimmat tulokset.

Otavan oppikirja Juuri:
Lukuteoria ja todistami-
nen

Sanoma Pron kirja Tekija,
Pitkd matematiikka 11

Todistamisen peda-
goginen lahestymi-
nen

+ lahestyminen arkieldman
ja yleisen kielen kautta

+ l&hestyminen arkieldman ja
kielen kautta
+ logiikka apuna

Todistamisen oppi-
minen ja ajattelun
kehittdminen

+ monipuoliset tehtavat
- oppikirja ei kunnolla tue
yksinopiskelua

+ monipuoliset tehtavat
- oppikirja voisi vielda paremmin
tukea yksinopiskelua

Logiikka todistami-
sessa

+ logiikka sijoitettu ennen
todistamista

- logiikka jaa erilliseksi ko-
konaisuudeksi, yhteys to-
distamiseen ei selva

+ logiikka sijoitettu ennen todis-
tamista

+ logiikkaa hyddynnetéan todis-
tamisen opettamisessa ja todis-
tustapojen perustelussa

Opetussuunnitema

+ tayttad vaatimukset

+ tayttad vaatimukset

Oppilaan motivointi

+ johdattelevat tehtavét ja
esimerkit

+ johdanto tehtaviin ratkai-
sut

+ luonnollinen kieli mu-
kana esimerkeissa ja tehté-
Vissé

+ selkeét kokonaisuudet

+ selked ja varikas ulkoasu

+ laajemmat johdannot

+ luonnollinen kieli mukana esi-
merkeissé ja tehtavissa

+ aiheeseen johdattelevat tehta-
vat ja esimerkit

- johdantotehtévien ratkaisu op-
pilaan omalla vastuulla

Ulkoasu

- tarkeita asioita on valilla
hankalaa erottaa tekstin
joukosta

+ vérikas ja selkea
+ lihavointia, erilaisia fontteja ja
vareja kaytetty tehokeinoina

Molemmat kirjat tayttdvat opetussuunnitelman asettamat tavoitteet todistamisen osalta;
sek& Otavan ettd Sanoma Pron kirja perehdyttavat oppilaan logiikan alkeisiin ja molem-
missa tutustutaan todistamisen periaatteisiin seka harjoitellaan todistamista. Opetussuun-
nitelman tavoitteiden lisdksi myos keskeiset siséllot tayttyvat: kumpikin Kirja esittelee
konnektiivit ja totuusarvot, geometrinen todistaminen tulee esille seké keskeiset todista-
mismenetelmét (suora-, kddnteinen-, ristiriita- ja induktiotodistus) kéydaan lapi.
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Pedagoginen lahestymistapa on suhteellisen samanlainen: todistamista lahestytdan
arkielamén ja kielen kautta johdattelevien tehtavien ja esimerkkien avulla. Sanoma Pron
kirja ottaa lisdksi logiikan avuksi. Sanoma Pron kirjassa on myos keskitytty enemman
oppilaan motivoimiseen (niin sisallollisesti kuin ulkoasullisesti) ja selkeiden kokonai-
suuksien luomiseen.

Eritasoiset tehtavét, arkipdivan yhteydet ja yleiseen kieleen pohjautuvat I&hestymis-
tavat tukevat todistamisen oppimista ja ajattelun kehittymista. Toisaalta riippunee paljon
opettajasta ja miten han ohjaa oppilaiden huomiota, oppivatko oppilaat vain todistamaan
vai kehittyyko heidan todistamisajattelunsa.
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7. Pohdinta

Tutkimuksen suunnittelu lahti liikkeelle uudesta MAA11 kurssista. Taman pohjalta paa-
dyttiin pohtimaan, mitd se matematiikan opetuksessa tarkoittaa, mista paadyttiinkin tut-
kimuskysymyksiin. Tutkimuskysymyksiin haettiin vastauksia kyselytutkimuksen avulla,
jonka pohjalta saatiin hyvin tietoa kvalitatiivisesta aiheesta, joskin tutkimuksen otos jéi
odotettua paljon pienemmaksi. Tutkimuksen kyselylomakkeen ja sen kysymyksien to-
dettiin antavan riittdvan pohjan, jotta kyselyn vastausten perusteella voitiin vastata suu-
rimpaan osaan tutkimuskysymyksisté suhteellisen luotettavasti. Kirja-analyysiin paadyt-
tiin samoista lahtokohdista: tukevatko nykyiset MAAL1 kurssille suunnatut oppikirjat
todistamisen ja todistamisajattelun oppimista sekéa milla tavalla.

Tulosten perusteella opettajilla ja opiskelijoilla on ainakin Suomessa suhteellisen
hyvat kasitykset todistamisesta. Osalle kuitenkin todistamisajattelu ja sen erot todistami-
sesta ovat hankalia hahmottaa. Jotta todistamisen oppiminen olisi oppilaille helpompaa,
voisi tata kasitettd mahdollisesti painottaa enemman opettajankoulutuksessa, silla todis-
tamisajattelun opettamisen voi aloittaa jo alaluokilla, vaikka itse todistaminen olisikin
oppilaille viela taitotasollisesti mahdotonta. Todistamisajattelun pohja rakentuu siis jo
alaluokilta ja ndin siirtyminen formaaliin paattelyyn on oppilaille myéhemmin helpom-
paa [Gary Martin, 1989; Malinen 2004, s. 108-109]. Oppilaat oppisivat deduktiivisen
paattelyn ja perustelujen merkityksen matematiikassa paremmin seké voisivat hyodyntaa
naita taitoja myos arkielamassa. Myoskin oppilaan ajattelun kehittymistd ilmenevéstd,
symboliseen ja siita formaaliin ajatteluun [Tall 2002] todennakdisesti helpottuisi. Oppi-
laiden taitotason huomioivia esimerkkeja ja harjoituksia kylla 16ytyy [Annen-berg foun-
dation 2017]. Jos todistamisajattelua ei ole ollenkaan aikaisemmin harjoiteltu, voi se olla
aikamoinen haaste MAAL11 kurssilla seké oppilaalle etta opettajalle. Kyselytutkimuksen
perusteella yldasteella ei valttdmattd tarvitsekaan oppilaiden vield ymmarté tai osata ma-
temaattisia todistuksia, mutta jo lukiolaisen katsottaisiin oleva kypsa todistamisen vaati-
maan formaaliin ajatteluun.

Opettajankoulutus on avainasemassa oppilaiden oppimiseen. Kyselytutkimuksen
perusteella tulevat opettajat osaavat kylla todistaa, mutta huomiota pitéisi mahdollisesti
Kiinnittdd enemman todistamisen ja todistamisajattelun opettamisen pedagogisiin l&dhto-
kohtiin ja kysymyeksiin.

Kirjallisuuden perusteella todistamista ja todistamisajattelua kannattaa l&ahestya
luonnollisen kielen sekd logiikan kautta [Cheng et al. 1986; Epp 2003]. Myos kyselytut-
kimuksen perusteella logiikka on térkeé osa ja apuvaline todistamisen opettelussa. Myds
uudet Otavan ja Sanoma Pron oppikirjat MAA11 kurssille lahtevat liikkeelle luonnollisen
kielen kautta. Erityisesti Sanoma Pron kirjassa kéytetédan logiikkaa todistamisen oppimi-
sen tukena ja apuvalineend.
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Kirjallisuuskatsauksen perusteella mahdollisesti kyseenalaistaisin Charlesin ja Ro-
bertsin (2009) kasityksen todistamisen oppimisesta. Vaikka heidan neuvonsa saattanevat
jossain méaérin toimiakin, niin heidén kasityksensé perustuu mallioppimiseen eika varsi-
naiseen deduktiivisten pdaattelytaitojen harjoittamiseen. Kun todistamisajattelun taidot
ovat hallinnassa, on siitd huomattavasti helpompi siirtyd todistamisen harjoitteluun.

Kyselytutkimuksen suurimpana rajoitteena oli sen huomattavasti odotettua pie-
nemmaksi jaanyt otos. Vaikka kysely lahetettiin suurelle joukolle, niin kyselyyn vastasi
vain 10 % sen saajista. Lukumaaréllisesti 5 opiskelijaa ja 13 opettajaa eivét tuo taysin
luottavaa aineistoa. Mahdollista on my®os, ettd kyselyyn vastasivat vain henkil6t, joita
asia aidosti kiinnosti. Talléin otos olisi valikoitunut asiasta enemmaén tietavien keskuu-
desta. My6skin mahdollisesti vastaajien motivaatio ja kdytettavissa oleva aika on voinut
vaikuttaa tuloksiin. Pienen otoksen takia osa oleellisista asioista on voinut jaada piileviksi
tai olla kokonaan tulematta esiin. My0s korrelaatiot taustatietojen kanssa seké opettajien
ja opiskelijoiden vastausten piirteiden erot ovat voineet jaada piiloon pienesté otoksesta
johtuen.

Mahdolliset jatkotutkimukset voisivat ottaa huomioon vastaajajoukon rajoitteet.
Isompi ja laajempi otos voisi selvittdd tarkemmin nyt saatuja tuloksia seka vastata kysy-
myksiin, onko taustatiedoilla merkitystéd ja onko opettajien ja opiskelijoiden késityksissa
eroja. Myos muita kaupunkeja ja yliopistoja voisi ottaa mukaan tutkimukseen. Lisaksi
aiheellista voisi olla keskittyd matematiikan opettajaopiskelijoiden koulutukseen: milla
tavalla todistamisen ja todistamisajattelun pedagogisen l&hestymistavan tarkastelun voisi
parhaiten tuoda mukaan opettajankoulutukseen ja yliopistojen matematiikan opetukseen
varsinkin MAA11 kurssia ja sen pohjustusta ajatellen.
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8. Yhteenveto

Todistaminen on osa matematiikan luonnetta ja sen olemuksen kulmakivi. Todistamista
opetetaan myos Yyleisesti loogisen paattelykyvyn seké kriittisen ajattelua kehittdmisen
VUOKSI.

Ajatusmaailma, jonka mukaan oppilaat oppivat todistamaan seuraamalla, jaljittele-
malla ja lukemalla hyvia todistuksia on jokseenkin vanhentunut. Toki ndinkin voi oppia
todistamaan — oppiihan ihminen melkein mitd vain ilman ohjausta kokeilemalla uudel-
leen ja uudelleen - mutta todellisen ymmarryksen, paattelyn ja todistamisajattelun kehit-
tdmiseen on olemassa parempiakin tapoja. Tassé opettajan rooli ja osaaminen korostuu.
Opettajan tulisikin pyrkid mekaanisen todistamisen sijaan ohjaamaan oppilaita ndkemaan
yhteyksia matematiikan ja logiikan valilla seké selkeyttaa todistamisen oppilaalle moni-
mutkaisena ja hankalana nayttaytyvaa maailmaa. Kyselytutkimuksen mukaan, juuri to-
distamisen vaatima uusi ajattelutapa seké asenteet todistamista kohtaan ovat suurimpia
esteitd todistamisen oppimiselle. Myos juuri siksi olisi tdrkeéda aloittaa todistamisajatte-
lun ja paéattelyn harjoittaminen jo alakoulussa oikeilla metodeilla — liian useinkin oppi-
lailla on késitys, ettd hyvin valitut esimerkit toimivat todistuksena ja todistukset ovat ma-
tematiikan maailmassa turhia. Tallainen ndkemys matematiikasta on vastoin matematii-
kan perusluonnetta. Lisaksi opettajankoulutuksessa tulisi Kiinnittdd enemmaéan huomiota
valmistuvien opettajien osaamiseen ja tietotaitoon todistamisen opettamisesta, joskin yli-
opistokoulutus nayttaisi ainakin suoritetun kyselytutkimuksen perusteella Suomessa an-
tavan riittavat valmiudet todistamisen opettamiselle. Kuitenkin kyselytutkimuksen perus-
teella opettajaopiskelijoiden pedagogiset kasitykset todistamisen ja todistamisajattelun
opettamisesta eivét ole aivan selkeitd, joten yliopistoissa voisi mahdollisesti miettid, oli-
siko aiheellista lisatd tai muuttaa nykyisia matematiikan kursseja paremmin opettajuutta
tukeviksi. Myos alakoulun opettajia tulisi aktiivisesti opastaa, kuinka péattelytaidot voi
ottaa osaksi matematiikan opetusta, sill& todistamisajattelun opettamisen voi aloittaa jo
alakoulusta oppilaiden taito- ja ymmérrystason huomioiden. Tall6in varsinaiseen todis-
tamiseen siirtyminen ylédkoulussa ja lukiossa olisi oppilaille mahdollisesti helpompaa.
Liséksi olisi tarkedd, ettd kouluissa ihan kaikilla luokka-asteilla vallitsisi ymmarrys ma-
tematiikasta tieteend ja opettajilla olisi selked kasitys matematiikan epistemologiasta.
Na&in matematiikan perusluonne olisi opetuksessa alussa asti mukana. Oppikirja-analyy-
sin perusteella voidaan todeta, ettd ainakin Otavan ja Sanoma Pron MAA11 Lukuteoria
ja todistaminen kurssille tarkoitetut oppikirjat tukevat todistamisen opettamista — mutta
ké&ytanndssa todistamisajattelun opettaminen jaanee paljon opettajan ohjauksen seka itse
oppilaan oman kiinnostuksen ja innostuksen varaan.
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Ehka tarkeinta oppilaiden todistamisajattelun kehittymisen kannalta olisi kuitenkin
miettid, miten valjastaa matemaattiset todistukset parhaalla tavalla hyddyllisiksi opetus-
tyokaluiksi kaikilla kouluasteilla. Parhaimmillaan hyva todistus tuo oppilaille lisad ym-
marrystd aiheesta ja kehittaa ajattelun taitoja.
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9. Loppupéaatelmat

Luvussa 4 esitetyn kyselytutkimuksen otos jéi pieneksi. Lisaksi kyselyyn vastaaminen
oli vapaaehtoista, joten on mahdollista, etta kyselyyn vastanneet ovat olleet tavallista
enemman kiinnostuneita kyselyn aihepiiristd. Tdman vuoksi jatkotutkimuksissa voisi
mahdollisesti keratd isomman otoksen. Opettajia ja opiskelijoita voisi haalia tutkimuk-
seen muualtakin kuin Tampereen ja Pirkanmaan alueelta ja tarkastella onko eri yliopis-
tojen tai paikkakuntien valilla eroja. Myos mahdollisesti tdssa tutkimuksessa piiloon jaa-
neet erot liittyen muun muassa opetuskokemukseen ja opintopistemaaraan tai opettajan
opetustehtavaan (ylakoulu tai lukio) voisi ndin tulla selkedmmin esille, jos eroja on siis
havaittavissa.

Tutkimuksen luotettavuutta on pyritty parantamaan huolellisella aineiston keruun ja
analyysin kuvaksella. Lisaksi tulosten kasittelyn yhteydessa on pyritty esittdmaén autent-
tisia lainauksia vastaajilta tutkijan tekemien tulkintojen tueksi.
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Liite 1: Kognitiiviset yksikét ja niiden véliset yhteydet +/2:n irrationaalisuuden to-
distamisessa [Barnard & Tall 1997, s. 7].
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Liite 2: Kyselylomake opettajille

Kyselylomake matematiikan opettajille
Kyselyn tarkoituksena on tutkia opettajaopiskelijoiden ja opettajien késityksid
todistamisesta ja todistamisajattelusta. Samalla tutkaillaan valmistuvien opetta-
jlen valmiutta opettaa MAA11 kurssia ”"Lukuteoria ja todistaminen”. Kysely
kuuluu osaksi opinndytetyon toteuttamista ja hyodynnetddn gradun aineistona.
Kysely suoritetaan anonyymisti.

Lisdtietoja kyselystd tarvittaessa: lida Kyyronen, kyyronen.iida.s@stu-

dent.uta.fi

Ympyroi kysymyksissd 1-3 parhaiten sopiva vaihtoehto.

Olen toiminut opettajana
0-6 kk

6-12 kk

1-3 vuotta

3-10 vuotta

yli 10 vuotta

® a0 o p =

N

Opetan
a. yldakoulua
b. lukiota

3. Uuden opetussuunnitelman mukainen MAA11 kurssi Lukuteoria ja
todistaminen on minulle tuttu.

taysin samaa mieltd

jokseenkin samaa mielta

jokseenkin eri mieltd

an oo

taysin eri mielta

Vastaa kysymyksiin 4-12 oman mielipiteesi/kisityksesi mukaan.

4. Mitd todistaminen mielestési tarkoittaa?
5. Mitd todistamisajattelu mielestasi tarkoittaa?

6. Miksi mielestdsi todistamista opetetaan?



7. Miten logiikka liittyy todistamiseen?

8. Miten opettaisit/ opetat todistamista ja todistamisajattelua?

9. Mitkd ovat mielestdsi oppilaiden suurimmat ongelmat todistamista

opeteltaessa?

10. Antoiko koulutuksesi mielestdsi riittdvdt evddt todistamisajattelun ja

todistamisen opettamiseen? Perustele.

Valitse parhaiten sopiva vaihtoehto kysymyksissd 13-15.

11. Osaan mielestdni laatia matemaattisen todistuksen opettajan ammatin

vaatimalla tasolla.

a.

b
C.
d.
e

tdysin samaa mielta

. jokseenkin samaa mieltd

jokseenkin eri mielta
tdysin eri mielta

en OSaa sanoa

12. Hyvin valittu esimerkki/esimerkit todistamisen sijaan riittavéat yldkou-

lussa perustelemaan matemaattisen tuloksen.

a.

b
C.
d.
e

tdysin samaa mielta

. jokseenkin samaa mieltd

jokseenkin eri mieltd
taysin eri mielta

€n OSaa Ssanoa

13. Hyvin valittu esimerkki/esimerkit todistamisen sijaan riittdavat lukiossa

perustelemaan matemaattisen tuloksen.

a.

b
C.
d.
e

taysin samaa mieltd

. jokseenkin samaa mielta

jokseenkin eri mieltd
taysin eri mielta

€n OSsaa Ssanoa



Liite 3: Kyselylomake opiskelijoille

Kyselylomake matematiikan opettajaopiskelijoille
Kyselyn tarkoituksena on tutkia opettajaopiskelijoiden ja opettajien késityksid
todistamisesta ja todistamisajattelusta. Samalla tutkaillaan valmistuvien opetta-
jlen valmiutta opettaa MAA11-kurssia “Lukuteoria ja todistaminen”. Kysely
kuuluu osaksi opinndytetyon toteuttamista ja vastauksia hyodynnetdan gradun
aineistona. Kysely suoritetaan anonyymisti.

Lisdtietoja kyselystd tarvittaessa: lida Kyyronen, kyyronen.iida.s@stu-

dent.uta.fi
Ympyroi kysymyksissd 1-5 parhaiten sopiva vaihtoehto.

Opiskeluvuosi

s a0 oo e
gl = W N =

>5

Suoritettujen matematiikan opintojen mddra (opintopisteind)
0-20 op

20-50 op

50-100 op

100-150 op

150-200 op

yli 200 op

s AN TR N

Opetuskokemusta minulla on
0-20h

20-40 h

1-4 vko

1-3 kk

3-6 kk

yli 6 kk

o oan T W



4. Uuden opetussuunnitelman mukainen MAA11 kurssi Lukuteoria ja
todistaminen on minulle tuttu.

samaa mielta

jokseenkin samaa mielta

jokseenkin eri mielta

an oo

taysin eri mielta

Opiskelupaikka

TTY

Tampereen Yliopisto
Muu

oo po

Vastaa kysymyksiin 6-14 oman mielipiteesi/kisityksesi mukaan.
6. Mitd todistaminen mielestési tarkoittaa?
7. Mitd todistamisajattelu mielestési tarkoittaa?
8. Miksi mielestdsi todistamista opetetaan?
9. Miten logiikka liittyy todistamiseen?
10. Miten opettaisit todistamista ja todistamisajattelua?

11. Mitkd ovat mielestdsi oppilaiden suurimmat ongelmat todistamista

opeteltaessa?

12. Oletko mielestdsi saanut koulutuksestasi riittdvat evdit todistamisajatte-

lun ja todistamisen opettamiseen? Perustele.
Valitse parhaiten sopiva vaihtoehto kysymyksissa 15-17.

13. Osaan mielestdni laatia matemaattisen todistuksen opettajan ammatin
vaatimalla tasolla.
a. tdysin samaa mielta
b. jokseenkin samaa mielta

c. jokseenkin eri mielta



d. tdysin eri mieltd

€. €n O0Ssaa Sanoa

14. Hyvin valittu esimerkki/esimerkit todistamisen sijaan riittdvit ylakou-
lussa perustelemaan matemaattisen tuloksen.
a. tdysin samaa mieltd
b. jokseenkin samaa mielta
c. jokseenkin eri mielta
d. tdysin eri mieltd
e

en OSaa sanoa

15. Hyvin valittu esimerkki/esimerkit todistamisen sijaan riittdavit lukiossa
perustelemaan matemaattisen tuloksen.
a. tdysin samaa mieltd
b. jokseenkin samaa mielta
c. jokseenkin eri mielta
d. tdysin eri mieltd
e

en OSaa sanoa



Liite 4: Sanoma Pron (vasen) ja Otavan (oikea) MAA11l kurssin oppikirjojen

sisallyksen rakenne

1. Logiikan alkeet
1.1 Lauseen formalisointi
1.2 Lauseen totuusarvot
1.3 Tautologia
1.4 Avoin lause ja kvanttorit

2. Todistusmenetelmia
2.1 Suora todistus
2.2 Vastaesimerkki
2.3 Epésuora todistus
2.4 Matemaattinen induktio

3. Lukuteoria
3.1 Jakolasku
3.2 Suurin yhteinen tekija
3.3 Kongruenssi
3.4 Alkuluvut
3.5 Jaollisuuslauseita

1. Lukuteorian alkeet
1.1 Jaollisuus ja jakoyhtalo
1.2 Alkuluvut
1.3 Eukleideen algiritmi ja kokonaislukuyhtalot

2. Modulolaskentaa
2.1 Kongruenssi
2.2 Jaollisuustarkasteluja kongruenssin avulla

3. Logiikka
3.1 Looginen paéattely ja konnektiivit
3.2 Totuustaulut

4. Todistaminen
4.1 Véitteen todistaminen oikeaksi tai vaaraksi
4.2 Suora ja epésuora todistus
4.3 Rekursiivinen lukujono ja induktioperiaate
4.4 Induktiotodistus



