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Tiivistelma

Tidmaén tutkielman pddlauseessa todistetaan Krullin, Remakin ja Schmidtin lauseen
erityistapaus. Tapauksessa rajoitutaan tarkastelemaan direllisid ryhmii, joiden kes-
kus on triviaali. Tulos esittéd, ettd epiatriviaalille dédrelliselle ryhmalle, jonka keskus
on triviaali, on olemassa tekijoiden jarjestystd vaille yksikisitteinen hajotelma epa-
triviaalien hajoamattomien normaalien aliryhmiensi suoraksi tuloksi. Luvussa kaksi
esitetddn kertausluontoisesti ja tiiviisti ryhmiteoriaa ja esitelldin Oomega-ryhmiait,
jotka helpottavat luvun viisi késittelyd. Luvussa kolme perehdytddan ryhmien suo-
riin tuloihin ja esitellddn tutkielmassa oleellisesti kiytettdvd samaistus sisdisen ja
ulkoisen suoran tulon vililla. Luvussa nelji keskitytdin keskuksen kisitteeseen. Vii-
meisen luvun aluksi esitetdin tarvittavia médritelmid ja aputuloksia, joita tarvitaan
luvun paittavin pddlauseen todistuksessa. Tutkielman paildhteend on kaytetty John
S. Rosen teosta A Course on Group Theory.
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1 Johdanto

Téssd tutkielmassa kisitellddn ddrellisten ryhmien hajotelmia suoriksi tuloiksi. Ryh-
mien suoria tuloja on kahdenlaisia, ulkoisia ja sisdisid. Ulkoisen suoran tulon avulla
voidaan kahdesta tai useammasta ryhmaista konstruoida uusi ryhmi. Mielenkiintoi-
sempi tapaus on sisdinen suora tulo, joka mahdollistaa joidenkin ryhmien jakamisen
néén isomorfiset. Ryhmén esitysti epitriviaalien normaalien aliryhmiensi sisdisena
suorana tulona kutsutaan ryhmén hajotelmaksi.

Krullin, Remakin ja Schmidtin ryhmia koskeva lause esittia, ettid jos ryhmélle on
olemassa kaksi hajotelmaa hajoamattomien epitriviaalien normaalien aliryhmiensa
sisdisend suorana tulona, niin suoran tulon tekijoiden lukuméérd on sama molem-
missa esityksissd ja kullekin tekijélle 10ytyy isomorfinen vastine. Lisdksi lauseen
nojalla yksittéisid suoran tulon tekijoitd voidaan vaihtaa esitysten vililld. Tamén tut-
kielman pédilauseena todistetaan lauseen erityistapaus, joka rajoittuu tarkastelemaan
epitriviaaleja ddrellisid ryhmid, joiden keskus on triviaali. Téssd erityistapauksessa
ryhmille saatavat kaksi esitystd ovat tekijoiden jarjestystd vaille yksikasitteiset.

Krullin, Remakin ja Schmidtin lausetta ei ole nimetty lauseen ensimmaisen esit-
tdjan mukaan. Lauseen esitti J.M.H. Wedderbun vuonna 1909, mutta esitetty todistus
oli virheellinen. R. Remak esitti vuonna 1911 ensimmadisend pitevin todistuksen
adrellisten ryhmien tapaukselle ja O.J. Schmidt yksinkertaistetumman todistuksen
vuonna 1912. W. Krull laajensi tuloksen kattamaan modulit vuonna 1925 ja O.J.
Schmidt Q-ryhmét vuonna 1928. [5, s. 144]

Lukijan oletetaan tuntevan algebran perusteet. Luvun kaksi ensimméiisessa ala-
luvussa kuitenkin kerrataan télle tutkielmalle oleellisimmat algebran peruskisitteet
ja tulokset. Kertausluontoisuuden vuoksi kasittelyyn ei kidytetd paljoa aikaa. Luvun
kaksi jalkimmdiisessd alaluvussa tutustutaan padluvun kisittelyd oleellisesti yksin-
kertaistavan Q-ryhmén késitteeseen. Luku kolme keskittyy ryhmien suoriin tuloi-
hin, jotka ovat tdmin tutkielman oleellista antia. Ulkoisen ja sisdisen suoran tulon
madrittelyn jidlkeen esitetddan loppututkielman késittelyd helpottava samaistus sisdi-
sen ja ulkoisen suoran tulon vililld, jota havainnollistetaan esimerkein. Luku nelja
keskittyy erityisesti keskuksen késitteeseen, silld keskusta koskeva oletus oleellinen
pddlausetta ajatellen. Lukujen kolme ja nelja viimeisimpind tuloksina esitetdin paa-
lauseen todistuksessa tarvittavia apulauseita. Luvun viisi alussa esitetidin tarvittavia
kisitteitd ja tuloksia, joita hyddynnetddn luvun paittivin padlauseen todistuksessa.

Suurin osa esitetyistd havainnollistavista esimerkeisti ovat joko tutkielman tekijan
itse kehittdmii tai ldhdeteosten harjoitustehtavid. My0Os osa esitetyistd apulauseista
on ldhdeteosten harjoitustehtéivid. Tutkielman pdéldhteend on kiytetty John S. Rosen
teosta A Course on Group Theory [4].



2 Ryhmateorian peruskasitteita ja -tuloksia

Téssd luvussa esitellddn tutkielmassa myohemmin tarvittavia ryhméteorian peruské-
sitteitd ja -tuloksia. Alaluvussa 2.1 esitellddn kertauksenomaisesti ryhmiin, kuvauk-
siin ja homomorfismeihin liittyvid mééritelmid ja tuloksia, joiden oletetaan olevan
lukijalla ennalta tuttuja. Ndin ollen késittelyyn ei kiytetd paljoa aikaa, eikd tulosten
yhteydessa esitetd juurikaan esimerkkejd. Lihteind alaluvussa 2.1 on kiytetty Bhat-
tacharyan, Jainin ja Nagpaulin teosta Basic Abstract Algebra [1], Eien ja Changin
teosta A Course on Abstract Algebra [2], Rosen teosta A Course on Group Theory
[4] sekd Scottin teosta Group Theory [6].

Alaluvussa 2.2 esitelldidn Q-ryhmien késite ja niihin liittyvid perustuloksia, joi-
den ei oleteta olevan lukijalle ennalta tuttuja. Q-ryhmat tulevat olemaan merkitté-
vissi roolissd padlauseen todistuksessa. Tamin alaluvun ldhteind on kdytetty Rosen
teoksen A Course on Group Theory [4] sivuja 22 ja 137-138 sekd Rotmanin teoksen
An Introduction to the Theory of Groups [5] sivua 151 .

2.1 Ryhmateorian kertausta

Aloitetaan kertaamalla ryhmaéteorian perustkisitteitd, kuten ryhma, aliryhma ja nor-
maali aliryhma.

Miaritelma 2.1. Puoliryhmd on epityhjd joukko varustettuna liitanndiselld laskutoi-
mituksella. Ryhmd on puoliryhmd, jolla on neutraalialkio, ja jonka jokaisella alkiolla
on kiinteisalkio. Vain neutraalialkion sisdltdavdd ryhmaa kutsutaan triviaaliksi ryh-
miksi. Jos ryhma ei ole triviaali, sitd kutsutaan epdtriviaaliksi. Jatkossa merkitdan
ryhmin neutraalialkiota symbolilla 1 ja ryhmén alkion g kdanteisalkiota symbolilla

gl

Miiéritelma 2.2. Ryhmi G on ddrellinen, jos se sisdltdaa darellisen madrin alkioita.
Ryhmin G siséltimien alkioiden lukumaérad kutsutaan ryhmén G kertaluvuksi ja
titd merkitdin |G|.

Maiéritelma 2.3. Ryhmén G aliryhmd on joukon G epityhja osajoukko, joka varus-
tettuna alkuperdisen ryhmén G laskutoimituksella, rajoitettuna joukkoon H, muo-
dostaa ryhman. Jos H on ryhmin G aliryhmad, niin merkitdan H < G. Ryhmin G
aliryhmé H on aito aliryhmd, jos H # G.

Lause 2.4. Epdtyhji ryhmdn G osajoukko H on ryhmdn G aliryhmd, jos ja vain jos
hlhgl € H pdtee, kun hy, hy € H.

Apulause 2.5. Olkoot H ja K ryhmdn G aliryhmid. Tdlloin myés H N K on ryhmdn
G aliryhmdi.

Miiéritelma 2.6. Olkoon H ryhmén G aliryhma. Talloin H on ryhmin G normaali
aliryhmd, merkitian H < G, jos ja vain jos g~'hg € H pitee, kun h € Hja g € G.



Esimerkki 2.7. Olkoon G ryhmd. Triviaali ryhmaé {1} on ryhmén G aliryhmd, silld
neutraalialkion kddnteisalkio on neutraalialkio ja kahden neutraalialkion tulo on
neutraalialkio. Lisiksi {1} on normaali, silld g~'1g = 1 € {1} piitee, kun g € G.

Seuraava esimerkki osoittaa, ettd Abelin ryhmén aliryhmé on aina normaali.

Esimerkki 2.8. Olkoon H Abelin ryhmén G aliryhmi. Tilloin, koska G on Abelin
ryhmé, niin g~'hg = g7'gh = h € H piitee, kun g € Gja h € H. Titen H < G.

Miiritelmé 2.9. Olkoon G ryhmi. Tilloin G on yksinkertainen, jos sen ainoat
normaalit aliryhmaét ovat G ja triviaali aliryhma {1}.

Apulause 2.10. Olkoon K ryhmdn G normaali aliryhmd ja K < H < G. Tdlloin K
on ryhmdn H normaali aliryhmd.

Apulause 2.11. Olkoon H ryhmdn G aliryhmd ja K ryhmdn G normaali aliryhmdi.
Tdlloin HK on ryhmdn G aliryhmd.

Apulause 2.12. Olkoot H ja K ryhmdin G aliryhmid. Tdlloin HK on ryhmdn G
aliryhmdi, jos ja vain jos HK = KH.

Apulause 2.13. Olkoot H ja K ryhmdn G normaaleja aliryhmid. Tdlloin, jos H N K
sisdltdd vain ryhmdn G neutraalialkion 1, niin jokainen ryhmdn H alkio kommutoi
Jjokaisen ryhmdn K alkion kanssa.

Miiritelmi 2.14. Olkoon H ryhmin G aliryhmi ja olkoon g € G. Talloin joukko
gH ={gh|heH)}
on alkion g midrddma aliryhmin H vasen sivuluokka.

Mairitelmé 2.15. Olkoon K ryhmén G normaali aliryhmad. Télloin kaikkien ryh-
min G aliryhmén K vasempien sivuluokkien joukko, merkitdin G/K, varustettuna
laskutoimituksella

(81K)(g2K) = g182K,

kun g1, g2 € G, muodostaa ryhmin G tekijiryhmdn.

Lause 2.16. Olkoon K ryhmdn G normaali aliryhmd. Tdlloin tekijdryhmd G/K on
ryhmad.

Esitellddn timén alaluvun lopuksi oleellisimpia kuvauksiin ja homomorfismeihin
liittyvid késitteitd ja tuloksia, joita tullaan tarvitsemaan jatkossa.

Miaritelma 2.17. Epityhjin joukon X Identtinen kuvaus, merkitidin Iy, on kuvaus,
joka kuvaa kaikki joukon X alkiot itselleen. Jos joukko X on asiayhteydestd selva,
merkitdin joukon X identtistd kuvausta symbolilla /.

Miairitelmé 2.18. Olkoon ¢: X — Y ja olkoon joukko S joukon X osajoukko.
Talloin kuvausta ¢ : S — Y, jolle pitee ehto s — ¢(s), kutsutaan kuvauksen ¢
rajoittumaksi joukon X osajoukkoon §. Titd rajoittumaa ¢ merkitddn yleensd ¢|S.



Mairitelmé 2.19. Olkoon epityhjd joukko S joukon X osajoukko. Télloin joukon X
identtisen kuvauksen rajoittuma joukkoon S eli rajoittuma /x|S: S — X on joukon
S inkluusio joukolle X.

Esimerkki 2.20. Rationaalilukujen joukon inkluusio kokonaislukujen joukolle on
kuvaus Ig|Z: Z — Q.

Maaritelma 2.21. Olkoot G ja H ryhmid. Kuvaus ¢: G — H on homomorfismi, jos

¢(ab) = ¢p(a)p(b)

pitee, kun a, b € G.

Homomorfismi, joka kuvaa kaikki alkiot neutraalialkiolle, on triviaali homomor-
fismi, homomorfismi ryhmaltéd G itselleen on ryhmén G endomorfismi ja bijektiivinen
endomorfismi on automorfismi. Ryhméan G automorfismia merkitdin Aut G.

Esimerkki 2.22. Kaikki kuvauksen ¢ rajoittumat ovat selvisti homomorfismeja, jos
¢ on homomorfismi.

Apulause 2.23. Olkoot kuvaukset ¢: K — H ja y: G — K homomorfismeja.
Tdlloin yhdistetty kuvaus ¢ : G — H on myds homomorfismi.

Todistus. Olkoot a, b € G. Talloin
¢y (ab) = (¥ (a)y (b)),

silld ¥ on homomorfismi ryhméltd G ryhmélle K. Edelleen, koska ¢ on homomor-
fismi ryhmaéltd K ryhmille G,

P (Y (a) (b)) = ¢y (a)py (b).

Niin ollen on osoitettu, etti

¢y (ab) = ¢y (a)dy ()
pitee, kun a, b € G. O

Miaéritelma 2.24. Olkoon kuvaus ¢: G — H homomorfismi. Talloin kuvauksen ¢
ne alkiot, jotka kuvautuvat maaliryhmin neutraalialkiolle muodostavat kuvauksen ¢
ytimen. Kuvauksen ¢ ydintd merkitdin Ker ¢. Kuvauksen ¢ ne maalijoukon alkiot,
jotka kuvaus voi saada arvonaan muodostavat kuvauksen ¢ kuvajoukon. Kuvauksen
¢ kuvajoukkoa merkitdan Im ¢.

Apulause 2.25. Olkoon ¢: G — H homomorfismi. Homomorfismin ydin on ryhmdn
G normaali aliryhmd ja homomorfismin kuvajoukko on ryhmdn H aliryhmd.

Esitellddn vield lopuksi homomorfialause ja toinen isomorfialause, joita kum-
paakin tarvitaan pddluvun 5 tuloksien todistamisessa.

Lause 2.26 (Homomorfialause). Olkoon ¢: G — H homomorfismi. Tilloin
Im ¢ = G/ Ker ¢.

Lause 2.27 (Toinen isomorfialause). Olkoon H ryhmdn G aliryhmd ja K ryhmdn G
normaali aliryhmd. Tdlloin HN K on ryhmdn H normaali aliryhmd ja H/(HNK) =
HK/K.



2.2  Q-ryhmit

Seuraavaksi késitellddn tdmén tutkielman luvussa 5 paljon kaytettyjen Q-ryhmén
ja Q-homomorfismin kisitteet, jotka helpottavat padidlauseen todistusta oleellisesti.
Aloitetaan kuitenkin ensin kertaamalla konjugaatin ja konjugaation késitteet, joita
tarvitaan esimerkissa 2.32.

Lause 2.28. Olkoon G ryhmd. Jokaiseen g € G voidaan liittdd ryhmdn G automor-
fismi 7,4, joka on mdidritelty seuraavasti:

Tg: X g_lxg,
kun x € G.

Maaritelmi 2.29. Alkiota 7,(x) = g~ 'xg kutsutaan alkion g mdrddmdksi alkion x
konjugaatiksi. Ryhmin G automorfismia 7, kutsutaan alkion g mdidrdcdmdksi ryhmdn
G konjugaatioksi.

Miaéritelma 2.30. Olkoon Q joukko ja G ryhma. Tilloin Q on ryhmén G operaatto-
rialue ja G on Q-ryhmd, jos on olemassa kuvaus QxXG — G, merkitiin (w, g) — g,
jolle pitee

(8182)” = 8785
kunw € Qjagy, g € G.

Selvisti Q-ryhmén ja endomorfismin médritelmistd seuraa, etti mikd tahansa
ryhmin G endomorfismien joukko kelpaa ryhmén G operaattorialueeksi.

Maaritelma 2.31. Olkoon G Q-ryhmi ja H ryhmin G aliryhma. Télloin sanotaan,
ettd H on Q-aliryhmd, jos h® € H pitee, kun h € H jaw € Q.

Huomattakoon, ettd jos H on ryhmén G Q-aliryhmad, niin Q on myos ryhméan H
operaattorialue.

Esimerkki 2.32. Olkoon G ryhmi. Kuvaus G X G — G ehdolla (w, g) — g“, missi
g% = w'gw, tiyttdd madritelmin 2.30 ehdot, silld konjugaatiot ovat endomorfisme-
ja. Toisin sanoen G on G-ryhma.

Tamin G-ryhmén G-aliryhmit ovat ryhmédn G normaaleja aliryhmid, silld kun
H on G-aliryhmi, niin méiritelmén 2.31 nojalla g~'hg = h® € H pitee, kun g € G
jaheH.

Ylldoleva esimerkki on jatkokésittelyd varten hyvin oleellisessa roolissa, silld
padluvussa kdsiteltaviat ryhméan G Q-ryhmit ovat ldhes poikkeuksetta edellisen esi-
merkin mukaisia G-ryhmia.

Miiritelma 2.33. Olkoot G ja H ryhmii, joilla on sama operaattorialue Q. Tall6in
homomorfismia ¢ ryhmaélta G ryhmalle H kutsutaan Q-homomorfismiksi, jos

P(g) = (¢(8))”

pitee, kun g € Gjaw € Q.
Vastaavan ehdon toteuttavaa endomorfismia kutsutaan Q-endomorfismiksi.



Apulause 2.34. Olkoon ¢ ryhmdn G Q-homomorfismi. Tdlloin Im ¢ on Q-aliryhmdi.

Todistus. Apulauseen 2.25 nojallalm ¢ < G ja

w w
(6(2))" = ¢(g*) € Im.
pitee, kun ¢(g) € Im ¢ ja w € Q. Néin ollen viite on todistettu. O

Esimerkki 2.35. Triviaalisti mielivaltaisen ryhméin G operaattorialueena voidaan
ajatella olevan Q = 0, jolloin G on Q-ryhma. Tilloin kaikki ryhmin G aliryhmit
ovat myos Q-aliryhmia.

Apulause 2.36. Olkoot kuvaukset ¢: K — H ja y: G — K Q-homomorfismeja.
Tdlloin myos yhdistetty kuvaus ¢y : G — H on Q-homomorfismi.

Todistus. Maéiritelmén 2.33 nojalla kuvaukset ¢ ja ¢ ovat homomorfismeja. Titen
apulauseen 2.23 nojalla my6s yhdistetty kuvaus ¢y on homomorfismi. Nyt

oy () = (W (g)) = $((W(2)°) = ($w(2))”

pitee, kun g € G ja w € Q, silld ¥ on Q-homomorfismi ryhmiltd G ryhmélle H ja
¢ on Q-homomorfismi ryhmiltd K ryhmélle H. O

Apulause 2.37. Jos ¢ on ryhmin G Q-endomorfismi, niin kaikilla positiivisilla
kokonaisluvuilla k myés ¢* on Q-endomorfismi.

Todistus. Viite seuraa apulauseesta 2.36. O

Esimerkki 2.32 osoittaa, ettd ryhma G on aina myos G-ryhma. Jatkossa viitataan
lahinnd esimerkin mukaisiin G-ryhmiin, joten on luontevaa sopia, ettd merkinnalla g¢
tarkoitetaan tsitd eteenpdin yksinomaan alkion w maaradmaa alkion g konjugaattia eli
g” = w™'gw. Jatkossa puhuttaessa G-endomorfismista, viitataan aina ryhmin G G-
endomorfismiin. Jos kyseessi ei ole ryhmin G G-endomorfismi, niin asia mainitaan
erikseen.



3 Ryhmien suorat tulot

Téssd luvussa esitelldéin madritelmit ryhmien ulkoiselle ja sisdiselle suoralle tulolle,
sekd esitellddn muutama suoria tuloja koskeva tulos. Lukijan oletetaan tuntevan
suoria tuloja koskevat perustulokset, joten ndiden todistukset ohitetaan. Lihteena on
kaytetty tamin tutkielman tekijin omaa kandidaatintutkielmaa Ryhmien suorat tulot
[3], ellei toisin mainita.

Miiritelma 3.1. Olkoot Gy, Gy, . . ., G, ryhmii, misséd n on positiivinen kokonaislu-
ku. Tallin ryhmien Gy, Gy, . . ., G, ulkoinen suora tulo, merkitdan Gy X Gy X - - X G,
on joukko { (g1,82,..-.,8n) | & € Gi,i € {1,2,...,n} } varustettuna laskutoimituk-
sella

(81,82, . 7gn)(gi’g£’ . 7g;1) = (glgi,ngéa . ,gng;,)

Lause 3.2. Ryhmien G, Gy, .. ., Gy, missd n on positiivinen kokonaisluku, ulkoinen
suora tulo Gy X Gy X - - - X G, on ryhmd.

Apulause 3.3. Olkoon G ryhmd. Tdlloin

(8182 -gn) ' =g, g 8

pdtee, kun g1,82,...,8n € G.

Miiritelma 3.4. Olkoot Gy, G», .. ., G,, missé n on positiivinen kokonaisluku, ryh-
min G normaaleja aliryhmii. Téalloin G on ryhmien Gy, Go, . . ., G, sisdinen suora
tulo, jos jokaiselle alkiolle g € G on olemassa yksikasitteinen esitys

8 = 8182 8n»
missd g; € G;, kuni € {1,2,...,n}.

Lause 3.5. Olkoot Gi,G>,...,G, ryhmdn G normaaleja aliryhmid, missd n on
positiivinen kokonaisluku. Tdlloin G on ryhmien Gy, G, . . ., G, sisdinen suora tulo,
jos ja vain jos
G=G1Gy -G,
ja
GiN(Gy---Gi-1Giy1 -+ - Gy) = {1},
kunie{1,2,...,n}

normaalien aliryhmiensd H = {0, 5} ja K = {0, 2,4, 6, 8} sisdinen suora tulo.

Ratkaisu. Ensinnékin H ja K ovat selvdsti ryhmén Zo normaaleja aliryhmii, joiden
leikkaus H N K sisdltdd vain ryhmén Z o neutraalialkion 0. Liséksi

HK={0+0,0+2,0+4,0+6,0+85+0,5+2,5+4,5+6,5+ 8}
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Niin ollen lauseen 3.5 nojalla viite on tosi.
Seuraava lause osoittaa, ettd sisdinen suora tulo on isomorfinen ulkoisen suoran
tulon kanssa.

Lause 3.7. Olkoot G, Gy, ..., G, ryhmdn G normaaleja aliryhmid, missd n posi-
titvinen kokonaisluku. Tdlloin, jos G on normaalien aliryhmiensd Gy, G», ..., G,
sisdinen suora tulo, niin G on isomorfinen ryhmien G, G, ..., G, muodostaman
ulkoisen suoran tulon kanssa, eli

G=GI XGyx---xXGy.

Tehdédédn seuraavaksi edellisen lauseen mahdollistama merkinnillinen sopimus,
jolla yksinkertaistetaan jatkokésittelyd. Edellisen lauseen nojalla jos G on normaalien
aliryhmiensd G, Go, ..., G,, missi n on positiivinen kokonaisluku, muodostama
sisdinen suora tulo, niin se on isomorfinen ullkoisen suoran tulon G; X Gy X - - - X G,
kanssa. Niin ollen sovitaan, ettd jatkossa merkinndlla G = G| X Gy X --- X G,
tarkoitetaan ryhmén G olevan normaalien aliryhmiensd G, G», . . ., G, muodostama
sisdinen suora tulo, ellei toisin mainita. Jatkossa puhuttaessa suorasta tulosta viitataan
sisdiseen suoraan tuloon.

Esimerkki 3.8. Olkoon G ryhmé. Koska {1} < G, G < G ja g = gl pitee, kun
g € G, niin médritelmén 3.4 nojalla G = G x {1}.

Apulause 3.9. Olkoon G = G| X Gy X - -+ X G,. Tdlloin ryhmien G; ja G; alkiot
kommutoivat keskendicin, kun i, j € {1,2,...,n}jai # j.

Todistus. Lauseesta 3.5 seuraa, ettd G; N G; = {1} pitee, kuni,j € {1,2,...,n} ja
i # j.Lisidksi, koska G = G| X G2 X - - - X G, niin G; ja G; ovat molemmat ryhmén
G normaaleja aliryhmii. Néin ollen viite seuraa apulauseesta 2.13. O

Apulause 3.10. Olkoon G = H X K. Tilloin H X K = K X H.

Todistus. Mairitelmén 3.4 nojalla ryhmit H ja K ovat ryhmén G normaaleja aliryh-
mid ja jokaiselle alkiolle g € G on olemassa yksikésitteinen esitys g = hk, missi
h € H jak € K. Apulauseen 3.9 nojalla hk = kh pitee, kun h € H ja k € K. Titen
jokaiselle alkiolle g € G on olemassa yksikaésitteinen esitys g = kh, missd h € H ja
k € K. Nidinollen G = K X H. O

Apulauseesta 3.10 seuraa, ettd suora tulo G = G| X Gy X -+ X G, missd n on
positiviinen kokonaisluku, on riippumaton tekijoidensa jirjestyksestd. Maéritelldin
seuraavaksi hajoava ryhmai ja esitelldén tdstd muutama havainnollistava esimerkki.

Maiéritelméa 3.11 (ks. [6, s. 67]). Olkoon G ryhmid. Ryhmid G on hajoava, jos
ryhmélld G on olemassa epitriviaalit normaalit aliryhmit H ja K, joille G = H X
K. Hajoavan ryhmin G esitystd normaalien aliryhmiensa suorana tulona kutsutaan
ryhmin G hajotelmaksi.

Jos ryhmé G ei ole hajoava, niin se on hajoamaton.
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Esimerkki 3.12. Jos ryhmé G on yksinkertainen, niin yksinkertaisen ryhmén mééri-
telmén 2.9 nojalla sen ainoat normaalit aliryhmét ovat G ja triviaali ryhma {1}. Néin
ollen kaikki yksinkertaiset ryhmit ovat hajoamattomia.

Esimerkki 3.13. Esimerkin 3.6 nojalla yhteenlaskuryhmé Z ;o on hajoava ryhma.

Esimerkki 3.14. Osoitetaan, ettd kokonaislukujen yhteenlaskuryhmi Z on hajoa-
maton.

Ratkaisu. Kokonaislukujen yhteenlaskuryhmi on syklinen, joten my0s jokainen té-
méan ryhman aliryhma on syklinen. Titen kokonaislukujen yhteenlaskuryhmén epa-
triviaalit aliryhmét ovat muotoa dZ = {dz | z € Z}, missd d on positiivinen koko-
naisluku. Olkoot nyt mZ ja nZ kokonaislukujen yhteenlaskuryhmaén epitriviaaleja
normaaleja aliryhmié. Jos m = 1 tai n = 1, niin selvisti mZ N nZ # {1}. Oletetaan
nyt, ettd m # 1 jan # 1. Télloin tulo mn > 1 on positiivinen kokonaisluku. Koska
mn € mZ, nm € nZ ja mn = nm, niin mn € mZ N nZ. Taten mZ N nZ + {1}. Ndin
ollen lauseen 3.5 nojalla Z # mZ X nZ. Titen Z on hajoamaton.

Apulausetta 3.16 tullaan tarvitsemaan pédélauseen todistuksen apuna. Ennen ti-
min lauseen todistusta esitetdin vield todistuksen apuna kéytettdva Dedekindin sdin-
to.

Apulause 3.15 (Dedekindin sdinto, ks. [4, s. 122]). Olkoot J, H, K ryhmdn G ali-
ryhmid joille H < J. Tdlloin

JN(HK) = HJNK).

Todistus. Selvisti H(J N K) € J N (HK), silld H on ryhmén J aliryhmi. Olkoon
Jj € J N (HK). Téllgin joillakin & € H ja k € K pitee j = hk. Talloin, koska
H on ryhmin J aliryhmi, niin 277'j = k € J N K. Titen j € H(J N K). Siispi
JN(HK) € H(J N K). Ndin ollen on osoitettu, ettid

JN (HK) = HJ NK).
O

Apulause 3.16 (ks. [4, s. 167, harj. 402]). Olkoon ryhmd G normaalien aliryhmiensd
H ja K hajotelma eli G = H X K, missd H ja K ovat ryhmdn G epdtriviaaleja
normaaleja aliryhmid. Tdlloin, jos H < J < G, niin

J=Hx(JNK).

Todistus. Ensinnikin
Hn({(JNK)=1{1},

silld triviaalisti 1 € J N K ja oletuksen nojalla H N K = {1}. Toisekseen, koska
G = HK, niin Dedekindin sdidnnon nojalla saadaan

J=JNG=Jn(HK)=H(NK).
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Osoitetaan seuraavaksi, ettd H ja J N K ovat ryhmén J normaaleja aliryhmia.
Koska H < G ja H < J < G, niin apulauseen 2.10 nojalla

H<J.

J N K on ryhmén J epityhja osajoukko. Ryhmind J ja K ovat molemmat laskutoi-
mituksensa suhteen suljettuja ja nédin ollen my6s joukko J N K on saman laskutoimi-
tuksen suhteen suljettu. Néin ollen

JNK < J.

Osoitetaan vield, ettd J N K on ryhmén J normaali aliryhm4.

Apulauseen 3.9 nojalla kaikki ryhmien H ja K alkiot kommutoivat keskendin.
Olkoon j € Jjak € JN K. Koska J = H(J N K), niin j = hi joillakin h € H ja
i € J N K. Niin ollen saadaan

i = (hi) Ykhi =i "h T khi =i W ki = i7ki e TN K.
Taten

JNK < J.

On siis osoitettu, ettd H ja J N K ovat ryhmén J sellaisia normaaleja aliryhmii, ettd
J=H(JNK)jaHnN(JNK) ={1}. Néin ollen lauseen 3.5 nojalla

J=Hx(JNK).

13



4 Keskus

Téssd luvussa esitellddn keskuksen ja keskittdjdn mééritelmit ja niitd koskevia pe-
rustuloksia. Tutkielman péilause rajoittuu tarkastelemaan tapausta, jossa ryhmén
keskus on triviaali, joten keskusta koskeva oletus on keskeisessi roolissa pdédlauseen
todistuksessa.

Maaritelma 4.1 (ks. [1, s. 73]). Olkoon G ryhmi. Télloin ryhmén G keskus, mer-
kitdan Z(G), on niiden ryhmén G alkioiden joukko, jotka kommutoivat kaikkien
ryhmin G alkioiden kanssa eli

Z(G)={geG|gx=xg kunxe G}

Lause 4.2. Olkoon G ryhmd. Tidlloin ryhmdin G keskus Z(G) on ryhmdn G normaali
aliryhmd.

Todistus (vrt. [1, s. 73]). Ryhmén G neutraalialkiolle 1 pétee aina
lg =g =gl

kun g € G. Titen 1 € Z(G) ja ndin ollen Z(G) on ryhmén G epityhja osajoukko.
Olkoot a, b € Z(G). Talloin

ab g =ab gl = ab'gbb™" = ab 'bgb™" = algh™' = agh™! = gab™

pitee, kun g € G. Siispi ab™' € Z(G). Niin ollen Z(G) on lauseen 2.4 nojalla
ryhmin G aliryhma. Lisédksi

g 'hg=g'gh=1h=he Z(G)
pitee, kun g € G ja h € Z(G), joten Z(G) on ryhmén G normaali aliryhma. O

Esitetidin vield esimerkki, joka havainnollistaa keskuksen ja Abelin ryhmén vi-
listd yhteytta.

Lause 4.3 (vrt. [2, s. 48, harj. 6]). Olkoon G ryhmd. Tdlloin:
1. G on Abelin ryhmd, jos ja vain jos Z(G) = G.
2. Z(G) on Abelin ryhmd.

Todistus. Todistetaan kumpikin kohta erikseen.
1. Oletetaan, ettd Z(G) = G. Talloin kaikilla x, g € G pitee keskuksen mééritel-
min nojalla

gx = xg.

Niin ollen G on Abelin ryhma.
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Oletetaan nyt, ettd G on Abelin ryhmaé ja x € G. Taten

8XxX = X8

pitee, kun g € G. Siispd x € Z(G) ja ndin ollen G C Z(G). Liséksi triviaalisti
keskuksen miiritelmén nojalla Z(G) C G. Ndin ollen on oltava Z(G) = G.

2. Todistetaan seuraavaksi esimerkin toinen kohta. Olkoon Z(G) jonkin mieli-
valtaisen ryhmén G keskus. Lauseen 4.2 nojalla Z(G) on ryhmén G aliryhména
itsessddn ryhma. Olkoot x,g € Z(G). Keskuksen maédritelmén nojalla erityisesti
g € G, joten gx = xg pitee. Alkiot x ja g olivat mielivaltaisesti valittuja, joten Z(G)
on Abelin ryhmad.

O

Maaritelma 4.4 (vrt. [4, s. 48, harj. 122]). Olkoon H ryhmin G aliryhmad. Tilloin
aliryhmén H keskittdjda ryhmissi G, merkitdin Cg(H ), on niiden ryhmén G alkioiden
joukko, jotka kommutoivat kaikkien aliryhmén H alkioiden kanssa eli

Co(H)=1{geG|gh=hg, kun h € H}.
Huomattakoon, etti edelld olevan mééritelmin nojalla
Cs(G) = Z(G).

Lause 4.5 (vrt. [4, s. 48, harj. 122]). Olkoon H ryhmdn G aliryhmd. Tdlloin aliryh-
mdn H keskittdja ryhmdssd G on ryhmdn G aliryhmd.

Todistus. Koska neutraalialkio 1 € G ja H C G, niin
lh=h=hl
patee, kun h € H. Taten 1 € Cg(H). Olkoot a, b € Cg(H). Talldin
ab™'h=ab 'hl = ab™'hbb™ = ab™'bhb™! = alhb™! = ahb™' = hab™!

pitee, kun i € H. Siispi ab™' € C5(H). Niin ollen C;(H) on ryhmin G aliryhmé.
O

Aliryhmi Cg(H) ei kuitenkaan vélttidmattd ole ryhmidn G normaali aliryhma.

Esimerkki4.6. Tarkastellaan symmetristd ryhmid X3 = {1, (12), (13),(23),(123),(132)}
jasen aliryhmid K = {1, (12 3),(132)}jaH = {1, (12)}.
Nyt
(12)o(13)=(132)#(123)=(13)0(12),

(12)0(23)=(123)# (132)=(23)0(12),
(12)0(123)=(23)# (13)=(123)0(12),
(12)0(132)=(13)#(23)=(132)0(12),
(13)0(123)=(12)#(23)=(123)0(13),
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23)o(132)=(12)(13)=(132)0(23)
ja
(123)0(132)=1=(132)0(123).

Lisdksi 1oc = o = o1, kun o € X3.
Niin ollen
Cs,(K) =1{1,(123),(132)}

G,(H)={1,(02)} =H

K,

ja
Z(X3) = {1}.
Cs,(K) on ryhmin X3 normaali aliryhmé, mutta Cs,(H) ei ole ryhmén X3 nor-
maali aliryhma.

Esitetddn vield luvun loppuun kaksi apulausetta, joita kédytetddn pailauseen to-
distamisen yhteydessa.

Apulause 4.7. Olkoon H ryhmdin G aliryhmad. Tidlloin
HNCg(H) =Z(H).
Todistus.

Z(H)={ge H|gh=hg kunh € H}
={geG|geHjagh=hg kunh € H}
={geGlgeH}Nn{geG|gh=nhg kanh € H}
=HNCg(H).

O

Apulause 4.8 (vrt. [4, s. 167, harj. 406]). Olkoon G = G| X Gy X - - - X G, missd n
on positiivinen kokonaisluku. Télloin Z(G) = Z(G1) X Z(Gy) X - - - X Z(Gp).

Todistus. Ensinnikin Z(G;) onryhmin Z(G) normaali aliryhmd, kuni € {1,2,...,n},
silli Z(G) on Abelin ryhmi. Oletuksen nojalla G; N (G - - - Gi—1Gjt1 - - - Gy)
{1} ja titen myds Z(Gy) N (Z(G1) - Z(Gi-) Z(Gis1) - -~ Z(Gp)) = {1}, kun i
{1,2,...,n}. Viite seuraa lauseesta 3.5, kunhan ensin todistetaan, ettd Z(G)
Z(G1)Z(Gy) - - - Z(Gy). Oletetaan koko todistuksen ajan, ettd g = g1g2--- g, € G,
missd g; € G, kuni € {1,2,...,n}.

Oletetaan ensin, ettd z; € Z(G;), kuni € {1,2,...,n}. Titen

2122 2n € Z(G1)Z(G2) - - Z(Gy).

I m 1

Ensinnikin kaikki ryhmien G; ja G; alkiot kommutoivat, kun i, j € {1,2,...,n} ja
i # j. Lisdksi oletuksen nojalla kaikilla i € {1,2,...,n} pitee z;g; = g;iz;.- Taten
saadaan
(z1z2+ - zn) (8182 * &n)
= 21812282 - Zn8n = 81218222 * - &nln
= (8182~ &) (2122~ Zn).
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Siispd z1z2 - - - 2, € Z(G). Téten on osoitettu, ettd Z(G1)Z(G,) --- Z(Gy) € Z(G).
Oletetaan nyt, ettd z € Z(G). Erityisesti z € G ja ndin ollen joillakin z; € G;,
missdi € {1,2,...,n}, pitee 7 = 7122 - - - . Koska z € Z(G), niin zg; = gjz eli

(z122+ - Z0)(&) = (&) (z122 " - Zn)

pitee, kun g € G; € G, missd i € {1,2,...,n}. Koska suoran tulon eri tekijoiden
alkiot kommutoivat keskendén, niin edellisestd yhtdlostd seuraa

(zigi)z122*** Zi-1Zi+1 **~ Zn = (8iZi)2122 " "~ Zi-1%i+1 """ Zn-

Edelleen tésti seuraa

Zi&i = &iZi-
Téten kaikilla i € {1,2,...,n} pdtee z; € Z(G;) ja ndin ollen z = z120--- 2, €
Z(G1)Z(G») --- Z(G,). Niin on osoitettu, ettd Z(G) C Z(G)Z(Gy)---Z(G,).
Taten on osoitettu, ettd

Z(G1)Z(G2) - -~ Z(Gp) = Z(G).
O

Esimerkki4.9. Tarkastellaan symmetristd ryhmid X3 = {1, (12), (13),(23),(123),(132)}
jasenaliryhmid K = {1,(123),132)}jaH = {1, (12)}. Médritetdin ryhmien X3, K
ja H vilisen suoran ulkoisen tulon keskus Z(Z3 X K X H).

Esimerkin 4.6 nojalla Z(X£3) = {1}. Ryhmit K ja H ovat molemmat Abelin
ryhmid, joten lauseen 4.3 nojalla Z(K) = K ja Z(H) = H. Niin ollen apulauseen
4.8 nojalla

Z(X3xKxH) = Z(Z3)XZ(K)XZ(H) = {1}xKxH = {1}x{1,(123),132)}x{1,(12)}.

17



5 Kirullin, Remakin ja Schmidtin lause

Lihteind tdssd luvussa on kaytetty pdédldhdeteoksen eli Rosen teoksen A Course on
Group Theory [4] sivuja 175-182 ja Rotmanin teoksen An Introduction to the Theory
of Groups [5] sivua 144.

Krullin, Remakin ja Schmidtin yleinen tapaus pétee kaikille ddrellisille ryhmille
ja tietyt ehdot tiyttaville ddrettomille ryhmille. Yleinen tapaus todistaa, ettd jos
ryhmille G on olemassa esitykset

G=H  XHy X ---xH,=K| XKy X---XK,,

missd Hy, H», . .. H,, K1, K>, . . . K, ovatepitriviaaleja ja hajoamattomia ryhmié, niin
talloin m = n ja tarvittaessa uudelleen luetteloimalla, H; = K;, kuni € {1,2,...,n}.
Téssd tutkielmassa rajoitutaan tarkastelemaan tapausta, jossa G on epitriviaali
ja ddrellinen ryhmi, jonka keskus on triviaali. Tidlloin ryhmille G esitettivit hajo-
telmat epitriviaaleihin ja hajoamattomiin ryhméan G normaaleihin aliryhmiin ovat
keskenédin tekijoiden jarjestystd vaille yksikdsitteiset.
Aloitetaan kilymalla lidpi padlauseen todistukseen tarvittavia esituloksia.

Apulause 5.1. Olkoon G ddrellinen ryhmd ja ¢ ryhmdn G G-endomorfismi. Tdlloin

1. On olemassa sellainen positiivinen kokonaisluku k, ettd
G = Ker ¢* x Im ¢*.
2. Jos G on hajoamaton, niin tilloin joko ¢ on ryhmdn G automorfismi, tai ¢*
on ryhmdin G triviaali endomorfismi jollakin positiivisella kokonaisluvulla k.

Todistus. Todistetaan ensin ensimméinen viite. Merkitdén K; = Ker ¢/, missi j on
positiivinen kokonaisluku. Olkoon n positiivinen kokonaisluku jam € {1,2,...,n}.
Oletetaan, ettd x € K,,,. Talloin

¢ (x) = p(¢™(x)) = ¢(1) = 1.

Titen x € K,;,4+1. Ndin ollen K, C K,,,+1. Lisdksi apulauseen 2.25 nojalla K,,, K;,4+1 <
G, joten ndin ollen K,,, < K,;,41. Siispa

Ki<K),<Kz;<---<G.

Nadin ollen, koska G on aarellinen, niin on olemassa sellainen k € {1,2,...,n}, ettd
Ki = Ki+1.
Osoitetaan induktiolla, ettd Ky = Ky, pitee, kun p € {1,2,...,n}. Triviaalisti

tama pidtee, kun p = 1. Oletetaan seuraavaksi, ettd p > 1. Tehddin induktio-oletus
olettamalla, ettd Ky = Ky4,-1 pitee. Olkoon g € Ky,. Télloin

(77 (9)) = pFHDTID (g) = gkHP(g) = 1.
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Siispd ¢p_1(g) € Ky.+1 = Kj. Ndin ollen
¢ (g) = ¢ (07 (0)) = #F () = 1,

joten g € Ky, 1. Téten induktio-oletuksen nojalla g € K. On siis osoitettu, ettd
Kiip < K. Toisaalta myos aikaisemmin todetun nojalla Ky < Ky,. Siispa oltava

Kk = Kk+p7

kunp e {1,2,...,n}.

Olkoon nyt K = Ky ja L = Im ¢*. K on lauseen 2.25 nojalla ryhmin G normaali
aliryhma. Kuvaus ¢ on oletuksen nojalla G-endomorfismi, joten apulauseen 2.37
nojalla myos ¢* on G-endomorfismi. Tdten L on ryhmin G G-aliryhmi apulauseen
2.34 nojalla ja edelleen esimerkin 2.32 nojalla ryhmin G normaali aliryhma. Siispa
apulauseen 2.11 nojalla KL on ryhmin G aliryhma.

Olkoon x € K N L. Talloin

¢ (x) =1
ja

x = ¢" ()
jollakin y € G. Taten

¢ () = 6" (¢ (M) = ¢" () = 1
jandin ollen y € K»;. Koska aikaisemmin osoitetun nojalla K>; = K, niin y € K.
Siispd
x=¢"(y) =1

Niin ollen
KnL={1}.

Téten toisen isomorfialauseen 2.27 nojalla
L=KL/K.

Toisaalta homomorfialauseen 2.26 nojalla myos

L = G/K.
Niin ollen, koska KL on ryhmén G aliryhmai ja G on aérellinen,

G =KL.
Téten lauseen 3.5 nojalla

G = K x L = Ker ¢* x Im ¢F,

ja ndin ollen ensimmadinen véite on todistettu.
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Todistetaan seuraavaksi lauseen toinen viite. Oletetaan, ettd ddrellinen ryhmi G
on hajoamaton. Tilloin joko

K=G ja  L={1}
tai
K = {1} ja L=0G.

Aikaisemmassa tapauksessa Im¢* = L = {1}, joten ¢* on ryhmin G triviaali
endomorfismi. Jilkimmiisessi tapauksessa Im ¢ = L = G. Jos endomorfismi ¢ ei
olisi automorfismi, niin télldin Im ¢ # G, jolloin olisi myds Im qbk # G. Niin ollen
endomorfismin ¢ on oltava ryhmédn G automorfismi.

O

Madritelldin seuraavaa apulauseen 5.1 tulosta laajentavaa apulausetta 5.5 varten
homomorfismien summa.

Miiritelméa 5.2. Olkoot ¢ ja ¥ ryhmédn G homomorfismeja ryhmiélle H. Talloin
homomorfismien ¢ ja y summa

p+y: G- H

on kuvaus, jolle pitee

S+ g p(gY(g),

kun g € G. Yleensi ¢ + ¢ ei ole itsessdin homomorfismi, eiki yleensd piade ¢ + ¢ =

Y+ ¢
Mairitelma laajenee luonnollisella tavalla my6s useamman homomorfismin sum-
malle. Olkoon rn positiivinen kokonaisluku ja olkoot ¢y, ¢o, . . ., ¢, homomorfismeja

ryhmiltd G ryhmalle H. Talloin

i(/)i: G - H,
i=1

on kuvaus, jolle pitee

D it g 01(a(2) - dul2),

i=1
kun g € G.

Merkinnilld k¢, missd k on positiivinen kokonaisluku, tarkoitetaan homomor-
fismien ¢ summaa ¢ + ¢ + - - - + ¢, jossa summattavien homomorfismien lukumaéara
on k.

Esimerkki 5.3. Olkoot ¢ ja ¢ ryhmédn G homomorfismeja ryhmille H. Osoita, etté
jos ¢ + ¥ on homomorfismi, niin télldin ¢ + ¢ = ¥ + ¢.
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Ratkaisu Olkoon x € G. Tilloin, koska ¢ ja ¢ ovat homomorfismeja,

W+ ) () (@ + ) (7 =y (x)p(x)d(x Hy(x)
=y ()eCx DY =y )Y =y ex) = 1.

Niin ollen ((y + qb)()c))_1 = (¢ + ) (x~1). Titen, koska ¢ + ¥ on homomorfismi,
@+ Y)W+ P () = B+ X)(P+PY)(x) = (p+y)(xx) = 1.
Tama on yhtépitivisti (¢ + ) (x) = (Y + ¢)(x). Ndin ollen ¢ + ¥ = ¢ + ¢.

Seuraava todistus on aputulos apulauseen 5.5 todistusta varten.

Apulause 5.4. Olkoot ¢ ja  keskendidin kommutoivia ryhmdn G endomorfismeja ja
olkoon n positiivinen kokonaisluku. Tdlloin

(p+v) = (’;’)qb""’w,

i=0

missd ¢0 ¢2 =1.

Todistus. Todistetaan vaite induktiolla luvun # suhteen. Jos » = 1, niin
1 Dy o (1) 0,1
(+u)' =l + 1y = |o'w"+| |6

Oletetaan nyt, ettd viite pitee positiivisella kokonaisluvulla n > 2. Talloin

(¢+w>"”=<¢+w>(¢+w)":(¢+¢>Z(’f)¢""¢"
i=0

(1) i (1) i
~(S ()= Z00)

Koska ¢ ja ¢ ovat endomorfismeja ja ¢y = ¥ ¢, niin edellinen lauseke saadaan
muotoon

Z()¢¢n 1¢+Z()w¢n lw Z() n+1-— ZW+Z()¢n lwl+1
— (g)(pnﬂ—owo + Z (’?)¢n+l—iwi + Z (’:)qﬁn_i(ﬁiﬂ + (Z)¢n—n!//n+l
_ ¢n+1 i IZ:; (’:) n+1— zwz " Z (7;)¢n l‘»l’lH n+l'
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Muutetaan edellisen lausekkeen jalkimmaisen summan muuttuja seuraavasti:

< (n n—i i+l _ C n nl—i i
5 o= Sl e

i=1

Ndin ollen
n n n—1 n
n+l n+l—i ;i n—i j i+l n+l
+ + +
) l.)qs v ;:o(i)¢ ut
n+1 S N\ o nsl-i i C n n+l—i ;i n+l
= + . + . +
¢ ; l)as v ;:1 (1-1)"5 vty
n

:¢n+1+; (i)+(iill))¢n+l—iwi+wn+l'

n+1
i

Pascalin sdannon nojalla (Z’) + (l. i’l) = ( ), joten edellinen lauseke saadaan

muotoon

¢ 4 Z (” ‘l" 1)¢n+1—iwi Ty

i=1

_(n+ 1) 10,0 o (n+1 nel=i i o (PF L si—e1) , nel
—(0)¢ w+;i¢ vl )8 v

n+l

_ Z (”Jlf 1)¢n+1—i¢’i.
i=1

Niin ollen on osoitettu, etti

n+l
1 o
(¢ + l//)n+1 _ Z (n':‘ )¢n+1—l¢/l.

i=1
Téten viite seuraa induktioperiaatteesta. O

Apulause 5.5. Olkoon G ddrellinen ryhmd, joka on epdtriviaali ja hajoamaton.

Oletetaan, ettd ¢, ¢, . . ., ¢n, Mmissd n on positiivinen kokonaisluku, ovat sellaisia G-
J n

endomorfismeja, etti ), ¢; on G-endomorfismi, kun j = 1,...,n, ja ), ¢; on ryhmdn
' i=1

ta ¢15¢29' . -’¢n

1=
G identtinen automorfismi. Tdlloin ainakin yksi G-endomorfismeis
on ryhmdn G automorfismi.

Todistus. Todistetaan viite induktiolla luvun n suhteen. Jos n = 1, niin viite pitdd
oletusten nojalla triviaalisti paikkansa. Oletetaan nyt, ettd n = 2. Olkoon x € G.
Téten, koska ¢; on endomorfismi ja ¢ + ¢, on identtinen automorfismi,

$1(x) = 1((¢1 + $2) (%)) = b1 (91 (X)h2(x)) = B (x) P12 (x).
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Toisaalta myos

$1(x) = (¢1 + $2) (91(x)) = ¢1(d1(x))2(1(x)) = ¢ (X)hap1 (x).
Taten
¢1(x)P142(x) = $1(x)h2h1 (x).

Koska G on ryhmad, niin timi on yhtdpitdava yhtalon

P1¢2(x) = dap1(x)

kanssa. Niin ollen
d1¢2 = $291.

Olkoon £ ryhmin G triviaali endomorfismi. Jos kumpikaan endomorfismeista ¢
tai ¢, ei ole ryhmin G automorfismi, niin tilloin apulauseen 5.1 nojalla on olemassa
sellaiset positiiviset kokonaisluvut k ja kp, etti

gy =952 = ¢

Télloin apulauseen 5.4 nojalla saadaan

2k + k
1 2 —i i
(¢1 + ¢o) 2 = Z ( i )¢If1+k2 ‘@5,
i=0
missa ¢(1) = gbg = ]. Lisiksi, koska ¢1 + ¢ = I, niin myos (¢ + ¢o)*1+%2 = 1.
Kun 0 < i < ko, niin ky — i > 0. Tallsin ¢! = ¢, silld ¢1' = ¢. Niin
ollen ¢/1“+k2_i¢é = (. Kun ky <i < ky + kp, niin ¢§ = (, silld ¢§2 = /. Niin ollen

¢’1‘1+k2‘i ¢h = ¢, silld ¢]1‘ k277 on ryhmin G endomorfismi. On siis osoitettu, ettd

i ki+ko—i
¢12¢11 2! = 59
kun i < ky + ky. Téten

ki+ko

k k +ko—i 4i
1:<m+¢»“%%:§j(lf ﬂ¢?“ =,

i=0

Ehdosta I = { seuraa, ettd G olisi trivaali ryhmé. Tamai on kuitenkin ristiriita, silld
oletuksen nojalla G on epitriviaali ryhma. Néin ollen vihintdén toisen endomorfis-
meista ¢; tai ¢, on oltava ryhmén G automorfismi.

Oletetaan lopuksi, ettd n > 2. Olkoon

n—1
v=) b
i=1

Télloin oletuksen nojalla ¢ ja ¢, ovat ryhmédn G G-endomorfismeja ja Y + ¢, = 1.
Téten edelld todistetun nojalla, joko ¥ tai ¢, on ryhmin G automorfismi.
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Jos ¢, € Aut G, niin viite on todistettu. Oletetaan nyt, ettd ¥ € Aut G. Tilloin
myos ! € Aut G. Niin ollen

n—1 n—1
I=yTy=y™ Y ¢i=> v'e
i=1 i=1
Olkoot g, w € G. Koska ¥ on G-endomorfismi, niin

v (g) =g“ = W (@)Y =y ().

Titen ¥~ '(g¥) = (Y '(g))“, koska ¥ on automorfismi. Niin ollen ¥~! on G-
endomorfismi. Apulauseen 2.36 nojalla ' ¢,y s, ..., ", ja

n—1

D=yl

i=1

ovat kaikki kahden G-endomorfismin yhdistettyinid kuvauksina G-endomorfismeja.
Talloin induktio-oletuksen nojalla w_lqﬁi € Aut G, jollakini € {1,2,...,n — 1}.
Titen, koska v, y ' ¢; € Aut G, niin

¢ =y ' ¢) € Aut G,
jollakini € {1,2,...,n — 1}. Ndin ollen induktioperiaatteesta seuraa vidite. O

Apulause 5.6. Olkoon ¢ ryhmdn G endomorfismi. Tdlloin ¢ on G-endomorfismi, jos

¢(g)g”" € Cg(Im ¢),
kun g € G.

Todistus. Olkoot g,w € G. Oletuksen nojalla ¢(w)w™' kommutoi kaikkien ryhmin
G kuvajoukon alkioiden kanssa. Niin ollen

$(g°) = p(w ™ 'gw) = p(w () p(w)
= p(w (@)W w = p(w ) pww ™ P(gw
= p(w W) P(Qw = w p(gw = (4(2))”.
Téten ¢ on G-endomorfismi. O

Huomattakoon, ettd vastaavan ehdon tayttdvd homomorfismi ¢ joltakin ryhmalta
G aliryhmilleen H olisi G-homomorfismi ryhméltd G ryhmille H.

Maaritelma 5.7. Olkoon G = G| X G, X - - - X G, missd n on positiivinen kokonais-
luku. Télloin ryhmén G projektio ryhmille G; on kuvaus

mi: G — G,

jolle
i 8182 8n " &is
kun g, € G,jai € {1,2,...,n}.
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Apulause 5.8. Olkoot ryhmdlli G = Gy X Gy X - -+ X Gy, missd n on positiivinen
kokonaisluku, projektiot n;: G — Gy, missd i € {1,2,...,n}. Tdlloin projektiot m;
ovat G-homomorfismeja ryhmdltid G ryhmdille G;.

Todistus. Olkoon g = g1g> -+ gu, missd g; € G;,kun j € {1,2,...,n}. Suorien tulo-
jen eri tekijoiden alkiot kommutoivat keskenéén, joten z; on selvésti homomorfismi
ryhméltid G aliryhmélleen G; ja

m(9)g ™ = gi(giga-gn) = gign et 8!

-1,-1,-1 -1 -1 -1
= 8i8i 8n 8n-1"""8iv18i-1" " 81
=8 8ty 88t &1 € Co(Immy).
Niin ollen viite seuraa apulauseesta 5.6. |

Apulause 5.9. Olkoon ryhmdlld G = G| X G X - -+ X G, missd n on positiivinen
kaonaisluku, projektiot mi: G — G;j ja inkluusiot ¢;: G; — G. Tdlloin kuvaus
é ¢in; on G-endomorfismi, kun j € {1,2,...,n} ja kuvaus i i on ryhmdn G
li;’lenttinen automorfismi. -

Todistu;. Apulauseen 5.8 nojalla kuvaus ¢;m; on G-endomorfismi, kuni € {1,2,...,n}.
Titen é ¢;m; on madritelty, kun j € {1,2,...,n}. Olkoot g = g1g2---gnja h =

i=1
hihy - -+ h, ryhméan G alkioita, missi h;, g; € G;, kuni € {1,2,...,n}. Ensinnédkin

j
Z imi(g) = P1m1()Pam2(g) -+ - jmi(g) = g182° - &j»
i=1

n n
kun j € {1,2,...,n}. Ndin ollen } ¢;m;(g) = g, joten ) ¢;m; = 1.
i=1 i=1
J
Merkitidin selvyyden vuoksi y = | ¢;m;. Nyt
i=1

y(gh) = y(g182 - - gnh1ha--- hy)
=vy(g1higahy - - gnhy) = g1h1g2ha -+ - gjh;
=818 ghtha---hj =vy(g)y(h).

Niin ollen y on endomorfismi. Lisédksi y on apulauseen 5.6 nojalla G-endomorfismi,
sillilmy = G1G2---G; C Gja

y(9)g ' =g;l 187l -8 € Ca(Imy).
O

Ennen péilausetta osoitetaan vield, ettd epitriviaalille ddrelliselle ryhmiaille yli-
padtddn on olemassa hajotelma epitriviaalien hajoamattomien normaalien aliryh-
mien suorana tulona.
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Lause 5.10. Olkoon G jokin epditriviaali ddrellinen ryhmd. Tdlloin on olemassa
sellaiset epditriviaalit hajoamattomat ryhmdn G normaalit aliryhmdt G, Gy, . . ., Gy,
ettd

G=G1 XGyX---xXGy,

missd n on positiivinen kokonaisluku.

Todistus. Todistamme viitteen induktiolla ryhmén G alkioiden lukumééréin suhteen.
Jos G on hajoamaton, niin asetetaan n = 1 ja G; = G. Tallgin viite on todistettu.
Oletetaan nyt, ettd G on hajoava. Télldin on olemassa ryhmén G epitriviaalit nor-
maalit aliryhmét H ja K siten, ettd G = H X K. Tistd seuraa myos, ettd ryhmat H ja
K ovat aitoja aliryhmid, joten kummankin ryhmén alkioiden lukumééra on pienempi
kuin ryhmén G alkioiden lukumééra. Titen induktio-oletuksen nojalla on olemas-

sa epitriviaalit ja hajoamattomat ryhmin H normaalit aliryhmit G, G, ..., Gy, ja
epdtriviaalit ja hajoamattomat ryhmén K normaalit aliryhméat G,,41, Gpsa, - . ., Gy
joille
H=G xXGy X ---XGy
ja
K:Gm+1XGm+2X'XGn.
Taten ryhmit Gy, Gy, .. ., G, ovat epitriviaaleja ja hajoamattomia ryhmin G nor-

maaleja aliryhmia ja
G=(G1XG2 X XGu)X(Gue1 XGpso X XGy) =Gy X Gy X - X Gy
Niin ollen induktioperiaatteesta seuraa viite. O

Piilause 5.11 (Krullin, Remakin ja Schmidtin lause). Olkoon G epditriviaali ja
ddrellinen ryhmd, jonka keskus on triviaali eli Z(G) = 1. Oletetaan, ettd ryhmdilld
G on hajotelmat

G=H xXHX---xH, =K XKy X---XK,,

missd luvut m ja n ovat positiivisia kokonaislukuja ja ryhmdt Hy, H», . . . Hy,, K1, K>,
..., Ky, ovat ryhmdn G epdtriviaaleja ja hajoamattomia normaaleja aliryhmid.
Tdlloin m = n ja on olemassa sellainen uudelleenluettelointi, ettdi H; = K;, kun
ief{l,2,...,n}

Todistus. Todistetaan viite induktiolla luvun n suhteen. Jos n = 1, niin tallGin
m = 1 ja H = Ky, sillda ryhma K; on hajoamaton ja ryhméat Hy, Hy, ..., H,, ovat

epdtriviaaleja. Oletetaan nyt, ettd n > 1. Tilloin, koska ryhmit K, K>, . . ., K, ovat
epdtriviaaleja ja H on hajoamaton, niin myos m > 1.
Osoitetaan seuraavaksi, ettd jollakin i € {1,2,...,n} ryhmien H; ja K; vilille

on l0ydettavissd injektiivinen kuvaus. Olkoon m; projektio G — Hj, p; projektio
G — K, ja k; inkluusio K; — G kaikillai € {1,2,...,n}. Olkoon

* .
m; =mk; =m|Ki: K; = Hy
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ja

p; = pilHi: Hy — K;.
Jokainen kuvaus 77 o> on apulauseiden 5.8 ja2.36 nojallaryhmén H; G-endomorfismi
ja ndin ollen my6s ryhméan H; H;-endomorfismi.

j
Apulauseen 5.9 nojalla }; «;p; onryhmin G G-endomorfismi,kun j € {1,2,...,n}.
i=1

J
Niin ollen, apulauseen 2.36 nojalla 711 ( ). «;p;) on G-homomorfismi ryhméltd G ryh-

i=1
madlle H,. Lisiksi, koska ;1 on G-homomorfismina homomorfismi,

J J J
ﬂl(z Kipi) = Zﬂ'lkipi = Zﬂ,-*/oi-
i=1 i=1 i=1

J
Tédmén kuvauksen rajoittuma ryhméidn H; on }, x7p?, joka on ndin ollen ryhmén
i=1

H; G-endomorfismi ja titen myos ryhméin H; Hi-endomorfismi. Olkoon i € Hj,
talloin

h = w1 (h) = mi((p1(h)(p2()) - - - (pn(h)) = (1 p1 (M) (1 p2(R)) - - - (71 (D))

n
= (m Py (M) (W p3 (M) - - - (myp,(R)) = ) 7 p; (h).
i=1
n
Néinollen }, n7 o> onryhmin H; identtinen automorfismi. Lisdksi H on epétriviaali
=1

1=
ja hajoamaton. Niin ollen apulauseen 5.5 ehdot tiyttyvit ja titen
mip; € Aut Hy,

jollakini € {1,2,..., n}. Voidaan olettaa, ettd luettelointi on valittu siten, ettd 7T>1k p’{ €

Aut Hi, koska suoran tulon tekijit ovat kommutatiivisia. Téstd seuraa erityisesti, ettd
P} on injektiivinen.
Olkoot
J=Hx ---xXH,

ja
L=K,x:---XK,.

Talloin oletuksen nojalla
H xJ=K;xL.

Koska ryhmén G keskus on triviaali, niin apulauseen 4.8 nojalla
Z(Hy) = Z(J) = Z(K1) = Z(L) = {1}.
Koska Hj ja J ovat ryhmén G normaaleja aliryhmii ja

J<Cg(H) <G=H X J,
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niin apulauseen 3.16 nojalla
Ce(H1) = (HiNCg(H1)) X J.
Apulauseen 4.7 nojalla Hy N Cg(Hy) = Z(H;) = {1}, joten saadaan edelleen
Co(H)=ZH)xJ={1}xJ=J.

Téaysin samoin perustein
Ce(J) = Hi,
Co(K1) =L
ja
Cs(L) = K;.

Koska
L = Ker p;

ja p] on aikaisemmin osoitetun nojalla injektiivinen, niin
{1} =Kerp; = H NKerp; = H NL.

Téten apulauseen 2.13 nojalla
hl = lh,

kun h € Hy jal € L. Siispa
H; < Cg(L).

Naiin ollen
Hl SKI SG:HIXJ’

ja taten apulauseen 3.16 nojalla
Ki=H x(KinJ).

Koska oletuksen nojalla K; on hajoamaton ja H; # {1}, niin on oltava

K, = H;.
Siispéd
J=Cg(Hy) = Cg(Ky) = L.
Taten
J=Hyx -+ xXH, =Ky, X XK.
Koska

Z(J) = {1},

niin induktio-oletuksen nojalla m = n ja, oikealla luetteloinnilla,
H; = K;,

kuni € {2,...,m}. Néin ollen induktioperiaatteesta seuraa viite.
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