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Tiivistelma

Téassd tutkielmassa selvitettiin, kuinka trigonometrian opetus on muuttunut
Suomessa 1950-2000-lukujen aikana. Tutkielman ensimmaisessd osassa on tu-
tustuttu kouluopetuksessa esiintyvien trigonometrian oppisisiltdjen matemaat-
tiseen teoriaan. Tutkielman toisessa osassa tutustutaan trigonometrian kouluo-
petukseen tutkittavan ajanjakson aikana. Kouluissa opetettaviin trigonomet-
rian oppisisaltoihin on perehdytty oppiennitysten, opetussuunnitelmien seki
oppikirjojen avulla. Trigonometrian oppiméard on aikojen saatossa opetussuun-
nitelmauudistusten myo6td vihentynyt huomattavasti. Trigonometrian opetuk-
sen kehityksen kannalta selkein murros tutkittavalla ajanjaksolla on tapahtunut
1970-luvulla, jonka jilkeen trigonometristen oppisisdltéjen méaarat ovat supis-
tuneet vahitellen.
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1 Johdanto

Matematiikan opetuksen kehittdmisestid on puhuttu ldhiaikoina jatkuvasti eri
medioissa. Viime joulukuussa hyviksytty perusopetuksen opetussuunnitelma
sekd talla hetkelld tekeilld oleva lukion opetussuunnitelma ovat nostaneet kii-
vaan keskustelun siitd, miten koulumatematiikka saataisiin vastaamaan mah-
dollisimman hyvin nykypéivian tarpeita. Jotta voimme kehittdd matematiikan
opetusta, on otettava selvid, miten nykyiseen tilanteeseen on tultu ja mitkéi
asiat sithen ovat vaikuttaneet. Tassa tutkimuksessa asiaa lahestyttiin trigono-
metrian opetuksen ndkékulmasta, koska trigonometrian opetuksen kehityksesta
Suomen kouluissa ei ole tehty aiempaa tutkimusta. Trigonometrian opetuksella
on hyvin pitké historia, jonka ldpi kiiyminen kokonaisuudessaan ei ollut mah-
dollista téssi tutkielmassa sen laajuuden tdhden. Tastd syystd tutkittavaksi
ajanjaksoksi valittiin 1950—-2000-luvut, jolloin uskottiin saavan mahdollisimman
kattava kuva trigonometrian opetuksen kehityksen viimeisimmisté vaiheista ja
siitd, miten nykyisiin trigonometrian opetuksen oppisisiltoihin on paadytty.

Tutkielman pohjana ovat oppiennétykset sekd opetussuunnitelmat, joiden
avulla on pyritty kartoittamaan, mitd trigonometrian oppisisdltojd Suomen
kouluissa on eri vuosikymmenien aikana opetettu. Liséksi tutkimukseen on va-
littu jokaisen oppiennédtyksen sekd opetussuunnitelman aikakaudelta trigono-
metriaa kisiteltavid oppikirjoja, joiden avulla on saatu konkreettisempaa ku-
vaa trigonometrian opetuksesta. Tutkimuksen avulla on pyritty samaan kési-
tys siitd, miten asetetut tavoitteet trigonometrian opetukselle ovat véilittyneet
oppikirjojen avulla kouluihin.

Trigonometrialla on valtava méard erilaisia kdyttotarkoituksia, kuten esi-
merkiksi rakentamisessa, tdhtitieteessi, biologiassa, arkkitehtuurissa, maanmit-
tauksessa seké lisdksi sinikdyran avulla voidaan kuvata muun muassa siahkotek-
niikassa vaihtosahkon aallonpituuksia. Edelld esitettyé listaa voisi jatkaa loput-
tomiin. On siis selvii, ettd trigonometria ei ole olemassa vain itsensd vuoksi
vaan se on erittdin tarked tyokalu, jota tarvitaan hyvin monilla eri aloilla.

Trigonometrian opetus on koettu hyvin tirkedksi kautta aikojen sen mo-
nikdyttoisyyden vuoksi. Trigonometrian oppimistulokset ovat kuitenkin hyvin
heikkoja, joka todettiin esimerkiksi Susanna Paavola pro gradu -tutkielmassa
[51]. Paavolan tekemé kyselytutkimus suomalaisten opiskelijoiden trigonomet-
risten funktioiden ja niihin liittyvien kisitteiden osaamisesta osoitti, etté asioi-
den hallinta on heikkoa. Liséksi Halmetoja [10] on my6s huolissaan viimeisim-
pien opetussuunnitelmauudistusten tuomista muutoksisa, koska niiden johdos-
ta lukion trigonometrian oppiméidrat ovat naivettyneet kaavakokoelmien se-
lailuksi. Halmetojan mukaan lukion nykyisen opetussuunnitelman asettamien
oppisisiltojen hallitseminen ei anna riittdvad pohjaa jatko-opintoihin, jonka
tdhden korkeakouluissa trigonometrian opiskelua joudutaan aloittamaan aivan
alkeista. Onkin siis mielenkiintoista selvittda, kuinka nykyiseen tilanteeseen tri-
gonometrian opetuksen osalta ollaan paddytty.



Osa I

Trigonometrian matemaattinen
teoria



Téssé tutkielman osassa kiydadn lapi keskeisimpia kouluopetuksessa esille
tulleita trigonometrian oppisiséltojd ja néiden siséltdjen taustalla olevaa mate-
maattista teoriaa. Ensimmadisessd osassa keskitytddn trigonometrian perustei-
siin eli kdyddan lapi peruskéasitteet, oleellisimmat méaédritelmét sekd laskukaa-
vat. Lapi kiydyt oppisisillot on valittu sen mukaan, mitd 1950-2000-luvuilla
matematiikan opetus on pitinyt sisilldin oppikirjojen, oppiennétysten ja ope-
tussuunnitelmien mukaan. Tamé tutkielman osa pohjautuu paiosin Kalle Vai-
sildn teokseen Trigonometria [62]. Matemaattisessa teoriassa esitetyt kuvat on
laadittu Geo(Gebra -ohjelmalla.



2  Suorakulmaisen kolmion
trigonometriaa

2.1 Teravan kulman trigonometristen funktioiden
maaritelmat

Téassd luvussa taskastelemme suorakulmaista kolmiota ABC', jonka hypote-
nuusa on AB = ¢ ja kateetit ovat BC = a ja AC' = b (kuva 2.1). Kolmion
kulma < C' on suora kulma eli 90° ja <A = a on teréva kulma eli 0° < a < 90°.
Kaikki tallaiset suorakulmaiset kolmiot, joiden yksi terava kulma on suuruudel-
taan «, ovat yhdenmuotoisia. Ndin ollen kaikissa néissd kolmioissa vastaavien
sivujen suhteet ovat yhtdsuuret. Talloin sivujen suhde on riippuvainen kul-
man « suuruudesta. Suorakulmaisen kolmion sivujen suhde on terdvin kulman
funktio. Téllaisia funktioita kutsutaan trigonometrisiksi funktioikss.

Kuva 2.1. Suorakulmainen kolmio

Miéritelma 2.1. [5, s. 30] Olkoon « kolmion ABC' terdvi kulma kuvan 2.1
merkinnéin. T&all6in kulman « trigonometriset funktiot sini (sin), kosini (cos),
tangentti (tan), kotangentti (cot), sekantti (sec) ja kosekantti (csc) ovat

. a b 1
sino = — cota = — =
c a tan «
b c 1
coso = — secay = - =
c b cosa
a c 1
tana = — csCoy = — = —
b a sin o

Suomessa yleisimmaésséd kiytossd ovat lahinnd vain vasemmalla esitetyt tri-
gonometristd funktiota: sini, kosini ja tangentti. Sen sijaan kolmea oikeanpuo-
leista funktiota, kotangentti, sekantti ja kosekantti, kidytetdin enimméikseen
amerikkalaisessa kirjallisuudessa. [32, s. §]



Maaritelma 2.2. Kahta kulmaa, joiden summa on 90° sanotaan toistensa
komplementtikulmiksi.

Kun suorakulmaisen kolmion toinen terdvd kulma on «, niin toinen tera-
va kulma on silloin sen komplementtikulma 90° — «. Niin ollen trigonomet-
risten funktioiden méaritelmistd seuraa komplementtikulman trigonometriset
funktiot:

sin(90° — a) = cosar  c0s(90° — o) = sin«

tan(90° — o) = cotar  cot(90° — ) = tan«

Kulman trigonometrinen funktio on samalla sen komplementtikulman
vastaava kofunktio.

2.2 Pythagoraan lause

Pythagoraan lause on hyvin monikiyttdinen erilaisissa kiytinnon tilanteissa,
jonka tdhden sen opettelu on koettu hyvin térkeéksi. Lisdksi se on myos teo-
reettisesti hyvin tidrked, jonka tdhden sen osaaminen jatko-opintoja ajatellen
on valttdmatonta. Pythagoraan lause on kuulunut koko tutkittavan ajanjakson
ajan keskikoulun ja peruskoulun oppisiséaltéihin.

Lause 2.1. (Pythagoraan lause) Olkoon AABC' suorakulmainen kolmio, jonka
kulma <C on suora kulma, kuten kuvassa 2.1. Olkoon kolmion NABC' kateet-
tien pituudet a ja b sekd hypotenuusan pituus c. Tdlldin

a’ + b =

Pythagoraan lauseen mukaan suorakulmaisessa kolmiossa kateettien neliti-
den summa on yhtd suuri kuin hypotenuusan nelié. Eukleides esittelee teok-
sessaan Alkeet ensimmaéisessd kirjassa myoOs kddnteisen Pythagoraan lauseen,
jonka mukaan kolmion yhden sivun pituuden nelion ollessa yhtd suuri kuin
kahden muun sivun pituuden nelididen summa, niin voidaan paitelld kolmion
olevan suorakulmainen |7, s. 62-65].

Kun Pythagoraan lausetta tulkitaan geometrisesti niin se vaittia, etta piir-
rettdessa kuvan 2.2 mukaisesti neliot suorakulmaisen kolmion jokaiselle sivulle,
niin kahden pienemman nelion pinta-alojen summa on yhté suuri kuin isomman
nelion pinta-ala. Kuvassa 2.2 kahden pienemmaén nelion eli kateeteille piirretty-
jen nelididen pinta-alat ovat A; ja As. Samoin hypotenuusalle piirretyn nelién
pinta-ala on Ajs. Siis Pythagoraan lause viittdd, ettd A; + Ay = As.



A

Ay

Kuva 2.2. Pythagoraan lauseen geometrinen tulkinta

Pythagoraan lausetta on todistettu aikojen saatossa monin eri tavoin, jois-
ta kiydadn lapi seuraavaksi vain muutama tapa. Seuraava todistustapa on esi-
tetty Eukleideen alkeissa ja se perustuu juuri edelld mainittuun geometriseen
tulkintaan. Kyseisen todistuksen arvellaan olevan tdysin Eukeleideen itsensé
keksima, koska toisin kuin tdtd vanhemmissa todistuksissa, niin téisséa ei tarvi-
ta yhdenmuotoisuuden késitetta. |7, s. 62-63|

Todistus. (1. tapa) Olkoon AABC suorakulmainen kolmio, jossa kulma <C
on suora kulma. Osoitetaan, ettd hypotenuusalle AB piirretyn nelion ABED
pinta-ala on yhtd suuri kuin kateeteille AC' ja BC piirrettyjen nelididen ACGF
ja BC'HI pinta-alat yhteensa.

Olkoon CK kirjesti C piirretty kolmion AABC korkeusjana ja leikatkoon
suora C<’_I>( jananDE pisteessd J kuvan 2.3 mukaisesti. Nyt selviisti nihdiin,
ettd jana CJ on yhdensuuntainen janojen AD ja BE kanssa. Kulmat <xACB
ja <ACG ovat suoria kulmia, joten pisteet B, C' ja G ovat samalla suoralla.
Samoin voidaan paitelld myos, ettéd pisteet A, C' ja H ovat samalla suoralla.

D J E

Kuva 2.3. Ensimmaéinen Pythagoraan lauseen todistus
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Kulmat < DAC ja <t BAF ovat yhté suuret, koska kumpikin kulma saadaan
kulmasta st BAC' lisdamailld siihen suora kulma. Koska nelididen kaikki sivut
ovat yhtd pitkid, niin saadaan, ettd AD = AB ja AC' = AF. Niin ollen on
osoitettu, ettd kolmioiden AAC'D ja AABF vastinsivut ja niiden véilinen kulma,
ovat yhtd suuret. Siis kolmiot AACD ja AABF ovat yhtenevit ja néin ollen
niiden pinta-alat ovat myos yhtd suuret.

Suorakulmiolla ADJK ja kolmiolla AAC'D on yhteinen kanta ja niiden
muut kiirjet ovat samalla suoralla, koska AD||CJ. Téssi voidaan olettaa suo-
rakulmion ja kolmion pinta-alojen kaavat tunnetuiksi, joiden mukaan voidaan
paatelld, ettd kolmion AAC' D pinta-ala on puolet suorakulmion AD.JK pinta-
alasta. Samoin mydos kolmion AABF pinta-ala on puolet suorakulmion ACGF
pinta-alasta, joka on kateetin AC nelié. Nyt on osoitettu, etti kateetin AC
nelié on pinta-alaltaan yhtd suuri kuin suorakulmio ADJK, joka on hypote-
nuusan ADB nelitén sisiltyvi suorakulmio.

Vastaavalla tavalla voidaan todistaa, ettdi toiselle kateetille BC' piirretyn
nelion BC'H I pinta-ala on yhté suuri kuin suorakulmion JF BK pinta-ala. Ndin
ollen ollaan todistettu, ettd hypotenuusalle AB piirretty neli6 ABED on yhti
suuri pinta-alaltaan kuin neliéiden ACGF ja BC'HI pinta-alat yhteensa. [J

Seuraavaksi kiiydddn lépi toinen hieman erilainen Pythagoraan lauseen to-
distus. Tama todistus on hyvin havainnollinen ja selked, jonka tdhden se sopii
hyvin esitettaviksi jopa peruskoululaisille

Todistus. |6, s. 34-35| (2. tapa) Olkoon AABC suorakulmainen kolmio, jonka
kulma <rC' on suora kulma. Merkitédédn kolmion sivujen pituuksia seuraavasti:
AB = ¢, BC = a ja AC' = b kuvan 2.4 mukaisesti.

Kuva 2.4. Toinen Pythagoraan lauseen todistus

Konstruoidaan kuvan 2.4 mukainen neli6 DEFG, jonka sivujen pituudet
ovat a + b. Valitaan nelion sivuilta pisteet Py, P, P3 ja P, siten, ettd
PlD:PQE:PgF:P4G:ajaGP1:DPQ:EP3:FP4:b.TélllE)inmu0—
dostuu alkuperdisen suorakulmaisen kolmion AABC kanssa yhtenevét kolmiot
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AP,PLD, ANPsP,E, AP,P3F ja AP P,G, koska kaikilla n&illd kolmioilla on
kaksi yhté pitkdd sivua ja niiden vililld oleva kulma on yhté suuri. Yhtenevien
kolmioiden avulla saadaan, ettd PP, = Po,P3 = P3Py, = P,P, = c. Monikul-
mio P, P, P3P, on nelio, koska sen kaikki sivut ovat yhta pitkid ja kaikki kul-
mat ovat suoria kulmia. Tamé voidaan osoittaa esimerkiksi kulman <P P, Ps
kohdalla seuraavalla tavalla:

IP PPy = 180° — <D PP, — S P3Pl
=180° - xA - 4B
= qC
= 90°

Nelion DEFG pinta-alalle voidaan maarittda kaksi erilaista kaavaa. Ne-
liin DEFG sivun pituus on a+b, jolloin sen pinta-ala on A(DEFG) = (a+b)>.
Toisaalta nelion DEFG pinta-ala saadaan my6s nelion Py P, P3Py ja kolmioi-
den AP,P D, APsPE, AP,P3F ja AP, P,G pinta-alojen summana, jolloin
pinta-alaksi saadaan A(DEFG) = ¢® +4- % = ¢* + 2ab. Nyt merkitsemlli
saadut nelion pinta-alat yhta suuriksi saadaan:

(a+0b)%=c*+ 2ab
a® + 2ab + b* = ® + 2ab
a? 4+ b? = c? [

Kaydadn vield lopuksi hyvin paljon edellistd todistusta muistuttava todis-
tus, jossa kiytetddn myds hyviksi pinta-aloja. Tamé todistus on hyvin havain-
nollinen ja konkreettinen, joten timén tyyllisen todistuksen avulla kouluissa
voitaisiin tuoda esille matemaattisen todistuksen luonnetta. Todistuksen pys-
tyy havainnollistamaan hyvin leikkaamalla vaikka paperista tarvittavat palaset
ja havaitsemalla konkreettisesti kappaleiden pinta-alojen olevan yhtéd suuret.
Nyt kuitenkin kiiymme ldpi hieman matemaattisemman version kyseisestd to-
distuksesta.

Todistus. (3. tapa) Konstruoidaan kaksi yhtd suurta nelioté, joiden sivun pi-
tuus on a + b. Molempiin neliéihin merkitddn neljd suorakulmaista kolmiota
kuvan 2.5 mukaisesti.

b a
c 2
a a a
b b? G
b a

Kuva 2.5. Kolmas Pythagoraan todistus
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Néiden suorakulmaisten kolmioiden kateetit ovat a ja b sekd hypotenuusa
on c¢. Namé kaikki kolmiot ovat yhtenevid, koska kaikilla néilld kolmioilla on
kaksi yhtd pitkad sivua ja niiden vililla oleva kulma on yhtd suuri. Kun mo-
lemmista alkuperaisista nelidistd vahennetddn ndma nelja yhtenevad kolmiota,
jaljelle jadneet pinta-alat molemmissa kuvioissa ovat yhté suuret.

Kuvan 2.5 (a) jiljelle jidineiden nelididen pinta-alojen summa on a? + b?.

Kuvan 2.5 (b) jiljelle jainyt nelikulmio on nelio, koska jokaisen sen kulman
voidaan osoittaa olevan 90°. Otetaan esimerkiksi kulma 9d:

d = 180° — (a+ f3) ja koska oo + B = 90°
0 =90°

Siis nelién pinta-ala on ¢? ja sen sivu on ¢, joka on aiemmin mééritellyn
suorakulmaisen kolmion hypotenuusa. Molempien kuvioiden pinta-alat ovat
yhtéd suuret kolmioiden poistamisen jialkeen. Nyt voidaan merkitd kuvioiden
pinta-aloja seuraavasti:

Q2B = 2

2.3 Yksikkoympyra ja kehapiste

Maaritelma 2.3. Ympyrid, jonka keskipiste on origo ja sidde on 1, kutsutaan
yksikkoympyriksi. Yksikkoympyrin vhtilo on 22 + y? = 1. Kulma o esitetiin
yvksikkéympyrian keskuskulmana niin, ettd kulman kirki on origossa ja kulman
alkukylki on positiivisella x-akselilla kuvan 2.6 mukaisesti. Kulman « loppu-
kyljen ja ympyran kehén leikkauspiste P on kulman « kehdpiste.

II

P
1

loppukylki

& alkukylki

11T v

Kuva 2.6. Yksikkéympyra ja kulman kehépiste
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Trigonometriassa kulma ajatellaan asetetuksi kuvan 2.6 mukaisesti suo-
rakulmaiseen koordinaatistoon, joka jakaa tason neljian neljinnekseen. Nel-
jannekset nimetadn yleisesti kiyttden roomalaisia numeroita I-IV. Numerointi
kiertad vastapaivaan kuten kuvassa 2.6. Sen mukaan, missi koordinaattitason
neljinneksessd kulman loppukylki kulloinkin on, sanotaan my&s kulman ole-
van I, II, III tai IV neljinneksessi. Esimerkiksi kuvassa 2.6 kulma on toisessa
neljinneksessa.

2.4 Teravan kulman trigonometristen funktioiden
maaritelmat yksikkOympyrassa

Tarkastelemme vield terdvad kulmaa o, jonka asetamme kuvan 2.7 mukaises-
ti xy-koordinaatistoon. Kulman kirki A tulee origoon ja sen alkukylki posi-
tiiviselle x-akselille. Koordinaattiakseleilla oleviin pisteisiin C' ja D piirretdin
tangentit. T&ll6in kulman loppukylki leikkaa r-sdteisen origokeskisen ympy-
ran kehin leikkauspisteessd P, pystytangenttia pisteessid () ja vaakatangent-
tia pisteessd R. Asetamme origokeskisen ympyréin siteen pituudeksi 1, jolloin
saadaan yksikkoympyré. Télloin suorakulmaisista kolmioista AABP, ANACQ
ja AADR, joissa kussakin on yhtend sivuna ympyréin sidde ja toisena kulma-
na «, saadaan trigonometristen funktioiden méaéritelma seuraavanlaiseen muo-
toon. Seuraava lause on méadritelty vain terdvélle kulmalle, mutta tutkielman
luvussa 3 trigonometristen funktioiden médritelmi yleistetddn koskemaan kai-
kenlaisia kulmia (kts. kappale 3.2).

<

Dl cot v R
y/
Q
P
1
1 tan o
¢ sinala
o Cos
A b 1 B C T

Kuva 2.7. Suorakulmainen kolmio yksikkdympyrissi
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Lause 2.2. [62, s. 89| Olkoon terivd kulma o yksikkéympyrin keskuskulma
ja piste P kulman o kehdpiste kuvan 2.7 mukaisesti. Talloin trigonometristen
funktoiden mddritelmd saadaan seuraavanlaiseen muotoon

sina on kulman o kehdpisteen P etdisyys x-akselista els
pisteen P y-koordinaatti

cosa on kulman o kehapisteen P etdaisyys y-akselista els
pisteen P x-koordinaatt:

tan a on pisteen Q) etdisyys x-akselista

cot a on pisteen R etdisyys y-akselista
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3  Yleiset trigonometriset funktiot

Edelld trigonometriset funktiot on méairitelty, kun « on terdvi kulma
(0 < a < 90°). Tassd luvussa yleistimme madritelmén koskemaan kaikkia
kulmia.

3.1 Suunnattu kulma

Edelld olemme maééritelleet trigonometriset funktiot, kun « on terdvi kulma.
Pyrkimyksena on yleistdd madritelméa koskemaan kaikkia kulmia. Jotta mukaan
saadaan myos negatiiviset ja yli 360° kulmat, niin kulmakésite on tarpeellista
laajentaa ja tutkia suunnattuja kulmia.

Trigonometriassa kulma ajatellaan asetettavaksi xy-koordinaatistoon niin
ettd sen kirki on origokeskisen yksikkoympyrin origossa ja alkukylki on po-
sitiivisella z-akselilla. Positiivisen kulman voidaan ajatella syntyvin niin, et-
td kulman alkukylki on positiivisella x-akselilla ja loppukylki kiertyy origon
ympdéri positiiviseen kiertosuuntaan eli vastapaivadn. Loppukyljen kiertyessa
negatiiviseen kiertosuuntaan eli myotapaivaan saadaan negatiivinen kulma.

Jos annamme kulman loppukyljen kiertyé positiiviseen suuntaan origon ym-
péri enemmaéan kuin 360°, niin saamme kulman, joka on suurempi kuin 360°.
Kun loppukyljen annetaan kiertya origon ympéri yhi enemmén, saadaan kuin-
ka suuria positiivisia kulmia tahansa. Jos taas annamme kulman loppukyljen
kiertyd negatiiviseen kiertosuuntaan, niin saadaan vastaavasti kuinka pienié
kulmia tahansa.

3.2 Trigonometristen funktioiden yleistiminen

Tarkastelimme jo aiemmin kappaleessa 2.4 suorakulmaiseen xy-koordinaatistoon
sijoitettua terdvad kulmaa. Nyt laajennettaessamme trigonometristen funktioi-
den méadritelmédd kaikille kulmille sopivaksi, siirrymme késittelemadn kulmia
jalleen suorakulmaiseen xy-koordinaatistoon.

Maaritelm4 3.1. Olkoon kulma « minkalainen kulma tahansa. Esitetdan kul-
ma « yksikkoympyran keskuskulmana ja olkoon kulman « kehépiste P, jonka
koordinaatit ovat (z,y), kuten kuvassa 3.1. Till6in saadaan trigonometristen
funktioiden yleiset maaritelmét muotoon:

sina =y cota =2 = 22 (y #0) tana = £ = 222 (x #0)
y sina T  cosa
1 1 1 1
cosa=1x seca=— = (x#0) csca=—=— (y #0)
T cosa y sina
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R cot «
P
Yy = sinjo
4 1
T
tan o

Q

Kuva 3.1. Yleiset trigonometriset funktiot

Jos kulma « on terava kulma, maaritelma yhtyy aikaisempaan lauseeseen 2.2.
Liséksi kuvasta 3.1 voidaan helposti todeta, ettd aiemmin terédville kulmal-
le yksikkGympyrén avulla esitellyt trigonometriset funktiot (lause 2.2) patevéit
kaikenlaisiin kulmiin. Nyt kuitenkin on huomattava, ettd ()- ja R-pisteiden
madarittelemiseksi on usein tarpeellista jatkaa kulman « loppukylkea tdydeksi
suoraksi. [62, s. 16]

Kehipisteen avulla voidaan mééritelld myd6s trigonometristen funktioiden
merkki eri neljinneksissid. Oppikirjoissa puhutaan usein merkkikaavioista.

Sini Kosini Tangentti Kotangentti

AW ARAR
SASANE,

Kuva 3.2. Merkkikaaviot

Tangentin ja kotangentin méaritelmien mukaan ne ovat toistensa kdanteis-
lukuja, joten saadaan

cota =
cot o tan «

tana =

17



Sijoittamalla pisteen P koordinaatit (cos «, sin «) yksikk6ympyrén yht&l66n
22 +y? = 1 saadaan yleisesti voimassa oleva Pythagoraan lause trigonometrisille
funktioille.

Lause 3.1. Yleinen Pythagoraan lause trigonometrisille funktioille. Kaikille
kulmille o pdtee

sin® a4 cos’a = 1
Todistus. Jos o on suora kulma, niin
sina+cosa=124+0=1
Jos a on terdva kulma, niin Pythagoraan lauseen mukaan saadaan

sin“o +cos“ o = — + = =

— 1
2 c? c?

Jos a on tylppé kulma, niin sen vieruskulman £ on oltava terdva kulma
sin? o + cos® o = sin® B+ cos? f = 1

Niin ollen lause on todistettu. [31, s. 61-62]

3.3 Peruskaavat ja funktioiden viliset yhteydet

Tahan kappaleeseen on koottu vield yhteen edelld esiteltyja kaavoja, joita kut-
sutaan usein kirjallisuudessa trigonometrian peruskaavoiks: niiden perustavaa
laatua olevan merkityksen vuoksi trigonometriassa. Ndiden trigonometrian pe-
ruskaavojen avulla pystytddn lausumaan kukin trigonometrinen funktio jokai-
sen muun trigonometrisen funktion avulla. Peruskaavoja kiytettiessi tulee tun-
tea madritettdvan funktion merkki vaikka sen perusteella, missi neljinneksesséi
kulma on.

sin?a 4+ cos? a0 = 1

1 1
tana = cota =
cot « tan o
Y sin o x CcoSs o
tana = = = cotaw = — = —
x Ccos o Y sin o
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Lause 3.2. Trigonometristen funktioiden vdliset yhteydet:

tan x 1
sinez = +vV1 —cos?2x =+ =4
Vv1+tan?z V1 +cot?zx

1 cotx
cosr =+V1—sin?z =+ =+
V1+tan’z V1+cot’x
sinx j:\/1 —cos?x

1
tanx = =+ =
cotx /1 —sin?z cos T
‘ 1 i\/1—511"12:76 " cos
cotxr = —= —= e —
tan sin x V1 —cos?x

Lauseen 3.2 kaavoja kiytettdessd on huomattava, ettd siiné esiintyville ne-
liojuurille on otettava médritettivin kulman neljinnesta vastaava merkki merk-
kikaavioiden mukaisesti (kts. kuva 3.2).

3.4 Vasta-, suplementti- ja eksplementtikulmat

Kulman « ja sen vastakulman —a kehépisteet ovat symmetrisesti z-akselin
suhteen. Siis kehdpisteiden y-koordinaatit ovat toistensa vastalukuja. Kun taas
vastakulmien kehépisteiden x-koordinaatit ovat samat. Tama selkiytyy kuvas-
ta 3.3.

Kuva 3.3. Vastakulmien sinit ja kosinit
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Lause 3.3. Vastakulmien o ja —« sinit, tangentit ja kotangentit ovat vastalu-
kuja ja kosinit ovat yhtd suuret.

sin (—a) = —sin(«) cos (—a) = cos «
tan (—a) = — tan « cot (—a) = — cot v

Kulmat « ja B ovat toistensa suplementtikulmat, jos kulmien summa on 180°.
Tdlléin suplementtikulmaille on voimassa:

sina = sin 3 cosa = —cos 3
tana = —tan 3 cota = —cot 3
seca = —sec 3 csca = cscf3

Kulmat o ja B ovat toistensa eksplementtikulmat, jos kulmien summa
on 360°. Talloin eksplementtikulmille on voimassa:

sina = —sin 3 cos o = cos 3
tana = —tan 3 cota = —cot 3
seca = sec 8 csca = —csc 3

3.5 Kolmion kulmien summa

Lause 3.4. Kolmion kulmien summa on oikokulma eli 180°.

Todistus. Oletetaan, ettd kolmion AABC' kulmat ovat «, 8 ja + kuten ku-
vassa 3.4. Todistamista varten piirretddn kuvan mukaisesti apusuora , jo-
ka kulkee kolmion kérjen C' kautta ja on yhdensuuntainen kolmion sivun AB

kanssa. Nyt selvdasti ndhdéddn, ettd <ACD = « sekd <<BCE = (. Télloin
a+ [+ v = 180° ja lause on todistettu.

D c

"bj

Kuva 3.4. Kolmion kulmien summa
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3.6 Radiaanit

Kulman « suuruus voidaan ilmaista muun muassa tidhidn mennessa kiytetyilla
asteilla tai radiaaneilla.

Maaritelma 3.2. Kulman a suuruus radiaaneissa on kulmaa vastaavan ym-
pyrén kaaren b suhde siteeseen r

—_
<

a

T

Kuva 3.5. Radiaanit

Kulman suuruus radiaaneina on reaaliluku, koska se on kahden pituuden
suhde. Radiaania kutsutaan myo6s absoluuttiseksi kulmanyksikoksi ja sille voi-
daan kiyttida tarvittaessa lyhennettid rad. Yksikkoympyrian tapauksessa ympy-
rin side r = 1, jolloin kulman suuruus radiaaneissa vastaa kulmaa vastaavan
yksikkosdteisen ympyrankaaren a pituutta. Yhteys asteiden ja radiaanien vé-
lille saadaan parhaiten tiyskulman avulla, koska koko ympyrian kehdn pituus
on 27r, niin tdyskulma eli 360° = 2rﬂ = 27 radiaania. [5, s. 57|

3.7 Trigonometristen funktioiden jaksollisuus ja
kuvaajat

Yksikkoympyréin avulla voidaan péaatelld funktion sin x saamat arvot, kun kul-
ma x kasvaa arvosta 0 arvoon 27. Kun kulman x suuruus kasvaa arvosta 0
arvoon 7, niin funktion sinx arvo kasvaa arvosta 0 arvoon 1. Kun kulma kas-
vaa arvosta 4 arvoon %’T, niin funktion sin x arvo vihenee arvosta 1 arvoon —1.
Kun kulma kasvaa arvosta 33” arvoon 2m, niin silloin funktion sin x arvo kasvaa
arvosta —1 arvoon 0. Kun kulmalle x annetaan arvoksi muita reaalilukuja saa-
daan kuvan 3.6 mukainen kuvaaja, jossa sinifunktiota kuvaa yhtenéinen viiva.
[5, s. 76-78]

Samoin voidaan péatelld, mitd arvoja funktio cos x saa, kun kulma z kasvaa
arvosta 0 arvoon 27. Kun kulma x kasvaa arvosta 0 arvoon 7, niin cos x pienenee
arvosta 1 arvoon —1. Kun kulma kasvaa arvosta 7 arvoon 27, niin funktion arvo

kasvaa arvosta —1 arvoon 1. Samoin kuin edelld my0s kosinifunktion kuvaaja
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saadaan kuvan 3.6 mukaiseksi, jossa kyseinen kuvaaja on kuvattu katkonaisella
viivalla. [5, s. 79-80|

L
pa al N al N N ’ ’
~ —f T *
/n -3m/2 -1 42 0 2\ ™ ,3mi2 2m
~ e N ’

Kuva 3.6. Sinikdyrd y = sin x ja kosinikdyrd y = cosx

Kuvan 3.6 kuvaajista ndhdéain, ettd funktiot sinz ja cosx on méadiritelty
kaikilla reaaliluvun x arvoilla. Funktioiden sinx ja cosx arvojoukko on vilil-
14 [—1,1]. Sini- ja kosinifunktiot ovat jatkuvia ja niiden saamat arvot tois-
tuvat 2m:n vélein, joten funktiot ovat jaksollisia ja niiden perusjakso on 2.
Kun kulmaan x lisdtdin 2m:n positiivisia tai negatiivisia monikertoja n, niin
saadaan kulma, jolla on sama kehédpiste kuin kulmalla x. Téll6in kulmien ke-
héapisteiden z-koordinaatit ovat samat, joten kulmien kosinit ovat yhtd suuret.
Samoin myos kulmien kehépisteiden y-koordinaatit ovat samat, joten myos kul-
mien sinit ovat yhta suuret. Samoin voidaan pédatelld myds kosinin osalta, joten
néin ollen saadaan ilmaistua funktioiden jaksollisuus seuraavalla tavalla:

sin(z +n-2r) =sinz, n € Z

cos(z+n-2m) =cosxz, n € Z

Liséksi kuvaajasta ndhd&an, ettd sinifunktio on pariton funktio, koska
sin (—z) = —sinz eli ehto f (—z) = —f () toteutuu kaikissa funktion maarit-
telypisteissi. Néin ollen sinifunktion kuvaaja on symmetrinen origon suhteen.
Sen sijaan kosinifunktio on parillinen funktio, koska cos (—xz) = cosx eli ehto
f(—=z) = f (z) toteutuu kaikissa funktion mé#érittelypisteissa.
YksikkOympyréin avulla voidaan paételld, mita arvoja funktio y = tan x saa,
kun kulma z kasvaa arvosta —7 arvoon 7. Kun x kasvaa arvosta —7 arvoon
0, niin tanz kasvaa —oo:stéd arvoon 0. Kun z kasvaa arvosta 0 arvoon 7, niin
funktion arvo kasvaa arvosta 0 kohti oco:td. Nain vélille [—%, %} saatu kiyra
toistuu 7:n vilein, kuten kuvassa 3.7 on kuvattu tangenttifunktion kuvaajaa
yhtendiselld viivalla. Funktion nollakohdat ovat x = nw. Funktion merkki vaih-
tuu funktion nollakohdissa seké kohdissa x = 7 + nw, joissa tangenttia ei ole
méaritelty, koska néissé kohdissa kuvaajalla on y-akselin suuntaiset asymptoo-

tit. [5, s. 108-109]
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Kuvaan 3.7 on piirretty katkoviivalla myos funktion y = cot z kuvaaja, jon-
ka asymptootteina ovat suorat x = nm. Tangentti ja kotangentti ovat paritto-
mia funktioita, joten tan (—x) = —tanx ja cot (—x) = —cotz. |5, s. 109-110]
Tangentti- ja kotangenttifunktion arvojoukko on R ja niiden niiden saamat
arvot toistuvat m:n vélein, joten néin ollen saadaan ilmaistua funktioiden jak-
sollisuus seuraavalla tavalla:

tan (z +n-7m) =tanz, n € Z

cot (r+n-m)=cotzx, n €’

Kuva 3.7. Tangenttikiyrd y = tan x ja kotangenttikiyrd y = cotx

3.8 Yhteen- ja vihennyslaskukaavat

Lause 3.5. Sinin ja kosinin yhteen- ja vihennyslaskukaavat

(1) cos(aw— ) = cosacosf + sinasin
(2) cos(a+ ) = cosacosf — sinasin
(3) sin(a+ ) = sinacos § + cos asin 3

(4) sin(a — ) =sinacos f — cos asin 3
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Todistus. |33, s. 6-7] Todistetaan ensin kosinin vihennyslaskukaava (lause 3.5
kohta 1). Lisdttdessd kulmaan « ja 3 sopivat 27:n moninkerrat voidaan olettaa,
ettd 0 < «, f < 27w . Madritelmén 3.3 mukaan cos (o — ) = cos (f — a), joten
nain ollen voidaan olettaa, ettd a > .

Olkoon pisteiden A ja B koordinaatit suorakulmaisessa xy-koordinaatistossa
A = (cosa,sina) ja B = (cos f3,sin 8). Kierretdén koordinaatistoa vastapéi-
viaan kuvan 3.8 mukaisesti, kunnes z-akseli kulkee pisteen B kautta. Tall6in
saadusta x'y’-koordinaatistossa pisteiden A ja B koordinaatit ovat

A = (cos (o — ) ,sin (o — B)) ja B = (1,0).

///

7y
Kuva 3.8. Kosinin vihennyslaskukaavan todistus

Muodostetaan pisteiden A ja B etiisyys AB xy-koordinaatistossa

AB = \/(cosa — cos 3)* + (sina — sin 8)°

Lisdksi muodostetaan pisteiden etiisyys x'y’-koordinaatistossa

E:\/(Cos(a—ﬁ)—1)2+sin2(oz—ﬁ)

Néma edelld muodostetut etdisyydet ovat samat molemmissa koordinaatis-
toissa, koska molemmat ovat suorakulmaisia koordinaatistoja ja niiden yksikot
ovat sama. Etdisyyksien nelitt ovat siis yhtad suuret, joten téstd seuraa

(cos o — cos B)* 4 (sina — sin 3)° = (cos (v — B) — 1)* +sin? (a — ) eli
cos? o + cos? B + sin?® o + sin? B — 2 (cos a cos 3 + sin asin 3)

= cos? (a — ) — 2cos (a — B) + 1 + sin” (a — j3)
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Lauseen 3.1 nojalla saadaan

2 —2(cosacosf+sinasinf) =2 — 2cos (a — )

Téasta sieventamalld saadaan kosinin vahennyskaava ja néin ollen lauseen
ensimmainen kohta on todistettu. Kosinin vihennyslaskukaavasta saadaan lau-
seen 3.3 ja madritelman 2.2 avulla johdettua kosinin yhteenlaskukaava ja sinin
vhteen- sekd vihennyslaskukaava seuraavasti:

2. Sijoitetaan kosinin vihennyslaskukaavaan (:n paikalle — g, jolloin saadaan:

cos (o + ) = cosavcos (—f) + sina cos (—f3)
= cos acos 3 — sinasin 8

3. Maaritelméin 2.2 ja kosinin vihennyslaskukaavan avulla saadaan:
sin (o + ) = cos (90° — (a + )
= cos ((90° — ) — )

= cos (90° — o) cos f + sin (90° — «) sin 3
= sina cos § + cos asin 3

4. Sijoitetaan edelliseen tulokseen [:n paikalle —f ja kiytetdin
médritelméd 2.2, jolloin saadaan:

sin (v — ) = sinacos B — cos asin 3 O

Lauseen 3.5 kaavoista saadaan edelleen

f£) = 2sinacos B

B

sin (a + ) + sin (a — )
)

B) = 2cos acos
)

(
sin (a + () — sin (
cos (a + ) + cos (

( ) (

a— f3) = 2cosasin 8
a_
cos(a+ ) —cos(a— ) = —2sinasin

Jos merkitdin, etti r = a + S =jay = a — G, jolloin a = &Y ja g = LY

2 2
Talloin saadaan kahden sinin summa ja erotus.

x x —
sinz + siny = 2sin —;ycos 5 i
Tty . x—Y

sinz — siny = 2 cos 5 sin

25



Liséksi saadaan kaavat kahden kosinin summalle ja erotukselle.

x T —

CcOS T + Ccosy = 2 cos +ycos Y
2 2

.ty . r—y
COST — COsy = —2sin 5 sin 5

Kun sinin, kosinin ja tangentin yhteenlaskukaavoihin sijoitetaan a = f, saa-
daan kaksinkertaisen kulman sinin, kosinin ja tangentin kaava.
sin 2 = 2 sin « cos «
cos 2a = cos® o — sin® a
=2cos’a — 1
=1-2sin*a
2tan «
tan 20 = ————
1 —tan® «
Néistd kaksinkertaisen kulman kaavoista saadaan vield johdettua kulman puo-
liskon sini, kosini ja tangentts.

1_ 3
Sino — 44 L Cos2a
2
1 2
Cosa:i,/w

1 — cos2a
tana = 4/ ———
1 4+ cos 2a
Lause 3.6. Tangentin yhteen- ja vihennyslaskukaavat

tan a + tan 3
t =
an (o + f) 1 —tanatan

tana — tan 3
ta —p) =
n(a—f) 1+ tanatan 8

Todistus. Kun sinin yhteenlaskukaava jaetaan kosinin yhteenlaskukaavalla saa-
daan médritelméain 3.1 nojaten

sin a cos 3 + cos asin 3

tan (o + ) = cos a.cos f — sinasin 3

Jakamalla saadun yhtédlon oikean puolen murtolausekkeen osoittajan ja ni-
mittidjan jdsenet tulolla cos acos f ja kdyttamalla jalleen méidritelmén 3.1 kaa-
vaa saadaan todistettua tangentin yhteenlaskukaava. Samalla tavalla voidaan
my6s todistaa tangentin vahennyslaskukaava jakamalla sinin vdhenneslasku-
kaava kosinin vahennyslaskukaavalla. [
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3.9 Kolmion pinta-ala

Lause 3.7. (Kolmion pinta-ala) Olkoon a kolmion kanta ja h kolmion korkeus.
Tdlloin kolmion pinta-ala A saadaan seuraavalla kaavalla

ah

2

A:

Todistus. Olkoon a kolmion kanta ja h kolmion korkeus. Kdyd&aan lapi tapauk-
set, jolloin kolmio on suorakulmainen, terdvikulmainen tai tylppdkulmainen
kolmio.

Tapaus 1. Kolmion on suorakulmainen. Kun kolmio tdydennetéin suorakul-
mioksi suorakulmaisella kolmiolla, jonka pinta-ala on A’. T&lloin suorakulmion
pinta-ala on ah. Toisaalta sen pinta-ala on A + A’. Nyt selvisti pétee, ettéd
A = A’. Télléin voidaan ilmoittaa suorakulmion pinta-ala kahdella tavalla ja
merkitd ndmé yhtasuuriksi.

A+ A =ah
A+ A=ah
A=

2

Tapaus 2. Kolmio on terdvikulmainen, jolloin kolmion korkeusjana on kolmion
sisalld. Nyt voidaan kiyttiaa edellisessé tapauksessa todistettua suorakulmaisen
kolmion pinta-alan lauseketta. Jaetaan kolmio kahdeksi suorakulmaiseksi kol-
mioksi piirtdmalla kolmion huipusta kohtisuora korkeusjana kannalle a. Talloin
kolmioiden pinta-alat ovat A; ja As. Olkoon toisen kolmion kanta z, jolloin toi-
sen kolmion kanta on a — x. Nyt terdvikulmaisen kolmion pinta-alaksi saadaan

A=A+ A
2 2 2
Tapaus 3. Kolmio on tylppidkulmainen, jolloin kolmion korkeusjana on kolmion
ulkopuolella. Kolmion kantasivun jatke z ja kolmion korkeusjana muodostavat
suorakulmaisen kolmion, jonka pinta-ala on A" = %" Tama kolmio ja alkupe-
ridinen kolmio muodostavat yhdessi suorakulmaisen kolmion, jonka pinta-alaksi
saadaan

Aya = lotal
2

Nyt alkuperdisen kolmion pinta-alaksi saadaan

(x+a)h_A,_ (x+a)h zh zh+ah—zh ah

A=
2 2 2 2 2
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Lause 3.8. (Kolmion pinta-alan trigonometrinen kaava) Jos kolmion sivujen
a ja b vilinen kulma on v, niin tdmdn kolmion pinta-ala A on

1
A= Eabsinv

Todistus. Jos h on sivun a vastainen korkeus, niin A = %ah. Koska % = sin~y
niin A = bsin~. Niin ollen viite on osoitettu todeksi. O]

3.10 Sinilause

Lause 3.9. (Sinilause) Jos kolmion sivul ovat a, b sekd c ja niiden vastaiset
kulmat ovat o, 3 sekd vy ja kolmion ympdari pirretyn ympyrdin side on R, niin

a b c

sinaw  sinf8 sinvy

=2R

Seuraavaksi esitelldén kaksi erilaista tapaa todistaa sinilause. Ensimmaéinen
todistustapa on hyvin yleinen oppikirjoissa. Siiné sinilause perustellaan muo-
dostamalla erilaiset lausekkeet kolmion pinta-alalle, joiden avulla saadaan lause
todistettua. Ensimmaisessd todistuksessa kiytetddnkin lauseessa 3.8 esitettyd
kolmion pinta-alan trigonometristi kaavaa. Ensimméinen todistus ei osoita
kolmion ympari piirretyn ympyrin sateen suhdetta kulmien trigonometrisiin
lausekkeisiin, joka tulee todistetuksi toisessa todistavassa.

Todistus. Olkoon kolmio ABC, jonka sivut ovat a, b ja ¢, kuten kuvassa 3.9.

Kuva 3.9. Sinilauseen todistus kolmion pinta-alan avulla

Kolmion pinta-ala on sama laskettiinpa se, mistd kulmasta tahansa. N&in
ollen saamme ilmaistua kolmion pinta-alan, A, kolmella erilaisella lausekkeella.

1 1 1
A= éabsiny = ébcsina = iacsinﬁ

Kertomalla yhtdlo termilld % saadaan

siny sina  sinf

c a b
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Tama voidaan esittda hieman tutummassa muodossa

a b c

sinaw  sinf8  sinvy

]

Koska pinta-ala ei kuitenkaan ole kovinkaan primitiivinen késite niin kiym-
me vield lapi todistuksen, joka kdyttdd hyviksi kehdkulmalausetta. Téassd to-
distuksessa osoitetaan myo6s kolmion ympéri piirretyn ympyrin siteen suhde
kulmien trigonometrisiin lausekkeisiin.

Todistus. |30, s. 62-63] Olkoon kolmio ABC, jonka sivut ovat a, b ja c. Ole-
tetaan, ettd <BAC on terdvd kulma. Piirretddn kuvan 3.10 mukaisesti kol-
mion ABC' ympéri piirretyn ympyréan I" halkaisija BD.

r A’

Kuva 3.10. Sinilauseen todistus, kun « on teréva kulma

Nyt voidaan olettaa Thaleen lause tunnetuksi, jonka mukaan kolmio BCD
on suorakulmainen, koska piste C' on jokin muu ympyréan I' piste kuin A tai B.
Kehidkulmalauseen perusteella, jonka mukaan samaa tai yhtenevin kaaren si-
sialtaméit kehdkulmat ovat yhtenevit. Néin ollen saadaan <BDC = «. Siis

BC a
Sihoy = =— = —
BD 2R
= -a =2R
sin o

Oletetaan, ettd <A on tylppd kulma. Silloin piste D on eri puolella ja-
naa BC kuin piste A, kuten kuvassa 3.11. Tilloin muodostuu jinnekulmio
ABDC, jolloin tiedetdén, ettd xBDC = § ja <xBAC = « ovat toistensa vie-
ruskulmia. Kolmio BDC' on suorakulmainen. T&ll6in saadaan, etti
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|8
Q

sina = sind =

oy
S
O
=

a

I
DO
=

=

sin «

Kuva 3.11. Sinilauseen todistus, kun a on tylppa kulma

3.11 Kosinilause

Kosinilause on Pythagoraan lauseen laajennus vinokulmaisille kolmioille.

Lause 3.10. (Kosinilause) Jos kolmion sivut ovat a, b ja ¢ sekd c:n vastainen
kulma on vy, niin

& =a*+b* — 2abcosy

Todistus. |30, s. 63-64| Tarkastellaan kolmiota ABC, jonka sivut ovat a, b ja
c sekd c:n vastainen kulma on 7. Jos kulma 7 on suora kulma, on kyseessé
Pythagoraan lause, joka on todistettu jo aiemmin téssa tutkielmassa. Tarkas-
telemme tassa todistuksessa siis tapaukset, jossa kulma v on terdva tai tylppa
kulma. Oletetaan, etti sivun b vastainen kulma /3 on teriivd kulma. Olkoon AD
sivua a vastaan piirretty korkeusjana.

Jos kulma v on terdvd kulma kuten kuvassa 3.12, niin

BD
— =cosf —— =cosYy
c
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Kuva 3.12. Kosinilauseen todistus, kun ~ on terévi kulma

Nyt saadaan, etti

a=DBD+ CD = ccos 3+ bcosvy
= ccosff =a— bcos~y

Tamé korottamalla neli6on saadaan yhtdléo muotoon

c?cos? B = a® + b* cos® v — 2abcosy

Toisaalta sinilauseen perusteella

c?sin? B = b?sin? v, joten

c?cos? B = a® + b? cos? y — 2abcosy
c?sin? B = b?sin? vy

= c?cos? B+ c2sin® B = a® + b? cos® v — 2abcosy + b? sin® v

= ¢? (C082 B + sin? B) =a®+? (cos2 7 + sin? 7) — 2abcosy

Viite seuraa téstd, kun kiytetddn sinin ja kosinin peruskaavaa (lause 3.1)

A =a’>+ b —2abcosy

Jos kulma v on tylppa kuvan 3.13 mukaisesti, niin

-3
=|d

= cos [} = —cCos7y
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Kuva 3.13. Kosinilauseen todistus, kun v on tylppa kulma

Nyt saadaan, etta
a=BD —CD = ccos 3+ bcos~y

= ccosf3 =a—bcosy

Tasté todistus voidaan jatkaa samaan tapaan kuin terdvin kulman
tapauksessa.

3.12 Tangenttilause

Lause 3.11. (Tangenttilause) Kolmiolle, jonka kaksi kulmaa ovat v ja B sekd
ndiden vastaavien sivujen pituudet ovat a ja b kuten kuvassa 3.14, on voimassa
tangenttilause

a—p
a_b_tan 9
a+b a+p

tanT

CL C

Kuva 3.14. Tangenttilause
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Todistus. Sinilauseen (lause 3.9) mukaan saadaan

a b

sina  sinf

Olkoon d = —— =~ iolloin a = dsina ja b dsin 3,
S1n & S1n

Nyt saadaan
a—b dsina—dsinf sina—sinf

a+b dsina+dsinf sina+sinf

Sinin ja kosinin yhteen- ja vihennyslaskukaavoista johdettujen kaavojen
mukaan saadaan

+8 a=p

2

a+p

sin o + sin 8 = 2sin “5= cos “5- Jasmcv—smﬁ—Zcoso‘ sin

Talloin tangentin madritelman mukaan saadaan yhtdloé haluttuun muotoon ja
lause todistettua

- : atd gy a=p a8
a—b sina—sinf  2cos sin 952 tan (%5°)
ath

a+b sina+sinf 2s1na+5cos B B taun(o“;r )
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Osa 11

Trigonometria kouluopetuksessa



4 Opetussuunnitelmat seka oppikirjat

Tamaén tutkielman tarkoituksena on selvittié, kuinka trigonometrian opetus on
muuttunut 1950-2000-lukujen vilisend aikana. Tutkielman aineistona on kiy-
tetty vuodesta 1941 vuoteen 2004 mennessd Suomessa julkaistuja oppikoulun
oppiennétyksia sekd keskikoulun, peruskoulun ja lukion opetussuunnitelmia se-
ki opetussuunnitelman perusteita. Néistd julkaisuista on tutkittu niiden ma-
tematiikalle asettamat oppisiséllolliset tavoitteet ja samalla erityistd huomiota
on kiinnitetty trigonometrian oppisisaltoihin. Jokaisen julkaisun vaikutusajal-
ta tutkimukseen on valittu yksi oppikirjasarja. Naistd oppikirjoista on varmis-
tettu, minka oppiennédtyksen tai opetussuunnitelman mukaan oppikirjantekijéit
ovat ilmoittaneet kirjasarjansa laatineen. Kyseisisté oppikirjasarjoista on kiyty
ldpi kaikki osat ja lopulliseen tutkimusaineistoon on valittu kirjat, jotka késit-
televat trigonometriaa. Oppikirjojen oppisisaltoja on vertailtu oppiennéitysten
ja opetussuunnitelmien asettamiin oppisisiltéjen tavoitteisiin, jolloin on pyrit-
ty saamaan kisitys siitd, miten asetetut tavoitteet trigonometrian opetukselle
ovat valittyneet oppikirjojen avulla kouluihin opettajille seké oppilaille. Liséksi
tutkielman kappaleessa 4.12 on luotu katsaus vuonna 2014 hyviksyttyyn Perus-
opetuksen opetussuunnitelmaan sekd Lukion tuntisuunnitelmaan, koska niaiden
mukaisia oppikirjoja ei vield ole ilmestynyt, niin ei nditd voitu ottaa mukaan
varsinaiseen tutkimukseen.

Suomen koulujirjestelmén organisaatiossa on tapahtunut tutkittavalla ajan-
jaksolla merkittavia muutoksia. 1970-luvulla peruskoulu-uudistus oli ndistd muu-
toksista suurin, koska sitd ennen Suomessa oli kansakoulut ja oppikoulut. Varsi-
naisen kansakoulun jalkeen niill4, joilla siihen oli taloudelliset mahdollisuudet,
oli mahdollisuus hakea oppikouluun. Oppikoulu jakautui viisivuotiseen keski-
kouluun ja kolmivuotiseen lukioon. [15, s. 242-248] Peruskoulu-uudistuksen
myo6td kansakoulut ja keskikoulu yhdistettiin peruskouluksi, kun taas lukiot
erotettiin omiksi kouluikseen. [59, s. 24|

Oppikoulujirjestelmé oli padasiassa valtiollinen ja valtio perustikin pelkés-
tddn poikia kouluttavia lyseoita tai tyttolyseoita. Lisdksi perustettiin yksityi-
sia pojille seka tytoille tarkoitettuja yhteislyseoita. Lyseoilla oli hieman erilaisia
painotuksia, jotka on otettu my6s huomioon oppiennétyksissi, joissa on luetel-
tu kaikille koulumuodoille omat oppiennétykset. [15, s. 246-248| Oppikoulu-
jarjestelmén aikana lukiot olivat yleensa linjajakoisia, jolloin yleisimpia linjoja
olivat matematiikan linja ja kielilinja. Molemmissa linjoissa opetettiin matema-
tiikkaa seké kielid, mutta niiden painotuksissa oli eroja. Sen sijaan 1970-luvulla
vahvistetusta lukion opetussuunnitelmasta linjat ovat jaidneet pois, mutta ma-
tematiikan opetus on jaettu lyhyeen ja pitkdian kurssiin. Témé lukion matema-
tiikan jako on sdilynyt siitd asti tdhén paivadn entiselldédn, ainoastaan valilla
niita on kutsuttu hieman eri nimilld, kuten esimerkiksi suppeampi ja laaja op-
pimaara tai lyhyt ja pitkd matematiikka. Lisdksi ensimmadisessd peruskoulun
opetussuunnitelmassa [52] matematiikassa on kiytossd tasokurssit, jonka jil-
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keen tasokursseista on luovuttu peruskoulun opetussuunnitelmen perusteissa.

Tutkimuksessa kiytettyji oppikirjoja voidaan pitda luotettavana tutkimusai-
neistona, koska kouluhallitus tarkasti kdytetyt oppikirjat vuosina 1866-1992.
T4alloin sai kayttda ainoastaan kouluhallituksen tarkistamia ja hyviksymié op-
pikirjoja seké lisdksi opetuksessa tuli noudattaa oppikirjojen sisallollista ra-
kennetta, jolloin tdmé johti oppikirjasidonnaiseen opetukseen. [57, s. 276-277,
293] Tutkimusaineistoon valituista ennen vuotta 1992 julkaistuista oppikirja-
sarjoista on varmistettu niiden olleen kouluhallituksen hyviksymii. Vuoden
1992 jialkeen opetuksen jarjestdja on ollut vastuussa annettujen tavoitteiden
toteutumisesta, jolloin myos oppikirjojen valinnassa on tullut ottaa tdmé seik-
ka huomioon. Tutkimuksessa kiytettyjen vuoden 1992 jilkeen julkaistujen kir-
jojen on varmistettu olleen yleisessd kiaytossd Suomen kouluissa. On kuitenkin
huomioitava, ettd nykydidn mikdin ei velvoita opettajaa eteneméin oppikirjan
sisdltojen mukaisesti vaan sen sijaan opetuksen tulisi rakentua koulukohtaisen
opetusuunnitelman pohjalle.

Oppikirjojen oppisisiltéja on verrattu tdmén tutkielman ensimméisessa
osassa esiteltyyn trigonometrian matemaattisen teorian osa-alueisiin. Keski-
koulun ja peruskoulun aineistoa lapi kiydessa valmistelevaan oppiainekseen on
laskettu kuuluvaksi kulman ja kolmion méaéritelmé, kulmien ja kolmioiden ni-
medminen, kulmien mittaaminen sekd niiden luokittelu.

Lukion pitkdn matematiikan oppikirjojen sisiltoja tutkittaessa huomattiin
tiettyjen asiasisiltdjen sdilyneen melko samanlaisina 1950-luvulta ihan 2000-
luvulle asti. Tutkittavalta ajanjaksolta valituista oppikirjoista kivi ilmi, etté
kaikissa kirjoissa trigonometriset funktiot méaéritelladn yksikkOympyran avulla
kuten kappaleessa 3.2. Yksikkoympyran kiyttoa varten kirjoissa méaaritelladn
yksikkéympyra kuten madritelméssa 2.3, jolloin trigonometristen funktioiden
merkki eri neljinneksissé kiydadn kirjoissa sanallisesti tai kuvallisesti merkki-
kaavoiden avulla kuten kuvassa 3.2. Kaikkien kirjojen oppisisdltoihin kuuluu
my6s suunnattu kulma (kappale 3.1), jonka ohella on kiyty myds vastakulman
kasite sekd vastakulmien trigonometriset funktiot kuten maaritelmassa 3.3. Li-
siksi trigonometristen funktioiden kuvaajien kasittely kuuluu kaikkien eri vuo-
sikymmenten lukion oppikirjoihin, jonka ohella késitelliin radiaanit kulman
suuruudeen mittayksikkond kuten méaéritelméassa 3.2. Osassa kirjoissa trigono-
metristen funktioiden kuvaajat on tullut piirtdé itse ja osasta kirjoista kuvat
loytyvét jo valmiina. Naistd kuvaajista on yleisesti tutkittu trigonometristen
funktoiden jaksollisuutta kuten kappaleessa 3.7. Kaikkien vuosikymmenten kir-
jojen oppisisiltéihin kuuluu sinilause (lause 3.9) seké kosinilause (lause 3.10),
jotka myos todistetaan tai johdetaan kaikissa kirjoissa. Lisdksi yleinen Pyt-
hagoraan lause (3.1) esitetdén kaikissa oppikirjoissa. Jatkossa oppiennétysten
tai opetussuunnitelmien toteutumista pitkin matematiikan oppikirjoissa kési-
teltdessd ei naita edelld mainittuja oppisisialtdja erikseen mainita, jos niiden
késittely ei erityisesti poikkea edelld mainitusta. Lyhyen matematiikan oppi-
kirjojen osalta ei samantyylisid yleistyksid voi tehda, joten ne kisitellddn ta-
pauskohtaisesti kappaleissa, joissa késitellddn lukion oppikirjoja.
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4.1 Vuonna 1941 vahvistetut oppikoulun oppiennitykset

Vuonna 1941 vahvistettujen oppikoulujen oppiennétykset [4, s. 83-96] asettaa
matematiikan opetuksen pdamairiksi kehittda oppilaita ajattelemaan johdon-
mukaisesti sekd tyoskentelemdin suunnitelmallisesti ja méaratietoisesti. Nai-
den matematiikan opetukselle lueteltujen padidméarien seurauksena matematii-
kan opetuksen on ajateltu palvelevan muun muassa maanpuolustuskasvatusta.
Oppiennétyksen laadinnassa on pyritty supistamaan opetussisialtdd, joka on
lisinnyt oppikirjojen tekijoiden sekd opettajien pedagogista vapautta. Taméa
periaate on johtanut siithen, ettd oppiennétyksessé ei ole lueteltu yksityiskoh-
taisesti, mitd kullakin luokka-asteella tulisi opettaa, vaan on pyritty antamaan
opettajalle vain viitteitd kurssin sisalloistd. Oppiennétys antaakin opettajalle
oikeuden karsia oppisisaltoji, koska oppiennétys korostaa, ettd opetuksen laa-
dulla on vain merkitysté eiké niinkéén oppisisaltojen laajuudella. [4, s. 20-21]

Vuoden 1941 oppienndtyksen mukaan opetuksen tuli olla keskikoulussa sel-
vasti konkreettisempaa kuin lukiossa, koska enemmisto keskikoulun oppilais-
ta astui kiytdnnon tydelamiin koulun jilkeen, jolloin he eiviit joutuneet har-
joittamaan opintoja jatko-opinnoissa. Trigonometriaa kasiteltiin keskikoulun
viidennelld luokalla, jolloin opiskeltavaan aineistoon kuuluivat kolmioiden yh-
denmuotoisuuksien padkohdat, tutustuminen terdvien kulmien trigonometrisiin
funktioihin ja niiden kiiyttoon sekd Pythagoraan lause. [4, s. 83-89]

Oppiennatyksessd mainitaan, ettd lukio -opetuksen tulee luoda perusta kor-
keakouluopintoihin. Lukion matemaattisen linjan eli matematiikan pitkin kurs-
sin kahdeksannen luokan oppisisilloiksi luetellaan suorakulmaisten kolmioiden
ratkaisu, trigonometristen funktioiden yleiset méaritelmét, trigonometristen
funktioiden véliset kaavat, vinokulmaisten kolmioiden ratkaisu ja lisiksi maini-
taan myos sovelluksia geometrian, fysiikan ja maantieteen alalta. Lukion kieli-
linjan eli matematiikan lyhyemmaén kurssin trigonometrian oppisisélloissi mai-
nitaan ainoastaan suorakulmaisten kolmioiden ratkaiseminen. 4, s. 83-89|

Vuoden 1941 oppiennétys antaa myos metodiset ohjeet geometrian opetuk-
selle, jonka mukaan opetuksen tulee alkaa valmistelevalla kurssilla ennen kuin
siirrytddn varsinaisiin todistuksiin. Valmistelevalla kurssilla on tarkoitus antaa
oppilaille havaintoon perustuva selked késitys geometrian alkukésitteista seké
perehtyd apuvilineiden, kuten esimerkiksi viivoittimen, kulmaviivoittimen, kul-
mansiirtdjan, astelevyn ja harpin kiayttoon. Koko geometrian opetuksen tulee
olla havainnollista ja kaytdnnollistd, jolloin ei ole tarkoituksenmukaista pitaé
silmalld ainoastaan tieteellistéd tarkkuutta. Kaytannossé tdmé tarkoittaakin, et-
td ennen varsinaisten lauseiden todistusta on hyodyllistd tutkia kiyténnollises-
ti, pitdako lause paikkaansa. Varsinkin trigonometrian opetuksessa tarkeimpa-
nd paamaiarana vuoden 1941 oppiennédtyksen mukaan on antaa oppilaalle selva
késitys trigonometristen funktioiden méaritelmistd sekd funktioiden muutok-
sista ja niiden vilisista riippuvuuksista. [4, s. 93-96]
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4.1.1 Oppiennityksen toteutuminen keskikoulun oppikirjassa

Vuonna 1948 kouluhallituksen hyviksyma Makkosen ja Pimidn kirjoittama
Geometria ja trigonometria I [34] on tarkoitettu keskikoulun matematiikan op-
pikirjaksi. Kirja koostuu kahdesta osasta: valmistavasta oppiméaéristd ja de-
duktiivisesta paattelysti. Kirjan tekijoiden alkulauseen mukaan oppikirjan en-
simmaéinen eli valmistava osa on tarkoitettu lapikaytédviksi keskikoulun kol-
mannella luokalla, joka vastaisi nykyisen peruskoulun seitseménnetta luokkaa.
Toinen osa, jossa kdytetddn johdonmukaisesti deduktiivista etenemista, kuuluu
keskikouun neljannelle ja viidennelle luokka-asteelle. |34, s. 6]

Kirjan valmistavassa osassa kiydaan ldpi erilaisia késitteitd, joita tarvi-
taan myOhemmin trigonometrian opiskelussa. Néiden tavanomaisten valmis-
televien oppiainesten liséksi kirjassa kiyddan 1api komplementti-, suplementti-
ja eksplementtikulma. |34, s. 28-29|

Kirjan toisessa osassa tutustutaan geometrisen tutkimuksen menettelyyn,
jossa oppilaalle esitellidan deduktiivista padttelytapaa ja lauseiden todistamis-
ta. Ensimmaisend todistuksen esimerkkind kirjassa kidydddn kolmion kulmien
summan todistus lauseen 3.4 todistuksen mukaisesti. [34, s. 44-46] Kolmioiden
yhtevenyys ja yhdenmuotoisuus on saanut kirjassa hyvin suuren painoarvon,
kun taas varsinainen trigonometrian osuus on esitetty hyvin lyhyesti.

Trigonometriassa késitellddn pelkdstadn suorakulmaisia kolmioita. Luvun
alussa oppilas ohjataan tutkimaan yhdenmuotoisten suorakulmaisten kolmioi-
den sivujen suhteita, jolloin alustetaan uutena tulevaa asiaa eli trigonometrisia
funktioita. Terdvin kulman trigonometriset funktiot sini, kosini, tangentti ja
kotangentti méaaritellidn maédritelman 2.1 mukaisesti. Tamén jalkeen harjoitel-
laan suorakulmaisen kolmion ratkaisemista trigonometristen taulujen avulla.
[34, s. 127-129]

Kirjassa on myos esitelty Pythagoraan lause, jonka todistus on suoritettu sa-
malla tavalla kuin Eukleideen alkeissa, jolloin se perustuu pinta-alatulkintaan
kuten lauseen 2.1 todistuksen ensimméisessé tavassa on esitetty. [34, s. 102]
Vuonna 1941 vahvistetussa oppiennatyksessa oppisisallot on listattu vain suun-
taa antavasti, joten sen osalta voidaan todeta tutkittavan kirjan siséltdavan kaik-
ki vaadittavat keskikoulun oppisisallét trigonometrian osalta.

4.1.2 Oppiennityksen toteutuminen lukion oppikirjoissa

Tutkimukseen valittiin luontevasti edelld kdydyn keskikoulun oppikirjan Mak-
kosen ja Pimién kirjoittamat jatko-osat Geometria ja trigonometria IT-111, jotka
kattavat sekd lyhyen kurssin ettd pitkdn kurssin oppisisallot. Aluksi kiymme
lapi sekd lyhyeen ettd pitkddn kurssiin kuuluvia oppisisiltdja. Geometria ja
trigonometria IT [35, s. 37—42| sisiltdd hyvin vdhén trigonometriaa, koska ai-
noana asiana kdydédin lipi Pythagoraan lause ja sen sovelluksia. Tamén jalkeen
kirjassa johdetaan vield yleinen Pythagoraan lause (lause 3.1).

Kirjasarjan kolmannen osan [36] ensimméiinen luku kuuluu vield lyhyeen
kurssiin, mutta muut luvut ainoastaan pitkdan kurssiin. Ensimmaéisessa luvus-
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sa esitellddn terdvin kulman (kappale 2.1) ja komplementtikulman (mé&ér. 2.2)
sini, kosini, tangentti ja kotangentti. Trigonometrian peruskaavat (kappale 3.3)
esitellddn kirjassa ja yleisen Pythagoraan lauseen johtaminen on jatetty harjoi-
tustehtiviksi (lause 3.1). Suorakulmaisen kolmion ratkaisemiseen kirja antaa
hyvin tapauskohtaiset ohjeet sen mukaan, mitd osia kolmiosta jo tunnetaan.
Jokaiseen tapaukseen annetaan kirjassa selvd kaava ja ohje ratkaista kolmios-
ta tietyt osat. Trigonometristen funktioiden arvojen méarittidmisen avuksi tu-
tustutaan trigonometrisiin taulukoihin, joiden kiytté6 on mukavinta suorittaa
logaritmeilla. [36, s. 5-19]

Kirjan toinen ja kolmas luku kuuluvat kirjantekijoiden mukaan pitkan kurs-
sin oppiméardin. Toinen luku alkaa aiemmin mééariteltyjen trigonometristen
funktioiden sinin, kosinin, tangentin ja kotangentin yleistdmiselld, jossa apu-
na kiytetdan yksikkOympyrad. Trigonometristen funktioiden jilkeen kirjassa
esitellian palautuskaavat, joiden avulla terdvida kulmaa suurempien kulmien
arvot pystytddn lausumaan terdvien kulmien trigonometristen funktoiden ar-
vojen avulla. Naita kaavoja tarvitaan erityisesti trigonometrisia taulukoita kéy-
tettdessa funktioiden arvojen méarittdmiseen, koska taulukoissa mainitaan ai-
noastaan trigonometristen funktoiden arvot teréville kulmille. Palautuskaavat
perustuvat aiemmin esiteltyihin suplementti- ja eksplementtikulmien trigono-
metrisiin kaavoihin (lause 3.3). Néiden kaavojen lisdksi kirjan toisessa luvussa
esitellddn hyvin paljon erilaisia trigonometrisia kaavoja ja niiden johtoja, ku-
ten esimerkiksi sinin, kosinin seki tangentin yhteen- ja vihennyslaskukaavat
(lauseet 3.5 ja 3.6), kahden sinin tai kosinin summa- ja erotuskaavat seké kak-
sinkertaisten kulmien ja kulman puoliskon kaavat. |36, s. 20-40]

Kirjan kolmannessa luvussa kdyd&dan lapi enemmaén kolmioita koskevia lausei-
ta ja kaavoja seké vinokulmaisen kolmion ratkaisemista. Sinilauseen (lause 3.9)
ja kosinilauseen (lause 3.10) lisiiksi kirja esittelee tangenttilauseen (lause 3.11).
Namaé lauseet todistetaan tdmén tutkimuksen matemaattisen teorian osassa esi-
tetylld tavalla. Vinokulmaisen kolmion eri osien ratkaisemiseen annetaan hyvin
kaavamaiset ohjeet eri tilanteisiin, jos kolmiosta tunnetaan esimerkiksi kaksi
sivua ja ndiden vilinen kulma tai kaksi sivua ja toisen vastainen kulma tai kak-
si kulmaa ja pinta-ala tai kaksi kulmaa ja sisdéin piirretyn ympyran side. [36,
s. 41-62]

Vuonna 1941 vahvistetut oppiennitykset eivit antaneet kovin tarkkoja oh-
jeita lukion oppisisilloistd, joten tutkittavan oppikirjasarjan voidaan todeta
noudattavan oppiennétyksia. On kuitenkin hyvin tulkinnan varaista, mité kaik-
kea oppiennétysten hyvin ympéripyoreit maininnat oppisisalloista tarkoittavat.
Néin ollen on hyvin vaikea sanoa, ettd ylittyyko jopa lukion oppimééara kirjassa
osittain. Ainakin lyhyen kurssin osalta oppiennétyksissi mainittiin ainoastaan
suorakulmaisten kolmioiden ratkaiseminen, jolloin voidaan paatelld, ettad trigo-
nometristen peruskaavojen kisittelyn menevin oppisisaltona ylitse oppienné-
tysten asettamista tavoitteista.
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4.2 Vwonna 1958 vahvistetut keskikoulun
oppiennatykset

Vuonna 1958 ilmestyneessd ryhmékirjeessi keskikoulujen rehtoreille [19] asia-
na on keskikoulun matematiikan oppiennétykset. Oppiennétyksessd mainitaan
keskikoulun matematiikan opetuksen padmédraksi antaa oppilaille sellainen
maird matemaattista koulutusta, jota heiltd voidaan kohtuudella edellyttiaé
sekd, yleissivistyksen ettd kdytdnnollisten ja teoreettisten jatko-opintojen vaa-
timukset huomioon ottaen. Opetuksen padmaérissd mainitaan myos, etti ope-
tuksen tulee antaa oppilaille riittava taito geometrian ja trigonometrian perus-
teisiin.

Oppiennityksessd on lueteltu oppisisillot, jotka ovat samanlaiset trigono-
metrian osalta sekd kahdeksanluokkaisten lyseoiden ja yhteislyseoiden keskikou-
luasteella, yhdeksidnluokkaisten tyttolyseoiden keskikouluasteella, kuusiluokkai-
silla tyttokouluilla sekd kuusiluokkaisilla poika- ja yhteislyseoilla. Trigonomet-
riaan liittyvissa oppisisdlloissa kdydaan lapi kulma ja muita peruskésitteit,
kolmion kulmien summa, terdvin kulman trigonometriset funktiot ja niiden
sovelluksia seké Pythagoraan teoreema.

4.2.1 Oppiennityksen toteutuminen keskikoulun oppikirjassa

Kouluhallituksen hyviksyméa Viisilén kirjoittama Keskikoulun geometria -op-
pikirja [60] on hyvin samankaltainen kuin edeltdjansd. Oppikirjan ensimmaéises-
sd luvussa kdydaidn ldpi valmistelevaa oppiainesta. Lisdksi my6s téssd oppikir-
jassa kiydaan lapi kasitteet komplementti- suplementti- ja eksplementtikulma.
Kirjassa kulman mittaamisen yhteydessa esitelldin kulman mittayksikoksi aste
ja tarkemmissa mittauksissa kerrotaan kiytettdvin myos minuuttia ja sekun-
tia. Ensimméinen luku rakentuu hyvin pitkélti havainnoille, jossa on suoritettu
vain muutamia lyhyitd deduktiopdatelmii, joista yhtend esimerkkina on kol-
mion kulmien summan todistus (lause 3.4). [60, s. 23]

Toisessa luvussa kiydaan lapi kulmien laskemista. NeliGjuuren késite kay-
ddan lapi alustavasti, koska sitd tarvitaan Pythagoraan lauseen avulla méaari-
tettdessd suorakulmaisen kolmion sivun pituutta. Pythagoraan lause todiste-
taan oppikirjassa kahdella tavalla, joista ensimmaéinen on sama kuin Eukleideen
alkeissa ja toisessa konstruoimalla kaksi yhtdsuurta neliotd kuten lauseen 2.1
todistuksen 3. tavassa on esitetty. [60, s. 47-48]

Terdvin kulman trigonometriset funktiot sini, kosini, tangentti ja kotan-
gentti on médritelty hyvin havainnollisesti matemaattisten symbolien avulla
seké sanallisesti. Trigonometristen funktioiden arvon méairittdmisen avuksi on
esitetty trigonometristen funktioiden arvojen taulukko ja kirjassa opastetaan
taulukon kiyttoon. Edeltdjastadn poiketen tassa keskikoulun oppikirjassa kéy-
dddn lapi komplementtikulmien trigonometriset funktiot (méér. 2.2). Lisédksi
oppikirjassa on kiyty ldpi trigonometristen funktioiden arvon muuttuminen
kun kulma a kasvaa 0°:sta 90°:een kuten esimerkissa 4.1, jolloin trigonomet-
risten funktioiden tutkiminen muistuttaa hieman tutkimuksen kappaleen 3.7
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késittelyd hyvin alkeellisella tasolla ilman kuvaajia.

Esimerkki 4.1. Kun kulma « kasvaa 0°:sta 90°:een, niin sin o kasvaa 0:sta
1:een.

Kirjan oppisisiltoja verrattaessa oppiennityksen asettamiin tavoitteisiin
voidaan todeta, ettd kirja toteuttaa ndmé tavoitteet hyvin. Kirjasta on kui-
tenkin loydettavissa asioita, jotka ylittavit selvasti oppiennédtysten asettamat
tavoitteet, kuten esimerkiksi trigonometristen funktioiden arvon muuttumisen
tarkastelu sekd komplementtikulmien trigonometriset funktiot.

4.3 Vwuonna 1960 vahvistetut lukion matematiikan
oppiennatykset

Yleiskirjeessd valtion ja yksityisten oppikoulujen sekd kansakoulun yhteydes-
sd, toimivien keskikoulujen rehtoreille [20] esitelladn lukion matematiikan op-
piennétykset. Oppiennétyksessi on lueteltu matematiikan opetuksen metodisia
ohjeita, joissa korostuu ajatus siitd, ettd jokaisella oppilaalla tulisi olla hénen
omalle taitotasolleen sopivia tehtdvid. Tatd perustellaan silld, ettd oppilaat
saavat tyydytystd matematiikan opiskelusta erityisesti silloin, kun he saavat
ratkaista tehtévia, joissa on heille sopivasti haastetta. Sopivien tehtavien avul-
la oppiennédtyksen mukaan voidaan yllapitda oppilaiden harrastuneisuutta seké
kiinnostusta matematiikkaa kohtaan.

Lukion ensimmadiselle vuodelle matemaattisen linjan eli pidemmén kurssin
oppisisiltéihin on listattu Pythagoraan teoreema, seuraavalla luokka-asteella
kiydaan lapi trigonometriset funktiot ja niiden vilisia kaavoja, trigonometris-
ten taulujen kiyttod, suora- ja vinokulmaisen kolmion ratkaiseminen ja niihin
liittyvid sovelluksia seké trigonometristen yhtéldiden ratkaiseminen. Oppikou-
lun kahdeksannen luokan oppisisdltoihin ei kuulu trigonometriaa.

Oppiennitykseen on laadittu oppiméirian tarkempi selvittely, jossa kdy il-
mi joitakin oppisisiltoji, joita ei varsinaisessa oppisisiltdjen luettelossa maini-
ta. Témén tarkemman oppiméairi selvittelyn mukaan lukion matemaattisella
linjalla trigonometriassa késitellidn trigonometristen funktioiden vélisten pe-
ruskaavojen lisdksi trigonometristen funktioiden yhteenlasku- ja vihennyslas-
kukaavat sekd niistd valittomaésti johdettavat kaavat. Oppiennétyksen mykaan
padhuomio trigonometrian opetuksessa tulee kiinnittaa kaavojen hyvaan hallin-
taan seki trigonometristen funktioiden riippuvuuteen kulman suuruudesta ja
niiden jaksollisuuteen. Vinokulmaiset kolmiot ratkaistaan sini- ja kosinilauseita
kiyttden. Trigonometrian tehtivit sekd harjoitukset tulee olla hyvin kiytdnnol-
lisid ja arkielamaédn liittyvia sovelluksia.

Oppiennétyksissd luetellaan my6s lukion kielilinja ja tyttélyseoiden mate-
maattisen linjan eli lyhyen kurssin oppisisillot. Namé oppisisallét on kuiten-
kin esitelty hyvin véljasti, jolloin niihin on jaényt hyvin paljon tulkinnanvaraa
niin oppikirjan tekijdille kuin opettajille. Viljyys selittyy kuitenkin silld, et-
ta esimerkiksi kielilinjoilla saattoi olla eri tuntimédrat matematiikkaa, jolloin
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oppiennitysten antamia oppisisdltoji kiytiin sen verran kuin se ajallisesti oli
mahdollista. Oppisisélldssa trigonometrian osalta ei mainita muuta kuin keski-
koulussa opittujen asioiden tdydentavad kertausta trigonometristen laskutehta-
vien avulla. Tarkemmassa oppimaédrdan selvittelyssd oppisisidltoihin mainitaan
kuuluvaksi Pythagoraan lause ja trigonometristen funktioiden véliset kaavat.

4.3.1 Oppiennityksen toteutuminen lukion oppikirjoissa

Kalle Viisédlan Lukion geometria -oppikirjan oppisisallét kuuluvat seké lyhyeen
ettd pidempéin kurssiin. Ainoana trigonometrian liittyvané asiana kirjassa kéy-
ddin Pythagoraan lause. |61, s. 122-124| Kirjan hyvin suppean trigonometrian
siséllon voidaan todeta olevan puutteellinen lyhyen kurssin osalta, koska se ei
tayta kaikkia oppiennityksessi lyhyelle kurssille lueteltuja oppisisdltéjen vaati-
muksia, joihin kuuluisi esimerkiksi trigonometristen funktioiden véliset kaavat.

Viisalan kirjoittama Trigonometria [62] kisittdd kokonaisuudessaan lukion
pidemmaén kurssin trigonometrian. Kyseisen oppikirjan siséltd on hyvin pitkal-
ti sama kuin edeltdjansid Pimidn ja Mikkosen oppikirja Geometria ja Trigono-
metria IT-TIT [35][36]. Oppisisdltojen vastaavuuden lisdksi asiat on kiyty lapi
oppikirjoissa samalla tavalla ja asioiden painotukset vastaavat toisiaan. Ainoas-
taan lauseessa 3.11 esitelty tangenttilause ei kuulu Viisdldn oppikirjan oppisi-
saltoihin, kun taas kirjassa kiydéan lapi trigonometristen funktioiden arvojen
madrddminen graafisesti. Lisdksi kirjaan on laadittu taulukko, jossa trigono-
metriset funktiot on lausuttu toisten trigonometristen funktioiden avulla kuten
lauseessa 3.2. Oppikirja-analyysin perusteella voidaan todeta, ettd oppienné-
tyksen asettamat oppisisillolliset tavoitteet toteutuvat moitteettomasti Vaisa-
l&n kirjoittamissa lukion pidemmaén kurssin oppikirjoissa. Kuitenkaan Viisilin
oppikirjat eiviat auta opiskelijoita 16ytaméaédn itselleen sopivan tasoisia tehté-
vid, vaikka oppiennétyksessd se pidettiin hyvin tarkedna. Talta osin oppikirja
jattaa jokaiselle opiskelijalle sopivien harjoitustehtivien 16ytdmisen opettajien
tehtaviksi. Sen sijaan Vaisildn oppikirjoissa korostuu se, ettd oppiennétyksen
mukaan trigonometrian opetuksessa tulee kiinnittda huomiota kaavojen hyvain
hallintaan. Tama ndkyy parhaiten kirjassa valmiiksi johdettujen trigonomet-
risten funktioiden vélisten kaavojen suurena méaarana.

4.4 Vuoden 1970 peruskoulun matematiikan
opetussuunnitelma

1970-luvulla matematiikan opetus on ollut melkoisen myllerryksen keskelld, jol-
loin erilaisia opetuksen oppisisillollisid tavoitteita ja opetukseen annettuja oh-
jeita on ollut monia. Téassa kappaleessa luodaan yleiskatsaus néistéd julkaisuis-
ta, jotka ovat vahvimmin vaikuttaneet peruskoulun matematiikan opetukseen
kyseisené aikana. Merkille pantavaa on se, ettd 1970-luvulla pyrittiin toteutta-
maan uudeksi matematiikaksi kutsuttua matematiikan opetuksen kokonaisuu-
distusta samaan aikaan peruskouluun siirtymisen kanssa.
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Vuonna 1972 vahvistettu keskikoulun matematiikan opetussuunnitelma [22,
s. 24-37| luo pohjaa peruskoulun opetussuunnitelman joustavalle kiyttoono-
tolle. Keskikoulun opetussuunnitelman laadinnassa on pidetty silméalld vuon-
na 1970 ilmestynyttd Peruskoulun Opetussuunnitelmakomitean mietintoa I1
[52, s. 140-151], jonka mukaan matematiikan opetuksessa tulee pyrkid edis-
tadmadn oppilaiden kokonaiskehitysta. Lisiksi keskikoulun opetussuunnitelman
metodisissa ohjeissa kehotetaan lukijaa perehtyméan Peruskoulun Opetussuun-
nitelmakomitean mietinnéssé annettuihin ohjeisiin tyGtavoista.

Vuoden 1972 keskikoulun matematiikan opetussuunnitelman mukaan keski-
koulun ensimmaiselld luokalla tutustutaan kulman kisitteeseen ja harjoitellaan
harpin kiyttod. Neljannelld luokalla uutena oppiaineksena tulee Pythagoraan
lause. Viidennelld luokalla perehdytdan suorakulmaisen kolmion trigonometri-
aan ja kayddan lapi Pythagoraan lauseen sovelluksia. [22, s. 29-30]

Peruskoulun opetussuunnitelmakomitean mietinndssa I tyotavoissa koros-
tetaan oppiaineksen yksilollistdmista ja eriyttdmistd. Sen mukaan oppikirjojen
tulisi erottaa perusoppiaines, johon kaikkien tulisi perehtyd sekd tdman téy-
dennyksend kdytetty lisdaines sekéi varsinaiset lisdkurssit. Néin oppiaineksen
avulla voitaisiin tarjota oppilaille mahdollisimman yksil6llisid mahdollisuuksia,
jolloin jokaiselle oppilaalle 16ytyisi mahdollisimman sopivan tasoisia tehtavii ja
oppiainesta. Mietinndssa on lueteltu oppiaines luokka-asteittain, mutta trigo-
nometrian osalta oppiaines on lueteltu hyvin suurpiirteisesti. Mietinn6n mu-
kaan peruskoulun kahdeksannella luokalla keskikurssilla aloitetaan trigonomet-
rian Kkésittely ja laajalla kurssilla kisitellidn tasokuvioiden ominaisuuksia ja
trigonometriaa. Yhdeksdnnen luokan yleiskurssin oppiainekseen on lueteltu ta-
sokuvioiden ominaisuuksien ja trigonometrian kasittely, kun taas keskikurssilla
ja laajalla kurssilla kisitellidn trigonometrian ja vektoreiden kdyttdd geomet-
riassa. [52, s. 148-149] Opetussuunnitelman antamat suunnat trigonometrian
opetukseen on hyvin viljét, jolloin se on omalta osaltaan antanut hyvin paljon
tulkinnanvaraa sekd oppikirjantekijoille ja opettajille. Tasta syystd peruskou-
lun opetussuunnitelman rinnalle on julkaistu POPS-70 opas, jonka tavoitteena
on auttaa opettajia toteuttamaan opetussuunnitelman tavoitteita. [21]

Naiden edelld mainittujen opetussuunnitelmien lisiksi 1970-luvulla mate-
matiikan opetukseen vaikutti vahvasti vuonna 1967 julkaistu Pohjoismaisen
matematiikan opetuksen uudistuskomitean mietinto ja se muodosti pohjan ma-
tematiikan opetuksen uudistamiselle kaikissa Pohjoismaissa. Kyseisen mietin-
non myotd Suomessa uudistui samanaikaisesti sekd koko koulujérjestelmé et-
td matematiikan opetus, joka koki niin radikaalin muutoksen, ettd sitd alet-
tiin kutsumaan uudeksi matematiikaksi. Téalld uudistuksella pyrittiin siihen,
ettd ymmaértidmiseen pohjautuvan opettamisen avulla oppilaiden matemaatti-
nen ajattelu kehittyisi saumattomasti jo peruskoulun ensimmaisistd vuosista
lahtien. [53]

Uudistuksen tuomien muutosten my&td matematiikan sisdisid painotuksia
muutettiin huomattavasti. Nakyvin uudistuksen piirre oli muodollisuuden voi-
makas korostuminen opetuksessa joukko-opin ja logiikan vélitykselld. Sovelta-
minen ja perinteinen ongelmanratkaisu véhenivit voimakkaasti. Seppéald tuu-

43



mii, ettd uuden matematiikan kannattajat olivat luultavasti sitd mielté, et-
td kun asioita kisitelliin matemaattisen muodollisesti heti alusta pitden, niin
soveltamis- ja ongelman ratkaisutaidot tulevat ikddn kuin kaupan paéille. Uu-
distuksen tuomien uusien oppisisdltéjen myota yldasteen laajan kurssin sisilto
oli 1970-luvulla paljon laajempi kuin aiemmat keskikoulujen tai nykyisen yla-
koulun matematiikan oppisisillot. [55] Muutos aikaisempaan nékyi esimerkiksi
siind, ettd aikaisemmin vallalla ollut matematiikan kolmijako aritmetiikkaan,
algebraan ja geometriaan sai viistyd kokonaan [28, s. 49]. Geometrian osuus vé-
heni voimakkaasti sekd euklidisesta geometriasta luovuttiin, joka oli kuulunut
vuosisatojen ajan Suomessa matematiikan oppisisaltéihin [55]. Lisdksi uusien
oppisisiltdjen sekd uuden matematiikan tuomien opetusihanteiden my6ta myos
deduktiivisesta todistusperinteesti luovuttiin [28, s. 49]. Kynigos toteaa, etté
suuntaus on ollut tutkimuksellisesti perusteltu, koska peruskoulun yldasteen
koko ikdluokalle tarkoitettu yhteinen oppiaines ei merkittdviassa méaérin voi pe-
rustua deduktiivisen metodin kiayttoon, silld useimmat oppilaat eivit ole vield
tassa vaiheessa kypsid deduktiiviseen tarkastelutapaan muutoin kuin ulkomuis-
tiin perustuvaan oppimiseen [56, s. 18].

Uudistuksen seuraamukset ja tavoitteet ovat keskendén kuitenkin hieman
ristiriitaisia. Suurista ennakkovalmisteluista huolimatta uusi matematiikka ajau-
tui lukuisten ristiriitojen myota vaikeuksiin. Syynd uuden matematiikan luo-
miin ristiriitoihin ja uudistuksen kariutumiseen on luultavasti se, etta joukko-
oppia ei osattu kiyttdd metodisena apuvilineend, niin kuin uudistuksessa oli
alunperin tarkoitus. [55, s. 10-11| Alaluokkien laskennonopetuksen perustami-
nen joukko-opin kisitteistéon oli yhta outoa opettajille kuin lasten vanhemmil-
lekin. Alaluokkia opettivat usein vanhat kansakoulun opettajat, joille tarjottiin
uuteen matematiikkaan liittyvda tdydennyskoulutusta, mutta he eivit voineet
omaksua uusia asioita muutamassa paivissi tai viikossa. Yleiseen tietoisuuteen
levisikin tuohon aikaan késitys, etteivit lapset opi laskemaan. Néiin saattoikin
jossain méaarin olla, vaikka ongelma oli ehkd opetuksen laadussa eikd sen si-
sallossd. Matematiikan kannalta katsottuna uudistuksen ajatus ei suinkaan ole
mieleton, mutta sen toteuttaminen olisi edellyttanyt alaluokkien opettajilta ta-
vatonta uusiutumiskykyé. Sorvali arveleekin uuden matematiikan olleen mai-
nettaan parempi, mutta ehké se soveltui kuitenkin paremmin matemaattisesti
lahjakkaille oppilaille. [59, s. 26|

Pohjoismaisen matematiikan opetuksen uudistuskomitean mietinndssa on
esitetty ehdotus peruskoulun opetussuunnitelmaksi, joka sisaltad kurssikohtai-
sen esittelyn oppisisalldista. Naiden oppisisaltojen mukaan trigonometrian ope-
tuksen luonne eroaa edeltdjistiin huomattavasti. Trigonometrian opetus on
kohdistettu kahdeksannelle luokalle, jolloin oppisisilldissd on mainittu yksik-
koympyran kiytto trigonometristen funktioiden méarittelyssa. Lisdksi trigono-
metrian oppisisaltéihin kuuluu sini- ja kosinifunktioiden kuvaajien piirtdminen
koordinaatistoon, johon tarvittavat lukuparit saadaan suorittamalla mittauk-
sia yksikkOympyrastd. Oppisisiltojen sovelluksina on kulmien ja sivujen laske-
mista suorakulmaisessa kolmiossa kiyttden taulukkoja ja laskuviivainta. [53,
s. 52,74]
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1970-luvun alkupuolella Suomen matematiikan opetukseen vaikuttanut, Poh-
joismaisen matematiikan opetuksen uudistuskomitean mietinnén tuoma “uusi
matematiikka” aiheutti kovaa kritiikkié, jonka my&td matematiikan opetusuun-
nitelman todettiin olevan liian laaja kiytettiavissa olevaan opetustuntimairain
niahden. Erddna tarkeina uudistuksena opetussuunnitelmassa pidettiin spiraa-
liperiaatetta, jolla tarkoitettiin lihinné sitéd, ettd monet matemaattiset késit-
teet késitelldsin jo koulun ensimmaisilla luokilla. Tamén jalkeen samaan asiaan
palataan toistuvasti seuraavina kouluvuosina niin, ettd jokaisen késittelyn yh-
teydessd liitetddn oppiainekseen yha laajempia kokonaisuuksia. Nain vihitel-
len edetddn asian tdydelliseen ymmartamiseen ja hallintaan. Tata spiraalira-
kennetta pyrittiin noudattamaan juuri uuden matematiikan osalta uusissa op-
pikirjoissa pilkkomalla oppiainesta hyvin sirpalemaiseksi, jolloin se johti hyvin
pinnalliseen oppimiseen. |28, s. 49-54| Opettajat alkoivatkin kutsumaan spi-
raalirakennetta hyvin kuvaavasti sipaisuperiaatteeksi [55, s. 11]. My&s oppikir-
jat saivat voimakasta kritiikkid osakseen oppiaineksen sirpaleisuudesta. Niiden
ongelmakohtien noustessa esiin kouluhallitus asetti peruskoulun matematiikan
opetuksen kehittdmistyoryhmén, jonka tehtéviksi tuli laatia ehdotus peruskou-
lun matematiikan oppiaineksesta. |28, s. 49-54]

Joukko-oppihysterian selkeyttdmiseksi kouluhallitus julkaisi vuonna 1976
ehdotuksen peruskoulun perustavoitteista ja perusoppiaineksesta [23|, jonka
avulla haluttiin ottaa takapakkia ja palata takaisin perusteisiin. Kyseinen toi-
menpide oli kansanvilistd perua ns. Back to Basics-liikkeelle, joka Suomessa
vaikutti oppikirjojen kautta varsinaisesti 80-luvulla [55, s. 11]. Ehdotuksessa
on listattu perusoppiaines, jonka oppilaan tulisi hallita yhdeksdnnen kouluvuo-
den paattyessd. Tahdn oppiainekseen on listattu kuuluvaksi sini- ja tangentti-
funktion médritelmé yksikkOympyran avulla, jolloin opetuksessa tulisi samalla
korostaa yhteyttd suorakulmaiseen kolmioon ja sen ratkaisemiseen soveltavien
tehtavien avulla. Lisdksi oppilaan tulisi osata méaérittaé trigonometristen funk-
tioiden arvoja taulukon, laskuviivaimen tai laskimen avulla. [23|

4.4.1 Opetussuunnitelman toteutuminen peruskoulun oppikirjoissa

Tutkimukseen valittiin peruskouluun tarkoitettu, kouluhallituksen hyviksyma
sekd peruskoulun opetussuunnitelmaa noudattava Matematiikan tiedot -oppi-
kirjasarja. Kirjasarjan ensimméisessa eli seitseménnelle luokalle tarkoitetussa
kirjassa [63] kiyd&én lapi valmistelevaa oppiainesta varsinaisen trigonometrian
opetusta varten, mutta varsinaisiin trigonometrian oppisisaltoihin kirjassa ei
vield menné. Sen sijaan seitsemannen luokan kirjassa kiyddan 14pi geometristen
asioiden todistaminen.

Kahdeksannen luokan kirjassa [64] nékyy hyvin Pohjoismaisen matema-
tiikan opetuksen uudistuskomitean mietinndn tuomat muutokset koulumate-
matiikkaan trigonometrian osalta. Kirjassa méaritellddin yksikkéympyré, jonka
avulla méaritelladn trigonometrisistd funktioista sini ja kosini. Maarittelyn jil-
keen tutustutaan edelli esiteltyjen trigonometristen funktioiden kuvaajien kul-
kuun, kun kulma on 0°—90° vililld. Trigonometristen funktioiden arvon méarit-
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tamistd opetetaan taulukoiden, laskutikun ja laskimen avulla, mutta suurim-
man painoarvon kirjassa saa laskutikun ja taulukoiden kiyttd. Pythagoraan
lauseen todistus suoritetaan yhdenmuotoisuudesta saatujen verrantojen avul-
la, mutta tdméa on kuitenkin merkitty vain laajan kurssin oppisisilloksi. Lisaksi
kirjassa esitellddn laajaan oppimairaan kuuluvaksi yleinen Pythagoraan lause
(lause 3.1), jonka voimassaolosta kaikille kulmille mainitaan, mutta téssd vai-
heessa sitd kiytetdan kuitenkin vain teréville kulmille. Trigonometrian osuu-
den lopuksi tutustutaan suorakulmaiseen kolmioon koordinaatistossa, jolloin
madaritellddn trigonometriset funktiot sini ja kosini suorakulmaisessa kolmiossa
méadritelmén 2.1 mukaisesti.

Yhdeksénnen luokan kirjassa [65] jatketaan trigonometrian kisittelyd. Kah-
deksannen luokan kirjassa trigonometristen funktioiden sinin ja kosinin maérit-
telyjoukko oli 0° < a < 90°, mutta yhdeksdnnelld luokalla kulmien késittelyé
laajennetaan, jolloin trigonometristen funktioiden méarittelyjoukoksi asetetaan
0° < a < 360°. Tamén jdlkeen uutena asiana méadritellddn tangentti maéritel-
man 3.1 mukaisesti sinin ja kosinin osamdédrand. Tangenttia ei siis médritella
kuitenkaan yksikkoympyran avulla. Uuden trigonometrisen funktion méiritte-
lyn jilkeen tutustutaan laskutikun kiyttoon ja tarkastellaan tangenttifunktion
kuvaajaa. Lopuksi maaritellddn vield tangentti suorakulmaisessa kolmiossa.

1970-luvulla ohjeita peruskoulun oppisisilloistd on ollut useita, joissa si-
sillot ovat vaihdelleet. Tasta syysta oppikirjantekijoilla ei ole kyseiseni aika
ollut mitdén selked linjaa, jonka mukaan toimia. Voidaankin todeta, ettd tut-
kimukseen valitun ylikoulun oppikirjasarjan sisélloisséd nikyy hyvin vahvasti
Pohjoismaisen matematiikan uudistuskomitean mietinnén tuomat muutokset
koulumatematiikkaan. Kyseisen kirjasarjan kirjat eroavat hyvin paljon edel-
tdjistddn. Suurimpana erona aiempiin oppikirjojen sisdltéihin on hyvin laaja
asiasisélto sekd trigonometristen funktioiden méarittely yksikk6ympyrian avul-
la. Lisdksi analysoinnissa kivi ilmi, ettd vuonna 1976 julkaistun Ehdotus pe-
rustavoitteiksi ja perusoppiainekseksi peruskoulussa [23] listatut oppisiséllot ei
kuitenkaan tdysin tdyty oppikirjasarjassa, koska tangenttia ei maaritelld yksik-
kéympyran avulla. Muilta osin kirjasarjan voidaan todeta toteuttavan Perus-
koulun opetussuunnitelman asettamat oppisisiltotavoitteet.

4.5 Vuoden 1973 lukion matematiikan
opetussuunnitelma

Korkeakoulujen matematiikan sekd peruskoulun ja keskikoulun matematiikan
opetuksen uudistumisen ja pitkddn jatkuneen kehitystyon myotd myos lukion
opetussuunnitelmaa tuli uudistaa ja ajanmukaistaa. Vuoden 1973 lukion mate-
matiikan opetussuunnitelmassa |22, s. 38-56| matematiikan opetuksen yleista-
voitteena on, ettd lukion tulee antaa opiskelijoille perusteellinen valmius erilai-
siin jatko-opintoihin ja herdttda harrastuneisuutta matematiikan kisitemaail-
maa kohtaan. Pitkélla kurssilla lahinné tdhditdin matemaattis-luonnontieteel-
lisiin ja teknisiin jatko-opintoihin. Lyhyelld kurssilla sen sijaan tdhdatdan 14-
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hinnd humanistisiin, yhteiskuntatieteellisiin seké palvelu- ja kauppa-alan jatko-
opintoihin, mutta kuitenkin samalla ottaen huomioon fysiikan opetussuunnitel-
mien asettamat vaatimukset.

Opetussuunnitelman uudistuksen pohjana on pidetty 1dhinn& Pohjoismai-
sen Matematiikan Opetuksen Uudistamistoimikunnan (PMOU:n) ehdotuksia,
jolloin lukion matemaattisen opetuksen erityistavoitteet voidaan tiivistaé seu-
raavasti: laskuteknisten valmiuksien hankkiminen, matematiikan loogiseen ja
abstraktiin rakenteeseen tutustuminen sekd matematiikan soveltaminen.

Uudistuksen my6ta oppiaines lisddntyi paljon myo6s lukion kohdalla. Lukion
pitkdn matematiikan kursseissa ei monilta osin ollut juurikaan eroa yliopiston
matematiikan perusopintojen kursseihin. [55, s. 10] Tésta syystéd lukion kurs-
seja jouduttiin uudistamaan hyvin radikaalisti. Suurin tillainen muutos van-
hoihin lukion oppiennétyksiin verrattuna tapahtui geometrisen oppiaineksen
kasittelyssid. Tama muutos tarkoitti kiytannossa Eukleideen mukaiselle syste-
matiikalle perustuvasta esityksestd luopumista ja geometrisluonteisista tarkas-
teluista siirryttiin suurelta osin vektoreiden kdyttoon. Samalla jatettiin pois
harppi-viivain konstruktiot. Lisdksi trigonometristen yhtéldiden ratkaisemisen
harjoittelua karsittiin aivan perustapauksiin. Uudistettuun lukion opetussuun-
nitelmaan on laadittu myo6s lista pohjatiedoista, jotka edellytetddn oppilailta
lukioon siirryttdessid. Geometrian ja trigonometrian osalta pohjatietoihin on
listattu yksinkertaisten geometristen tasokuvioiden alkeellisten ominaisuuksien
hallinta sekd Pythagoraan lause.[22, s. 41-42| Uudistuksen tuomat lukion uu-
det oppiméérit osoittautuivat kuitenkin pian liian laajoiksi ja matematiikan
muodollisuus aiheutti peruskoulun liséksi my6s lukion puolella vastustusta |55,
s. 11].

Lukion vuoden 1973 opetussuunnitelman mukaan lukion Iyhyen kurssin en-
simmaisen vuosikurssin sisaltéén kuuluu trigonometrian osalta trigonometris-
ten funktioiden méadritelmit, funktioiden sin (x) ja cos (z) kuvaajat ja suora-
kulmaiseen kolmioon liittyvid laskuja. Pitkdn kurssin trigonometrian oppiai-
nes on sijoitettu myos ensimmadiseen vuosikurssiin. Trigonometrian opetetta-
viin oppisisdltoihin kuuluu Pythagoraan lause, sinilause ja kosinilause. Lisdksi
opetusuunnitelma listaa oppiainekseen kuuluvaksi yleisesti trigonmetriaa, jota
tarkennetaan opetussuunnitelman kohdassa huomautuksia pitkin kurssin eri
kohtiin. Né&issd huomautuksissa [22, s. 54| trigonometrian opetukseen luetel-
laan kuuluvaksi:

° Radiaani

° Trigonometristen funktioiden méaéritelmét, jaksollisuus ja kuvaajat

. Trigonometriset funktiot toistensa avulla lausuttuina

. Kahden kulman summan ja erotuksen kosinin ja sinin kaavat

° Trigonometristen yhtéloiden ja epdyhtéloiden ratkaiseminen (ainakin tyyp-

pid sin kz = a olevat yhtélot sekd vastaavat epayhtélot hallittava)
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4.5.1 Opetusuunnitelman toteutuminen lukion oppikirjoissa

Tutkimukseen valittu lyhyen kurssin oppikirja Matematiikka 10 [8] noudat-
taa oppikirjan tekijoiden mukaan syksylld 1973 voimaan tullutta lukion mate-
matiikan opetussuunnitelmaa. Oppikirja-analysoinnissa kivi ilmi, etté kirjassa
toteutuvat opetussuunnitelmassa asetetut oppisiséllét. On kuitenkin selvisti
ndhtavissi, ettd kirja sisidltda runsaasti oppisiséiltoji, joihin ei viitata opetus-
suunnitelmassa. Ensinnikin edeltijistddn poiketen kirjassa kidydadn trigono-
metristen funktioiden sinin, kosinin, tangentin ja kotangentin maaritelmét yk-
sikk6ympyran avulla kuten méaritelméssa 3.1 ja samalla kilyddén 1dpi suunnat-
tu sekd yli 360 asteen kulma (kappale 3.1). Opetussuunnitelman mukaan tri-
gonometrisisti funktioista sinin ja kosinin kuvaajia tulee tutkia, mutta nédiden
lisiksi kirjassa perehdytdin myds tangentin kuvaajaan. Kuvaajien tulkinnan
ohessa kiydadn lapi myos funktioiden jaksot, jota ei myoskddn mainita ope-
tussuunnitelman oppisisalloissa. Samoin ylimaariisend asiana kirjassa kaydaan
lapi komplementtikulman trigonometriset funktiot (méaér. 2.2).

Pidemmén kurssin Lukion matematiikka -kirjasarjasta ensimméiisen vuosi-
kurssin kirja [3, s. 151-194] sisdltdé trigonometrian kurssin. Opetussuunnitel-
massa luetellut oppisisillolliset asiat toteutuvat kirjassa, mutta opetussuunni-
telmassa listattujen sisdltojen lisdksi kirja sisdltda paljon trigonometrian oppi-
sisaltdja. Kirjassa on huomattavia eroja aiempiin lukion pitkdn kurssin oppi-
kirjoihin. Aiemmin lukion pitkén kurssin oppikirjojen oppisisdltoihin kuuluneet
tangentin yhteen- ja vihennyslaskukaavat (lause 3.6) seké sinin, kosinin ja tan-
gentin kulman puoliskon kaavat ovat jadneet pois. Trigonometristen taulukoi-
den kdyttd funktioiden arvojen méarittdmisessd on jadnyt sivuun laskimien ja
laskutikun yleistyessé, jolloin my6s taulukon kiytossa apuna olleet palautuskaa-
vat ovat jadneet kokonaan pois. Komplementti- (méér. 2.2) ja suplementtikul-
mien (lause 3.3) trigonometriset funktiot ovat jaéneet pois. Kirjassa on koottu
selkedisti esille trigonometristen funktioiden mééritelmien yhteyteen myos néi-
den maédarittely- ja arvojoukot, joita aiemmissa oppikirjoissa ei ole ollut. Aiem-
mista oppikirjoista 16ytyneet suora- ja vinokulmaisen kolmion ratkaisemiseen
annetut tapauskohtaiset ohjeet ovat jadneet pois, mutta kuitenkin harjoitusteh-
tévissd nditd kdytetddn. Oppikirjoissa esitettyjen erilaisten valmiiden kaavojen
esittdmisen ja johtamisten vihentdminen lisdéd opiskelijoille haastetta, koska
heidén tulee osata johtaa néitd kaavoja peruskaavoista. Oppikirjojen muutok-
sen taustalla saattaa olla pyrkimys ohjata oppilaita ymmartdavaan ja tutkivaan
oppimiseen, jonka my&td oppikirjojen teoriaosuuksissa ei endd luetella valmii-
ta laskukaavoja vaan oppijan tulee ymmartaa tietyt peruskaavat, joiden avulla
hén voi 16ytda kunkin ongelman ratkaisemiseen tarvittavat matemaattiset kei-
not. Niin ollen oppikirja-analyysin perusteella voidaan ndhda, ettd oppikirjois-
sa tapahtunut muutos saattaa olla peruja myos tutkittavan ajanjakson aikana
tapahtuneesta oppimiskésitysten muutoksesta.
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4.6 Vuoden 1985 peruskoulun opetussuunnitelman
perusteet

Vuonna 1982 kouluhallituksen julkaiseman Peruskoulun matematiikan oppi-
médrd ja oppimidrdsuunnitelman |25] mukaan matematiikan opetuksen tulisi
tukea oppilasta kohtaamaan matematiikan avulla ratkeavia ongelmia. Téarkedné
pidettiin, ettd oppilas ymmaértdd opetettavien asioiden rakenteen ja yhteyden
sekd, osaa liittdd matemaattiset tiedot ja taidot muuhun kokemusmaailmaan-
sa. Geometrian opetuksen tuleekin lihtea liikkeelle kolmiulotteisen ympériston
tarkastelulla, jolloin oppiminen perustuu lahinnd oppilaan omiin havaintoihin,
piirtdmiseen ja mittaamiseen. Erilaisiin tasokuvioihin tutustutaan jo alakoulun
puolella, mutta oppimadrasuunnitelman mukaan vasta kahdeksannella luokal-
la opetetaan suorakulmaisen kolmion ominaisuuksia ja niihin liittyvia laskuja,
jolloin tutustutaan Pythagoraan lauseeseen. Varsinaiseen trigonometriaa opete-
taan vasta yhdeksiannelld luokalla, jolloin uusina asioina opetetaan sini-, kosini-
ja tangenttifunktioiden méairitelmét sekd suorakulmaisen kolmion ratkaisemis-
ta.

Vuonna 1985 ilmestynyt Peruskoulun opetussuunnitelman perusteiden [27,
s. 147-160] matematiikan oppisisiltot vastaavat tiysin vuoden 1982 peruskou-
lun matematiikan oppimééra ja oppiméadrasuunnitelmaa [25], joitakin sanamuo-
toja lukuun ottamatta. Ainoana erona oppisisilldissid on se, ettd opetusuunni-
telmassa yhdeksdnnen luokan oppisisallét on lueteltu hyvin pinnallisesti. Tésta
hyva esimerkki on, ettd yhdeksdnnelld luokalla tulee opettaa trigonometriaa,
mutta sen tarkemmin trigonometrian oppisisiltdjé ei ole lueteltu. Peruskoulun
matematiikan opetuksen eri tahojen edustajat kiinnittivit huomiota opetus-
suunnitelman valjyyteen seki siitd johtuvaan opetuksen sirpaleisuuteen. Tésta
syystd perustettiin Matematiikan opetus 1990-luvulla -keskusteluryhmé, joka
koostui ala- ja yldasteen opettajien sekd kouluhallinnon, opettajankoulutuksen,
tutkimuksen ja oppikirjojen kustantajien edustajista. Tamén keskusteluryhmé
kritisoi véljaan muotoon kirjoitettua opetussuunnitelmaa, joka saattoi synnyt-
tad hyvinkin laajan skaalan erilaisia opetuksen toteutuksia. |9, s. 22|

Matematiikan opetuksen tavoitteet peruskoulun opetussuunnitelmassa ovat
myo6s suurimmalta osin samanlaiset kuin oppimaarasuunnitelmassa. Matematii-
kan opetuksen tavoitteeksi vuoden 1985 opetussuunnitelma luettelee laskutai-
don liséksi, luovan ajattelun kehittdmisen, ongelmanratkaisuun liittyvien taito-
jen harjoittamisen ja matematiikan soveltamisen jokapéiviiseen elaméain. Ope-
tussuunnitelmassa todetaan, ettd laskutoimitusten mekaaninen harjoittelu on
menettdmassa merkitystdan laskimien yleistymisen vuoksi. Néin ollen yhé téar-
kedmmaksi on tullut laskutoimitusten ja niiden vélisten yhteyksien ymmarta-
minen seké peruslaskutoimitusten sujuva osaaminen myos paissilaskuna. [27,
s. 147-150]

Matematiikan opetuksen eri tahojen edustajista koostuva keskusteluryh-
man mukaan opetussuunnitelman tavoitteet antavat hyvin lahtokohdan ope-
tukselle. Mutta kuitenkin ryhméin ndkemyksen mukaan sen aikainen opetus
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keskittyi lahinné vain laskutaidon saavuttamiseen ja helpon mallin mukaiseen
soveltamiseen. Lisdksi kiiytdnnon koulutyo keskittyi heiddn mukaansa oikeiden
tyoskentelytottumuksien ohjaamiseen, kuten esimerkiksi siistin vihkotyosken-
telyn harjoittamiseen. Keskusteluryhmén mukaan opetussuunnitelman sisalto-
alueiden painotukset tulisi tarkistaa seuraavaan opetussuunnitelmaan, jolloin
matematiikan opetuksessa tulisi painottaa enemmén geometriaa. |9, s. 22-25]

4.6.1 Opetussuunnitelman toteutuminen peruskoulun oppikirjoissa

Vuoden 1985 opetussuunnitelmaa noudattava sekd kouluhallituksen hyvéksy-
méa peruskoulun oppikirjasarja AHAA matematiikkaa 7-9 eroaa trigonomet-
rian oppisisdltdjen osalta jonkin verran edeltdjistdin. AHAA matematiikkaa 7
-oppikirjassa kiydaan ldpi valmistelevaa oppiainesta tulevia trigonometrian
opintoja varten. Kirjassa kidydain lapi my6s kolmioiden kulmien summa, jo-
ka osoitetaan oikeaksi kuvasarjan avulla, jossa piirroshahmot kiskovat kolmion
kulmat irti ja asettamalla palat rinnakkain, toteavat kulmista muodostuvan
oikokulma. [48, s. 202-214]

Kahdeksannen luokan kirjassa [49, s. 222-236] kiyd&én opetussuunnitelman
mukaisesti Pythagoraan lause (lause 2.1). Liséksi kirjassa kdydain Peruskou-
lun matematiikan oppiméaéré ja oppimédrdsuunnitelmassa mainittu suorakul-
maisen kolmion ominaisuuksia ja niihin liittyviéd laskuja. Yhdeksdnnen luokan
kirjassa |50, s. 88-98| perehdytddn suorakulmaisten kolmioiden yhdenmuotoi-
suuksiin, mutta asiaa ei kuitenkaan liitetd suoraan trigonometrisiin funktioihin.
Suorakulmaisen kolmion trigonometrisistd funktioista kiydaan lapi sini, kosini
ja tangentti. Trigonometrisia funktioita sovelletaan myds erilaisten kuin suora-
kulmaisen kolmion muotoisiin kappaleisiin, joita voidaan kuitenkin jakaa suo-
rakulmaisiin kolmioihin ja sen avulla ratkaista kuvioiden kulmia tai eri osien
pituuksia.

AHAA matematiikkaa 7-9 -kirjasarjan oppisisillot eroavat melko paljon
edeltijistddn. Erityisesti trigonometristen oppisisiltdjen suppeneminen on eri-
tyisen huomattava muutos aiempien vuosikymmenten oppikirjoihin verrattu-
na. Varsinaiset todistukset ovat jaaneet kokonaan pois oppisisalloista. Trigono-
metrisistd funktioista kotangentin méiritelmé on jatetty pois. Trigonometris-
ten funktioiden arvojen maérittdmiseen kiytetddn ainoastaan laskinta, jonka
tiahden kirjassa ei endd mainita taulukoita tai laskutikkuja. Kirjasarjassa ei
mainita ollenkaan eksplementti-, suplementti- ja komplementtikulmia. Lisak-
si 70-luvulla Pohjoismaisen matematiikan opetuksen uudistuskomitean mietin-
non tuomat uudistukset ovat jddneet kokonaan pois, joten taltdkin osin voidaan
todeta mietinnén tuomien uudistuksien olleen hyvin lyhytkestoisia.

4.7 Vuoden 1985 lukion opetussuunnitelman perusteet

Pohjoismaisen Matematiikan Opetuksen Uudistamistoimikunnan (PMOU:n)
ehdotuksia mukaillen laaditut opetussuunnitelmat 1970-luvulla heritti kiivasta
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keskustelua ja kritiikkid. Muutaman kiihkein vuoden jilkeen padtettiin pala-
ta vanhaan matematiikkaan. Sorvali kuvaakin lopputulosta toimivaksi, mutta
nikee tilanteen katastrofaalisena puhtaan matematiikan mittapuulla mitattu-
na, koska pitkin matematiikan opiskellut ylioppilas ei tiedd, mitd sanat m&a-
ritelmd, lause ja todistus tarkoittavat. Tdmén seurauksena endd vain harvat
pystyvéit tuottamaan omin avuin yliopiston matematiikan opinnoissa yksinker-
taistakaan uutta todistusta. Sorvali toteaakin tissi mielessd 1900-luvulla tason
romahtaneen, mutta eihén toisin voisi ollakaan, kun ylioppilaiden mééré kohosi
tuolla vuosisadalla 40-kertaiseksi. Naméa realiteetit huomioon ottaen on turha,
jopa mieletontéd haikailla takaisin Viisdldn kirjojen tasoisia oppikirjoja. [58,
s. 12-13]

Vuonna 1981 kouluhallitus julkaisi Lukion matematiikan kurssimuotoisen
oppiméérd ja oppiméadrdsuunnitelman [24|, jossa lukion matematiikan oppi-
siséllot on jaettu kursseihin. Tdméan mukaan yleisessd oppimédriassid kolmas
kurssi kisittelee trigonometriaa ja tason vektoreita. Trigonometrian opetuksen
tavoitteiksi on mainittu, ettd oppilas tuntee trigonometristen funktioiden pe-
rusominaisuudet ja osaa kdyttdd niitd yksinkertaisissa sovelluksissa. Oppiméa-
rasuunnitelman mukaan, lukion matematiikan yleiseen oppiméarin varsinais-
ten kurssien oppisisaltéihin kuuluu trigonometristen funktioiden méaritelmét
yksikkdympyrissé, funktioiden sin (x) ja cos (z) kuvaajat sekd suorakulmaiseen
kolmioon liittyvia sovelluksia. Lisdksi oppisisilloissd on joitakin osia merkitty
tahdelld, joka osoittaa, ettd kyseinen asia ei kuulu varsinaiseen kurssiin, vaan
se voidaan késitelld mikili aikaa ja kiinnostusta riittda. Yleiseen oppiméirin
oppisisiltéihin onkin merkitty tahdelld radiaanit.

Matematiikan laajan oppiméaédrdan kolmas kurssi sisdltdd pienen osuuden
geometrian kertausta ja tdydennystd, johon kuuluu trigonometrian osalta sini-
ja kosinilause. Varsinainen trigonometrian ja funktio-opin opetus keskittyy
kurssiin viisi, jonka tavoitteeksi on lueteltu trigonometrian osalta, ettd oppi-
las hallitsee trigonometrian peruskasitteet ja osaa kidyttda trigonometriaa so-
velluksissa. Oppiméarasuunnitelmaan on listattu trigonometrian oppisisallot,
joihin kuuluu radiaani, trigonometristen funktioiden méaaritelmét, jaksollisuus,
kuvaajat, trigonometristen funktioiden véliset peruskaavat, yhteen- ja vihen-
nyslaskukaavat seké trigonometrisia yhtaloita.

Vuonna 1985 kouluhallituksen vahvistamat lukion opetussuunnitelman pe-
rusteiden [26, s. 283-295| oppisisillot ja tavoitteet ovat hyvin samanlaiset kuin
vuoden 1981 oppiméirdsuunnitelmassa. Ainoana erona oppisisalldissd on, et-
td oppisisaltdja on merkitty entistd enemmaéan téhdilla. Téhtien avulla ope-
tussuunnitelmassa on pyritty korostamaan oppisisiltojen tiarkeysjirjestysté ja
mahdollistamaan perusasioiden tarkempaa lapikdymista. Yhdelld tdhdelld mer-
kityt asiat ovat oppimadradd syventdvia ja tdydentdvad oppiainesta, jota on
tarkoitus opetuksessa kisitelld, mutta jolle varattua aikaa voidaan tarvittaessa
kiyttad myos esimerkiksi perusasioiden harjoitteluun. Kahdella tdhdelld mer-
kityt oppiainekset ovat yli kurssin, joten ne eivit kuulu varsinaiseen oppiméé-
rddn. Namé asiat voidaan kisitelld mikili aikaa ja kiinnostusta riittda. Ope-
tussuunnitelmassa yleisen oppiméaérian oppisisélloissid yhdelld tahdella on mer-
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kitty trigonometristen funktioiden mééaritelmét yksikkoympyréissa sekd funk-
tioiden sin(x) ja cos (z) kuvaajat. Sen sijaan radiaanit on merkitty kahdella
tahdelld. Kun taas laajassa oppimdarassd yhdelld tdhdelld on merkitty trigo-
nometristen funktioiden yhteen- ja vihennyslaskukaavat sekd trigonometriset
yhtalot.

4.7.1 Opetussuunnitelman toteutuminen lukion oppikirjoissa

Lukion yleisen oppimédrian oppikirja Uuden lukion matematiikka 1 [47] sisdl-
tdd kolmannen kurssin, joka kattaa trigonometrian oppisisillot. Aluksi kirjassa
tutustutaan kulman sijoittamiseen koordinaatistoon, jolloin esille nousee myos
suunnattu kulma (kappale 3.1), yksikkGympyré sekd merkkikaaviot (kuva 3.2).
Tamén jilkeen yksikkéympyrdan avulla méaaritellddn sini, kosini sekd tangentti
kuten mééritelméssa 3.1, mutta aihe on merkitty tdhdelld, joten asia voidaan
késitelld, aikataulun salliessa. Erityisesti huomio kiinnittyi téssé siihen, etté
aikaisempien vuosikymmenten oppikirjoissa esiteltyihin trigonometrisiin funk-
tioihin kuuluva kotangentti, on jaanyt tasta oppikirjasta pois. Suorakulmaisen
kolmion trigonometria kuuluu yleiseen oppimédraén ja aiheeseen perehdytdan-
kin ensin tutkimalla yhdenmuotoisia suorakulmaisia kolmioita. Opetussuun-
nitelman mukaisesti kirjassa kiydaan sini- ja kosinifunktion kuvaajat. Kirja
opastaa pddasiassa midrittdméain trigonometristen funktioiden arvon laskimen
avulla, mutta mainitsee my0s trigonometriset taulukot. Lopuksi kirjassa esi-
telladn vield yleinen Pythagoraan lause (lause 3.1) sekd komplementtikulman
trigonometriset funktiot (méér. 2.2). Tadmén vuosikymmenen kirja sisaltad eri-
tyisen paljon trigonometrian oppisisiltoja muihin vuosikymmenten lyhyen ma-
tematiikan oppikirjoihin verrattuna, vaikka samaa eroa oppisisiltdjen valilla
ei ole ndhtavissd opetussuunnitelmia vertailtaessa. Taménkin oppikirjan osal-
ta on selkedsti huomattavissa, ettd oppisisiltéihin on lisdtty asioita, joita ei
opetussuunnitelmassa mainita.

Laajan oppimédardn oppikirjasarjaksi valittiin myos Uuden lukio matema-
tiikka, joista ensimméinen ja toinen osa sisiltévit trigonometrian oppisisalto-
ja. Ensimmaisen osan [37, s. 213-234| kolmannessa kurssissa kisitelladn vek-
toreita ja geometriaa, jolloin esille nousee joitakin trigonometrian osa-alueita.
Kertauksenomaisesti ensin kirjassa kiydaan lapi suorakulmaisen kolmion tera-
vin kulman trigonometriset funktiot sini, kosini ja tangentti. Tadmén jalkeen
tutustutaan yksikkdympyrain, jonka avulla mééaritellddn sini ja kosini. Trigo-
nometrian perukaavoista kiydadn lapi yleinen Pythagoraan lause (lause 3.1),
Pythagoraan lause sekd sen kddnteislause (lause 2.1).

Uuden lukion matematiikka 2 -oppikirja [38, s. 77-115] siséltdd viidennes-
sd, kurssissa trigonometria osion. Trigonometriset funktiot sini, kosini, tan-
gentti ja kotangentti méadaritelliin yksikkGympyrin avulla. Téméan lisdksi yl-
lattavad on, ettd kirjassa esitellddn myos sekantin ja kosekantin méaritelmét
(mé&ér. 3.1). Trigonometristen peruskaavojen (kappale 3.3) lisiksi kirjassa esi-
tellddin komplementti- sekd suplementtikulman trigonometriset funktiot. Tri-
gonometristen funktioiden méaritelmien ohella kirjassa mainitaan myos niiden
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madrittely- ja arvojoukot. Sinin, kosinin ja tangentin yhteen- sekd vihennyslas-
kukaavat ja kaksinkertaisten kulmien kaavat kuuluvat kirjassa lukion laajaan
oppimadriaan, mutta kaavojen johtaminen on merkitty varsinaista oppiméarai
syventaviksi ja tdydentaviksi oppiainekseksi. Lukion laajan oppiméaéaran kirja-
sarjan voidaan todeta toteuttavan opetussuunnitelman asettamat vaatimukset.

4.8 Vuoden 1994 peruskoulun opetussuunnitelman
perusteet

Vuonna 1994 vahvistettu peruskoulun opetussuunnitelman perusteet [41, s. 76—
79| eroaa hyvin paljon edeltdjistdan matematiikan osalta. Suurin ja ratkaise-
vin ero liittyy matematiikan oppisisaltdihin, jotka on jétetty avoimeksi uusille
tiedoille, keksinndgille, tarkeiksi nousseille asiaryhmille ja ajankohtaisille sovel-
luksille. Opetussuunnitelman mukaan perinteisid, oppisisaltéja tulee tarkastel-
la kriittisesti, jolloin on voitava jattda pois sellaista, joka ei ole matematiikan
rakenteen ymmaértimisen ja tietojen soveltamisen kannalta vilttaméatonta.

Vuoden 1994 peruskoulun opetussuunnitelman perusteissa matematiikan
opetuksen tavoitteena on kehittda oppilaan kykya luokitella, jisentda ja mal-
lintaa ympéardiviassd maailmassa eteen tulevia tilanteita aiemmin oppimillaan
kasitteilld sekd harjaannuttaa oppilaita johdonmukaiseen ja tdsmalliseen ajatte-
luun seké asioiden esittdmiseen. Yldasteella matematiikan opiskelun keskeisim-
piin sisdltoihin kuuluu trigonometrian osalta, ettd oppilas tottuu kiyttdmain
trigonometriaa ja Pythagoraan lausetta kappaleiden pinta-alojen ja tilavuuk-
sien laskennalliseen tarkasteluun. Sen tarkemmin opetussuunnitelma ei luet-
tele oppisisdltoja trigonometrian osalta ja niitd ei ole julkaisussa jaoteltu eri
luokka-asteille kuuluviksi. Trigonometrian oppisisidltéjen perusteella kyseinen
opetussuunnitelma ei eroa paljoakaan vuoden 1985 peruskoulun opetussuunni-
telmasta.

4.8.1 Opetussuunnitelman toteutuminen peruskoulun oppikirjoissa

Vuoden 1994 opetussuunnitelman mukaiseksi kirjasarjaksi valittiin Kerroin Y1a-
asteen matematiikka 1-9. Kirjasarjan oppisisillot eivit eroa lainkaan tutkimuk-
sessa olleen 1980-luvun peruskoulun kirjasarjan oppisisilloistd. Seitseménnen
luokan kirjassa kiydaédn lépi valmistelevaa oppiainesta ja kolmioiden kulmien
summa, joka osoitetaan oikeaksi leikkaamalla kolmioiden kulmat. |1, s. 201-233]

Yhdeksénnen luokan kirjassa |2, s. 22-60| trigonometristen funktioiden ké-
sittely alkaa suorakulmaisten kolmioiden yhdenmuotoisuuteen tutustumalla.
Tangenttiin, siniin ja kosiniin tutustutaan tutkimalla kolmioiden sivujen suh-
teita, jonka jilkeen harjoitellaan funktioiden kiyttoa. Trigonometrisen oppisi-
sdllon lopuksi terdvin kulman trigonometrisia funktioita sovelletaan erilaisten
kappaleiden pinta-alojen sekd tilavuuksien laskemisessa.

Kerroin Ylaasteen matematiikkaa oppikirjasarjan voidaan todeta toteutta-
van opetussuunnitelmassa esitetyt oppisisillolliset tavoitteet. Kuten jo opetus-
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suunnitelmien perusteella voitiin sanoa 1980- ja 1990-luvun oppisisiltdjen ole-
van hyvin paljon samanlaiset, joka tuli ilmi my6s vastaavien vuosikymmenten
oppikirjojen oppisisdltoja vertailtaessa.

4.9 Vuoden 1994 lukion opetussuunnitelman perusteet

Vuoden 1994 lukion opetussuunnitelman perusteet [40, s. 70-76] antaa hyvin
niukasti ohjeita trigonometrian opetukseen ja listaa hyvin epitarkasti vaaditta-
vat oppisisallot. Opetussuunnitelma korostaa moneen otteeseen matematiikan
oppisisaltdjen soveltamista tavallisissa sovelluksissa. Lyhyen ja pitkin matema-
tiikan tavoitteissa tuleekin esille pyrkimys siihen, ettad opiskelijat saavat kuvan
matematiikan soveltamismahdollisuuksista arkieliméssd. Namé tavoitteet néa-
kyvat hyvin my6s oppisisdlloissé, jotka on trigonometrian osalta lueteltu hyvin
ylimalkaisesti. Lyhyen matematiikan geometria kurssilla harjoitellaan kiytan-
non ongelmien ratkaisemista yhdenmuotoisuutta, trigonometriaa ja Pythago-
raan lausetta hyviksi kilyttden. Samoin pitkdn matematiikassa perehdytaéan tri-
gonometrisiin funktioihin ja niiden perusominaisuuksiin sekd niiden kiytt6on
tavallisimmissa sovelluksissa.

4.9.1 Opetusuunnitelman toteutuminen lukion oppikirjoissa

Lukion lyhyen matematiikan Variaabeli -kirjasarjan kolmas osa késittelee geo-
metriaa [14]. Kirja kertaa hyvin paljon asioita, jotka kuuluvat jo peruskou-
lun oppikirjaan sekd opetussuunnitelmaan. Kertaavaan osuuteen kuuluu muun
muassa kulmien nimedminen ja luokittelu, kulmien piirtdminen harpilla ja vii-
voittimella, kolmion kulmien summa ja Pythagoraan lause. Lisdksi kuten jo
peruskoulun oppikirjassa niin myos tédssa lyhyen lukion kirjassa tutustutaan
suorakulmaisten kolmioiden yhdenmuotoisuuksiin, jonka jélkeen kiydain ldpi
suorakulmaisen kolmion trigonometriaa. Ainoastaan uutena asiana peruskou-
lun oppikirjaan verrattuna téssd kirjassa mainitaan radiaanit, mutta niiden
kiayttoa ei kuitenkaan sen enempéd harjoitella. Tutkimukseen valittujen 1990-
luvun peruskoulun seké lukion lyhyen matematiikan oppikirjojen sisillot tri-
gonometrian osalta vastaavat taysin toisiaan. On siis yllattavaa huomata, ettd
ainakaan naiden oppikirjojen mukaisen trigonometrian opetuksen myoté lukio-
lainen ei opi peruskoulun jilkeen mitdan uutta lukion lyhyessd matematiikas-
sa. Tahin syyné saattaa olla opetussuunnitelman hyvin epédtarkat listaukset
vaadittavista oppisisilloistd, joita niin opettajat kuin oppikirjan tekijat voivat
tulkita hyvin eri tavoin.

Lukion pitkin matematiikan kirjasarjaksi valittiin Pyramidi matematiikan
tietokirja, jonka toinen osa sisaltda kurssit geometria, trigonometria ja vektorit
sekd analyyttinen geometria [18]. Kirjan geometria osuudessa esitelldsin Pytha-
goraan lause ja sen kdanteislause. Pythagoraan lause todistetaan lauseen 2.1
todistuksen tavan kaksi mukaisesti. Varsinaisen trigonometrian osuudessa esi-
tetddn vasta-, suplementti- sekii komplementtikulmien sinin ja kosinin kaavat
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(méér. 2.2 ja lause 3.3). Lisdksi kirjassa esitelldén sinin ja kosinin yhteenlas-
kukaavat (lause 3.5), joiden avulla johdetaan kaksinkertaisen kulman sinin ja
kosinin kaava. Edeltdjiinsad verrattuna kirjasta on jadnyt pois vihennyslasku-
kaavat, tangentin yhteenlaskukaava, kulman puoliskon kaavat ja kahden sinin
seké kosinin summa ja erotus kaavat (lause 3.5). Liséiksi erona aiempien vuosi-
kymmenten kirjoihin on, ettd kotangentin mééritelmé (méér. 3.1) seki kiytto
on jaanyt pois.

Vuoden 1994 lukion opetussuunnitelman [40] hyvin ympéripyoreésti ja niu-
kasti listattujen opetussisidltéjen perusteella on hyvin tulkinnanvaraista arvioi-
da, tayttavatko tutkimukseen valittujen lyhyen ja pitkin matematiikan oppi-
kirjat opetussuunnitelman asettamat tavoitteet. Nyt kuitenkin tdmén kirja-
analyysin osalta voidaan todeta, ettd ei ole syytéa epéillé, ettd kirjat eivit tayt-
taisi opetussuunnitelman asettamia oppisisallollisid tavoitteita. Tutkimukseen
valittujen kirjojen oppisisiltdja vertailtaessa aiempien vuosikymmenten oppi-
kirjoihin on selkedsti huomattavissa, ettd 1990-luvun kirjoista on jaanyt hyvin
paljon pois trigonometrisia kaavoja ja niiden johtamisia. Kirjassa luetellaan 14-
hinné vain trigonometrian peruskaavoja, joiden perusteella kirjantekijit ovat
ehkipéd uskoneet opiskelijan johtavan muut tarvittavat kaavat. On kuitenkin
todenndkaistd, ettd trigonometrian oppimadrd on naivettynyt kaavakokoelmien
selailuksi.

4.10 Vuoden 2004 peruskoulun opetussuunnitelman
perusteet

Vuoden 1994 peruskoulun opetussuunnitelman perusteista poiketen vuoden
2004 peruskoulun opetussuunnitelman perusteissa [43, s. 157-167| on luetel-
tu matematiikan oppisisillot hieman tarkemmin, mutta nekin jattivat hyvin
paljon tulkinnan varaa kunnallisen opetussuunnitelman tekijoille, opettajille
ja samalla myo6s oppikirjan tekijoille. Vuosiluokkien 6-9 matematiikan opetuk-
sen tavoitteiksi trigonometrian osalta on mainittu, ettd oppilas oppii kolmioihin
liittyvié késitteitd, Pythagoraan lauseen, trigonometriaa ja suorakulmaisen kol-
mion ratkaisemisen. Niitd lueteltuja oppisisiltoja vertailtaessa aiempien ope-
tussuunnitelmien asettamiin oppisisallollisiin tavoitteisiin voidaan todeta, etti
1980-luvun jalkeen opetussuunnitelmien oppisisélloissd ei ole trigonometrian
osalta tapahtunut juurikaan minkainlaisia muutoksia.

4.10.1 Opetussuunnitelman toteutuminen peruskoulun
oppikirjoissa

Tutkimukseen valittiin useissa nykypaivin peruskouluissa kiytossi oleva kirja-
sarja Pii 7-9, joka noudattaa vuoden 2004 peruskoulun opetussuunnitelmaa.
Seitsemannen luokan kirjassa kiydaan 14pi tuttuun tapaan valmistavaa oppiai-
nesta. [11, s. 103-140] Kahdeksannen luokan kirjassa tutustutaan suorakulmai-
seen kolmioon ja sen pinta-alan laskemiseen. Lisdksi kirjassa esitetddan Pythago-
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raan lause, joka perustellaan geometrisen tulkintaan perustuvan kuvan avulla,
kuten aiemmin esitellyssi kuvassa 2.2. [12, s. 248-258|

Yhdeksannen luokan kirjassa trigonometrisiin funktioihin tangenttiin, siniin
sekd kosiniin ldhestytadn tutkimalla suorakulmaisten kolmioiden yhdenmuotoi-
suuksia. Trigonometristen funktioiden arvo opetetaan méairittdméin laskimen
avulla. Lopuksi kirjassa on vield trigonometristen funktoihin liittyvia sovelta-
via tehtévid, joissa lasketaan erilaisten kuvioiden pinta-aloja sekd tilavuuksia.
[13, s. 119-150]

Kirjasarja Pii 7-9 tayttad kaikki opetussuunnitelmassa luetellut oppisisél-
totavoitteet trigonometrian osalta. Kuten jo opetussuunnitelmia tutkittaessa
tuli esille, etté trigonometrian oppisisélldissa ei ole tapahtunut suurempia muu-
toksia 1980-luvun jilkeen. Sama voidaan todeta peruskoulun kirjojen oppisi-
siltojen perusteella, jotka ovat pysyneet 1980-luvulta nykypéivddn asti hyvin
samanlaisina.

4.11 Vuoden 2003 lukion opetussuunnitelman perusteet

Vuonna 2003 vahvistetussa lukion opetussuunnitelman perusteissa [42, s. 118
128] matematiikan kurssien oppisisillot on lueteltu edeltéjainsd tarkemmin.
Matematiikan opetuksen tavoitteet ovat pysyneet kuitenkin samanlaisina, jol-
loin opetuksessa tulee kiinnittdd huomiota matematiikan ja arkieliman véli-
siin yhteyksiin. Lyhyen matematiikan toisessa kurssissa késitellidn geometriaa
ja kurssin keskeisimpiin sisdltoihin on lueteltu suorakulmaisen kolmion trigo-
nometria ja Pythagoraan lause. Muu trigonometriaan liittyvd oppisisalté on
sijoitettu lyhyen matematiikan kahdeksanteen syventidviin kurssiin, jonka kes-
keisiin sisdltoihin kuuluu trigonometristen funktioiden mééarittely yksikkoym-
pyrin avulla, radiaani ja tyyppid f (z) = a olevien trigonometristen yhtaléiden
ratkaiseminen.

Pitkdn matematiikan geometriaa kasittelevin kolmannen kurssin yhdeksi
tavoitteeksi on listattu, ettd opiskelija ratkaisee geometrisia ongelmia kiyttiden
hyviksi Pythagoraan lausetta sekd suora- ja vinokulmaisen kolmion trigono-
metriaa. Kurssin keskeisiin sisdltoihin on lueteltu sini- ja kosinilause. Enem-
mén trigonometriaa kisitellddn pitkdn matematiikan yhdeksdnnella kurssilla,
joka kisittelee trigonometrisia funktioita ja lukujonoja. Kurssin tavoitteissa
on mainittu, etti opiskelijan tulisi oppia tutkimaan trigonometrisia funktioita
yvksikkéympyran symmetrioiden avulla sekd oppia ratkaisemaan trigonometri-
sia yhtaloita, jotka ovat tyyppid sin f (z) = a tai sin f (z) = sing (x). Liséksi
opiskelijan tulisi oppia trigonometristen funktioiden yhteydet eli yleinen Pyt-
hagoraan lause (lause 2.1) sekd tangentin méaritelmi (médr. 3.1). Kurssin kes-
keisiin sisalt6ihin kuuluu suunnattu kulma, radiaani, trigonometriset funktiot
symmetria- ja jaksollisuusominaisuuksineen seké lisdksi trigonometristen yhté-
l6iden ratkaiseminen.
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4.11.1 Opetussuunnitelman toteutuminen lukion oppikirjoissa

Lyhyen matematiikan MAB lukiolaisen matematiikka -kirjasarjan toinen osa
Geometria 2 [54] sisaltdd pakollisen kurssin trigonometrian. Edellisen vuosi-
kymmenen oppikirjaan verrattuna téssd kirjassa ei ole suuriakaan eroja. Ai-
noastaan erona l6ytyy Pythagoraan lauseen todistus lauseen 2.1 kolmannen
todistustavan mukaisesti. Lisdksi vinokulmaisen kolmion ratkaisemista varten
kirjassa johdetaan sinilause (lause 3.9). Sinilauseen kuuluminen oppikirjan si-
saltéon on melko yllattavaa, koska sinilausetta ei mainita opetussuunnitelmassa
eikd se ole sisdltynyt aiempien vuosikymmenten lyhyen matematiikan oppikir-
joihin.

Tutkimukseen valittiin pitkdn matematiikan oppikirjasarjaksi Pitkd mate-
matiikka, jonka kolmannesta ja yhdeksdnnestd osasta tutkittiin trigonometri-
aan liittyvat oppisisallot. Tutkittaessa kavi ilmi, ettd kyseinen kirjasarja sisilsi
pitkélti samat oppisisillot kuin edellisen vuosikymmenen oppikirja. Kirjasar-
jan kolmas osa siséltéé lukion pitkdn matematiikan kurssin Geometria [16].
Suorakulmaisten kolmioiden yhdenmuotoisuuden tutkimisesta kirjassa siirry-
taan suorakulmaisen kolmion trigonometriaan, jolloin esitelldén terdvin kul-
man tangentti, sini ja kosini (mé#ér. 2.1). Kirjassa kdydadn lapi Pythagoraan
lause, joka ensin todistetaan lauseen 2.1 kolmannen todistus tavan mukaisesti
sekd myShemmin kirjassa esitelliin my6s Pythagoraan lauseen kddnteislause.
Tylpéan kulman kosini ja sini mééaritellddn koordinaatiston seké yksinkertaiste-
tun yksikkéympyran avulla. Lisidksi vinokulmaisten kolmioiden ratkaisemisen
avuksi kirjassa johdetaan sini- seké kosinilause (lauseet 3.9 ja 3.10 ).

Pitkd matematiikka kirjasarjan yhdeksdnnen osan nimi on Trigonometriset
funktiot ja lukujonot [17]|. Trigonometristen funktioista sini, kosin ja tangent-
ti madritellidn yksikkoympyrin avulla, mutta lisiksi kirjan harjoitustehtavis-
sd, tutustutaan myds sekantin, kosekantin seké kotangentin mééritelmiin. Esi-
merkissd 4.2 on yksi kirjan harjoitustehtévisté, jossa tutustutaan kotangentin
méadritelmaan.

Esimerkki 4.2. [54, s. 45 teht. 93] Kulman « niin sanottu kotangentti méié-
ritellddn geometrisesti seuraavasti: Piirretddn x-akselin suuntainen suora, joka
kulkee pisteen (0, 1) kautta. Asetetaan kulma o koordinaatistoon niin, etté kul-
man kérki on origossa ja alkukylki on posiitiivinen z-akseli. Kulman « loppu-
kylki tai sen jatke leikkaa suoran pisteessd C'. Kulman a kotangentt: on pisteen
C z-koordinaatti. Kulman o kotangentti merkitdin cot a.

a) Milla c:n arvoilla kotangentti ei ole mééritelty?

b) Kaikilla mérittelyjoukossa olevilla suunnatuilla kulmilla « pétee
cot = 222 Todista kaava sellaisille kulmille a, joiden loppukylki on
neljinnessa neljinneksessa.

Kirjassa ei varsinaisiin teoriaosuuksiin kuulu kaksinkertaisten kulmien kaa-
vat tai yhteen- ja vihennyslaskukaavat, mutta sen sijaan niihin tutustaan ja
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niiden kiyttod harjoitellaan harjoitustehtivissa. Esimerkissa 4.3 on yksi kirjan
harjoitustehtévi, jossa tutustutaan kaksinkertaisten kulmien kaavoihin.

Esimerkki 4.3. [54, s. 45 teht. 94] Kulman 2« tangentti saadaan kulman o

tangentista taulukkokirjoissa olevalla kaavalla tan 2a = 1322?12";

a) Todista kaava. Kayta hyviksi kaksinkertaisen kulman kaavoja
sin 2ac = 2sin acos « ja cos 2a = cos? a — sin® a.

b) Kulmien 45° ja 225° tangentin arvo on 1. Ma#ritd 22,5°n kulman ja
112, 5°n tangentin tarkka arvo.

Pitkdn matematiikan kirjojen analysoinnin perusteella voidaan todeta nii-
den sisdltavin samat oppisisdllét kuin edellisen vuosikymmenen oppikirja. On
selvid, ettd Pitkd matematiikka -kirjasarjan mukaisessa opetuksessa toteutuu
opetussuunnitelman antamat oppimistavoitteet. Kirjan tekijit ovat halunneet
tuoda harjoitustehtavissé esille asioita, joita ei opetussuunnitelmassa mainita.
Niin ollen opettaja ja opiskelijat voivat halutessaan tutustua ylikurssin mene-
viin asioihin ndiden harjoitustehtdvien avulla.

4.12 Perusopetuksen opetussuunnitelman perusteet
2014 seki tuleva lukion opetussuunnitelma

Tutkielman teon aikana Suomessa on eletty matematiikan opetuksen kannal-
ta erityisen jannittivad aikaa, koska tekeilld on ollut peruskoulun sekd lukion
uudet opetussuunnitelman perusteet. Alan ihmisten keskuudessa on kiyty kii-
vasta keskustelua matematiikan opetuksen kehittdmisestd ja tavoitteista. Ope-
tushallitus hyviksyi perusopetuksen opetussuunnitelman perusteet 22.12.2014.
Niiden perusteiden mukainen paikallinen opetussuunnitelma otetaan kiyttoon
porrastetusti vuosiluokkien 7-9 osalta vuosina 2017, 2018 ja 2019. [45]
Perusopetuksen opetussuunnitelman perusteiden mukaan matematiikan teh-
tava on luoda pohjaa matemaattisten késitteiden ja rakenteiden ymméartami-
selle sekd kehittda oppilaiden kykya késitelld tietoa ja ratkaista ongelmia. Op-
pimista tulee tukea hy6dyntamalld tieto- ja viestintdteknologiaa. Lisdksi mate-
matiikan opetus kehittdd oppilaiden kykyé kiyttaa ja soveltaa matematiikkaa
monipuolisesti. Opetussuunnitelman perusteissa on lueteltu edeltijiinsa ver-
rattuna melko tarkasti matematiikan tavoitteisiin liittyvit keskeiset siséltoalu-
eet. Trigonometrian oppisisdltéjen osalta uusi opetussuunnitelman perusteet ei
juurikaan eroa kuitenkaan edeltdjistddn. Opetussuunnitelmassa korostuu hy-
vin paljon myd&s trigonometrian osa-alueella ymmartava ja tutkiva oppiminen.
Asiasisaltoihin kuuluu kulman késitteen ymmaértdminen, kulmiin liittyvien omi-
naisuuksien tutkiminen sekii Pythagoraan lauseen, Pythagoraan lauseen kdin-
teislauseen ja trigonometristen funktioiden kdyton oppiminen. [46, s. 429-436|
Tutkimuksen aikana hyvaksyttiin my6s Lukion uusi tuntijako, jonka mu-
kaan lukion oppiméaérin laajuus sdilyy kolmena vuotena ja 75 kurssina. Uuden
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tuntijaon myota matematiikan opinnot alkavat yhteiselld opintokokonaisuudel-
la, jonka jilkeen opiskelijan opinnot eriytyvét joko pitkddn tai lyhyeen matema-
tiikkaan. |[39] Tdm& muutos tulee aiheuttamaan rakenteellisia muutoksia seké
pitkdn ettd lyhyen matematiikan kahden ensimmaéisen kurssin sisialtoihin. Ope-
tushallitus kiynnisti lukiokoulutuksen opetussuunnitelman perusteiden paivit-
tdmisen valtioneuvoston padtettyd tuntijaosta. Opetushallitus valmistelee ope-
tussuunnitelman perusteet niin, ettd niiden mukaan laaditut opetussuunnitel-
mat otetaan kiyttoon viimeistddn vuonna 2016. Lukion opetussuunnitelman
perusteiden paivittdmisen yhtend suuntaviivana on monipuolisten opiskeluym-
péristojen ja opetusteknologian kdyton tukeminen. [44| Nahtéviksi jad, millai-
sen painoarvon trigonometrian oppisisillot saavat tulevassa lukion opetussuun-
nitelmassa.

29



5 Johtopaatokset

Téssé luvussa on esitelty tutkimuksen tulokset, joka on yhteenveto aiemmin esi-
teltyjen oppiennétysten, opetussuunnitelmien ja oppikirjojen vertailusta. Tut-
kimuksen tarkoituksena oli selvittdd, kuinka trigonometrian opetus on muut-
tunut Suomessa 1950-2000-lukujen aikana. Samalla pyrittiin tutkimaan, kuin-
ka vahvan pohjan opetussuunnitelma antaa oppikirjojen tekemiselle ja kuinka
opetussuunnitelmassa asetetut tavoitteet trigonometrian opetukselle ovat vé-
littyneet oppikirjojen avulla kouluihin opettajille seka oppilaille.

Trigonometrian opetuksella on hyvin pitkd historiansa, joten tutkittava
ajanjakso kertoo vain sen viimeisten vuosikymmenten muutoksista. Keskikou-
lun ja peruskoulun oppikirjojen seki opetussuunnitelmien analysoinnin myG6té
voidaankin todeta, ettd trigonometrian opetuksen huippuvuodet tutkittavan
ajanjakson ajalta sijoittuvat 1970-luvulle. Uuden matematiikan tuomien muu-
tosten myota peruskoulussa terdvin kulman trigonometrisia funktioita méari-
teltiin yksikkéympyran avulla sekd tarkasteltiin trigonometristen funktioiden
kuvaajia. Innostus uudesta matematiikasta laantui kuitenkin hyvin nopeasti,
jonka myota uudistuksen tuomat oppisisalldt jaivat pois peruskoulun opetuk-
sesta. Sen jilkeen trigonometrian osalta peruskoulun oppikirjojen sisillot seké
opetussuunnitelmien asettamat oppisallolliset tavoitteet ovat pysyneet 1980-
luvulta nykypéaividn hyvin muuttumattomina. Trigonometrisista funktioista
kotangentin madritelmé sekd deduktiivinen todistaminen on hévinnyt 1980-
lukuun mennessd kokonaan peruskoulun oppisisilldista. Todistamisen sijaan
viimeisimpien vuosikymmenten oppikirjoissa asioita saatetaan osoittaa erilais-
ten kuvasarjojen avulla, jotka havainnollistavat esimerkiksi kolmion kulmien
summaa.

Lyhyen matematiikan oppisisilldistd on vaikea luoda lyhytta yleiskatsaus-
ta, koska oppisisallot ovat vaihdelleet tutkittavalla ajanjaksolla valtavasti. Viela
1950-luvulla oppisisaltdihin kuului trigonometriset peruskaavat, trigonometri-
sistd funktioista madriteltiin sinin, kosinin ja tangentin lisdksi vield kotangent-
ti. Kuitenkin 1970-luvulla uuden matematiikan innostuksen tuomat muutokset
peruskoulussa ndkyivit myos lyhyen matematiikan puolella. Peruskoulun op-
pisiséltojen laajenemisen myotd myos lyhyeen matematiikkan oppisisiltoihin
liitettiin aiemmin sinne kuulumattomia asiasiséltojd, kuten yksikkOympyrin
avulla trigonometristen funktioiden yleistdminen kaikille kulmille, suunnattu
kulma sekd trigonometristen funktioiden kuvaajat. Muutokset nikyivat vield
seuraavan vuosikymmenen oppisisilloissd, mutta 1990-luvulle Iyhyen matema-
tiikan oppisisallot kuihtuivat tiysin, koska silloiset lyhyen matematiikan oppi-
sisillot eivat poikenneet varsinaisesti sen aikaisista peruskoulun oppisisalloista.
Viimeisimpéaén vuoden 2003 opetussuunnitelmaan suurempia muutoksia lyhyen
matematiikan pakollisissa kursseissa ei ole tapahtunut, mutta sen sijaan syven-
tavien kurssien osalta trigonometria on nostanut padtaan, koska sisaltéihin on
lisdtty trigonometristen funktioiden maérittely yksikkdympyran avulla.
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Té&han tutkimukseen valittujen lukion pitkdn matematikkan oppikirjojen
analysoinnin myo6té voidaan todeta, ettd nididen kirjojen oppisisillot ovat muut-
tuneet aikojen saatossa hyvin hitaasti. Lukion pitkdn matematiikan oppikirjo-
ja tutkittaessa huomattiin tiettyjen asiasiséltojen sdilyneen oppikirjoissa ihan
1950-luvulta 2000-luvulle asti. Naitd sédilyneitd oppisisiltoja oli trigonometris-
ten funktioiden maéarittely yksikk6ympyrian avulla, trigonometristen funktioi-
den kuvaajien tarkastelu, radiaanit, funktioiden jaksollisuus, yleinen Pythago-
raan lause, sini- ja kosinilause. 1970-luvulle asti oppisisaltéihin on kuulunut hy-
vin vaativia asioita, kuten esimerkiksi lauseiden tdsmalliset todistukset. My6-
hemmilld vuosikymmenilld oppikirjojen teoriaosuuksia on kevennetty; aluksi
siirtdmalla asioita lisdimateriaaleihin ja lopulta asiat on saatettu jattad oppi-
kirjojen sisdlloistd kokonaan pois. 1950-luvulta kohti nykypéivad ovat lukion
pitkdn matematiikan kirjoista hévinneet erilaiset trigonometristen funktioiden
véliset kaavat kuten esimerkiksi yhteen- ja vihennyslaskukaavat, kahden sinin
tai kosinin summan ja erotuksen, kaksinkertaisen kulman sekd kulman puolis-
kon kaavat. Kuitenkin tutkimukseen valitun 2000-luvun Pitkin matematiikan
oppikirjasarja tuo néitd kaavoja esille erilaisissa harjoitustehtévissa, joissa kéy-
dadn myos sekantin, kosekantin ja kotangentin mééritelmét. 1950-1960-lukujen
oppisisilloissa korostui vield selkedsti matemaattisten kaavojen hallinta ja osaa-
minen, jonka jilkeen ndiden kaavojen merkitys on vahentynyt ja oppikirjoissa
esitetddn ainoastaan peruskaavoja. Tutkimuksen ohella herisi kysymys, opete-
taanko nykypéaiviné kouluissa opiskelijoita johtamaan kaavoja trigonometrian
peruskaavoista vai ohjataanko opiskelijat sen sijaan vain katsomaan tarvittavat
kaavat taulukkokirjasta.

Tarkeimmét vaikuttajat oppikirjojen oppisisiltoihin ovat tietenkin oppikir-
jan tekijit, koska he viime kidessd paattavit, mitd painotuksia kirjaan ote-
taan. Lisdksi on huomioitava, ettd tutkimalla opetussuunnitelmia ja oppimate-
riaaleja ei saada todellista kuvaa Suomen kouluissa tapahtuvasta opetuksesta,
koska jokainen opettaja tulkitsee ja kiyttda oppimateriaaleja omalla tavallaan
ja antaa eri painotuksia oppisisilloille. Tutkimuksen tuloksissa on kuitenkin
otettava huomioon, etti vaikka opetussuunnitelmalla on varmasti suuri merki-
tys matematiikan oppikirjojen oppisisiltéihin niin myos muut yhteiskunnalliset
taustatekijat vaikuttavat oppikirjojen sisiltdihin. Hyvanéd esimerkkind tausta-
tekijoiden vaikutuksesta oppikirjojen sisdltoihin on 1900-luvun jalkipuoliskolla
kiihtynyt tietotekniikan kehitys, joka on vaikuttanut my6s oppikirjojen trigono-
metrian oppisisiltoihin. Aiemmin trigonometristen funktioiden arvojen méaarit-
tamiseen kiytettiin sithen tarkoitettuja trigonometrisia taulukoita, joiden kayt-
t0 oli melko hankalaa ja se vaati oman harjoittelunsa. Laskimien kehityksen ja
yleistymisen my&td 1980-luvun oppikirjoihin ei endd trigonometristen taulu-
koiden kdyton harjoittelu kuulu vaan sen sijaan trigonometristen funktioiden
arvojen maarittdmiseen harjoitellaan laskimen kdyttod. Tekniikan kehityksen
my6td oppikirjojen oppisisdltoja on voitu muuttaa jattamalld jotain asioita
pois ja tuomalla jotain uutta tilalle.

Oppiennéatyksien ja opetussuunnitelmien asettamien oppisisiltdjen tavoit-
teiden vililla on suuria eroja tutkittavalla ajanjaksolla. Pelkkien oppiennétys-
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ten tai opetussuunnitelmien tarkastelu ei anna kovin konkreettista kuvaa mate-
matiikan opetuksesta, koska useiden vuosikymmenten oppiennétykset seké ope-
tussuunnitelmat jattavat hyvin paljon tulkinnan varaa asettamien oppisisalto-
jen suhteen. Naméi hyvin véiljasti asetetut oppisisillolliset tavoitteet voidaan
tayttdd hyvin eri tavoin, jolloin oppikirjojen tekijéiden vaikutukset oppikirjo-
jen sisédltojen suhteen muodostuu entistd suurempaan rooliin. Yleisesti voidaan
todeta, ettd oppikirjat ovat noudattaneet oppiennétyksid ja opetussuunnitel-
mia kaikilla vuosikymmenilld. Ainoastaan 1960-luvun Viisélan [61] oppikirjan
lukion lyhyelle kurssille tarkoittamat oppisisallot eivit taysin tdytéd aikansa op-
piennétyksid, koska teoksessa ei kiyda lapi trigonometristen funktioiden véli-
sid kaavoja. Lisdksi tutkimuksessa kévi ilmi, ettd monet oppikirjat sisaltavét
oppisisaltdja, joita ei oppiennétyksissi tai opetussuunnitelmien oppisisilloissé
mainita.

Tutkimuksessa olleiden oppikirjojen osalta voidaan todeta koulumatematii-
kan kehittyneen enemmaénkin kuvailevaan suuntaan, jolloin tarkat matemaat-
tiset madritelméit sekd todistukset ovat vihentyneet selvisti. Trigonometrian
opetuksen kehityksen kannalta selkein murros tutkittavalla ajanjaksolla on ta-
pahtunut 1970-luvulla, jonka jalkeen trigonometristen oppisisiltojen méarét
ovat supistuneet vihitellen. Matematiikan opetuksen kannalta elamme talla
hetkelld jannittdvad aikaa, koska vuoden 2014 joulukuussa Opetushallitus hy-
vaksyi perusopetuksen opetussuunnitelman perusteet seké liséksi tekeilld on lu-
kion opetussuunnitelma. Tekniikan nopean kehityksen seké uusien innovaatioi-
den tuomat mahdollisuudet koulumatematiikassa pyritddn ottamaan huomioon
uusissa opetussuunnitelmissa, joiden siséalloistd on kayty kiivasta keskustelua
alan ihmisten kesken. Nahtdviksi jadkin, miten ndm& muutokset vaikuttavat
trigonometrian opetukseen sekd oppisisaltéihin.
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