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Tiivistelma

Tassa tutkielmassa esitelemme uudet loogiset operaatiot, joita kutsumme
inkluusio- ja ekskluusiokvanttoreiksi. Kun ensimmaisen kertaluvun logiik-
kaa laajennetaan inkluusiokvanttoreilla saadaan uusi logiikka, jota nimitam-
me INF-logiikaksi (’Inclusion Friendly Logic’). Vastaavasti lisiamalla en-
simmaisen kertaluvun logiikkaan ekskluusiokvanttorit saadaan EXF-logiikka
("Exclusion Friendly Logic’), ja lisddméalla néistd kvanttoreista molemmat
saadaan TEF-logiikka ('Inclusion-Exclusion Friendly Logic’).

Esitamme tassa tutkielmassa esimerkkeja nédiden kvanttorien kaytosta
ilmaisemalla niiden avulla graafien ominaisuuksia, ja méarittelemme niita
kayttaen uusia hyodyllisia loogisia operaatioita. Vertaamme lisdksi naiden
uusien logiikoiden ilmaisuvoimaa inkluusio- ja ekskluusiologiikoihin, riippu-
vuuslogiikkaan, NDEP-logiikkaan (’Nondependence Logic’) sekd lauseiden
tasolla EMSO-logiikkaan (’Existential Monadic Second Order Logic’).

Osoitamme, ettd EXF-logiikka on ilmaisuvoimaltaan vahvempi kuin yksi-
paikkainen riippuvuuslogiikka mutta heikompi kuin kaksipaikkainen riippu-
vuuslogiikka. Vastaavasti osoitamme, etta INF-logiikan ilmaisuvoima sijoit-
tuu aidosti yksi- ja kaksipaikkaisten NDEP-logiikoiden valiin. Lisaksi todis-
tamme, ettd lauseiden tasolla INF-, EXF- sekd [EF-logiikka sisaltyvat kaik-
ki EMSO-logiikkaan. TEF-logiikalle patee myts kaanteinen vaite, joten sen
ilmaisuvoima on lauseiden tasolla tdsmalleen sama kuin EMSO-logiikalla.






Esipuhe

Tutkimusprosessi

Aloitin valmistelun tdmaéan tutkielman tekoa varten laajentamalla tietdmys-
téni erilaisista logiikoista, joiden suhteen on tehty viimeaikona tutkimusta.
Perehdyin erityisesti Hintikan ja Sandun kehittaméaan IF-logiikkaan (‘Inde-
pendence Friendly Logic’) Mannin, Sandun ja Sevensterin teoksen [16] avulla
seka Véandsen esittelemadn riippuvuuslogiikkaan kayttaen hénen kirjoitta-
maansa oppikirjaa [17]. Vertailin samalla ndiden kahden logiikan erilaisia 1&-
hestymistapoja samaan aiheeseen; riippuvuuslogiikka toimii atomikaavojen
tasolla, kun taas IF-logiikka toimii kvantifioinnin yhteydessa. Itse viehatyin
enemman [F-logiikan tavasta, silla se johti mielestani luonnollisempaan ja
intuitiivisempaan peliteoreettiseen semantiikkaan.

Keskustellessani ohjaajani Lauri Hellan kanssa tutkielman mahdollisesta
aiheesta sain kuulla Gallianin kehittamista inkluusio- ja ekskluusiologiikoista.
Néama logiikat muistuttavat riippuvuuslogiikan lahestymistapaa siind mieles-
sé, ettd niiden inkluusio- ja ekskluusio-operaatiot ilmaistaan atomikaavojen
tasolla. Koska olin téssa vaiheessa kiinnostunut enemman IF-logiikan lahes-
tymistavasta, ohjaajani esitti minulle ajatuksen mahdollisista inkluusio- ja
ekskluusio-operaatioista eksistenssikvantifioinnin yhteydessa.

Aloin pohtia mielekasta semantiikkaa téallaisille kvanttoreille, ja néin sai-
vat syntynsa uudet logiikat, joita kutsun INF-logiikaksi ("Inclusion Friend-
ly Logic’) sekia EXF-logiikaksi ("Exclusion Friendly Logic’). Edellinen néis-
td saadaan lisadmalla ensimmaisen kertaluvun logiikkaan maérittelemani
inkluusiokvanttorit ja jalkimmaéinen vastaavasti lisddmalla siithen ekskluusio-
kvanttorit. Logiikkaa jossa voidaan kayttda molempia naista kvanttoreista
nimitén IEF-logiikaksi (‘Inclusion-Exclusion Friendly Logic’).

Maéarittelin naille kvanttoreille ensin kompositionaalisen totuusmaéaéritel-
mén tiimisemantiikalla, koska sen avulla niiden ilmaisukykyéa oli helpom-
pi tutkia kuin peliteoreettisella semantiikalla. Tutkin naiden kvanttorien il-
maisuvoimaa erityisesti miettimalla millaisia graafiteoreettisia ominaisuuk-
sia niiden avulla voisi ilmaista. Vertailin niiden ilmaisuvoimaa myo6s suh-
teessa inkluusio- ja ekskluusiologiikoihin, riippuvuuslogiikkaan sekd NDEP-
logiikkaan ("Nondependence Logic’), joista viimeinen on myos alunperin Gal-
lianin esittelema.



Kehittelin aluksi inkluusio- ja ekskluusio-operaatioiden kanssa myo6s mo-
nenlaisia muita kvanttoreita. Erityisesti mietin miten naméa operaatiot olisi
mielekésté ilmaista universaalikvantifioinnin yhteydessé. Osoittautui kuiten-
kin, ettd suurin osa naisté ideoimistani operaatioista oli mahdollista méaari-
telld alunperin esittamieni kvanttorien avulla, joten ei ollut tarpeellista liséatéa
niita logiikan merkistoon. Koska ne ovat kuitenkin hyodyllisia ja mielekkéitéa
operaatioita, suuri osa niistd on méaaritelty tassa tutkielmassa lyhennysmer-
kintoina, ja niiden totuusehdot on todistettu vastaavissa lauseissa.

Tutkimuksen aikana paljastui monia mielenkiintoisia tuloksia siita, mi-
td inkluusio- ja ekskluusiokvanttoreilla voi ilmaista, ja tutkielman aihepii-
ri paisui vahitellen paljon yli alkuperaisten tavoitteideni. Vaikka motivaatio
inkluusio- ja ekskluusiokvanttoreiden kehittamiselle sai alkunsa siitd, miten
niiden avulla voisi tehdé mielekasté peliteoreettista semantiikkaa, en lopulta
ehtinyt kasitelld tata aihetta téssa tutkielmassa. Témén aiheen tasmallinen
kasittely jaakoon siis osaksi jatkotutkimusta — samoin kuin ne monet muut
mielenkiintoiset kysymykset joita tamén tutkimuksen aikana tuli esiin, mutta
joita en endd pystynyt sisdllyttdmadn taman tutkielman laajuuteen.

Lukijoita jotka tuntevat peliteoreettisen semantiikan kehotetaan kuiten-
kin pohtimaan aihetta tastd nakokulmasta. Taméa voi auttaa ymmartaméaan
maéarittelemieni uusien loogisten operaatioiden mielekkyytté seké niiden mer-
kitystd myos filosofisemmalla tasolla. Ideat monien lauseiden todistuksille
tassa tutkielmassa ovat saaneet alkunsa pelistrategisesta ajatuksesta, joten
tdméa ndkokulma voi auttaa hahmottamaan myos todistusten luonnetta.
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Luku 1

Johdanto

1.1 Tutkimusaiheen taustaa

Inkluusio- ja ekskluusiologiikat juontavat juurensa riippuvuuden seka epé-
taydellisen informaation kasitteisiin logiikassa. Ensimméisené askeleena téalle
pidetdan yleensd Henkinin [10] esittelemid osittainjéirjestettyja kvanttoreita.
T&ta ajatusta kehittelivit eteenpéin Hintikka ja Sandu [11]! esitteleméssdin
[F-logiikassa ("Independence Friendly Logic’). He kehittivat télle logiikalle
myo6s niin sanotun peliteoreettisen semantiikan [12]. Téssé lahestymistavassa
tarkastellaan kahden pelaajan loogista pelia, jossa pelaajilla ei ole taydellistéa
informaatiota toistensa tekemisté siirroista.

Hodges [13] onnistui kehittdméaan IF-logiikalle my6s kompositionaalisen
tavan madritella totuus. Tassa lahestymistavassa tosin taytyy tarkastella yk-
sittdisten tulkintafunktioiden sijasta niiden joukkoja, joita nimitetadn tii-
meiksi. Télldista tiimisemantiikkaa kdyttden Vaaninen [17] kehitti mychem-
min ns. riippuvuuslogiikan ('Dependence Logic’). Téssa logiikassa riippu-
vuutta ei ilmaista kvanttoreiden tasolla kuten IF-logiikassa, vaan sen sijaan
atomikaavojen tasolla ns. riippuvuusatomien avulla. Samantapainen lahesty-
mistapa on my6s Gradelin ja Vadnéasen [8] kehittaméssé riippumattomuuslo-
giikassa ('Independence Logic’), jossa tarkastellaan atomitasolla ns. riippu-
mattomuusatomeja.

Riippuvuus- ja riippumattomuuslogiikoita on tutkittu aktiivisesti erityi-
sesti Helsingin yliopistolla. Niiden suhteen on saavutettu viime vuosina paljon
tuloksia, joista voidaan mainita esimerkiksi Durandin ja Kontisen [3] tulok-
set riippuvuuslogiikan ja toisen kertaluvun logiikan vélisestd suhteesta seké
Gallianin, Hannulan ja Kontisen [6] hierarkiatulokset riippumattomuuslogii-
kalle. Néissa logiikoissa kaytetylle tiimisemantiikalle on 16ydetty mielenkiin-
toisia yhteyksid myos muiden tieteenalojen kuten Kkielitieteiden ja tietokan-
tokantojen riippuvuusteorian kanssa.

ITat4 tutkielmaa tehdessd IF-logiikan osalta on kiytetty lihteens pédosin Mannin,
Sandun ja Sevensterin oppikirjaa [16].



Tiimisemantiikan sijasta riippuvuuslogiikalle voidaan maéritella myos pe-
liteoreettinen semantiikka [17], mutta se on luonteeltaan varsin erilainen kuin
[F-logiikan peliteoreettinen semantiikka. Fras toinen mielenkiintoinen uusi
lahestymistapa on Kuusiston [14] esittelemé ns. kahden tiimin semantiikka
(’double team semantics’), joka mahdollistaa mielekkddmmén tavan kéasitella
negaatioita riippuvuuslogiikassa. Tama ldhestymistapa tarjoaa uudenlaisen
peliteoreettisen semantiikan riippuvuuslogiikalle seké sen sukulaislogiikoille.

Inkluusio- ja ekskluusiologiikat ovat alunperin Gallianin [5] esittelemié
logiikoita, jotka liittyvat ldheisesti riippuvuuslogiikkaan. Ne ovat tutkimus-
kohteina viela tuoreempia kuin riippuvuuslogiikka ja erityisesti inkluusiolo-
giikan suhteen on tehty tdmén ja viime vuoden aikana monia mielenkiintoi-
sia tuloksia. Naistd mainittakoon esimerkiksi Gallianin ja Hellan [7] 16ytdma
yhteys inkluusiologiikan ja kiintopistelogiikan vélille sekéd Hannulan [9] tut-
kimus inkluusiologiikan paikkalukuhierarkiasta. Avoimia kysymyksié néiden
logiikoiden suhteen on kuitenkin viela paljon.

1.2 Tutkimustuloksia

Tassa tutkielmassa esittelemme uudet loogiset operaatiot, joita kutsumme
inkluusio- ja ekskluusiokvanttoreiksi. Kun ensimmaisen kertaluvun logiik-
kaa laajennetaan inkluusiokvanttoreilla saadaan uusi logiikka, jota kutsum-
me INF-logiikaksi ('Inclusion Friendly Logic’). Vastaavasti ekskluusiokvant-
toreita kayttdmalla saadaan EXF-logiikka (’Exclusion Friendly Logic’) ja
molemmilla naista kvanttoreista saadaan IEF-logiikka ("Inclusion-Exclusion
Friendly Logic’).

Tutkiessamme EXF-logiikan ilmaisukykyé saamme osoitettua, etta se on
vahvempi kuin yksipaikkainen riippuvuuslogiikka, mutta kuitenkin heikompi
kuin kaksipaikkainen riippuvuuslogiikka (kappaleet 4.2 ja 4.4). Vastaavasti
verratessamme INF-logiikan ilmaisukykya NDEP-logiikkaan osoitamme, ettéa
INF-logiikan ilmaisuvoima asettuu aidosti yksi- ja kaksipaikkaisten NDEP-
logiikoiden véliin (kappale 4.3).

Inkluusiokvanttorin avulla voidaan ilmaista yksipaikkainen inkluusioato-
mi (kappale 3.1), ja vastaavasti ekskluusiokvanttorin avulla voidaan ilmais-
ta yksipaikkainen ekskluusioatomi (kappale 3.2). Néin ollen yksipaikkaiset
inkluusioatomit voidaan ottaa INF-logiikkaan lyhennysmerkinnoiksi, ja vas-
taavasti voidaan tehda yksipaikkaisille ekskluusioatomeille EXF-logiikassa.

Osoitamme myohemmin, ettd myos kadnteiset véitteet patevit, eli etta
inkluusio- ja ekskluusiokvanttorit voidaan ilmaista kayttaen yksipaikkaisia
inkluusio- ja ekskluusioatomeja (kappaleet 4.2 ja 4.3). Taten INF-logiikka
on ekvivalentti yksipaikkaisen inkluusiologiikan kanssa ja vastaavasti EXF-
logiikka on ekvivalentti yksipaikkaisen ekskluusiologiikan kanssa. Tulokset
INF- ja EXF-logiikoiden ilmaisuvoimasta ovat siis samalla tuloksia inkluusio-
ja ekskluusiologiikoiden yksipaikkaisten fragmenttien ilmaisuvoimasta.
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Edellisten tulosten nojalla tiedetdéan siis, etta yksipaikkainen ekskluusio-
logiikka sijoittuu ilmaisuvoimaltaan aidosti yksi- ja kaksipaikkaisten riippu-
vuuslogiikoiden véliin. Kuitenkin Gallianin tulosten [5] nojalla ekskluusio-
logiikka ja riippuvuuslogiikka ovat yleisessa tapauksessa ekvivalentit. Vas-
taavalla tavalla yksipaikkainen inkluusiologiikka sijoittuu ilmaisuvoimaltaan
aidosti yksi- ja kaksipaikkaisten NDEP-logiikoiden véliin, mikd on mielen-
kiintoista, silla Gallianin tulosten nojalla my6s inkluusiologiikka ja NDEP-
logiikka ovat yleisessa tapauksessa ekvivalentit.

Ehka kuitenkin tarkein taman tutkielman uusista tuloksista on INF- ja
EXF-logiikoiden suhde lauseiden tasolla EMSO-logiikkaan ("Existential Mo-
nadic Second Order Logic’). Ensinnékin jokaista INF- ja EXF-lausetta vas-
taa sen kanssa loogisesti ekvivalentti EMSO-lause (kappale 4.4). IEF-lauseille
pétee sama ja lisdksi myos kadnteinen vaite, joten IEF-logiikka on lauseiden
tasolla itse asiassa ekvivalentti EMSO-logiikan kanssa (kappale 4.5).

Edellisista tuloksista seuraa suoraan, ettda EMSO-logiikka on ekvivalentti
inkluusio-ekskluusiologiikan kanssa, jossa esiintyy ainoastaan yksipaikkaisia
inkluusio- ja ekskluusioatomeita. Gallianin ja Vaénasen tulosten nojalla tie-
detdan, etta sekéd riippuvuuslogiikka ettd ekskluusiologiikka vastaavat mo-
lemmat lauseiden tasolla ESO-logiikkaa ("Existential Second Order Logic’).
Nain ESO-logiikasta saadaan erotettua EMSO-logiikkaa vastaava fragmentti
inkluusio- seka ekskluusiologiikoita apuna kéyttaen.

1.3 Tutkielman rakenne

Luvussa 2 méaarittelemme tassa tutkielmassa kaytetyn syntaksin ja semantii-
kan ensimmaisen kertaluvun logiikalle. Esitdmme maéritelmat niin, etta en-
simmaisen kertaluvun logiikka on helposti laajennettavissa logiikoiksi, joita
tutkimme myohemmissé luvuissa. Luvussa 2 esittelemme myos joitan aputu-
loksia seké késitteitd, joita tarvitsemme tassa tutkielmassa.

Luvussa 3 maarittelemme INF-, EXF- ja IEF-logiikoiden syntaksin seka
semantiikan. Lisaksi esitelemme monia muita uusia loogisia operaatioita, joi-
ta voidaan maaritelld inkluusio- ja ekskluusiokvanttoreiden avulla. Luvun lo-
pussa tutkimme erityisesti [EF-logiikassa méaariteltavia universaali-inkluusio-
ja universaaliekskluusiokvanttoreita. Tassd luvussa esitimme myos paljon
esimerkkeja naiden uusien loogisten operaatioiden ilmaisukyvysté.

Luvussa 4 esittelemme useita inkluusio- ja ekskluusiologiikan sukulaislo-
giikoita seka tuloksia niiden vélisistd suhteista. Sitten alamme tutkia INF-,
EXF- sekéd IEF-logiikoiden ilmaisuvoimaa suhteessa naihin. Luvun lopussa
madrittelemme vielda EMSO-logiikan ja vertaamme inkluusio- ja ekskluusio-
kvanttoreiden ilmaisuvoimaa siihen lauseiden tasolla.

Lopuksi luvussa 5 esitdmme viela lyhyen yhteenvedon tédman tutkielman
tuloksista. Samalla pohdimme joitain avoimeksi jadneitd kysymyksia seké
aiheeseen liittyvid mielenkiintoisia teemoja jatkotutkimusta silméallapitaen.
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1.4 Vaadittavia esitietoja

Lukijan odotetaan tuntevan naiivin joukko-opin perusteet kuten kuvauksen
ja relaation késitteet seka joukko-opilliset operaatiot. Téssa tutkielmassa
kaytetdan padosin vakiintuneita merkintatapoja, mutta joitain erityisempié
joukko-opillisia merkint6ja on koottuna luvun 2 alkuun.

Lukijan oletetaan tietdvin myos ensimmaisen kertaluvun logiikan perus-
teet. Tassa tutkielmassa kaytetty syntaksi ensimmaisen kertaluvun logiikalle
seka mallin késite esitelladn luvussa 2. Semantiikaksi méaritellian perinteisen
Tarskin totuusmaéaritelmén sijasta tiimisemantiikka, mutta lukijan oletetaan
kuitenkin tuntevan Tarskin totuusmaéritelméan, niin kuin se on maariteltyna
esimerkiksi ldhteessa [2, s. §].

Lukijan oletetaan lisdksi tuntevan graafiteorian peruskasitteet seka tavan-
omaiset merkinnét. Téassa tutkielmassa ei késitelld varsinaisesti graafiteorian
tuloksia, mutta graafeja kaytetadn useiden esimerkkien yhteydessa. Lisaksi
tutkittujen logiikoiden ilmaisuvoimaa voidaan mitata maérittelemalld niiden
avulla erilaisia graafien ominaisuuksia.

Kaikki tassd tutkielmassa kéaytetyt logiikat esitelldan siind méarin kun
on tarpeellista, ja niiden suhteen esitetdan tasmallisesti kaikki tarvittavat
méaritelméat seka lauseet. Tutkielmassa kaytetyista merkinnoista on pyrit-
ty saamaan keskenadn mahdollimman yhdenmukaisia, mutta tésta johtuen
kaytetty notaatio ei ole aina samanlainen kuin ldhdeteoksissa.
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Luku 2

Alustavia maaritelmia

Tassa luvussa esittelemme ensin joitain kayttdmidmme merkintoja, ja sitten
méarittelemme syntaksin ja semantiikan ensimméisen kertaluvun logiikalle.
Tarskin totuusméaaritelméan sijasta esittelemme tiimisemantiikan, joka osoit-
tautuu kuitenkin ensimméisen kertaluvun logiikan tapauksessa oleellisesti
yhtapitavaksi totuusmadritelmaksi.

2.1 Merkintoja

Olkoon A joukko, jota tarkastellaan perusjoukon M osajoukkona. Kéytdmme
seuraavia joukko-opillisia merkint6jas:

e |A| := Joukon A kardinaliteetti.

o A" = A x ... x A.
————

o A= M\ A.
e P(A):={BC M| BCA}
o P*(A):=P(A)\{0}.

Olkoon f kuvaus ja X joukko kuvauksia, joilla on yhteinen méaarittely-
joukko. Kéaytdmme seuraavia merkintoja:

e dom(f) := Kuvauksen f maarittelyjoukko.

ran(f) := Kuvauksen f maalijoukko.

im(f) := Kuvauksen f arvojoukko.

f T Aonkuvaus ANdom(f) — ran(f), s.e. z — f(x).

XTA={fTA]feX}
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2.2 Syntaksi

Olkoon {v; | ¢ € N} numeroituvasti daretén joukko muuttujia. Kaytamme
symboleita {x,y, z, ...} merkitsemddn metamuuttujia, jotka viittaavat jo-
honkin muuttujaan joukossa {v; | i € N},

Maaritelma 2.1. Aakkosto L on joukko wakio-, relaatio- ja funktiosymbo-
leita. Merkitaan vakiosymboleita c;:1l4, relaatiosymboleita R;:114 ja funktio-
symboleita f;:114, missa ¢ € N. Jokaiseen aakkoston L symboliin k liitetdan
paikkaluku #1(k) € N. Symbolin k paikkaluku on nolla, jos ja vain jos k on
vakiosymboli.

Huomautus. Aakkosto L voi sisaltda kutakin symbolia korkeintaan nume-
roituvasti darettoman maaran, mutta se voi olla myos tyhja joukko. Jatkossa
kun puhumme aakkostosta L ja emme tee siitd mitadn oletuksia, niin sen
ajatellaan olevan mielivaltainen.

Madrittelemme seuraavaksi termien joukon Tp seka kielen FOy, jota kut-
summe enstmmdisen kertaluvun logiikaksi:

Maaritelma 2.2. Maaritellaan L-termien joukko T seuraavasti:

e v; € Ty, kaikilla 7 € N.

e Jos¢; € L, niin ¢; € Ty,

o Jos fi € L,se. #r(f;)=njaty,...,.t, € Ty, niin fit;...t, € Tp.
Maaritelma 2.3. Méaritelldan kieli FO;, seuraavasti:

e Jos ty,to € T, niin ty =ty € FOL, ja -ty =ty € FOp.

e Josty,...,t, € Tpja R; € Ls.e. #.(R;) =mn,
niin thl .. tn c FOL ja _|Rit1 .. tn S FOL

Jos ¢, € FOp, niin (p AY) € FOp ja (¢ V) € FOp.

Jos ¢ € FOy ja x on muuttuja, niin Fx ¢ € FOL jaVxy € FOy.

Jos ¢ € FOp, niin sanotaan etta ¢ on FOy -kaava. Kutsumme muotoa t; = to,
-ty = to, Rit...t, ja -~ Rty ... t, olevia kaavoja literaaleiksi.

Kéytdmme my6s merkintda: t; # to := —t; = t5. Voimme lisdksi jattaa
jatkossa kaavoista uloimmat sulkeet kirjoittamatta. Toteamme myohemmin
pykélassa 2.3.2 sekd konjunktion ettd disjuntion olevan liitdnnaisia, joten
voimme jattad perakkéaiset konjunktiot seka disjunktiot suluttamatta.

Emme maarittele negaatiota perinteiseen tapaan niin, ettéa se saa esiintya
minka tahansa kaavan edessa. Lisdksi tavanomaisen eksistenssikvanttorin 3
sijaan kdytdmme kvanttoria 3°. Palaamme tahédn méaritellessimme seman-
titkkan ja tulemme huomaamaan, ettd lopputuloksena on joka tapauksessa
ensimméisen kertaluvun logiikan kanssa ekvivalentti logiikka.
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Maaritelma 2.4. Kéytetdan termissa ¢t € T, esiintyvien muuttujien joukolle
merkintdd Vr(t) ja vastaavasti kaavassa ¢ € FOp esiintyvien muuttujien
joukolle merkintéé Vr(yp). Madritellaan kaavan ¢ vapaiden muuttujien joukko
Fr(p) rekursiivisesti seuraavasti:

Fr(¢) = Vr(p), kun ¢ on literaali
Fr(p A ) = Frlp) UFr(v)
Fr(p V4h) = Fr(p) U Fr(y)
Fr(3°z ¢) = Fr(p) \ {z}
Fr(Ya ) = Fr(p) \ {z}

Jos Fr(p) = (), niin sanotaan ettd ¢ on FO-lause.

Voimme kirjoittaa myos lyhyemmin: Vr(ty,...,¢,) := Vr(t1)U---UVr(t,).
Mikali kaava ¢ sisaltda vapaat muuttujat zq, ..., z,, niin voimme korostaa
tata kirjoittamalla kaavan ¢ muodossa ¢(z1, ..., T,).

Maiaritelméa 2.5. Madritelldén kaavan ¢ alikaavojen joukko Sf(p) rekursii-
visestl seuraavasti:

St(p) = {¢}, kun ¢ = (t; = t5) tai o = Rity ... t,
St(—p) = {—p} U{p}, kun p = (t; =t9) tai ¢ = Rity ... 1,
St(p Avp) = {p A} USE(p) U SE(e))
St(p V) = {p Vv ¥} USE(p) USE())
St(Fz ) = {Fz ¢} US(p)
)=

St(Vz ) ={Vzp}USt(y)

Kaava 1 € FOr, on kaavan ¢ aito alikaava, jos ¢ € Sf(p) ja 1 # .

Huomautus. Vaikka merkitsemmekin kaavan ¢ alikaavojen joukkoa tavan-
omaisella joukkomerkinnallé, oletamme etta saman alikaavan eri esiintymat
voidaan erottaa toisistaan joukossa Sf(y). Tésmaéllisesti tamé voitaisiin tehda
esimerkiksi indeksoimallé kaikki kaavan ¢ alikaavat. Pitdydymme kuitenkin
tassa pelkistetyssa esityksessa.

2.3 Semantiikka

Maarittelemme seuraavaksi semantiikan ensimmaisen kertaluvun logiikalle.
Esittelemme ensin mallin, tulkintafunktion seké tiimin késitteet. Kayttamas-
simme tiimisemantiikassa kaavan ¢ € FO[, totuus maéritellaan mallin seka
sithen liittyvan tiimin suhteen.
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2.3.1 Tiimisemantiikka

Maaritelma 2.6. L-Malli M on jarjestetty pari (M,Z), missi M on epa-
tyhja joukko ja Z aakkostossa L méaritelty funktio. Joukkoa M kutsutaan
mallin M universumiksi ja funktiota Z mallin M tulkinnaksi. Tulkinta Z
kuvaa aakkoston L symbolit seuraavalla tavalla:

e Jos ¢; € L, niin I(¢;) € M.

e Jos R; € L ja #.(R;) = n, niin Z(R;) C M™.

e Jos f; € L ja #.(f;) = n, niin Z(R;) on kuvaus M" — M.
Jos k € L, niin merkitsemme k™ := Z(k).

Oletamme tassa tutkielmassa yleensd mallin M aakkoston L olevan mie-
livaltainen. Néin ollen puhumme L-mallin M sijaan usein vain mallista M.

Maaritelma 2.7. Olkoon M malli. Tulkintafunktio s on kuvaus muuttu-
jien joukon joltakin osajoukolta V' mallin M universumille M. Kéaytetdan
tulkintafunktion s mddrittelyjoukolle V merkintédé dom(s).

Tiimi X on sellainen joukko tulkintafunktioita, etta kaikilla s,s’" € X
pétee, ettd dom(s) = dom(s'). Kdytdmme téalle tiimin X alkioiden yhteiselle
maéérittelyjoukolle merkintad dom(X).

Sallimme myos tyhjan kuvauksen s = () ja tyhjan tiimin X = (). Naille
maéarittelemme, ettd dom(s) = dom(X) = . Jos mallin M universumissa M
on vain yksi alkio, niin on voimassa seuraava tulos:

Lemma 2.1. Olkoon M = (M,T) malli ja X # () sithen liittyvd tiimi. Nyt
on VOIMassa:
Jos |M| =1, niin myés | X|= 1.

Todistus. Oletetaan, etta |M| = 1, eli on olemassa alkio a € M, siten etta
M = {a}. Olkoot 5,5 € X ja x € dom(X). Koska ran(s) = ran(s’) = M,
niin taytyy olla, ettd s(z) = a = §'(x). Koska muuttuja = € dom(X) oli
mielivaltaisesti valittu, niin taytyy olla, etta s = s’. Edelleen koska s,s" € X
olivat mielivaltaisesti valittuja, niin X = {s}. Néin ollen siis | X| = 1. O

Lemman 2.1 tulos on ilmeinen, mutta tulemme téssa tutkielmassa viit-
taamaan sithen monesti, silld yhden alkion universumin mallit pitaéa kasitella
lauseissa usein omana erikoistapauksenaan.

Maaritelma 2.8. Jos s on tulkintafunktio ja a € M, niin muunnettu tul-
kintafunktio sja/v;] : dom(s) U {v;} — M madritelldén seuraavasti:

a, jos i =17

s(vj), jos i # j

sla/vi(vy) = {
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Olkoon X tiimi, A C M ja F : X — P(M). Merkitdan:

X[A)v] == {sla/vi] | a € A, s € X}
X[F/v] :={sla/v] | a € F(s),s € X}

Kéaytamme lisaksi seuraavia merkintojéa:

slay/xy, ... an/xy) = slar/x1] ... [an /@]
X[A1/x1, ..., Anfzy] = XA x1] .. [An) 2]
X[Fy/xy, ..., By, = X[Fi/x] .. [Fo/xy)

Huomataan, etté jos x ¢ dom(s), niin s[a/z| laajentaa tulkintafunktiota s
lisddmalla siihen tulkinnan muuttujalle z. Jos taas x € dom(s) ja a # s(z),
niin s[a/x] muuttaa tulkintafunktiota s antamalla uuden tulkinnan muuttu-
jalle z. Ja tietenkin jos z € dom(s) ja a = s(x), niin s[a/z] = s.

Maaritelma 2.9. Olkoon M malli, s tulkintafunktio ja t € T, siten etta
Vr(t) C dom(s). Maaritellaan termin t tulkinta s(t) seuraavasti:

e Jos t = v;, niin s(t) = s(v;).
e Jos t = ¢, niin s(t) = M.

o Jost = fity...t,, niin s(t) = fM(s(t1),...,s(tn)).
Jos X on tiimi, niin kaytamme merkintaé:

X(t):={s(t)| s X}

Huomautus. Jos termi ¢ ei ole muuttuja, niin sen tulkinta s(¢) riippuu
tulkintafunktion s lisaksi myos mallin M tulkinnasta Z. Kaytamme kuitenkin
yksinkertaisuuden vuoksi lyhytta merkintéé s(t).

Olemme nyt valmiit maarittelemaén tismisemantitkan ensimmaéisen kerta-
luvun logiikalle. Se muistuttaa ldheisesti Tarskin totuusmaéritelmaé, vaikka
kasitteleekin joukkoa tulkintafunktioita.

Maaritelma 2.10. Olkoon M malli, ¢ FOp-kaava ja X tiimi, siten et-
td Fr(¢) C dom(X). Sanotaan ettd ¢ on tosi mallissa M tiimilla X, jos
MEx . Maéritelladn taméa rekursiivisesti kaavan ¢ rakenteen suhteen:

o MExt =1y, joss s(t1) = s(t2) kaikilla s € X.

o MEx —t; =tg, joss s(t1) # s(tz) kaikilla s € X.

o MEx Rity...t,, joss (s(t1),...,s(ty)) € RM kaikilla s € X.
o MEx—Rit;...t,, joss (s(t1),...,s(t,)) ¢ RM kaikilla s € X.
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e MExy AO, joss MEx Y ja MEx@.

e MEx 1 V#, joss on olemassa joukot V.Y’ C X,
siten ettd Y UY' = X, MEy ¢ ja MFEy 0.

o MEx Fx1), joss on olemassa F': X — P*(M), s.e. MEx[p/z 1.
o MExVax, joss MExna .

Jos M Fx ¢ ei pide, niin merkitdan M Fx . Mikali M Fg; ¢, niin sanotaan
ettd ¢ on totta M:ssd ja merkitdan M FE ¢. Mikali ¢ on tosi kaikissa mal-
leissa M, niin sanotaan ettd ¢ on wvalidi ja merkitddn F . Sanotaan, etté
FO_-kaavat ¢ ja ¢ ovat loogisesti ekvivalentit, jos kaikilla L-malleilla M ja
tiimeilld X on voimassa:

MEx p, joss MEx 1.

Yhden alkion tiimin X = {s} tapauksessa voimme kéyttéé liséksi lyhen-
nysmerkintaa M F, ¢, kun tarkoitamme ettd M Fy, . Néin ei kuitenkaan
merkitd jos s = (), ettei merkinnasta tule monitulkintainen.

Huomautus. Jos X = (), niin maaritelman 2.10 perusteella M Ex ¢, kaikilla
malleilla M ja kaavoilla ¢ € FO.!. Koska maaritelméssa 2.10 kaavalta ¢ ja
tiimiltd X vaaditaan, ettd Fr(y¢) C dom(X), niin ainoastaan FO[-lauseille
voi pated, etta M FE .

2.3.2 Huomautuksia ja aputuloksia

Olkoot ¢; € FOp, jokaisella i € {1,...,n}. Médiritelmanséi perusteella kon-
junktio on selvasti liitdnnainen, ja ketjulle konjunktioita patee:

MEx /\ ©i, joss MEx ¢; jokaisella i € {1,...,n}.
i=1
Vastaavasti disjunktio on liitannainen ja ketjulle disjunktioita pétee:
MEx \/ @i, joss on olemassa Yi,...,Y, C X,
i=1

se. [JYi=X ja MEy, ¢; jokaisella i € {1,...,n}.

i=1

!T4mi on ns. tyhjin tiimin ominaisuus ("empty team property’). Ensimmiisen ker-
taluvun logiikan lisdksi my6s kaikki muut téssé tutkielmassa maarittelemamme logiikat
toteuttavat tdmén ominaisuuden. Koska tamaé pétee triviaalisti niiden semantiikan nojalla,
emme mainitse tdtd jatkossa aina erikseen.
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Tiimisemantiikassa eksistenssikvantifiointi maaritellddn usein seuraavalla ta-
valla kidyttden tavanomaista eksistenssikvanttoria 3:

MEx 3z, joss on olemassa f : X — M s.e. MEx(s/z v,
missd X |[f/z] .= {s[f(s)/x] | s € X}.

Madrittelemamme semantiikka kvanttorille 3° eroaa siten, ettd valintafunk-
tio F' liittda kuhunkin tiimin X tulkintafunktioon universumin alkion sijas-
ta universumin jonkin epatyhjan osajoukon. Téaté kutsutaan monesti eksis-
tenssikvanttorin laz-semantiikaksi. Kaytdamme eri semantiikan merkiksi ek-
sistenssikvanttorille merkintda 3°, missa ylaindeksi s viittaa sanaan ’set’.

Kuvaus F' voi valita osajoukoksi myos yksion, joten mikali patee, etta
MEx dx @, niin selvasti piatee myos, ettda M Ex 3° x ¢. Ensimmaisen kerta-
luvun logiikalle on voimassa myos kddnteinen véite [6, s. 7], joten sille ndiden
kahden kvanttorin semantiikat ovat yhtapitavét.

Maarittelemédssdmme syntaksissa sallimme negaation esiintyvan ainoas-
taan atomikaavojen edessa. Tama ehto ei kuitenkaan rajoita ilmaisuvoimaa,
silléd jokainen ensimmaisen kertaluvun logiikan lause voidaan esittaé ekviva-
lentissa muodossa, jossa negaatio esiintyy ainoastaan atomikaavojen edessé
(katso esimerkiksi [16, s. 42-43]).

Tarkastellaan seuraavaksi mika on méaarittelemamme tiimisemantiikan ja
tavanomaisen Tarskin totuusmééritelmén (katso esimerkiksi [2, s. 8]) vélinen
suhde. Merkitain MEL ¢, jos ja vain jos kaava ¢ € FOL on tosi mallissa M
tulkintafunktiolla s kdayttaen Tarskin totuusméaritelméa.

Lause 2.2. Olkoon X tiimi ja @ € FOr. Nyt on voimassa:
MEx p, joss MEL o kaikilla s € X.

Todistus. Todistetaan suoraviivasella induktiolla kaavan ¢ rakenteen suhteen
kuten esimerkiksi lahteessa [17, s. 37-38]. O

Téastéa tuloksesta seuraa, etta tiimisemantiikka ei muuta ensimmaéisen ker-
taluvun logiikan ilmaisuvoimaa. Yhden alkion tiimin tapauksessa lause saa-
daan muotoon:

ME; v, joss M |=f 0.

Taman perusteella kiayttamamme lyhennysmerkinta totuudesta yhden alkion
tiimilla on mielekds. Suorana seurauksena tésté yhdistettyna lauseeseen 2.2
saamme seuraavan lemman:

Lemma 2.3. Olkoon X tiimi ja ¢ € FOp. Nyt on voimassa:
MEx ¢, joss MEg o kaikilla s € X.

Tama on edelleen yhtéapitavad sen kanssa, ettd kaava ¢ € FOp toteutuu
tiimilla X, jos ja vain jos se toteutuu jokaisella sen osatiimilla Y C X.
Maaérittelemme viela lopuksi kaksi ominaisuutta mielivaltaiselle logiikalle £,
jolle on maéritelty tiimisemantiikka.
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Maaritelma 2.11. Oletetaan, ettd £ on jokin logiikka, jolle on maéritelty
tiimisemantiikka. Sanotaan, etta

e L on alaspdain suljettu, jos ja vain jos kaikille L-kaavoille ¢ patee:

Jos MExpjaY C X, niin MFEy ¢.

e L on suljettu yhdisteiden suhteen, jos ja vain jos kaikille L-kaavoille ¢
patee:
Jos M Fx, ¢ jokaisella 7 € I, niin MFy,_, x, ¢.

Jalkimmaisessa kohdassa joukko I on mielivaltainen (mahdollisesti ddreton)
indeksijoukko.

Lemman 2.3 nojalla ensimmaéisen kertaluvun logiikka on selvasti seka alas-
pain suljettu, etta suljettu yhdisteiden suhteen. On kuitenkin syytd pitaé
mielessa, ettd nama ominaisuudet kuten myoskaan lemma 2.3 eivat pade
kaikille ensimmaisen kertaluvun logiikan laajennoksille, joita méaarittelemme
seuraavissa luvuissa.
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Luku 3

Inkluusio ja ekskluusio
loogisina operaatioina

Galliani on esitellyt véitoskirjassaan [5] uudet logiikat, joita hdn nimittda
inkluusio- ja ekskluusiologiikoiksi. Molemmat néisté laajentavat ensimmaéisen
kertaluvun logiikkaa lisaémaélla siithen uusia atomikaavoja. Naiden inkluusio-
ja ekskluusioatomien yhteydessd on mielekasta kéayttaa edellisesséd luvussa
méarittelemdamme tiimisemantiikkaa. Toinen mahdollinen lahestymistapa
olisi peliteoreettinen semantiikka.

Otamme téassa luvussa erilaisen ldhestymistavan samaan aiheeseen lisaé-
malld ensimméisen kertaluvun logiikkaan inkluusio- ja ekskluusiokvanttorit.
Kutsumme néin saatuja logiikoita INF- ja EXF-logiikoiksi. Naméa kaytté-
mémme lyhenteet tulevat sanoista ’Inclusion Friendly Logic’ ja "Exclusion
Friendly Logic’. Kaytamme téllaisia nimityksia, silla logiikoidemme lahesty-
mistapa kvantifikaation tasolla muistuttaa laheisesti Hintikan ja Sandun [11]
kehittamaa IF-logiikkaa ("Independence Friendly Logic’).

Kappaleissa 3.1 ja 3.2 esitimme syntaksin ja semantiikan ensin INF- ja
sitten EXF-logiikalle. Todistamme myos joitain naiden logiikoiden ominai-
suuksia koskevia tuloksia ja annamme esimerkkeja niiden ilmaisukyvysta.
Kappaleessa 3.3 esittelemme [EF-logiikan, joka saadaan yhdistdmalla INF-
ja EXF-logiikat. Lopuksi kappaleessa 3.4 tutkimme inkluusio- ja ekskluusio-
operaatioita universaalikvantifioinnin yhteydessa.

3.1 INF-logiikka

Tassa kappaleessa maarittelemme INF-logiikan, joka saadaan kun ensimméi-
sen kertaluvun logiikkaa laajennetaan niin sanotuilla inkluusiokvanttoreilla.
Maariteltydimme INF-logiikalle ensin syntaksin ja semantiikan, todistamme
joitain sita koskevia ominaisuuksia. Kappaleen lopussa annamme esimerkin
graafiteoreettisesta ominaisuudesta, jota ei voi madritelld ensimmaisen ker-
taluvun logiikalla, mutta joka on ilmaistavissa INF-logiikan avulla.
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3.1.1 INF-logiikan syntaksi ja semantiikka

Ennen INF-logiikan syntaksin ja semantiikan maérittelya esittelemme ensin
Gallianin méérittelemén inkluusiologiikan [5, s. 72-80], jolle kdytamme myos
merkintad INC-logiikka.

Maaritelma 3.1. Méaritelldan kieli INCj, seuraavasti:
e Jos p € FOy, niin ¢ € INCy.
o Josty,...,tn,ty,...,t, € Ty, niinty...t, Ct)...t, € INCL.
e Jos p,1 € INCy, niin (p A1) € INCp, ja (¢ Vo) € INCy.
e Jos ¢ € INCy, ja x on muuttuja, niin F*z ¢ € INCy, jaVzy € INCy.

Jos ¢ € INCy, niin sanotaan ettd ¢ on INCp-kaava. Laajennetaan Fr(y):n
ja Sf(y):n maaritelmié seuraavasti:

Vr(ty ... t, CH o)) =Ve(ty, ..o b, t], .., t)

= "1 n

thoot))={t1...t, Ct,...t,}

5}
—
—~
~
—
~
3
N

Huomautus. Paatyisimme samaan kieleen, jos korvaisimme maéritelman
ensimmaisen kohdan ehdoilla:

e Jos t1,to € Tp, niin t; =19 € INCy, ja—t; =14 € INCy..

o Josty,...,t, € Tpja R; € Lse. #.(R;) =mn,
niin R;t;...t, € INCL ja -Rity...t, € INCL

Vaikka nain esitetty maaritelmé antaisi kaavoille yksikasitteisen rekursion,
kaytamme edellista tapaa korostaaksemme ettd FO;, C INCj. Koska kéy-
tdmme ensimméisen kertaluvun logiikan kaavoille tassa logiikassa myos sa-
maa semantiikkaa, niin inkluusiologiikka on ensimméisen kertaluvun logii-
kan laajennos. Menettelemme samaan tapaan jatkossakin méaritellessamme
logiikoiden laajennoksia.

Inkluusiologiikka on siis ensimméisen kertaluvun logiikka, jonka aakkos-
toa on laajennettu uusilla atomikaavoilla ¢; ...¢, C ¢} ...t , joita nimitdmme
(n-paikkaisiksi) inkluusioatomeiksi. Niille kiytetdén seuraavanlaista totuus-
madaritelméa:

Maaritelméa 3.2. Oletetaan, etta ty,...,t,,t),...,t, € Tr ja X on tiimi,
siten ettd Vr(ty, ..., t,, 8, ..., 1)) C dom(X). Maaritelldan:

MExty...t, Ct)...t,, joss jokaisella s € X on olemassa s’ € X,
s.e. (s(t1),...,8(tn)) = (5'(t)), ..., 8'(t,)).
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Inkluusioatomin totuusméaritelma siis tarkoittaa, etté termijonon ¢y . . . ¢,
saamat arvot sisaltyvét termijonon ¢) . .. ¢, saamiin arvoihin tiimissa X. Yksi-
paikkaisen inkluusioatomin ¢ C ¢’ tapauksessa tamé on edelleen ekvivalenttia
sen kanssa, ettd X (¢) C X (#)'. Néin ollen sen kutsuminen inkluusioatomiksi
on mielekasta.

Joskus haluamme tarkastella inkluusiologiikkaa, jonka inkluusioatomien
paikkaluku on rajattu. Merkitsemme ¢ € INCy[k], jos ¢ € INCy ja kaikilla
inkluusioatomeilla t ...t, C ¢ ...t € Sf(p) pitee, ettd n < k. Kutsumme
néin saatua logiikkaa k-paikkaiseksi inkluusiologiikaksi tai INC[k]-logiikaksi.

Galliani on osoittanut [5, s. 74-75], ettd inkluusiologiikka ei ole alaspéin
suljettu, mutta se on suljettu yhdisteiden suhteen. Esittelemme inkluusiolo-
giikkaa seka sen ilmaisuvoimaa koskevia tuloksia tarkemmin kappaleessa 4.1.
Maaritelladn seuraavaksi INF-logiikan syntaksi:

Maaritelma 3.3. Méaritelldan kieli INF; seuraavasti:
e Jos ¢ € FOp, niin ¢ € INF.
e Jos p,1 € INF, niin (p AY) € INF ja (¢ V1) € INF.
e Jos ¢ € INF ja x on muuttuja, niin F*x ¢ € INF; jaVrp € INF.
e Jos ¢ € INF,, z on muuttuja ja t € T, niin (FFx Ct)p € INF.

Jos ¢ € INF, niin sanotaan ettd ¢ on INF-kaava. Laajennetaan Fr(¢):m ja
Sf(¢)m médritelmid seuraavasti:

Fr((F 2 Ct)p) = (Fr(e) \ {z}) U Vr(t)
St(Fx Ct)p) ={(Fz Ct)p}USH(p)
Esimerkki 3.1. Oletetaan, ettd Ry € L ja #(Ry) = 1. Vapaiden muuttu-

jien joukon maaritelmén mukaan INF-kaava ¢ = (F vy C wvg) Rovp ei ole
INF -lause, silld vy € Fr(p).

Kéytdmme inkluusiokvanttorille (F° x C t) seuraavaa totuusmadritelméaa:

Maaritelma 3.4. Oletetaan, ettd ¢ € INFp, t € T ja X on tiimi, siten
ettd (Fr(p) \ {z}) U Vr(t) C dom(X). Mééritelldén:

MEx(Fx Ct)yp, joss on olemassa F' : X — P*(X(t)), s.e. MEx(p/q ¢

Taméa totuusmadritelma muistuttaa paljon eksistenssikvanttorin 3° x to-
tuusmadritelmad. Ainoa ero on, ettd valintafunktion F' maalijoukkoa rajoi-
tetaan nyt termin ¢ saamien arvojen joukkoon tiimissa X.

!n-paikkaisen inkluusioatomin ¢;...t, C #)...t!, tapauksessa totuusmiiritelmi on
ekvivalentti sen kanssa, ettd {(s(t1),...,s(tn)) | s € X} C {(s(t}),...,s(t))) | s € X}.
Tassd tutkielmassa tutkimme tosin yleensé vain yksipaikkaisia inkluusioatomeita.
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Esimerkki 3.2. Jos ¢ € INF, niin kaavat Y vo(Fv; C vg) ¢ ja YVug F vy ¢
ovat keskendan loogisesti ekvivalentit, silla muuttujan v; arvojen valinnan
hetkella vy saa tiimissa kaikki arvot universumista M. Myo6s vakiosymbolei-
den tapauksessa inkluusiokvanttorin merkitys trivialisoituu. Silla jos ¢y € L,
niin (F vy C ¢p)  on loogisesti ekvivalentti kaavan 3° vy(vy = ¢y A ) kanssa.
Yksinkertainen esimerkki inkluusiokvanttorin epétriviaalista kdytosta on
INF p-lause 3° vg(F° v1 C vg) Rovovr, missd Ry € L ja #(Ry) = 2. Palaamme
taman lauseen merkitykseen tdmén kappaleen lopussa esimerkissa 3.8.

Olemme nyt maaritelleet inkluusio-operaation atomitasolla inkuusiologii-
kassa ja kvantifioinnin yhteydessa INF-logiikassa. Onko naiden kahden loo-
gisen operaation vélilld jokin yhteys? Todistamme seuraavaksi, etté yksipaik-
kainen inkluusioatomi on ilmaistavissa kayttden inkluusiokvanttoria:

Lause 3.1. Oletetaan, ettd ¢ € INF, t1,to € Tp ja x on muuttuja, siten
etti x ¢ Vr(ty). Nyt on voimassa:

./\/H:X tl Q tg, jOSS M':)((st Q tg)(.iE = tl).

Todistus. Oletetaan ensin, ettd M Fx t; C ty. Maaritellaan F : X — P*(M),
siten ettd s +— {s(t;)} kaikilla s € X. Valitaan mielivaltainen r € X[F/z].
Nyt on olemassa s € X ja a € F(s), siten ettd r = s[a/z]. Koska F'n
madritelman nojalla F'(s) = {s(t1)}, niin a = s(¢;). Koska lisdksi = ¢ Vr(ty),
niin s(t1) = r(t1). On osoitettu siis, etté:

r(z) = sla/x](x) = a = s(t;) = r(t1).

Siis M i:X[F/x] T = tl.

Osoitetaan, ettd im(F) C P(X(t9)): Valitaan mielivaltainen B € im(F').
Kuvauksen F' maaritelmén nojalla B = {s(t;)} jollain s € X. Koska oletuk-
sen nojalla M Eyx t; C ¢, niin on olemassa s’ € X, siten etta s(t;) = s'(t2).
Nain ollen s(t;) € X(t) ja edelleen B C X(ts), eli B € P(X(t3)). Koska
B € im(F) oli mielivaltaisesti valittu, niin im(F) C P(X(ts)).

On osoitettu siis, ettd on olemassa kuvaus F : X — P*(X(t3))?, siten
ettd MExp o =t1, eli MEx(F o Cty)(x =t1).

Oletetaan sitten, ettd MEx(Fx C t)(x = t;). Olkoon s € X. Oletuksen
nojalla on olemassa kuvaus F': X — P*(X(t,)), siten ettd M Ex(p/x = t.
Koska F'(s) # (0, niin on olemassa a € F(s). Merkitaan r := s[a/x]. Oletuksen
nojalla x ¢ Vr(t1), joten s(t;) = r(t1). Koskar € X[F/z] ja MEx[p/q @ = t1,
niin r(z) = r(t;). Ja koska F'(s) C X(t3), niin erityisesti a € X (¢2). Siis on
olemassa s’ € X siten ettd a = s'(t2). On osoitettu siis, etté:

s(ty) = r(ty) = r(z) = sla/z|(z) = a = §'(ta).
Koska s € X oli mielivaltaisesti valittu, niin M FEx t; C t,. O

2Kuvauksen F' méiiritelméin mukaan ran(F) = P*(M), mutta koska osoitimme, etti
im(F) C P(X (t2)), niin kuvauksen F' maalijoukkoa voidaan supistaa joukkoon P*(X (t2)).
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Lauseen 3.1 nojalla voimme jatkossa kayttéda kaavoissa inkluusioatomeita
t1 C to lyhennysmerkint6ind kaavoille (F°x C to)(z = 1), missd « ¢ Vr(ty).
Niille kaavoille voidaan kéayttda yhtapitavaa totuusmaéaritelmaas:

MEx t; Cty, joss jokaisella s € X on olemassa s' € X s.e. s(t1) = §'(t2).

Esimerkki 3.3. Olkoon t € Ty ja z muuttuja, siten ettd x ¢ Vr(t). Nyt on
voimassa, etta

MExVz(x Ct), joss X(t) =M.

3.1.2 Tallennuskaavat

Huomaa, ettd mééritellessimme kvanttorin (F°*x C ¢) emme asettaneet mi-
tadn ehtoja muuttujalle z ja termille ¢t. Erityisesti voi olla, ettd z € Vr(t),
jolloin termin ¢ arvo voikin muuttua muuttujan x kvantifioinnin jalkeen. Nain
ollen vaikka kaikilla s € X péteekin, ettd F(s) C X(¢), niin ei valttamat-
ta pade, etta F(s) C X[F/z|(t). Toisin sanoen X[F/x|(z) C X (t), muttei
valttamatta pade, ettd X[F/z]|(z) C X[F/z|(t).

Esimerkki 3.4. Oletetaan, ettd fo,co € L ja #5(fo) = 1. Merkitaan:

Y = 3° 'Uo(as Vo Q fo’Uo)('Uo = CU)
Y= Fug(F v C fovo)(Fvo € fove)(vo = co)

Vaikka kaavat ¢ ja 1 eroavat toisistaan ainoastaan siten, etta sama kvanttori
(F° vy C fovp) esiintyy toisessa perakkain kahdesti, niin ne eivat ole loogisesti
ekvivalentteja. Nimittain kaavoille ¢ ja 1 pétee, ettéa

MEx @, joss MEx Fuy(fovg = ¢o), mutta
MEx 1, joss MEx Fvo(fofovo = co).

Koska voi olla, ettd X (t) # X[F/z|(t), niin kvantifioinnin (F*z C ¢)
jalkeen tiimissd X[F'/x] ei ole valttdmatta endd ole tietoa termin ¢ saamis-
ta arvoista tiimilld X. On kuitenkin mahdollista tallentaa tdma informaatio
tuoreisiin muuttujiin, jotka eivat tule sidotuksi z:n kvantifioinnissa. Esitte-
lemme tatéa varten tallennuskaavat, jotka osoittautuvat hyodyllisiksi tulevien
méaritelmiemme yhteydessa.

Maaritelma 3.5. Kaavan ¢ € INF[ sekéd termijoukon {ti,...,t,} C T

UL ... Uy,

tallennuskaava 6 {"" [p] médritelldan seuraavasti:

optetnfp] == Fuy ... Fu, (/\ u; =t; A so) ,

i=1

missé uy, ..., u, ovat eri muuttujia siten ettd wuy, ..., u, & Vr(ty, ..., t,).

25



Olkoon X tiimi ja s € X. Merkitaan:
O[] == s[s(tr) fun, ., 8(tn) /un]
opn [X] o= o [s] | s € X}
Mikali ei aiheudu vaérinkésityksen vaaraa, niin voidaan myo6s merkita:
O] =0l rlel, O[XT = ol [X] Ja dls] == &l [s).

Huomaa, ettd muuttujat uy, ..., u, voivat olla mita tahansa eri muuttujia,
silld oletuksella, ettd wuq,...,u, ¢ Vr(ty,...,t,). Tallaiset muuttujat on aina
mahdollista valita, silla termijoukko on aarellinen ja muuttujia on kaytosséa

UL .o Uy,

aareton maara. Kayttaessamme jatkossa merkintdd o' ;" oletamme aina
namé muuttujat valituksi edelld mainitulla tavalla.

Seuraava lemma osoittaa yhteyden merkintéjen d[g] ja o[X] valilla seka
muuttujien wuq, . .., u, roolin tallennuskaavassa:

Lemma 3.2. Olkoon ¢ € INFy, ja ty,...,t, € Tr. Merkitidn 6 := 632" ',
Missa Uy, . . ., U, ovat eri muuttujia siten etta uy, ..., u, & Vr(ty, ..., t,).
Nyt on voimassa:

a) MFEx6[p|, joss MEsx)p.
b) Kaikillai € {1,...,n} pdtee:
jokaisella s € X : s(t;) = d[s](w;); erityisesti: X (t;) = d[X](u;).

Todistus. a) Oletetaan ensin, ettd M Fx 0[¢]. Siis on olemassa kuvaukset:

Fl X — P*(M), S.€. M':X[Fl/ul] ElS’LLQ. . .Elsun (/n\ U; = tl /\QD)
i=1

Fo: X[Fyfug, o Byt fun -] = PH(M),
s.e. M i:X[Fl/uly---,Fn/un] <£\1 u; = t; A 90>

Merkitdan X; = X[Fi/uq, ..., Fi/u;] jokaisella ¢ € {1,...,n}. Koska on
voimassa M Fx, ¢, niin riittda osoittaa, ettd X, = 0[X]:

Valitaan ensin mielivaltainen » € X,,. Nyt on olemassa s € X ja alkiot
ai,...,a, € M, siten ettd r = s[ay/uq,...,a,/u,]. Olkoon j € {1,... ,n}.
Koska M Ex, u; = t;, niin r(u;) = r(t;). Jakoska us, ..., u, & Vr(t1,..., ),
niin 7(¢;) = s(¢;). On osoitettu siis, etta

r(ug) =r(t;) = s(t)).

Koska j oli mielivaltaisesti valittu, niin r = s[s(t1)/u1, ..., s(t,)/u,]. Nain
ollen r € §|X]. Koska r € X,, oli mielivaltaisesti valittu, niin X,, C 6[X].
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Valitaan sitten mielivaltainen r € §[X]. Siis r = s[s(t1)/u1, ..., s(tn)/un]
jollain s € X. Koska Fj(s") # ) jokaisella i ja s’ € dom(F;), niin on olemassa
a; € Fi(s),as € Fy(slar/w]),...,a, € Fy(slai/un, ..., an_1/un_1]), siten
ettd slay/ug, ..., an/u,) € X,. Merkitédén r' := s[ay /uq, ..., a,/uy].

Valitaan mielivaltainen j € {1,...,n}. Koska nyt MFEx, u; = ¢;, niin
r'(u;) = r'(t;). Ja koska wy,...,u, ¢ Vr(ty,...,t,), niin r'(¢;) = s(¢;). On
osoitettu siis, etta

aj =1'(u;) =r'(t;) = s(t;).
Koska j oli mielivaltaisesti valittu, niin ' = s[s(t1)/u1, ..., s(t,)/u,] = r.
Nain ollen siis r € X,,. Koska r € §[X]| oli mielivaltaisesti valittu, niin
§[X] C X,,. On osoitettu siis, ettd X, = 6[X], joten edelleen M F;x) .

Oletetaan sitten, etta M Fsx) . Maaritellaan kuvaukset:

Fi: X = P(M), se. s— {s(t1)}

F,: X[Fi/uy, ..., Foq/un_q] = P*(M), s.e. s — {s(t,)}.

Merkitédén X; := X[Fy/us, ..., F;/u;) jokaisella i € {1,...,n}. Koska oletuk-
sen nojalla uy,...,u, ¢ Vr(ty,...,t,), niin kuvausten Fi,..., F, mééaritel-
mien nojalla selvisti X,, = §[X]. Néin ollen oletuksen nojalla MEx, ¢.

Valitaan mielivaltainen j € {1,...,n} ja r € X,,. Koska X,, = 0[X], niin
r=s[s(t1)/ui,...,s(ty)/u,] jollain s € X. Koska uy, ..., u, & Vr(ty,..., t,),
niin s(¢;) = r(t;). On osoitettu siis, etta:

r(uj) = s(t;) = r(t;).
Koska j ja r € X,, olivat mielivaltaisesti valittuja, niin MEx, A" u; = t;.

Néin ollen M Ex, A, u; =t; A g, ja edelleen M Ex 0[¢].

b) Valitaan mielivaltainen i € {1,...,n} ja s € X. Nyt pétee:

s(ti) = s[s(ti) /ui] (u;) = 0[s](u;).
Edelleen on voimassa:
X(t:) ={s(ti) | s € X} = {d[s](w) | s € X}
= {s(w) | s € 6[X]} = 6[X](w).
O

Kaavan ¢ tallenuskaava siis kopioi annetun termijoukon arvot muuttujiin,
jotka eivit esiinny termeissa ¢y, . .., t,. Nain ollen uusiin muuttujiin talletetut
termien arvot voidaan sailyttda, vaikka termijoukon vapaiden muuttujien
suhteen kvantifioitaisiin uudelleen kaavan ¢ alikaavoissa.
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Esimerkki 3.5. Olkoon u on eri muuttuja kuin x. Nyt lause 3.1 voidaan
esittdd myos seuraavassa yhtapitavissd muodossa:

MExt Cty, joss MEx 0 [(Fa C ta)(a = u)].

Talloin muuttujalle  ei tarvitse esittdd ehtoa = ¢ Vr(ty), silld termin ¢ arvo
ennen muuttujan x kvantifiointia sailyy muuttujassa u.

3.1.3 Inkluusiokvantifiointi termijoukolle

Inkluusiokvanttorin (F° x C t) avulla voimme vaatia, ettd muuttujalle = kvan-
tifioitavat arvot ovat termin ¢ saamien arvojen joukosta X (¢). Pohditaan seu-
raavaksi tilannetta, jossa meilld on termijoukko {t,...,¢,} C T ja haluai-
simme ilmaista, ettd muuttujan z arvot pitda kvantifioida nédiden termien
arvojen leikkauksesta M, X (¢;).

Emme voi ilmaista tata laittamalla perdkkéin useita inkluusiokvanttorei-
ta, silld z:n uusi kvantifiointi korvaa edellisen. Meidan taytyy siis méaritella
uusi kvanttori, joka asettaa x:n arvon yhdella kertaa halutulla tavalla. Mei-
dén ei kuitenkaan tarvitse laajentaa kielta INF, silld voimme maéaaritella
tdméan uuden kvanttorin inkluusiokvanttorin seké tallennuskaavojen avulla:

Maaritelma 3.6. Oletetaan, ettd ¢ € INF., t1,...,t, € Tr ja uy,...,u,
ovat eri muuttujia, siten etta wuy, ..., u, & Vr(ty,...,t,) UFr(e) U {z}.
Kéytetadn seuraavaa lyhennysmerkintaé:

(Fz C ()= [Elsx (/\ x Cu A gp)]
i=1 =1

Téassé kaavat = C ¢; ovat lyhennysmerkint6ja kaavoille (Fy; C t;)(z = ),
missa jokainen y; on eri muuttuja kuin x.

Tallennuskaavojen kayton ansiosta voimme sallia myos tapauksen, etta
kvantifioitava muuttuja = kuuluu joukkoon Vr(ty,...,t,). Ennen kuin voim-
me todistaa nain maéaritellyn kvanttorin totuusehdon, meidan pitaéd esittaa
muutama lemma.

Sanotaan, ettd tiimisemantiikalla varustettu logiikka £ on lokaali, jos ja
vain jos kaikilla £-kaavoilla ¢, tiimeilla X ja muuttujajoukoilla V| joille patee
Fr(p) C V, on voimassa:

M ':X @, jOSS M':X{V @.

Tama tarkoittaa siis sita, ettd tiimin laajentaminen muuttujilla, jotka eivat
esiinny kaavan ¢ vapaiden muuttujien joukossa ei vaikuta kaavan ¢ totuu-
teen. Galliani on todennut [5, s. 74] tdmén ominaisuuden pétevan inkluusio-
logiikalle. Todistamme seuraavassa lemmassa taméan ominaisuuden kanssa
yhtéapitdavan ehdon péatevin myos INF-logiikalle.
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Lemma 3.3. Oletetaan, ettd ¢ € INF; ja X seki X' ovat tiimejd, joille
patee X | Fr(p) = X' | Fr(¢). Nyt on voimassa:

MEx @, joss MEx: .

Todistus. Todistetaan véite induktiolla kaavan ¢ rakenteen suhteen:

e Olkoon ¢ literaali. Talloin ¢ € FOp, joten viite pétee lauseen 2.2
nojalla triviaalisti.

e Tapaukset ¢ = VA0, ¢ = Y VO ¢ = Fry ja p = VY ovat
suoraviivaisia todistaa (katso esimerkiksi [17, s. 34-35]).

e Olkoon ¢ = (Fx C 1) Y.

Oletetaan ensin, ettd M FEx(3°x C t) 1. Néin ollen on olemassa kuvaus
F: X — P(X(t)), siten ettd MFEx(p/, 1. Koska oletuksen nojalla
X | Fr(¢) = X' | Fr(g), niin jokaisella s’ € X’ on olemassa ainakin
yksi s € X siten ettd s [ Fr(¢) = s [ Fr(p). Maaritelldén kuvaus:

F':X"— P* (M), se s— |J F(s) jokaisella s € X',

SEXS/

missd Xy :={s € X | s | Fr(p) =5 | Fr(p)}.

Koska Fr(¢) C Fr(p) U {z} ja X [ Fr(¢) = X' | Fr(¢), niin kuvauksen
F" méaritelméan nojalla selvasti:

X[F/x] [ Fr(¢) = X'[F /] | Fr(¢)).

Nain ollen induktio-oletuksen nojalla M /g /) 9. Riittéé siis osoit-
taa, ettd im(F’) C P(X'(¢)): Valitaan mielivaltainen B € im(F’) ja
b € B. Nyt on olemassa s’ € X', siten ettd B = F'(s"). Kuvauksen F’
madritelman nojalla on olemassa s € X, siten ettd b € F(s).

Koska im(F') C P(X(t)), niin b € X (¢). Siis on olemassa r € X, siten
ettd r(t) = b. Oletuksen nojalla X [ Fr(¢) = X' | Fr(p), joten on ole-
massa 1’ € X', siten etta r [ Fr(p) =7’ | Fr(y). Koska méaaritelmén 3.3
nojalla Vr(t) C Fr(y), niin

b=r(t) = (r [ Fr(p)(t) = (' | Fr(p))(t) = r'(2).
Néin ollen b € X'(¢). On osoitettu siis, ettd im(F’) C P*(X'(t)) ja
MExip ¥, joten MEx/(Fx C t)1). Ekvivalenssin toinen suunta

voidaan todistaa symmetrisesti.

[]
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Huomautus. Lokaalisuusehto seuraa lemmasta 3.3, silld jos X' = X [ V|
missa Fr(p) € V| niin selvisti X | Fr(p) = X' | Fr(y). Vastaavasti lem-
ma 3.3 seuraa lokaalisuusehdosta soveltamalla sitd tiimeihin X ja X | V
seké tiimeihin X’ ja X’ [ V, missa V = Fr(y). Voimme néin ollen jatkos-
sa lemmaan 3.3 viitatessamme kayttda kumpaa tahansa naista yhtépitavista
muotoiluista.

Esimerkki 3.6. Mikali olisimme kayttaneet INF-logiikalle kvanttorin 3° si-
jasta kvanttoria 4, jonka semantiikan esitimme luvussa 2, niin lokaalisuusehto
ei olisi voimassa. Nimittéin jos M = (M,Z) on malli siten, ettd M = {0, 1},
X = {{(v0,0)},{(vo, 1)}} ja ¢ = vy Vva(va C v1), niin selvésti

MEx ¢, mutta MFxm,) ¢

Edellisen esimerkin nojalla kvanttorin 3° kayttaminen INF-logiikan yh-
teydessa on mielekkdampéad. Lemman 3.3 avulla voimme todistaa seuraavan
tarvitsemamme lemman:

Lemma 3.4. Oletetaan ettia o € INFp, ty,....t, € Tp jauy,...,u, ovat eri
muuttujia, siten ettd uy, ..., u, ¢ Vr(ti, ..., t,) UFr(p)U{z}. Merkitidin nyt
§ 1= 0t

Jos F : X — P*(M) ja F' : 0[X] — P*(M) ovat kuvauksia siten, ettd
F(s) = F'(0[s]) jokaisella s € X, niin

MEX(F/2 ¢, joss MEix)F /2] -

Todistus. Lemman 3.3 nojalla riittaéd osoittaa, etta

X[F/x] [ Fr(p) = O[X])[F"/x] | Fr(p).

Valitaan mielivaltainen r € X[F/x] | Fr(¢). Nyt on olemassa s € X ja
a € F(s), siten ettd r = s[a/x] | Fr(p). Oletuksen nojalla F(s) = F'(d]s]),
joten a € F'(d[s]). Néin ollen (d[s])[a/z] € (J[X])[F"/x]. Tulkintafunktiot
(0[s])[a/z] ja s[a/x] voivat erota toisistaan ainoastaan muuttujien wuy, ..., u,
tulkinnan osalta, joten (d[s])[a/x] | Fr(¢) = s[a/z]| | Fr(p) = r. Néin ollen
r e (O[X)[F/] I Fr(p). Téten X[F/a] | Fr(p) C (S[X])[F"/x] | Fr(g).
Valitaan sitten mielivaltainen r € (6[X])[F’/x] | Fr(¢). Nyt on olemassa
d[s] € 6[X] ja a € F'(d[s]), siten ettd r = (0[s])[a/z] | Fr(y). Oletuksen
nojalla F’(d[s]) = F(s), joten a € F(s). Lisdksi s € X, joten nain ollen
sla/z] € X[F/z|. Koska tulkintafunktiot s[a/x] ja ([s])[a/z] voivat erota
toisistaan ainoastaan muuttujien uq, ..., u, tulkinnan osalta, niin taytyy olla
ettd sla/z] | Fr(y) = (0[s])[a/z] | Fr(¢) = r. Néin ollen r € X[F/xz] | Fr(p).
On osoitettu siis, ettd (6[X])[F'/z] | Fr(p) C X[F/x] | Fr(y). O

Olemme nyt valmiita todistamaan totuusehdon maaritelman 3.6 kvantto-
rille. Huomataan ettd totuusehto vastaa sité intuitiota, mita halusimme télla
uudella kvanttorilla ilmaista.
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Lause 3.5. Oletetaan, etti ¢ € INF, t1,...,t, € Tp ja uq,...,u, ovat eri
muuttujia, siten ettd uy,...,u, ¢ Vr(ty,...,t,) UFr(e) U {z}. Tdlloin on
V01Massa;

MEx(Fz C (),
i=1
joss on olemassa F : X — P* (ﬂ X(tl-)> , 5.6. MEX(p/2) ¢

i=1

Todistus. Oletetaan ensin, ettd M Ex(F*x C N, ;) @. Siis

M#X5[35x</\x§ui/\<p>

i=1

Lemman 3.2 nojalla

MEsix F o (/\x C uﬂ\go) .
i=1
Siis on olemassa F’ : §[X]| — P*(M), siten ettd MEx AL,z C u; A o,
missa X' = (0[X])[F'/x]. Nyt pétee erityisesti, ettd M Fx: . Osoitetaan
sitten, ettd im(F") C PN, 0[X](u;)): Valitaan mielivaltainen B € im(F")
jaa € B. Nyt B = F'(s) jollain s € §[X]. Merkitdén r := s[a/z].

Valitaan mielivaltainen j € {1,...,n}. Nyt MExy 2 Cu; jar € X', joten
on olemassa 1’ € X', siten ettd r(z) = r'(u;). Koska X' = (§[X])[F'/x] ja
r’ € X', niin on olemassa s’ € §[X] ja o' € F'(¢), siten ettd ' = §'[d’/z].
Koska x ja u; ovat eri muuttujia, niin s'(u;) = 7’(u;). On osoitettu siis, etté

a = sla/a)(x) = r(x) = '(u;) = &' (uy).

Néin ollen a € 0[X](u;). On osoitettu siis, ettd a € N, I[X](u;). Koska B
ja a olivat mielivaltaisesti valittuja, niin im(F") C P( N 0[X](u;)).
Maaritellaan F : X — P*(M), siten ettd s — F'(d[s]) jokaisella s € X.
Nyt selvisti F(s) = F'(d]s]) jokaisella s € X. Koska lisiksi MFEx ¢ ja
Uy, ..., Uy, ¢ Fr(p), niin lemman 3.4 nojalla M Fx(p/y . Olemme lisdksi
osoittaneet, ettd im(F”) C P*( N, 0[X](u;)), ja lemman 3.2 nojalla jokaisel-
laie {1,...,n} pitee X (t;) = 0[X](u;), joten im(F) C P*(N~, X(t:)).

Oletetaan sitten, ettd on olemassa kuvaus
F:X—7Pr <ﬂ X(ti)> , 8.6 MEX(p/a) ¢
i=1

Maéritelladan kuvaus F' : §[X]| — P*(M), siten ettd d[s] — F(s) jokaisella
s € 0[X]. Merkitdaan X' := (§[X])[F'/x]. Koska im(F) C P*(NiL, X (L)) ja
lemman 3.2 nojalla jokaisella ¢ € {1,...,n} pitee, ettd X(t;) = 0[X](u;),
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niin im(F") € P*(N7, 0[X](u;)). Koska liséksi jokaisella s € X pétee, ettd
F(s) = F'(0[s]) ja uy,...,u, ¢ Fr(y), niin lemman 3.4 nojalla M Ex, ¢
Valitaan mielivaltainen j € {1,...,n} ja r € X’. Talloin on olemassa
s € 0[X] ja a € F'(s), siten ettd r = s[a/x]. Koska a € N, 0[X](u;), niin
erityisesti a € 0[X](u;). Siis on olemassa s’ € §[X], siten ettd s'(u;) = a.
Koska F’(s') # (), niin on olemassa o' € F'(s"). Nyt ' := §'[a’/x] € X'
Koska x ja u; ovat eri muuttujia, niin 7’(u;) = s'(u;). On osoitettu siis, etté

r(z) = sla/z](z) = a = s'(u;) = r'(wy).
Koska r € X’ oli mielivaltaisesti valittu, niin MFx 2 C u;. Ja koska j oli

mielivaltaisesti valittu, niin M FEx/ A7_; z C u;. Taten MEx: A 2 C w; A,
joten MEsix) F o (AL, © € u; A ). Lemman 3.2 nojalla patee, ettd

M#X5[35x</\x§ui/\gp>],ehMlZX ﬂ
i=1 i1
]
Esimerkki 3.7. Olkoon fy € L, siten ettd #.(fo) =1, t1,...,t, € Ty jax
sekd y eri muuttujia siten, etta = ¢ Vr(ty,...,t,). Talloin patee, etta
MExVz (3 ﬂ (for =vy), joss im(f) ﬂ

Oletetaan sitten, ettd ¢ € INFp ja fi,...,f, € L, siten ettd #.(f;) = 1
jokaisella i € {1,...,n}. Mikali « ¢ Fr(¢), niin on voimassa:

n

MExVaz (FyC ) fix)¥,

i=1
joss on olemassa F': X — ﬂ im(f1), s.e. M Fx(r/y -

i=1

3.1.4 INF-logiikan ominaisuuksia

Kuten inkluusiologiikka, INF-logiikkakaan ei ole alaspéin suljettu. Silla jos

esimerkiksi X = {{(z,0), (y,0)},{(#,0), (y, )}} ja ¥ = {{(2,0),(y,1)}},

niin selvasti Y C X ja MExx C y, mutta MFEy x C y. Voidaan kuitenkin
todistaa, ettd INF-logiikka on inkluusiologiikan tapaan suljettu yhdisteiden
suhteen:

Lause 3.6. Oletetaan, ettac ¢ € INFp ja X; (i € I) ovat titmeji. Nyt on
voIMassa:

Jos MFx, ¢ jokaisella i € I, niin MFy,_ x, .
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Todistus. Todistetaan vaite induktiolla kaavan ¢ rakenteen suhteen:

e Mikili ¢ on literaali, niin ¢ € FOp, jolloin viite pétee lemman 2.3
nojalla.

e Tapaukset o = YN0, o =1V, o =Fxyjap =V voidaan todis-
tetaa samalla tavalla kuin Gallianin vastaavassa tuloksessa inkluusio-
logiikalle [5, s. 74-75].

e Olkoon ¢ = (F¥x C t)).

Oletetaan, ettd MFEx,(Fx C t) 1 jokaisella ¢ € I. Siis jokaisella i € I
olemassa kuvaus F; : X — P*(X;(t)), siten ettd M Fx,p, /2 . Madri-
tellaan kuvaus:

F:|JX;, =P (M), se.s—>{acFys)|icljaseX}
el
Kuvauksen F' maaritelman nojalla patee selvésti, etta
UXilF/a]) = (U Xi)[F/a).
i€l el

Taten induktio-oletuksen nojalla M E,_, x,)(F/2) % Riittaa siis osoit-
taa, ettd im(F) C P((Uier Xi)(t)): Valitaan mielivaltainen B € im(F')
ja b € B. Nyt on olemassa s € U;c; X;, siten ettd B = F\(s).

Téalloin kuvauksen F madaritelmédn nojalla b € Fj(s) jollain ¢ € I.
Koska im(F) C P(X(t)) ja X:(t) C Upes Xt) = (Usey Xo)(2), niim
b € (User Xi)(t). On osoitettu siis, ettd im(F) C P*((U;er Xi) (1)), ja
nain ollen MkEy,_, x,(Fz C t) .

]

Huomautus. Lauseen 3.6 erikoistapauksena saamme lemman 2.3 ekviva-
lenssin toisen suunnan INF-kaavoille ¢:

Jos M E, ¢ jokaisella s € X, niin MFx ¢.

Kéaanteinen véite ei kuitenkaan pade yleisesti saman vastaesimerkin nojalla
jolla perustelimme, ettd INF-logiikka ei ole alaspéain suljettu.

Seuraava Gallianin ja Hellan [7, s. 8] esittdméa esimerkki osoittaa, etta
inkluusio-operaation avulla voidaan ilmaista lauseita, joita ensimmaisen ker-
taluvun logiikka ei kykene ilmaisemaan. Esitdmme tassa kyseisen esimerkin
kayttaen inkluusioatomin sijasta inkluusiokvanttoria:

Esimerkki 3.8. Olkoon G = (V, EY) direllinen suunnattu graafi. Muodos-
tetaan kaava ¢ seuraavasti:

p:=Fzx(FyCo)Ery, missd x jay ovat eri muuttujia.

Nyt GF @, jos ja vain jos graafissa G on ainakin yksi sykli.
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Todistus. Oletetaan ensin, ettd G F ¢ ja tehddan vastaoletus, ettd G on sykli-
ton. Koska GE 3z (Fy C z)Ezy, niin on olemassa Fy : {0} — P*(V),
siten ettd GEx/(Fy C x)Exy, missi X' = {0}[F,/z]. Edelleen on olemassa
Fy: X' — P*(X'(x)), siten ettd GFEx/(p,/y Exy.

Osoitetaan induktiolla joukon X'(z) solmujen lukuméérén n suhteen etta
X'(z)m virittdméssa G:n aligraafissa on polku (a1, as),. .., (an_1,a,) € EY,
missa ai,...,a, € X'(x) ovat eri solmuja. Tapaus | X'(x)| = 1 on triviaali,
silla télloin polussa ei ole sdrmid. Oletetaan sitten, ettd X'(x) = {aq, ..., an}-
Nyt induktio-oletuksen nojalla solmujoukon {a, . .., a,_1} virittdméassa graa-
fin G aligraafissa on polku (a1, as),. .., (ap_2,a,_1) € EY.

Koska a,_1 € X'(z), niin on olemassa s € X', siten etta s(x) = a,_1.
Valitaan jokin alkio b € Fy(s) ja merkitaan r := s[b/y]. Télloin r € X'[Fy/y],
r(z) = an—1 ja r(y) = b. Lisdksi GEy/ g,y Exy, joten (a,—1,b) € EY.
Koska im(Fy) C P(X'(z)), niin erityisesti b € X'(x). Mikéli patisi, etta
b e {ay,...,a,_1}, niin talloin X'(x):n virittdméssa aligraafissa olisi sykli.
Téytyy siis olla, ettd b = a,,, jolloin (a,_1,a,) € EY.

Voimme toistaa induktiossa alkiolle a,_; tehdyn péaattelyn samalla taval-
la alkiolle a,, jolloin pdéddymme ristiriitaan, ettd b ¢ {ai,...a,} = X'(z).
Nain ollen graafissa G taytyy olla ainakin yksi sykli.

Oletetaan sitten ettd G:ssd on sykli (ay, az), . .. (@n_1,an), (an, a1) € E9. Méi-
ritellaédn nyt kuvaukset:

Fy {0} = P*(V), se. 0 — {ay,...,a,}
Fy {0} Fy/x] = P*(V), s.e. s— {a;},
missd i € {1,...,n} s.e. (s(x),a;) € EY.

Kuvausten Fj ja Fp méadritelmien nojalla selvasti im(Fy) C P*({0}[Fy/x](z))
ja GEy R /o m/y Pry. Néin ollen pétee, ettd GFyp /2 (Fy C z)Eay ja
edelleen Gy F* o (Fy C x) By, eli GF . O

Saamme tamén esimerkin nojalla esitettyd ensimmaisen tuloksen INF-
logiikan ilmaisuvoimasta:

Lause 3.7. INF-logiikka on ilmaisuvoimaltaan aidosti vahvempt kuin ensim-
mdisen kertaluvun logitkka sekd kaavojen ettd lauseiden tasolla.

Todistus. Olkoon ominaisuus (x): aarellisessé suunnatussa graafissa on syKkli.
Voimme osoittaa Ehrenfeucht-Fraissé -pelin (katso esimerkiksi [2, s. 13-20])
avulla, ettd ominaisuus (x) ei ole maariteltavissa milladn ensimmaisen kerta-
luvun logiikan lauseella. Esimerkin 3.8 nojalla tamé voidaan kuitenkin tehdé
INF-logiikassa. Nain ollen INF-logiikka on lauseiden tasolla ilmaisuvoimal-
taan aidosti vahvempi kuin ensimméisen kertaluvun logiikka. Koska lauseet
ovat kaavoja, niin sama patee myo6s kaavoille. O]

Kasittelemme INF-logiikan ilmaisuvoimaa suhteessa muihin logiikoihin
tarkemmin kappaleissa 4.3 seka 4.4.
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3.2 EXF-logiikka

Tassa kappaleessa maarittelemme EXF-logiikan, joka saadaan laajentamalla
ensimmaisen kertaluvun logiikkaa ns. ekskluusiokvanttoreilla. Maérittelem-
me sille syntaksin sekd semantiikan, ja todistamme joitain sita koskevia tu-
loksia. Kappaleen lopussa esitdmme lisdksi useita graafiteoreettisia esimerk-
keja EXF-logiikan ilmaisuvoimasta.

3.2.1 EXF-logiikan syntaksi ja semantiikka
Esitelldén ensin Gallianin ekskluusiologiikka [5, s. 81-84], jota kutsumme
my6s EXC-logiikaksi:
Maaritelma 3.7. Méaritelldan kieli EXC;, seuraavasti:
e Jos ¢ € FOp, niin ¢ € EXCy.
o Josty,...,tn,th, ... t, € Ty, niinty...t, | t)...t, € EXCy.
e Jos ¢, € EXCyp, niin (p A¢) € EXCy ja (¢ V9) € EXCy.
e Jos ¢ € EXCy ja x on muuttuja, niin F*x ¢ € EXCy, jaVrp € EXCy.

Jos ¢ € EXCp, niin sanotaan ettd ¢ on EXCp-kaava. Laajennetaan Fr(p):mn
ja Sf(p)m maaritelmid seuraavasti:

Ve(ty .oty | 8. 1)) = Ve(ty, ... b, b, .. t))

n

SE(ty ..ty [ ) =ty by | ).t}

Samaan tapaan kuin inkluusiologiikka, ekskluusiologiikkakin on ensim-
méisen kertaluvun logiikka, jonka aakkostoa on laajennettu atomikaavoilla
ty...ty | ) ... 1, joita nimitdmme (n-paikkaisiksi) ekskluusioatomeiksi. Niil-
le kaytetaan seuraavaa totuusmaéaritelmaas:

Maaritelméa 3.8. Oletetaan, etta ty,...,t,,t),...,t, € Tr ja X on tiimi,
siten etta Vr(ty, ..., t,, t,...,t,) C dom(X). Maaritellddn:

MExty ...ty |t ... 1, joss kaikilla s, s’ € X pétee, etté
(S(t1)7 S S(tn)) 7é (S,<t/1))’ cee 78,(t;z))'

Tama totuusméiritelma siis tarkoittaa, etté termijonot ¢ ...¢, jat)...t,
eivit saa samoja arvoja tiimissd X. Yksipaikkaisen ekskluusioatomin ¢ | ¢’
tapauksessa tdmé on yhtépitivid sen kanssa, ettd X () N X(¢') = (3. Néin
ollen sen kutsuminen ekskluusioatomiksi on mielekasta.

3n-paikkaisen ekskluusioatomin ty...t, | t;...t! tapauksessa totuusméiiritelmi on
ekvivalentti sen kanssa, ettd {(s(t1),...,s(tn)) | s € X} N{(s(¢})),...,s(t})) | s € X} = 0.
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Huomaa, etté inkluusio ja ekskluusio eivat ole joukko-opillisesti toistensa
negaatioita, ja vastaavasti ekskluusioatomikaan ei ole inkluusioatomin ne-
gaatio. Lisaksi ekskluusio on symmetrinen toisin kuin inkluusio.

Kéaytamme vastaavia merkintéja kuin inkluusiologiikalle, mikéli haluam-
me tarkastella ekskluusiologiikkaa, jonka kaavoissa esiintyy paikkaluvultaan
ainoastaan rajatun pituisia ekskluusioatomeita. Merkitsemme ¢ € EXCy[k],
jos ¢ € EXCy, ja kaikilla ekskluusioatomeilla ¢, .. .¢, | t] ...t € Sf(p) patee,
ettd n < k. Kutsumme néin saatua logiikkaa k-paikkaiseksi ekskluusiologii-
kaksi tai EXC|k]-logiikaksi.

Galliani on osoittanut [5]*, ettd péinvastaisesti kuin inkluusiologiikalle,
ekskluusiologiikalle pétee, ettd se on suljettu alaspiin, mutta etté se ei ole
suljettu yhdisteiden suhteen. Esittelemme muita ekskluusiologiikan ilmaisu-
voimaa koskevia tuloksia kappaleessa 4.1. Maaritellaan seuraavaksi EXF-
logiikan syntaksi:

Maaritelma 3.9. Méaaritelldan kieli EXF; seuraavasti:
e Jos p € FOp, niin ¢ € EXF|.
e Jos o, € EXFp, niin (p A¢) € EXFp ja (p Vo) € EXFy.
e Jos p € EXF[ ja x on muuttuja, niin F*z ¢ € EXF ja Vap € EXFp.
e Jos ¢ € EXF, z on muuttuja ja t € Ty, niin (Fx | t) p € EXFp.

Jos ¢ € EXF, niin sanotaan ettd ¢ on EXF-kaava. Laajennetaan Fr(p):mn
ja Sf(p)m maaritelmid seuraavasti:

Fr((F 2 | 1) ) = (Fr(p) \ {2}) U Vr(t)
SE(Fz [ 1) @) ={(Fx [ 1)} USE(p)

Kéaytdmme ekskluusiokvanttorille (3° x | t) seuraavaa totuusméaaritelmaa:

Maaritelma 3.10. Oletetaan, ettd ¢ € EXFp, t € Ty ja X on tiimi, siten
ettd (Fr(ep) \ {z}) U Vr(t) C dom(X). Maaritellddn:

MEx(Fx|t)p, josson olemassa F': X — P~ (X(t)) , s.e. MFxip/q) ¢

Kuten inkluusiokvanttorin totuusmaédritelma, tamakin muistuttaa paljon
eksistenssikvanttorin 3° x totuusmaéadritelméa. Erona on talla kertaa, ettd va-
lintafunktion F' maalijoukkoa rajoitetaan nyt termin ¢ saamien arvojen jou-
kon komplementtiin tiimissa X.

Kuten inkluusio-operaatioiden tapauksessa, yksipaikkainen ekskluusio-
atomi on ilmaistavissa kaytten maaritelemaamme ekskluusiokvanttoria. To-
distamme taméan seuraavassa lauseessa.

4Galliani osoittaa tdméin todistamalla ekskluusiologiikan ekvivalentiksi riippuvuuslo-
giikan kanssa [5, s. 81-84]. Riippuvuuslogiikalle véite péatee Vaanésen tulosten nojalla [17].
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Lause 3.8. Oletetaan, etti p € EXFp, t1,to € Ty ja x ¢ Vr(t;). Nyt on
VOIMASSA:

M':X tl | tQ, jOSS th(zlbl‘ | tg)(l‘ = tl)

Todistus. Oletetaan ensin, ettd M Fx t; | to. Madritelldén F : X — P*(M),
siten ettd s — {s(t1)}. Valitaan mielivaltainen r» € X[F/x]. Nyt on olemassa
s € X jaa € F(s), siten ettd r = sla/z|. Koska F(s) = {s(t;)}, niin
a = s(t1). Lisdksi koska x ¢ Vr(¢1), niin s(¢;) = r(¢1). On osoitettu siis, etta:

Nain ollen M ':X[F/:c] T = 1.

Osoitetaan sitten, ettd im(F) C P(X(t2)): Tehddén vastaoletus, ettd on
olemassa B € im(F) ja a € B, siten ettd a € X(t2). Kuvauksen F' mééritel-
méan nojalla B = {s(t1)} jollain s € X. Nain ollen taytyy olla, ettd a = s(t1).
Koska a € X (t3), niin on olemassa s’ € X, siten ettd s'(t3) = a. Oletuksen
nojalla M Ex t; | to, joten erityisesti s(t1) # s'(t2). Télloin

a=s(ty) # ' (t2) = a.

Tama on ristiriita, joten jokaisella B € im(F) ja a € B péatee a € X(t2).
Néin ollen im(F) C P(X(t2)). On osoitettu siis, ettd on olemassa kuvaus
F: X = P*(X(t2)), siten ettd M Ex(p/,) @ = t1, eli MEx(F x| ta)(x = t1).

Oletetaan sitten, ettd M Fx (3 x | to)(x = t;). Valitaan mielivaltaiset tulkin-
tafunktiot s, s’ € X. Oletuksen nojalla on olemassa F' : X — P*(X(t,)), si-
ten ettd M FEx(p/y @ = t;. Valitaan jokin a € F'(s) ja merkitdan r := s[a/z].
Oletuksen nojalla x ¢ Vr(t;), joten s(t;) = r(t;). Koska r € X[F/x] ja
MEx(p/g @ = ti, niin r(x) = r(t;). Koska F(s) C X(t2), niin a ¢ X(ty),
joten erityisesti a # §'(t2). On osoitettu siis, etta

s(t) = r(t) = r(z) = sla/z)(x) = a # s'(t2).

Koska s, s’ € X olivat mielivaltaisesti valittuja, niin M FEx t; | ts. ]
Lauseen 3.8 nojalla voimme jatkossa kéayttaa kaavoissa ekskluusioatomei-

ta t; | t2 lyhennysmerkintéinéd kaavoille (Fx | t2)(z = t1), misséd x ¢ Vr(ty).

Niille atomikaavoille voidaan kayttaa yhtapitavaa totuusmaaritelméaas:

MEx tq | ta, joss jokaisella s, s" € X : s(t1) # §'(t2).

Esimerkki 3.9. Mikali tiimi X # (), niin voimme esittdi ekskluusioatomin
t1 | t2 negaation helposti INF-kaavalla:

p:=(F 2 Ct)(FyCt)(r=y), missd x ¢ Vr(ty).
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3.2.2 Ekskluusiokvantifiointi termijoukolle

Lemmassa 3.3 todistimme INF-logiikalle, ettd kaavan toteutumiselle anne-
tulla tiimilld on olennaista ainoastaan tiimin rajoittuma kaavassa esiinty-
viin vapaisiin muuttujiin. Vastaava tulos patee myos EXF-logiikalle. Todis-
tus voidaan tehda samalla tavalla kaavan ¢ € EXF [ rakenteen suhteen kuten
lemmassa 3.3. Meidén riittaéd késitella siita ainoastaan ekskluusiokvanttorin
tapaus:

e Olkoon p = (F x| ).

Oletetaan ensin, ettd M Ex(3°x | ) ¢. Néin ollen on olemassa kuvaus
F: X — P*(X(t)), siten ettd M FEx(p/ 1. Mééritellidn kuvaus:

F':X"— P*(M), se s+— |J F(s) jokaisella s € X',

SEXS/

missd Xy :={s € X | s | Fr(p) =5 | Fr(p)}.

Koska Fr(¢) C Fr(p) U{z} ja X [ Fr(¢) = X' | Fr(¢), niin kuvauksen
F’" méaéritelmén nojalla selvasti:

X[F/z] [ Fr(¢) = X[F"/x] | Fr(¢)).

Nain ollen induktio-oletuksen nojalla M ¥ x/(p//,) 9. Riittédé siis osoit-
taa, ettd im(F’) C P(X'(t)): Tehddian vastaoletus, ettd on olemassa
B € im(F’) ja b € B, siten ettd b € X'(t). Nyt on olemassa s’ € X',
siten ettd B = F'(s’). Kuvauksen I’ méaritelméin nojalla on olemassa

s € X, siten ettd b € F(s).

Koska b € X'(t), niin on olemassa ' € X', siten ettéd r’(t) = b. Oletuk-
sen nojalla X [ Fr(¢) = X' | Fr(yp), joten on olemassa r € X, siten etté
r | Fr(p) =" | Fr(y). Koska méaaritelmén 3.9 nojalla Vr(t) C Fr(yp),
niin

b=7'(t) = (r' [ Fr(0))(t) = (r [ Fr())(t) = r(1).

Néin ollen b € X(t). Koska b € F'(s), niin tdm4 on ristiriita sen kanssa,
ettd im(F) C P(X(t)). On osoitettu siis, ettd im(F’') C P*(X'(t)) ja
MExip ¥, joten MEx/(F 2 C t)1p. Ekvivalenssin toinen suunta

voidaan todistaa symmetrisesti.

Huomautus. Jatkossa kun viittaamme lemmaan 3.3 EXF-logiikan yhtey-
dessé, niin oletamme sen todistetuksi EXF' ;-kaavoille. Voimme lisdksi esittaa
tallennuskaavan 0[p] méiritelmén tdsmaélleen vastaavalla tavalla, kun ¢ on
EXF-kaava. Samoin EXF-kaavoille voidaan todistaa lemmat 3.2 ja 3.4.
Kun viittaamme naihin lemmoihin jatkossa EXFj-kaavojen yhteydessi, ole-
tamme ne todistetuiksi EXF-logiikalle.
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Pohditaan seuraavaksi ekskluusiokvantifiointia joukon {t,...,t,} C Ty
suhteen samaan tapaan kuin inkluusion tapauksessa maéaritelméssa 3.6. Kor-
vaamalla tassd maaritelmassé inkluusioatomit ekskluusioatomeilla saamme
mielekkddn uuden kvanttorin EXF-logiikalle. Se rajoittaa nyt muuttujan x
arvojen valinnan joukon J?_; X (¢;) komplementtiin, joten sille on mielekésta
kayttaa merkintad (Fx | UL, t;).

Maaritelma 3.11. Oletetaan, ettd ¢ € EXFyp, tq,....t, € Tp jauy, ..., u,
ovat eri muuttujia, siten etta uy, ..., u, ¢ Vr(ty,...,t,) UFr(p) U {z}.
Kéytetaan seuraavaa lyhennysmerkintaé:

Fa| b)) = [Elsx </\m | w; /\gp)}
i=1 i=1

Seuraava lause osoittaa, etta taméan kvanttorin totuusehto on todella sel-
lainen mité siitd edelld totesimme.

Lause 3.9. Oletetaan, ettdi ¢ € EXFyp, t1,...,t, € Tp ja uy,...,u, ovat
eri muuttujia, siten ettd uy, ..., u, ¢ Vr(ti,...,t,) UFr(p)U{z}. Talloin on
V01MasSa;

joss on olemassa F : X — P* < U X(t;) > , 5.6 MEX[p/2 ¢

Todistus. Todistetaan vastaavalla tavalla kuin lause 3.5 silla lisshuomiolla,
ettd kaikille tulkintafunktioille » on voimassa:

( ) & 8[X](u;), millddn 7 € {1,...,n}
& r(r) € 6[X](u), kaikilla i € {1 ,n}
T) € ﬁé[X](uz) sr(r) € L_Jlé[X](“z)

O

Taman kappaleen lopussa esimerkisséd 3.11 ndemme miten edella maari-
teltya kvanttoria (x| U, ¢;) voidaan kdyttdéd tehokkaasti EXF-logiikassa.

3.2.3 EXF-logiikan ominaisuuksia

Kuten ekskluusiologiikka, EXF-logiikkakaan ei ole suljettu yhdisteiden suh-
teen. Silla jos esimerkiksi X = {{(x,0),(y,1)}} ja ¥ = {{(2,1),(y,0)}},
niin selvisti MEx z | y ja MFy z | y, mutta MEx y = | y. EXF-logiikka
on kuitenkin ekskluusiologiikan tapaan alaspéin suljettu, minké osoitamme
seuraavassa lauseessa.
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Lause 3.10. Olkoon ¢ € EXF[ ja X sekd Y tiimejd, siten etta Y C X. Nyt
on vVoIMmassa:
Jos MEx o, niin MEy ©.

Todistus. Todistetaan vaite induktiolla kaavan ¢ € EXF, rakenteen suhteen:

e Mikéli ¢ on literaali, niin ¢ € FOp, jolloin viite patee lemman 2.3
nojalla.

e Tapaukset ¢ = YV A0, ¢ = Y VO ¢ = Py jap = VY ovat
suoraviivaisia todistaa.

e Olkoon ¢ = (F x| t).

Oletetaan, ettda MEx (3 x| t)1, eli on olemassa F': X — P*(X(t)),
siten ettd M Fx(p/y) 1. Médritelldén kuvaus F' := F' [ Y. Koska ole-
tuksen nojalla Y C X, niin selvésti nyt Y [F'/z] C X[F/z]|. Néin ol-
len induktio-oletuksen nojalla M Fy 5/, 1. Riittaa siis osoittaa, etté
im(F") C P*(Y(1)).

Valitaan mielivaltaiset B € im(F’) ja b € B. Naiin ollen on olemassa
s €Y, siten ettd B = F'(s). Koska Y C X ja F' = F [ Y, niin s € X
ja F(s) = F'(s). Koska im(F') C P*(X(t)), niin b € X(¢). Oletuksen

nojalla Y C X joten Y (t) C X(t), jolloin X(¢) C Y(¢). Néin ollen
.

b Y(1). Siis im(F") C P*(Y (1)), ja titen MEy(F x| 1)
]

Huomautus. Lauseen 3.10 erikoistapauksena saamme lemman 2.3 ekviva-
lenssin toisen suunnan EXF';-kaavoille :

Jos M Ex ¢, niin M FE, ¢ jokaisella s € X.

Kaénteinen viite ei kuitenkaan pade yleisesti saman vastaesimerkin nojalla
jolla perustelimme, ettda EXF-logiikka ei ole suljettu yhdisteiden suhteen.

Voidaan todistaa, etta kaikille alaspain suljetuille logiikoille eksistenssi-
kvanttoreiden 3 ja 3% semantiikat ovat ekvivalentit [6, s. 7]. Néin ollen voi-
simme kayttad EXF-logiikalle yhta hyvin kvanttoria 4.

Maaritelladan seuraavaksi vakioatomi =(t), missa ¢t € Tp. Tamé on itse
asiassa riippuvuuslogiikan yksipaikkainen riippuvuusatomi. Maarittelemme
riippuvuuslogiikan yleisesti kappaleessa 4.1, mutta tédsséd vaiheessa meidéan
riittad tietda ainoastaan vakioatomin totuusmaéritelma:

MEx =(t), joss s(t) = §'(t) kaikilla s,s" € X.

Mikali X # (), niin tdméa on edelleen yhtépitavaa sen kanssa etta | X (t)| = 1.
Osoitetaan seuraavassa lauseessa, ettd vakioatomin =(¢) ilmaisema tiimin
ominaisuus on méaariteltavissa EXF-logiikalla. Tama lause on todistettu sa-
maan tapaan kuin erikoistapaus Gallianin yleisemmaésta tuloksesta, joka on
téssa tutkielmassa esitetty lauseena 4.1.
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Lause 3.11. Oletetaan, ettit € Tp. Olkoon x muuttuja, siten ettd x ¢ Vr(t).
Nyt on voimassa:

MEx =(t), joss MExVx(x=tVa|t).

Todistus. Oletetaan ensin, ettd M Fx =(t). Maaritelldén:

{Y = {s € X[M/a] | s(x) = 5(1)}
Y' = {s € X[M/a] | s(z) # s(t)}

Néaiden maéadritelmien nojalla patee, ettd Y UY' = X[M/x] ja MEy z = t.
Tehddén vastaoletus, ettd on olemassa 7,7’ € Y’ siten etta r(x) = 7/(t).
Téaten on olemassa s, s’ € X jaa,a’ € M, siten ettd r = s[a/x] jar’ = s[a’/x].
Oletuksen nojalla M Ex =(t), joten s(t) = s'(t). Koska x ¢ Vr(t), niin pétee,
ettd r(t) = s(t) ja r'(t) = s'(t). Koska r € Y’, niin r(x) # r(t). Néin ollen

r(z) =r'(t) = '(t) = s(t) = r(t) # r(z).

T&maé on ristiriita, joten M FEy, x | . Nain ollen MExp oz =tV |t ja
edelleen MExVa(x =tV |t).

Oletetaan sitten, ettd MExVa (x =tV |t). Siis MExmo =tVa|t,
joten on olemassa Y, Y’ C X[M/x], siten etta YUY’ = X[M/z|, MEy z =1t
ja MEy:z | t. Tehddan vastaoletus, ettd on olemassa s,s’ € X, siten et-
ta s(t) # s'(t). Olkoot r := s[s'(t)/z] ja r' := §'[s(t)/x]. Oletuksen nojalla
x ¢ Vr(t), joten r(t) = s(t) ja r'(t) = s'(t). Nyt patee, ettd

ﬁ\
—~
8
~
I

s'[s(t)/x](x)

Néin ollen MFE, z =t ja MF. x =t, joten r,r' ¢ Y. Taytyy siis olla, ettd
r,r" € Y’'. Kuitenkin on voimassa, etté

r(z) = s[s'(t)/x](x) = §'(t) = r'(%).

Tamé on ristiriita, silli M Ey 2 | t. Néin ollen M Fx =(t). O

{r z) = s[s(1)/2)(z) = §'(t) # s(t) = r(t)

Huomautus. Lauseen 3.11 nojalla voimme kayttaa jatkossa vakioatomia
=(t) lyhennysmerkintana kaavalle Vx (xr =tV z | t), missid x ¢ Vr(t). Koska
selvasti vakioatomin ilmaisemaa tiimin ominaisuutta ei voi ilmaista ensim-
maisen kertaluvun logiikalla, niin lauseesta 3.11 seuraa, ettda EXF-logiikka
on kaavojen tasolla ilmaisuvoimaltaan vahvempi kuin ensimmaisen kertalu-
vun logiikka. Saamme kuitenkin tdméan kappaleen lopussa todistettua EXF-
logiikalle vahvemmankin tuloksen.
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3.2.4 Hyodyllisia operaattoreita EXF-logiikalle

Galliani on esitellyt vaitoskirjassaan rigppuvaisen disjunktion Uy, . , missa
{t1,...,t,} C Ty [5, s. 17]. Esitimme siita erikoistapauksen Ly, jolle kéay-
tdmme merkintaa L. Sille antamassamme méaritelméssé on huomioitu myos
se erikoistapaus, ettd |M| = 1.

Maaritelma 3.12. Oletetaan, etta ¢, ¢ € EXF[ ja z; sekd 29 ovat muuttu-
jia, siten etté zq, zo ¢ Fr(p)UFr(y). Kaytetddn seuraavaa lyhennysmerkintéa:

Uy = (‘v’zlv,zQ (z1=22) N (pV ¢>)
V Pz 2y (:(zl) AN=(z)N((z1 =22 @)V (0 #2A %D)))

Konnektiivia LI nimitdmme intuitionistiseksi disjunktioksi®.

Seuraavassa lauseessa todistamme intuitionistisen disjunktion totuuseh-
don. Huomaa, ettd se muistuttaa Tarskin totuusmaéaritelméa disjunktiolle
sovellettuna tiimeihin. Néain ollen sita kutsutaan joskus myos klassiseksi dis-
junktioksi tiimisemantiikalle.

Lause 3.12. Oletetaan, etti p,v € EXF ja 21 sekd zo ovat muuttujia, siten
etti z1, zo ¢ Fr(p) UFr(¢). Nyt on voimassa:

MEx U, joss MEx ¢ tai MEx .

Todistus. Ekvivalenssi pitee triviaalisti jos X = 0, joten voidaan olettaa,
ettd X # (). Merkitaan:

0:= =(z)A=(2)A((z1=22A@)V (21 # 22 A\Y))

Oletetaan ensin, ettd patee MFx ¢ L. Néin ollen on olemassa osatiimit
Y)Y C X, siten ettd YUY = X, MEy V21 V2 (21 = 20) A (0 V) ja
MEy Pz Pz (=(21) A=(22) A ((21 = 22 A ) V (21 # 20 ANY))).

Oletetaan ensin, ettd Y # (). Koska nyt MEy V2V 2 (21 = 22), niin
taytyy olla ettd |M| = 1. Koska lisdksi X # (), niin lemman 2.1 nojalla
| X| =1, eli X = {s} jollain tulkintafunktiolla s. Koska Y # ), niin taytyy
olla, ettd Y = {s}. Talloin M Fy ¢ V9, joten ME(y ¢ tai MEgy . Siis
M':Xgo tai ./\/“:Xw

Oletetaan sitten, ettd Y = (), jolloin taytyy olla, etta Y’ = X. T&lloin
MEx 321 F° 25 0, joten on olemassa kuvaukset:

F1 X — 7)*<M), S.e. M':X[Fl/zl] 35 229
FQ . X[Fl/zl] — P*<M>, S.e. M':X[Fl/zl,Fl/zg] 0

STamé nimitys tulee siitd, ettd kyseisen disjunktion totuusméiéritelms vastaa disjunk-
tion totuusméadritelméd intuitionistisessa tiimilogiikassa [1].
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Merkitdéan X' := X[Fy/z1, F1/z]. Nyt MEx:(z1 = 22 A @) V (21 # 22 A1),
joten on olemassa 7,7’ C X' siten ettd Z U Z' = X', MEzz = 20 A o
ja MEgz z1 # 2z AN, Koska MEx =(z1), MEx =(22) ja X # 0, niin
| X'(z1)| = 1 ja |X'(22)] = 1. Siis on olemassa alkiot a,b € M, siten etta
X'(z1) = {a} ja X'(22) = {b}.

Mikali a = b, niin s(z1) = s(z2) kaikilla s € X'. Télléin taytyy olla,
ettd Z' = 0, jolloin Z = X' ja edelleen M Exs . Mikali taas a # b, niin
s(z1) # s(29) kaikilla s € X'. Talloin tiytyy olla, ettd Z = (), jolloin Z’' = X’
ja edelleen M Ex/ 1. Nain ollen joka tapauksessa M F x: ¢ tai MEx/ 1.

Oletuksen nojalla z1, 2o ¢ Fr(¢) UFr(y) ja dom(X') = dom(X)U{z, 22},
joten selvasti X | Fr(p) = X' | Fr(p) ja X [ Fr(¢) = X’ | Fr(¢). Néin ollen
lemman 3.3 nojalla patee, ettd M FEx ¢ tai MFEx .

Oletetaan sitten, ettd M Ey ¢ tai M FEx 1. Mikali patee, etta |M| = 1, niin
MEXV 21V 23 (21 = 23). Nyt selvésti myos MFEx ¢ V ), joten MEx ¢ L.
Oletetaan sitten, ettd |M| > 2. Talloin on olemassa alkiot a,b € M, siten
ettd a # b. Oletetaan ensin, ettd M FEx . Madritelladn kuvaukset:

Fy: X — P*(M), s.e. s — {a} jokaisella s € X
Fy: X[Fi /2] — P*(M), s.e. s+ {a} jokaisella s € X[F}/z]

Merkitdédn X' := X[F)/z, F1/z)]. Kuvausten F; ja F, méaaritelmien nojal-
la selvasti MEx =(z1), MEx =(22) ja MEx/ 21 = 2. Oletuksen nojal-
la 21,20 ¢ Fr(e) U Fr(y) ja lisdksi dom(X') = dom(X) U {21, 22}, joten
X | Fr(p) = X' | Fr(¢). Téten lemman 3.3 nojalla patee, ettd MFEx: ¢.
Nain ollen M FEx: 21 = 29 A ¢ ja edelleen M FEyx 3° 21 3% 25 6.
Oletetaan sitten, ettd M Fx 1. Méaritellaan nyt kuvaukset:

Fy: X — P*(M), s.e. s— {a} jokaisella s € X

Fy: X[F/z1] — P*(M), s.e. s — {b} jokaisella s € X[F/z]
Merkitaan X' := X[F/z, F1/z)]. Kuvausten F; ja F, mééritelmien nojal-
la selvisti M FEx =(z1), MFx =(22) ja MEx: z; # z5. Vastaavin perustein
kuin edelld nyt pétee, ettd M FEx 1. Néin ollen MFEyx: 21 # 20 A 9 ja edel-

leen M FEx 3 21 3% 25 0. On siis osoitettu, ettd joka tapauksessa pétee, etté

MEx & 21 F° 25 0. Néin ollen M Ex ¢ L. O

Intuitionistisen disjunktion avulla voimme méaritella uuden hyodyllisen
kvanttorin EXF-logiikalle. Kutsumme sitd universaali-inkluusiokvanttoriksi
EXF-logiikalle ja kdytdmme sille merkintda (Vo C° t). Ylaindeksi e tulee
sanasta ekskluusio huomiona sille, etta nédin méariteltyna tamé kvanttori ei
toimi mielekkéaalla tavalla yhdistetylle INF- ja EXF-logiikalle, jota késitte-
lemme seuraavassa kappaleessa.
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Maaritelma 3.13. Olkoot ¢ € EXF, t € Ty jau, y ovat eri muuttujia, siten
ettd u,y ¢ Vr(t) U Fr(p) U {z}. Kiytetdén seuraavaa lyhennysmerkintaé:

(Vo C°t)p:= 5?[ngpUVac(Elsy \ u)(x:y\/go)}

Taman maéarittelemamme kvanttorin totuusehtojen todistamisessa tarvit-
semme seuraavaa lemmaa. Se muistuttaa laheisesti lemmaa 3.4 ja voidaankin
todistaa sen erikoistapauksena:

Lemma 3.13. Oletetaan, etta A C M, v € EXFy, t1,...,t, € Tp ja
U, ..., U, ovat eri muuttujia, siten ettd uq, ..., u, ¢ Vr(ti, ..., t,) UFr(y).
Merkitddn 6 = o0 1. Tdlloin on voimassa:

MEx(a/a 0, joss ME@ix)aya) V-

Todistus. Mikédli A = (, niin viite patee triviaalisti, joten voidaan olettaa,
ettd A # (). Maaritellaan kuvaukset F : X — P*(M) ja F': 6[X] — P*(M),
siten ettd s — A kaikilla s € X ja s € 0[X]. Nyt X[F/z] = X[A/x],
(O[X[F'/x] = (6] X])[A/z] ja F(s) = F'(d[s]) jokaisella s € X. Nain ollen
vaite seuraa lemmasta 3.4. O

Nyt voimme todistaa totuusehdon kvanttorille (V. C® ¢). Huomaa, ettéi
todistuksessa pitaéd vedota siihen, ettda EXF-logiikka on alaspain suljettu.

Lause 3.14. Olkoot p € EXFp, t € Ty ja u,y ovat eri muuttujia, siten ettd
u,y & Vr(t) UFr(p) U{z}. Tdalloin on voimassa:

MEx(Va Ct)p, joss MEx ¢, missa X' = X{X(t)/m}.

Todistus. Oletetaan ensin, ettd patee MEx(Vaz C° t) g, eli médritelméin
3.13 nojalla MExVexoUVa(Fy | u)(x =yV ). Edelleen lemman 3.2
nojalla M EsxVepUVa (Fy | u)(r =yVp). Tilldin lauseen 3.12 nojalla
MEsixVap tai MEsx Vo (Fy|u)(z =y V).

Mikali patee, etta M Esx1 V@, niin M E5x)) /2 - Koska selvésti pa-
tee, etta (O[X])[0[X](w)/z] C (§[X])[M/z], niin t&ll6in lauseen 3.10 nojalla
M Ex)BIx)(w)/2] - Koska lemman 3.2 nojalla 0[X|(u) = X(¢), niin pétee,
ettd M E(sx))x(1)/2) ¢ Oletuksen nojalla muuttuja u ¢ Vr(t) U Fr(p), joten
lemman 3.13 nojalla M ':X[X(t)/ac] ®.

Oletetaan sitten, ettd patee MEsx)Va (Fy | u)(z =y V ¢). Niin ollen
MEx, (Fy | u)(z = yV p), missi X; := (J[X])[M/x]. Siis on olemassa
F: X — P*(Xi(u)), siten ettd MEx, z =y V ¢, missia Xy = X [F/y]. Ndin
ollen on olemassa osatiimit Z, 7" C X, siten ettd ZU Z' = Xy, MEzx =y
ja M ':Z’ @.

Osoitetaan, ettd (0[X])[0[X](u)/x] | Fr(p) C Z' | Fr(p): Valitaan mie-
livaltainen tulkintafunktio r* € (J[X])[d[X](u)/z] | Fr(y). Néin ollen on
olemassa r € (6| X])[0[X](u)/x], siten ettd r* = r | Fr(yp).
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Edelleen on olemassa s € §[X]jaa € §[X](u), siten ettd r = s[a/x]. Koska
a € 0[X](u), niin on olemassa s’ € J[X], siten ettd s'(u) = a. Merkitdin
nyt ' = s'[a/z], jolloin " € X;. Koska z ja w ovat eri muuttujia, niin
r'(u) = §'(u). Néin ollen siis a = r'(u), joten a € Xy (u).

Valitaan jokin b € F(r) ja merkitdén ¢ := r[b/y]. Koska F(r) C X;(u),
niin b ¢ X (u), jolloin erityisesti b # a. Koska x ja y ovat eri muuttujia, niin
q(z) = r(z). Néin ollen

q(z) = r(x) = sla/z]|(x) = a #b=r[b/yl(y) = q(y).

Taten MFE,z =y, joten g ¢ Z. Téytyy siis olla, ettd ¢ € Z’. Koska tulkin-
tafunktiot r ja ¢ voivat erota toisistaan ainoastaan muuttujan y tulkinnan
osalta ja y ¢ Fr(p), niin g [ Fr(p) = r | Fr(p) = r*. Taten r* € Z' | Fr(yp).
On osoitettu siis, etta (0[X])[d[X](u)/x] | Fr(p) C Z' | Fr(p).

Koska M Fz ¢, niin lemman 3.3 seurauksena M Fz/ g, . Koska li-
saksi ([ X])[0[X](w)/z] | Fr(p) € Z' | Fr(¢), niin lauseen 3.10 nojalla
M ':(J[X])[(S[X](u)/x][Fr((p) @. Edelleen lemman 3.3 nojalla M':(é[X])[é[X}(u)/z] ®.
Koska lemman 3.2 nojalla 6[X|(u) = X (), niin pétee, ettd M Esix7)x 1)/2] ¥-
Oletuksen nojalla muuttuja u ¢ Vr(t) U Fr(y), joten lemman 3.13 nojalla
MEx /2 ¢

Oletetaan sitten, ettd M FExxq)/q ¢. Mikéli X () = M, niin M Ex/q ¢
Koska u ¢ Vr(t)UFr(p), niin lemman 3.13 nojalla péatee, ettd M E(sx))a1/2) -
eli MEsx) V. Talloin MEsxVepUVa (Fy | u)(z =y V), jaedelleen
lemman 3.2 nojalla MEx(Vx C°t) .

Oletetaan sitten, ettd, X (t) # M, jolloin on olemassa alkio ¢ € X (t).
Koska lemman 3.2 nojalla X(t) = [X](u), niin ¢ ¢ 0[X](u). Merkitdén
nyt X; = (§[X])[M/z]. Koska = ja u ovat eri muuttujia, niin ¢ ¢ X;(u).
Maaritelladn kuvaus:

FX, =P (M), se. {5 — {s(x)}, jos s(x) € Xq(u)

s+ {c}, muuten
Merkitddn X, := X;[F/y]. Méaritellddn joukot Z = {s € X5 | s(x) ¢ Xi(u)}
ja Z' ={s € Xy | s(x) € X1(u)}. Nyt selvisti ZU Z' = Xs.

Valitaan mielivaltainen r € Z, jolloin r(x) ¢ X;(u). Koska Z C X, [F/y],
niin on olemassa s € X ja a € F\(s), siten ettd r = s[a/y]. Koska z ja y
ovat eri muuttujia, niin patee, ettd s(z) = r(z). Néin ollen s(x) ¢ X;(u), eli
s(z) € X1(u). Kuvauksen F' mééritelman nojalla taytyy olla, ettd a = s(x).
Talloin péatee, etta

r(z) = s(z) = a = sla/yl(y) = r(y).

Nain ollen MF, x = y, ja koska r € Z oli mielivaltaisesti valittu, niin on
voimassa, ettd MEFzz =y.
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Osoitetaan, sitten ettd Z' | Fr(¢) C (6[X])[0[X](u)/x] | Fr(p): Valitaan
mielivaltainen r* € Z' | Fr(y). Néin ollen on olemassa r € Z’, siten etta
r* =1 | Fr(e). Koska 2’ C Xy = X;[F/y|, niin on olemassa s € X ja
a € F(s), siten ettd r = s[a/y|. Tiimin Z’ mééritelmén nojalla r(z) € X;(u).
Koska z ja u ovat eri muuttujia, niin §[X](u) = X;(u) ja koska x ja y ovat
eri muuttujia, niin s(x) = r(z). Néin ollen s(z) € §[X](u).

Koska s € (8[X])[M/z] ja s(x) € 6[X](u), niin s € (6[X])[0[X](u)/x].
Tulkintafunktiot s ja r voivat erota ainoastaan muuttujan y tulkinnan osalta,
joten s | Fr(p) = r | Fr(¢) = r*. Néin ollen 7* € (§[X])[d[X](u)/z] | Fr(e).
On osoitettu siis, ettd Z’ | Fr(¢) C (0[X])[0[X](w)/z] | Fr(¢). Osajoukkous
pétee itse asiassa myos toiseen suuntaan, mutta sité ei ole tarpeen osoittaa.

Oletuksen nojalla M Ex[x ()2 ¢ ja u ¢ Vr(t) UFr(p), joten lemman 3.13
nojalla M Eix))x 1)/a] - Lisdksi lemman 3.2 nojalla X () = §[X](u), joten
MEs1x7) 51X () /2] ©> Ja edelleen lemman 3.3 nojalla M E(sx))[s1x](w) /2] 1Fr () ©-
Osoitimme, ettd Z’ | Fr(p) C (§[X])[0[X](u)/z] | Fr(p), joten lauseen 3.10
nojalla M Fz/m(,) . Edelleen lemman 3.3 nojalla M Fz .

On osoitettu siis, ettd MFEyx, z =y V ¢. Kuvauksen F' maaritelman no-
jalla selvésti im(F) C P*(Xi(u)), joten MEx, (Fy | u)(z =y V ¢). Néin
ollen on voimassa, ettd MEsxVa (Fy | u)(x = y V @) ja edelleen pétee,
ettd MEs Voo UVa (Fy | u)(x = y V). Talléin lemman 3.2 nojalla
MEx(Vz Cot)p. O

Tuntuisi luontevalta, ettd voisimme maaritella INF-logiikalle symmetri-
sesti kvanttorin (Vx |' ) sille luonnollisella totuusmédritelmélla. Tamé ei
kuitenkaan onnistu samalla menetelmallé, silld inkluusiologiikka ei ole alas-
péin suljettu. Seka kvanttori (Va | ¢) ettd kvanttori (Va C t) on kuitenkin
mahdollista méaaritella yleisesti kayttamalla sekéd inkluusio- ettd ekskluusio-
kvanttoreita. Palaamme tédhan aiheeseen kappaleessa 3.4.

3.2.5 Esimerkkeja EXF-logiikan ilmaisukyvysta

Seuraavassa esimerkissé ndhdd4n miten kvanttoria (¥ C° t) voidaan kiyttaa
tehokkaasti EXF-logiikassa. Se on samalla my6s esimerkki EXF-lauseesta,
jota ei voi ilmaista ensimméisen kertaluvun logiikalla.

Esimerkki 3.10. Oletetaan, ettd G = (V, E) on suuntaamaton graafi ja
X, Y1, Y2, 21, 22 ovat eri muuttujia. Graafi G on kaksijakoinen®, jos ja vain jos

GEV Py (Fye | yl)((:p =y Ve =y) ANz C°yp) (V2o Cyy)FEz129
AN (V2 C°yo) (Vg C° yz)ﬁEzlzz)'

6Tamén méadritelmin mukaan graafi pitdd pystyd jakamaan kahteen erilliseen epétyh-
jadn osajoukkoon, joiden vélill4 ei ole sdrmid. Mikéli haluaisimme mééritelld my6s yhden
solmun graafin kaksijakoiseksi, se voidaisiin késitelld omana erikoistapauksenaan.
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Todistus. Merkitdan

Y= (V2 Cuyp) (Vo C°yr) B2
Wy = (V21 C°ya) (V2o C° yo)Ez129

Oletetaan ensin, ettd GEVa Fy (Fys | 11)((x = y1 Vo = y2) A by A o).
Néin ollen péatee GEx Fy1(Fye | y1)((x = 11 V& = y2) Ay A 1bg), missé
X = {0}[V/x]. Siis on olemassa kuvaukset:

Fi: X =5 PH(V), se. GFx, (Fya [y)((x =y Vo =y2) A1 Aha),
missa X1 = X[Fl/yl]
Fy: X — P (X1(n1)), se. GEx,(x =y1 V& =y2) APy A 1o,
missd Xo := X [Fy/ys].

Merkitaan A := X5(y1) ja B := Xs(ys). Nyt selvasti A, B # ().

Osoitetaan ensin, ettd AU B = V: Valitaan mielivaltainen a € V. Télléin
s := {(x,a)} € X. Valitaan jokin b; € Fi(s) sekd by € Fy(s) ja merkitdan
r = s[by1/y1] sekd q := r[by/ys]. Talloin selvésti r € X ja ¢ € Xy. Koska
GFEx, T =1y, V& = ys, niin on olemassa Y, Y’ C Xy, siten ettd Y UY’' = X,
GFyx =y ja GFyrx = yo. Nyt ¢ € Y tai ¢ € Y'. Mikéli ¢ € Y, niin
q(z) = q(y1). Talloin

a=s(x) =q(z) = q(yn) = bi.

Koska by = r(y1), niin a € X;(y1) = Xa(y1) = A. Vastaavanlaisin perusteluin
jos ¢ € Y/ niin a € B. Néin ollen V C A U B. Koska selvisti AUB C V,
niim AUB =V.

Osoitetaan, sitten ettd AN B = (): Tehdain vastaoletus, etta on olemassa
a € AN B. Siis on olemassa r,1" € Xy, siten ettd r1(y;) = a ja ra(y2) = a.
Edelleen on olemassa s1,$2 € X ja a’ € F(sy), siten ettd r; = s1[a’/ys] ja
ro = Soa/y2]. Nyt koska Fy(se) C Xi(y1), niin a ¢ X;(y1). Mutta koska
s1(y1) = r1(y1), niin @ € X (y;). TAma on ristiriita, joten AN B = ().

Osoitetaan sitten, ettd jos a,b € A, niin a:n ja b:n vélilla ei ole sdrmaa:
Koska G Fx, 11, niin lauseen 3.14 nojalla

g ':X2[X2(y1)/z1}(v 29 C® Y1) Ez 23

Kayttamalla lausetta 3.14 toistamiseen saadaan, ettd GFyx —Ez;25, missa
X' = Xo[Xo(y1)/ 21, Xo(v1)/22) = X2[A/z1, A/z5]. Valitaan jokin tulkinta-
funktio s € Xy (# 0). Nyt kaikilla a,b € A pétee, ettd s[a/z1,b/25] € X',
jolloin G Fyjq/2 b2 7 E 2120, €li (a,b) ¢ EY.

Vastaavasti voidaan padtella, etta koska G Fx, 19, niin kaikilla a,b € B
pitee, ettd (a,b) ¢ EY. On osoitettu siis, ettd epityhjit joukot A, B C V,
muodostavat solmujoukon V' erillisen yhdisteen ja ettéd niiden sisaltdmien sol-
mujen valilld ei kulje yhtdan sdrméa. Taten G on kaksijakoinen.
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Oletetaan sitten, ettd G on kaksijakoinen. Siis on olemassa joukot A, B C V/,
siten ettd A, B # 0, AUB =V, AN B = () ja A:n B:n sisaltamien solmu-
jen valilla ei ole sdrmid. Merkitadn X := {0}[V/z]. Koska A, B # (), niin on
olemassa alkiot ag € A ja by € B. Méaritelldan kuvaukset:

s+ {s(x)}, jos s(x) € A

s+ {ap}, muuten

s {s(x)}, jos s(x) € B
s+ {bo}, muuten

Fl X = P*<V), S.ce. {
Fs X[Fl/yl] — P*(V>, S.e.

Merkitédén X; = X[F1/y1] ja Xo := Xi[Fy/ye]. Madritellaan sitten tiimit
YV i={se€ Xy |s(x)=s(y1)}jaY :={s e Xy s(x)=s(y2)}. Osoitetaan,
ettd YUY’ = Xy: Tehddan vastaoletus, ettd on olemassa g € X, siten etté
q¢Y jaq¢Y' Nain ollen g(z) # q(y1) ja q(x) # q(y2).

Talloin on olemassa r € X ja b € Fy(r), siten ettd ¢ = r[b/ys]. Edelleen
on olemassa s € X ja a € Fi(s), siten ettd r = s[a/y;]. Koska x, y; ja ys ovat
eri muuttujia, niin s(x) = r(z) = ¢(x) ja r(y1) = q(y1). Talléin

s(x) =r(x) = q(x) # q(y1) = r(y) = a.

Taten Fim maaritelmén nojalla taytyy olla, ettd s(z) ¢ A. Lisdksi

s(x) = r(x) = q(x) # q(y2) = .

Néin ollen Fy:n madritelmén nojalla taytyy olla, ettd s(x) ¢ B. Téalloin siis
s(r) ¢ AU B =V, miké on ristiriita. Téytyy siis olla, ettd YUY’ = X5,
Liséksi selvisti GEy x = 31 ja GFEy & = 1, joten GFEx, . =y V & = ys.

Osoitetaan sitten, ettd A = Xo(y1): Jos a € A, niin s := {(x,a)} € X
ja Fi:n madritelmén nojalla télloin Fi(s) = {a}, jolloin r := s[a/y1] € X;.
Koska ¥ ja yo ovat eri muuttujia, niin X;(y;) = Xa(y1). Taten A C Xy(ty).
Toisaalta F}:n madritemén nojalla im(F;) C P(A), joten X;(y;) C A. Koska
lisiksi X (y1) = Xa(y1), niin Xs(y;) € A. Néin ollen A = X5 (y;). Vastaavin
perustein B = Xo(y2).

Koska kaikilla a,b € A pitee (a,b) ¢ EY, niin kaikilla a,b € X5(y1) ja
s € Xy patee G Fyq)z, b/20) 7E2122. Néin ollen patee, etta G Fx/ = FEz 23, missa
X' = Xo[Xo(v1)/ 21, Xa(y1)/ 22). Téten lauseen 3.14 nojalla

G F Xy Xa(mn)/=) (V22 C° 1)~ E 21 22.

Edelleen lauseen 3.14 nojalla G Fx, ¥;. Samoin minkéén solmujen a,b € B
valilld ei ole sarméé, joten voidaan paatella vastaavasti, ettd GFyx, 1. On
osoitettu siis, etta

GEx,(x =11 Vo =y) NP1 Ao,
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Kuvauksen F, maaritelmén nojalla péatee selvisti, ettd im(Fy) C P*(B).
Koska oletuksen nojalla AN B = (), niin im(Fy) C P*(A) = P*(X1(y1)).
Taten GEx, (Fye | v1)((x =11 Vo = y2) Athy A1hy) ja edelleen on voimassa,

ettd GEx Fyi(Fy2 | v1)((x = y1 V& = y2) APy A1hy). Néin ollen

GEVe Fy(Fy, | y1)<(a: =y VI =1y) /\wl/\iﬂz)-
O

Edellista esimerkkia voidaan helposti yleistdd myos k-jakoisille graafeille,
kayttamaélla apuna ekskluusiokvantifiointia termijoukon suhteen:

Esimerkki 3.11. Graafi G = (V, E) on k-jakoinen’, jos ja vain jos

GEVZ Iy (Fye [ y) Fys [niUye) ... (Fyk[y1 U Uys)
k k
(\/ T =Y N\ /\(VZ1 Cy)(Vzg C° yi)_'EZ122>'
=1 =1

Samaan tapaan kuin esimerkissa 3.10, tdma lause ilmaisee etté graafi G voi-
daan jakaa erillisiin epatyhjiin osajoukkoihin, joita on nyt & kappaletta. Néi-
den osajoukkojen erillisyys taataan kdyttamalld ekskluusiokvantifiointia ter-
mijoukon suhteen. Lisdksi kaavan loppuosa sanoo kuten esimerkissa 3.10,
ettd minkdan osajoukon sisaisten solmujen valilld ei ole sarmia.

Esimerkkiin 3.11 liittyen voidaan tehda erdas mielenkiintoinen huomio.
Graafin k-jakoisuus on sama ominaisuus kuin graafin solmujen k-varittyvyys.
Kun k = 3, niin tdmé on NP-tdydellinen ongelma [15]. Taten EXF-logiikalla
voidaan siis ilmaista NP-taydellisia ongelmia.

Muokkaamalla hieman esimerkkiad 3.10 voimme ilmaista EXF-logiikalla
myos graafien epayhtendisyyden:

Esimerkki 3.12. Graafi G = (V, E') epayhtenéinen, jos ja vain jos

GEVz Fy (I | ?Jl)((x = Vae=y) AN(Vz Cy1) (V2 C° yQ)ﬁE2122)-

Vastaavasti kuin esimerkissd 3.10, tamé lause ilmaisee ettd graafin G sol-
mujoukko voidaan jakaa kahdeen erilliseen epétyhjaan osajoukkoon. Kaavan
loppuosa sanoo lisdksi, ettd naiden osajoukkojen solmujen valilla ei ole sér-
mid. Taméa on yhtapitdvid sen kanssa, ettd graafi G on epéyhtenéinen.

Edella mainituissa esimerkeissé olleet graafin ominaisuudet ovat kaikki
sellaisia, ettd niitd ei ole mahdollista ilmaista ensimmaéisen kertaluvun lo-
giikalla. Taméa voidaan helposti perustella Ehrenfeucht-Fraissé -pelin avulla
(samaan tapaan kuin esimerkit lahteessé [15, s. 37-39]). Saamme néin ollen
seurauksena seuraavan lauseen.

"Kuten kaksijakoisen graafin tapauksessa tissd méadritelmésss vaaditaan, ettd graafi pi-
tad pystyd jakamaan erillisiin epétyhjiin osajoukkoihin, joita on k kappaletta. Mikéali myos
graafit, joissa on alle k£ solmua haluttaisiin méaritelld k-jakoisiksi, ne voitaisiin késitell&
omana erikoistapauksenaan.
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Lause 3.15. EXF-logiikka on ilmaisuvoimaltaan aidosti vahvempi kuin en-
simmdisen kertaluvun logiikka sekd kaavojen ettd lauseiden tasolla.

Todistus. Graafin kaksijakoisuus ei ole méariteltavissd ensimmaéisen kerta-
luvun logiikan lauseella, mutta esimerkin 3.10 nojalla tdméa voidaan tehd&
EXF-logiikassa. Nain ollen EXF-logiikka on lauseiden tasolla ilmaisuvoimal-
taan aidosti vahvempi kuin ensimmaisen kertaluvun logiikka. Koska lauseet
ovat kaavoja, niin sama patee myo6s kaavoille. O

Esimerkin 3.11 yhteydessé totesimme, ettd EXF-logiikalla voidaan lisak-
si ilmaista NP-taydellisid ongelmia. Téama ei kuitenkaan péde kaikille logii-
koille, jotka ovat aidosti vahvempia kuin ensimmaisen kertaluvun logiikka.
Kasittelemme EXF-logiikan ilmaisuvoimaa suhteessa muihin logiikoihin tar-
kemmin kappaleissa 4.2 seké 4.4.

3.3 IEF-logiikka

Téassé kappaleessa esittelemme IEF-logiikan (‘Inclusion-Exclusion Friendly
Logic’), joka saadaan yhdistamélla INF- ja EXF- logiikat. Talla logiikalla
voidaan ilmaista kaikki se mitd INF- ja EXF-logiikoillakin, ja lisdksi mo-
nia muita hyodyllisid operaatioita, joita kasittelemme téssa seké seuraavassa
kappaleessa. I[EF-logiikan ilmaisuvoimaa tutkimme lisda kappaleessa 4.5.

3.3.1 IEF-logiikan syntaksi ja semantiikka

Yhdistamélla Gallianin inkluusio- ja ekskluusiologiikat saadaan inkluusio-
ekskluusiologiikka, jota kutsumme myos INEX-logiikaksi. Sen syntaksi méaa-
ritellaén seuraavasti:

Maaritelma 3.14. Méaaritelladn kieli INEX; seuraavasti:
e Jos v € INCy, tai ¢ € EXCyp, niin ¢ € INEX],.
e Jos p,1 € INEXy, niin (¢ AY) € INEX] ja (¢ V) € INEX].

e Jos p € INEX} ja z on muuttuja,
niin Fz ¢ € INEX}, ja Vo € INEX].

Maarittelemme alikaavojen joukon seka vapaiden muuttujien joukon vastaa-
vasti kuin inkluusio- ja ekskluusiologiikoille.

Inkluusio- ja ekskluusioatomeille kaytetadn inkluusio-ekskluusiologiikassa
samoja totuusmadritelmia kuin inkluusio- ja ekskluusiologiikoissa. Kaytam-
me merkintdd INEX[k] inkluusio-ekskluusiologiikalle, jossa esiintyy korkein-
taan k-paikkaisia inkluusio- ja ekskluusioatomeja. Maaritellaén seuraavaksi
IEF-logiikan syntaksi, jossa sallitaan seké inkluusio- ettd ekskluusiokvantto-
rien kaytto.
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Maaritelma 3.15. Maaritelladn kieli IEF; seuraavasti:
e Jos p € INF, UEXF, niin ¢ € IEF].
e Jos p,1 € IEF, niin (p A¢) € IEF ja (p V¢) € IEF.
e Jos ¢ € IEF ja x on muuttuja, niin F*xp € IEF jaVr e € IEF.

e Jos p € IEF, z on muuttuja jat € Ty,
niin (Fz Ct)p € IEF, ja (Fz | t)p € IEF.

Jos ¢ € IEF, niin sanotaan ettd ¢ on IEF-kaava. Maarittelemme alikaa-
vojen joukon, vapaiden muuttujien joukon sekéa semantiikan vastaavasti kuin

INF- ja EXF-logiikoille.

Lauseessa 3.1 totesimme, etta yksipaikkaiset inkluusioatomit voidaan il-
maista kayttamalld INF-logiikkaa. Vastaavasti lauseen 3.8 nojalla yksipaik-
kaiset ekskluusioatomit voidaan ilmaista EXF-logiikalla. Yhdistdmalla né-
mé lauseet saamme, ettd IEF-logiikka on ilmaisuvoimaltaan vahintdan yhtéa
vahva kuin INEX[1]-logiikka, ja voimme kayttaa yksipaikkaisia inkluusio- ja
ekskluusioatomeita lyhennysmerkintoind [EF-logiikassa.

Esimerkki 3.13. Mikali X # (), niin yksipaikkaisen inkluusioatomin t; C ¢,
negaatio voidaan esittéda helposti IEF -kaavalla:

o= (FxCt)(Fy|t)(r=y), missd x ¢ Vr(ts).

Voimme esittad tallennuskaavan d[p] mééritelmén samalla tavalla, kun ¢
on IEF;-kaava. Lisdksi IEF-kaavoille voidaan todistaa vastaavalla tavalla
tallennuskaavoihin liittyvat lemmat 3.2, 3.4 ja 3.13. IEF-logiikassa voimme
kayttaa inkluusio- ja ekskluusiokvanttoreja myos termijoukoille lauseiden 3.5
ja 3.9 antamien totuusehtojen mukaisesti. Lisaksi voimme kéayttaa lyhennys-
merkint6ind intuitionistista disjunktiota L sekd vakioatomeita =(t) kuten
EXF-logiikassa.

Olemme aiemmin todenneet, ettd INF-logiikka ei ole alaspain suljettu ja
ettd EXF-logiikka ei ole suljettu yhdisteiden suhteen. Koska ne molemmat
sisaltyvat [EF-logiikkaan, niin IEF-logiikka ei ole alaspain suljettu, eiké sul-
jettu yhdisteiden suhteen. Samasta syystd lemman 2.3 ekvivalenssi ei péde
kumpaankaan suuntaan IEF ;-kaavoille.

3.3.2 Inkluusio-ekskluusiokvantifiointi

Pohditaan seuraavaksi tilannetta, jossa haluaisimme vaatia kvantifioitavalta
muuttujalta x, ettd sen arvot pitda valita jonkin termin ¢; arvojen joukosta
ja lisédksi jonkun toisen termin ¢, arvojen ulkopuolelta.
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Tarvitsemme tdhdn uuden kvanttorin, jolle on mielekéasta kayttaa mer-
kintdd (Fx C ¢y : x| t2) ja jolle on voimassa seuraava totuusehto:

MEx(FxCty:ax|ty) e, josson olemassa kuvaus

F: X — P (X(h) \ X(tz)), s.e. MFx(p/q) ¢

Tallainen kvanttori on hyédyllinen IEF-logiikassa. Meidan ei kuitenkaan
tarvitse laajentaa kielta IEF 1, silld kyseinen kvanttori voidaan helposti maé-
ritelld inkluusio- ja ekskluusiokvanttorien avulla seuraavasti:

Maaritelma 3.16. Oletetaan, ettd o € IEF,, t € T ja uy, ug,y,y ovat eri
muuttujia, siten etta uy, us,y,y’ ¢ Vr(ty,ta) UFr(p) U {x}. Merkitaan:

(FxCty:ax|ty)p:=
s [Fa((Fy Cu)@w=y) ATy |u)@=y)Ap)]

Ennen kuin osoitamme, ettd inkluusio-ekskluusiokvanttori toimii nain
maéariteltyna halutulla tavalla, todistamme seuraavan lemman:

Lemma 3.16. Oletetaan, etti F: X — P*(M), A1, Ay C M ja x, y sekd v/
ovat eri muuttujia. Talloin im(F) C P*(A;\ Az), jos ja vain jos on olemassa
seuraavanlaiset kuvaukset:

F1 : X[F/:L‘] — P*(Al), s.e. M ':X[F/m,Fl/y]<33' = y)
Fy . X[F/z] = P*(As), s.e. MExp/ory(=1)

Todistus. Oletetaan ensin, ettd im(F) C P*(A; \ Ay). Maaritelldén téalloin
kuvaukset:

Fy: X[F/x] = P*(M), s.e. s — {s(z)}

Fy: X[F/z] — P*(M), s.e. s+— {s(x)}

Kuvausten F; ja F, méadritelmien perusteella selvisti M Fx(p/z m /y (7 = y)
ja M ':X[F/m,Fg/y’] (x = y/).

Olkoon r € X[F/x]. Téall6in on olemassa s € X ja a € F(s), siten et-
ta r = s[a/x]. Koska im(F) C P*(A; \ As), niin a € A; \ Ay. Néin ollen
r(x) € Ay jar(z) € Ay. Koska r € X[F/z] oli mielivaltaisesti valittu, niin
tésta seuraa, ettd im(Fy) C P*(A1) ja im(Fy) C P*(Ay).

Oletetaan, sitten ettd kuvaukset Fi ja Fy ovat olemassa. Valitaan mielival-
taiset B € im(F) ja a € B. Talloin B = F(s) jollain s € X. Merkitddn
r:=sla/z]. Nyt r € X[F/x] ja F1(r), Fo(r) # (), joten on olemassa a; € Fy(r)
sekéd ag € Fy(r). Merkitédén ¢, = r[a1/y] ja go := rlas/y].

Koska g, € X[F/z, Fy/y] ja M xirimpm(@ = 9), nin g(z) = ay).
Koska x ja y ovat eri muuttujia, niin ¢;(x) = r(x). Néin ollen

a1 = r[a1/y)(y) = a1(y) = ¢ (z) = r(z) = s[a/7](z) = a.
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Vastaavin perusteluin taytyy olla, ettd myos as = a.
Koska im(Fy) C P*(A;) ja im(Fy) C P*(Ay), niin a; € A ja ay ¢ As.
Néin ollen a € A; \ Az. On osoitettu siis, ettd im(F) C P*(A; \ Asg). O

Olemme nyt valmiita todistamaan, ettd inkluusio-ekskluusiokvanttorin
totuusehdot ovat sellaiset kuin niilta toivoimme:

Lause 3.17. Oletetaan, ettdi ¢ € IEF,, t € Ty ja uy,us,y,y’ ovat eri muut-
tujia, siten ettd uy,us,y,y & Vr(ty,t2) UFr(p) U{x}. Nyt on voimassa:

MEx(FaxCty:x|ty) e, josson olemassa kuvaus
F: X =P (X(t)\ X(ta)), s.e. MEx(pa .

Todistus. Oletetaan ensin, ettd MEx(Fx Ct1 : x | ta) ¢. Siis méiritelmén
3.16 nojalla MEx[Fz((Fy C wi)(x = y) A (FY | w)(z = ¢') A )]
Lemman 3.2 nojalla M Esix) Fa((Fy Cw)(x =y)A(FY | u)(x =1y)Ap).
Siis on olemassa kuvaus F” : 6[X] — P*(M), siten etta

MEGxDF /) (Fy Cw)(z=y) ATy [u)(z=19) A

Nain ollen M Fs(x7)(r/o) ¢ ja on olemassa kuvaukset:

{F1 OIXDIFa] = P(X(w)), s.e. MEGx)mjz.m (T = Y)
F5 - (5[X])[F’/x] — 'P*( (ug)), s.e. M ':(5[X])[F//$7F2/yq($ = y’)

Téaten lemman 3.16 nojalla im(F") C P*(X (uy) \ X (ug)).

Maaritellaan F : X — P*(M), s — F'(0[s]). Nyt selvasti F(s) = F'(d[s])
jokaisella s € X. Koska liséksi M Fsix))(77/2) ¢ ja w1, u2 ¢ Fr(p), niin lem-
man 3.4 nojalla M Exp/s . Edelleen koska im(F") C P*(X (u1) \ X (u2)) ja
lemman 3.2 nojalla X (¢;) = d[X](u1) ja X(t2) = §[X](uz), niin taytyy olla
ettd im(F) C P*(X(t1) \ X(t2)).

Oletetaan sitten, ettd on olemassa kuvaus F : X — P*(X(t1) \ X(t2)), si-
ten ettd M Ex(p/q) . Médritelldan F' : §[X] — P*(M), o[s] — F(s). Koska
F(s) = F'(d]s]) jokaisella s € X ja uy,us ¢ Fr(y), niin lemman 3.4 nojalla
ME G (F /) -

Koska im(F') C P(X(t1) \ X (t2)) ja lemman 3.2 nojalla X (t1) = 6[X](u1)
ja X (tz) = 0[X](ug), niin im(F") C 73*( (u1) \ X (ug)). Néin ollen Lemman
3.16 nojalla on olemassa kuvaukset

By QXD 2] = PH(X(w)), s.e. MEGx)F /a0 (T = Y)

Fy : GIX)(F/a] = P* (X)), 50 MEspxpie o (@ = )
Téaten MFEix)r/2)(Fy C w)(z = y) ja MEGx)r/(Fy | v)(z =v).
Néin ollen M Esx) Fa((Fy C ui)(x = y) ANy | uz)(@ = y')Ap) jalemman

3.2 nojalla MEx[Fz(Fy Cu)(z=y)A(FY | uz)(z =9') Ap)]. Siis on
voimassa MEx(Fx Cty:x|ta)p. O
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Voimme yleistéda inkluusio-ekskluusiokvanttorin myos termijoukoille maa-
ritelmien 3.6 ja 3.11 tapaan seuraavasti:

Maaritelma 3.17. Oletetaan, ettd ¢ € IEF, t1,...,t,,t,,...,t, € Ty ja
ULy ooy U, Uy, ..., ul Y,y ovat erl muuttujia, siten ettéd ne eivét ole joukossa
Vr(ty, ... to, th, ... 1) UFr(p) U {x}. Merkitadn:

n

(Fzc| x!Ut

62?.::;‘:’25'%.;;4” [ ( CNue=yAEY U ) A s0>

Lause 3.18. Oletetaan ettd kaava ¢ € 1EF,, t,... t,,t),...,t. € T ja
ULy o ovy Up,y Uy ooy Ul Y,y ovat erd muuttufia, siten ettd ne eivdt ole joukossa
Vr(ty, ... to,ty, ... 1) UFr(e) U{z}. Nyt on voimassa:

MEx(3 ﬂ x| |Jt) e
i=1 i=1
joss on olemassa F : X — P* (ﬂ Xt)\U X(t;)) , 8.e. MEx(p/a) @
i=1 i=1

Todistus. Todistetaan tasmalleen samalla tavalla kuin lause 3.17 kayttaen
apuna lauseita 3.5 ja 3.9. O]

Huomautus. Olisimme voineet maéaritelld kvanttorin (Fx C ¢, : x| t2)
myos yksinkertaisemmin seuraavalla yhtapitavalla tavalla:

(FxCty:ax|ty)p:= 5?11;2‘2[35 (xgul/\x|u2/\cp)}

Kayttamassamme madaritelméssa on kuitenkin se etu, ettd se on helposti
yleistettavissa myos termijoukoille, niin ettd voimme kayttad hyodyksi niille
jo todistamiamme lauseiden 3.5 ja 3.9 tuloksia.

3.3.3 Termijoukon arvot siilyttava disjunktio

Koska disjunktio jakaa tiimin X osatiimeihin Y ja Y’ termin ¢ saamien
arvojen joukko tiimeissa Y ja Y’ voi olla pienempi kuin tiimissd X. Usein
haluamme disjunktion avulla juuri jakaa termien saamien arvojen joukkoja
asettamillamme ehdoilla. Mutta joissain tilanteissa haluamme, etta tiettyjen
termien saamat arvot sailyviat samoina disjunktion ottamisen jélkeenkin.

Téata varten tarvitsemme uuden disjunktion V4, 4, joka toimii muuten
kuin tavanomainen disjunktio, mutta vaatii lisaksi termien ¢1,...,t, arvojen
sdilymisen. Voimme madritella tdméan disjunktion IEF-logiikan avulla seu-
raavalla tavalla.
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Maaritelma 3.18. Oletetaan, etta ¢, € IEF ja t1,...,t, € Tr. Olkoot
T, Y1, Yo, 2, U, w1 ja we eri muuttujia, siten ettd ne eivit esiinny joukossa
Vr(ty, ..., t,) UFr(p) UFr(¢). Merkitaan:

O Vi, =
(uy)UFy Fy, (:(yl) AN=(y2) Nth # yo

(6; L 0;) A ((x =y Ap)V (x:y2A¢)))),

=

/\EISJ:(

i=1
missa

Oi=(x=pAV2(zCH)V(e=y AV2(2Ct))

0, = (Ful ti)EISleISwg( (x=y1 ANwy =t; ANwy = u)

\/(x:yg/\wl:u/\wgztl))/\tlgwl/\tlgua)

Lause 3.19. Oletetaan, etti p,v» € 1EFp ja ti,...,t, € Tr. Olkoot x,
Y1, Y2, Z, u, w1 ja we eri muuttujia, siten ettd ne eiwadt esiinny joukossa
Vr(ty, ..., tn) UFr(p) UFr(v). Nyt on voimassa:

MEx Vi 4,0, joss on olemassa Y, Y' C X s.e. YUY = X,
MEy ¢ seki MEy: 1, ja jos Y, Y # 0, niin

Todistus. Mikali olisi, ettd X = (), niin viite péatisi triviaalisti. Niin ol-
len voidaan siis olettaa, ettd X # (). Koska oletuksen nojalla erityisesti
Y1, Y2, & & Fr(yp) U Fr(v) U Vr(ty, ..., t,), niin lemman 3.3 nojalla voidaan
yleisyytta rajoittamatta olettaa, etta y,ye, z ¢ dom(X).

Oletetaan ensin, ettd M Ex ¢ V4, 4+, ¥. Néin ollen M FEx ¢ LI ¢ tai

(x) MExFy Fy, (I(yl) N=(y2) N1 # Yo

n

APz (NGUIA (=m0 A) V(=g Av))).
i=1
Oletetaan ensin, ettd M Ex @ L, jolloin MFx ¢ tai MEx 1. Jos MEx ¢,
niin voidaan valita Y := X ja Y’ := (), jolloin viite patee selvisti. Vastaavasti
jos M Ex 1, niin voidaan valita Y := 0 ja Y’ := X.
Oletetaan sitten, ettd () on voimassa. Talloin on olemassa kuvaukset
Fy: X = PY(M) ja Fy: X[Fy/y1] — P*(M), siten etta

MEx, =(y1) N=(y2) Nyr # o

n

ATz (ANOUOA((z=mnAp)V(@=1yA1))),

i=1

missa X = X[F1/y1, Fo/ys).
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Talloin MEx, =(y1), MFEx, =(y2) ja MFx, y1 # ya, joten koska X # (),
niin on olemassa alkiot a,b € M, siten ettd X;(y;) = {a}, X1(y2) = {b} ja
a # b. Lisdksi on olemassa kuvaus F3 : X; — P*(M), siten etté

n

MEx, NOUO)A((z=y1 Ap) V (z =y Atp)), missd Xy := X;[F3/z].

i=1

Nyt MEx,(x =y1 Ap) V (x = ya A1), joten on olemassa Z1, Z; C Xo, siten
ettd Zy U Z] = Xo, MEz oz =y ANp ja M Fzyx = ya A tp. Talloin kaikilla
s € Zy patee s(x) = s(y1), ja kaikilla s € Z] pétee s(z) = s(y2). Koska liséiksi
Xo(y1) = Xi(y1) = {a}, Xa(y2) = X1(y2) = {b} ja a # b, niin kaikilla s € X5
patee:

s € 7y, joss s(xr)=a ja s€Z, josss(x)=0b.

Lisaksi M Fz ¢ ja MFz ¢. Merkitaan nyt
Y:=27 [dom(X) ja Y':=2Z]]dom(X).

Oletuksen nojalla y1, a2, x ¢ Fr(p) U Fr(y), joten Y | Fr(v) = Z; | Fr(p) ja
Y’ | Fr(¢) = Z; | Fr(¢). Néin ollen lemman 3.3 nojalla M Ey ¢ ja MEy: 1.
Koska Z; U Z] = X, ja tekemdmme oletuksen nojalla yi, yo, z ¢ dom(X),
niin selvisti myos Y UY’' = X.

Olkoon i € {1,...,n}. Nyt patee, ettd MFEx,0; U0}, eli MFx,0; tai
MEy, 0. Oletetaan ensin, ettd patee MEx, 6;. Koska talloin on voimassa
MEx,(z =y AV2z(z Ct)V(r =y AVz(z C t;)), niin téytyy olla,
ettd MFz Vz(z C t;) ja MFEzVz(z C t;). Néin ollen téytyy olla, ettd
Zy(t;) = M ja Zi(t;) = M. Edelleen Y (t;) = M ja Y'(t;) = M. Koska lisiksi
Y(t;),Y'(t;) C X(t;) € M, niin téytyy olla, ettd Y (¢;) = Y'(t;) = X ().

Oletetaan sitten, ettd M Fx, 6. Siis on olemassa Fy : Xo — P*(Xs(t;)),
Fy - XQ[F4/U] — P*<M) ja Fy - XQ[F4/U, F5/U)1] — P*(M)7 siten etta

MEx, ((:E:yl/\wl =t; Nwy = u)
V(nyQAwl :U/\"LUQ :tl)) /\tl le/\tl ng,
missd X3 = Xo[Fy/u, F5/wq, Fg/w,).

Koska M Ex,(z = y1 Awy = t; Awe = u) V (z = yo Awy = uAwy = t;), niin on
olemassa Zy, Z, C X3, joille Zo U Z) = X3, MFEzx =y Awy =t Nwy =u
ja M 'Zzg T =1y ANwy = uAwy = t;. Lisiksi MFEx,t; Cw; ja MFEx, t; C w,.

Olkoon ¢ € X(t;). Siis on olemassa s € X, siten ettd s(¢;) = ¢. Nyt on
olemassa r € Xjs, siten ettd r(t;) = s(t;). Koska MFEx,t; C w, niin on
olemassa 1’ € X3, siten ettd r'(w;) = r(t;). Néin ollen r'(wq) € X3(t;) ja
edelleen r'(wy) € Xo(t;).

Kuvauksen Fy maaritelmén nojalla r’(u) € Xs(t;), joten erityisesti ei voi
olla, ettd r'(wy) = r'(u). Nain ollen 1" ¢ Z), joten taytyy olla, ettd r’ € Z,.
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Taten r'(wy) = r'(t;) ja edelleen ettd 7’(x) = 7’(y;) = a. Néin ollen on
olemassa s’ € Y, siten ettd s'(t;) = 7/(¢;). On osoitettu siis, etta

c=s(t;) =r(t;) =r'(w) =r(t;) =$(t;) € Y(t;).

Néin ollen ¢ € Y (¢;). On osoitettu siis, ettd X (¢;) C Y (¢;). Selvésti patee,
ettd Y(¢;) C X (t;), joten Y (t;) = X(¢;). Vastaavasti voidaan osoittaa, etta
Y'(t;) = X(t;), joten on voimassa, ettd Y (t;) = Y'(t;) = X(¢;).

Oletetaan sitten, ettd on olemassa Y,Y’ C X siten, ettd Y UY' = X,
MEy ¢ sekd MEy: 1), ja mikéli Y)Y’ # ), niin Y(¢;) = Y'(t;) = X(t;)
kaikilla ¢ € {1,...,n}. Mikili Y = ), niin Y' = X jolloin MFEx ¢. Tal-
16in MFEx ¢ U ja edelleen MEx ¢ Vy, 4, 1. Vastaavasti, jos Y/ = (), niin
MEx ¢ ja edelleen MEx ¢ V4, 4, . Voidaan siis olettaa, ettd Y)Y’ # 0,
jolloin Y (¢;) = Y'(t;) = X(¢;) kaikilla ¢ € {1,...,n}.

Oletetaan ensin, ettd |M| = 1. Koska X # (), niin lemman 2.1 nojalla
X = {s} jollain tulkintafunktiolla s. Néin ollen taytyy olla, ettd ¥ = X ja
Y’ = X jolloin selvésti M FEx ¢ LU ja edelleen MEx @ Vy, 4, 0.

Oletetaan sitten, ettd |M| > 2, jolloin on olemassa a,b € M, siten ettd
a # b. Méaritellaan kuvaukset:

F: X =P (M), s—{a}
Fy: X[Fy /i1 — P*(M), s+~ {b}

Merkitaan X := X[F}/y1, Fa/y»]. Kuvausten F} ja F, méaritelmien nojalla
patee selvésti, ettd MEx, =(y1), MFx, =(y2) ja MEx, y1 # yo. Méaéritel-
laén sitten kuvaus:

F3 . X1 — P*(M), S.e.

s — {a}, jos on olemassa s' € Y\ Y’, s.e. s = s'[a/y1,b/ys]
s — {b}, jos on olemassa s' € Y’ \'Y, s.e. s = s'[a/y1,b/ys]
s+ {a,b}, jos on olemassa ' € Y NY', s.e. s = 5[a/y1,b/ys]

Selvasti tédsmaélleen yksi edellisistd ehdoista on voimassa jokaisella s € Xj.
Merkitédén X, := Xi[F3/z]. Maaritellaan tiimit Z; = {s € X3 | s(x) = a}
ja Z7 = {s € X3 | s(z) = b}. Nyt pétee selvésti, ettd Z; U Z] = X,
MEz x =y ja MEz x = y. Lisiksi kuvauksen F3 mééritelmén nojalla
Y | Fr(p) = Z1 | Fr(p) jaY' | Fr(¢) = Z; | Fr(¢). Taten lemman 3.3
nojalla MFz, ¢ ja MFz 4. Néin ollen MFx,(z =y1 Ap) V (v = y2 A1),

Olkoon i € {1,...,n}. Oletetaan ensin, ettd X (¢;) = M. Talloin myos
Y (t;) = M =Y'(t;), ja koska oletuksen nojalla y, ya, x ¢ Vr(t;), niin edelleen
Zi(t;) = M = Zi(t;). Taten MFz Vz(z Ct;) ja MFzVz (2 Ct;). Néin
ollen M Ex, 0; ja edelleen MFyx, 6; L 6.
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Oletetaan sitten, etta X (¢;) # M. Téalloin on olemassa ¢ € X (t;). Méari-
tellian kuvaukset:
Fy: Xo — P*(M), s.e. s — {c}
— ti)t, ] =
Fy: XolFafu] = PH(M), sie. {07 LW Jos s(r) = a
s—{c}, joss(x)=0b
s—{c}, joss(x)=a
s — {s(t;)}, jos s(z) =b

Fs : Xo[Fy/u, FsJw, | — P*(M), s.e. {

Merkitaan X3 = Xo[Fy/u, F5/wi, Fg/ws|, Zs = {s € X3 | s(x) = a} ja
Zh = {s € X3 | s(x) = b}. Nyt Zy U Z, = X3 ja kuvausten Fy, Fj ja Fg
madritelmien nojalla pétee selvasti, ettda MFEz x =y Awy =t Aws = u ja
MEz z =y ANwy =uAw, =t

Olkoon r € X5. Nyt on olemassa s € X, siten ettd r(t;) = s(t;). Koska
s(t;) € X(t;) = Y(t;), niin on olemassa s’ € Y, siten ettd s'(t;) = s(¢;).
Olkoon 7" := §'[a/y1,b/ya, a/x, c/u, ' (t;) /w1, c/ws]. Nyt 1’ € X3 ja lisaksi:

r(t;) = s(t;) = s'(t;) = r'(wy).

On osoitettu siis, ettd MFEx,t; C w;. Vastaavasti voidaan osoittaa, etta
MEx, t; C wy. Néin ollen

MEx, ((a::yl/\wlzti/\wgzu)
\/(Q?Iyg/\wl:U/\UJQ:tl))/\tzgwl/\tng}Q

Néin ollen M FEyx, 0. ja edelleen pétee, etta M Fx, 6; LI 8;. On osoitettu siis,
ettd MEx, Al;(0; U0.). Aiemmin paateltyjen kohtien nojalla

MEx Fys Fyo (Z(?h) N=(1y2) Ny1 # 12

n

/\E|S:L‘(/\((9i|_|9:-)/\ ((x:yl/\go)\/(x:yz/\z/)))».

i=1
Nain ollen MEx ¢ V4, 4+, V. O

Seuraavan kappaleen lopussa esimerkissa 3.15 ndemme miten disjunktiota
Vy¢,..+, voidaan kéyttaa tiimin termien arvoja koskevan informaation sailytté-
miseen tiimin jakamisen yhteydessa. Talla disjunktiolla on myos tarkea rooli
[EF-logiikan ilmaisuvoimaa koskevassa tuloksessa kappaleessa 4.5.

3.4 Universaalikvantifiointi

Seuraavaksi tutkimme inkluusio- ja ekskluusio-operaatioita universaalikvan-
tifioinnin yhteydessd. Méaarittelemme niin sanotut universaali-inkluusio- ja
universaaliekskluusiokvanttorit (Vx C t) ja (Vz | t) IEF-logiikalle. Tdmén
kappaleen lopussa pohdimme lisdksi muuttujan arvojen yhtenéistamista tii-
missé kvanttorin (Vz C z) avulla.
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3.4.1 Universaali-inkluusio ja -ekskluusio

Maéritelmésséd 3.13 esitimme EXF-logiikalle kvanttorin (Vx C€ t), jota kut-
suimme universaali-inkluusiokvanttoriksi EXF-logiikalle. Sen totuusehtojen
todistamisessa tarvittiin EXF-logiikan alaspain suljettuvuutta, joten emme
voi kayttda sita yleisesti IEF -kaavoille.

Pyrimme seuraavaksi maérittelemaan IEF-logiikalle yleisesti kvanttorin
(Vz C t), jota kutsumme universaali-inkluusiokvanttoriksi. Samaan tapaan
[EF-logiikalle on mielekédstd madaritella kvanttori (Vz | t), jota kutsumme
universaaliekskluusiokvanttoriksi.

Kuten EXF-logiikassa, haluamme ettd (Vo C ¢) kvantifioi x:n yli kaik-
kien termin ¢ arvojen tiimissd X. Vastaavasti haluamme kvanttorin (Vz | ¢)
kvantifioivan z:n yli kaikkien niiden arvojen, jotka eivit ole termin ¢ arvoja
tiimissd X . Pyrimme siis seuraaviin totuusehtoihin:

MEx(Vax Ct)p, joss MEx(a. e, missa A= X(t).

MEx(Va | t)p, joss MEx[a/q e, missa A= X(t).

Meidén ei tarvitse laajentaa kielta IEF, silla voimme maéritella molemmat
naistd kvanttoreista kayttden apuna inkluusio- sekd ekskluusiokvanttoreita
seuraavalla tavalla:

Maaritelma 3.19. Oletetaan, ettd ¢ € 1EF,, t € Ty ja u,y,z ovat eri
muuttujia, siten ettd u,y,z ¢ Vr(t) U Fr(p) U {z}. Kéytetdén seuraavia ly-
hennysmerkintojas:

(ngt)go::(if[Vx(xgu/\gp)
I_I‘v’a:(Elsygu)(Elsz|u)((x:y/\<p)\/a::z)}.

Va|t)p:= 6;‘[Vx(x§u)
I_I‘v’x(Elsygu)(Elsz|u)(x:y\/(x:z/\g0))}.

Huomautus. Universaali-inkluusiokvantifikaation méaritelmén idea on, et-
ta kaikille M:n alkiolle péatee joko, ettd ne ovat X (f):n arvojen ulkopuolella
tai sitten ne totetuttavat kaavan . Talla intuitiolla olisi houkuttelevaa maé-
ritelld se yksinkertaisesti: (Vo Ct)p = [Va (x| uV ).

Tallainen maaritelmé ei kuitenkaan toimi halutulla tavalla, silld talloin
disjunktio jakaa tiimin X|[M/x] ennen ekluusioatomin totuuden tarkistus-
ta. Nain ollen ekskluusiota ei tule tarkistettua valttdmatta kaikkien termin ¢
arvojen suhteen tiimissa X. Vastaavin perustein emme voi méaritella univer-
saaliekskluusiokvanttoria yksinkertaisesti: (Va | t) ¢ := 6 [Va (x Cu V p)].

Kvanttorien (Va C t) ja (Vz | t) totuusehtojen todistamissa tarvitsemme
seuraavaa lemmaa.
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Lemma 3.20. Oletetaan, ettd ¢,y € 1EF,, t € Ty ja y sekd z ovat eri
muuttugia, siten ettiy,z ¢ Vr(t)UFr(¢)UFr(0)U{x}. Oletetaan lisiksi, ettd
x ¢ Vr(t) ja X(t) # M. Nyt on voimassa:

MExVz(FyCt)(F 2| )((wx=yAv)V(x=2A0)),
jOSS M ':X[X(t)/a:] w ja M ':X[m/m] 0.

Todistus. Oletetaan ensin, etta

MExYaz (FyCt)(Fz| t)((x=y/\¢)\/(x=z/\6’)>.

Siis on olemassa F| : X7 — P*(X1(t)) ja Fy : Xo — P*(Xa(t)), siten ettéd
MEx,(z =y AY)V (z =2 A0), missa X; := X[M/z], Xy := Xq[F1/y] ja
X3 := Xs[Fy/z]. Edelleen on olemassa Y, Y’ C X3, siten ettd YUY’ = X3,
MEyz =y Ay ja MEy z = 2 Af. Koska erityisesti M Fy ¢ ja MFy/ 0,
niin lemman 3.3 nojalla riittaa osoittaa, etta:

2] | Fr(y)
2] 1 Fr(0)

Olkoon 7" € Y [ Fr(¢). Siis on olemassa r € Y, siten ettd ' = r | Fr(¢).
Edelleen on olemassa s € X, siten ettd r = s[a/x,b/y,c/z] joillain a € M,
b e Fi(sla/x]) ja c € Fy(s[a/z,b/y]).

Koska M Ey x = y, niin a = b. Tiedetaan, etta im(Fy) C P*(X1(t)), joten
taytyy olla, ettd b € Xi(t). Koska X;(t) = X(¢) ja a = b, niin a € X(t).
Koska sla/z| € X[M/z]| ja a € X(t), niin S[CL/ZL”] € X[X(t)/z]. Selvésti
r | Fr(y) = sla/x] | Fr(y), joten " € X[X(t)/x] | Fr(¢)). On osoitettu siis,
ettd Y [ Fr(¢) € X[X(¢)/2] | Fr(¢)).

Olkoon sitten s € X[X(t)/x] | Fr(y). Siis on olemassa s € X[X(t)/x],
siten ettd " = s [ Fr(¢). Edelleen on olemassa b € Fi(s) ja ¢ € Fy(s[b/y]),
siten etté r := s[b/y, c/y] € Xs.

Mikéli olisi, etta r € Y, niin taytyisi olla, ettd r(x) = r(z), jolloin patisi,
ettd s(z) = c. Koska im(F,) C P*(Xy(t)), niin téytyy olla, ettd ¢ ¢ Xy(t).
Tama& on ristiriita, silld X5(¢) = X(¢) ja ¢ = s(x) € X(¢). Nain ollen r ¢ Y7,
joten r € Y. Selvasti s [ Fr(¢) = r | Fr(¢), joten " € Y | Fr(¢). Néin ollen

X[X(@)/x] [ Fr(y) SV [ Fr(y),

On osoitettu siis, ettd Y | Fr(v) = X[X(¢)/z] | Fr(y). Vastaavanlaisella
péattelylla voidaan osoittaa, ettd Y’ [ Fr(6) = X[X(¢)/x] | Fr(#). Néin ollen
lemman 3.3 nojalla M Ex(x )/ ¥ ja ME X[X®)/ 0

{Y [ Fr(¢) = X[X(1)/
Y’ Fr(0) = X[X(2)/

t)/

Oletetaan sitten, ettd M Fxxq)/q ¥ ja MFE X0)/1] 0. Koska X (t) # 0 ja
oletuksen nojalla myo6s X (t) # M, niin on olemassa b* € X(t) ja ¢ € X(t).
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Merkitdén X := X[M/z] ja méaritellaan:

e, s 17 (00 110 X0
Xy = Xa[F1/y] -
s = {s(x)}, jos s(x) € Xs(t)

s+ {c*}, muuten

FQ . X2 — P*(M), S.e. {

X3 = Xy[Fy /2]

Kuvausten Fj ja Fy madritelmien nojalla selvasti im(Fy) C P*(Xi(t)) ja
im(Fy) C P*(Xa(t)). Madritellladn osatiimit ¥ := {s € Xj | s(x) € Xs3(t)}
ja Y = {s € X3 | s(x) € X3(t)}. Nyt selvisti Y UY’ = Xj. Koska
X3(t) = Xo(t) = Xi(t), niin kuvausten F} ja F» mééritelmien nojalla sel-
vasti M Fy x =y ja M Fy, x = z. Osoitetaan sitten, etta:

{anwzxwwmnmw>
/] 1 Fr(6)

Y' [ Fr(f) = X[X(t)

Olkoon 1" € Y | Fr(¢). Siis on olemassa r € Y, siten ettd r' = r [ Fr(¢).
Edelleen on olemassa s € X, siten ettd r = s[a/x,b/y, c/z] joillain alkioil-
laa € M, b € Fi(sla/z]) ja ¢ € Fy(sla/z,b/y]). Tiedetddn, ettd r € Y,
joten r(z) € Xs(t). Koska r(z) = a ja X(t) = X3(¢), niin a € X(t).
Néin ollen s[a/x] € X[X(t)/xz]. Selvasti r | Fr(v) = sla/z| | Fr(¢), joten
/"€ XIX(0)/] | Fe(w). Taen ¥ | Fi(y) € XIX(0)/a] | Fr(v).

Olkoon sitten s € X[X(t)/x] | Fr(¢). Siis on olemassa s € X[X (t)/z],
siten ettd ' = s | Fr(¢). Merkitaan r := s[s(x)/y, ¢*/z]. Kuvausten Fj ja
F, mééritelmien nojalla r € Xj. Lisdksi r(z) = r(y), joten r € Y. Nyt
selvésti s | Fr(w) =r | Fr(¢), joten s € Y | Fr(¢). On osoitettu siis, etté

X[X(0) /2] I Fe(p) SV [ Fr(y).
Néin ollen YV | Fr(v) = X[X(¢t)/x] |

). Vastaavanlaisella paattelylla

voidaan osoittaa, etta Y’ | Fr(f) = X[X ( )/z] | Fr(f). Nain ollen lemman
3.3 nojalla MEy ¢ ja MEy 0. Taten MEx,(z = yAY)V (z =2A0) ja
edelleen MExVa (Fy Ct)(F = | t)((:z: =yAY)V(r=2zA 9)) O

Nyt olemme valmiita todistamaan totuusehdot universaalikvanttoreille

(Vz Ct)ja (Va|t):

Lause 3.21. Oletetaan, ettd ¢ € IEF,, t € T ja u,y ovat eri muuttujia,
siten ettd u,y ¢ Vr(t) UFr(p) U {x}. Tdllin on voimassa:

a) MEx(Vz Ct)e, joss MExa/ e, missi A= X(t).
b) MEx(Vx|t)p, joss MExia e, missi A= X(t).
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Todistus. a) Oletetaan ensin, ettd MFx(Vax C t) p. Siis

/\/H:X(S[Vx(yc Cunp)UVe(FyCu)(Fz| u)((z =yAp)Vae= z)}
Edelleen lemman 3.2 nojalla patee, etta

MEsxVa(z Cung)uVae (Fy Cu)(F 2| u)((:c =yAp)Va= z).

Oletetaan ensin, ettd M Fsx) VvV (x CuNy). Taten M Feixnm/a T S ulep.
Koska M Esix))m/2) © € u, niin selvésti taytyy olla, ettd §[X](u) = M. Néin
ollen MEsix)(s(x)(w)/2) -

Oletetaan sitten, ettd M Esx) Vo (Fy Cu)(F 2 | u)((z =yAp)Vr = 2).
Koska muuttujan z kvantifiointi on mahdollista tehdd muuttujan u arvojen
ulkopuolelta, niin taytyy olla, ettd 6[X|(u) # M. T&ll6in voimme kayttaa
lemmaa 3.20 kaavoihin ¢ := ¢ ja 6 := (z = z), jolloin saamme erityisesti,
ettd M Fs1x))5(x) () /] #-

Osoitettu siis, ettd joka tapauksessa M Fsix))s5(x](u)/2) - Lemman 3.2
nojalla §[X](u) = X(t), joten M FEsx))x(1)/2] ©- Oletuksen nojalla muuttuja
u ¢ Vr(t) UFr(p), joten lemman 3.13 nojalla M Ex(x(#)/a) ¢-

Oletetaan Sitten, ettd M ':X[X(t)/:p} @. Lemman 3.13 nojalla M ':(6[X])[X(t)/z] ®.
Lemman 3.2 nojalla 6[X|(u) = X (1), joten M Es51x7)51x](w)/2] ©-

Oletetaan ensin, ettd §[X](u) = M. Talloin pétee, ettd M FEsix))ar/a) ©-
Lisaksi selvésti M Eix)) /2 ¢ € u, joten M EsixVa (x C uAgp). Oletetaan
sitten, ettd §[X|(u) # M. Koska lisiksi M Esix))s1x)()/2] ¥, Diin voimme
kéyttda lemmaa 3.20 kaavoihin ¢ := ¢ ja 6 := (x = x), jolloin saamme, ettéd
MEsixVa (Fy Cu)(Fz|u)((r=yAp)Va=z). On osoitettu siis, etté
joka tapauksessa

MEsixVae(z Cunp)UVe (Fy Cu)(F 2| u)((x =yAp)Var= z).
Téaten lemman 3.2 nojalla MEx(Va Ct)p.

b) Oletetaan ensin, ettd MEx(Vz | ) p. Siis

M|=X6[‘v’:c(:c Cu)UVe(FyCu)(F =z | u)(az =yV(x= z/\<p))}.
Edelleen lemman 3.2 nojalla patee, etta

MEsixVa(r Cu)UVe (Fy Cu)(F 2| u)(m =yV(r= z/\go)).

Oletetaan ensin, ettd MFEsxVa (z C w). Siis ME x)my/z ¢ € u, joten
selvésti taytyy olla, ettd §[X|(u) = M. Nain ollen §[X|(u) = (), jolloin pétee
triviaalisti, ettd M F (1) BTRTG0) /2] ©-

Oletetaan sitten, ettd M Esx) Vo (Fy Cu)(F 2 | u)(z =yV(z = 2Ap)).
Koska muuttujan z kvantifiointi on mahdollista tehda muuttujan u arvojen

62



ulkopuolelta, niin taytyy olla, etta 6[X|(u) # M. Talloin voimme kayttaa
lemmaa 3.20 kaavoihin ¢ := (z = z) ja 6 := ¢, jolloin saamme erityisesti,

ottd M P s BTy ) ¥
Osoitettu siis, etta joka tapauksessa M|= (G1X]) BRI /2] #- Lemman 3.2

nojalla 6[X](u) = X (t), joten MF v 575, % Oletuksen nojalla muuttuja
u & Vr(t) UFr(y), joten lemman 3.13 nojalla ME 575, ¢-

Oletetaan sitten, ettd M X[(X®)/2] P Lemman 3.13 nojalla M ;:
Lemman 3.2 nojalla §[X](u) = X(t) joten ME ;1 617y /21 gp.

Mikali §[X](u) = M, niin selvisti MFEsx)Va (z C u). Oletetaan sit-
ten, ettd 0[X](u) # M. Koska liséksi M (LX) [5[X]( /2] ¥ niin voimme kéyt-
tad lemmaa 3.20 kaavoihin ¢ := (x = z) ja 6 := ¢, jolloin saamme, etta
MEsix Ve (Fy Cu)(Fz|u)(z=yV(x=2Ap)). On osoitettu siis, etta
joka tapauksessa

X(0)/a] -

MEsixVae(z Cunp) UV (Fy Cu)(F 2| u)((m =yAp)Va= z).
Téaten lemman 3.2 nojalla MEx (Vx| t)p. O

Seuraavaksi olisi mielekdstd tutkia voidaanko méaritelma 3.19 yleistéda
myos universaalikvantioinnille termijoukon arvojen yhdisteen tai leikkauksen
seké niiden komplementtien suhteen. Toinen luonteva jatkokysymys on, etté
voisimmeko mééritelld IEF-logiikalla myos kvanttorin (Vo C ¢ : z | t2) ¢,
jolla olisi seuraava totuusehto:

MEx(Va Cti:a|ty)p, joss MExa/g e, missa A= X(t1)\ X(t2).

Edelleen voisimme miettid voidaanko téta kvanttoria yleistda termijoukon
arvojen leikkauksen ja yhdisteen suhteen. Emme kuitenkaan paneudu naihin
kysymyksiin tarkemmin tassa tutkielmassa.

3.4.2 Muuttujan arvojen yhtenadistdminen

Tutkitaan seuraavaksi hieman erikoisen ndkoéistd kvanttoria (Vz C x). Jos
¢ on IEF -kaava ja € dom(X), niin kaavalle (Vx C z)¢ pétee seuraava
totuusehto:

MEx (Ve C z)p, joss MEx(x(z)/a) ¢-

Muuttuja x siis kvantifioidaan uudelleen sen perusteella mitka sen aikaisem-
mat arvot olivat tiimissa X. Tiimi X[X (x)/z] poikkeaa tiimista X siten, etta
tiimin X kaikki arvot muuttujalle = esiintyvat nyt liitettyina kaikkiin tiimin
X tulkintafunktioihin.

Huomautus. Koska EXF-logiikalle méaaritelty kvanttori (Vz C° x) toimii
vastaavalla tavalla kuin kvanttori (Vo C x) IEF-logiikalle, niin muuttujan
arvojen yhtenaistamista voidaan kayttaa vastaavalla tavalla EXF-logiikassa.
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Mikali muuttuja x on aiemmin kvantifioitu jollain eksistenssikvanttorilla,
niin kvanttori (Vo C x) pakottaa kaikki kvantifioidut arvot liitetyiksi kaik-
kiin tulkintafunktioihin. Saamme néin mééaritellyksi seuraavat uudenlaiset
eksistenssikvanttorit:

Maaritelma 3.20. Oletetaan, ettd ¢ € IEF,, t € T, ja x on muuttuja.
Kéytetadn seuraavia lyhennysmerkintoja:

Prp:=FaMrCx)p
(FzxCt)p:=FxzCt)(VaCx)p
Fzlt)p:=(Fz|t) (Ve Cx)p

Alaindeksi u tulee sanasta 'uniform’ sen merkkind, ettéa arvot pitda kvan-

tifioida yhtenéisella tavalla. Néille uusille kvanttoreille on voimassa seuraavat
totuusehdot:

Lause 3.22. Oletetaan, etti p € IEF,, t € Tp ja x on muuttuja. Nyt on
V01Massa;

a) MExE xop, joss on olemassa A C M, s.e. M Fx(a/2) ¢.
b) MEx(F z Ct)p, joss on olemassa A S X(t), s.e. MFEx(a/a) ¢

c) MEx(Fz|t)p, josson olemassa A C X(t), s.e. MExia/a)¢.

Todistus. Todistamme néista ainoastaan kohdan b). Muut kohdat voidaan
todistaa tasmalleen samalla tavalla.

Oletetaan ensin, ettd MEx (T x C t)p, eli MEx(Fx C t)(Va C x) .
Siis on olemassa kuvaus F' : X — P*(X(t)), siten ettda MEx/(Va C z) o,
missd X' := X[F/x]. Nain ollen siis M Fx/[x/(z)/2] ¢ Merkitéén

A:={a € F(s)|se€dom(F)}

Koska nyt X'(z) = X[F/z](x) = A ja X'[A/x] = (X[F/x])[A/z] = X[A/x],
niin M Ex(a/q) . Lisiksi koska im(F) C P*(X(t)), niin selvésti A C X (t).

Oletetaan sitten, ettd on olemassa sellainen A C X(t), ettd MFEx[a/q .
Maéritelladn kuvaus:

F:X — P (M), se s— A jokaisella s € X.
Merkitdén X' := X[F/x]. Nyt patee, ettd X'(x) = X[F/x](x) = A jaedelleen
X'[X'(x)/x] = X'[A[x] = (X[F/x])[A/z] = X[A/x].

Nain ollen M Ex/(x/(z)/2) ¢, €li M Ex/(Y& C x) . Edelleen on voimassa, etta
MEx(FxCt) Ve Cx)p, eli MEx(F xz Ct)o. O
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Huomautus. Edelld maéariteltyjen kvanttorien totuusmadaritelmasta ei néy
suoraan, ettd kyse on tosiaan eksistenssikvantifioinnista, kuten merkintd an-
taa ymmartad. Mikali haluttaisiin korostaa, on olemassa valintafunktio, joka
asettaa arvot muuttujalle z yhtenaisella tavalla, niin totuusméaritelmé voi-
taisiin esittda toisenlaisessa yhtapitavassa muodossa. Esimerkiksi kvanttorille
(F* x C t) on voimassa, etta

MEx(F x Ct)p, joss on olemassa F: X — P*(X(t)) ja A C M,
s.e. MEx(p/a ¢ ja F(s) = A jokaisella s € X.

Huomaa, ettd koska kunkin tulkintafunktion s € X kuva pitda valita yhte-
néaiselld tavalla, niin kuvaus F' maaraytyy yksikésitteisesti joukon A valinnan
perusteella.

Vastaavalla tavalla kuin lauseessa 3.22 voisimme maéritella yhtendisen
version myos termijoukon suhteen tehtavéstd inkluusio- ja ekskluusiokvanti-
fioinnista sekd niiden yhdistelméstéi. Seuraavassa esimerkissd ndemme mil-
laisia lisdehtoja voimme asettaa yhtenéiselle eksistenssikvantifioinnille.

Esimerkki 3.14. Voimme helposti vaatia kvanttorin 3} x totuusmadritel-
méssd esiintyvastéa joukosta A, etta se sisaltdd jonkun termin ¢ € T, arvot:

MEx 6} [Elflx (w CxA (,0)], joss on olemassa A C M,
se. X(t) C AjaM ':X[F/:c] ®.

Vastaavalla tavalla kdyttden ekskluusioatomia voisimme vaatia joukolta A,
ettd se on valittava jonkin termin ¢ € T saamien arvojen ulkopuolelta, eli
ettd X(t)N A =10.

Seuraavassa esimerkissa esittelemme uudenlaiset tallennuskaavat kayt-
tden apuna muuttujan arvojen yhtenaistamista. Osoitamme lisdksi miten
niiden seké termijoukon arvot séilyttavin disjunktion avulla voidaan estai
informaation hévidminen tiimin jakautuessa disjunktion kohdalla.

Esimerkki 3.15. Maéaritelméssa 3.5 méarittelimme kaavan ¢ tallennuskaa-
van 07" [p] niin, ettd se kvantifioi jokaiseen tiimin X tulkintafunktioon s
muuttujan w; arvoksi arvon s(¢;) jokaisella i € {1,...,n}.

Kayttaen muuttujan arvojen yhtenaistdmistd voimme vaatia jokaiseen
tulkintafunktioon liitettédviksi kaikki termin ¢; arvot tiimissa X jokaisella
i€ {1,...,n}. Talld tavalla saamme mééritellyksi vaihtoehtoisen tallennus-

UL .. Uy

kaavan ;' ;" []:

i=1
missé uy, ..., u, ovat eri muuttujia, s.e. uq,...,u, & Vr(ty,...,t,).
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Tamakin kaava sailyttad termien tq,...,%, arvot tiimissé tallentamalla ne
muuttujiin wuy, ..., u,, kuten tallennuskaava 0[¢]. Erona on, ettd koska nyt
jokaiseen tulkintafunktioon on liitetty kaikki termin ¢; arvot, niin termien
alkuperéiset arvot voidaan sailyttda myos disjunktion tapauksessa kayttaen
apuna muuttujien wuq, ..., u, arvot sailyttavad disjunktiota V,, ...

Edellisen menetelméan avulla voimme esittaé lisdehtoja sille, miten tiimi
pitad jakaa disjunktiossa. Esimerkiksi jos 1,0 € IEF ja t,t' € T, siten etta
u ¢ Fr(y) UFr(0) U Vr(t,t'), niin voidaan osoittaa, etta

MEx (W St A Vy (u St AB),
joss on olemassa Y)Y’ C X, se. YUY = X, MEy 1y ja MEy. 0
sekd lisaksi X (t) CY(t'), jos Y # 0 ja X(¢t) CY'(t'), jos Y’ # 0.

Nain esitetty kaava siis sanoo saman kuin kaava ¢ V 6, silla lisdyksella, etté
tiimin X jako pitda tehd& niin, ettd termin ¢ arvot ennen jakoa sisiltyvat
termin ¢’ arvoihin jaon jalkeen molemmissa osatiimeissa (olettaen, etta osa-
tiimit ovat epétyhjia). Téallainen vaatimus on tietenkin mielekds ainoastaan
silloin, kun alkuperdiselle tiimille X pétee, ettd X () C X (¢').

Néain méaritelty vaihtoehtoinen tallennuskaava ei tosin sailyté tietoa siité
mika termin ¢; arvo liittyi mihinkin tulkintafunktioon. Voimme myos yhdistaé
nama tallennuskaavat kaavaksi 83" 1" [y, 52" []], jolloin saamme sailytettya
kutakin tiimin X tulkintafunktiota kohti tiedon siihen liittyvéstd termin t;
arvosta muuttujan u; arvona, sekd myos tiedon tiimin X kaikista termin ¢;
arvoista muuttujan w; arvoissa.
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Luku 4

INF- ja EXF-logiikoiden

ilmaisuvoima

Tassa luvussa tutkimme INF-, EXF- ja [EF-logiikoiden ilmaisuvoimaa se-
ka kaavojen etta lauseiden tasolla. Vertaamme niita eri logiikoihin kuten
inkluusio- ja ekskluusiologiikoihin, riippuvuuslogiikkaan, seka toisen kertalu-
vun logiikkaan. Pyrimme selvittdméan tutkimiemme logiikoiden ilmaisuvoi-
mallisen aseman suhteessa muiden tunnettujen logiikoiden muodostamaan
hierarkiaan.

4.1 DEP- ja NDEP-logiikoiden ilmaisuvoima

Téassa kappaleessa maarittelemme Vaanésen [17] kehittdmén riippuvuuslogii-
kan (’dependence logic’, DEP-logiikka) seka siihen liittyvan Gallianin [5] esit-
telemén ns. epériippuvuuslogiikan ('nondependence logic’;, NDEP-logiikka).
Esitimme myo6s Gallianin tekemét todistukset naiden logiikoiden suhteesta
inkluusio- ja ekskluusiologiikoihin.

Esittelemme lisiksi DEP- ja NDEP-logiikoiden yksipaikkaiset fragmentit:
vakiologiikan (’constancy logic’, CON-logiikka) ja ns. vakiottomuuslogiikan
("inconstancy-logic’, INCON-logiikka). Lopuksi esittelemme vield Védndsen
ja Gradelin [8] kehittdmén riippumattomuuslogiikan (‘independence logic’,
INDEP-logiikka), joka tdydentaa tassa kappaleessa mééarittelemiemme logii-
koiden vélisen suhdehierarkian.

4.1.1 EXC- ja DEP-logiikoiden valinen suhde

Maarittelemme Riippuvuuslogiikan (DEP-logiikka) syntaksin ja semantiikan
samaan tapaan kuin VAanénen [17, s. 18-21]. Teemme tosin eron siini, etta
emme salli syntaksissa negaation esiintyvén riippuvuusatomien edessé. Mut-
ta Vadnanen maarittelee riippuvuusatomin negaation olevan tosi ainoastaan
tyhjalla tiimilld, joten tdmé ero ei muuta saadun logiikan ilmaisuvoimaa.
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Maaritelma 4.1. Méaédritellaan kieli DEP; seuraavasti:
e Jos ¢ € FOy, niin ¢ € DEP;.
e Josty,...,t, € Tp, niin =(t1,...,t,) € DEPy.
e Jos ¢,1) € DEPy, niin (p A ¢) € DEP ja (¢ V ¢) € DEPy.
e Jos ¢ € DEP ja x on muuttuja, niin F*x ¢ € DEP jaVx ¢ € DEP;.

Jos ¢ € DEP/, niin sanotaan ettd ¢ on DEP-kaava. Laajennetaan Fr(p):mn
ja Sf(p)m maaritelmid seuraavasti:

Fr(=(t1, ..., t,) = Vi(tr,. ... t)
SE(=(t1, ... . t) = {=(t1, ... ,t2)}

Riippuvuusatomeilla =(t1, ..., t,) on seuraavanlainen totuusmaaritelma:

Maaritelma 4.2. Olkoon M malli, X tiimi ja ¢1,...,t, € Ty, siten etta
Vr(ty, ..., t,) € dom(X). Méaritelldén

MEx=(t1,...,t,), joss s(t,) = §'(t,) kaikilla s, s’ € X,
joilla patee (s(t1),...,8(tn_1)) = (s'(t1), ..., 8 (tn1)).

Siis M Ex =(t1,...,t,), jos ja vain jos kaikki tiimin X tulkintafunktiot,
jotka kuvaavat termit tq,...,%,_; samalla tavalla, kuvaavat myos termin %,
samalla tavalla. Riippuvuusatomin =(t1,...,t,) merkitys voidaan tulkita,
ettd termin ¢, arvo riippuu korkeintaan termeista t1,...,%,_1.

Riippuvuuslogiikka on hyvin lédheisessd suhteessa ekskluusiologiikkaan,
vaikka se nayttaakin semantiikkansa puolesta varsin erilaiselta. Galliani on
esittdanyt vaitoskirjassaan kadnnokset EXCp-kaavojen ja DEP -kaavojen vé-
lille [5, s. 81-84]. Saamme niin ollen seuraavan lauseen:

Lause 4.1. EXC-logiikka on sekd kaavojen ettd lauseiden tasolla ilmaisuvoi-
maltaan yhtd vahva kuin DEP-logiikka.

Taman lauseen perusteella voisi ajatella, etta ekskluusiologiikka on vain
riippuvuuslogiikka vaihtoehtoisella syntaksilla esitettyna. Niiden valinen suh-
de ei kuitenkaan ole niin yksinkertainen kuin milta alkuun nayttaéd. Edellinen
lause nimittéin péatee vain kun ekskluusio- ja riippuvuusatomien paikkaluku-
ja ei rajoiteta. Mikali tutkimme mita nailla logiikoilla voi ilmaista sallimalla
paikkaluvultaan vain tietyn kokoisia atomeja, logiikoiden ilmaisuvoimat ei-
vit ole enda ekvivalentteja. Palaamme tahén tarkemmin kappaleessa 4.2, kun
tutkimme EXF-logiikan ilmaisuvoimaa.

Merkitsemme ¢ € DEP[k], jos ¢ € DEP, ja kaikille riippuvuusatomeil-
le =(t1,...,t,) € Sf(¢) on voimassa, ettd n < k. Kutsumme néin saatua
logiikkaa k-paikkaiseksi riippuvuuslogiikaksi tai DEP[k]-logiikaksi.
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Tapauksessa k = 1 voimme merkitd my6s CON;, = DEP[1]. Kutsumme
nédin saatua logiikkaa CON-logiikaksi ja nimitdmme yksipaikkaisia riippu-
vuusatomeita vakioatomeiksi. Vakioatomit esittelimme jo pykalédssa 3.2.

Vakioatomin =(t) ilmaisema tiimin ominaisuus ei selvésti ole ilmaistavissa
ensimmaisen kertaluvun logiikalla. Galliani on osoittanut [5, s. 60-63], etté
kuitenkaan lauseiden tasolla vakioatomit eivat lisaé ensimmaéisen kertaluvun
logiikan ilmaisuvoimaas:

Lause 4.2. CON-logiikka on lauseiden tasolla ilmaisuvoimaltaan ekvivalentti
ensimmdisen kertaluvun logitkan kanssa.

Esitamme vield seuraavan lauseen CON- ja DEP-logiikan seka inkluusio-
logiikan valisistd suhteista kaavojen tasolla:

Lause 4.3. INC-logiikka ei sisilly DEP- eikd CON-logiikkaan, eivdtkd ne
sisally INC-logitkkaan.

Todistus. Galliani on osoittanut, ettd inkluusio-logiikka on suljettu yhdis-
teiden suhteen [5, s. 74-75]. Vakioatomi ei ole suljettu yhdisteiden suhteen,
silld jos X = {(z,0)} ja Y = {(x,1)}, niin MEx =(z) MEy =(z), mut-
ta MFxyy =(x). Téten vakioatomia ei voi ilmaista inkluusiologiikan avul-
la. Nain ollen CON-logiikka ei sisally inkluusiologiikkaan, jolloin ei tietysti
myoskaan DEP-logiikka sisally siithen.

Véédndnen on osoittanut [17, s. 24] ettd DEP-logiikka on alaspéin suljettu.
Totesimme pykélassé 3.1.4, ettéd inkluusioatomi t C ¢’ ei ole alaspéin suljettu,
joten sité ei voi ilmaista DEP-logiikalla. Néain ollen inkluusiologiikka ei sisally
DEP-logiikkaan, jolloin se ei tietysti myoskaan sisally CON-logiikkaan. [

4.1.2 INC- ja NDEP-logiikoiden valinen suhde

Maarittelemme seuraavaksi NDEP-logiikan lisdamaélla ensimméisen kertalu-
vun logiikan aakkostoon #(t1, ..., t,)-atomit, missa tq,...,t, € Tp. Galliani
méérittelee tdimén atomin ensin yksipaikkaisena [5, s. 99] ja johtaa siitd moni-
paikkaisen kéyttdmienséd ilmoitus-operaattorien (’announcement-operator’)
avulla. Maarittelemme kuitenkin tdmén atomikaavan suoraan n-paikkaisena:

Maaritelma 4.3. Méaritelldan kieli NDEP, seuraavasti:
e Jos ¢ € FOp, niin ¢ € NDEP;.
e Josty,...,t, € Tp, niin #(t1,...,t,) € NDEPy.
e Jos ¢,1) € NDEP,, niin (¢ A1) € NDEP, ja (¢ V1)) € NDEP,.

e Jos p € NDEP, ja x on muuttuja,
niin ¥z ¢ € NDEP,, ja Vo ¢ € NDEP;.
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Jos ¢ € NDEP,, niin sanotaan ettd ¢ on NDEP;-kaava. Laajennetaan
Fr(p):m ja Sf(¢)m madritelmié seuraavasti:

Fr(;é(tl,...,tn)) Vl"(th...,tn)
SE(F(t1, ... tn)) = {F#(t1, ... ta)}

NDEP-atomeilla #(ti, . ..,t,) on seuraavanlainen totuusméaaritelmé:

Maaritelma 4.4. Olkoon M malli, X tiimi ja t{,...,t, € T, siten etta
Vr(ty, ..., t,) € dom(X). Mééritelladn

MEx #(ty, ..., t,), joss kaikilla s € X on olemassa s’ € X,

s.e. (s(t1),...,8(tn1)) = (' (t1), ..., 8 (tno1)),
mutta s(t,) # s'(t,).

Siis M Ex #(t1,...,t,), jos ja vain jos jokaista tiimin X tulkintafunktio-
ta s vastaa tulkintafunktio s, joka kuvaa termit ¢y, ...,t,_; samalla tavalla,
mutta termin ¢, eri tavalla. Huomaa, ettd tdméa ei ole kuitenkaan riippu-
vuusatomin =(ty,. .., t,) negaatio — merkinnistéin huolimatta.’

NDEP-logiikka on puolestaan ldheisessia suhteessa inkluusiologiikkaan,
vaikka se ei semantiikasta heti ilmenekédan. Gallianin on esittadnyt kdannok-
sen myos INCj-kaavojen ja NDEP-kaavojen vilille [5, s. 80-81, 100-102].
Saamme néin ollen seuraavan lauseen:

Lause 4.4. INC-logitkka on sekd kaavojen ettd lauseiden tasolla ilmaisuvoi-
maltaan yhtd vahva kuin NDEP-logiikka.

Vastaavasti kuin ekskluusiologiikan ja riippuvuuslogiikan tapauksessa,
edellinen lause pétee vain, mikali sallimme paikkaluvultaan kaikensuuruiset
atomit. Jos rajoitamme atomien paikkalukuja tulemme huomaamaan naiden
logiikoiden véliset ilmaisuvoimaerot. Palaamme tédhan aiheeseen tarkemmin
kappaleessa 4.3, kun tutkimme INF-logiikan ilmaisuvoimaa.

Merkitsemme ¢ € NDEP/[k|, jos ¢ € NDEP, ja kaikilla atomikaa-
voilla #(ty,...,t,) € Sf(p) patee n < k. Kutsumme néin saatua logiikkaa
NDEP|[k]-logiikaksi. Jos k = 1 voimme merkitd my6s INCON, = DEP[1]
ja kutsua niin saatua logiikkaa INCON-logiikaksi. Yksipaikkaisen NDEP-
atomin tapauksessa totuusmaéaritelma yksinkertaistuu muotoon:

MEx #(t), joss kaikilla s € X on olemassa s’ € X, s.e. s(t) # s'(t).

Mikéli tiimi X on epétyhja, niin tama on edelleen selvasti yhtapitavaa sen
kanssa etta | X (¢)| > 2. Esitimme taméan vield seuraavana lemmana.

!Galliani kiyttéd lihteessd [4, s. 98] samaa nimed ja merkintdd atomille, joka mééri-
tellddn kuitenkin eri tavalla. Téssd lahteessd méaritelty atomikaava on itse asiassa juuri
riippuvuusatomin negaatio, eikd se lisdéd FO-logiikan ilmaisuvoimaa lauseiden tasolla.
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Lemma 4.5. Olkoon t € T, M malli ja X # 0 tiimi. Nyt on voimassa:
MEx #(t), joss | X(t)| > 2.

Tamakadn ominaisuus ei selvésti ole ilmaistavissa ensimmaisen kertalu-
vun logiikalla, silla ensimméisen kertaluvun logiikka on alaspain suljettu.
Mutta Gallianin tuloksista [4, s. 98-101] seuraa, ettéd lauseiden tasolla ndmé
atomit eivat lisda ensimmaisen kertaluvun logiikan ilmaisuvoimaa:

Lause 4.6. INCON-logiikka on lauseiden tasolla ilmaisuvoimaltaan ekviva-
lentti ensimmdisen kertaluvun logitkan kanssa.

Esitamme vield lausetta 4.3 muistuttavan tuloksen NDEP- ja INCON-
logiikoiden seké ekskluusiologiikan valisisté suhteista:

Lause 4.7. EXC-logiikka ei sisilly NDEP- eikd INCON-logiikkaan, eivdtkd
ne sisdlly EXC-logiikkaan.

Todistus. DEP-logiikka on alaspdin suljettu Vdanésen tulosten nojalla [17].
EXC-logiikka on lauseen 4.1 nojalla ekvivalentti DEP-logiikan kanssa, joten
ekskluusiologiikkakin on alaspéin suljettu. Atomikaava #(z) ei ole alaspéin
suljettu, silld jos esim. X = {(z,0),(z,1)} ja ¥ = {(x,0)}, niin ¥ C X ja
MEx #(x), mutta MFEy #(z). Niin ollen atomikaavaa #(x) ei voi ilmaista
ekskluusiologiikalla. Téaten INCON-logiikka ei sisélly ekskluusiologiikkaan,
jolloin myoskdan NDEP-logiikka ei sisélly ekskluusiologiikkaan.
NDEP-logiikka on lauseen 4.4 nojalla ekvivalentti inkluusiologiikan kans-
sa ja inkluusiologiikka on suljettu yhdisteiden suhteen, joten myos NDEP-
logiikka on yhdisteiden suhteen suljettu. Riippuvuusatomit eivat ole suljet-
tuja yhdisteiden suhteen, joten niitd ei voi ilmaista NDEP-logiikalla. Néain
ollen DEP-logiikka ei sisially NDEP-logiikkaan, jolloin lauseen 4.1 nojal-
la myoskédan ekskluusiologiikka ei sisilly NDEP-logiikkaan. Tietysti talloin
ekskluusiologiikka ei sisilly myoskaédn INCON-logiikkaan. O

4.1.3 INEX- ja INDEP-logiikoiden valinen suhde

Esittelemme viela INDEP-logiikan, joka taydentaé hierarkian esittelemiem-
me logiikoiden vélisisté suhteista. Se saadaan lisaamaélla FO-logiikan aakkos-
toon ritppumattomuusatomit ('independence atoms’):

tr oot Loy byt

n’

missé t;, t;, u; € T, jokaisella .
Niille annetaan seuraava totuusmadritelma:

MExty. . ctmLyy oty . L, joss

kaikilla s, s" € X, joille (s(u1),...,s(ug)) = (s'(u), ..., s (ug))

on olemassa r € X, s.e.

{(S(ul), oo S(ug), s(ty), ooy s(tm)) = (r(u), - oy r(ug), m(t1), -« m(tm))

(s"(uy),...,s" (ux),s'(t)),....,s'(t)) = (r(ur),...,r(ug), r(ty),...,r(t)))
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Emme paneudu tdmaéan logiikan ominaisuuksiin téssd tutkielmassa sen
tarkemmin. Esitamme ainoastaan seuraavan kokonaisuuden kannalta tarkeidn
tuloksen:

Lause 4.8. Sekd INC- ettd EXC-logiikka sisdltyvdt kaavojen tasolla aidos-
ti INDEP-logiikkaan. Lisaksi INEX-logiikka on ekvivalentti INDEP-logiikan

kanssa sekd kaavojen ettd lauseiden tasolla.

Todistus. Vaananen ja Gradel ovat esittaneet [8] riippuvuusatomin kaannok-
sen INDEP-logiikkaan. Taten lauseen 4.1 nojalla siis ekskluusiologiikka si-
siltyy INDEP-logiikkaan. Galliani puolestaan on esittanyt INC-kaavojen
kaannoksen INDEP-logiikkaan [5, s. 75-78]. Néin ollen inkluusiologiikka si-
saltyy INDEP-logiikkaan.

Galliani on lisdksi esittanyt [5, s. 85-88,] riippumattomuusatomin ekvi-
valentissa muodossa kayttaen apuna inkluusio- ja ekskluusioatomeja. Tastéa
seuraa, ettd INEX-logiikka on ekvivalentti INDEP-logiikan kanssa. Koska
INDEP-logiikka ei néin ollen voi olla suljettu alaspain eikd suljettu yhdis-
teiden suhteen, niin inkluusio- ja ekskluusio-logiikka sisaltyvéat siithen aidosti
kaavojen tasolla. O

Saamme taméan kappaleen tuloksista kokonaisuutena seuraavan kaavion
esiteltyjen logiikoiden vélisista suhteista kaavojen tasolla:

(NDEP = INC ( DEP = EXC |
U U
( INCON ] ( con ]
N C
FO

Seuraavssa kappaleissa alamme tutkia INF-, EXF- sekd [EF-logiikoiden
ilmaisuvoimaa ja selvittad miten ne sijoittuvat suhteessa ylla olevaan kaa-
vioon.
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4.2 EXF-logiikan ilmaisuvoima

Tassa kappaleessa tutkimme EXF-logiikan ilmaisuvoimaa suhteessa edellises-
sé kappaleessa esiteltyihin logiikoihin. Todistamme EXF-logiikkaa koskevat
tulokset ennen INF-logiikan tuloksia siita syysté, ettda EXF-logiikan puolella
vastaavat tulokset ovat lyhempia ja suoraviivaisempia todistaa. Vertaamme
tassa kappaleessa EXF-logiikkaa ensin ekskluusiologiikkaan ja sitten DEP-
sekd CON-logiikoihin.

4.2.1 EXF-logiikan suhde ekskluusiologiikkaan

Osoitimme kappaleessa 3.2, ettd yksipaikkaiset ekskluusioatomit ¢; | t5 voi-
daan ilmaista ekskluusiokvanttorin (F*x | ¢) avulla. Seuraavassa lauseessa
osoitamme, ettd myos kdanteinen viite patee. Huomaa, ettd meidan pitaé
kayttaa tassd kadnnoksessd apuna tallennuskaavaa, silla ekskluusiokvantto-
rille sallitaan myos, ettd = € Vr(t).

Lause 4.9. Oletetaan, etta p € EXFp, t € Ty ja u on muuttuja, siten ettd
u ¢ Vr(t) U Fr(p) U{z}. Nyt on voimassa:

MEx(Fx|t)p, joss./\/lizxéf[flsx(x | u/\gp)]

Todistus. Oletetaan ensin, ettd MFEx(Fx | t) . Siis on olemassa kuvaus
F: X — P*(X(t)), siten ettd M Ex(r/, . Mdritellddn F' : §[X] — P*(M),
siten ettd 6[s] — F(s). Olkoon X’ := (§[X])[F'/x]. Koska im(F) C P(X(t))
ja lemman 3.2 nojalla X (t) = 0[X](u), niin im(F’) C P(6[X](u)). Koska
F(s) = F'(0[s]) jokaisella s € X ja oletuksen nojalla u Qf Fr(p), niin lemman
3.4 nojalla MFEx/ ¢

Olkoot r,7" € X’. Talloin on olemassa s,s’ € §[X]| sekd a € F(s) ja
a' € F(s), siten ettd r = sla/z| ja r' = §'[d'/x]. Koska a € §[X](u), eli
a ¢ 0[X](u), niin erityisesti §'(u) # a. Oletuksen nojalla u ja = ovat eri
muuttujia, joten 7’(u) = s'(u). On osoitettu siis, etta

r(z) = sla/x](x) = a # §'(u) = r'(u).

Koska 7,7’ € X’ olivat mielivaltaisesti valittuja, niin M Fx z | u. Néin ollen
pitee, ettd M Ex 2 | uA ¢ ja edelleen M FEsx)F 2 (x| uA ). Lemman 3.2
nojalla pétee, ettd MEx d[Fz (z | u A p)].

Oletetaan sitten, ettd M FEx 0[F = (x | uAp)]. Nyt lemman 3.2 nojalla pétee,
ettd MEsx)3F 2 (2 | u A ). Siis on olemassa F' : X — P(M), siten etta
MEx x| uN @, missa X' := ([ X])[F'/x].

Osoitetaan seuraavaksi, etta im(F") C P(§[X](u)): Valitaan mielivaltaiset
B € im(F") ja a € B. Talléin on olemassa s € §[X], siten ettd B = F'(s).
Merkitaan r := s[a/x].
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Tehd&én vastaoletus, ettd a € 6[X](u). Siis on olemassa 1’ € X' siten etta
r’(u) = a. Talloin on olemassa s’ € §[X] jaa’ € F'(s'), siten ettéd 1’ = s'[d’/z].
Oletuksen nojalla z ja u ovat eri muuttujia, joten s'(u) = 7'(u). On osoitettu
siis, etta

r(x) = sla/z](x) = a = §'(u) = 1'(u).

Tamé on ristiriita, silli M Fx, z | u. Nain ollen vastaoletus on véara, joten
a € 0[X](u). Ollaan osoitettu siis, ettd im(F") C P(6[X](u)).

Maaritellaan F : X — P*(M), s — F'(0[s]). Nyt selvasti F'(s) = F'(d[s])
jokaisella s € X. Koska lisdksi M Ex ¢ ja oletuksen nojalla u ¢ Fr(y), niin
lemman 3.4 nojalla M Ex(p/q . Koska im(F") € P(6[X](u)) ja lemman 3.2
nojalla X (¢) = §[X](u), niin im(F') C P*(X(t)). Taten MEx(Fz|t)p. O

Korollaari 4.10. EXF-logiikka on ilmaisuvoimaltaan tasmdlleen yhtd vahva
kuin EXC[1]-logiikka.

Todistus. Tulos seuraa suoraan lauseista 3.8 ja 4.9 O

Tamaé tulos ei viela kuitenkaan vastaa tyhjentavasti kysymykseen EXF-
logiikan ilmaisuvoimasta. Vaikka tiedetdan lauseen 4.1 nojalla, ettd atomien
paikkalukuja rajoittamatta ekskluusiologiikka ja DEP-logiikka ovat kaavojen
tasolla ekvivalentit, niin tdma ei kerro meille mika on EXF- ja DEP-logiikan
vélinen tarkka suhde.

4.2.2 EXF-logiikan suhde riippuvuuslogiikkaan

Pyrimme osoittamaan, ettd EXF-logiikka sijoittuu ilmaisuvoimaltaan aidosti
CON- ja DEP[2]- logiikoiden viliin, eli etta patee:

CON c EXF c DEP[2].

Huomaa, etta koska CON-logiikka on DEP|[1]-logiikka, niin téasta tuloksesta
seuraa, ettd EXF-logiikka ei vastaa DEP-logiikkaa rajoittettuna mihinkaan
tiettyyn paikkalukuun.

Olemme osoittaneet jo lauseessa 3.11, ettd vakioatomit voidaan ilmaista
EXF-logiikan avulla. Saamme néain seuraavan korollaarin:

Korollaari 4.11. EXF-logiikka on ilmaisuvoimaltaan aidosti vahvempi kuin
CON-logiikka.

Todistus. Lauseen 3.11 nojalla CON-logiika sisdltyy EXF-logiikkaan. Toi-
saalta lauseen 4.2 nojalla CON-logiikka on lauseiden tasolla ekvivalentti
ensimmaisen kertaluvun logiikan kanssa. Mutta lauseen 3.15 nojalla EXF-
logiikka on lauseiden tasolla ilmaisuvoimaltaan vahvempi kuin ensimmaisen

kertaluvun logiikka. Néain ollen EXF-logiikka on ilmaisuvoimaltaan aidosti
vahvempi kuin CON-logiikka. ]
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Osoitetaan seuraavaksi, ettd ekskluusiokvanttori voidaan ilmaista kak-
sipaikkaisen (ja yksipaikkaisen) riippuvuusatomin avulla. Tama todistus on
tehty samaan tapaan kuin Gallianin kdannos EXC-logiikasta DEP-logiikkaan
(tdssa tutkielmassa lause 4.1). Erona on tosin, etté yksipaikkaisen ekskluusio-
atomin sijasta tassa ilmaistaan ekskluusiokvanttori tallennuskaavaa apuna
kayttaen:

Lause 4.12. Oletetaan, etti t € Ty ja u,y,wy, ws ovat eri muuttujia, siten
ettd u,y, wy,wy ¢ Vr(t) UFr(p) U{z}. Nyt on voimassa:

M':X(Elsx ’ t)gO,

joss MEx ) [Elsx (Vy 3wy Fwy (Z(wl) A =(y, w2)

A((wy =we ANy # )V (wy #wg/\y#u))) /\90)}.
Todistus. Merkitaan

o= =(w) A=(y, w2) A (w1 = w2 Ay # 2) V(w1 # w2 Ay # u)).

Oletetaan ensin, ettda M Ex(F z | t) . Siis on olemassa F' : X — P*(X(t)),
siten ettd M Ex(p/q . Médritellidin kuvaus F' : §[X] — P*(M), siten etté
d[s] — F(s), ja merkitddn X' := (0[X])[F'/x]. Koska im(F) C P(X(t))
ja lemman 3.2 nojalla X (t) = §[X](u), niin im(F’) C P(J[X](u)). Koska
F(s) = F'(d[s]) jokaisella s € X, ja oletuksen nojalla u ¢ Fr(y), niin lemman
3.4 nojalla M FEx .

Merkitdén X; := X'[M/y]. Tutkitaan ensin tapaus, ettd mallin M uni-
versumille olisi voimassa, etta |M| = 1. Mutta talloin X (¢) = M, joten ei ole
olemassa mitaan kuvausta F' : X — P*(X(¢)). Nain ollen siis taytyy olla,
ettd MEx(F x| t) ¢, miki on ristiriidassa oletuksen kanssa.

Voidaan siis olettaa, ettd |M| > 2, jolloin on olemassa a,b € M, siten
ettd a # b. Maaritellaan:

Fy: X7 — P*(M), s.e. s — {a} jokaisella s € X
XQ = Xl[Fl/wl]
s — {a}, jos s(y) € Xa(u)

Fy: Xy — P*(M), s.e.
2o (M), s.e {s&—>{b}, muuten

X3 = XQ[FQ/U}Q]

Olkoot s,s" € X3. Kuvauksen F; madritelmén nojalla s(w;) = a = s'(wy).
Niéin ollen siis M F x, =(w;). Olkoot sitten s, s’ € X3, siten ettéd s(y) = s'(y).
Jos s(y) € Xy(u), niin kuvauksen F, mééritelman nojalla s(wy) = a = ' (wy).
Mikali taas s(y) ¢ Xs(u), niin talloin kuvauksen Fy maéaaritelmén nojalla
s(wq) = b = §'(wy). Nain ollen siis M Fx, =(y, ws).

Maaritellagan YV := {s € X3 | s(we) = a} ja Y’ := {s € X3 | s(w2) = b}.
Kuvauksen Fy méaritelméan nojalla selvisti X3 =Y UY".
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a) Kuvausten F; ja F, madritelmien nojalla jokaisella s € Y pétee, ettd
s(wy) = a = s(wy), joten MFEy w; = wy. Tehdédédn vastaoletus, ettd on
olemassa r € Y, siten ettd r(y) = r(x). Nyt on olemassa s € X, siten
ettd r = s[a/wy]. Koska Fy(s) = {a}, niin s(y) € Xs(u) = 0[X](u). Nain
ollen pétee, etta

r(z) =r(y) = s(y) € 6[X](u).
Tama on ristiriita, silla tiytyy olla, etta r(z) € B jollain B € im(F”), ja
aiemmin on todettu, ettd im(F") C P(6[X](u)). Siis vastaoletus on viaré,
joten M Ey y # z. Edelleen pétee, ettd MFy wy = ws Ay # x.

b) Kuvausten Fj ja Fp madaritelmien nojalla jokaisella s € Y pétee, ettd
s(wy) = a # b = s(wsq), joten M Fy w; # wy. Tehdddn vastaoletus, ettd
on olemassa r € Y, siten ettd r(y) = r(u). Nyt on olemassa s € Xs,
siten etta r = s[b/wy]. Koska Fy(s) = {b}, niin s(y) ¢ Xao(u) = X3(u).
Kuitenkin s(y) = r(y) = r(u), joten s(y) € X3(u), miké on ristiriita. Siis
vastaoletus on véaré, joten M Fy:y # u. Taten M FEy: wy # ws Ay # u.

Kohtien a) ja b) nojalla MEx,(wy = ws Ay # ) V (wy # wa Ay # u). On
osoitettu siis, ettd MFEx, . Edelleen patee, ettda MEx/ Vy 3wy Fw;y 9.
Koska lisiksi M Ex/ ¢, niin M Ex:(Vy P w; Fws ¥) A ¢ ja edelleen

M ':5[X] F ((VyEIS w1 = W2 w> A 90)

Talloin lemman 3.2 nojalla pétee, ettd M Ex 0[F z (Vy I wy Fwe ) Ay)].

Oletetaan sitten, ettd M Ey 0[3F z ((Vy I wy I wy ) A p)]. Lemman 3.2 no-
jalla patee, ettd M sy 3° 2 ((Vy 3w I ws ¢) A ). Néin ollen on olemassa
kuvaus F’ : §[X] — P*(M), siten ettd MEx/(Vy 3 w; Fwy 1) A @, missé
X' = (0[X])[F'/x]. Erityisesti nyt patee, ettd M FEx .

Osoitetaan ettd im(F") C P(0[X](u)): Tehdaan vastaoletus, ettd on ole-
massa s € §[X] ja a € F'(s), siten ettd a € 0[X](u). Siis on olemassa
s' € §[X], siten ettd s'(u) = a. Valitaan jokin o' € F'(s'), ja merkitédén
r:= sla/x] sekd r' := §'[d’/z], jolloin r, 1" € X.

Merkitédén X; = X'[M/y]. Koska MEx/ Vy I w; Fw,y 1), niin pétee
M Ex, & wy; Fws 9. Néin ollen on olemassa kuvaus F; : X; — P*(M), siten
ettd MFEx, P wq ¢, missd Xy := X [F|/w]. Edelleen on olemassa kuvaus
Fy : Xy — P*(M), siten ettd MEx, ¢, missda X3 := Xo[Fy/wy).

Koska r[a/y] € Xy ja 7’[a/y] € X1, niin on olemassa b € Fi(r[a/y])
ja b € Fi(r'la/y]), siten ettd rla/y,b/wi] € Xo ja 7'[a/y, b /un] € Xo.
Edelleen on olemassa alkiot ¢ € Fy(r[a/y,b/ws]) ja ¢ € Fy(r'[a/y,b Jwi)),
siten ettd rla/y,b/wy,c/ws] € X3 ja r'[a/y, b Jwy,d Jws] € X3. Merkitdén
q:=rla/y,b/wy,c/ws] ja ¢ :=1"[a/y, b Jwi,  Jws).

Koska M Ex, =(w), niin téytyy olla ettd gq(w;) = ¢'(wy) eli b = V.
Koska lisaksi M FEx, =(y,w2) ja q(y) = ¢ (y), niin taytyy olla myds, ettd
q(wy) = ¢'(we) eli ¢ = (.
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a) Oletetaan ettd a = b. Koska M Ex,(wy = wa Ay # x) A (wy # wa Ay # u)
ja MF, wy # wy, niin téytyy olla ettd M FE,w; = wy Ay # . Kuitenkin

q(z) = r(x) = sla/z](x) = a = q(y).
Néin ollen MF,y # z, mika on ristiriita.

b) Oletetaan ettd a # b. Koska M Fx,(w; = we Ay # x) A (wy # we Ay # u)
ja MF, w; = we, niin taytyy olla, ettda M E, wy # wy Ay # u. Kuitenkin

Néin ollen M ¥,y # u, mika on ristiriita.

Koska molemmissa tapauksissa paadytdaan ristiriitaan, niin vastaoletuksen
taytyy olla vddrd. Nain ollen jokaisella s € X pétee, ettd F'(s) C d[X](u),
eli im(F") C P(0[X](u)).

Maaritellaan F : X — P*(M), s — F'(0[s]). Nyt selvasti F(s) = F'(d[s])
jokaisella s € X. Koska lisdksi M Fx ¢ ja oletuksen nojalla u ¢ Fr(y), niin
lemman 3.4 nojalla M Exp/q ¢. Koska im(F’) C P(6[X](u)) ja lemman 3.2
nojalla X (t) = §[X|(u), niin im(F) C P([X](t)). Taten MEx(Fz | t)p. O

Lauseen 4.12 nojalla pétee siis, ettd EXF C DEP[2]. Saamme tamén kap-
paleen tuloksista seuraavan kaavion EXF-logiikan ilmaisuvoimasta kaavojen
tasolla suhteessa muihin esittelemiimme logiikoihin:

( DEP = EXC |

U
i)

Y1I4 olevassa kaaviossa aito osajoukkous DEP[2]- ja DEP-logiikoiden valilla
seuraa Durandin ja Kontisen tuloksista [3] koskien riippuvuuslogiikan paik-
kalukuhierarkiaa. Tdhdella varustetun sisaltymisen EXF-logiikan ja DEP[2]-
logiikan valill& osoitamme myds aidoksi sisdltymiseksi kappaleessa 4.4.
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4.3 INF-logiikan ilmaisuvoima

Tassd kappaleessa tutkimme INF-logiikan ilmaisuvoimaa. Vertaamme sita
ensin inkluusiologiikkaan ja sitten NDEP- sekd INCON-logiikoihin. Tulemme
paatyméan hyvin samankaltaisiin tuloksiin kuin EXF-logiikan tapauksessa
edellisessé kappaleessa.

4.3.1 INF-logiikan suhde inkluusiologiikkaan

Osoitimme kappaleessa 3.1, ettd yksipaikkaiset inkluusioatomit t; C t5 voi-
daan ilmaista inkluusiokvanttorin (3 z C t) avulla. Kuten EXF-logiikan ta-
pauksessa, my0s kadnteinen vaite patee, ja kadnnos voidaan tehda vastaavalla
tavalla kuin EXF-logiikalle lauseessa 4.9. Tallakin kertaa tarvitaan tallennus-
kaavan kayttod, silla voi olla, ettd = € Vr(t).

Lause 4.13. Oletetaan, etti ¢ € IEF, t € T ja u on muuttuja, siten ettd
u ¢ Vr(t) UFr(p) U{z}. Nyt on voimassa:

MEx(Fx Ct)o, joss./\/lizxéf[flsx(xgu/\go)]

Todistus. Oletetaan ensin, ettd MFx(3°x C t) . Siis on olemassa kuvaus
F: X — P*(X(t)), siten ettd M Ex[r/, @. Madritellaan F' : 6[X] — P*(M),
siten etta 0[s] — F(s). Olkoon X' := (§[X])[F/z]. Koska im(F') C P(X(t))
ja lemman 3.2 nojalla X (t) = 0[X](u), niin im(F’) C P(6[X](u)). Koska
F(s) = F'(0[s]) jokaisella s € X, ja oletuksen nojalla u ¢ Fr(y), niin lem-
man 3.4 nojalla MFEx: ¢.

Valitaan mielivaltainen r € X’. Téll6in on olemassa s € 0[X] ja a € F(s),
siten ettd r = sla/z]. Koska a € 0[X](u), niin on olemassa s’ € §[X], siten
ettd s'(u) = a. Valitaan jokin ¢’ € F(s') ja merkitdan ' := s'[a’/x]. Nyt
r" € X', ja koska z ja u ovat eri muuttujia, niin r'(u) = s'(u). Taten

r(z) = sla/x](x) = a = §'(u) = r'(u).

On osoitettu siis, ettd MEyxy x C u. Edelleen MFEx.z C u A ¢ ja tiaten
MEsix; P o (x CuA ). Lemman 3.2 nojalla MEx 5{3355 (x CuA go)}

Oletetaan sitten, ettd MExd[Fz(x C u A ¢)]. Lemman 3.2 nojalla pé-
tee, ettd MEsx) 3z (2 C u A ). Siis on olemassa kuvaus ' : X — P(M),
siten ettd MEx x C u A o, missd X' := (0[X])[F'/x].

Osoitetaan seuraavaksi, etta im(F”) C P(5[X](u)): Valitaan mielivaltaiset
B € im(F’) ja a € B. Talléin on olemassa s € §[X], siten ettd B = F'(s).
Merkitaan r := sla/z|. Koska MEx, & C u ja r € X', niin on olemassa
r’ € X', siten etta r(x) = r/(u). Téll6in on olemassa s’ € §[X] ja o’ € F'(s'),
siten ettd ' = s'[a’/z]. Oletuksen nojalla = ja u ovat eri muuttujia, joten
s'(u) = r'(u). On osoitettu siis, etta

a = sla/z](z) =r(x) =1"(u) = §'(u).
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Néin ollen a € 0[X](u), ja edelleen im(F") C P(5[X](u)).

Maaritellaan F : X — P*(M), s — F'(0[s]). Nyt selvasti F'(s) = F'(d[s])
jokaisella s € X. Koska lisdksi M FEx/ ¢ ja oletuksen nojalla u ¢ Fr(y), niin
lemman 3.4 nojalla M E x(p/q . Koska im(F") € P(6[X](u)) ja lemman 3.2
nojalla X (t) = 0[X](u), niin im(F) C P*(X (t)). Taten MEx(Fx Ct) ¢.

[

Korollaari 4.14. INF-logiikka on ilmaisuvoimaltaan tasmdalleen yhtd vahva
kuin kuin INC[1]-logiikka.

Todistus. Tulos seuraa suoraan lauseista 3.1 ja 4.13 [

Vaikka edellinen lause kiinnittadkin INF-logiikan ilmaisuvoiman tarkas-
ti suhteessa inkluusiologiikkaan, emme kuitenkaan tiedé viela kaikkea INF-
logiikan ilmaisuvoimasta. Silla vaikka tiedetdéankin lauseen 4.4 nojalla, ettéi
atomien paikkalukuja rajoittamatta inkluusiologiikka ja NDEP-logiikka ovat
kaavojen tasolla ekvivalentit, niin tama ei viela kerro meille miké on INF- ja
NDEP-logiikan véalinen tarkka suhde.

4.3.2 INF-logiikan suhde NDEP-logiikkaan

Pyrimme seuraavaksi osoittamaan vastaavaan tapaan kuin EXF-logiikan ja
DEP-logiikan tapauksessa, ettd INF-logiikalle ja NDEP-logiikalle pétee:

INCON c INF ¢ NDEP[2].

Osoitetaan ensin, ettd #(t)-atomit voidaan ilmaista INF-logiikalla. Taméa
tulos on todistettu samaan tapaan kuin erikoistapaus Gallianin kadannok-
sestd NDEP-logiikasta INC-logiikkaan (tdssa tutkielmassa lause 4.4). Téssé
lauseessa tosin ilmaisemme #(t)-atomin yksipaikkaisen inkluusioatomin si-
jasta inkluusiokvanttorilla.

Lause 4.15. Oletetaan, ettat € Tr. Olkoon x muuttuja, siten ettd x ¢ Vr(t).
Nyt on voimassa:

MEx #(t), joss MEx(Fx Ct)(x #1).

Todistus. Oletetaan ensin, ettd M FEx #(t). Méaritellidn F : X — P(M),
siten ettd s — X(t) \ {s(t)}. Olkoon s € X. Koska M FEx #(t), niin on
olemassa s € X, siten ettd s(t) # §'(¢). Néin ollen §'(t) € F(s), joten
F(s) # 0. Koska lisaksi F'(s) C X(¢), niin im(F) C P*(X(t)).

Olkoon r € X[F/x]. Nyt on olemassa s € X ja a € F(s), siten etta
r = sla/z]. Kuvauksen F' madaritelmén nojalla s(t) ¢ F(s), joten a # s(t).
Oletuksen nojalla x ¢ Vr(t), joten r(t) = s(t). On osoitettu siis, etté

r(z) = sla/z|(z) = a # s(t) = r(t).
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Téaten pétee, ettd ME, z # t. Koska r € X[F/x] oli mielivaltaisesti valittu,
niin M FEx(p/q ® # t. Nain ollen MEx(Fx Ct)(x #t).

Oletetaan sitten, ettd MFEx(Fx C t)(x # t). Nain ollen on olemassa ku-
vaus F': X — P*(X(t)), siten ettd MFx[p/; @ # t. Olkoon s € X. Valitaan
jokin a € F(s) ja merkitdén r := sla/z]. Koska F(s) C X (t), niin on olemas-
sa s’ € X, siten ettd s'(t) = a. Koska r € X[F/z] ja MFExp/;) v # t, niin
r(z) # r(t). Oletuksen nojalla x ¢ Vr(t), joten r(t) = s(t). On osoitettu siis,
etta

s(t)=r(t) #r(x)=a=45(t).

Koska s € X oli mielivaltaisesti valittu, niin M Fx #(t). O

Korollaari 4.16. INF-logitkka on ilmaisuvoimaltaan aidosti vahvempi kuin

INCON:-logiikka.

Todistus. Lauseen 4.15 nojalla INCON-logiikka siséltyy INF-logiikkaan. Toi-
saalta lauseen 4.6 nojalla INCON-logiikka on lauseiden tasolla ekvivalentti
ensimmaéisen kertaluvun logiikan kanssa. Lauseen 3.7 nojalla INF-logiikka
on lauseiden tasolla ilmaisuvoimaltaan vahvempi kuin ensimmaisen kertalu-

vun logiikka. Néin ollen INF-logiikka on ilmaisuvoimaltaan aidosti vahvempi
kuin INCON-logiikka. O

Kéyttdmalla Gallianin kdannosta INC-logiikasta NDEP-logiikkaan (téssé
tutkielmassa lause 4.4), saamme osoitettua etta yksipaikkainen inkluusioato-
mi on ilmaistavissa kayttaen 4-paikkaista NDEP-atomia. Taman perusteella
korollaarin 4.14 nojalla myo6s inkluusiokvanttori on ilmaistavissa kéyttien
4-paikkaista NDEP-atomia. Muokkaamalla Gallianin todistusta jonkin ver-
ran pystymme osoittamaan, etta inkluusiokvanttori on ilmaistavissa kayttaen
pelkéstédn kaksipaikkaista (sekd yksipaikkaista) NDEP-atomia:

Lause 4.17. Oletetaan, ettd x on muuttuja, t € T ja ¢ € INFp. Nyt on
V01Massa;

MEx(Fx Ct)p, joss MEx 1V s,

mMissa
Y= FypnFwVz(z=nVe=p) A [Fr((z=uV#£u) A )

Vyi= Py F LTy ZR ANy #ys Ny # ys)
Aéf[EIS:c(le‘ngElsyElsz(((wl =wa ANy=xANz=1y)

V(w Aws Ay =unz£y)AEY,2) Ae)l,
siten etta y1, Yo, Ys, Wi, Wa, Y ja z ovat eri muuliujia,
ja ewdt ole joukossa Vr(t) U Fr(p) U{z}.
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Todistus. Merkitdan:

0:= (w1 =wsANy=aAz=y)V(w #ws ANy =ulz#y)) N#y,2).

Oletetaan ensin, ettd M Ex (3 x C t) . Siis on olemassa F' : X — P*(X (1)),
siten ettd M FExp/.) . Médritellidn F' : 0[X]| — P*(M), d[s] — F(s) ja
merkitdan X' = (0[X])[F"/x]. Koska im(F) C P(X(¢)) ja lemman 3.2 nojalla
X(t) = §[X](u), niin im(F") C P(6[X](u)). Koska lisidksi F(s) = F'(d]s])
jokaisella s € X ja oletuksen nojalla u ¢ Fr(y), niin lemman 3.4 nojalla
./\/l ':X’ @.

Oletetaan ensin, ettd on voimassa |M| < 2. Talloin pétee selvésti, etta
MEx Fy1 FyaVz(z=y1Vz =ys). Jos | X'(u)| = 2, niin lemman 4.5 nojalla
MEx: #(u), jolloin edelleen MEx: z = u V #(u). Mikili taas | X'(u)| = 1,
niin taytyy olla, ettd on olemassa a € M, siten ettd F'(s) = {a} jokaisella
s € §[X]. Néin ollen selvisti M Fx: x = u ja edelleen MEx x = uV #(u).

Siis joka tapauksessa pétee, ettd MFx #(u) V x = u. Lisdksi M Ex ¢,
joten MEx/(z = uV #(u)) A @. Siis MEsgxj Fa((z = uV #u) Ap) ja
edelleen lemman 3.2 nojalla MFEx§[Fx ((x = uV #(u)) A ¢)]. Néin ollen
MEx 11 ja edelleen MEx 11 V 1s.

Oletetaan sitten, ettd on voimassa, etta |M| > 3. Talloin patee selvésti,
ettd MFEx Ty Py Fus (1 # vo Ayn # ys A ys # y3). Merkitdén nyt
X := X'[M/wq] sekd Xo := X1[M/ws|, ja maaritellaan:

Fi: Xy = P*(M), s.e. {Z : ggz;? Ezjszll) = s(w2)
X3 = XQ[Fl/y]
s = {s(y)}, jos s(w1) = s(w2)
Fy: X3 = P*(M), s.e. ¢s+— {s(w1)}, jos s(wy) # s(ws) ja s(wy) # s(y)
)

s — {s(wy)}, muuten

X4 = X3[F2/Z]

Olkoot Y :={s € Xy | s(w1) = s(wq)} ja Y := {s € Xy | s(wy) # s(ws)}.
Nyt selvasti X, =Y UY".

Valitaan mielivaltainen s € Y. Nyt taytyy olla, ettd s(w;) = s(ws), joten
MEgw; = we. Koska z, y ja z ovat eri muuttujia, niin kuvausten F ja Fj
méaritelmien nojalla taytyy olla, ettd s(z) = s(y) = s(z). Néin ollen pétee,
ettd MFE,y=x ja MFE,z=1y. Koska s € Y oli mielivaltaisesti valittu, niin
péitee, ettd MEyw, =wy Ay=x Az =1y.

Olkoon sitten s € Y. Nyt s(wy) # s(ws), joten ME w; # ws. Koska y
ja u ovat eri muuttujia, niin kuvauksen F; mééritelman nojalla s(y) = s(u),
jolloin ME,y = wu. Mikéli s(wy) # s(y), niin koska wy, y ja z ovat eri
muuttujia, niin kuvauksen F» mééritelmén nojalla s(z) = s(wy) # s(y),

jolloin M E; 2z # y.
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Mikéli taas s(wy) = s(y), niin koska wq, we, y ja z ovat eri muuttujia, niin

Fy:n méiritelmén nojalla s(z) = s(wq) # s(wy) = s(y), jolloin ME, z # y.
Nain ollen joka tapauksessa My wy # ws Ay =uNz#y.

Koska Y UY’ = X}, niin olemme osoittaneet, etta

MEx,(wy=w ANy=axANz=y)V(w #w ANy =ulz#y).

Valitaan mielivaltainen r € Xy. Koska Xy = X'[M/wy, M /ws, F1/y, F»/z],
niin on olemassa s € X’ sekd alkiot a,b € M, ¢ € Fi(s[a/wi,b/wy]) ja
d € Fy(s[a/wy,b/wa, c/y]), siten ettd r = s[a/wy, b/wa, c/y,d/z].

a)

Oletetaan ensin, ettd a = b. Télloin kuvausten F; ja F5 mééaritelmien no-
jalla téytyy olla, ettd r(y) = r(x) jar(z) = r(y). Koska X' = (6[X])[F'/x],
niin on olemassa g € §[X] ja e € F'(q), siten ettd s = g[e/x]. On osoi-
tettu, ettd im(F’) C P(J[X](u)), joten on olemassa ¢’ € §[X], siten ettd
¢'(u) = e. Valitaan jokin ¢ € F'(¢') ja merkitaan s’ := ¢'[¢//z]. Télloin
selvasti 5" € X.

Koska |M| > 2, niin on olemassa alkio i € M, siten ettd b' # a. Koska
nyt s'la/wy, bt /wy] € Xo, niin on olemassa alkiot ¢ € Fi(s'[a/wq, b /ws))
ja d € Fy(s'[ajwy, b Jwsy, d [y]) sekéd tulkintafunktio ' € Xy, siten ettd
r’ = da/wy, b Jws, d Jy,d']z].

Koska 7/(wy) # 7' (ws), niin 7’ € Y’'. Aiemmin todettiin, ettd MFy y = u
ja MEyy # z, joten r'(y) = r'(u) ja r'(z) # r'(y). Nyt pétee, etté

r(y) = r(z) = s(x) = qle/z](x) = e = ¢'(u) = r'(u) = 7'(y).

Edelleen on voimassa, etté

r(z) = r(y) =r'(y) # r'(2).
Siis r(y) = 7’(y), mutta r(z) # r'(z). Néin ollen M Ex, #(y, 2).

Oletetaan sitten etta a # b. Téalloin F:n méaritelméan nojalla taytyy olla,
ettd r(y) = r(u). Koska |M| > 3, niin on olemassa sellainen ' € M,
ettd ' # a ja o' # b. Nyt s[a’/wy,b/wy] € Xs, joten on olemassa
d € Fi(s[d'Jwy,b/ws]) ja d € Fy(s[a'/wy,bjwsy, d [y]) ja r' € Xy, siten
etta ' = s[d'/wy,b/wy, d [y, d'/z]. Koska 1’ (wy) # r'(ws), niin Fi:n méa-
ritelmén nojalla r/(y) = r'(u). Edelleen koska r’'(u) = s(u) = r(u), niin

i) Mikali r(wy) # r(y), niin Fy:n mééritelméan nojalla r(z) = r(wy).
Edelleen F» mééritelman nojalla 7/ (z) = 7' (wy) tai r'(2) = r'(ws), eli
r'(z) € {d,b}. Koska nyt r(z) = r(w;) = a ja a ¢ {a’,b}, niin taytyy
olla, etta r(z) # 1'(2).
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i) Mikéli taas r(w;) = r(y), niin Fy:n méaritelmén nojalla r(z) = r(ws).
Talloin r'(wy) = @’ # a = r(wy) = r(y) = r'(y), joten Fy:n méaéaritel-
mén nojalla r'(z) = r'(wq). Néin ollen patee, ettd

r(z) =r(wy) =b#d =r'(w) =1(2).
Siis joka tapauksessa r(y) = 7’/(y), mutta r(z) # r'(z). Siis M Ex, #(y, 2).

On osoitettu siis, ettd joka tapauksessa M Ex, #(vy, z), jolloin on voimassa
MEx, 0. Néin ollen pétee, ettda M FEx/ Vw; Vw, FyF 20 A ¢ ja edelleen on
voimassa M Fsix) 3z (Vw; Yws, Fy 3 20 A ). Tilloin lemman 3.2 nojalla
patee, etta

MExO[FzNVurVw, FyF z0 A ).

Nain ollen M Ex 15 ja edelleen M Ex ¢ V 1s.

Oletetaan sitten, ettd M Ex 17 V 1. Siis on olemassa Y, Y’ C X, siten etté
YUY =X, MEy Yy ja MEy: by, Lauseet FPy; FyaVz(z =y V2 = y9)
ja Fyr Py Fys(y1 # y2 Ayr # ys A ya # ys) eivit selvisti voi toteutua
samassa mallissa, joten taytyy olla, ettd Y = ) tai Y = 0.

Oletetaan ensin, etta Y/ = (). Nyt taytyy olla ettd Y = X, jolloin patee,
ettd M Ex 1. Koska talloin MEx Py FyaVz (2 = y1Vz = y2), niin tiytyy
olla, ettd |[M| < 2. Nyt MExd[Fx((x = uV #(u)) A ¢)], joten lemman
3.2 nojalla on voimassa M Fsx; Pz ((x = vV #(u)) A ). Siis on olemassa
kuvaus F’ : §[X] — P*(M), siten ettd MFEx/(x = u V #(u)) A ¢, missa
X' = (6[X])[F'/z]. Nyt erityisesti M Ex: ¢.

Osoitetaan, ettd im(F") C P(§[X](u)): Olkoon B € im(F") ja a € B. Nyt
B = F'(s) jollain s € §[X], joten s[a/x] € X'. Koska M Ex & = uV#(u), niin
on olemassa Z, 7' C X' sitenettd ZUZ' = X', MFzx =uja MEz #(u).
Mikali Z" # (), niin lemman 4.5 nojalla pétee, ettd |Z'(u)| > 2 ja edelleen
| X'(u)| > 2. Koska u ja x ovat eri muuttujia, niin myos |d[X](u)| > 2.
Mutta koska |M| < 2, niin talléin §[X|(u) = M, jolloin triviaalisti pétee,
etta im(F") C P(0[X](u)).

Mikali taas Z' = (), niin taytyy olla, ettd Z = X', jolloin s[a/x] € Z.
Néin ollen M Eyq/q @ = u, eli s[a/z](z) = s[a/z](u). Koska s[a/z](x) = a ja
sla/z](u) = s(u), niin s(u) = a, jolloin erityisesti a € 6[X](u). On osoitettu
siis, etta im(F") C P(6[X](u)).

Maaritellaan F : X — P*(M), s — F'(0[s]). Nyt selvasti F/(s) = F'(d[s])
jokaisella s € X. Koska lisdksi M FEx/ ¢ ja oletuksen nojalla u ¢ Fr(y), niin
lemman 3.4 nojalla M Ex(p/q . Koska im(F") € P(6[X](u)) ja lemman 3.2
nojalla X () = 0[X](u), niin im(F') C P([X](t)). Taten MEx(Fz Ct) .

Oletetaan sitten, ettd Y = (), jolloin Y/ = X ja MEx1,. Nain ol-
len pétee, ettd MEx d[Fx (Vw,VweFyF 20 A p)]. Lemman 3.2 nojalla
MEsix) F e (Vw Ywy, FyF 20 A ), joten on olemassa F' : 6[X] — P*(M),
siten ettd MEx/ Vw; Vwy FyF 20 A @, missd X' = (§[X])[F'/z]. Nyt eri-
tyisesti patee, ettd M FEx: p.
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Osoitetaan seuraavaksi, etta im(F’) C P(5[X](u)): Olkoon B € im(F")
jaa € B. Nyt B = F'(s) jollain s € §[X], joten sla/z] € X'. Merkitdan
nyt X; := X'[M/w] ja Xy := Xi[M/w,]. Koska MFEx, 3y 326, niin on
olemassa kuvaukset Fy : Xo — P*(M) ja Fy : X3 — P*(M), siten ettd
MEx, 0, missd X3 := Xo[F1/y] ja X4 := X3[Fp/z].

Koska s[a/z,a/w;, a/ws] € X5, on olemassa ¢ € Fi(sla/z,a/wy,a/ws]) ja
d € Fy(sla/z,a/wy,a/wq,c/y]). Merkitadn r := s[a/x,a/wy,a/ws, c/y,d/z].
Nyt selvasti r € X4. Koska MFEx, 0, niin erityisesti on olemassa tiimit
7, 7" C Xy, siten ettda ZU Z' = Xy, MEZzw, = wao Ay =x ANz =y ja
MEz wy #ws ANy =uA z#y. Koska r(w;) = r(ws), niin taytyy olla, etta
r € Z. Néin ollen r(y) = r(z) ja r(z) = r(y).

Koska M FEx, #(y, z), niin on olemassa 1’ € Xy, siten etta r'(y) = r(y),
mutta r'(z) # r(z). Nyt r'(z) # r(z) = r(y) = r'(y), joten taytyy olla, etta
r" € Zy. Néin ollen pétee erityisesti, etta r'(y) = r'(u).

Koska " € Xy, missa Xy = (O[X])[F'/z, M /wy, M/ws, F1 Jy, Fy/z] ja u,
x, wy, Wy, y sekd z ovat eri muuttujia, niin on olemassa s’ € §[X], siten etta
s'(u) = r'(u). On osoitettu siis, etta

a=r(z)=r(y) =r'(y) =r'(u) =5 (u)

Néin ollen a € 0[X](u) ja taten im(F") C P(6[X](u)).

Maaritellaan F' : X — P*(M), s — F'(0[s]). Nyt selvasti F'(s) = F'(d[s])
jokaisella s € X. Koska lisiksi M Ex/ ¢ ja oletuksen nojalla v ¢ Fr(y), niin
lemman 3.4 nojalla M Ex(p/q . Koska im(F") € P(6[X](u)) ja lemman 3.2
nojalla X (¢) = 0[X](u), niin im(F) C P([X](t)). Taten MEx(Fz Ct) .

[l

Lauseen 4.17 nojalla INF-logiikka sisidltyy NDEP|[2]-logiikkaan. Voimme
osoittaa, ettd kdanteinen véite ei péade, eli sisdltyminen on aitoa. Kdytamme
tahédn Ehrenfeucht-Fraissé -pelid, jonka Galliani ja Hella [7] ovat esitténeet
inkluusiologiikalle.

4.3.3 Ehrenfeucht-Fraissé -peli INC[1]-logiikalle

Esitamme seuraavaksi Ehrenfeucht-Fraissé -pelin maéritelméan samalla taval-
la kuin Galliani ja Hella [7, s. 18 - 20], silld erotuksella etta inkluusiologiikan
sijasta rajoitumme INCJ[1]-logiikkaan. Tamé rajoitus ei kuitenkaan muuta
pelin eiké siihen liittyvien tulosten kannalta mitédan olennaista.

Maiaritelmé 4.5. Olkoot M = (M,T) ja M’ = (M',7') malleja, siten ettéd
niiden tulkinnat Z ja Z' ovat maériteltyja samassa aakkostossa L. Olkoot X
ja Y tiimejd, siten ettd dom(X) = dom(Y'), ran(s) = M jokaisella s € X ja
ran(s) = M’ jokaisella s € Y. Olkoon liséksi n € N. Kahden pelaajan peli
Gn(M, X, M’ Y) méiritellddn seuraavasti:

i) Pelissa on kaksi pelaajaa: haastaja (’spoiler’) ja jaljittelijd ("duplicator’).
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ii) Pelin tilanne p; = (X;,Y;), missa X, Y; ovat tiimeja ja i € {0,...,n}.
iii) Pelin alkutilanne py = (Xo, Yo) = (X, Y).

iv) Olkoon pelin tilanne p; 1 = (X;_1,Y;_1), missd i € {1,...,n}. Nyt haas-
taja saa valita jonkin seuraavista kolmesta siirrosta:

a) Jakaminen: Haastaja saa valita tiimit X', X", joille on voimassa
X'UX" = X;_;. Sitten jaljittelija saa valita tiimit Y'Y siten ettd
Y'UY” =Y, ;. Nyt haastaja saa valita onko pelin seuraava tilanne
p; tilanne (X', Y’) vai (X", Y").

b) Korvaaminen: Haastaja saa valita jonkin muuttujan z ja jonkin
kuvauksen F' : X;_; — P*(M). Sitten jéljittelija saa puolestaan va-
lita kuvauksen F’ : Y,y — P*(M’'). Pelin seuraava tilanne p; on
(Xia[F/x], Yioa[F'/2]).

¢) Monistaminen: Haastaja saa valita muuttujan z. Pelin seuraava
tilanne p; on (X;_1[M/z], Y;_1[M'/x]).

v) Pelin lopputilanne p, = (X,,,Y,) on voittotilanne haastajalle, jos ja vain
jos on olemassa ¢ € INC[1], siten ettéd ¢ on literaali tai yksipaikkainen
inkluusioatomi ja M Fx, ¢, mutta M'Fy. ¢. Muussa tapauksessa p,, on
voittotilanne jaljittelijalle.

Sanomme, ettd pelaajalla (haastaja tai jiljittelija) on voittostrategia pelissi
Gn(M, X, M’ Y), jos pelaaja voi pelata niin, etta riippumatta vastapelaajan
siirroista paddytdan aina kyseisen pelaajan voittotilanteeseen.

Téasméllisesti ottaen voittostrategia pitaisi esittda funktiona pelin tilan-
teiden joukolta siirtojen joukolle, mutta tyydymme téssé tutkielmassa yksin-
kertaisuuden vuoksi tdhan intuitiiviseen méaritelméaan. Maéaritelladn seuraa-
vaksi kaavan aste, jota tarvitsemme seuraavassa lauseessa.

Maaritelma 4.6. Olkoon ¢ € INCy[1]. Maaritellaan kaavan ¢ aste rank(p)
rekursiivisesti seuraavasti:

rank(p) = 0, jos ¢ on literaali tai atomikaava
rank (¢ A 1) = max(rank(p), rank(¢))
rank(p V @) = max(rank( ),rank()) 4+ 1
rank(F z ) = rank(p) +
rank(Vz ) = rank(p) + 1

Seuraava tarked lause kertoo kaavan asteen seka sitd vastaavan pituisten
Ehrenfeucht-Fraissé -pelien vélisen yhteyden.
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Lause 4.18. Olkoot M, M’', X ja 'Y kuten mddritelmdassa 4.5. Tdlléin jaljit-
telijalla on wvoittostrategia pelissi Gp,(M, X, M')Y), jos ja vain jos kaikille
kaavoille ¢ joille rank(p) < n pdtee:

Jos MEx ¢, niin M'Ey .

Todistus. Voidaan todistaa tdsmaélleen samalla tavalla kuten vastaava tulos
inkluusiologiikan Ehrenfeucht-Fraissé -peleille [7]. O

Esitdmme seuraavaksi esimerkin erdéstéd INC[1]-logiikan yksinkertaisesta
Ehrenfeucht-Fraissé -pelisté, jossa jéljittelijalld on voittostrategia:

Esimerkki 4.1. Olkoon L = () ja M = (M, Z) L-malli, siten etta M = {0,1}
jaZ =10. Olkoot X = {s1,82} ja Y = {s1, 82, 83}, missé

s1 = {(v0,0), (v1,0)}
sy = {(vo,0), (v1,1)}
S3 — {(UQ, 1), ("Ul, 1)}

Osoitetaan, etta nyt jaljittelijalla on voittostrategia pelissa G, (M, X, M,Y),
kaikilla n € N:

Todistus. Méaritellaan strategia niin, etta jaljittelija pyrkii sdilyttaméan seu-
raavan ehdon pelin jokaisessa tilanteessa p; = (X;,Y;), i € {0,...n}:

(%) X; CY; ja jokaisella s € Y; \ X; on olemassa s’ € X,
s.e. s(x) # §'(z) jokaisella x € dom(Xj).

Osoitetaan induktiolla luvun ¢ suhteen, etté jaljittelija pystyy sdilyttdméan
ehdon (x) tilanteessa p;. Pelin alkutilanteessa X C Y ja s3(vg) # s1(vo) seka
s3(v1) # s1(v1), joten ehto () on selvisti voimassa.

Tehdddn sitten induktio-oletus, ettd ehto (*) on voimassa tilanteessa
pic1 = (X;-1,Yi-1). Siis X; C Y ja jokaisella s € Y;_; \ X;_; on olemas-
sa s € X, 4, siten ettd s(x) # §'(z) jokaisella x € dom(X;_;). Jatkossa jos
s € Y;1 \ X;_1, niin merkitsemme 35 := §’, missd s’ € X;_; on edellisen eh-
don toteuttava tulkintafunktio. Huomaa, etté tulkintafunktio 5 on olemassa
jokaisella s € Y;_1\ X;_1, ja koska | M| = 2, niin se on lisdksi yksikésitteinen.

a) Oletetaan, ettd haastaja valitsee tiimit X', X" siten ettd X'UX" = X;_ ;.
Maaéritelladn tiimit:
Y =X'U{seY,1\Xi.1|5€ X'}
Y =X"U{seY, 1\ X;1]|s€ X"}
Koska dom(X’) = dom(X"”) = dom(X;_1), niin tiimien Y’ ja Y mééaritel-

mien nojalla ehto (x) péatee selvasti tilanteille (X', Y”) ja (X”,Y"). Néin
ollen ehto () pétee joka tapauksessa tilanteelle p;.
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b) Oletetaan sitten, ettd haastaja valitsee jonkin muuttujan x sekéd kuvauk-
sen F': X; 1 — P*(M). Maaritellaan kuvaus:

s+ F(s), jos s € X; 4

s+ {0}, jos s €Y, \ Xi—1 ja F(5) = {1}
s+ {1}, jos s € Y;_1 \ X;—1 ja F(5) = {0}
s+ 40,1}, jos s € Y1\ X;_1 ja F(3) ={0,1}

F': Y — P*(M),

Koska dom(X;_;[F/z]) = dom(X;_1) U {z}, niin kuvauksen F’ mééritel-
mén nojalla ehto (x) pétee selvésti tilanteelle (X;_1 [F/z], Yi_1[F'/x]) = p;.

c) Oletetaan sitten, ettd haastaja valitsee jonkin muuttujan z. Koska tél-
16in dom(X;_1[{0,1}/x]) = dom(X;_;) U {x}, niin ehto (*) patee selvisti
tilanteelle (X;_1[{0,1}/2], Y;—1[{0,1}/2]) = p;.

Néin ollen erityisesti ehto (*) patee lopputilanteelle p, = (X,,Y;,). Olkoon
¢ € INCy[1] literaali tai yksipaikkainen inkluusioatomi, siten ettd MEx, .

Oletetaan ensin, etta ¢ on literaali. Koska L = (), niin taytyy olla, etta o
on muotoa z; = 29 tai z; # 2, joillain muuttujilla 21, 2o € dom(X,,). Koska
MEx, ¢, X, CY,jap € FOp, niin lemman 2.3 nojalla riittaa osoittaa, etta
ME; ¢ jokaisella s € Y, \ X,.

Olkoon s € Y, \ X,,. Nyt on olemassa s’ € X, siten ettd s(x) # ()
jokaisella z € dom(X,,). Erityisesti nyt s(z1) # s'(z1) ja s(z2) # §'(22). Koska
|M| = 2, niin taytyy olla, ettd s(z1) = s(z2), jos ja vain jos §'(z1) = §'(22).
Koska oletuksen nojalla M Fy ¢, niin myos M E; ¢.

Oletetaan, sitten ettd ¢ on yksipaikkainen inkluusioatomi. Koska L = (),
niin ¢ = 23 C 2z joillain muuttujilla 21, 2o € dom(X,,). Mikali X,, =Y, niin
oletuksen nojalla M Fy. . Oletetaan sitten, ettd on olemassa tulkintafunktio
s € Y, \ X,,. Talloin on olemassa s’ € X,,, siten ettd s(z) # s'(x) jokaisella
z € dom(X,). Erityisesti nyt s(z2) # §'(22), jolloin {s(z2),s'(22)} = {0, 1}.
Néin ollen X,,(29) = M, jolloin triviaalisti M Fy, ¢.

Olemme siis osoittaneet, etta jiljittelijd pystyy pitdméén ehdon (x) voi-
massa pelin jokaisessa tilanteessa ja etté se johtaa jaljittelijan voittoon. Taten
jaljittelijalla on voittostrategia pelissa G, (M, X, M,Y). O

Saamme esimerkin 4.1 avulla todistettua seuraavan lauseen:

Lause 4.19. On olemassa NDEP [ [2]-kaava, joka ei ole loogisesti ekvivalentti
minkddn INF 1 -kaavan kanssa.

Todistus. Tehdaan vastaoletus, ettd jokaista NDEP[[2]-kaavaa vastaa sen
kanssa loogisesti ekvivalentti INF -kaava. Néin ollen erityisesti on olemassa
¢ € INF[, joka on loogisesti ekvivalentti kaavan #(vg,v;) kanssa. Lauseen
4.14 nojalla on olemassa kaava 1) € INCy[1], siten ettd ¢ ja ¢ ovat loogisesti
ekvivalentteja. Nain ollen 1) ja #(vg, v1) ovat loogisesti ekvivalentteja.
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Olkoot L, M, X ja 'Y kuten esimerkissa 4.1. Nyt selvisti M Ex #(vg, v1),
mutta M FEy #(vg, v1). Nain ollen myos M E x ¢, mutta M Ey ). Koska kaa-
va 1) on &érellisen pituinen, niin rank(y)) = n, jollain n € N. Esimerkin 4.1
nojalla jaljittelijalla on voittostrategia pelissi G, (M, X, M,Y"). Néin ollen
lauseen 4.18 nojalla patee M Fy 1, miké on ristiriita. n

Korollaari 4.20. INF-logiikka sisdltyy aidosti NDEP|2]-logiikkaan.

Todistus. INF-logiikka sisaltyy NDEP[2]-logiikkaan lauseen 4.17 perusteella.
Lauseen 4.19 nojalla taas NDEP|[2]-logiikka ei sisélly INF-logiikkaan. O

Avoimeksi kysymykseksi INF ja NDEP|[2]-logiikoiden suhteesta jaa, etté
ovatko ne kuitenkin lauseiden tasolla ekvivalentit. Saamme tdméan kappaleen
tuloksista seuraavan kaavion INF-logiikan ilmaisuvoimasta kaavojen tasolla:

(NDEP = INC |

(_ro ]

YlI4 olevassa kaaviossa aito oleva sisidltyminen NDEP[2]- ja NDEP-logiikan
vililld voidaan todistaa yhdistdmalla Hannulan tulokset [9] inkluusiologiikan
paikkalukuhierarkiasta ja Gallianin kddnnos inkluusiologiikan sekd NDEP-
logiikan valilla. Emme kuitenkaan kasittele tata todistusta yksityiskohtaisesti
tésséd tutkielmassa.

Koska INCON = NDEP([1] ja INF = INC[1], niin INC[1]-logiikka sijoittuu
siis aidosti NDEP[1]- ja NDEP[2]-logiikoiden véliin. Td4mé on mielenkiintois-
ta, silld paikkalukuja rajoittamatta INC- ja NDEP-logiikat ovat kuitenkin
lauseen 4.4 nojalla ekvivalentit. Tasta heraéd luontevasti jatkokysymys, ettéa
péteeko yleisesti:

NDEP[k] C INC[k] C NDEP[k + 1] jokaisella k > 1.

Emme kuitenkaan tutki tata kysymysté tassa tutkielmassa sen enempaé.
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4.4 INF- sekd EXF-logiikat suhteessa toisen
kertaluvun logiikkaan

Tassa kappaleessa esittelemme toisen kertaluvun logiikan erédan yksinkertai-
sen, mutta tarkedn fragmentin, jota kutsumme EMSO-logiikaksi. Koska ka-
sittelemme tésséd tutkielmassa ainoastaan téitéa fragmenttia, niin emme maé-
rittele toisen kertaluvun logiikkaa yleisella tasolla.

Sitten tutkimme lauseiden tasolla témaéan fragmentin suhdetta INF- ja
EXF-logiikoihin, ja pdadymme jélleen samankaltaisiin tuloksiin molempien
logiikoiden tapauksessa. Esittelemme taas EXF-logiikkaa koskevat tulokset
ensin, koska ne ovat téallikin kertaa samankaltaisia mutta lyhempid ja suo-
raviivaisempia todistaa kuin INF-logiikalle.

4.4.1 EMSO-logiikan maaritelma

Maaritellaén eksistentiaalinen monadinen toisen kertaluvun logiikka EMSO,
jota kutsutaan myo6s monadiseksi 3.1 -logiikaksi.

Maaritelma 4.7. Méaaritelldan kieli EMSO;, seuraavasti:

e Jos p € FOy, niin ¢ € EMSOy,.

e Jos ¢ € EMSOy ja R; on yksipaikkainen predikaattisymboli,
niin 3 Rl p e EMSOL

Kvanttoreita 3 R; sanotaan (monadisiksi) toisen kertaluvun kvanttoreiksi. Jos
¢ € EMSOy, niin sanotaan ettd ¢ on EMSO/ -kaava. Laajennetaan Fr(y):n
ja Sf(y):n madritelmié seuraavasti:

Fr(3 Rip) = Fr(y)
St(3 Rip) = {3 Rip} USE(p)

Huomautus. Predikaattisymbolilta R; ei vaadita, ettd se kuuluu aakkos-
toon L. Mikdli R; ¢ L, niin se tulkitaan yksipaikkaiseksi predikaattisymbo-
liksi aakkostossa L U {R;}. Huomaa myos, ettd méaaritelmén mukaan kaikki
toisen kertaluvun kvanttorit 3 R; esiintyvét aina kaavan alussa.
Vaihtoehtoinen tapa maaritella kieli EMSOp, olisi maéritella erikseen yksi-
paikkaisten predikaattimuuttujien joukko {V; | i € N}. Télloin atomikaavojen
joukkoa laajennettaisiin kaavoilla Vit ja =Vt (¢t € Tp) ja predikaattimuuttu-
jat olisivat ainoita, jotka saavat esiintya toisen kertaluvun kvanttoreissa.

Maaritelma 4.8. Olkoon M = (M, 7Z) malli ja R; on yksipaikkainen predi-
kaattisymboli. Muunnettu tulkinta Z[A/R;] on aakkostossa L U {R;} méaari-
telty sellainen funktio, etté:

A, jos j =1

T[A/Ri(R;) = {I(RA) jos j £ i
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Muunnettu tulkinta Z[A/R;] tulkitsee vakio- ja funktiosymbolit samalla ta-
valla kuin tulkinta Z. Merkitédan lisaksi:

MIA/R] == (M, Z[A/ Ri])
M[Al/Rl, e ,An/Rn] = (M,I[Al/Rl] N [An/Rn])

Huomaa, ettd jos R; ¢ L, niin tulkinta Z[A/R;| laajentaa tulkintaa 7
kuvaamalla predikaattisymbolin R; jollekin M :n osajoukolle. Jos taas R; € L
ja A # RM, niin Z[A/R;] muuttaa tulkintaa Z kuvaamalla R;:n eri joukolle.
Ja tietenkin jos R; € L ja A = R niin Z[A/R;] = T.

Maaritelladn monadisten toisen kertaluvun kvanttorien semantiikka seu-
raavalla tavalla:

Maaritelma 4.9. Oletetaan, ettd ¢ € EMSOp, R; on yksipaikkainen predi-
kaattisymboli ja s on tulkintafunktio, jolle Fr(y) C dom(s). Madritelldéan:

ME;IR;p, joss on olemassa A C M s.e. M[A/R;]Fs .

Huomautus. Maérittelemme totuuden ainoastaan annetulla tulkintafunk-
tiolla s, eli yhden alkion tiimilld {s}. Teemme néin siksi ettd totuuden maa-
rittely useamman alkion tiimilla voitaisiin tehdd kahdella mielekkaélla eri
tavalla. Joko niin, ettd kuhunkin tiimin alkioon pitda liittad samat joukot
Ay, ..., A, tai sitten, ettd kuhunkin alkioon voidaan liittaé eri joukot.

Nama madritelmat ovat kuitenkin ekvivalentit yhden alkion tiimin ta-
pauksessa ja erityisesti tiimilla {()}. Téssd tutkielmassa tarkastelemme ai-
noastaan EMSO-lauseita, joten meidan ei tarvitse ottaa kantaa sithen mi-
ten totuus useamman alkion tiimilla méariteltéisiin.

EMSO-logiikka on varsin yksinkertainen, mutta luonteva ensimmaisen
kertaluvun logiikan laajennos. EMSO-lause 3 Py ...3 P, (missd ¢ € FOp)
yksinkertaisesti sanoo, ettd on olemassa mallin M universumin M osajou-
kot Ay, ..., A,, siten ettd kaava ¢ péatee, kun predikaattisymbolit P,..., P,
tulkintaan néaiksi osajoukoiksi. EMSO-logiikasta sekd sen ilmaisuvoimasta
tiedetdan ennestaan paljon, joten vertaamalla INF- ja EXF-logiikoita siihen
saamme paljon tietoa néiden logiikoiden ilmaisuvoimasta lauseiden tasolla.

4.4.2 EXF;-lauseen ilmaiseminen EMSO;-lauseella

Pyrimme tassa pykalassa todistamaan, ettd EXF-logiikka sisaltyy lauseiden
tasolla EMSO-logiikkaan. Teemme tdmén osoittamalla, ettd kaikki EXF[-
lauseet voidaan ilmaista ekvivalentilla EMSOj-lauseella. Todistuksen idea
on, ettda EMSO-lauseessa kvantifioidaan kutakin EXF-lauseen ekskluusio-
kvanttoria kohden joukko, joka asettaa rajat kvanttoria vastaavan valinta-
funktion F' poimimille arvoille.
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Lause 4.21. Olkoon ¢ EXF-lause. Tdlléin on olemassa EMSOp-lause &,
jolle pdtee:
ME @, joss MEE.

Todistus. EXF p-lauseessa ¢ esiintyy aarellinen maara (3° x | t)-kvanttoreita.
Indeks6idadn ne (F°x | t);, missd = on muuttuja, t € Ty ja i1 € {1,...,n}.
Tama indeksointi tehdaan niin, etté kutakin ekskluusiokvanttorin esiintymaé
vastaa oma indeksinsa riippumatta muuttujasta = ja termistéa t.

Olkoot P4, ..., P, eri predikaattisymboleita, jotka eivit esiinny lauseessa
¢ ja olkoon 1) € Sf(p). Maaritellaan kaava 1)’ rekursiivisesti seuraavasti:

"=, jos 1 on literaali

N
/ w/\/g/
W) = Fzy
Y
"= Pt ANFx(PxAy) jokaisellai € {1,...,n}

(¥
(YN0
(Vo
(=
(vw
(Fx )

Maadritelladn nyt kaava & seuraavasti:

) =
) =
) =
zY)
) =
)

=3P ...3P,y.

Kaavan v’ méaaritelméan nojalla ¢’ on FO-lause, ja taten £ on EMSO -lause.
Oletetaan, ettd p € Sf(¢) ja X on tiimi. Osoitetaan, etta

MEx 1, joss on olemassa Aq,..., A, C M,
s.e. M'Ex !, misséa M' = M[A,/P,..., A,/P,].

e Jos p on literaali, niin asetetaan A; := M (i € {1,...,n}). Nyt viite
patee triviaalisti, silla p' = p ja P; ei esiinny kaavassa p milldén .

e Olkoon =1 A6.

Oletetaan ensin, ettd M Fx ¥ A 0. Nain ollen siis M Ex ¢ ja MEx 6.
Induktio-oletuksen nojalla on olemassa A;,..., A, C M, siten ettd
M[A /Py, ..., A,/ P Ex ¢/, jaonolemassa A), ..., A, C M, siten etté
M[A} /P, ... Al /P,]Ex 6. Mééritelldan nyt:

s {Ai, jos P; esiintyy kaavassa 1)’ (el .n

Al jos P; ei esiinny kaavassa 1)’
M = M[A]/Py, ... A" /P,]
Koska kukin predikaattisymboleista P; voi esiintya korkeintaan toises-
sa kaavoista ¢’ ja @', niin selviasti M'Ex ¢’ ja M'Ex @'. Néin ollen
MExY ANO eli MEx(Y NB).
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Oletetaan sitten, ettd on olemassa osajoukot A;,..., A, C M, siten
ettd M'Ex (¢ A0). Néin ollen M'Ex ' A€ eli M'Ex ¢ ja M'Ex 0.
Induktio-oletuksen nojalla MEx ¥ ja MEx 0, eli MEx ) A6.

e Olkoon p =1 V4.

Oletetaan ensin, ettd M Ex 1 V . Siis on olemassa Y,Y’ C X, siten
ettd YUY’ = X, MFEy Y ja MEy, 6. Induktio-oletuksen nojalla on
olemassa Aj,..., A, C M, siten ettd M[A,/Py,...,A,/P,)Ey/, ja
on olemassa A),..., Al C M, siten ettd M[A}/P,..., A, /P,]Fy 0.
Maaritelladn nyt:

(ie{l,....n})

s A;, jos P esiintyy kaavassa 1’
L Al jos P; ei esiinny kaavassa 9
M = M[A]/Py, ...  A” /P,

Koska kukin predikaattisymboleista P; voi esiintya korkeintaan toises-
sa kaavoista 1" ja @', niin selvasti M’Ey ¢/’ ja M'Fy. 6. Néin ollen
MExY' VO, eli MEx(Y Vo).

Oletetaan sitten, ettd on olemassa osajoukot Aq,..., A, C M, siten et-
ta M'Ex (¢ VvV 0)'. Nain ollen M'Ex ¢’V ', eli on olemassa Y)Y’ C X
siten ettda YUY’ = X, M Ey ¢’ ja M'Ey/ 0. Induktio-oletuksen no-
jalla MEy ¢ ja MEy/ 0, eli MEx ¥ V0.

e Olkoon p = F x 1. Nyt on voimassa:
MEx Fxy
& On olemassa F': X — P*(M), s.e MEx[p/ v
8 Onolemassa F: X — P (M)
ja Ay, Ay C M se. M Exipa ¢
& Onolemassa Ay,..., A, C M s.e MExFzy/
& On olemassa Ay, ..., A, C M s.e. MEx(Fzv),
missa M’ := M[A, /P, ..., A,/ P,].
e Olkoon p = Vz 1. Nyt on voimassa:
MEx Yz
& MEx(n/a) Y
£ On olemassa Ay, Ay C M s.ee M Exiagyg Y

& Onolemassa Ay,..., A, C M se MExVaxy/
& On olemassa Ay,..., A, C M s.e. M'Ex(Vx1)),

missa M’ := M[A,/P,..., A,/ P,].
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e Olkoon p = (F x| t);9, jollain j € {1,...,n}:

Oletetaan ensin, ettd M Ex(3°z | t); . Néin ollen on olemassa kuvaus
F: X — P*(X(t)), siten etti M Fx(r/y ¢. Induktio-oletuksen nojalla
on olemassa Ay,..., A, C M, joille M[A/P,..., A,/ P Ex(p/a
Merkitaén:

val(F) :={a € F(s) | s € dom(F)}

Maéaritelladn nyt

val(F), josi=j ,
Al = {A- o5 i £ j (1e{l,...,n})

M = M[A,/P,, ... AP,

Koska predikaattisymboli P; ei esiinny kaavassa ¢, niin M’ FE x(p/2 9.
Lisiksi koska val(F) = A} = PJ-M', niin M’ Ex(p/s Pjx. Taten pé-
tee, ettd M'Ex(p/q) Pz A’ ja edelleen M'Ex 3 x(Pjz A ¢'). Koska
PJ-M' = val(F) C X(t), niin selvasti M’y —F;t. Néin ollen pétee, etté

M Ex =Pt NFa(Pjz AY'), eli MEx((Fa | 8);¢)".

Oletetaan sitten, ettd on olemassa joukot Aq,..., A, C M, siten etta
M'Ex((Fx | t);¢). Néin ollen M'Ex =Pt ja M'Ex Fx(Pjx ANyY').
Siis on olemassa F : X — P*(M), siten ettd M'Exp Pix A Y.
Erityisesti M’ Fx(r/q ¢, joten induktio-oletuksen nojalla M Fx (/4 1.
Riittd4 siis osoittaa, ettd im(F) C P(X (t)).

Tehdaan vastaoletus, ettd on olemassa B € im(F) ja a € B, siten etté
a € X(t). Talloin B = F(s) jollain s € X. Koska a € X(t), niin on ole-
massa s € X, siten ettd s'(t) = a. Koska s’ € X ja M'Ex-Pjt,
niin M'Ey =Pjt, eli s'(t) = a ¢ PM. Koska sla/z] € X[F/z] ja
M Exipyz) Pz, niin M’ Eq/0) Pz Téten sla/z](z) = a € PM, mi-
ka on ristiriita.

Edellisen tuloksen nojalla patee erityisesti, etta

MFE gy @, joss on olemassa Ay, ..., A, C M,
s.e. M'Egy ', missi M' = M[A,/Py,...,A,/P,].

Tama on yhtapitavaa sen kanssa, etté
MEp, joss METP;... 3P,/

Nain ollen M FE ¢, jos ja vain jos MEE. m
Korollaari 4.22. EXF-logiikka sisdltyy EMSO-logiikkaan lauseiden tasolla.

Todistus. Vaite seuraa suoraan lauseesta 4.21. ]
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Huomautus. Lauseen 4.21 todistuksessa méariteltiin induktion ekskluusio-
kvanttorin tapauksessa, ettd A; := val(F'), kun ¢ = j. Mutta yhta hyvin
voitaisiin valita, ettd A} := X(t), kun ¢ = j. Itse asiassa tahén kévisi myos
miké tahansa muu joukko B, jolle on voimassa, etta

val(F) C B C X (7).

Nyt voimme palata kysymykseen EXF- ja DEP[2]-logiikoiden valisesta
suhteesta, jota pohdimme kappaleessa 4.2. Esitetaan ensin seuraava tunnettu
tulos EMSO- ja DEP[2]-logiikoiden vélisesta suhteesta:

Lause 4.23. DEP[2]-logiikka ei sisilly EMSO-logiikkaan lauseiden tasolla.

Todistus. Véandnen on osoittanut [17, s. 48 - 51|, ettd NDEP[2]-logiikalla
voidaan ilmaista mallin universumin darettomyys ja parillisuus. Kumpikaan

néistd ominaisuuksista ei ole maariteltavissi EMSO-logiikan avulla [15]. Nain
ollen DEP|[2]-logiikka ei sisilly EMSO-logiikkaan lauseiden tasolla. O

Saamme téman avulla seuraavan korollaarin, joka téydentad sivun 77
kaavion muuttamalla EXF- ja DEP[2]-logiikoiden vélisen suhteen aidoksi si-
saltymiseksi:

Korollaari 4.24. EXF-logiikka sisdiltyy aidosti DEP|2]-logiikkaan.

Todistus. EXF-logiikka sisaltyy DEP|[2]-logiikkaan lauseen 4.12 nojalla. Kui-
tenkin korollaarin 4.22 nojalla EXF-logiikka sisaltyy lauseiden tasolla EMSO-
logiikkaan, ja lauseen 4.23 nojalla DEP[2]-logiikka ei sisilly lauseiden tasolla
EMSO-logiikkaan. Nain ollen EXF-logiikka ja DEP[2]-logiikka eivét voi olla
ilmaisuvoimaltaan samat, joten EXF-logiikka sisaltyy siis aidosti DEP[2]-
logiikkaan. O

Huomautus. Kuten edellisesta todistuksesta ilmenee, niin osoitimme itse
asiassa hieman vahvemman tuloksen. Korollaari 4.24 voitaisiin nimittain esit-
tdd muodossa, ettd EXF-logiikka siséltyy lauseiden tasolla aidosti DEP[2]-
logiikkaan. Tamé on vahvempi tulos kuin se minké saimme INF- ja NDEP[2]-
logiikoille korollaarissa 4.20, jossa osoitimme aidon sisaltymisen ainoastaan
kaavojen tasolla.

4.4.3 INF;-lauseen ilmaiseminen EMSOQO;-lauseella

Kuten edellisessa pykélassé, osoitamme seuraavaksi, etta myos INF ,-lauseet
voidaan ilmaista ekvivalentilla EMSO -lauseella. Todistus on samantyylinen,
mutta monimutkaisempi kuin EXF-logiikan tapauksessa. Meidén pitda tasséa
todistuksessa ensin todistaa useita aputuloksia ennen kuin voimme todistaa
varsinaisen vaitteen.
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Lause 4.25. Olkoon ¢ INF-lause. Talloin on olemassa EMSOy-lause &,
jolle pdtee:
ME @, joss MEE.

Todistus. Lauseessa ¢ esiintyy aarellinen maara (3°x C t¢)-kvanttoreita. In-
deksoidddan ne (Fz C t);, missd x on muuttuja, t € Ty jai € {1,...,n}.
Indeksointi tehddan niin, etta kutakin inkluusio-kvanttorin esiintymaa vastaa
oma indeksinsd riippumatta muuttujasta x ja termisté t.

Olkoon u muuttuja, siten ettd u ¢ Vr(y) ja olkoot Py,..., P, eri pre-
dikaattisymboleita, jotka eivit esiinny lauseessa ¢, ja olkoon ¢ € Sf(p).

Maéritellaan kaavat ¢ ja ¢} (i € {1,...,n}) rekursiivisesti seuraavasti:
(¢) =), jos ¢ on literaali
(6 AOY =0 N O
(Vo) =4’ v
@Foy) = Foy
(Vo) =¥y
(FzCt)iv) =Fa(PaAy) jokaisella i € {1,...,n}

(1) =1, jos 1 on literaali

(Y A0); =i AG;
b jos (Fx C t); esiintyy kaavassa 1)

(Y v 0); =16, jos (Fx C t); esiintyy kaavassa 6

W Vv 9/-, jos (F¥x C t); el esiinny kaavassa 1) V 6

Ci

zip);=Fx
(wa); I x@b AV z
(FzxCt)v); =Fa(PaxA,), josj#i
(FaCt)i);=(u=1) AT x(Pa Ay
Huomataan, etté ¢’ 1. € FOy, jokaisella ¢ € Sf(p) ja i € {1,...,n}. Liséksi

¢l sisaltdd vapaan muuttujan u jokaisella ¢ € {1,...,n}. Mééritelldén nyt
kaava & seuraavasti:

=3P ... EIPn<gp’ A /n\Vu (=PuV gpg(u)))
i=1

Kaavojen ¢ ja 1} méaéritelmien nojalla ¢, ¢ € FOy, jokaisellai € {1,...,n},
joten & on selvasti EMSOp-lause. Todistetaan seuraavat aputulokset:

Aputulos. Oletetaan, ettd kaava pu € Sf(¢p) ja X on tiimi. Oletetaan liséksi,
ettd ¢ € {1,...,n} on sellainen indeksi, ettd kvanttori (I C t); ei esiinny
kaavassa (. Tallom on voimassa:

(AT1) MEx ', joss MEx i, joss M FEgq p1; kaikilla a € M ja s € X.
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Ensimmainen ekvivalenssi todistetaan triviaalilla induktiolla kaavan p raken-
teen suhteen: p':n ja u;m maaritelmét eroavat toisistaan ainoastaan silloin
kun g = V1. Koska talloin induktio-oletuksen nojalla ¢’ ja 1! ovat loogi-
sesti ekvivalentteja, niin selvisti myos Va ¢’ ja 3 x ] AV x )’ ovat loogisesti
ekvivalentteja.

Toisen ekvivalenssin todistusta varten huomataan, etta koska (F = C t);
ei esiinny kaavassa g, niin muuttuja u ei esiinny kaavassa p). Néain ollen
ME, i, jos ja vain jos M Egq ) p;, missd a € M. Koska lisiksi p; € FOy,
niin toinen ekvivalenssi seuraa suoraan lemmasta 2.3.

Aputulos. Oletetaan, etta u € Sf(p) ja X, Xy ovat tiimeja, joille on voi-
massa dom(Xs) = dom(X;) U {u}. Olkoon Xj := X, [ dom(X;). Télléin
kaikilla ¢ € {1,...,n} pétee:
(AT2) Jos MEx, i’ ja MFEx, i, niin MEx,ux; 1.
Todistetaan taméa induktiolla kaavan p rakenteen suhteen:
e Olkoon p literaali. Oletetaan, ettd MFEx, i’ ja MFEx, u;. Koska nyt
u ¢ Vr(yu;), niin lemman 3.3 nojalla M Fx; ;. Lisdksi p' = pj = p,
joten lemman 2.3 nojalla kaikilla s € X; patee MF;pu, ja kaikilla

s € X patee MFE; pu. Néin ollen kaikilla s € X; U XJ patee M FE; p,
jolloin lemman 2.3 nojalla M Fx,ux; g, eli M Fx,ux; w

e Olkoon p = 1 A 6. Oletetaan, ettd MFEx, (Y A 0) ja MEx, (¢ A 0),,
eli MEx, ' N0 ja MEx,¥! A 6. Nain ollen MFEx, ¢/, MEx, ¢,
MEx, ¥} ja MFx, 8. Induktio-oletuksen nojalla pétee M Fx,ux; v’
ja ./\/l ':X1UX2* 0/. Siis M 'leux; ’l/}/ VAN 9/, eli M ilequ (77[1 A 9)’

e Olkoon p = 1 Vv 6. Oletetaan, ettd MFEx, (v vV 0) ja MEx, (¢ V 0),.
Talloin MEx, 'V @', eli on olemassa Y;,Y, C Xj, siten ettd pétee
YiUY! =X, MEy, ¢ ja MFEy: 0.

Oletetaan ensin, etta kvanttori (3 z C t); esiintyy kaavassa . Télloin
MEx, ¥, joten induktio-oletuksen nojalla M Fy, x; ¢'. Télléin

V1uX;)uY! =M uY)UX,=X;UX,.
Taten MFEx,ux; ' V0, eli MFEx,ux;(¢ V 0)'. Tapaus jossa kvanttori
(F° 2 C t); esiintyy kaavassa 6 todistetaan vastaavalla tavalla.

Oletetaan sitten, ettd kvanttori (I C t); ei esiinny kaavassa 1) V 6.
Talloin pitee M Ex, ¢ V 0;, eli on olemassa tiimit Y5, Y, C X, siten
ettd Yo UY,) = Xy, MFy, ¥ ja My, 0. Induktio-oletuksen nojalla
M |:Y1UY2* Q/J/ ja M ':Yl’UYQ’* 9/. Nyt
YUY U YUY =MuY)u sy uyy)
— (MUY UYL UY)) = X, UX;.

Néiin ollen M ':XIUX; ’QZ}, V 9’, eli ./\/l 'leux; (’QD V 9)/
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e Olkoon p = Fz 1. Oletetaan, ettd MFEx, (Fx)) ja MEx, (Fx),
eli MEx, Fxy ja MEx, F ). Niin ollen on olemassa kuvaukset
Fi Xy = PY(M) ja Fy : Xy — P*(M), siten ettd MEx, (p /a1
ja MFEx,(m/2) ¥;. Induktio-oletuksen nojalla M F x| (5, /2)u(Xa(F2/a))* ¥
Maaéritellaédn kuvaukset:

F} : X5 — P*(M), s.e. s+ {b e Fy(sa/u]) | sla/u] € X2, a € M}
s — Fi(s), jos s € X;\ X5
F:XjUX; =P (M), se. {s— Fy(s), josse X3\ X,
s Fi(s) U Fy(s), jos s € X1 N X3

Nyt kuvausten Fj ja F' maaritelmien nojalla patee selvésti, etté
XalFy /] U (Xo[Fo/x])" = Xa[Fy /a] U XG[Fy /] = (X0 U X5)[F/x].
Néin ollen MFx,ux; T2 ¢’, eli MEx,ux; (Fx ).

e Olkoon p = V1. Oletetaan, ettda MEx, (Vo) ja MEx,(Vz),.
Néin ollen M Ex, Vi)' ja MEx, Fx; AV Koska u ¢ Vr(¢') ja
MEx, V', niin lemman 3.3 nojalla M Fx; Vz 1. Koska nyt pitee,
ettd MFx, Vo', MEx;Vry'ja ¢’ € FOp, niin lemman 2.3 nojalla
M |:X1UX%‘ V$¢/, eli M ':XluXé‘ (\V/l"(p)/

e Olkoon p = (Fz C t);4 jollain j € {1,...,n}. Oletetaan, ettd pé-
tee MEx, (Fx C t);¢) ja MEx,(Fa C t);4);. Nyt on voimassa
MEx, Fx(Pjx AyY'). Mikili j # ¢, niin MFEx, 3z (Pjx A ;). Jos
taas j = 4, niin MFEy,(u = t) A Pz (Pxz A ¢]), jolloin erityisesti
MEx, Fa (Pjx Ay)). Siis joka tapauksessa M Ex, 3°x (Pjz A ).
Néin ollen on olemassa Fy : X; — P*(M) ja Fy : Xy — P*(M), si-
ten ettd MFEx p /0 Pjv A" ja MFEx,m 2 Pjx A ;. Erityisesti nyt
patee M Ex, (p /o ¥ ja M Ex,[m /2 ;. Taten induktio-oletuksen nojal-
la M':Xl[Fl/x]U(XQ [Fo/x])* ’QD Koska ./\/“:XI[FI/QU] Pl‘ Ja M':XQ[F‘Z/I P:L‘
niin lemman 2.3 nojalla selvisti myos M Fx, (r, /a)u(Xs[F/2])* PjT- Nam
ollen siis M F x| [, /aju(xs[Fs/a)) P A Y. Madritellaén kuvaukset:

Fy : X5 — P*(M), s.e. s— {b e Fy(s[a/u]) | sla/u] € X, a € M}
s — Fi(s), jos s € X;\ X5
F:XiUX; = P (M), se. s F5(s), JOSSEX*\Xl
s Fi(s) U F5(s), jos s € X1 N X3

Nyt kuvausten Fj ja F' maaritelmien nojalla patee selvésti, etté
Xi[Fi/2] U (Xa[Fa/2])" = Xa[Fy /2] U X5[Fy /2] = (X3 U X5)[F/z].
Néin ollen MFx,ux; 2 (Pjz AY'), eli MEx,ux; (Fz).
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Aputulos. Oletetaan, ettd u € Sf(p) ja X on tiimi, jolle dom(X) = Fr(u).
Talléin on voimassa:

(AT3) MEx p, joss on olemassa Ay, ..., A, C M, s.e. M'Ex
ja kaikilla 7 € {1,...,n} sekd a € A; on olemassa s € X
s.e. M'Eayu) 1y, missi M' = M[A, /Py, ..., A,/ P,

Tarkastelemme ensin tapauksen X = (: Oletetaan, ettd M Ex u. Valitaan
nyt A; =--- = A, = 0 ja merkitdan M’ = M[A,/P,..., A,/ P,]. Nyt koska
X = 0, niin M"Ex /. Lisdksi koska A; = 0 jokaisella ¢ € {1,...,n}, niin
vaitteen loppuosa patee triviaalisti. Ekvivalenssin toinen suunta on triviaali,
silli. My p patee aina. Oletetaan sitten, ettd X # (). Todistetaan viite
induktiolla kaavan u suhteen?:

e Mikili p on literaali, niin voidaan valita A; = --- = A, = (). Talloin
vaite patee triviaalisti, silld ' = p ja lisdksi P; ei esiinny kaavassa p
milladn 7 € {1,...,n}.

e Olkoon =1 N6.

Oletetaan ensin, ettd MFEx 1 A 6. Siis MEx Y ja MEx 6. Induktio-
oletuksen nojalla on olemassa Aj,..., A, C M ja Aj,..., Al C M,
siten ettd M[Ay/Py, ..., A,/ P)Ex ¢ ja M[AY /Py, ..., Al /P,|Ex 0.
Lisdksi jokaisella i € {1,...,n} sekd a € A; ja ' € A} on olemassa
s € X, siten ettd M[A1/ Py, ..., An/Py|Foau ¥ ja s’ € X, siten etté
MIAY Py, .. AL P Egla g 0. Madritelldan nyt:

(ie{l,....,n})

Y A;, jos P esiintyy kaavassa 1)’
v A, jos P; ei esiinny kaavassa 9

M = M[A]/Py, ... AP,

Koska kukin predikaattisymboleista P; voi esiintya korkeintaan toises-
sa kaavoista ¢’ ja @', niin selviasti M'Ex ¢’ ja M'Ex @'. Néin ollen
MExY NG eli M Ex(Y A6).

Valitaan mielivaltainen i € {1,...,n} ja a € A’. Mikili P, esiintyy
kaavassa ¢, niin a € A = A;, jolloin on olemassa s € X, siten et-
td M[A/ Py, ..., Ay/Py) Eyaju ¢;- Kaavassa ¢ esiintyméttomét predi-
kaattisymbolit eivit esiinny myoskddn kaavassa 15, joten M’y ) V5.
Koska kvanttori (3°x C t); ei esiinny kaavassa 0 ja M’'Ex ', niin apu-
tuloksen (AT1) nojalla M'FEy /) 0;. Néin ollen M’ Egq/ ¢ A 0}, eli
M Esfapu (P N O);-

Mikéli P; esiintyy kaavassa ', niin se ei voi esiintyd kaavassa ¢’. Tal-
16in voimme paatella kuten edella, ettd on olemassa s € X, siten etta

2Huomaa, ettii tarvitsemme tapausta X = (), jotta voimme kiiyttid induktio-oletusta
yleisesti disjunktion tapauksessa.
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M Egqpu (¥ A0);. Mikéli P; ei esiinny kummassakaan kaavoista v tai
¢, niin voimme valita minka tahansa s € X (# (), jolloin aputuloksen
(AT1) nojalla patee M’ Fsla/u] Ylja M Fsla/u] 0!, eli M’ ':s[a/u](w N0O)L.

Oletetaan, sitten ettd on olemassa Aq,..., A, C M, siten ettd pétee
M Ex (¢ A 0), ja jokaisella i € {1,...,n} sekd a € A; on olemassa
s € X, siten ettd M'F ./ (¢ A 0);. Nyt pétee, ettd M'Ex ' A0, eli
M,':X ?ﬂl ja M,':X 9/.

Koska (1 A 0); = ! A 0., niin kaikilla ¢ € {1,...,n} jaa € A; on
olemassa s € X, siten ettd M'Fyq /) 1j. Koska lisiksi M’ Fx v, niin
induktio-oletuksen nojalla M Fx 1. Vastaavin perusteluin on voimassa
MEx 6, joten néin ollen MEx ¢ A 6.

Olkoon p =1 V6.

Oletetaan ensin, ettd MFEx 1 V . Siis on olemassa Y,Y’ C X, si-
ten ettd YUY’ = X, MEy ¢ ja MEy, 6. Induktio-oletuksen nojalla
talloin on olemassa Ay,..., A, C M ja A},..., A, C M, siten etta
M[Al/Ph c. ,An/Pn] i:y 1/}/ ja M[All/Pl, C. 7A;1/Pn] ':Y’ 0. Lisaksi jO—
kaisella i € {1,...,n} sekd a € A; ja a’ € A} on olemassa s € Y, siten
ettd M[A/Py, ..., Ay/ Py Egas ¥ ja on olemassa s € Y, siten etté
MIAY Py, ... AL P Egiw g 0;. Maaritelldan nyt:

AT = {Ai, J:os P; e.siinjc'yy kaavassa 1’ Gefl. . )

Al jos P; ei esiinny kaavassa 9

M = M[A!/P,,... A" P,]

Koska kukin predikaattisymboleista P; voi esiintya korkeintaan toises-
sa kaavoista 1" ja @', niin selvasti M'Ey ¢’ ja M’Ey/ . Néin ollen
MExY' VO, eli MEx(y Vo).

Valitaan mielivaltainen i € {1,...,n} ja a € A/. Oletetaan ensin, etta
kvanttori (Fz C t); esiintyy kaavassa 1. Talloin A7 = A;, jolloin on
olemassa s € Y, siten ettd M[A,/Py,..., A,/ P,|Ega/u ¢;. Kaavassa
Y esiintymattomét predikaattisymbolit eivit esiinny myoskadn kaa-
vassa 17, joten M’ Egq ) i, eli M'Egq(¥ V 0);. Jos taas kvanttori
(F*x C t); esiintyy kaavassa 6, niin voidaan vastaavasti paatella, etta
M E g (0 6

Oletetaan sitten, ettd kvanttori (I C t); ei esiinny kaavassa 1 V 6.
Koska M’Ex (¢ V ), niin aputuloksen (AT1) nojalla M'Ex (¢ V 0)..
Oletuksen nojalla X # (), joten voidaan valita mikd tahansa s € X,
jolloin aputuloksen (AT1) nojalla M’ FE /(1 V 0);.

Oletetaan sitten, ettd on olemassa Ai,..., A, C M, siten ettd péitee
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M'Ex(y Vv 0), ja jokaisella i € {1,...,n} sekd a € A; on olemassa
s € X, siten ettd M'F;q(¢ V 0);. Nyt pitee M'Ex ¢’ VvV ¢, eli on
olemassa Y,Y' C X, sitenettd Y UY' = X, M'Ey ' ja M Ey. 0.

Valitaan mielivaltainen i € {1,...,n} ja a € A;. Tarkastellaan ensin
tapaus, jossa kvanttori (F*z C t); el esiinny kaavassa ¢ V 0. Télloin
aputuloksen (AT1) nojalla M’Ey ¢! ja M'Ey 6. Mikili nyt Y = 0,
niin triviaalisti M Ey . Jos taas Y # (), niin voidaan valita mika
tahansa s € Y, jolloin aputuloksen (AT1) nojalla M’/ 97 Néin
ollen induktio-oletuksen nojalla M Fy 1. Vastaavalla tavalla voidaan
paatella, ettd M FEy/ 60, joten MEx 1 V6.

Oletetaan sitten, ettd kvanttori (3°z C t); esiintyy kaavassa 1. Koska
nyt kvanttori (I°x C t); ei esiinny kaavassa 6, niin voidaan péétella
kuten edelld, ettd MFEy 6. Koska nyt (¢ V ), = 4., niin oletuksen
nojalla on olemassa s € X, siten ettd M’ F,/,) ¥;. Soveltamalla sitten
aputulosta (AT2) tiimeihin Y ja {s[a/u]}, saadaan ettd M'FEy 1)
Nyt voidaan kdyttaa induktio-oletusta tiimiin Y U {s}, jolloin saadaan
ettd M Eyygqg ¢. Koska (Y U{s})UY' = X, niin M Ex v V0. Paattely
on vastaavanlainen, jos kvanttori (3°*x C t); esiintyy kaavassa 6.

Olkoon p = F x .

Oletetaan ensin, ettd M Ex 3* 1. Siis on olemassa F : X — P*(M),
siten ettd M Fx(r/q 9. Induktio-oletuksen nojalla on olemassa joukot
Ay, . A, © M, siten ettd M'Exp/,¢’ ja kaikilla i € {1,...,n}
sekid a € A; on olemassa r € X[F/z], siten ettd M’ (4, 1], missa
M= M[Al/Pl, e 7An/Pn]

Koska M'FEx[p/q ¢, niin M'Ex F )/, eli M'Ex(Fx). Valitaan
mielivaltainen i € {1,...,n} ja a € A;. Nyt on olemassa r € X[F/x],
siten ettd M’ F, (4, ¥;. Koska r € X[F/x], niin on olemassa s € X ja
m € F(s), siten ettd r = s[m/z|. Maaritelldén nyt:

F': {sla/u]} = P*(M), s.e. sla/u] — {m}.

Nyt selvésti {s[a/u]}[F'/x] = {r[a/u]}, joten M'FE 4/, 3 ;. Néin
ollen siis M’ Fgjq/u)(3° 2 )],

Oletetaan sitten, ettd on olemassa A;,..., A, C M, siten ettd péitee
M'Ex(Fz), ja jokaisella i € {1,...,n} sekd a € A; on olemassa
s € X, siten ettda M’ lzs[a/u](ﬂs :l:w);

Nyt M'Ex F* x4/, joten on olemassa kuvaus F : X — P*(M), siten
ettd M Ex(p, ). Lisdksi jokaisella i € {1,...,n} ja a € A; on ole-
massa s € X, siten ettd M'FE;,/ I 2], eli on olemassa kuvaukset
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Fiq: {slaul} — P*(M), siten ettd M'E (o u}(F,., /) ¢;- Médritelladn:

F': X — P*(M), se.
s F(s)U{be Fq(sla/u]) |ie{l,...,n},a € A,
sla/u] € dom(F;,)}

X" = {{slaful}[Fia/a] | i € {1,...,n},a € A;,s € dom(Fi,)}
Kuvauksen F” ja tiimin X’ méaaritelmien nojalla patee selvésti, etté
X[F/x]U (X' | dom(X[F/z])) = X[F'/x].

Nain ollen aputuloksesta (AT2) seuraa, ettd M’ FExp/ /1), Lisdksi nyt
jokaisella ¢ € {1,...,n} sekd a € A; on olemassa r € X[F'/z]|, siten
ettd M'F,q/ ;. Néin ollen induktio-oletuksen nojalla M Ex(pr /4] 1,
eli MEx Fz.

Olkoon pu =Vx.

Oletetaan ensin, ettd MFx Va1, Siis MFx(a/, 1, jolloin induktio-
oletuksen nojalla on olemassa Ay, ..., A, C M, siten ettd M'Fx(ar/2) ¥’
ja jokaisella i € {1,...,n} sekd a € A; on olemassa r € X[M/z], siten
ettd M'F, g/ ¥;. Talloin M'Ex Vo', eli M'Ex(Va).

Valitaan sitten mielivaltaiset i € {1,...,n} ja a € A;. Nyt on olemassa
r € X[M/x], siten ettd M’'FE, [, ¢;. Talléin on olemassa s € X ja
m € M, siten ettd r = s[m/x]. Maaritelladn

F : {sla/u]} — P*(M), s.e. sla/u] — {m}.

Nyt {sla/u]}[F'/x] = {r[a/u]}, joten M"E /) F x1);. Koska s € X,
M'ExVay' ja ' € FOp, niin lemman 2.3 nojalla M'F,Vx ' Kos-
ka muuttuja u ei esiinny kaavassa v/, niin niin lemman 3.3 nojalla

M ':s[a/u] V. Taten M’ ':S[a/u] B xw; AV, eli M’ ':S[a/u] (Vl‘w);

Oletetaan sitten, ettd on olemassa Aq,..., A, C M, siten ettd péa-
tee M'Ex(Vx), ja jokaisella i € {1,...,n} sekd a € A; on olemassa
s € X, siten ettd M’ Fsla/u] (Vaz),. Nyt MEx V' eli M’ ':X[M/x} ).

Valitaan mielivaltaiset i € {1,...,n}jaa € A;. Nyt on olemassa s € X,
siten ettd M'Fgq/ 32 AV x4 Siis erityisesti on olemassa kuvaus
F:{sla/ul} = P*(M), siten ettd M'F(q/uy(r/2) ¥i- Nyt on olemassa
alkio m € M, siten ettd s[a/u,m/z] € {s[a/u]}[F/z]. Koska liséksi
Y; € FOp, niin lemman 2.3 nojalla M"E g/ /2 ¥;. Lisiksi selvisti
sim/x] € X[M/x], joten induktio-oletuksen nojalla M Ex(ps/4) ¢, eli
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e Olkoon p = (Fz Ct);4, jollain j € {1,...,n}.
Oletetaan ensin, ettd pitee MFEyx(Fz C t);20. Néin ollen on ole-
massa kuvaus F' : X — P*(X(t)), siten ettd M FExp/y 1. Induktio-
oletuksen nojalla on olemassa osajoukot Aq,..., A, C M, siten etté
MIA /Py, ... Ay P Exipg ¥, jajokaisellad € {1,...,n} sekia € A;
on olemassa r € X[F/z], siten ettd M[A/Py,..., Ay/Py]Erjaju) ¥
Merkitaén:
val(F) :={a € F(s) | s € dom(F)}

Maaritellaan:

val(F'), josi=j ,
Al = {A- 05§ £ ] (ie{l,...,n})

M = MIALJP,,... AP,

Koska predikaattisymboli P; ei esiinny kaavassa v, niin M'F x(p/2) 9.
Liséiksi koska val(F) = A = PJM, niin M’ Fx(p/2) Pjz. Néin ollen
MEx Fa(PxNyY'), eli M'Ex(Fz Ct)4).

Valitaan ensin mielivaltainen i € {1,...,n} \ {j} ja a € A;. Koska
P; ei esiinny kaavassa 1], niin on olemassa r € X|[F/z|, siten etta
M Eyjq/y ¥y Téll6in on olemassa s € X, siten ettd r = s[m/z], jollain
m € F(s). Lisaksi koska val(F') = PJM, niin M’ F,(q/u Pjx. Méaritel-
laan kuvaus:

F': {sla/u]} = P*(M), s.e. sla/u] — {m}.
Nyt {sla/ul}[F'/z] = {rla/u]} ja M'E,jq/ Pz A}, joten néin ollen
M Ego F o (Pjx Ny, eli M tzs[a/u]((ﬂs x Ct);0);.
Olkoon sitten i = j ja a € A}. Koska a € A} = val(F') C X(t), niin on

olemassa s € X, siten etta s(t) = a. Talloin

sla/ul(u) = a = s(t) = s[a/ul(t).

Néin ollen M'FE,,/u = t. Valitaan jokin m € F(s) ja merkitadn
r = s[m/x]. Méaritelldén kuvaus:

Fy: {sla/u]} = P*(M), s.e. sla/u] — {m}.

Koska nyt M'Exp/g ¢, r € X[F/x] ja kvanttori (I C t); ei esiin-
ny kaavassa ¢, niin aputuloksen (AT1) nojalla M’/ 1. Koska
lisdksi m € val(F) = PJM, niin M’ F, 4/ Pjx. Selvisti pitee, ettd
{sla/ul}[F'/z] = {r[a/u]}, joten M'FEqp) F 2 (Pjz A 95). Edelleen
M’ ':S[a/u] u=tANFPx (PJZL’ A\ 1/)5), eli M’ hs[a/u]((ﬂs x C t)jilb);
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Oletetaan sitten, ettd on olemassa Aq,...,A, C M, siten ettd péa-
tee M'Ex((Fx C t);4), ja jokaisella i € {1,...,n} sekd a € A; on
olemassa s € X, siten ettd M, ((F*x C t);4);.

Talloin M'Ex 3°x (Pjx Ay'), joten on olemassa F' : X — P*(M), siten
ettd M'Fx(p/q Pjw A1)'. Liséksi jokaisella ¢ € {1,...,n} jaa € A; on
olemassa s € X, siten ettd M’'Fg, 32 (Pjz A 1)), eli on olemassa
kuvaukset Fj, : {s[a/u]} — P*(M), joille M/':{s[a/u]}[Fi,a/x] le’ VAN w;

Maaritellaan:

F': X — P*(M), se.
s F(s)U{be Fq(sla/u]) |ie{l,....,n},a € A,
sla/u] € dom(F;,)}

X' = {{slaful}[Fia/a] | i € {1,...,n},a € A; s € dom(Fi,)}
Kuvauksen F’ ja tiimin X’ mééritelmien nojalla pétee selvésti, etté
X[F/x]U (X' | dom(X[F/z])) = X[F'/x].

Niin ollen aputuloksesta (AT2) seuraa, ettd M’ Fx(p /. Pjz A1), jol-
loin erityisesti M'FEx(p /49, Liséksi nyt jokaisella i € {1,...,n} ja
a € A; on olemassa r € X[F'/xz], siten ettd M'F, (4, Pjz A1, jolloin
erityisesti M’ F,(q/y) ¥;. Taten induktio-oletuksen nojalla M E x5/ 9.
Riittaa siis osoittaa, ettd im(F") C P(X(¢)).

Valitaan mielivaltainen B € im(F’) ja a € B. Tallsin B = F'(s)
jollain s € X. Koska nyt sla/z|] € X[F'/z] ja M'Exp s Pjx, niin
a € PJM = A;. Oletuksen nojalla nyt on olemassa s’ € X, jolle pétee
M’ #S/[a/u]((ﬂs xz C t)ﬂﬁ); Siis M’ i:s/[a/u] u=tANP I(PJZE VAN 77/);), jolloin
erityisesti M'Eyq u = t, eli s'[a/ul(u) = s'[a/u](t). Talloin

a=slaful(u) = s'la/u](t) = §'(t).
Siis a € X (t), joten im(F") C P(X(t)), ja titen MEx(F z C t);9.

Olemme nyt valmiita todistamaan alkuperaisen vaitteen, eli etta

ME @, joss MEE,

£:= 3P1...3Pn(g0'/\ /\‘v’u(ﬁPiu\/gpg)).
i=1

Oletetaan ensin, ettd M E . Aputuloksen (AT3) nojalla on olemassa joukot

..., A, C© M, siten ettd M'F ¢’ ja kaikilla i € {1,...,n} sekd a € A; on

olemassa s € {0}, siten ettd M’ Fgjq/ ¢}, missé M’ = M[A1 /Py, ..., A,/ P,).
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Valitaan mielivaltainen j € {1,...,n} ja mééritellddn

{Y = {r € {0}[M/u] | r(u) & A;}
Y= {r € {0}[M/u] | r(u) € A;}

Nyt selvisti YUY’ = {@}[M /u]. Koska A; = PjM/, niin tiimin Y mééritelméan
nojalla M’y —Pju. Valitaan mielivaltainen r € Y'. Nyt r(u) € A;, joten
on olemassa s € {0} siten, ettd M'FE)/ @) Téytyy olla, ettéd s = 0 ja
edelleen ettd s[r(u)/u] = r. Néin ollen siis M'F, ;. Koska ¢ € FOL ja
r € Y’ oli mielivaltaisesti valittu, niin lauseen 2.3 nojalla M’ Fy ¢

Néin ollen M’ Fygyar/u) ~PjuV ¢} ja edelleen M'EVu (=PjuV ¢}). Koska
Jj €{1,...,n} oli mielivaltaisesti valittu, niin M’'E A, Vu (=PuV ¢}). Niin
ollen M'E¢' AN Vu(=PuV ), eli MEE.

Oletetaan sitten, ettd M E €. Siis on olemassa sellaiset Aq,..., A, C M, ettd
MEY NN Yu(=PuV ¢)), missi M' = M[A,/P,...,A,/P,]. Télléin
erityisesti M’ F ¢'.

Valitaan mielivaltainen j € {1,...,n} ja a € A;. Koska nyt on voimas-
sa, ettd M'EVu (=PuV ¢}), niin M’ Egynyg —Pju V ). Siis on olemassa
YY" C{D}[M/u], siten ettd YUY’ = {0} [M/u], M'Fy =Pju ja M'Ey: .

Maaritellaan tulkintafunktio r := {(u,a)}. Nyt r € {@}[M/u] ja koska
r(u) =a€A; = PJM, niin ei voi olla ettd r € Y. Taytyy siis olla, ettda r € Y.
Koska M'Fy ¢ ja ¢’ € FOp, niin lemman 2.3 nojalla M'F, ¢}. Koska
lisaksi = ([a/u], niin aputuloksen (AT3) nojalla patee, etta M E . O

Korollaari 4.26. INF-logiikka sisdltyy EMSO-logitkkaan lauseiden tasolla.

Todistus. Vaite seuraa suoraan lauseesta 4.25. O

4.5 IEF-logiikan ilmaisuvoima

Tassa kappaleessa tutkimme IEF-logiikan ilmaisuvoimaa. Tiedamme siita jo
paljon INF- ja EXF-logiikoille todistamiemme tulosten perusteella. Saamme
heti seuraavan korollaarin:

Korollaari 4.27. 1EF-logiikka on ilmaisuvoimaltaan tdsmdlleen yhtd vahva
kuwin INEX[1]-logiikka.

Todistus. Vaite seuraa suoraan korollaareista 4.14 ja 4.10. O

Olemme aiemmin todenneet, ettd [EF-logiikka ei ole alaspéin suljettu
eika suljettu yhdisteiden suhteen. Nain ollen se ei voi sisaltya kaavojen tasolla
DEP- eikd NDEP-logiikkaan. Kuitenkin se sisaltyy INEX-logiikkaan ja néin
ollen edelleen INDEP-logiikkaan.
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Seuraavissa pykélissd tutkimme IEF-logiikan ja EMSO-logiikan vélista
suhdetta lauseiden tasolla. Pyrimme osoittamaan, ettd ne ovat itse asiassa
ilmaisuvoimaltaan tasmalleen yhté vahvat.

4.5.1 1IEF;-lauseen ilmaiseminen EMSO;-lauseella

Osoitimme lauseissa 4.26 ja 4.22, ettd INF- ja EXF- logiikka sisaltyvit mo-
lemmat EMSO-logiikkaan lauseiden tasolla. Sama voidaan todistaa myos
[EF-logiikalle kaytten apuna vastaavia todistuksia INF- ja EXF-logiikoille:

Lause 4.28. Olkoon ¢ 1EF-lause. Tdlléin on olemassa EMSOyp-lause &,
jolle patee:
ME @, joss MEE.

Todistus. Maaritelldén vaitteen todistamista varten logiikka EMSO/ (INF):
e Jos ¢ € INF, niin ¢ € EMSO/(INF).

e Jos ¢ € EMSO[(INF) ja R; on yksipaikkainen predikaattisymboli,
niin 3 R; ¢ € EMSO(INF).

Osoitetaan, ettd nyt on olemassa EMSO/ (INF)-lause x, siten etta
ME @, joss MEy

Lause y voidaan maaritelld tasmalleen samalla tavalla kuin lauseen 4.21 to-
distuksessa maariteltiin lause &, lisddmalla kaavan ¢ méérittelyyn kohta:

o (Fzct)y) =(Fzct)yf

Todistus on muuten taysin samanlainen kuin lauseelle 4.21, paitsi ettd in-
duktiota pitdd tdydentda tapauksella y = (Fz C t)1. Tami on kuitenkin
Y":n méaritelmésta johtuen suoraviivainen todistaa:

MEx(Fz Ct)y
< On olemassa F': X — P*(X(t)), s.e MEx[p/z ¢
L On olemassa F : X — P* (X (1))
ja Al, . ,An Q M s.e. M/ ':X[F/x} ¢/
& On olemassa Ay, ..., A, C M se. MEx(FzCt)y
& Onolemassa Ay,..., A, C M se. MEx((Fz Ct)y),
missd M’ := M[A1/Py,..., A,/P,].
Koska x € EMSO/(INF), niin on olemassa INF-lause v ja predikaattisym-

bolit P, ..., P,, siten ettd x = 3P, ...3 P,7. Sovelletaan nyt lausetta 4.25
INF ;-lauseeseen 7, jolloin saamme EMSO -lauseen 9, jolle patee, etta

ME~, joss MEJ.
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Maaritelldén nyt & := 3 P;...3 P, . Télloin selvasti £ on EMSO_-lause, ja
liséksi on voimassa:

MEp & MEy,
= ME3IP... 3Py,
< on olemassa A;,... A, C M, s.e. M[A/Py,...,A./PE"~,
< on olemassa Ay,... A, C M, s.e. M[A/Py,...,A,/P,ES,
o ME3IP,...3P,
S MEE.

]
Korollaari 4.29. IEF-logiikka sisdltyy EMSO-logiikkaan lauseiden tasolla.

Todistus. Vaite seuraa suoraan lauseesta 4.28. O

4.5.2 EMSO;-lauseen ilmaiseminen IEF-lauseella

Edellisen pykéalan tuloksesta seuraa luontevasti kysymys siité, sisaltyyko IEF-
logiikka aidosti EMSO-logiikkaan, eli onko olemassa EMSO -lauseita, joita
ei voi ilmaista [EF-logiikalla. Vastaus tahén on kielteinen, silld voidaan to-
distaa, ettd myos kddnteinen véite pétee.

Taméan kaannoksen idea on hyvin yksinkertainen: korvataan EMSOp-
lauseen edesséa olevat d P;-kvanttorit kvanttoreilla 3° w; misséa w;:t ovat tuo-
reita muuttujia. Korvataan lisiksi kvantifioituja predikaattisymboleita vas-
taavat literaalit P;t inkluusioatomeilla ¢ C w; ja literaalit =Pt ekskluusio-
atomeilla t | w;.

Meidén pitad kuitenkin ottaa huomioon pari seikkaa. Ensinnédkin pitaa
taata, etta kaikki muuttujille w; kvantifioidut arvot siilyvat tiimissé jokaisen
alikaavan tapauksessa. Arvoja voi kadota disjunktion kohdalla, kun tiimi jae-
taan kahtia. Taméa voidaan valttad korvaamalla disjunktiot méaritelmén 3.18
mukaisilla termijoukon arvot sailyttavilla disjunktioilla V., 4, -

Toiseksi pitdd huomioida, ettd kvantifioitujen predikaattisymbolien P;
tulkinnaksi voidaan antaa tyhja joukko, kun taas muuttujaan w; pitaa aina
liittaa epatyhja joukko. Taméa ongelma voidaan onneksi vélttaa, silla jokainen
EMSO -lause voidaan esittaéd sen kanssa ekvivalentissa muodossa, jossa pre-
kaattisymbolien tulkinnoiksi taytyy liittad epétyhjia joukkoja. Todistamme
tdman seuraavassa lemmassa:

Lemma 4.30. Olkoon ¢ := AP, ... P, 0 EMSOy-lause, missi 6 € FOp,.
Talloin on olemassa x € FOp, siten ettd

ME @, joss on olemassa epdtyhjit joukot
Al,...,An g M s.e. M[Al/PlyaAn/Pn]':X
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Todistus. Todistetaan vaite induktiolla kaavan ¢ toisen kertaluvun kvantto-
rien lukumaéran n suhteen. Mikéli n = 0, niin ¢ = 9, jolloin voidaan trivi-
aalisti valita x = ¢. Tehdaén sitten induktio-oletus etté vaite patee kaavalle
3P, ...3P,_14. Néin ollen on olemassa kaava £ € FOy, siten etté

MEZFP,...3P,_10, joss on olemassa epéatyhjat joukot
Al; Ce 7An71 g M s.e M[Al/Pl, Ce ,Anfl/Pnfl] 'Zf

Olkoon ¥ € Sf(§). Maaritelldén kaava 1’ rekursiivisesti seuraavasti:

Y’ =), jos 1 on literaali ja P, ei esiinny kaavassa 1)

(Put) = (t #1)
(mPut)" = (t =1)
(b AOY =v' N
(Vo) =y v

/ stwl

(F )
(va Vi

Maaritelladn taman perusteella kaava y seuraavasti:
x=&ve.
Todistetaan ensin seuraava aputulos:
Aputulos. Oletetaan ettd p € Sf(y) ja X on tiimi. Talloin pétee:
(AT1) MEx ', joss M[0/P,| Ex p.
Todistetaan tdama induktiolla kaavan p rakenteen suhteen:

e Mikéli p on literaali, siten ettd P, ei esiinny kaavassa f, niin p' = pu.
Lisaksi koska P, ei esiinny kaavassa pu, niin MFx u, jos ja vain jos
MID/P,] Ex pu. Tiaten MEx 1/, jos ja vain jos M[0/P,]Ex p.

e Olkoon = P,t. Nyt MExt #tja M[D/P"|Ex P,t eivit kumpikaan
pade missddan mallissa M milldén tiimilla X # (). Mikali taas X = (),
niin ekvivalenssin molemmat puolet ovat triviaalisti tosia. Nain ollen
MEx(P,t), jos ja vain jos M[D/P,|Ex P,t.

e Olkoon p = =P,t. Nyt MExt =t ja M[D/P"]Ex —P,t pitevit mo-
lemmat kaikissa malleissa M kaikilla tiimeilld X. Téaten M Ex(=P,t)’,
jos ja vain jos M[0/P,|Fx —Pyt.

e Tapaukset u =9V AN0, u=v VO, u=FzxyYjapu=VYary ovat kaikki
suoraviivaisia todistaa.
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Osoitetaan sitten, etta

MEZFP,...3P,0, joss on olemassa epatyhjit joukot
Ay, o AL C M s.e M[A /Py, ..., A/ P E X

Oletetaan ensin, ettda ME3 P, ...3P,6. Siis on olemassa By,..., B, C M,
siten ettda M[By/Py,. .., B, /P, EJ. Koska nyt M[B,/P,|E3 P, ...3 P, 410,
niin induktio-oletuksen nojalla on olemassa epétyhjat Aq,...,A,_1 € M,
siten ettd M[A1/Py, ..., An_1/Pn_1, B,/ P, FE.

Mikéli patee B, # 0, niin voidaan valita A,, := B,, jolloin on voimassa
M[A/Py, ..., AP, EE ja edelleen M[A,/Py, ..., A,/P,]F x. Mikéli taas
B,, = 0, niin valitaan A, := M ja merkitaan M’ := M[A,/P,..., A,/ P,).
Koska nyt M'[/P,] F &, niin aputuloksen (AT1) nojalla patee, ettda M'EE’.
Néin ollen M[A; /Py, ..., A,/P.]F x.

Oletetaan sitten, ettd on olemassa epatyhjat Ay, ..., A, C M, siten etté
M'E x, missa M' := M[A,/Py, ..., A,/P,]. Néin ollen M'E¢ tai M'E'.

Jos M'E &, niin induktio-oletuksen nojalla M[A,,/P,]E3 P, ... 3 P,_10.
Néin ollen siis ME3 P, ...3 P,d. Jos taas M'E ¢, niin aputuloksen (AT1)
nojalla patee, ettd M'[0/P,]E¢. Talloin induktio-oletuksen nojalla pétee,
ettdi M[0/P,JE3Py...3 P, 15. Niin ollen siis MEI P, ... 3 P,0. O

Nyt olemme valmiita osoittamaan, etté jokaista EMSO-lausetta vastaa
sen kanssa loogisesti ekvivalentti IEF -lause:

Lause 4.31. Olkoon ¢ EMSOy-lause. Tdlloin on olemassa TEF-lause &,
jolle patee:
ME @, joss MEE.

Todistus. EMSO-lauseen ¢ edessa esiintyy darellinen méara toisen kertalu-
vun kvanttoreita. Yleisyytta rajoittamatta voidaan olettaa, etta kaikki kvan-
tifioidut predikaattisymbolit ovat eri predikaattisymboleita3. Merkitéin niité
Py,...,P,, jolloin o =3P ...4P,), missa § € FO.

Olkoon x € FOp lemman 4.30 madraamé kaava. T&lloin on siis voimassa:

ME @, joss on olemassa epatyhjit joukot
Al,...,An - M s.e M[Al/Pl,,An/Pn]':X

Olkoot wy,...,w, eri muuttujia, jotka eivit esiinny kaavassa y, ja olkoon

P € Sf(x).

3Mikali jokin predikaattisymboli tulisi kvantifioitua useampaa kertaan, niin ainoastaan
viimeisimmalld kvantifioinnilla olisi merkitystd. Néin ollen télldinen EMSO-lause olisi
loogisesti ekvivalentti sellaisen lauseen kanssa, josta on poistettu kaikki téllaiset monin-
kertaiset kvantifioinnit.
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Maaritelladn kaava 1" rekursiivisesti seuraavasti:

' = 1), jos 1) on literaali ja P; ei esiinny

!/

Ci

kaavassa ¢ millaan ¢ € {1,...,n}
(Pt) =t Cuw;
(~Pt) =t |w;
(WAO) ="' NG
(¢V9Y2¢’qun9
x) =Fx
) =V

(wa’
Maaritelladn nyt kaava & seuraavasti:
E:=Fw ... FPw,X.
Kaavan v’ méaaritelman perusteella £ on selvasti IEF ;-lause. Ennen varsinai-
sen viitteen todistusta todistamme ensin seuraavat aputulokset:
Aputulos. Oletetaan, etta p € Sf(x), X on tiimi siten ettd dom(X) = Fr(u)

ja Ay, ..., A, C M ovat epatyhjia. Maaritellddn seuraavat kuvaukset:

FllX%P*(M), S|—>A1
F2 : X[Fl/wﬂ — P*<M), S > Ag

Fn:X[Fl/wl,...,Fn_l/wn_l] —)P*(M), Sf—)An

Merkitasn:
M = M[A /P, ... A, /P,]
X':=X[Fi/wy, ..., F,/w,)
Nyt patee:
(AT1) Jos M'Ex i, niin MEx:

Todistetaan vaite induktiolla kaavan p rakenteen suhteen:

e Mikali y on literaali, siten etta predikaattisymboli P; ei esiinny kaavassa
p milldén ¢ € {1,...,n}, niin viite patee triviaalisti, silla nyt ¢/ = p ja
w; ¢ Vr(y') milladn 7 € {1,...,n}.

e Olkoon p = Pjt jollain j € {1,...,n}jat € Ty.

Oletetaan, etta M'FEy P;t. Siis s(t) € ij’ = A; kaikilla s € X.
Valitaan mielivaltainen » € X’. Nyt on olemassa ¢ € X, siten ettd
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g = r | dom(X). Talloin erityisesti patee, ettd r(t) = ¢(t). Koska
q(t) € A; ja kuvauksen F; mééritelmén nojalla X'(w;) = A;, niin on
olemassa 1’ € X', siten ettd r'(w;) = ¢(t). Talloin

r(t) = q(t) = r'(w;).
Nain ollen M Ex/t C wj, eli MEx/(P;t)".

Olkoon p = —P;t jollain j € {1,...,n} jat € TL.

Oletetaan, ettd M’ Ex —P;t. Siis s(t) ¢ PM = A, kaikilla s € X.
Valitaan mielivaltaiset 7,7 € X’'. Nyt on olemassa ¢ € X, siten ettd
g = r | dom(X). Talloin erityisesti pétee, ettd r(t) = q(t). Koska
q(t) ¢ A; ja kuvauksen [F; maédritelmén nojalla X'(w;) = A;, niin
erityisesti ¢(t) # r'(w;). Tall6in

r(t) = q(t) # r'(w).
Néin ollen MEy/ t | w;, eli MEx/ (=P;t).

Olkoon p =1 N 6.

Oletetaan, etta M’ Ex 1 A 0. Néin ollen M’'Ex 1 ja M'Ex 6. Talloin
induktio-oletuksen nojalla péatee, etta M Ex: 9’ ja M Ex/ 0. Néin ollen
./\/l IZX/ w, A 9/, eli M ':X’(w A\ 9),

Olkoon p =1V 6.

Oletetaan, etta M’FEx 1 V 6. Siis on olemassa tiimit Y7, Y C X, siten
ettd Y1 U Yy = X, M'EFy, ¢ ja M'Ey, . Méiaritelldén nyt jokaisella
i€ {l,...,n} kuvaukset:

G’i:Yl[Gl/wl,...,Gi,l/wi,l]—>77*(M), 8|—>Ai
Hl-:Yg[Hl/wl,...,Hi_l/wi_l]—>73*(M), S|—>Al‘

Maaritelladn lisaksi:

}/1/ = }/l[Gl/wla s 7Gn/wn]
}/2, = YQ[Hl/wl, . ,Hn/wn]

Talloin induktio-oletuksen nojalla pétee, ettd My, 1" ja MFy, 0.

Nyt mikali Y{,Y; # (), niin jokaisella ¢ € {1,...,n} on voimassa
Y{(w;)) = Yy(w;)) = A; = X'(w;). Lisdksi kuvausten F;, G; ja H;
(1 € {1,...,n}) méaritelmien nojalla patee selvésti, ettd X' = Y] UYJ.

Néin ollen M Ex 1) Vo, a0, 0 (ks. lause 3.19), eli M Ex/ (¢ Vv ).
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e Olkoon p=Fx.
Oletetaan, ettd M Ex 3z ). Siis on olemassa G : X — P*(M), siten
ettd M Fx(g/, 1. Madritelldédn kuvaus:

G : X' — P (M), se. s—G(s),
missd s € X s.e. s | Fr(u) =" | Fr(u).

Huomaa, etté koska oletuksen nojalla dom(X) = Fr(u), niin s on edel-
lisessé, kuvauksessa yksikésitteinen kullekin s’. Maaritellaan sitten jo-
kaisella i € {1,...,n} kuvaus:

F!: X|G/z][F]/wy,..., F_{/wi1] = P*(M), s.e. s— A,
Merkitaan X* := X[G/z|[F|/w, ..., F] /w,]. Induktio-oletuksen nojal-
la MEx« /. Kuvausten G’ ja F/ (i € {1,...,n}) mééritelmien nojalla

selvisti X* = X'[G"/xz], joten M Ex/ (g2 9’ Néin ollen M FEx: F* x4,
eli MEx/ (Fz ).

e Olkoon p=Vax.

Oletetaan, ettda MExVxy, eli MExn. 1. Maaritellaan jokaisella
i€ {l,...,n} kuvaus:

F: X[M/z|[F|/w1, ..., F,_Jwi—1] = P* (M), se. s~ A,.
Merkitaan X* = X[M/z|[F| /w1, ..., F!/w,]. Induktio-oletuksen no-
jalla. MEx«1'. Kuvausten F! (i € {1,...,n}) mééritelmien nojalla

selvisti X* = X'[M/x], joten M Exiar/4 7. Néin ollen MEx, V),
eli MEx/(Vz).

Aputulos. Oletetaan, ettd p € Sf(x) ja X on tiimi jolle on voimassa, ettéd
dom(X) = Fr(u) U {ws, ..., w,}. Merkitdan

A; = X(w;), jokaisella i € {1,...,n}
M/ = M[Al/Pl,,An/Pn]

Talloin on voimassa:
(AT2) Jos MEx i/, niin M'Ex p.
Todistetaan vaite induktiolla kaavan p rakenteen suhteen:

e Mikéli p on literaali, siten etta predikaattisymboli P, ei esiinny kaavassa
p millddan ¢ € {1,...,n}, niin véite patee triviaalisti, silla y' = pu.
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e Olkoon p = Pjt jollain j € {1,...,n}jat e Ty.

Oletetaan, ettd MEx(P;t), eli MExt C w;. Valitaan mielivaltainen
s € X. Koska MFExt C wj, niin on olemassa s’ € X, siten ettd
s'(w;) = s(t) . Siis on voimassa, etta

S(t) c X(wj) = Aj = P]M/
Néin ollen M'Ex Pjt.

e Olkoon p = =Pt jollain j € {1,...,n} jat e Ty.

Oletetaan, ettd M Ex(—P;t)’, eli MExt | w;. Valitaan mielivaltainen
s € X. Koska MFExt| wj, niin jokaisella s’ € X, péitee s'(w;) # s(t).
Siis on voimassa, etta

s(t) ¢ X(w;) = Ay = PM.
Néin ollen M’ Ex —P;t.

e Olkoon p =1 A6.

Oletetaan, ettd MEx(¢¥ A 0), eli MEx ' A @', Néin ollen M Ex 1/
ja MEx 6. Induktio-oletuksen nojalla M’'Ex 1 ja M'Ex 0, jolloin
M Exy NG

e Olkoon pu =1 V4.

Oletetaan, ettd MEx (¢ V), eli MEx ¢ Vi, . w, . Siis on olemassa
Y1,Ys C X, siten ettd Yy UYs = X, MEy, ¢ sekd MFEy, @', ja jos
Y1, Y2 # 0, niin Y (w;) = Ya(w;) = X (w;) jokaisella i € {1,...,n}.
Mikali Y7 = (0, niin Y5 = X, jolloin M Ex . Talloin induktio-oletuksen
nojalla M'Ex 0 ja edelleen M’Ex 1) V 0. Vastaavasti jos péatee, ettd
Y: = 0, niin MEx )/, jolloin induktio-oletuksen nojalla MEx v ja
edelleen M'Ex ¢ V6.

Oletetaan sitten, ettd Yy, Y, # (0. Télloin induktio-oletuksen nojalla

{me/& o Yalw,) P B
M[Ya(wy)/ Py, ..., Yo(wy) /Py Fy, 0

Koska nyt Y] (w;) = Ya(w;) = X (w;) = A; jokaisellai € {1,...,n}, niin
M Ey, ¢ ja M'Ey, 0. Néin ollen M'Ex 1V 0.
e Olkoon p = Fx.

Oletetaan, ettd MEx(Fx)), eli MEx Fx). Siis on olemassa ku-
vaus F': X — P*(M), siten ettd M Fxp/5) 9. Induktio-oletuksen no-
jalla M'Ex(p/2 9, joten M'Ex Iz
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e Olkoon p=Vax.

Oletetaan, ettd M Ex (Va 1)), eli M Ex V' Néin ollen M Ex /g ¥,
jolloin induktio-oletuksen nojalla M"FEx(ar/2) 9. Taten M'Ex Vx ).

Olemme nyt valmiita todistamaan alkuperéisen véitteen, eli etté
ME @, joss MEE.

Oletetaan ensin, etta M F ¢, eli on olemassa epatyhjat A, ..., A, C M, siten
ettd M'FE x, missa M’ = M[A,/P, ..., A,/P,]. Maaritelladn kuvaukset:

Fy {0} —» P*(M), s+ A
Fy : {Q}[Fy Jwi] = P(M), s— A
Fn.: {0} Fyjwr, ... Fuoi/wn—q] = PY(M), s— A,

Merkitdan X' := {Q}[Fi/wy, ..., F,/w,]. Nyt aputuloksen (AT1) nojalla on
voimassa, ettd M Fyx/ x’. Nain ollen ME Fw; ... Fw,Y/, eli MEE.

Oletetaan sitten, ettd M EE, eli ME Fw; ... Fw,x . Néin ollen on olemassa
kuvaukset:

Fl : {@} — P*(M)a
Fs {@}[Fl/w1] — P*(M)a

Fn : {@}[Fl/wl, ey Fn,l/wn,l] — P*(M),
s.e. MEx X', missa X := {0}[Fy/wy, ..., F,/w,)].
Maaritelladn tdmén perusteella:

A; = X (w;) jokaisellai € {1,...,n}
M = M[A, /Py, ..., A,/ P,]

Talloin aputuloksen (AT2) nojalla M'FEx x. Koska wy, ..., w, ¢ Fr(y), niin
X | Fr(x) = {0}. Néin ollen lemman 3.3 nojalla patee, ettd M'F x ja edelleen
on voimassa, ettd MF . ]

Korollaari 4.32. EMSO-logitkka sisaltyy TEF-logiikkaan lauseiden tasolla.

Todistus. Vaite seuraa suoraan lauseesta 4.31. ]
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Huomautus. EMSO;-lauseen kadnnoksessd IEF;-lauseeksi on luontevaa
ajatella, ettd kuhunkin tulkintafunktioon liitetdén muuttujan w; arvoiksi ko-
ko joukko A;. Voisimme vaatia tdman méarittelemélla kaavan £ muodos-
sa 3wy ... F w,X'. Tamé ei ole kuitenkaan vélttdmatonta, silld disjunktiot
V.., takaavat, ettd muuttujien wy, . .., w, arvot pitda valita niin, etta ehto
X(w;) = A; voidaan sailyttaa.

Olemme siis saaneet osoitettua, ettd IEF-logiikka on lauseiden tasolla
ekvivalentti EMSO-logiikan kanssa:

Korollaari 4.33. IEF-logiikka on lauseiden tasolla ilmaisuvoimaltaan tds-
mdalleen yhtd vahva kuin EMSO-logiikka.

Todistus. Viite seuraa suoraan korollaareista 4.29 ja 4.32. ]

Saamme tamén ja edellisten kappaleiden tuloksista kokonaisuudessaan
seuraavan kaavion logiikoidemme ilmaisuvoimasta kaavojen tasolla:

INDEP =
INEX
C &)

U
(NDEP = INC | ( DEP — EXC )

IEF =
INEX][1]

U
)

Lisaksi olemme saaneet osoitettua, ettd IEF-logiikka on lauseiden tasolla
ekvivalentti EMSO-logiikan kanssa ja ettd seuraavat sisdltymiset ovat aitoja
myos lauseiden tasolla:

INCON C INF
CON C EXF
EXF c DEP[2]
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Luku 5

Y hteenveto

Kéaymme téasséd luvussa vielda lyhyesti lapi aiheita, joita olemme késitelleet
téssa tutkielmassa, sekéd niiden pohjalta tekemiimme tuloksia. Pohdimme
samalla joitain avoimiksi jadneitd kysymyksia seka aihepiiriin liittyvia mie-
lenkiintoisia teemoja jatkotutkimusta ajatellen.

Tutkimuskohteenamme ovat olleet inkluusio- seké ekskluusio-operaatiot
kvantifioinnin tasolla. Maarittelimme tata varten uudet kvanttorit (3°z C t)
sekd (F x| t) ja edelleen INF-, EXF- seka IEF-logiikat. Voidaan kysyé, etta
onko maarittelemamme semantiikka naille uusille operaatioille ainoa miele-
kas lahestymistapa, vai voisiko olla jokin vaihtoehtoinen luonteva tapa maé-
ritelld inkluusio- ja ekskluusio-operaatiot kvantifioinnin yhteydessé.

Saimme osoitettua, ettd INF=INC[1] ja EXF=EXC][1]. Taten esitte-
lemémme inkluusio- ja ekskluusiokvanttorit ovat nain maériteltyind hyvin
tiiviissé suhteessa inkluusio- ja ekskluusioatomeihin; oikeastaan kyseessa on
vain erilainen nakokulma samaan aiheeseen. Tata voi pitdd toivottavana,
silla tavoittelimme INF- ja EXF-logiikoilla juuri erilaista ldhestymistapaa
inkluusio- ja ekskluusiologiikoihin, vastaavaan tapaan kuin IF-logiikka ja riip-
puvuuslogiikka ovat erilaisia ldhestymistapoja samaan aiheeseen.

Nain maariteltyind INF- ja EXF-logiikat paatyivat kuitenkin olemaan
vain pienié fragmentteja inkluusio- ja ekskluusiologiikoista. Voidaankin miet-
tid, etta olisiko inkluusio- ja ekskluusiokvanttoreita mahdollista yleistda niin,
ettd niiden avulla voitaisiin ilmaista paikkaluvultaan minké tahansa suurui-
sia inkluusio- tai ekskluusioatomeita. Talloin pdatyisimme niita kdyttien sa-
maan ilmaisuvoimaan kuin koko inkluusio- ja ekskluusiologiikka.

Mielestani hyvé tapa arvioida loogisten operaatioiden luontevuutta on
tutkia millainen peliteoreettinen semantiikka niille voidaan esittad. Maarit-
telemillemme kvanttoreille (F*x C t) ja (F¥x | t) voidaan esittdd mielesténi
hyvin luonnollinen peliteoreettinen semantiikka. Mikéli néitéd kvanttoreita
haluttaisiin ldhtea yleistdmaédn, niin pitaisi myos pohtia miten se vaikut-
taa niiden peliteoreettiseen tulkintaan. Naité aiheita olisi syyta pohtia jat-
kotutkimuksessa, joka ldhestyy téata aihepiirid nimenomaan peliteoreettisen
semantiikan ldhtokohdista.

115



Osoitimme, ettd EXF-logiikka on ilmaisuvoimaltaan aidosti yksi- ja kaksi-
paikkaisten riippuvuuslogiikoiden vélissé, ja etta vastaavasti INF-logiikka on
aidosti yksi- ja kaksipaikkaisten NDEP-logiikoiden valissa. Tieddmme edel-
leen inkluusio- ja ekskluusiologiikoiden ilmaisuvoimasta, etta niille pétee:

DEP|[1] c EXC[1] c DEP[2]
NDEP/1] c INC[1] ¢ NDEP[2]

Tiedamme lisaksi, etta kaikki ylla olevista sisaltymisistd ovat aitoja myos
lauseiden tasolla, paitsi mahdollisesti INC[1] ja NDEP|2]-logiikoiden vélinen
sisaltyminen, jonka osoitimme aidoksi ainoastaan kaavojen tasolla. Ylla ole-
vista sisdltymisista herda kysymys, etta voidaanko niité yleistaé k-paikkaisille
atomeille, eli patevatko alla olevat siséltymiset jokaisella k& > 1.

DEP[k] c EXC[k] C DEP[k + 1]
NDEP|k] C INC[k] ¢ NDEP[k + 1]

Mikali edelliset sisaltymiset péatevit kaavojen tasolla, niin voidaan edelleen
kysya, ettd patevatko ne myos lauseiden tasolla. Koska NDEP-logiikkaa ei ole
tutkittu juurikaan, niin sen suhteen on myo6s paljon muita mielenkiintoisia
avoimia kysymyksia. Taman tutkielman tuloksista ei esimerkiksi viela sel-
via, ettd voidaanko NDEP[2]-logiikalla ilmaista lauseiden tasolla jotain mita
EMSO-logiikalla ei voi ilmaista, vai sisaltyyko sekin EMSO-logiikkaan.

Osoitimme liséksi, etta lauseiden tasolla INF- ja EXF-logiikka sisalty-
viat molemmat EMSO-logiikkaan ja IEF-logiikka on itse asiassa sen kanssa
ekvivalentti. Nain ollen edelleen EMSO-logiikka on lauseiden tasolla ekviva-
lentti yksipaikkaisen inkluusio-ekskluusiologiikan kanssa. Tésté heraa kysy-
mys, etta pateeko yleisesti, etta k-paikkainen inkluusio-ekskluusiologiikka on
lauseiden tasolla ekvivalentti k-paikkaisen ESO-logiikan! kanssa.

Toinen kysymys mita voidaan pohtia néiden tulosten pohjalta on, etta
millaisia EMSO-logiikan fragmentteja ovat INF- ja EXF-logiikat. Edelleen on
mielenkiitoinen kysymys, ettd miké on sitten INF- ja EXF-logiikoiden véalinen
suhde lauseiden tasolla. Tiedetaéan, etté riippuvuuslogiikka vastaa lauseiden
tasolla ESO-logiikkaa [17] ja edelleen sama pétee myos ekskluusiologiikalle.
Lisaksi Gallianin ja Hellan tulosten [7] nojalla inkluusiologiikka vastaa GFP-
logiikkaa ("Greatest Fixed Point Logic’). Koska GFP-logiikka sisiltyy aidosti
ESO-logiikkaan, niin voisi olettaa ettd niin ollen myts INF-logiikka siséltyisi
lauseiden tasolla aidosti EXF-logiikkaan. Mutta tamé tarkoittaisi edelleen,
ettd EXF-logiikka olisi lauseiden tasolla ekvivalentti EMSO-logiikan kanssa.

Taméan tutkielman tulokset ovat nostaneet esiin monia mielenkiintoisia
kysymyksia, jotka ansaitsevat laajempaa jatkotutkimusta. Onkin mielenkiin-
toista ndhda millaista kehitysta talla uudella logiikan saralla viela tapahtuu
lahivuosina.

!Tarkoitamme k-paikkaisella ESO-logiikalla ("Existential Second Order Logic’) ensim-
méisen kertaluvun logiikan laajennosta, jossa voidaan eksistenssikvantifioida korkeintaan
k-paikkaisia relaatiosymboleita kuten EMSO-logiikassa kvantifioitiin yksipaikkaisia.

116



Kirjallisuutta

Samson Abramsky ja Jouko Vaénanen: From [F to BI: a tale of depen-
dence and separation. Synthese, Volume 167, Number 2. March, 20009.

Heinz-Dieter Ebbinghaus ja Jorg Flum: Finite Model Theory, second edi-
tion. Springer-Verlag, Berlin Heidelberg, 1999.

Arnaud Durand ja Juha Kontinen: Hierarchies in Dependence Logic.
ACM Trans. Comput. Log. 13(4): 31, 2012.

Pietro Galliani: Upwards Closed Dependencies in Team Semantics. Gan-
dALF 2013: 93-106.

Pietro Galliani: The Dynamics of Imperfect Information. Vaitoskirja. Ins-
titute for Logic, Language and Computation, Amsterdam, 2012.

Pietro Galliani, Miika Hannula ja Juha Kontinen: Hierarchies in inde-
pendence logic. CSL 2013: 263-280.

Pietro Galliani ja Lauri Hella: Inclusion Logic and Fixed Point Logic.
CSL 2013: 281-295.

Erich Grédel ja Jouko Vaananen: Dependence and Independence. Studia
Logica: Volume 101, Issue 2: 233-236, 2013.

Miika Hannula: Hierarchies in inclusion logic with lax semantics. CoRR
abs/1401.3235, 2014.

[10] Leon Henkin: Some remarks on infinitely long formulas. Infinistic Met-

hods, Pergamon Press, s. 167-183, Oxford, 1961.

[11] Jaakko Hintikka ja Gabriel Sandu: Informational Independence as a Se-

mantical Phenomenon. Logic, Methodology and Philosophy of Science:
571-589, Amsterdam, 1989.

[12] Jaakko Hintikka ja Gabriel Sandu: Game-Theoretical Semantics. Hand-

book of Logic and Language: 361-410, Amsterdam, 1997.

[13] Wilfrid Hodges: Compositional semantics for a language of imperfect

information. Logic Journal of the IGPL, 5:539-563, 1997.

117



[14] Antti Kuusisto: A Double Team Semantics for Generalized Quantifiers.
CoRR abs/1310.3032, 2013.

[15] Leonid Libkin: Elements of Finite Model Theory. Springer-Verlag, Berlin
Heidelberg, 2004.

[16] Allen L. Mann, Gabriel Sandu ja Merlijn Sevenster: Independence-
Friendly Logic. Cambridge University Press, New York, 2011.

[17] Jouko Véadnénen: Dependence Logic. Cambridge University Press, New
York, 2007.

118



