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Tiivistelma

Tutkielmassa tutustutaan laskennallisten inversio-ongelmien teoriaan kirjallisuuden ja tie-
teellisten artikkelien perusteella. Laskennallisessa inversio-ongelmassa pyritdan ratkaise-
maan yhtalo

y=F(z)+e,

missd F' : A — B on suora malli inversio-ongelmaan liittyvien avaruuksien A ja B vélilla,
y € B kohinallinen mittaus, ¢ € B epamadriinen virhe ja x € A tuntematon tila.

Ratkaisuun liittyvada epavarmuutta voidaan arvioida luonnollisella tavalla kayttéen
todennakoisyysteoriaa, jolloin kaikki muuttujat esitetdan Lebesguen mitan suhteen abso-
luuttisesti jatkuvina satunnaismuuttujina. Télloin kirjoitamme

Y:F(X)+E7 WX,Y(xay)a

missd YV, F : @ — R™ ja X :  — R" ovat satunnaisvektoreita. Kun on saatu mittaus
y ~ Y niin inversio-ongelman tilastollinen ratkaisu on tilan X posteriorijakauma

_ 7y | z)mx(z) N
m(z|y) = T mw) Ty (y) —R[ m(y | z)mx (v)dz.

Tutkielmassa keskitytaan erityisesti inversio-ongelman tilastolliseen ratkaisemiseen, kun
suora malli F' tunnetaan.

Tutkielman puhtaan matematiikan aiheet johdattelevat lukijan funktionaalianalyysiin
sekd mitta- ja todennédkoisyysteorioihin, mitké luovat teoreettisen viitekehyksen inversio-
ongelmien esittamiseen. Kaytannon sovelluksissa rajoittuminen reaalianalyysiin ja matrii-
silaskentaan on kuitenkin usein riittdvaa. Yhtené keskeisené esimerkkina késittelemmekin
lineaarisia inversio-ongelmia euklidisessa avaruudessa.

Epélineaaristen inversio-ongelmien ratkaisumenetelmind esittelemme differentiaalilas-
kentaan perustuvan Levenbergin-Marquardtin algoritmin (LMA) ja Markovin ketju Monte
Carlo (MCMC) -menetelmié, kuten Metropolisin-Hastingsin (MH) ja adaptiivisen Met-
ropolisin (AM) algoritmit. Naytdmme tutkielmassa lisédksi, miten dimension redusointi-
menetelmid, kuten padkomponenttianalyysia (PCA), voidaan soveltaa inversio-ongelman
ratkaisemisessa.

Tutkielmassa esitellaan kasvihuonekaasujen kaukokartoitusta laskennallisten inversio-
ongelmien sovelluksena. Sovellukseen liittyvid simulaatioita ja kehitystyota voidaan pitda
tieteellisesti uutena tutkimuksena. Tutkielmaan liittyva soveltava osuus on tehty Ilmatie-
teen laitoksella, Uudet havaintomentelmét -yksikon Ilmakehéan kaukokartoitus -ryhméssa,
vuosina 2013-2014.
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Johdanto

Tutkielma johdattelee laskennallisten inversio-ongelmien teoriaan lahtien liikkeelle perus-
teista. Inversio-ongelmat ovat mielenkiintoinen ja tarkea aihe, silld kaytetyille menetel-
mille on usein monia sovelluskohteita. Nain ollen inversio-ongelmat jatkavat matematii-
kan ja sovellusten hedelmallistd vuorovaikutusta, joka on ollut térked osa matematiikan
kehitystd aina lapi sen historian. Sovelluksena esittelemme ilmakehén kaukokartoitusta.
Ilmakehén kaukokartoitus on yhteiskunnallisesti ja globaalisti merkittava tutkimuskoh-
de, silld ilmakehasta saatava tarkka tieto luo tieteellista pohjaa ilmastopaétoksille seka
vaikuttaa ihmisten mielipiteisiin.

Ratkaistava inversio-ongelma tulee usein fysiikasta tai jostakin teknisesté sovellukses-
ta, mutta niitd voidaan tutkia myos puhtaasta matemaattisesta mielenkiinnosta. Nimen-
sd mukaisesti inversio-ongelmalla eli kdanteisongelmalla tarkoitetaan suoran ongelman
ratkaisemista kadnteiseen suuntaan. "Kun derivaattafunktio tunnetaan, ratkaise alkupe-
rdainen funktio” on esimerkki yksinkertaisesta inversio-ongelmasta. Kaytannossa inversio-
ongelmiin pdadytaan silloin, kun tehdédan epasuoria mittauksia tai mittaukset ovat jol-
lakin muulla tavalla rajallisia. Epédsuorassa mittauksessa saamme tietoa kiinnostuksen
kohteesta jonkin vélittdjan avulla, josta pyrimme pédatteleméddan kohteen ominaisuuksia
mittaushetkella.

Tutkielman péaapaino on inversio-ongelmien tilastollisessa ratkaisemisessa, mutta
esitamme kattavasti myos optimointiin ja regularisointiin perustuvia ratkaisumenetel-
mid. Olemme késitelleet esimerkkeissd johdonmukaisesti lineaarisia inversio-ongelmia
euklidisessa avaruudessa, jolloin matriisilaskenta on keskeinen tyokalu. Epélineaaris-
ten inversio-ongelmien ratkaisumenetelmind olemme esitelleet Levenbergin-Marquardtin
(LMA), Metropolisin-Hastingsin (MH) ja adaptiivisen Metropolisin (AM) algoritmit.
Naistd ensimméinen perustuu derivaattoihin ja lokaaliin optimointiin, kun taas jalkim-
méiset hyodyntéavat tilastollista lahestymistapaa.

Vaikka tutkielma on poikkitieteellinen, niin se on my6s matemaattisesti laaja-alainen.
Lukijan taustasta riippuen tutkielmasta voivat hyotyd ainakin matemaatikot, tilastotie-
teilijat ja fyysikot. Olemme esittédneet teorian matematiikalle uskollisesti, jolloin kaikki
véitteet pyritddn todistamaan tai antamaan todistukselle tarkka lahdeviittaus. Tarkeim-
mat algoritmit ja menetelmét esitellaan luvuissa 1.4, 4.2 ja 4.3. Todennakoisyyslaskentaa
ja tilastotiedetta késitellidn ainoastaan luvuissa 3 ja 4. Kaikki ilmakehén kaukokartoi-
tukseen ja fysiikkaan liittyva sisaltd on luvussa 5.

Luvussa 5 sovellamme teoriaa kasvihuonekaasujen kaukokartoitukseen. Esittelemme
lyhyesti fysikaalisen mallin, jonka jalkeen kdymme lépi yleisimpid tapoja ratkaista il-
meneva inversio-ongelma. Lopuksi vertailemme kayttamémme uuden menetelman tulok-
sia standardimenetelméan. Tutkielmassa esitettavia menetelmia ei ole aiemmin sovellettu
vastaavasti kasvihuonekaasujen kaukokartoituksessa. Lisaksi kéytetty fysikaalinen malli
ja siihen liittyvét inversio-algoritmit on ohjelmoitu Ilmatieteen laitoksella.

Lukijan oletetaan tuntevan ennalta topologiaa, matriisilaskentaa, vektorianalyysia ja
todennakoisyyslaskentaa. Mitdan fysiikkaan tai laskennallisiin menetelmiin liittyvié esitie-
toja ei aseteta. Taydentéaviné esitietoina tutkielma késittelee funktionaalianalyysin perus-
teita, kuten metrisié vektoriavaruuksia. Tilastollisia inversio-ongelmia varten esittelemme
kattavasti mitta- ja todennakoisyysteorioita. Keskeisimpid matemaattisia tuloksia ovat
Rieszin-Fréchet'n esityslause, Fubinin-Tonellin lause, Carathéodoryn laajennuslause, Le-
besguen mitta, Lebesguen osituslause ja Radonin-Nikodymin lause. Esittelemme lahteita
varsinaisten lukujen ja tekstin yhteydessa.



1 Johdattelua inversio-ongelmiin

Tassa luvussa tarkoituksenamme on luoda kuva siitd, mita inversio-ongelmalla yleisesti
ottaen tarkoitetaan. Pyrimme esittdmaén teorian abstraktissa muodossa, jolloin erityises-
ti normi-, Banachin ja Hilbertin avaruuksien késitteet ovat keskeisia. Kuitenkin useissa
kaytdnnon sovelluksissa rajoittuminen reaalianalyysiin on téysin riittavaa. Tarvittaessa
esitietoja voi kerrata kirjasta Real and Complex Analysis |24, Rudin].

Aloitamme esityksen funktioanalyyttisilla esivalmisteluilla, joiden jilkeen siirrymme
inversio-ongelmien késittelyyn. Useita inversio-ongelmien sovelluksia on késitelty esimer-
kiksi kirjoissa Statistical and Computational Inverse Problems [11), Kaipio ja Somersalo]
ja Linear and Nonlinear Inverse Problems with Practical Applications [18, Mueller ja Sil-
tanen], joka paneutuu erityisesti impedanssitomografiaan.

1.1 Esitietoja funktionaalianalyysista

Kasittelemme tassa alaluvussa lineaariavaruuksiin liittyvia funktionaalianalyyttisia kasit-
teitd ja tuloksia. Lukijan tulee tuntea ennalta joitakin funktionaalianalyysin perusteita,
kuten kéytettyjen struktuurien aksioomat ja perusominaisuudet. Sisatuloavaruudet voivat
olla joko kompleksisia tai reaalisia, vaikka esitimme todistukset vain kompleksisille ta-
pauksille. Lukijan on kuitenkin syytd huomata, miten kauniisti kompleksiset maaritelmat
yleistavéit reaalisia.

Maaritelma 1.1. Olkoot V' ja U R-moduleita, missd R kerroinrengas. Sanomme télloin,
ettd kuvaus L : V' — U on lineaarikuvaus, jos kaikilla z,y € V', a,b € R pétee

(1.1) L(azx + by) = aL(z) + bL(y).
Maérittelemme, ettd Rank(L) := dim(Im(L)) on lineaarikuvauksen L aste.

Kirjoitamme lineaarikuvauksien yhteydesséa lyhyesti Lx = L(x) (vrt. matriisilasken-
ta). Toisinaan lineaarikuvauksia kutsutaan lineaarioperaattoreiksi. Tassa tutkielmassa va-
litsemme kéytédnnossa aina joko R = C tai R = R, jolloin R-moduli on R-vektoriavaruus.
Lisaksi pyrimme kayttdmadn vain termia lineaarikuvaus, sillé useissa ldhteissa puhutaan
funktioista, operaattoreista ja funktionaaleista vaihtelevasti.

Maaritelma 1.2. Olkoon X metrinen avaruus, jonka metriikka on d. Sanomme, etta
(fn)nen on C’auchyrﬂ jono, jos on voimassa, etté

(1.2) Ve > 03N € Zy :n,m > N = d(fn, fn) < €).

Jos metrisen avaruuden X jokainen Cauchyn jono suppenee, niin kutsumme avaruutta X
taydelliseksi.

Mairitelméa 1.3. Olkoon V kompleksikertoiminen vektoriavaruus ja (-, -) : V* — C ku-
vaus. Télloin pari (V, (-, -)) on sisdtuloavaruus, jos jokaisella z,y,z € V' ja mielivaltaisella
skalaarilla a € C patee

S1) (z,y) = (y, z), missa ylaviiva viittaa kompleksikonjugaattiin,

S2) (z +y,2) = (z,2) +(y, 2),

! Augustin Cauchy (1789-1857) oli ranskalainen matemaatikko, joka oli yksi matemaattisen analyysin
ensimméisistd tutkijoista. Useat méaritelmét ja tulokset kantavat hdnen nimedén.



S3) {ax,y) = a(z,y),
S4) (z,z) >0,ja (z,2) =0<= 2 =0
Lisdksi sanomme, ettd (-,-) on avaruuden H sisdtulo.

Sisdtuloavaruudessa X vektorin x € X normi maaritelladn asettamalla

(1.3) llz|| = \/{x, x).

Edelleen jokaiseen sisatuloavaruuteen X voidaan indusoida metriikka asettamalla
d(z,y) := ||z — y||. Kun tdméa metriikka on taydellinen, niin avaruutta X kutsutaan Hil-
bertird avaruudeksi.

Sisatulo sisaltda tietoa vektorien keskindisesté kohtisuoruudesta. Kun vektoriavaruu-
teen liitetdan pelkka etaisyyden kasite eli normi, niin saamme normiavaruuden. Jokainen
normiavaruus on myos metrinen avaruus. Jos tama metriikka on tdydellinen, niin kyseessa
on Banachir] avaruus.

Maaritelma 1.4. Olkoot N; ja Ny normiavaruuksia sekd L : N; — Ny lineaarikuvaus.
Téalloin kuvauksen L normi

(1.4) IL]| := sup{ [[Lz|| [z € Ny, [|lzf <1}

Jos ||L]] < oo, niin sanomme, ettd L on rajoitettu lineaarikuvaus.

Esimerkki 1.5. Olkoon edellisen méaritelméan oletukset voimassa. Kun x € N; ja a € C,
niin patee

(1.5) [L(az)|| = laLa|l = |al | L[|, [[La]] < [[L]|[lz]].

Lisaksi jalkimmaisessa epéayhtdlossé ||L|| on pienin luku, jolla epdyhtdlé on tosi. Naisté
saadaan vield seuraavat esitykset lineaarikuvauksen normille

IL] = sup{ [ L[| [ 2 € Ny, [[=]] = 1}

(1.6) Lz
= sup ”||m||H |z € Ni,z #0 ;.

Todistus. Todistetaan vain kaavoista epayhtéloa || Lz|| < ||L|| ||x| koskevat viitteet,
silld ensimmaéinen yhtalo on triviaali. Vaite pétee selvasti erikoistapaukselle z = 0. Ol-
koon & € Ny, & # 0. Nyt patee ||z " |La| = |||l ™" La| = L2 )| < [IL]. Sis
yhtapitavasti || Lz| < ||L]] ||z]]-

Oletetaan nyt vastoin viitetté, ettd on olemassa 0 < M < || L], jolle on voimassa
arvio ||Lz| < M ||z||. Kirjoitetaan M = ||L|| — &, missd ¢ > 0. Koska (||L]| — ¢) ||z|| =
|L|| [|z|| = € |||, niin patee ||Lz| < ||L||||z] — € ||z||. Kun ||z|| = 1, niin on voimassa

[Lz| < |IL][ —e.
Ensimméisen kaavan ((1.5)) perusteella ndemme, etta
IL]| = sup{ || L[| [z € Ny, [[=f| = 1}

Siis || L] ei olisikaan edellisen kaavan mukainen supremum, joten olemme paétyneet risti-
riitaan. Nyt kaavat (1.6 ovat kaavojen (|1.5)) suoria seurauksia. ]

2David Hilbert (1862-1943) oli saksalainen matemaatikko, jota pidetéin yhteni aikansa tirkeimmisté
matemaatikoista. Han esitti vuonna 1900 kuuluisat "Hilbertin ongelmat”, jotka ovat osaltaan ohjanneet
matematiikan kehitysta viimeisen sadan vuoden aikana.

3Stefan Banach (1892-1945) oli puolalainen matemaatikko, joka on kehittéinyt erityisesti vektoriava-
ruuksien teoriaa.



Maaritelma 1.6. Olkoon N normiavaruus. Talloin M C N on sen suljettu aliavaruus,
jos

1) se on vektoriavaruuden N aliavaruus ja

2) se on suljettu avaruuden N metrisen topologian suhteen.

Lause 1.7. Olkoon N normiavaruus. Jos M on avaruuden N aliavaruus, niin tdlloin
myds sen sulkeuma M on aliavaruus.

Todistus. Olkoot x,y € M ja a € C skalaari. Nyt sulkeuman maééritelmin mukaan on
olemassa jonot (z,),(y,) € M siten, ettd ne suppenevat kohti lukuja x ja y. Tallin
lim, oo ©,, + Yy = = + ¥y ja lim,_, ax, = ax. Siis x + y,ax € M. O

Selvasti jos (z,y) € R, niin talléin (z,y) = (y, ). Voimme néin ollen tehdi seuraavan
madaritelmén.

Maaritelma 1.8. Olkoot H Hilbertin avaruus ja x,y € H. Jos (z,y) = 0, niin sanom-
me, ettd x ja y ovat kohtisuorassa. Merkitsemme télloin, ettd x L y. Merkitadn edelleen
vektorin x ortokomplementtia

(1.7) vt ={yeH: vy},
ja kun M C H, niin merkitsemme joukon M ortokomplementtia

(1.8) Mt = () =t

reM

Helposti huomataan, ettd - on avaruuden H suljettu aliavaruus (ks. esim. [24] s. 83]).
Niin ollen myéskin suljettujen aliavaruuksien leikkauksena M~ on suljettu aliavaruus.

Esimerkki 1.9. Vrt. [24] s. 97, Exercise 1]. Olkoon H Hilbertin avaruus ja M C H sen
suljettu aliavaruus. Télloin (ML)t = M.

Todistus. Olkoon x € M. Nyt méiritelmén mukaan y € M+ = (x,y) =0eliz € (M*1)*.
Siis M C (M*+)*+.

Todistetaan sitten viiteen toinen suunta. Olkoon z € (M*)* ja P : H — M ortogo-
naaliprojektieﬁ, ts. P(u+v) = u, kun u € M ja v € M*. Tiedetdin, etti x = Pz + Qu,
missi Q : H — M~ on ortogonaaliprojektio joukkoon M+. Nyt ortogonaaliprojek-
tion konstruktion perusteella on siis voimasssa, etti x — Pz € M-+, Toisaalta péitee
Px € M C (M*)!, joten oletuksen perusteella x— Pz € (M*)+. Niin ollen ||z — Pz|| = 0,
joten x = Pz € M. Siis (M+)+ C M. Niin olemme todistaneet, etti (M)t =M. O

Esimerkki 1.10. Olkoon H Hilbertin avaruus ja M C H sen aliavaruus. Tall6in M=
M.

Todistus. Koska M C M, niin M C M*. Todistetaan sitten viite toiseen suuntaan.
Olkoon z € M+*. Talléin kaikilla y € M péitee (x,y) = 0. Lisiksi koska M on tz'he
sulkeumassaan M, niin sisitulon jatkuvuuden perusteella {x,y) = 0 kaikilla y € M. Néiin
ollen M+ C . Niin olemme todistaneet, etté M= ML ]

40lemassaolo- ja yksikisitteisyystulokset todistetaan lihteessi [24, s. 84-85]. Kiytdmme téissi vai-
heessa oletusta, ettd M on suljettu.

®Sanomme, etti joukko A C B on tihed joukossa B, jos B C A (so. jokainen piste 2 € B on jonkin
pisteen y € A ympéristossd). Kaytdmme tdssd sisdtulon jatkuvuutta, joka on todistettu ldhteessa [24] s.
81-82].



Lemma 1.11 (Cauchyn-Schwarzin| epayhtls). Olkoot H Hilbertin avaruus ja x,y € H.
Talloin
[z, )| < [l [ ly]l -

Todistus. Todistus perustuu helpohkoon laskutoimitukseen. Yksityiskohtia varten ks. [24]
s. 80]. O

Lemma 1.12. Olkoon L : V — U lineaarikuvaus, missi V ja U ovat R-moduleita. Jos
V' CV jaU CU ovat alimoduleita, niin L(V') C U ja L~Y(U’) C V ovat alimoduleita.
Erityisesti Ker(L) CV ja Im(L) C U ovat alimoduleita.

Todistus. Voidaan todistaa suoralla laskulla kdayttaen kuvauksen L lineaarisuutta. O

Lause 1.13 (RieszinﬂFréchet’nﬁ esityslause). Olkoon H Hilbertin avaruus ja L : H — H
jatkuva lineaarikuvaus. Tdlldin on olemassa yksikdsitteinen y € H, jolle Lx = (x,y).

Todistus. Vrt. [24, s. 85]. Jos Ran(L) = {0}, niin ainoa mahdollinen valinta on y = 0.
Oletetaan sitten, ettd Ran(L) # {0}.

Todistetaan olemassaolo ensiksi. Oletuksemme mukaan on olemassa x € H, jol-
le Lv # 0. Koska L on jatkuva kuvaus, niin edellisen lemman perusteella Ker(L) on
suljettu aliavaruus. Edelld olleen esimerkin perusteella (Ker(L)*)t = Ker(L), joten
Ker(L)* \ {0} # 0. Voidaan siis valitaan sellainen z € Ker(L)*, etté ||z|| = 1. Maéritel-
ld4n, etti

uw:= (Lx)z — (Lz)z.

Nyt L(u) = 0, joten u € Ker(L). Néin ollen (u, z) = 0. Nyt siis
0= (u,z) = ((Lx)z — (Lz)z,z) = La(z,z) — Lz(x, z)

eli
Lz = Lx(z,z) = Lz(x, z).

Maaritellaan sitten, ettd y := (Lz)z, jolloin

(w,y) = (x, (L2)z) = Lz(z,x) = (Lz) (z,2) = Lx.

Nain olemme saaneet todistettu olemassaolon.

Osoitetaan lopuksi yksikésitteisyys. Oletetaan, ettd jokaisella x € H pétee (x,y) =
(x,y"). Kirjoitetaan nyt z := y — ¢/, jolloin (x,z) = 0 jokaisella x € H. Erityisesti jos
valitsemme = = z, niin saamme ||z|| =0 eli z = 0. O

Lause 1.14. Olkoot Ny ja Ny normiavaruuksia sekd L : Ny — Ny lineaarikuvaus. Tdlloin
seuraavat ovat yhtdapitivid

1) L on rajoitettu;

2) L on jatkuva;

SHermann Schwarz (1843-1921) oli saksalainen matemaatikko, joka tydskenteli erityisesti komplek-
sianalyysin parissa. Fi tule sekoittaa ranskalaiseen, myoskin menestykselliseen, matemaatikkoon Laurent
Schwartziin (1915-2002).

"Frigyes Riesz (1880-1956) oli unkarilainen matemaatikko, joka teki perustavanlaatuista tyétd funk-
tionaalianalyysin parissa.

8Maurice Fréchet (1878-1973) oli ranskalainen matemaatikko, joka kehitti metristen avaruuksien k-
sitteen ja tutki topologiaa.



3) L on jatkuva jossakin pisteessi x € Ny.

Todistus. Vrt. [24], s. 102]. Todistetaan aluksi tapaus "1) = 2)”. Edella todistettiin, etta
|L(z1 — z2)|| < ||L]] ||x1 — x2||. Néin ollen ||L(zy — z2)|| — 0, kun 29 — x; eli L on
jatkuva. Tapaus ”2) = 3)” on triviaali.

Todistetaan lopuksi tapaus ”3) = 1)”. Oletetaan, ettd L on jatkuva pisteessa xg € Nj.
Valitaan jokin € > 0. T4ll6in jatkuvuuden perusteella on olemassa § > 0, jolle ||z — xo|| <
0 = ||Lx — Lxy|| < €. Tehdédén téhan sijoitus t = x — xg, jolloin siis

[t < 0 = [|L(t + o) — Laoll = | L(t + w0 — xo)[| = || Lt[| <e.
Siis [[Lt]| / [t} = 1L/ L] < €/9, joten [L]| < /0. =

Kun edellisen lauseen oletukset ovat voimassa, niin merkitdén rajoitettujen line-
aarikuvausten joukkoa merkinnalla £(Ny, Na).

Lause 1.15. Olkoot By ja By Banachin avaruuksia sekd L : By — By rajoitettu lineaa-
rikuvaus. Tdlloin jos L on bijektio, niin on olemassa sellainen 6 € R, , ettd jokaisella
x € X patee

(1.9) [ L]l = 6= -
Siis myos L~' on rajoitettu lineaarikuvaus.

Todistus. Ks. [24] s. 106]. Varsinainen vaite saadaan todistettua avoimen kuvaus-
la,useeﬂﬂ (eng. open mapping theorem) seurauksena.

Todistetaan jilkimmaéinen osa. Bijektiivisyydesti seuraa, ettd, L=! on olemassa. Méé-
ritelmin mukaan L~'y = z, jos ja vain jos Lz = y. Suoraviivainen lasku osoittaa kiin-
teiskuvauksen olevan myoskin lineaarikuvaus. Nyt asettamalla x = L'y kaavasta
seuraa, etta ||[L71|| < 1/6. O

Maaritelma 1.16. Olkoot B; ja B, Banachin avaruuksia sekd L : Dom(L) — By lineaa-
rikuvaus ja Dom(L) C By. Sanomme lineaarikuvausta L kompaktiksi, jos jonolla (Lzy,)nen
on joukossa B suppeneva osajono aina, kun jono (z,),eny € Dom(L) on rajoitettu.

Huomautus 1.17. Lineaarikuvauksen kompaktiudelle on useita erilaisia, mutta tietyin
oletuksin yhtépitavid, maaritelmié (ks. esim. [23] s. 97-98], [18] s. 294] ja [0, s. 180]). Se
mitd maaritelméda kannattaa kiyttad riippuu, missa kontekstissa tyoskennelladn. Olemme
valinneet jonoihin perustuvan maaritelméan, jotta seuraavan lauseen todistaminen onnis-
tuu sulavasti.

Lause 1.18. Olkoot By ja By Banachin avaruuksia sekd L : By — By kompakti lineaari-
kuvaus. Tdlloin lineaarikuvaus L on rajoitettu.

Todistus. Vrt. [I8, s. 294]. Olkoon L rajoittamaton lineaarikuvaus. Nyt on olemassa jono
(Tn)nen, jolle ||z,]| = 1 jokaisella n € N, ja lim,_, ||Lz,| = oco. Voimme valita jonon
(n)nen sellaisen osajonon (x;, )ken,ix € N, jolle (Lz;, )ren on aidosti kasvava ja rajoit-
tamaton. Koska L on kompakti ja (z;, )ren rajoitettu, niin jonon (Lx;, )ren tulee sisiltédd
suppeneva osajono. Tamé on ristriita, joten L on rajoitettu. O]

9 Avoin kuvauslause ja sen todistus on esitetty lihteessi [24] s. 104-106].



Esimerkki 1.19. Olkoot Bj, By ja Bs Banachin avaruuksia sekd L : Dom(L) — B,
kompakti lineaarikuvaus ja Dom(L) C B;. Jos A : By — Bj on jatkuva lineaarikuvaus,
niin Ao L : Dom(L) — By on kompakti lineaarikuvaus.

Todistus. Olkoon (z,)nen rajoitettu jono avaruudessa Dom(L). Nyt jonolla (Lx,,)nen on
avaruudessa By suppeneva osajono (a,),en. Koska A on rajoitettu lineaarikuvaus, niin
my0s (Aay,)nen suppenee avaruudessa Bs. Siis A o L on kompakti. [

Lause 1.20 (Rieszin lemma). Olkoon X normiavaruus, Y sen aito suljettu aliavaruus ja
0 < a < 1 reaaliluku. Tdlloin on olemassa x, € X \'Y, ||z4]] = 1, jolle ||zo —y|| > «
jokaisella y € Y.

Todistus. Vastaavanlainen todistus esitetdan monissa eri ldhteissd. Kun z € X ja A C X,
niin maaritellian merkinta

d(z,A) == inf{d(x,s)|s € A},

misséd d on avaruuden X metriikka.
Olkoon z € X\ Y. Nyt d(x,Y") > 0, koska Y on suljettu. Olkoon a € Y sellainen, etté

d(z,Y)
|z —al| < )

Osoitetaan, ettéd tallainen a on olemassa. Koska

d(z,Y
0<a<l=dxY)< (IO’é >,

niin infimumin méaritelmén perusteella on olemassa a € Y, jolle

d(z,Y)
|z —al| < ( )
«

Maaritellaén sitten
r—a
Lo = )
[l — all
jolloin trviaalisti ||z, || = 1. Osoitetaan, ettd z, € X\Y.Josz, € Y, niinz = (r—a)+a €
Y, mika on ristiriitaista.
Jokaisella y € Y lisdksi patee

r—a 1
Iy =zl = |y - e = ol —ally+a—al
d(z,Y)
Z e —al ~ "
koska ||z —aljy +a €Y. O

Esimerkki 1.21. Olkoon B &éretonulotteinen Banachin avaruus ja S := {z € B ||z| <
1} suljettu yksikkokuula. Talloin

a) on olemassa jono (x,)nen € S, jolla ei ole suppenevaa osajonoa;

b) avaruuden B identiteettifunktio I ei ole kompakti.



Todistus. a) Konstruoidaan jono (x,),en € S, jolla ei ole suppenevaa osajonoa. Ol-
koon x; € S mielivaltainen. Olkoon n > 1 ja oletetaan, ettd olemme valinneet
pisteet xy1,...,x, € S, joille ||x; — zy| > % jokaisilla 1 < k,I < n,k # [. Nyt
X, := span(zy,...,x,) on adrellisulotteinen ja titen suljettu aliavaruus. Koska B
on adretonulotteinen, niin B # X,,. Rieszin lemman mukaan on olemassa x, 1 € 9,
jolle ||zpy1 — xg|| > % jokaisella 1 < k < n. Olemme saaneet konstruoitua induktiivi-
sesti sellaisen jonon (z,).en € S, jolla ei voi olla suppenevaa osajonoa, mika todistaa
vaitteen.

b) Nyt konstruoinnin perusteella (z,),en on rajoitettu, mutta sen kuvalla (Iz,),eny =
(Zn)nen €l ole suppenevaa osajonoa, mika todistaa vaitteen.
O]

Hilbertin avaruudessa todistus voitaisiin tehdd myos konkreettisemmin (ks. esim. [I8] s.
294]). A

1.2 Lineaarisista inversio-ongelmista

Maéritelmd 1.22. Hadamardin| mielessé hyvin mddritellylld (eng. well-posed) ongel-
malla vaadimme olevan seuraavat ominaisuudet

1) H1: Ongelmalla on ratkaisu (olemassaolo),
2) H2: Ongelman ratkaisu on yksikésitteinen (yksikdsitteisyys) ja
3) H3: Ongelman ratkaisu riippuu jatkuvasti kaytetystd datasta (vakaus).

Huonosti madritellyksi (eng. ill-posed) voidaan ajatella sellainen ongelma, joka ei toteuta
yhta tai useampaa edellisista vaatimuksista.

Esimerkki 1.23. Olkoot X ja Y normiavaruuksia seké F' : U — V lineaarikuvaus, missa
U C X jaV CY. Talloin jos yhtdlo Fa = y, missd x € U on tuntematon, toteuttaa
Hadamardin ehdot jokaisella y € V, niin F on bijektio ja F~! on jatkuva.

Todistus. Ehdosta H1 seuraa, ettd F' on surjektio. Ehdosta H2 seuraa, ettd F' on injektio.
Ehdosta H3 seuraa, ettd F'~! on jatkuva. O

Esimerkki 1.24. Olkoot H; ja Hy Hilbertin avaruuksia sekd F' : H; — H, kompakti
lineaarikuvaus. Télloin 1. lajin Fredholmin yhtdlo on muotoa

(1.10) Fz =y,

missd r € H; on tuntematon ja y € Hy tunnettu. Talléin

a) yhtalslla on ratkaisu (H1), jos ja vain jos y € Ran(F);

b) yhtélon ratkaisu on yksikésitteinen (H2), jos ja vain jos Ker(F') = {0}.

Todistus. Oletetaan, ettd Ker(F) = {0}. Olkoon Fz = Fa', missi x,2’ € Hy. Nyt Fx =
Fz' joten lineaarisuuden perusteella F(x — ') = Fao — Fa’ = 0. Siis oletuksen mukaan
x — 2’ =0 eli x = 2. Toinen suunta sekd kohta a) ovat tdysin triviaaleja. O

10 Jacques Hadamard (1865-1963) oli ranskalainen matemaatikko, joka tunnetaan erityisesti alkuluku-
lauseen todistuksesta.



Jos molemmat ehdoista ovat voimassa, niin yhtalolla (1.10]) on yksikésitteinen ratkaisu.
A

Maiaritelma 1.25. Olkoot X ja Y Hilbertin avaruuksia sekd Dom(F) C X. Télloin kut-
summe rajoitettua lineaarikuvausta F' : Dom(F) — Y suoraksi malliksi sekd avaruuksia
X ja Y tila-avaruudeksi ja data-avaruudeksi. Lisdksi kutsumme epdsuoran mittauksen
inversiomalliksi yhtaloa

(1.11) y=Fs+e¢,

missd s € Dom(X) on tuntematon tila, y € Y havaittu mittaus ja ¢ € Y epaméériinen
kohina, joka toteuttaa |le|l,, < 0 (alaindeksi ilmoittaa, minkéd avaruuden normista on
kyse), jollakin 6 > 0.

Kaikki sellaiset muuttujat, joiden arvot ovat tuntemattomia ajatellaan olevan osa tilaa
s. Kohina € on jotain sellaista, mitd emme pysty tai osaa mallintaa muuttujien avulla.
Ajattelemme siis, ettd mittaus y koostuu kahdesta osasta ns. mittauksen ytimestd F's ja
kokonaisvirheesta’ﬂ €. Virhe saattaa riippua myos tilasta s.

Epésuoraa koetilannetta mallintavan funktion F' konstruointi on usein epatriviaalia.
Onkin tavanomaista tyoskennelld likiméaériisen algoritmin kanssa, silla suljettua muotoa
ei valttamétta tunneta. Numeerisessa laskennassa kaavan diskretointi on ldahes aina
tarpeen, kuten teemme esimerkiksi luvun 5 mallissa. Tilastollisessa viitekehyksessa kaava
(1.11]) esitetddn satunnaismuuttujien avulla, mutta tahén paneudutaan tarkemmin vasta
luvussa 4.

Maaritelma 1.26. Olkoon maaritelman [L.25 oletukset voimassa. Talloin kutsumme line-
aariseksi inversio-ongelmaksi yhtélon ((1.11)) ratkaisemista eli "kun y tunnetaan, ratkaise
s”.

Seuraavaksi tarkastelemme millaisten ehtojen vallitessa lineaarinen inversio-ongelma
on hyvin maaritelty.

Lause 1.27. Olkoon mdaritelmdn |1.29 oletukset voimassa. Tdlloin jos F' : X — Y on
bijektio ja F~' on jatkuva, niin inversio-ongelma toteuttaa Hadamardin ehdot.

Todistus. Vaite on triviaali. Kuitenkaan kohinan vuoksi ratkaisu ei valttamatta ole "oi-
kea”. O]

Hyvin maaritellyt inversio-ongelmat eivat kuitenkaan ole tutkimuksen kannalta ko-
vinkaan mielenkiintoisia. Tutkimuksen kohteita ovat sellaiset haastavammat inversio-
ongelmat, jotka eivit toteuta jotakin Hadamardin ehdoista. Kun inversiomallissa
kohina on epétriviaalia, niin ehto H1 voi kaatua eli F's+¢ ¢ F(Dom(F)). Jos on olemas-
sa sellaiset kaksi eri tilaa s,s" € Dom(F'), joille F's = F's’, niin ehto H2 ei ole voimassa.
Myoskéaan ehto H3 ei ole aina voimassa. Edes mittauksien rajoittuminen suoran mallin
kuvajoukkoon F(Dom(F')) ei takaa ehdon H3 péatemistd. Seuraava lause osoittaa, ettd
Hadamardin ehdot eivét ole riippumattomia toisistaan.

Lause 1.28. Olkoot X ja 'Y Banachin avaruuksia seki F € L(X,Y). Jos F' on bijektio,
niin F~' € L(Y, X).

HEmme téssd tyossd erottele virheen lihteitd. Tieddimme vain varmasti, ettd malli ei vastaa téysin
mittausta tai “todellisuutta”.



Todistus. Viite on lauseiden ja valiton seuraus. ]

Lause 1.29. Olkoot X ja Y Banachin avaruuksia sekd F' : Dom(F) — Y kompakti
lineaarikuvaus, missi Dom(F) C X ja dim(Dom(F')) = oo. Tdlloin inversio-ongelma
Fs =1y on huonosti mddaritelty.

Todistus. Vrt. [I8] s. 40]. Oletetaan, ettd dim(Dom(F)) = co ja F~' € L(Y,Dom(F)).
Talloin Ipom(r) = F~1' o F on kompaktin ja jatkuvan kuvauksen yhdisteeni kompalkti,
kuten esimerkissi todistettiin. Toisaalta esimerkin [I.21] perustellaa tieddmme, etté
aaretonulotteisen Banachin avaruuden identiteettikuvaus Ipem(r) ei ole kompakti. Olemme
siis pdatyneet ristiriitaan, joten F:lla ei voi olla jatkuvaa kdanteiskuvausta. Se ei siis
toteuta Hadarmadin ehtoa H3. ]

Esimerkki 1.30. Olkoon H Hilbertin avaruus ja F' : H — H on kompakti lineaarikuvaus.

a) Vrt. [I8, s. 46, Exercise 3.3.1]. Talloin jos H on adretonulotteinen ja F'~! on olemassa,
niin 7! on epajatkuva.

b) Vrt. [I8, s. 46, Exercise 3.3.2]. Talloin jos F~! on olemassa, niin H on dérellisulotteinen.

Todistus. a) Nyt koska Dom(F) = H ja dim(H) = oo, niin edellisen lauseen oletukset
ovat voimassa. Edellisen lauseen todistuksen lopussa paéateltiin, ettd F:1la ei voi
olla jatkuvaa kadnteiskuvausta.

b) Koska F~' : H — H on olemassa, niin lineaarikuvauksen F' téiytyy olla bijektio F :
H — H. Koska F' on kompakti, niin se on lauseen mukaan myo6s rajoitettu.
Siis lauseen oletukset ovat voimassa, ja titen F'~! on jatkuva lineaarikuvaus. Siis

kohdan a) perusteella avaruuden H tédytyy olla dérellisulotteinen.
]

Huomataan myos, ettd kohdan a) oletukset ovat ristiriitaisia kohdan b) perusteella.

A

1.3 Regularisointimenetelmista

Inversio-ongelmat ovat usein huonosti maariteltyjé, jolloin ainakin yksi Hadamardin eh-
doista H1-3 ei tayty. Talloin pyrimme loytamadn sellaiset oletukset, joiden vallitessa on-
gelmalle on olemassa Hadamardin ehdot toteuttava likiméaarainen ratkaisumenetelma eli
reqularisoimme ongelmaa. Koska numeerisessa laskennassa matemaattinen malli taytyy
useimmiten diskretoida, niin esitimme paljon matriisilaskentaan liittyvia kasitteité ja esi-
merkkeja.

Maaritelma 1.31. Olkoot X ja Y Hilbertin avaruuksia. Olkoon F': X — Y injektiivinen
lineaarikuvaus, ja tarkastellaan siihen liittyvaa epasuoran mittauksen inversio-ongelmaa,
missd ||F's —y| < §. Télléin lineaarikuvauksien R, : ¥ — X, 0 < a < oo, kokoelmaa
kutsutaan reqularisointistrategiaksi, jos

(1.12) lim R Fs=s
a—0

jokaisella s € X. Kun reqularisointiparametri o on muuttujan o funktio, niin kutsumme
funktiota «(0) hyvdksi, jos

10



1) a(6) =0, kun 6 — 0 ja

2) jokaisella s € X pétee
sup { [Racoy = 5| 1 I1Fs =yl <6} =0,

kun 6 — 0.

Regularisointistrategia ja erityisesti hyva parametrin valinta mahdollistavat inversio-
ongelman ratkaisemisen. Regularisointistrategian muodostaminen ei ole kuitenkaan aina
suoraviivaista. Monia ongelmia voi ilmeté, kuten

a) suora malli F' ei ole injektio;

b) miten ratkaista kohinaton yhtdlo y = F's? Miten ratkaista kohinallinen yhtélo y =
F's + ¢ riittévan vakaasti (eng. robust)?

c¢) onko mahdollista johtaa kaava ||s — s'||y < g(||Fs — Fs'||y), missd ¢ : R — R on
jatkuva kuvaus, jolle g(0) = 07

d) kuuluuko saatu mittaus y kuvajoukkoon F'(X)?

Esimerkki 1.32 (SVD ja matriisin ehtoluku). Vrt. [18, s. 49-51] ja [I1l s. 311-314].
Olkoon F' € R™™ matriisi. Talloin silla on singulaariarvohajotelma (SVD)

(1.13) F=UDV",
missd D € R™" diagonaalinen ja U € R™*™ sekd V € R™ "™ ovat ortogonaalisia. Jos
n = m, niin D = diag(dy,...,d,), jos n < m, niin
D diag(dy, ..., d,)
O(m—n)xn ’

ja jos n > m, niin
D= (diag(dl, dy) omx(n_m)) .
Lukuja dy, . .., dwin(n,m) kutsutaan matriisin F' singulaariarvoiksi, ja niille patee d; > - - - >

dmin(n,m)-
Oletetaan sitten, ettd F' on kadntyvé neliomatriisi. Talloin

Fly=FYFs+¢e)=s+F e,

mistd saamme virheelle yldrajan ||[F~'e|| < |[|[F7!| ||e]|. Méaritelldin regularisointistrate-
giaksi R(y) := F~'y. Nyt kuitenkin jos ||F~!|| on suuri, niin pieni virhe voi aiheuttaa
suuren virheen inversion tulokseen F~1y. Lisiksi numeerinen kiénteismatriisin maaritté-
minen kay epavakaaksi, jos matriisin ehtoluku (eng. condition number)

dy

(1.14) cond(F) := 7

kasvaa lilan suureksi. Tama siksi, ettd kaantyville matriisille pitee F~' = VD-1UT. A

11



Maaritelma 1.33. Olkoot X ja Y Hilbertin avaruuksia. Olkoon F': X — Y lineaariku-
vaus ja tarkastellaan siihen liittyvaa epdsuoran mittauksen kohinatonta inversio-ongelmaa.
Kutsumme vektoria s(y) € X pienimman eron ratkaisuksi, jos

(1.15) 1£s(y) = ylly = min[[Fz =yl .
Pienimmén eron ratkaisua s(m) kutsutaan pienimmdn normin ratkaisuksi, jos
(1.16) |s(y)|lx = inf{ ||z]|x |z on pienimmén eron ratkaisu }.

Kun F' on matriisi, niin kutsumme pienimmén eron ratkaisua pienimmdan neliésum-
man ratkaisuksi. On tunnettua, ettd pienimman normin ratkaisun saa talloin laskettua
matriisin F Moorer"2} Penroser™| pseudoinverssin F* avulla. Kun on saatu mittaus y,
niin taméa ratkaisu on F*y. Asia kasitelldén kattavasti lahteessd [18, s. 53-55], emmekéa
esita sita tassa.

Esimerkki 1.34 (Typistetty SVD). Vrt. [I8, s. 55-56]. Jatketaan siitd, mihin esimer-
kissé jaatiin. Pyrimme nyt ratkaisemaan ongelman, joka liittyi matriisin suureen
ehtolukuun. Maéritelladn seuraavat merkinnét

reo=max{i|1 <i<min(m,n),d; >0}
ja
ro :=min {r,max{i|1 <i <min(m,n),d; > a}},
kun « > 0. Talloin matriisin F a-typistetty SVD on
(1.17) Fr.=VvDIu',

missa D on kuten D, mutta vaihdetaan d; = 0 kaikilla ¢ > r,. Mooren-Penrosen pseu-
doinverssi F'" on maaritelty vastaavasti kuin typistetty SVD, mutta asetetaan r, = r.

Voimme maéaritella sitten kuvausten kokoelman R, (y) := F.fy, missda R, : R™ — R™.
Nyt R, on méaritelty jokaisella y € R™, ja se antaa yksikasitteisen ratkaisun. Lisaksi R,
on jatkuva lineaarikuvaus, silla

17l = [vozor| < wvi|pz] o] = oz = o

Siis ratkaisumenetelmé toteuttaa kaikki Hadamardin ehdot.
Liséiksi koska F' = UDV™ | niin

Ro(y) =VDIU'(Fs+¢)=VDIDV s+ VDU,
missid VDI DV7Ts ~ s. Voimme siis arvioida virhetermié
|vDiUe| < [vDiuT|| el = |DE| llell = d..} el

Ei ole taysin selvda millainen « tulisi valita, vaan soveltaja joutuu tasapainoilemaan rat-
kaisun tarkkuuden ja vakauden kanssa. A

12Eliakim Moore (1862-1932) oli amerikkalainen matemaatikko, joka tutki erityisesti diskreettii ma-
tematiikkaa.

13Roger Penrose (1931-) on englantilainen teoreettinen fyysikko, matemaatikko ja filosofi, joka on
tutkinut erityisesti matemaattista fysiikkaa.

12



Maaritelma 1.35. Olkoot X ja Y Hilbertin avaruuksia. Olkoon F' : X — Y lineaari-
kuvaus ja tarkastellaan siihen liittyvda inversio-ongelmaa. Téalloin vektori T,(y) € X on
T z'k:honom'@ reqularisoitu ratkaisu, jos

(1.18) T.(y) € arg rrél)rgt(z),
missd t(z) == ||Fz —y|} + a||z||% on Tikhonovin funktionaali ja a sen regularisointipa-
rametri.

Esimerkki 1.36 (Tikhonovin regularisaatio euklidisessa avaruudessa). Vrt. [18, s. 64].
Jatketaan taas siitd, mihin esimerkissa jaatiin. Olkoon o € R, . Télloin T,(y) =
VD3U"y on Tihonovin regularisoitu ratkaisu, kun F = UDV™ on singulaariarvohajotel-
ma, ja

. dl dmin(m n)
D —d ’ € R,
+ a8 (d% + d? +«

min(m,n)

Suoraviivaiseen laskuun perustuva todistus on esitetdan lahteessa [18, s. 64]. Siind ase-
tetaan T,(y) = Va, a € R", ja méaritetdén sitten vektorin a alkioiden arvot, jotka
minimoivat Tikhonovin funktionaalin ¢(z).

Huomataan, etta

Ta UTy
Ro(y) =VDIUT =% Zi v;
i=1 i
ja
o 4
Ta(y) = VD+UT = ; ﬁ(ﬂ?y)'l}l

JAN

Jos tieddmme, etta inversio-ongelman ratkaisu s € X on lahella vektoria sq € X, niin
voimme minimoida funktionaalin

(1.19) t(z;50) = [|Fz = ylly +allz = sollx -

Jos tiedamme, etté ratkaisu s siled eli silla on kaikkien kertaluokkien derivaatat. Voimme
nyt minimoida funktionaalin

(1.20) t(z; 50, L) = | Fz —ylly +a | L(z = o) »

missa L on differentiaalioperaattorﬂ. Kumpaakin menettelya kutsutaan yleistetyksi Tik-
honovin reqularisaatiokst.

Esimerkki 1.37 (Reaalifunktion diskretoidut integraali- ja derivaattaoperaattorit). Vrt.
[18, s. 70]. Oletetaan, ettd f : [0,1] — R on siled. T&ll6in voimme diskretoida funktion f
tasavélisesti f(s;), ¢ = 1,...,n, missd As on vilinpituus. Huomataan, etta

0 = [ le)iem A f ).

14 Andrey Tikhonov (1906-1993) oli veniildinen matemaatikko ja fyysikko, joka teki tutkimusta monella
eri matematiikan alalla.

15Yleisemmiéissi tapauksessa liittyy Fréchet’n derivaattoihin, emmeké kisittele asiaa téssi tyossi (ks.
[11, Luku 2]).
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Tasta paatelladn, etta diskretoitu integraalioperaattori on

100 -0
F(s1) 110 - 0| (f(s1)
(1.21) c | =As|1 11 0 N
f(sn) ol e 1 (sn)
111 -1

josta voimme paétella diskretoidun derivaattaoperaattorin L, jolle
f(s1) f'(s1)
(1.22) L : = :
f(sn) f'(sn)
Toisaalta diskretoidun derivaattaoperaattorin voi méarittda suoraan myos yhtéalosta

df , o _ f(sis1) — f(s0)
g(sl) - As '

A

Vield on késittelemétta, miten parametri o tulisi valita. Tahén on kaksi yleistd mene-
telmaa Morozom’@ periaate (eng. Morozov’s discrepancy principle) ja L-kiyramenetelmd
(eng L-curve method). Esitdmme téssé vain Morozovin periaatteen. L-kdyrdmenetelméd
on késitelty lahteessa [18, s. 73-78]. Olkoon 0 < |[¢|ly, < d. Télloin hyviksyttévia ratkai-
suja ovat kaikki sellaiset T,(y) € X, joille

IFTa(y) = ylly < 6.
Morozovin periaatteen mukaan o > 0 tulee valita siten, etta
(1.23) 1FTa(y) — ylly = 0.

Esimerkki 1.38 (Morozovin periaate euklidisessa avaruudessa). Vrt. [I8] s. 72-73]. Jat-
ketaan siitd, mihin esimerkissa jaatiin. Morozovin periaate maarittaa yksikésitteisen
a > 0, jos ja vain jos

1Pyl <6 <yl

missid P : R™ — Ran(F)* on ortogonaaliprojektio. Todistuksen yksityiskohdat voi katsoa
lahteesta. Talloin Morozovin periaatteen mukaan tulee valita se yksikasitteinen «, joka
on funktion

min(m,n) o 2 m
1.24 _ 2 2 o
(121 o= % (F) e X e

Jj=1 j=min(m,n)+1

nollakohta. YA

Singulaariarvohajotelmaa ja téssé esitettyja tuloksia voitaisiin kasitelld yleisemmin
Hilbertin avaruuksissa, mutta soveltajan kannalta asian késittely euklidisessa avaruudessa
on usein riittavda. Talldinen yleisempi, mutta vihemmén kaytannonldheinen, esitys on
lahteessa [11, Luku 2]. Luvussa 4 esitimme tilastollisen lahestymistavan, jonka tietyt
erikoistapaukset vastaavat tassa alaluvussa esitettyja menetelmia.

16A. V. Morozov on venildinen matemaatikko, joka kehitti tdméin siénnén vuonna 1966 venijiksi
julkaistuissa artikkeleissa “On the solution of functional equations by the method of regularization” ja
”On the regularization of ill-posed problems and the choice of the regularization parameter”.
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1.4 Epalineaarisista inversio-ongelmista ja numeerisesta opti-
moinnista

Olemme tahén asti késitelleet vain lineaarisia inversio-ongelmia. Epdlineaarisia ovat sellai-
set inversio-ongelmat, joissa suora malli ei ole lineaarikuvaus. Tyypillisesti epélineaaristen
inversio-ongelmien ratkaiseminen on paljon haastavampaa kuin lineaaristen. Esimerkiksi
aiemmin esitetty yksinkertainen matriisilaskenta ei aina ole mahdollista.

Epélineaarisen inversio-ongelman voi yrittda linearisoida. Samantyyppisid ideoita, ku-
ten regularisointistrategia ja -menetelmat, joita olemme kéyttaneet lineaaristen inversio-
ongelmien kanssa, voi pyrkid soveltamaan myos epélineaarisiin ongelmiin. Epélineaaristen
inversio-ongelmien numeeriset ratkaisumenetelmét ovat kuitenkin usein malliriippuvaisia.

Esitamme tassa alaluvussa Levenbergin-Marquardtin algoritmin yhtené ratkaisume-
netelmané epalineaarisille inversio-ongelmille. Menetelmé ratkaisee minimointiongelman
iteratiivisesti kayttden numeerisia derivaattoja. Yksi hyvaksi havaittu optimointimenetel-
mé, joka ei perustu mallin derivaattoihin, on Nelderin-Meadin simplex algoritmd '} De-
rivaattaan perustuvat menetelmét voivat kuitenkin olla nopeampia. Luvussa 4 esitdmme
viela tilastollisen tavan ratkaista inversio-ongelmia — myos epélineaarisia.

Numeerisien optimointimenetelmien teoriaa ja soveltamista on kasitelty kattavasti
teoksessa Numerical Optimization [19, Nocedal ja Wright]. Kuitenkin téssd alaluvus-
sa esitettdva teoria perustuu vahviten ldhteeseen Methods for Non-Linear Least Squa-
res Problems [16l, Madsen, Nielsen ja Tingleff], joka késittelee kattavasti derivaattoihin
perustuvan minimoinnin teoriaa ja implementaatioita.

1.4.1 Esitietoja vektori- ja skalaarikenttien differentiaalilaskennasta seki mi-
nimoinnista

Kaytetaan jatkossa vektoria

0 0
(1.25) V Dl (al'1’ .. .78'1an> 9

jota kutsumme nablaksi. Nabla operoi joko skalaari- tai vektorikenttaan, ja siitd voidaan
johtaa useita erilaisia differentiaalioperaattoreita. Erikseen mainitsematta oletetaan, etté
sen ulotteisuus n on tilanteeseen sopiva.

Maaritelma 1.39. Olkoon f : R® — R™ derivoituva funktio. Talloin kutsumme matriisia

(1.26) Jp(x)i; = gxf] (2),

funktion f Jacobir™®| matriisiksi. Olkoon F : R™ — R kaksi kertaa derivoituva funktio.
Télloin kutsumme matriisia

O*F

funktion F Hessed Jmatriisiksi. Kun F on ainakin kerran derivoituva, niin kutsumme
vektoria VF' funktion F' gradientiksi.

17John Nelder (1924-2010) oli englantilainen tilastotieteiliji, joka yhdessi Roger Meadin kanssa keksi
kyseisen algoritmin (1965). Esim. MATLAB-funktio fminsearch kdyttda tata algoritmia.

18Carl Jacobi (1804-1851) oli saksalainen matemaatikko, joka tutki menestyksellisesti analyysid ja
lukuteoriaa.

90tto Hesse (1811-1874) oli saksalainen matemaatikko, joka tutki algebraa.
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Oletetaan, ettd f : R® — R™ on jatkuvasti kaksi kertaa derivoituva. T&llin Taylorin?|
sarjan perusteella voimme kirjoittaa

(1.28) f(x+h) = f(2) + Jp(x)h + O(|]]).
Maéaritelladn, etta
1 o 1. .
F() = 5 @I = 577 (2),
jolloin funktion f normin || f|| globaali minimointiongelma on

(1.29) "ratkaise joukko arg £I€1I1RI71L F(x)”.
Globaalin minimointiongelman ratkaiseminen on vaikeaa, joten esittelemme seuraavan
madritelmén. Olkoon ¢ > 0 kiinitetty luku. Kutsumme talloin lukua z* € R™ funktion
F lokaaliksi minimiksi, jos F(z*) < F(x) jokaisella z € B(x*,0) (z*-keskinen J-siateinen
avoin kuula). Tastd saamme edelleen [okaalin minimointiongelman, missa tulee 16ytéé
jokin lokaaleista minimeista.

Saamme funktion F' gradientille kaavan

OF of;
o (@) =2 @ S

eli VF(z) = J;(z)" f(x). Edelleen

OF (O O, 5,
8@6% = (890]( )8xk (@) + fi(x)@x]@m (x))
eli
Hp(z) = Jp(x +Zfz v)Hy, (2

1.4.2 Gaussin-Newtonin ja Levenbergin-Marquardtin algoritmeista

Kédymme lapi tarvittavan teorian, jonka jalkeen Gaussin-Newtonin ja Levenbergin-
Marquardtin algoritmien implementointi on helpohkoa. Esitdmme aluksi muutaman méaa-
ritelméan ja tuloksen liittyen matriisilaskentaan.

Maaritelma 1.40. Olkoon A € R™*™ reaalimatriisi. Talloin

a) matriisia A kutsutaan positiivisesti definiitiksi, jos se on symmetrinen ja 7 Az > 0
jokaisella z € R", x # 0;

b) matriisia A kutsutaan positiivisesti semidefiniitiksi, jos se on symmetrinen ja 27 Ax > 0
jokaisella x € R™, x # 0.

Lause 1.41. Olkoon A € R™™™ reaalimatriisi. Tdlloin
a) matriisit AT A ja AAT ovat positiivisesti semidefiniittejd;

b) matriisin A sarakkeet ovat lineaarisesti riippumattomia, jos ja vain jos AT A on kdidn-
tyva;

20Brook Taylor (1685-1731) oli englantilainen matemaatikko, joka tunnetaan parhaiten Taylorin
lauseesta ja Taylorin sarjoista.
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¢) matriisin A rivit ovat lineaarisesti riippumattomia, jos ja vain jos AAT on kddntyvd;
d) matriisi ATA + pl on positiivisesti definiitti, kun p € R ;
e) jos A on positiivisesti definiitti, niin se on kddntyvd.

Todistus. Todistukset kasitelldan matriisilaskennan peruskursseilla, mutta lukija voi teh-
d& ne helposti itsekkin. Ks. esim. A First Course in Linear Algebra [3, Beezer] tai Matriz
Algebra [1, Abadir ja Magnus]. ]

Gaussiﬂ]\f ewtom’@ algoritmi on yksi tapa ratkaista lokaali minimointiongelma. Esi-
tdmme sen johdattelevana pohjustuksena Levenbergin-Marquardtin algoritmille. Olkoon
x € R" kiinnitetty. Gaussin-Newtonin algoritmi perustuu Taylorin sarjasta johdet-
tuun lineaariseen approksimaatioon

fla+h) = 1(R) = f(@) + Jy(x)h.
Téalloin

F(z+h) ~ L(h) := ;l(h)Tl(h)
= @) F() + W) F () + ST Ty ()
= F(z) +h"Jp(2)" f(x) + ;hTJf(x)TJf(a:)h.

Nyt Gaussin-Newtonin askel hgy pisteessid x on sellainen, etté

(1.30) hen = arg }rlnin L(h).

(S

Lasku osoittaa, ettd gradientti ja Hessen matriisi ovat
VL(h) = Jp(2)" f() + Jp(@)" Tp()h,  Hyp(h) = Jp(x)" Jy(@).

Néhdédan helposti, etta VL(h)‘h_O = VF(z). Matriisi J;(x)" J;(z) on positiivisesti semi-
definiitti. Jos lisiksi J;(z)7Jp(2) on kdédntyva, niin talloin funktiolla L(h) on yksikésit-
teinen minimi hgy. Taméa minimi l0ydetadn gradientin nollakohdasta, ts. se on yhtalon
V L(h) = 0 ratkaisu. Askel hgy pienentad funktion F'(z) arvoa approksimaation mielessa,

silla

F(z +han) — F(z) # hayVF(@) = hoy (Jp(2)" f(2))
= —hen (Jp(@)" Jp(x)hen) < 0.

Voimme valita uudeksi pisteeksi ' := = + ahgy, missid « := 1 tai tehokkaammin sen
arvo voidaan hakea vz’z’vahaulla@ (eng. line search), ts.

a = arg min F(z + ahgy).
a€RL

21Carl Friedrich Gauss (1777-1855) oli saksalainen matemaatikko, téhtitieteiliji ja fyysikko, jota voi-
daan pitdéd yhtend luonnontieteiden ja matematiikan tdrkeimmista kehittéjistd kautta aikain.

22Gir Isaac Newton (1642-1727) oli englantilainen luonnontieteiliji, joka loi mm. matemaattisen perus-
tan fysiikan tutkimukselle ja differentiaalilaskennan perusteet.

ZTmplementaatio on esitetty lihteessi [16, Luku 2.3].
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Taman jélkeen toistamme menettelyéd, kunnes asettamamme lopetusehto tayttyy.

Nyt olemme valmiita esittaméan Levenbergm—Marquardtiﬂ algoritmin (LMA). Ol-
koon tilanne, kuten Gaussin-Newtonin algoritmissd, mutta asetetaan Levenbergin-
Marquardtin askel hpy; pisteessé x siten, etta

(1.31) (Jp(@)" Ty () + pD)hoar = =Jp(2)" f(2),

missa p > 0 on damping-parametri (vrt. Tikhonovin regularisaatioon, luku 1.3, ja Gaus-
sisen lineaarisen mallin MAP-estimaattiin, luku 4.1).

Jokaisella p > 0 matriisi J;(2)"J¢(x) + ul on positiivisesti definiitti, joten askel hz
on yksikasitteisesti maaratty. Jos p on suuri, niin

hin ~ —;Jf(x)T fla) = —iw(x).

Jos p on todella pieni, niin talloin hpy; = hgy. Siis damping-parametri p vaikuttaa seké
askeleen suuntaan etta pituuteen, ja meidan ei nyt tarvitse 16ytaa optimaalista askeleen
pituutta viivahaulla.
Olkoon alkuarvo x := xy € R" lukittu. Télloin lahteen [16] s. 25-27] mukaan damping-
parametrin alkuarvo p := pg tulisi valita siten, etta
x:zo} !

missda 7 € Ry on kayttajan valitsema Vakiﬂ. Kutsumme askeleen hyy; hyotysuhteeksi
(eng. gain ratio) pisteessi x lukua

(1.32) fo := T - max {diag(Jf(x)TJf(a:))

L(0) = L(har)

L(0) ~ Lhuar) = ~WE Ty (o) F (@) = SHEu ()" Ty ()b

1
= — a2 F() + (@) Ty(@) + T = Do)
1
= §th(MhLM — Jp(@)" f(x)) > 0.

Jos 6(hra) on suuri, niin télloin L(hry) ~ F(x + hry), jolloin voimme pienentad
damping-parametrin g arvoa seuraavaa iterointikierrosta varten. Télloin menetelmé on
ldhempédnd Gaussin-Newtonin askelta, joka toimii tehokkaasti todellisen ratkaisun e
lahistolla. Jos @(hry) on ldhelld nollaa, tai jopa negatiivinen, niin L(hzys) on huono
approksimaatio funktiolle F'(x 4 hpys). Talloin voimme kasvattaa damping-parametrin g
arvoa seuraavaa iterointikierrosta varten, jolloin menetelméan askelpituus pienenee ja askel
on vahvemmin vektorin —V F(z) suuntainen} Jos 6(hra) < 0 eli F(z) < F(z + hra),

24Kenneth Levenberg (1919-1973) ja Donald Marquardt (1929-1997) olivat amerikkalaisia tilastotieteli-
jOita, jotka tunnetaan erityisesti Levenbergin-Marquardtin algoritmista. Menetelmén 16ysi ensimmaisené
Levenberg (1944) ja myéhemmin Marquardt (1963).

25Peukalosaanto: Mitd lahempéna lokaalia minimid alkuarvaus xo on, niin sitd pienempi 7 tulisi valita;
esimerkiksi 7 € [1075, 1]. Menetelmi ei ole kuitenkaan erityisen herkki parametrin 7 valinnalle.

26Vektori —V F(z) on aina approksimaation mielessé vihenemisen suuntainen, mutta kuitenkaan tdms
ei valttdméttéd ole optimaalinen vihenemissuunta.
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niin till6in pysymme seuraavalla iteraatiolla alkuperiisessa pisteessa x, ja jos 6(hry) > 0
eli F(x) > F(x + hpy), niin télloin liikkumme seuraavalla iteraatiolla pisteeseen z’ :=
T+ hLM-

Jotta algoritmi pystahtyisi, tulee sille antaa ainakin yksi lopetusehto. Yksi hyva vaih-
toehto on valita sellainen € € R, , etta jos

(1.34) [z = @il < ezl + &),

niin algoritmi pysahtyy. Tamé tarkoittaa oleellisesti, ettd arvojen muutos lahtojoukon
puolella on riittavin vahéistd. Vaihtoehtoinen lopetusehto on valita sellainen 0 € R, etté
jos

(1.35) |75 £ )] < 6

9

niin algoritmi pysdhtyy. Tama tarkoittaa oleellisesti, etta ollaan saavutettu sellainen z;,
jolle VF(z;) =~ 0 eli olemme paatyneet riittdvan ldhelle lokaalia minimid. Myos néita
molempia voidaan kayttaa yhdessa.

Levenbergin-Marquardtin algoritmin yksi implemantaatio on annettu ldhteessé [10), s.
27, Algorithm 3.16]. Menetelmiin liittyvia suppenemisehtoja on todistettu lahteessa [19,
Luku 10.2], emmekéa esitd niitd tamén tyon yhteydessa. Lisaksi lahde sisiltdd suppene-
misnopeuteen liittyvid tarkasteluja. Iteratiivisen ratkaisijan suppenemisnopeus voidaan
luokitella virhejonon (xyue — x;)ien perusteella esimerkiksi lineaariseksi, nelidlliseksi tai
superlineaariseksi. Menetelmistéd on myos useita erilaisia, mahdollisesti jollakin kriteerilla
parempia, variaatiota (ks. esim. [16, Luvut 3.3-3.6]).

Olkoon nyt tarkasteltavana epélineaarinen inversio-ongelma, missa f : R® — R™ on
jatkuvasti kahdesti derivoituva suora malli ja y saatu mittaus. Voimme tall6in minimoida
funktionaalin

(1.36) F(s) 1= 5 1(5) — ol

Levenbergin-Marquardtin algoritmilla. Tamé minimi on inversio-ongelman numeerinen
ratkaisu.

Ei kuitenkaan ole takeita, ettd ratkaisu on vakaa kohinan suhteen, tai edes siité, et-
ta ratkaisu suppenee pienimmén minimin ymparistoon. Lisdksi derivaattojen laskeminen
voidaan joutua tekemaan numeerisesti. Ratkaisuna néihin ongelmiin tulemme luvussa 4
esittdamadn tilastollisen lahestymistavan. Lisaksi kaytannossa vaikeuksia voi aiheuttaa nu-
meeriseen laskentaan liittyvit ongelmat, joista onneksi monet ovat korjattavissa erilaisilla
skaalausmenettelyillé.
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2 Mittateoreettisia esitietoja

Tassa luvussa esitamme mittateorian perusteita, mutta ennakotiedot aiheesta auttavat
lukijaa huomattavasti. Luvussa 3 sovellamme mittateorian tuloksia todennakdisyysteori-
aan, mita puolestaan tarvitsemme tilastollisten inversio-ongelmien kanssa luvussa 4. Kos-
ka haluamme esittdd monia téarkeita tuloksia, niin emme pysty kasitteleméan jokaista
yksityiskohtaa. Lukija voi tekstissd annettujen viitteiden ohjeistamana tutustua puuttu-
viin yksityiskohtiin lahteistd Real and Complex Analysis [24, Rudin], Real Analysis and
Probability [2, Ash] ja Probability Essentials [20, Protter ja Jacod].

2.1 Mittateorian perusteita

Esittelemme téassa alaluvussa mitallisuuden, mitan ja mittaintegraalin kasitteet.
Maaritelma 2.1. Kokoelma A joukon 2 osajoukkoja on o-algebra, jos

1) Qe A,

2) Ac A= A€ Aja

3) jos A, € A jokaisella n € N ja A = U,y An, niin A € A.

Talloin kutsumme paria (2, A) mittalliseksi avaruudeksi ja kokoelman A alkioita mital-
lisiksi joukossa 2.

Lause 2.2. Olkoon C kokoelma joukon ) osajoukkoja. Tdlloin on olemassa joukon 2
pienin o-algebra o(C), jolle C C o(C).

Todistus. Vrt. [24], s. 12-13]. Olkoon © niiden joukon 2 o-algebrojen kokoelma, joihin C
siséltyy. Koska P(2) € 67 niin © # . Olkoon

(2.1) o(C):= (] M.

Meo©

Selvasti C C 0(C) ja o(C) € M jokaisella M € ©.

Osoitetaan vield, ettd o(C) on o-algebra. Jos A; € o(C), i € N, ja M € O, niin
jokaisella ¢ € N pétee A; € M. Siis U;eny A; € M, silla M on o-algebra. Koska U;eny A € M
jokaisella M € O, niin joukon o¢(C) maédritelman mukaan U;eny 4; € o(C). Ehdot 1-2
voidaan osoittaa vastaavasti. ]

Maaritelma 2.3. Olkoon (X, 7T) topologinen avaruus. Téll6in kutsumme avaruuden X
BoreP¥-joukoiksi kokoelman T generoiman o-algebran alkioita. Lisdksi merkitdén avaruu-
den X Borel-joukkojen kokoelmaa B(X).

Jos muuta ei mainita oletamme, ettd avaruudessa R? g-algebran muodostaa Borel-
joukkojen kokoelma B(R?) := o (O), missd O on euklidisen metriikan generoimien avoi-
mien joukkojen kokoelma.

Esimerkki 2.4. Olkoon X topologinen avaruus. Borel-joukkojen kokoelma on suppein
o-algebra, johon kuuluu jokainen avaruuden X suljettu joukko.

ZTMerkitddn joukon X potenssijoukkoa P(X).
28Fmile Borel (1871-1956) oli ranskalainen matemaatikko ja poliitikko, joka teki perustavanlaatuista
tutkimusta mittateorian ja todennikoisyyden alalla
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Todistus. Koska o-algebra on komplementtien suhteen suljettu, niin jokainen suljettu
joukko kuuluu Borel-joukkojen kokoelmaan. Olkoon © sellainen o-algebra, etta siihen
sisaltyy kaikki avaruuden X suljetut joukot. Nyt siihen sisaltyy myos ndiden komplementit
eli avoimet joukot. Talloin siis B(X) C ©, josta viite seuraa. ]

Esimerkki 2.5 (Reaalilukujen Borel-joukot). Reaalilukujen Borel-joukkojen kokoelman
B(R) generoi puoliavoimet valit | — 0o, a], missé a € Q.

Todistus. Vrt. |20, s. 8]. Olkoon C kaikkien avointen vélien kokoelma. Koska kaikki avoimet
joukot voidaan esittédéd avointen véilien numeroituvana yhdisteend, niin o(C) = B(R).

Olkoon D kaikkien muotoa | — 00, a] olevien joukkojen kokoelma, missé a € Q. Olkoon
Ja,b[ € C. Olkoon nyt (a,)nen sellainen laskeva jono rationaalilukuja, joka suppenee kohti
lukua a ja vastaavasti (b, ),en sellainen kasvava jono rationaalilukuja, joka suppenee kohti
lukua b, mutta b,, < b jokaisella n € N. Téalloin

ja.b1= Ul ] = U = 00,5001 - . 0,]%,

Siis C C o(D), joten o(C) C (D). Koska D koostuu vain suljetuista joukoista, niin
edellisen esimerkin perusteella o(D) C B(R).
Néin ollen olemme paételleet, etta

B(R) Co(C) Co(D) C B(R).

Siis (D) = B(R). O

Tietysti kokoelman B(R) generoi useat erilaiset joukkoperheet. Néain ollen edellinen
menettely ei ole yksikésitteinen tapa konstruoida reaalisia Borel-joukkoja. A

Madaritelma 2.6. Olkoon (£2,.4) mitallinen avaruus. Kutsumme funktiota p : A — [0, 00]
posititviseksi mitaksi, jos se on numeroituvasti addititvinen, ts. kun A; € A, niin

22) 5 (E’] Al-) - > ().

Lisaksi sanomme, ettd mitallinen avaruus on mitta-avaruus (€2, A, 1), kun sen mitallisissa
joukoissa on mééritelty positiivinen mitta. Vaihtamalla maalijoukoksi Ran(u) = C saam-
me ns. kompleksimitan. Mittaa kutsutaan Borelin mitaksi, jos se on madaritelty avaruuden
Borel-joukoissa.

Maaritelma 2.7. Olkoon (X, X, u) mitta-avaruus. Talloin sen sanotaan olevan o-
aarellinen, jos X = U2, X; ja jokaisella ¢ € N patee u(X;) < oo.

Maaritelma 2.8. Olkoot (£2,.4) ja (F,E) mitallisia avaruuksia. Téll6in kuvaus f : Q —
E on mitallinen, jos jokaisella A € & patee f~'(A) € A. Lisiksi sanotaan, ettd f on
Borel-mitallinen, jos £ on topologisen avaruuden Borel-joukkojen kokoelma.

Huomautus 2.9. Mitallisten kuvauksien méaritelmé on analoginen jatkuvien kuvausten
topologisen méaritelméan kanssa.

Esimerkki 2.10. Olkoot (E,E), (F,F) ja (G,G) mitallisia avaruuksia. Talloin jos X :
E — FjaY : F — G ovat mitallisia kuvauksia, niin Yo X : ' — G on mitallinen kuvaus.
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Todistus. Olkoon A € G. Nyt
(YoX)™'(A) = X"HY}(4)),

joten kuvauksen Y mitallisuuden perusteella Y ~!1(A) € F, ja edelleen kuvauksen X mi-
tallisuuden perusteella X (Y 1(A)) € &. O

Esimerkki 2.11. Olkoot (E,U) ja (F,V) topologisia avaruuksia. Télloin jokainen jatkuva
funktio X : £ — F on mitallinen, kun mitalliset joukot ovat avaruuksien Borel-joukot.

Todistus. Vrt. [20, s. 49]. Riittdd osoittaa, ettd X 1(V) C o(U), silli V generoi Borel-
joukot avaruudessa F' (ks. [20, Theorem 8.1, s. 47]). Jos O € V, niin tilléin X 1(O) on
avoin eli X1(0) € U. Siis X 1(0) € o(U). O

Lemma 2.12. Jos f ja g ovat mitallisia kuvauksia 2 — [0o, —o0|, niin tdlléin max{f, g}
ja min{f, g} ovat mitallisia.

Todistus. Ks. [24], s. 15]. O

Olkoon f mitallinen kuvaus, kuten edellisessa lauseessa. Talloin kuvauksen f positii-
viosa on ft := max{f,0} ja negatiiviosa on f~ := —min{f,0}. Edellisen lauseen perus-
teella tieddmme, etta f* ja f~ ovat mitallisia, ja lisiksi ne ovat epdnegatiivisia. Voimme
myos kirjoittaa f = fT— f~ja |f|=fT+ .

Maaritelma 2.13. Funktio f : A — B on yksinkertainen, jos Ran(f) on &érellinen.

Maaritelma 2.14. Olkoon (€2, A, ;1) mitta-avaruus ja olkoon s mitallinen yksinkertainen
funktio Q@ — [0, 00], ts.

(23) S = ZailAi,
=1

missa A; = {z]|s(x) = a; } ovat mitallisia sekd pareittain erillisid ja 14 on joukon A
indikaattorifunktio (vrt. [24] s. 16]). Jos A € A, niin méaritelldén

(2.4) / s(@)p(dz) == anw(Ai N A).

Jos f:Q — [0, 00] on mitallinen funktio ja A € A, niin mééaritellaan

(2.5) [ 1@ntdz) = sup [ s(xyu(da),

seS<s
missa
S<f:={s:0Q —[0,00]| s on mitallinen ja yksinkertainen,0 < s < f }.
Tété integraalia kutsutaan funktion f mittaintegraaliksi mitan p suhteen (yli joukon A).
Huomautus 2.15. Mittaintegraalia merkitddn myos lyhyesti [, fdpu.

Lause 2.16 (Lebesguen| monotonisen suppenemisen lause). Olkoon (2, A, ) mitta-
avaruus. Talloin jos (fn)nen sellainen jono mitallisia funktioita Q@ — [0, 00], ettd jokaisella
x €

2Henri Lebesgue (1875-1941) oli ranskalainen matemaatikko, joka tunnetaan modernin mitta- ja in-
tegraaliteorian keksijana.
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1) 0 < fi(z) < fo(x) < --- < 00 ja

2) fu(x) = f(x), kun n — oo,

niin f on mitallinen, ja

(2.6) [ t@ntdz) > [ (),
Q Q

kun n — oo.

Todistus. Ks. [24] s. 22-23]. Todistus tehddén mukaillen mittaintegraalin konstruktiota
ja kédyttaen funktiojonon supremumiin liittyvid mitallisuustuloksia. O

Maéritelma 2.17. Olkoon (9, A, 1) mitta-avaruus. Talloin méaritellaén, ettd L'(n) on
niiden kaikkien kompleksimitallisten funktioiden f : Q) — C joukko, joille

(2.7) [ 11 @n(de) < o

Sanomme, ettd L'(u) on u-integroituvien funktioiden joukko ja sen alkiot p-integroituvia
funktioita.

Seuraavan maédritelméan avulla voimme laajentaan mittaintegraalin kasitteen koske-
maan kaikkia p-integroituvia funktioita.

Maésritelma 2.18. Olkoon (9, A, 1) mitta-avaruus ja f = u +iv € L*(p), missi u ja v
ovat mitallisia funktioita Q — R. Talléin jos f € L*(u) ja A € A, niin méiritelldin

(2.8) /f /*du /u du+z/ +clu—z/v du.

Tatakin integraalia kutsutaan mittaintegraaliksi mitan p suhteen (yli joukon A).

Huomautus 2.19. Edellisessd méaritelméssa oletuksesta f € L'(u) seuraa, etté jokainen
neljasté oikeanpuoleisesta integraalista tulee olla dérellisié, silla itseisarvon |f| integraali
on darellinen, ja se on luonnollisesti osiensa yldraja. Maaritelmé kattaa myos reaalifunktiot
asettamalla v = 0.

Maaritelma 2.20. Mitta-avaruuden joukkoja A € A kutsutaan nollamitallisiksi, jos
w1(A) = 0. Mittaa p kutsutaan tdydelliseksi, jos jokaisen nollamitallisen joukon osajoukko
on nollamitallinen.

On tunnettua, ettd jokainen mitta-avaruus voidaan laajentaa téydelliseksi (ks. [24) s.
29]) eli taydellistdd.

Maaritelmé 2.21. Olkoon (€2, A, 1) mitta-avaruus. Téll6in ominaisuus P pétee melkein
kaikkialla joukossa A, jos se patee joukon A jokaisella osajoukolla, joka ei ole nollamital-
linen.
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Esimerkki 2.22. Vrt. [24] s. 28]. Olkoon f ja g mitallisia kuvauksia 2 — FE. Talloin
f = g melkein kaikkialla joukossa €2, jos

(2.9) p{ ] f(x) # g(x)}) =0.

Jos f = g melkein kaikkialla joukossa (2, niin talloin
[ 1@ ntde) = [ glayu(da),
A A

missa A € A. AN

Esitetadn Fubinin-Tonellin lause tamén alaluvun paétteeksi. Olkoon f: X xY — B
kuvaus ja A € X x Y. Jos g € X ja yo € Y, niin merkitdan f,,(y) = f(zo,y) ja
fuo = f(x,y0) sekd A,y = {y|(zo,y) € A} ja Ay, = {2]|(z,y) € A}. Namé merkinnat
eivit ole taysin tulkinnattomia, vaan alaindeksin merkitys taytyy paétella kontekstista.
Kun (X, X, p) ja (Y, ), \) ovat mitta-avaruuksia, niin merkitaan niiden tuloavaruutta

(2.10) (X XY, X®Y),

missia X ® Y = (X x )). Edelleen voimme téasta induktiolla yleistdd tuloavaruuden
késitteen.

Lemma 2.23. Olkoot (X, X), (Y,Y) ja (E, &) mitallisia avarvuksia. Jos f on mitallinen
kuvaus X XY — E, niin

a) jokaisella x € X funktio f,:Y — E on mitallinen;,
b) jokaisella y € Y funktio f, : X — E on mitallinen.

Todistus. Vrt. [24, s. 147-148]. Todistetaan kohta a). Olkoon Q = { (z,y) | f(x,y) € £ }.
Nyt oletuksen perusteella @) € X @ Y, joten Q, = {y| fo(y) € £} € YV (ks. [24] s. 146,
7.2 Theorem]|), miké todistaa véitteen. Kohta b) todistetaan vastaavasti. O

Lemma 2.24. Olkoot (X, X, pn) ja (Y, Y, \) o-ddrellisia mitta-avaruuksia. Olkoon Q) €
X @Y. Tdlloin jos p(x) = MNQy) ja Y(y) = u(Qy) jokaisella x € X jay €Y, niin ¢ ja
Y ovat mitallisia sekd

(2.11) [ e@ntdz) = [ v(y)Aay).

Todistus. Todistuksessa kidytetadn Lebesguen monotonisen suppenemisen lausetta, mutta
myos Lebesguen dominoidun suppenemisen lausetta (eng. Lebesgue’s dominated conver-
gence theorem). Téydellisen todistuksen esittdminen vaatisi melko kattavan pohjatyon,
joten emme esitd sitd tdssd, vaan annamme ldhdeviitteen [24] s. 148-149]. O

Maaritelma 2.25. Olkoon edellisen lemman oletukset voimassa. Talloin méiarittelemme,
etta

2.12) (1 x N(@Q) = [ NQu)uldw) = [ #(@,)Ndy)

Tata mittaa kutsutaan tulomitakss.
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Lause 2.26 (FubininP} Tonellinf’|lause). Olkoot (X, X, p) ja (Y, Y, \) o-ddrellisii mitta-
avaruuksia sekd f avarvuden (X X Y, X ® Y) mitallinen funktio. Tdlldin

a) jos 0 < f < oo ja
(2.13) Fx(@) = [ LMy, Bely) = [ f()utdo),
niin Fy ja Fx ovat mitallisz’ya sekd X
(2.14) )[ Pxlaulin) = /Y F (@, ) x ) / Fe(y

eli
(2.15) //fxy (dy)u dmzf/f JA(dy).

b) Jos f on kompleksifunktio ja jos

(2.16) Fi(a) = [ 1/, Ny, [ Fi@p(dr) < oo

X
niin f € L'(u x ).

c) Jos f € LY x \), niin f, € L'(\) on melkein kaikkialla joukossa X (vastaavasti
funktiolle f,). Jos Fx ja Fy ovat, kuten kaavassa (2.13)), niin Fx € L*(u) on mddritelty
melkein kaikkialla joukossa X (vastaavasti funktiolle Fy ).

Todistus. Véite on lemmojen [2.23] ja [2.24] seuraus. Todistuksen yksityiskohdat voi katsoa
lahteesta [24, s. 150-151]. O

2.2 Dynkinin ja Carathéodoryn laajennuslauseet

Tassa alaluvussa esittelemme Dynkinin ja Carathéodoryn laajennuslauseet. Carathéodo-
ryn laajennuslause on tarked mittateoreettinen tulos. Emme esité siihen liittyvaa todis-
tusta, mutta sita varten vaadittava pohjatyo ei olisi paljonkaan tassa esitettavaa laajempi.
Terminologiassa olemme noudattaneet osittain teosta Foundations of Modern Probability
[12, Kallenberg].

Maaritelma 2.27. Kokoelma A joukon  osajoukkoja on w-systeemi, jos A, B € A =
ANBe A

Maaritelma 2.28. Kokoelma A joukon 2 osajoukkoja on A-systeemi (myos Dynkz’niﬂ
luokka), jos

1) Qe A,

30Guido Fubini (1879-1943) oli italialainen matemaatikko, joka tunnetaan parhaiten Fubinin lauseen
todistuksesta.

31Leonida Tonelli (1885-1946) oli italialainen matemaatikko, joka tunnetaan parhaiten Fubinin lausetta
koskevasta tutkimuksesta.

32Eugene Dynkin on Neuvostoliitossa 1924 syntynyt, nykyisin amerikkalainen, matemaatikko, joka on
tutkinut erityisesti todenndkoisyysteoriaa ja algebraa.
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2) ABe AjaACB=B\AcA,ja

3) (Ai)ien € Aja A; C Ajy = Ujen 4i € A.

Maaritelma 2.29. Kokoelma A joukon 2 osajoukkoja on algebra, jos
1) Qe A,

2) Ac A= Ac Aja

3) ABe A= AUBe A

Kutsumme funktiota u : A — [0,00] esimitaksi, jos se on numeroituvasti additiivinen.
Sanomme, ettd esimitta on o-ddrellinen, jos on olemassa joukot A; € A, joille Q = U,en Ai
ja p(A;) < oo (vrt. mitoille tehty méaaritelma [2.7)).

Huomautus 2.30. Merkitaan kokoelman A sisdltavdd pieninta m-systeemid w(A), A-
systeemid A(A) ja algebraa a(.A). Néiden olemassaolo ja konstruktio voidaan esittdé sa-
maan tapaan kuin o-algebralle.

Lemma 2.31. Olkoon A avaruuden Q) kokoelma. Tdlloin se on o-algebra, jos ja vain jos
se on sekd w-systeemi ettd A-systeemi.

Todistus. On selvéa, ettd o-algebra toteuttaa m- ja A-systeemien ominaisuudet.
Oletetaan sitten, ettd A on seké 7- ettd A-systeemi. Olkoon A, B € A. Talloin X\ A €
A, koska se on A-systeemi. Myos

AUB = (A°NB°)° e A

Olkoon (A;);en € A. Koska dérelliset yhdisteet kuuluvat myos joukkoon A, niin B,, :=
Uk<n Ar € A. Lisdksi nouseva ketju B, suppenee kohti joukkoa U2y A, = U2, B, € A.
Myos selvasti Q2 € A. Siis A toteuttaa o-algebran ominaisuudet. ]

Herdé tietysti kysymyksid, kuten onko 7(A(A)) A-systeemi? Tai onko A(w(A)) =-
systeemi? Esitetddn seuraavaksi kaksi muotoilua Dynkinin m-A-lemmalle, joka vastaa
jalkimmaéiseen kysymykseen. Tulos tunnetaan englanniksi myos nimelld Monotone Class
Theorem. Tassa todistusten jasentelya ja lauseiden esitysta on pyritty selkeyttaméan.

Lause 2.32 (Dynkinin 7-A-lemma, 1. muotoilu). Olkoon A mw-systeemi avaruudessa €.

Télloin MA) = o(A).

Todistus. Vrt. [20, s. 36]. Edellisen lemman vuoksi riittaa osoittaa, ettd A(A) on -

systeemi. Olkoon
X:={BeXA)|VIeA:BNIe XA}
ja
Y:={Be XA IVIe XA :BnIelA)}.

Nahdéa heti, ettd A C X, Y on m-systeemi ja Y C X.
Pyritaén osoittamaan, etta

AMA) =X =Y =0(A).

Oletetaan aluksi, ettd X olisi A-systeemi. Téalloin koska A C X, niin A(A) C X. Niin
ollen joukon X madritelmén perusteella téytyy olla, ettd A(A) = X. Koska X = A\(A),
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niin kokoelmien maééritelmien perusteella A C Y. Kuten alla osoitetaan kokoelmalle X,
voimme osoittaa, ettd Y on A-systeemi. Siis Y = A(A). Toisaalta méaritelménsa perus-
teella Y on m-systeemi. Siis kokoelmien minimaalisuuden vuoksi A(A) =Y = o(A), mika
todistaa vaitteen.

Osoitetaan lopuksi, ettd X on todella A-systeemi. Selvisti 2 € X. Olkoon sitten
A Be X, AC Bjal e A Talloin

(B\A)NI=(BNI)\(ANI).

Koska BNT € MA) ja ANT € MA), niin (BNI)\(ANI) e XA). Siis B\ 4 € X.
Olkoon (A4;);eny € X nouseva ketju joka suppenee kohti joukkoa A. Téll6in kaikille I € A
patee A, NI € A(A) ja A, NI suppenee kohti joukkoa AN I. Siis ANT € \(A), joten
A € X. Olemme néin osoittaneet, ettd X on A\-systeemi. ]

Esimerkki 2.33 (Dynkinin 7-A-lemma, 2. muotoilu). Vrt. |2, s. 19, 1.3.9 Monotone Class
Theorem]. Olkoon C w-systeemi ja D A-systeemi avaruudessa 2. Talloin C C D = o(C) C
D. Liséksi edellinen on yhtapitaviaa lauseen kanssa.

Todistus. Esitaimme todistuksen vedoten edelliseen lauseeseen.

Edellisen lauseen perusteella A(C) = ¢(C). Koska C C D, niin A\(C) C D. Siis olemme
péatelleet, ettd o(C) = A\(C) C D.

Todistetaan sitten jalkimmaéinen véite. Oletetaan, ettd A on m-systeemi. Télloin ole-
tuksen perusteella o(A) C A(A). Nyt A-systeemin minimaalisuudesta ja lemmasta [2.31
seuraa, ettd A\(A) C o(A). Siis A(A) = 0(.A). Néin olemme saaneet todistettua yhtapita-
vyyden. ]

Seuraus 2.34 (Dynkinin laajennuslause). Olkoon A 7-systeemi. Olkoot P ja P’ kaksi
todenndkdisyysmittad™| mitallisessa avaruudessa (2, 0(A)). Jos P(A) = P'(A) jokaisella
A€ A, niin P(A) = P'(A) jokaisella A € o(A).

Todistus. Vrt. |20} s. 36-37]. Olkoon
D:={Aco(A)|P(A)=P(A)}.

Osoitamme, ettd D on A-systeemi, jolloin Dynkinin lemman perusteella D = o(.A). Sel-
vasti 0 € D. Olkoon A, B € D ja A C B. Télloin

P(B\ A) = P(B)— P(A)=P'(B)— P'(A) =P (B\ A).
Siis B\ A € D. Olkoon (4;);eny € D nouseva ketju, joka suppenee kohti joukkoa A. Nyt
P(A) = lim P(A,) = lim P'(4,) = P'(A),
joten A € D. Siis D on A-systeemi, jolle A C D. Nyt Dynkinin lemman mukaan o(A) =
AA) C D, mika todistaa véitteen. O

Lause 2.35 (Carathéodoryn@ laajennuslause). Olkoon A avaruuden ) algebra ja p' o-
adarellinen esimitta kokoelmassa A. Tdlloin on olemassa yksikdsitteinen esimitan i’ laa-
jennus p o-algebraan o(A).

Todistus. Ks. [2, s. 19-20]. Todistus tehdddn kiyttden ulkomitan kasitetta (ks. esim. |2,
s. 16-19]). Rajataksemme tyon laajuutta, emme késittele todistusta. O

33Todennikéisyysmittoja kisitelliin tarkemmin vasta luvussa 3, mutta olemme péittineet esittid
Dynkinin laajennuslauseen jo téssa yhteydessa.

34Constantin Carathéodory (1873-1950) oli kreikkalainen matemaatikko, joka tutki erityisesti mitta-
teoriaa ja sen sovelluksia.
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2.3 Lebesguen-Stieltjesin mitta

Kehitamme téssé alaluvussa Lebesguen-Stieltjesin mittojen teoriaa, joka on hyodyllis-
té erityisesti todennédkoisyysvektorien kanssa tyoskennellessi. Aloitamme esittamalla tér-
keimmat maaritelmat ja tarpeelliset merkinnat, jonka jalkeen todistamme perustuloksia.
Alaluvun lopuksi esitdmme hahmotelman Lebesguen mitan konstruktiosta.

Kun a € R?, niin merkitiin, ettd a = (ay,...,aq). Olkoon a,b € R Talloin madirit-
telemme seuraavat merkinnét

(2.17) Ja,b) == {z e R |Vie {1,...,d}:a; < x; < b; },

(2.18) Ja, —co[:={z e RY|Vic {1,...,d} : z; > a; }

ja

(2.19) | —o0,b] :={xeR|Vic{l,...,d}:z; < b }.

Lisaksi maaritelladn a < b, jos ja vain jos Vi € {1,...,d} : a; < b;. Maéarittelemme myos

muut valit ja jarjestysrelaatiot vastaavasti.

Misritelma 2.36. Avaruuden RY Borelin mittaa p kutsutaan Lebesguen—Stieltjesi
mitaksi, jos p(I) < oo aina, kun I on muotoa (2.17)) oleva rajoitettu véli.

Madritelmi 2.37. Olkoon f: R?Y — R funktio jai € {1,...,d}. Téllsin méiritelliin

APz, )

(2.20)
= f(xla s 7xi717b7 Tit1y--- 7xd) - f(xla ey Ti 1, Ay Tjg 1,y - - 7xd)

jokaisella a,b € R. Kutsumme operaattoria A; differenssioperaattoriksi koordinaatin ¢
suhteen.

Lause 2.38. Olkoon p avaruuden R? ddrellinen Borelin mitta ja
(2.21) F:RY =Rz p] —oo,z]).

Talloin jos a < b, niin

(2.22) p(la, b)) = AP NS R (e 1),

missa

(2.23) AP AR (g xy) = Fy— Fy 4+ Fy — Fy+ -+ (—=1)F,

ja F; on summa jokaisesta C(n,i):sta termistd, jotka ovat muotoa F(cq,...,cq), missd

cr = ag tasan i:1ld indeksilld ja cp = by, lopuilla d — v:lld indeksilld.

35Thomas Stieltjes (1856-1894) oli hollantilainen matemaatikko, joka tunnetaan erityisesti nimeiin
kantavista kasitteistd mittateoriassa. Han tutki myds momenttifunktioita ja ketjumurtolukuja.
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Todistus. Vrt. [2, s. 27-28]. Viitteen kaikki osat voidaan todistaa suoralla laskulla. Aluksi
AYPIR (g rg) = Fxy, ... 2g-1,0d) — F(x1, ..., Ta1, aq)
=p({w|w <@, wae1 S xgo1,wa < ba})
—p{wlwr <z, wa 21, wa < ag )
= p{wlwr <21,y wa-1 < @1, a0 < wa < ba }).
Jatketaan laskemista vastaavasti ja saamme lopulta, etté
AP NS Ry ag) = p({w|Vie {1, .. d} a; < wi < b}
Siis
p(la, b)) = AP AR (L ay).

Saamme jalkimmaéisen vaitteen suoraan soveltamalla differenssin méaaritelméa d kertaa.
Siis
aq;bd _
AGE (2, .. xq) = F(o, .. 2q-1,b0) — F(z1,. .., 2421, a4q).

Tasta voidaan edelleen laskea, etta

A(cllciilhbdilA?ld’bdF(xh s ,.Td)
_1,bq—
= Azd—ll d 1(F(;pl7 . ,$d—1;bd) — F(Z‘l, R ,xd_l,ad))
Lba ba
= Agd_ll ¢ 1F(l’1, ce ,{L‘d_l,bd) - A;d_ll ¢ 1F(ZL‘1,. .. ,I’d_l,ad)

= F(ﬂ?l, e ,bdfl,bd) — F(ml, . ,ad,l,bd)
- F(:Bla s 7bd—17ad) + F(.flfl, s 7ad—1aad)-

Vastaavasti jatkamalla saamme lopulta kaavan (2.23]). ]

Kun f:R? — R ja a,b € R? a < b, niin madritelldin f(]a, b)), kuten kaavassa ([2.22).
Siis

(2.24) fa,b]) = AP A f ().

Huomaa, ettd f laajennettiin joukkofunktioksi, ts. f(Ja,b]) € R, ja merkinta f(]a,?b]) ei
tarkoita téssa kontekstissa valin a < b kuvajoukkoa.

Miiritelméi 2.39. Olkoon f : R? — R funktio.
a) Funktion f sanotaan olevan kasvava, jos f(]a,b]) > 0 aina, kun a < b.

b) Funktion f sanotaan olevan oikealta jatkuva pisteessi x € RY, jos jokaiselle jonolle
(x;)ien, jolle x> x; ja x; — x, patee f(x;) — f(z). Sanomme, ettd f on oikealta
jatkuva, jos se on oikealta jatkuva jokaisessa pisteessi = € R,

c) Funktiota f kutsutaan kertymdfunktioksi, jos se on kasvava ja oikealta jatkuva.

Lause 2.40. Olkoon F : RY — R kertymdfunktio. Mdadritellddn, ettd
(2.25) 1(]a, b)) == F(]a,b)),a,b € R* a < b.

Talloin funktiolla p on olemassa yksikdsitteinen laajennus, joka on Lebesguen-Stieltjesin
mitta avarvudessa RY.
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Todistushahmotelma. Ks. [2, s. 24-25 ja 29-31]. Téasméllinen todistus olisi pitké ja tekni-
nen, joten esitetadn todistuksesta vain hahmotelma.

Olkoon A kaikkien muotoa olevien puoliavointen valien joukko. Nyt on mah-
dollista laajentaa p algebran a(.A) esimitaksi. Liséksi p on o-dérellinen, silld voimme pilk-
koa avaruuden R? sopiviin osiin, joita on numeroituvasti ja joiden mitat ovat oletuksen
perusteella aarellisia.

Edellisten huomioiden nojalla Carathéodoryn laajennuslauseen oletukset ovat voimas-
sa, joten mitalla u on yksikisitteinen laajennus avaruuteen o(a(A)) = B(R?). Lisiksi p
on Lebesguen-Stieltjesin mitta, koska ju(]a,b]) = F(b) — F(a) < c0,a,b € RY,a <b. O

Nyt voimme konstruoida Lebesguen mitan seuraavasti (vrt. [2 s. 26 ja 31]). Olkoon
Fi, ..., Fy kertyméfunktioita R:ssd ja maaritelldén F'(xq,...,xq) == Fi(z1) - Fy(xq). Nyt
F on kertymafunktio R%:ssé, silla

d

(2.26) F(la,b]) = [[(Fi(b:) — Fi(a;)).

i=1
Erityisesti kun Fj(x;) = x; jokaisella i € {1,...,d}, niin
(2.27) F(x1,...,2q) =21 14

ja asetetaan

(2.28) u(la,b)) = Flla,b]) = T[(b — ay).

i=1

Taméa vastaa luonnollista tilavuutta, ja kutsumme Lebesguen-Stieltjesin mittaa p Le-
besguen mitaksi B(R?):ssd. Merkitsemme mitta-avaruuden (RY, B(R?), u) tiydellistymidd
(R, M4, my), missi kutsumme kokoelmaa M, Lebesque-mitallisten joukkojen kokoelmak-
si ja mittaa my Lebesquen mitaksi avaruudessa R?. Lebesguen mitta kiyttdytyy, kuten
"intuitiivinen geometrinen mitta” (ks. esim. |24, s. 51-54]).

Kuten konstruktiosta nihddén, Borel-joukot B(RY) kuuluvat aidosti Lebesgue-
mitallisten joukkojen kokoelmaan Mg, mutta kuitenkaan kaikki euklidisen avaruuden R?
osajoukot eivét ole Lebesgue-mitallisia (ks. hahmotelma [24], s. 54-55]). Lebesguen mitta
on tietysti myos Borelin mitta, kun asetamme p := mg | B(R?). Merkitdéin kuitenkin
jatkossa rajoittumaa myos symbolilla my.

Huomautus 2.41. Tapauksessa d = 1 merkitsemme lyhyesti m = m; ja M = M.

Integroinnin yhteydessé on tavanomaista merkita Lebesguen mittaa symbolilla x tai
jos haluamme korostaa dimensiota, niin z¢. Siis merkitdin

(2.29) / f(a)de == / F(@)ma(dz),

missi A € My ja f : R? — C on mitallinen kuvaus. Kutsumme téitd mittaintegraalin
erikoistapausta Lebesquen integraaliksi.

Esimerkki 2.42. Avaruus (R, B(R%),m4) on o-dérellinen, silli R? voidaan esittdi dé-
rellismittaisten suljettujen kuulien numeroituvana yhdisteeni. Siis myds (R?, Mgy, my) on
o-aarellinen. A
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Kun a,b € R,a < bja [ : [a,b] — C on jatkuva funktio, niin Riemanninf ja Le-
besguen integraalit yli vilin [a,b] ovat yhta suuria. Vastaava péatee itseasiassa kaikille
Riemann-integroituville funktioille. Lebesguen mitta voidaan konstruoida eri tavoilla. Ka-
sittelemédmme konstruktio perustuu ulkomittaan ja Carathéodoryn laajennuslauseen. Esi-
merkiksi lahteessd [24] Luku 2] konstruktio perustuu Hausdorﬁinm avaruuksiin ja yhteen
monista Rieszin esityslauseista.

2.4 Lebesguen osituslause ja Radonin-Nikodymin lause

Maaritelma 2.43. Olkoon (2, A, ) mitta-avaruus. Olkoon 0 < p < oo ja f: Q — C
mitallinen funktio. Télloin

1/p
(2:30) 151, = ( i <a:>u<dx>) .

Olkoon LP(u) niiden funktioiden joukko, joille || f[|, < oco. Kutsumme operaatiota || f||,
funktion f LP-normiksi. Edelleen méaéaritelldan, ettd L°°(u) koostuu kaikista niistd funk-
tioista, joille || f|| . < oo, missa

(2.31) I fllo =inf{y € R| |f(x)] <y melkein kaikilla x € Q2 }.

Kutsumme normia || ||, supremum-normiksi.

Huomautus 2.44. Edellinen méaritelmé sopii yhteen jo aiemmin maérittelemamme
L(p) -kéisitteen kanssa. Jos m on Lebesguen mitta joukossa RY, niin télléin merkitsemme

LP(RY) := LP(m).
Huomautus 2.45. Jos f € L*(u), niin f on rajoitettu melkein kaikkialla joukossa 2.
Lemma 2.46. Mittaintegraali on lineaarinen operaattori L'(u) — C.

Todistus. Ks. [24, s. 26-27]. Todistus tehddan mittaintegraalin konstruktiota mukaillen.
O

Lause 2.47 (Rieszin—Fischerinlg_gI lause). Olkoon p positiivinen mitta mitallisessa ava-
ruudessa (2, A) ja 1 < p < oo. Tdllsin LP(u) on tdydellinen metrinen avaruus, missd
metriitkan indusot LP-normi ja alkiot samaistetaan ekvivalenssiluokkiinsa

[f] :=={g € LP(n) | f = g melkein kaikkialla joukossa €2 }.

Todistus. Lause on Minkowskirf| epdyhtdlon ja Fatour™| lemman seuraus. Yksityiskohtia
varten ks. [24] s. 69-70]. O

36Bernhard Riemann (1826-1866) oli saksalainen matemaatikko, joka kehitti merkittévisti analyysid
ja differentiaaligeometriaa. Hanet tunnetaan myos kuuluisasta Riemannin hypoteesista ja zeta-funktiosta,
jotka liittyvat analyyttiseen lukuteoriaan.

3TFelix Hausdorff (1862-1942) oli saksalainen matemaatikko, joka oli yksi ensimmaisisti "topologeista”.
Hén teki tdrkedd tutkimusta myds monilla muilla matematiikan aloilla.

38Ernst Fischer (1875-1954) oli itéivaltalainen matemaatikko, joka tutki etenkin Hilbertin avaruuksia.

39Hermann Minkowski (1864-1909) oli liettualais-saksalainen matemaatikko, joka tutki erityisesti geo-
metriaa, lukuteoriaa ja matemaattista fysiikkaa.

1OPierre Fatou (1878-1929) oli ranskalainen matemaatikko ja astronomi, joka teki tirkeitd 15yt6jd
analyysin alalla.
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Seuraus 2.48. Olkoon p posititvinen mitta mitallisessa avaruudessa (€2,.A). Tdalloin
L?(u) on Hilbertin avaruus, kun mddrittelemme sisdituloksi

(2:82) (f.9) = [ fadu

ja alkiot samaistetaan ekvivalenssiluokkiinsa [f].

Todistus. Vrt. [24, s. 81]. Koska p = 2 on itsensd konjugaatti eksponentti, ts. % + % =1,
niin fg € L'(u) (ks. esim. [24, s. 67-68, 3.8 Theorem]). Siis sisitulo on hyvinmééritelty.
Liséksi ylla oleva maaritelmé toteuttaa sisdtulon aksioomat. Rieszin-Fischerin lauseen
perusteella tiedetaén, ettd LP(u) on taydellinen metrinen avaruus jokaisella 1 < p < oo,
kun g on positiivinen mitta ja metriikan indusoi LP-normi. ]

Lemma 2.49. Olkoon (2, A, 1) mitta-avaruus. Olkoon f : Q — [0,00] mitallinen, ja
F(4) = [ f@)u(de),
A
kun A € A. Tdlloin F : A — [0,00] on mitta, ja

(2:33) [9@F(r) = [(9f)(@)u(da)

jokaisella mitallisella g : X — [0, 00].

Todistus. Ks. [24], s. 24-25]. Viite on Lebesguen monotonisen suppenemisen lauseen [2.16]
seuraus. Todistus tehdaa mittaintegraalin konstruktiota mukaillen. ]

Lemma 2.50. Olkoon (2, A, 1) mitta-avaruus.

a) Olkoon f : Q — [0, 00] mitallinen, A € A ja [, f(z)u(dzx) = 0. Tdalloin f =0 melkein
kaikkialla joukossa A.

b) Olkoon f € L'(u) ja [, f(x)u(dr) = 0 jokaisella A € A. Tdlloin f = 0 melkein
kaikkialla joukossa €.

c¢) Olkoon f € L'(u) ja

| f@ntd)

= [ 11 @)tdz).

Talloin on olemassa vakio a € R siten, etti af = |f| melkein kaikkialla joukossa Q.
Todistus. Ks. [24], s. 31]. O

Lemma 2.51. Olkoon (Q, A, i) mitta-avaruus. Oletetaan, ettd u(2) < oo, f € L'(u),
S C C on suljettu joukko, keskiarvot

(2.3) Aplf) = = [ Fwular)

kuuluvat joukkoon S jokaisella E € A ja p(E) > 0. Tdllgin f(x) € S melkein kaikkialla
joukossa X .
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Todistus. Ks. [24), s. 31-32]. O

Maaritelma 2.52. Olkoon (€2,.A, ;) mitta-avaruus. Sanomme, ettd mitta A on abso-
luuttisesti jatkuva mitan p suhteen, jos jokaisella A € A patee u(A) = 0 = A(A) = 0.
Kirjoitamme talloin, ettd A < p.

Maaritelma 2.53. Olkoon (£2,.4) mitallinen avaruus sekéd p ja A sen mittoja.

a) Sanomme, ettd mitta A on keskittynyt joukkoon A € A, jos kaikille F € A patee
W(E) = u(AN E).

b) Sanomme, ettd mitat p ja A ovat toisensa poissulkevat, ;1\, jos on olemassa sellai-
set erilliset joukot A, B € A, ettd pu on keskittynyt joukkoon A ja A on keskittynyt
joukkoon B.

Yl1la maaritellyt késitteet toteuttavat useita kéyttokelpoisia sdéntoja (ks. esim. |24 s.
129, 6.8 Proposition]).

Lause 2.54 (Lebesguen osituslause, Radoninf | Nikodyminf™|lause). Olkoon (2, A, u) sel-
lainen mitta-avaruus, jossa p on posititvinen o-ddrellinen mitta, ja olkoon A : A — C
kompleksimitta. Tdalloin

1) Lebesquen osituslause: On olemassa yksikdsitteinen pari (Mg, As) kokoelman A
kompleksi-mittoja, joille

(2.35) A=Xa+ A, A<, A Lp.
Lisdksi jos A on posititvinen ja darellinen, niin tdlloin ovat myos A\, ja As.

2) Radonin-Nikodymin lause: On olemassa yksikdsitteinen h € L' (i), jolle
(2.36) A(E) = [ h@)u(de)
B

jokaisella E € A.

Todistus. Vrt. [24, s. 129-131]. Esitdmme todistuksen vain positiivisien ja rajoitettujen
mittojen erikoistapauksessa. Tésté todistus on yleistettavissd kayttaen positiivi- ja ne-
gatitvivariaatioiden kasitteitd, joita emme halua késitelld rajataksemme laajuutta (ks.
hahmotelma [24] s. 132]).

Todistetaan molemmat vaitteet yhdella kertaa hyodyntaen Hilbertin avaruuksien tu-
loksia ja tietoa, ettd mittaintegraali on lineaarikuvaus. Tamén todistuksen on l6ytanyt
von Neumann®] 1936.

Radonin-Nikodymin lauseessa olevan h:n yksikésitteisyys seuraa lemmasta [2.50 Jos
h ja h' molemmat toteuttasivat Radonin-Nikodymin lauseen vaatimuksen, niin melkein
kaikkialla joukossa 2 patee h — h' =0eli h = h'.

41 Johann Radon (1887-1956) oli itévaltalainen matemaatikko, jonka nimei kantavat monet matemaat-
tisen analyysin tulokset.

420tto Nikodym (1887-1974) oli puolalainen matemaatikko, joka tunnetaan parhaiten mittateorian
tutkimuksesta.

43John von Neumann (1903-1957) oli unkarilaissyntyinen, mutta Amerikassa elinyt matemaatikko,
joka kehitti useita matematiikan sovellusaloja eteenpain.
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Olkoon 6 = X\ + p. Téalloin, tekemémme todistuksen rajauksen vuoksi, myoskin 6 on
positiivinen ja rajoitettu mitta. Mittojen summan perusteella

(2.37) [ 1@od) = [ @A)+ [ 1)),

kun f = 1g. Edelleen téasta seuraa, etté identiteetti patee, jos f on yksinkertainen mi-
tallinen funktio. Lopulta saamme mittaintegraalin méaaritelmien ja [2.18) perusteella,

ettd identiteetti (2.37) pétee kaikille mitallisille funktioille f.
Merkitdan integraaleja jatkossa lyhyesti, jotta esitys pysyy helpommin luettavana.
Olkoon f € L?(0). Nyt Schwarzin epiyhtélén mukaan

1/2
[ fax < [1f1dn< [1f1d6 < ( / |f|2d9) ()",

silld 6(Q) < oo. Siis L2(0) C L'(6), ja kuvaus

7o [ fau
Q

on rajoitettu lineaarinen operaattori L*(#) — C.
Koska lemman mukaisella sisitulolla varustettuna L?(6) on Hilbertin avaruus,
niin Rieszin esityslauseen m perusteella on olemassa yksikisitteinen g € L2(6), jolle

(2:38) [ fax= (1.9 = [ fodo

jokaisella f € L?(0) (konjugointi on bijektio).
Olkoon FE € A sellainen, ettd 0(E) > 0 ja f = 1g. Talloin kaavassa (2.38]) vasen puoli
on A(E), ja koska 0 < A < 6, niin saamme

1 AME)
(2.39) Oge(E)E/ng—e()gl.

Siis lemman ja kaavan (2.39) mukaan g(z) € [0,1] melkein jokaisella z (mitan 6
suhteen). Voidaan siis yhtd hyvin olettaa, ettd 0 < g(z) < 1 jokaisella = € €.
Kirjoitetaan nyt identiteetin (2.37)) avulla kaava ({2.38]) muotoon

(2.40) Ja=gyax= [ rodn.
Q Q
missé f € L?(). Mééritelldan sitten seuraavat joukot
(2.41) A={z2]0<g(x) <1}, B:={z|glx)=1},
ja mitat

X = MANE), M(E)=ABNE),

jokaisella E € A.
Valitsemalla kaavassa (2.40), ettd f = 1p, saamme pu(B) = 0. Siis A\; L p, silld A on
keskittynyt joukkoon B ja u joukkoon A.
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Koska 0 < g < 1, niin voimme valita kaavassa (2.40), ettd f = (1+g+--- 4+ ¢")1Eg,
missd n € Z, ja E € A. Jolloin saamme, etté

(2.42) /(1 — N = /g(l gt g )dp

Kun z € B, niin 1 — ¢"™!(z) = 0, ja kun x € A, niin ¢""!(z) — 0 monotonisesti. Siis
kaavan vasen puoli suppenee kohti A(AN E) = A\, (F), kun n — oc.

Integroitava funktio g(1 + g + --- + ¢") kasvaa monotonisesti kohti epénegatiivis-
ta mitallista rajafunktiota h. Téaten Lebesguen monotonisen suppenemisen lauseen [2.16
perusteella kaavan ([2.42) oikea puoli suppenee kohti [ hdu, kun n — oo. Valitsemalla
E = Q,saamme h € L'(p), silld \,(X) < oo. Siis olemme todistaneet Radonin-Nikodymin
lauseen. Edelleen voimme péatella, etta A\, < pu. O

Mairitelma 2.55. Edellisen lauseen paria (Ay, As) kutsutaan mitan A\ Lebesguen osituk-
seksi mitan p suhteen.

Maaritelma 2.56. Edellisen lauseen funktiota d\,/du := h kutsutaan mitan A\, Radonin-
Nikodymin derivaataksi mitan p suhteen.

Esimerkki 2.57. Olkoon F' <« p. Télléin jos F = F, + F, F, < p ja Fy L p, niin
F — F, = F; < p. Edelleen koska Fy < p ja Fy L p, niin Fy = 0. A

Esimerkin perusteella voimme aina 16ytda absoluuttisesti jatkuvalle mitalle F
Radonin-Nikodymin derivaatan f, missa integrointi tapahtuu o-aarellisen mitan g suh-
teen. Kédanteisesti aiemman lemman mukaan jokaista posiitivista mitallista funktiota f
vastaa mitta F. Sopivilla oletuksilla absoluuttiselle jatkuvuudelle on olemassa myo6s "tu-
tumpi” e-0 -mééaritelmé, kuten seuraava lause osoittaa.

Lause 2.58. Olkoon (2, A) mitallinen avaruus ja p :  — [0,00] sekd A : Q@ — C sen
mittoja, joista p on posititvinen. Tdlloin seuraavat ehdot ovat yhtdpitdvia:

a) A< p.

b) Jokaisella € > 0 on olemassa 6 > 0 siten, etti |N(E)| < € jokaisella E € A, jolle
u(E) <46.

Todistus. Ks. [24], s. 132-133]. O
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3 Todennakoisyysteoriaa

Tassa alaluvussa kasittelemme tilastollisissa inversio-ongelmissa tarvittavaa, mutta yleis-
téd, todennakoisyysteoriaa. Todennakoisyyslaskenta on keskeinen tyokalu useilla matema-
tiikan sovellusaloilla, silla se luo teoreettisen perustan tilastolliselle paattelylle. Todenna-
koisyyslaskenta tapahtuu matemaattisessa struktruurissa, jota kutsutaan todennékoisyy-
savaruudeksi. Taman taas voi nahdé yleisemmén mittateorian erikoistapauksena. Kaytan-
nossa todennakoisyyksien avulla pyritdan arvioimaan epavarmuuksia, jotka voivat johtua
monenlaisista lahteisté.

Pédasiallisena lahteind olemme kayttaneet teoksia Real Analysis and Probability [2,
Ash], joka kasittelee todennékoisyysteoriaa yleisen mittateorian pohjalta, ja Probability
FEssentials [20), Protter ja Jacod], jossa mittateoria esitetdan hieman naivimmin pelkastaan
todennékoisyyslaskennan tarpeisiin.

3.1 Todennakoisyysjakaumat

Esitdmme nyt keskeisimmat madritelmat ja tdrkeimmét tulokset liittyen todennékoisyy-
savaruuksiin. Tavoitteenamme on tutustua tdmén jalkeen tarkemmin ehdolliseen toden-
nakoisyyteen.

Maaritelma 3.1. Olkoon  epédtyhja joukko. Kolmikko (2,4, P) on todenndkdisyysa-
varuus, jos A on o-algebra joukossa €2 ja P : A — [0,1] sen positiivinen mitta, jolle
pétee lisdksi P(Q2) = 1. Talloin kutsumme joukkoa 2 otosavaruudeksi ja sen alkioita al-
keistapauksiksi, kokoelman A alkioita tapahtumiksi ja kuvausta P todenndkdisyydeksi tai
todenndakoisyysmitaksi.

a) Jos lisdksi X : Q@ — E on mitallinen kuvaus johonkin mitalliseen avaruuteen (£, &),
niin kutsumme sita satunnaismuuttujoksi. Edelleen joukkofunktiota

(3.1) Px:E —[0,1],Ar (Po X 1)(A)

kutsumme satunnaismuuttujan X todenndkoisyysjakaumaksi tai satunnaismuuttujan
X indusoimaksi todenndkdisyysmitaksi.

b) Edelleen jos (E,€) = (R B(R?)), niin kutsumme satunnaismuuttujaa X satunnais-
vektoriksi. Jos (E,&) = (R*, B(R>)), niin kutsumme satunnaismuuttujaa X satun-
naisjonoksi tai -prosessiksi.

Emme jatkossa yleenséd erikseen korosta sitd, ettd joukossa €2 on madritelty toden-
nikoisyysavaruus ja avaruuden R? mitalliset joukot ovat Borel-joukot B(R?). Satunnais-
muuttujia on tapana merkité isoilla kirjaimilla X,Y, Z ja X;,7 € N.

Satunnaismuuttujan X todennakoisyysjakaumalle saadaan seuraavia esityksia
Px(A) = P(X71(A)) = P{w]|X(w) € A}). Kiytetdin myos hieman epatasméllistd
merkintdd P(X € A) .= P{w]| X(w) € A}).

Olkoon a; : R* = R, (ay,...,a;_1,a;, Qis1, - - ., 0q) = a; ns. koordinaattikuvaus. Talloin
satunnaisvektorin X :  — R? voi esittdid yksikésitteisesti muodossa

(3.2) X =(Xy,...,Xq),

missd X; ;= a; 0 X :  — R ovat satunnaismuuttujia.
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Lause 3.2. Olkoon (E, &) mitallinen avaruus ja X : Q — E satunnaismuuttuja. Talloin
Px : E — [0,1] on avaruuden (E,E) todenndkdisyysmitta.

Todistus. Vrt. [20, s. 50]. Selvisti Px(F) = P(X7'(FE)) = P(Q) = 1. Koska mielivaltaiset
kaanteiskuvaukset kommutoivat yhdisteiden (ja leikkausten) suhteen, niin

(POX_I) UAZ =P UX_I(AZ) :Z(POX_I)(AZ>,
ieN ieN ieN

kun A; € E ovat mitallisia joukkoja jokaisella i € N ja pareittain erillisid. Siis Px on

todennéakoisyysmitta. O

Edellinen tulos on yksinkertainen, mutta sikali mielenkiintoinen, ettd voimme tar-
vittaessa unohtaa joukon () konstruktion. Seuraavaksi esittelemme satunnaismuuttujan
kertyméfunktion késitteen ja sen perusominaisuudet.

Misritelma 3.3. Olkoon X : Q — RY satunnaisvektori. Talloin sen kertymdfunktio on
kuvaus Fy : R? — [0, 1],

(3.3) Fx(x):= Px(] —o00,z]) == P{w| Xij(w) <zj,i=1,...,n}).
Kertyméafunktiota F' kutsutaan my6s satunnaismuuttujien Xy,..., Xy yhteisjakauman
kertymdfunktiokss.

Lause 3.4. Funktio F : R? — [0, 1] on kasvava, oikealta jatkuva ja

1, kunVie {1,...,d} : z; — o0
0, kun i € {1,...,d} : 2; — —o0’

(3.4) F(zy,...,2q) — {

jos ja vain jos F' on jonkin satunnaisvektorin X : Q — R? kertymdfunktio.

Todistus. Vrt. [2, s. 212]. Oletetaan aluksi, ettd F' toteuttaa ylla annetut ehdot. Pyri-
taan sitten konstruoimaan sopiva todennakoisyysavaruus (€2,.4, P) ja satunnaismuuttuja
X : Q — R% Valitaan, ettd Q = R4, A = B(R?), P on kertymifunktion F virittima
Lebesguen-Stieltjesin mitta, kuten lauseessa [2.40) ja X : R? — R? on identtinen kuvaus.
Mitta P on aito todennédkéisyys, silla F'(z) — 1, kun z — oo (kaikissa koordinaateissa).
Nyt Px = P (silli X on identtinen kuvaus ja Q = R%), joten

Fx(z) = Px(] = 00,2]) = P(] — 00,1])
= lim P(]a,x]):agr}looF(]a,x])

a—r—0o0

=F(z)— ali)r_nooF(a) = F(x).

Olkoon F' nyt satunnaisvektorin X : Q — R? kertyméfunktio. Nyt Py on Lebesguen-
Stieltjesin mitta, joten lauseen m perusteella F' on kasvava. Jos (x;);en on jono, jolle
Tip1 > ; jax; — x, niin F(x;) — F(z) = Px(]x,z;]) — 0 eli F' on oikealta jatkuva. Lisdksi

lim F(z)= lim Px(]—o0,z]) =P(() =0

T;—>—00 T;—>—00
ja
lim F(z) = lim Px(] - o0,2]) = Px(R%) = 1.
Siis kertymafunktiolla F' on halutut ominaisuudet. O
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Seuraavaksi siirrymme kasittelemédan satunnaismuuttujan tiheysfunktiota. Tiheys-
funktio on siita erilainen kuin jakauma tai kertyméfunktio, etta kaikilla satunnaismuut-
tujilla ei ole tiheysfunktiota. Maérittelemme tiheysfunktion ainoastaan Lebesguen mitan
suhteen absoluuttisesti jatkuville jakaumille. Tilastotieteessé ja sovelluksissa tyoskennel-
laén lahes aina sellaisten jakaumien kanssa, joilla on tiheysfunktiot.

Misritelmé 3.5. Olkoon satunnaisvektorin X : Q — R? indusoima todennékéisyysmit-
ta Px absoluuttisesti jatkuva Lebesguen mitan x suhteen. Télloin satunnaisvektorin X
tiheysfunktio on

_ dPx
(3.5) fi=t

Lause 3.6. Tiheysfunktiolle f pitee Px(A) = [, f(x)dx jokaisella A € B(RY).
Todistus. Radonin-Nikodymin lauseen valiton seuraus. O

Lause 3.7. Olkoon f :RY — R epinegatiivinen Borel-mitallinen funktio ja [ga f(x)dx =
1. Tdllin f on jonkin todenndikdisyyden P : RY — [0,1] tiheysfunktio. Lisiksi P on
absoluuttisesti jatkuva Lebesguen mitan suhteen.

Todistus. Mééritelliin P(A) := [, f(x)dx, kan A € B(R?). Nyt lemman mukaan P
on mitta. Lisdksi oletuksen perusteella [pa f(z)dz = 1. Siis P on todennékoisyysmitta.
Selvésti jos x(A) = 0, niin P(A) = 0 eli P on absoluuttisesti jatkuva Lebesguen mitan
suhteen. ]

Pidemmalle menevissa funktionaalianalyysissa voidaan tutkia ns. distribuutioita eli
laajennettuja funktioita, joiden erikoistapaus todennékoéisyysjakauman tiheysfunktio on.

Esimerkki 3.8 (Diracinf] mitta). Vrt. [20, s. 42]. Osoitetaan, ettd kaikilla todennékéi-
syysmitoilla ei ole tiheysfunktiota. Olkoon a € R. Talloin maéaritelldan kaikki todennéa-
koisyysmassa pisteeseen a seuraavasti. Jos A C R, niin

|1, josac A
(36) %(4) = { 0, josag¢ A’
jonka kertymafunktio on
] 0, josz<a
(3.7) H(x—a){l’ sz >a

Funktiota 0,(A) kutsutaan Diracin mitaksi ja funktiota H(x) Heavisider™| funktioksi.
Diracin mitalla ei ole olemassa tiheysfunktiota. Epétdasmaéllisesti voitaisiin sanoa, etta
Diracin deltafunktio

_J oo, josx=a
(38) %a() = { 0, josz#a
vastaa Heavisiden kertyméfunktion tiheysfunktiota. A

#Paul Dirac (1902-1984) oli englantilainen teoreettinen fyysikko, joka kehitti kvanttifysiikkaa ja sai
Nobelin fysiikanpalkinnon 1933.

45Qliver Heaviside (1850-1925) oli englantilainen itseoppinut insinéri, matemaatikko ja fyysikko. Hin
tutki kehitti erityisesti analyyttisid laskutekniikoita ja niiden sovelluksia fysiikkaan.
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Esimerkki 3.9 (Log-normaalijakauma). Vrt. [20, s. 43]. Olkoon

1 —(e—p)?
(3.9) g(x; p,0%) = \/2_6 2t , neRoceR,,
o

normaalijakauman tiheysfunktio. Talloin funktio

1 2 3
. 2\ ;g(lOg(.T),/L,O' )7 Jos T >0
(310) f(x,,u,a ) - { 0’ jOS T S 0

on log-normaalin jakauman tiheysfunktio parametrein u ja o.

Log-normaalijakauma on hyodyllinen monissa sovelluksissa, silla se antaa suureelle
positiivisuusehdon ja kdyttaytyy kuitenkin siististi kaikkialla. Esimerkiksi useimmat sen
tunnusluvut on helppo laskea. Normaali ja log-normaalijakaumien valilla on helppo liikkua
— jos X on otos normaalijakaumasta, niin talléin exp(X') on otos log-normaalijakaumasta,
ja toisaalta, jos Y on otos log-normaalijakaumasta, niin talléin log(Y’) on otos normaali-
jakaumasta. A

Maaritelma 3.10. Satunnaismuuttujan X :  — R odotusarvo on
(3.11) E(X) := /X(;c)P dz
Q

jos integraali suppenee.

Lemma 3.11 (Muuttujanvaihtokaava). Olkoon X : Q — R satunnaisvektori ja g : R —
R Borel-mitallinen funktio. Tdlloin

(3.12) E(g(X /g ) Fy (da) /g )Py (da),

jos jompikumpi puoli on olemassa.

Todistus. Kaytetdan odotusarvon alaindeksid korostamaan eri avaruuksia. Madritelman
mukaan Eq(g(X)) = [ 9(X)(z)P(dz),silla g(X) : 2 — R on satunnaismuuttuja. Toisaal-
ta funktio g : R? — R on satunnaismuuttuja todennikdisyysavaruudessa (R¢, B(R?), Px),
joten maaritelmén mukaan myoskin Ega(g) = [pa 9(x)Px(dz). Véiteen mukaan

/g P(dx) /g Y(Po X 1) (dx),

miké vaikuttaa intuitiivisesti uskottavalta. Varsinainen todistus tehdaédn mittaintegraalin
konstruktiota mukaillen (yksityiskohdat voi katsoa lahteesté [2], s. 223-225]). O

Lause 3.12. Olkoon kertymdfunktio F' : R? — [0,1] absoluuttisesti jatkuva Lebesguen
mitan x suhteen ja g : R* — R Borel-mitallinen funktio. Tdlldin

(3.13) E(g(X)) = [ g(a)f(2)da

missd f on kertymdfunktion F' tiheysfunktio, jos odotusarvo on olemassa.
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Todistus. Tarkastellaan asiaa mitta-avaruudessa (R? B(R?), z). Oletetaan, ettid Im(g) C
[0,00[. Nyt lemman mukaan [ps g(z)F(dz) = [ga g(z)f(x)dx jokaisella mitallisella
g : R — [0, 00], joten edellisen lemman perusteella saamme kaavan (3.13). Yleinen
tapaus todistetaan lihes vastaavasti, mutta asetetaan g = g~ + g™. O

Maaritelma 3.13. Olkoot XY : Q — R sellaisia satunnaismuuttujia, joille
E(X),E(Y),E(XY) < co. Talloin

(3.14) Cov(X,Y) :=E[(X —E(X))(Y —E(Y))] = E(XY) — E(X)E(Y)
on satunnaismuuttujien X ja Y kovarianssi, ja
(3.15) Var(X) := Cov(X, X)

on satunnaismuuttujan X wvarianssi. Edelleen

(3.16) p(X,Y) = V;S?)V((;é a}r/()Y)

on satunnaismuuttujien X ja Y korrelaatiokerroin.

Miiritelmé 3.14. Olkoot X : Q — R? ja Y : Q — R* satunnaisvektoreita. T#lloin
(3.17) E(X) = (E(Xy),...,E(Xy))

on satunnaisvektorin X odotusarvovektori,

(3.18) Cov(X,Y) :=E[(X —EX))(Y —E(Y))]

on satunnaisvektorien X ja Y kovarianssimatriisi, ja

(3.19) Cov(X) := Cov(X, X)

on satunnaisvektorin X kovarianssimatriisi (tai joskus myo6s varianssimatriisi), mikéali
integraalit suppenevat kaikissa koordinaateissa.

Emme tasséd esityksessa todista tai esitd naille késitteille perusominaisuuksia, vaan

siirrymme luvussa 4 kasitteleméaan todennakoisyysteorian soveltamista inversio-ongelmiin.

3.2 Ehdollinen todennikoisyys

Taydellisyyden vuoksi esitetaén lyhyesti ehdollisuuden ja riippumattomuuden perusteet
todennakoisyysmitoille. Naita tuloksia ei kuitenkaan kayteta jatkossa, mutta ne voivat
auttaa ymmaértamaan paremmin vastaavanlaisia késitteitd satunnaismuuttujille.

Maaritelma 3.15. Olkoon P todennédkoisyys ja I jokin indeksijoukko.
a) Talloin tapahtumat A ja B ovat rigppumattomia, jos P(AN B) = P(A)P(B).

b) Kokoelma (A;);c; tapahtumia on riippumaton, jos jokaiselle J C I pétee

(3.20) P( A) =[] P(A).

icJ icJ
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Huomautus 3.16. Jos kokoelma (A;);c; tapahtumia on riippumaton, niin talléin tapah-
tumat ovat pareittain riippumattomia. Kuitenkaan painvastainen paitelma ei ole yleisesti
voimassa.

Lause 3.17. Jos tapahtumat A ja B ovat riippumattomia, niin samoin ovat (A, B°),
(A¢, B) ja (A¢, B°).

Todistus. Vrt. [20] s. 16]. Todistetaan vain tapaus (A, B¢), silld muut tapaukset voidaan
todistaa vastaavanlaisilla argumenteilla. Nyt

P(ANB°) = P(A\ (AN B)) = P(A) — P(AN B)
= P(A) — P(A)P(B) = P(A)(1 — P(B))
— P(A)P(B°).

O

Maéritelma 3.18. Olkoon A ja B ovat tapahtumia siten, ettd P(B) > 0. Télloin A:mn
ehdollinen todenndkoisyys ehdolla B on

(3.21) P(A|B) = P(]z;l(g)B)

Lause 3.19. Olkoon A ja B tapahtumia siten, ettd P(B) > 0.
a) Tdlloin A ja B ovat riippumattomia, jos ja vain jos P(A| B) = P(A).
b) Ehdollinen todenndkdisyys @ : A — [0,1], A — P(A| B) on todenndkdisyysmitta.

Todistus. Vrt. [20] s. 16]. Ensimmaéinen véite seuraa suoraan madritelmista.
Todistetaan sitten jalkimmainen véite. Ensinnékin

Q(Q) = P(Q| B) = P(2N B)/P(B) = P(B)/P(B) = 1.

Olkoon (A,) jono kokoelman A alkioita siten, ettd joukot ovat pareittain erillisia. Talloin

Q (ngo An> =P (Q)A" | B) _ P ?Pl(glg) N B)

P4 B) & P(A,NB)
~ T PB) X P®

n=0

_ Y P(A,]B) = i Q(A).

n=0

Olkoon A € A. Selvasti P(B) > P(BNA) > 0, joten 0 < Q(A) < 1. Néin olemme
todistaneet vaitteen. O

Lause 3.20. Olkoon Ay, ..., A, € A sellaisia, ettd P(AyN---N A,—1) > 0. Tdlloin
(3.22) P(AiNn---NA,) =P(A)P(As | Ay) - P(A, | AN N A,q).

Todistus. Ks. |20, s. 17]. Helppo induktio, jossa perusaskel on tosi maaritelmén nojalla.
O
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Lause 3.21. Olkoon (E;)c; darellinen tai numeroituvasti ddreton avaruuden §) ositus.
Tdlloin jos A € A, niin

(3.23) P(A) =Y P(A| E)P(E)).

i€l

Todistus. Vrt. [20, s. 17]. Huomataan aluksi, etta

A:AmQ:Am(UEZ) = J(ANE).

i€l i€l

Koska joukot E; ovat pareittain erillisid, niin ovat myo6skin (A N E;). Néin ollen

P(A) = P (U<A n E») Y PANE)

il iel
= ZP<A|EZ)P(EZ)
icl

]

Lause 3.22 (Bayesinf¥| kaava). Olkoon (E;);cr ddrellinen tai numeroituvasti ddretén ava-
ruuden S ositus ja A sellainen tapahtuma, jolle P(A) > 0. Tdlloin

P(A| E;)P(E;)
Yjer P(A| Ej)P(Ej)

(3.24) P(E;| A) =

Todistus. Vrt. [20, s. 17]. Koska P(A| E;)P(E;) = P(E;| A)P(A), niin edellisen lauseen
perusteella saamme véitteen. O

Kutsumme edellisessa kaavassa mittaa P(E; | A) posterioritodenndkoisyydeksi, P(FE;)
prioritodenndkdisyydeksi ja P(A|FE;) uskottavuudeksi ehdolla A. Téata terminologi-
aa kaytetadn erityisesti bayesilaisen tilastotieteen piireissa. Jakajassa oleva summa
>jer P(A| E;)P(E;) on vain ehdosta A riippuva vakio, joka takaa, ettd kasittelemme
aitoa todenndkoisyyysmittaa. Satunnaismuuttujien vastaavia kasitteitd on késitelty kat-
tavasti lahteessé [2, Luvut 5.8 ja 6].

46Thomas Bayes (1702-1761) oli englantilainen tilastotieteilijd, filosofi ja pappi, joka tunnetaan ny-
kyédén erityisesti Bayesin kaavasta. Hén esitti ensimmaéisend, ettd sitd voidaan soveltaa “uskomuksen
péivittdmiseen”.
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4 Tilastollinen inversio-ongelma

Tassa luvussa johdatellaan tilastollisten inversio-ongelmien teoriaan, mutta luku toimii
samalla myos johdantona bayesildiseen tilastotieteeseen. Lihteina olemme kéyttaneet kir-
joja Statistical and Computational Inverse Problems [11], Kaipio ja Somersalo| ja Introduc-
tion to Bayesian Scientific Computing [4, Calvetti ja Somersalo]. Lukijan oletetaan olevan
perehtynyt tilastolliseen matriisilaskentaan ja tuntevan todennékoisyysteoriaa sellaisessa
laajuudessa, jossa sita kasiteltiin luvussa 3.

4.1 Bayesilainen ratkaisu inversio-ongelmaan

Oletamme jatkossa kaikkien satunnaismuuttujien olevan absoluuttisesti jatkuvia Lebes-
guen mitan suhteen, mika yksinkertaistaa tarkasteluita. Voimme siis samaistaa jakauman
ja tiheysfunktion késitteet, koska tiheysfunktio on yksikésitteinen melkein kaikkialla.

Merkitdin satunnaisvektorien  — RY joukkoa Q(RY). Olkoon y = F(x,e), missi
kuvaus F : R* x R¥ — R™. Kutsutaan kuvausta F suoraksi malliksi seké alkioita e,z
ja y parametreiksi"), tilaksi ja dataksi. N&illi on sama kiytannon merkitys kuin luvussa
1. Tilastollisissa inversio-ongelmissa ajattelemme kuitenkin parametreja, tilaa ja dataa
satunnaismuuttujina. Siis kirjoitamme Y = F(X, F), missi X € Q(R"), £ € Q(R*) ja
Y € Q(R™).

Esimerkki 4.1 (Tiheysfunktioiden koordinaattimuunnokset). Vrt. [4, s. 46-47]. Olkoot
XY € Q(R?) satunnaismuuttujia, joita sitoo yhtilé Y = F(X), missi F : R? — R? on
injektiivinen ja jatkuvasti derivoituva funktio. Voimme kirjoittaa Jacobin determinanttiin
| Jp(x)| perustuvat koordinaattimuunnokset, jos |Jr(z)| # 0 jokaisella z € R?. Oletukset
takaavat, etta funktio F' on aidosti monotoninen, ja taten silla on olemassa kdanteisfunktio
FL

Jos satunnaismuuttujan Y tiheysfunktio 7wy (y) on tunnettu, niin talléin voimme kir-
joittaa koordinaattimuunnoksen muodossa

(4.1) mx(x) = my (F(2)) [Jp ()]

Toisaalta jos tunnemme tiheysfunktion 7y (), niin

(4.2) my(y) = mx (F7(y) [Tr-1(y)] -
Emme esitd tahan liittyvid yksityiskohtia, mutta niita on késitelty esim. ldhteissa [20), s.
92-93] ja [2, s. 220-222]. JAN

Oletetaan, ettd satunnaismuuttujalla (X, Y) on yhteisjakauma, jonka tiheysfunktio on
mxy(z,y). Talloin satunnaismuuttujien X ja Y marginaalijakaumien tiheysfunktiot ovat

(4.3) Tx(z) = /WX,Y(:B7y)dya Ty (y) = /WX,Y(%?/)CZZE-
R R”
Edelleen méarittelemme ehdolliset tiheysfunktiot seuraavasti

Xy (T, y)
Wy(y)

mxy (T, Y)
x ()

(4.4) m(x|Y =y) = , my| X =1) =

Y

47TParametrit ovat sellaisia muuttujia, jotka aiheuttavat virheen.
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jos my (y), mx (x) # 0. Merkitsemme lyhyesti 7(x |y) := w(x | Y = y), jos se ei aiheuta se-
kaannusta. Jos my (yo) = 0, niin tdma tarkoittaa sitd, ettd 7x y (z, yo) = 0 melkein kaikilla
x € R" (vastaavasti toisessa tapauksessa). Tietysti kaikissa todellisissa mittaustilanteissa
havainnolla on positiivinen frekventistinen todennékoisyys, silld se on tapahtunu@.

Lause 4.2. Olkoon ylld olevien mddritelmien oletukset voimassa. Tdlloin
a) marginaalijakaumien tiheysfunktiot generoivat todenndkoisyysmitan;

b) ehdolliset tiheysfunktiot generoivat todenndkdoisyysmitan,

c) m(x|y)my(y) = 7(y|z)mx(2).

Todistus. a) Ndhdaan helposti, etta lausekkeiden (4.3)) integraalit ovat suuruudeltaan 1,
jolloin véite seuraa lauseesta [3.7]

b) Nahdédédn helposti, ettéd lausekkeiden (4.4]) integraalit ovat suuruudeltaan 1, jolloin véite
seuraa lauseesta [3.7

c¢) Triviaali.
[

Maaritelma 4.3. Olkoon edelliset merkinnét kaytossa. Télloin tilastollinen inversio-
ongelma on: "Kun yus € R™ tunnetaan, ratkaise ehdollinen tiheysfunktio (x| yops).”

Tilastollisen inversio-ongelman ratkaisu tapahtuu siis bayesilaisessé viitekehyksessa.
Kutsumme ratkaisua 7o satunnaismuuttujan X posteriorijakaumaksi. Ongelmaa re-
gularisoidaan asettamalla satunnaismuuttujalle X marginaalijakauma tiheysfunktion 7,
avulla. Kutsumme tata marginaalijakaumaa priorijakaumaksi. Lisdksi tassé bayesilaises-
sé terminologiassa ehdollista tiheysfunktiota m(yops | z) kutsutaan uskottavuusfunktioksi
(eng. likelihood). Tama ja edellisen luvun lopussa, Bayesin kaavan m yhteydessa, esi-
tetty terminologia ovat analogisia.

Lause 4.4. Oletetaan, ettd lauseen oletukset ovat voimassa ja olemme asettaneet
priorijakauman .. Tdalloin tilastollisen inversio-ongelman ratkaisu on

T(Yobs | ) Tpr(
(45) Wpost(x> _ (y b | ) p ( )’
7T-Y(yobs)
missa
(46) 7-‘-Y(yobs) = /7T<yobs ‘ x)ﬂ'p?"(x)dx‘
Rn
Todistus. Viite seuraa suoraan maaritelmista ja lauseesta (4.2 ]

Koska edellisen lauseen mukaan jakajassa oleva termi (4.6) on vain ns. normeeraava
vakio (x:n suhteen), niin on tapana merkité

(4.7) Tpost () 0C T (Yobs | )7 (2]

48Lebesguen mitan suhteen absoluuttisesti jatkuvasta todennikéisyysjakaumasta saadun yksittdisen
havainnon pistetodennékoisyys on kuitenkin aina 0 (helppo todistus).
OMerkintd f(z) o< g(x) luetaan: ”f on verrannollinen g:hen”. Siis f(x) o< g(x) <= Jc € R : f = cg.
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Normeeraava vakio takaa, ettd tiheysfunktio maérittad aidon todennékoisyysjakauman,
jonka massa on 1. Osaa m(Yobs | )T (x) kutsutaan posteriorijakauman tiheysfunktion
muodoksi tai ytimeksi. Kdytannossa ei ole aina tarpeellista laskea integraalia , vaan
voi olla riittavaa maarittda posteriorijakauman muoto tai kdyttda jotakin menetelmaa,
jolla saadaan generoitua otoksia posteriorijakaumasta.

Tilastollisen inversio-ongelman ratkaisu voidaan rikkoa siis kolmee osaan:

1) Priorijakauman 7, konstruointi siten, etta se sisiltdé kaiken ennakkotietomme tunte-
mattomasta satunnaismuuttujasta X.

2) Uskottavuusfunktion 7(y|x) konstruointi siten, ettd se sisaltdd tietomme z:n ja y:n
valisesta suhteesta.

3) Loytaa sopiva menetelmé ratkaista posteriorijakauma tai saada siita riittdvan kattava
otos.

Maaritelladn sitten tyypilliset bayesildisessa tilastotieteessd kéytetyt estimaattorit.
Tilastotieteen kirjallisuudessa esitetddn usein bayesildisiin sakkofunktioihin perustuvia
Bayesin estimaattoreita. Sitten erikoistapauksille todistetaan tiettyjé ominaisuuksia, mut-
ta emme, tilaa saastadksemme, kuitenkaan tee nyt niin.

Maaritelma 4.5. Olkoon merkinnat, kuten edella. Tall6in satunnaismuuttujan X

a) MAP-estimaattori (eng. mazimum a posteriori estimate) on
(4.8) Tyap = argmax (x| y),
xER"L

jos se on olemassa;
b) ehdollinen odotusarvo eli CM-estimaattori (eng. conditional mean) on
(4.9) zom = E(X |y) = /xﬂ(as |y)dx,
Rn
jos integraali suppenee;
¢) ehdollinen kovarinassi (eng. conditional covariance) on
Cov(X |y) == E((X |y — zom)(X |y — zem)")
(4.10) = [ (@ =z — won) m (x| y)du € RO,

R
jos integraali suppenee;

d) suurimman uskottavuuden estimaattori eli ML-estimaattori (eng. maximum likelihood
estimate) on

(4.11) T\ (= arg Hé%%ﬂ(y | z),

jos se on olemassa.
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e) Olkoon 0 < p < 1. Méérittelemme bayesildisen p-luottamusalueen D, sellaiseksi mital-
liseksi joukoksi, etta se tayttaa seuraavat kaksi ehtoa

(4.12) Pxy(Dy) = [ w(alydz =p. w(w]y)|seon, = c.
DP
missd 0D, on joukon D, reunapisteideﬂﬂ joukko ja ¢ € R.

Huomautus 4.6. Estimaattorien kanssa voi tulla tiettyja ongelmia. Joitakin estimaat-
toreita ei valttamatta ole olemassa, tai ne eivat aina kuvaa jakaumaa kovinkaan hyvin.
Lisdksi on mahdollista, ettd MAP ja ML eivit ole yksikasitteisia, vaan kaavat ja
(4.11) maéarittelevit joukot.

Esimerkki 4.7 (Additiivinen virhemalli). Vrt. [I1, s. 56-57]. Olkoon E,Y € Q(R™),
X € QR") ja F': R” — R™ mitallinen kuvaus. Tarkastellaan nyt additiivista virhemallia

(4.13) Y = F(X)+E.

Oletetaan, ettd X ja E ovat riippumattomia, ja ettd tunnemme kohinan E tiheysfunk-
tion Theise. Koska X ja F ovat riippumattomia, niin uskottavuusfunktio on

(4.14) T(y | z) = Toise(y — F(2)).
Olkoon satunnaismuuttujan X priorijakauman tiheysfunktio . Talloin
(4.15) (2 | y) o Tpe (@) Toise(y — F(2)),

joten tieddmme posteriorijakauman muodon.
Luovutaan sitten satunnaismuuttujien X ja E riippumattomuudesta. Oletetaan, etté
tunnemme ehdollisen jakauman E |z tiheysfunktion meise(€ | ). Nyt voimme kirjoittaa

(4.16) m(yl2) = [ 7] 2, €)Tmiele | )de,

Rm
missa siis integroimme yli "kohinaan liittyvin epavarmuuden” Kun X = x ja F = e ovat
tunnettuja, niin ne maarittavat yksikasitteisesti, ettd Y =y = F(z) + e. Télloin siis

(4.17) (ylw,e) = op@re (W}

mistd voimme paatella, etta

(4.18) T(y | 2) = Tnoise(y — F(2) | ).
Lopulta saamme posteriorijakauman muodoksi

(419) 77-(‘7; | y) X 71-pr(l‘)ﬂ-noise(y - F(QJ) |«'17)

Toinen melko tavallinen malli on
(4.20) Y = BEF(X),
jota kutsutaan multiplikatiiviseksi virhemalliksi (ks. [I1], s. 58-60]).

*0Piste x € D,, on reunapiste, jos sen jokainen ympéristé B(z,r),r > 0, sisiltédd pisteen molemmista
Joukoista D), seké Dj.

51Giis Y | x, e noudattaa esimerkissi kasiteltyd Diracin jakaumaa, jonka kaikki massa on yhdessa
pisteessi F(z) 4 e. Joudumme valitettavasti tdsséd kohtaa luottamaan intuitioomme — vain, koska emme
ole kisitelleet distribuutiota.
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4.1.1 Lineaarinen Gaussinen malli

Kéymme seuraavaksi léapi joukon hyodyllisid esimerkkejé, jotka havainnollistavat tilastol-
listen inversio-ongelmien luonnetta ja edelld maariteltyja kasitteita. Tilatollisessa paatte-
lyssé oletetaan usein, etté jakaumat olisivat Gaussisia, silld télloin niiden késitteleminen
on melko suoraviivaista. Kuitenkin monien muidenkin jakaumien tdsmaéllinen matemaat-
tinen kasittely on mahdollista. Monimutkaisten mallien kanssa kaytetdan usein jotakin
laskennallista tapaa generoida otoksia. Téllaisid tapoja ovat esimerkiksi myohemmin kéa-
siteltavat Markovin ketju Monte Carlo -menetelmét. Otoksesta voidaan estimoida jakau-
man ominaisuuksia, kuten esimerkiksi ydinestimoida (eng. kernel density estimation) ja-
kauman muotoa.

Esimerkki 4.8 (ML-estimaattorin ratkaiseminen). Vrt. [4, s. 35-37]. Olkoon A € R™*"
matriisi ja E ~ N(0,T), missa I' € R™*™ on positiivisesti definiitti. Jatkossa oletamme
erikseen mainitsematta, ettd Gaussisten jakaumien kovarianssit ovat positiivisesti defi-
niitteja. Tarkastellaan lineaarisen mallin

(4.21) Y=Az+F

inversio-ongelmaa, missa € R™ on tuntematon. Bayesildisessd mielessd tama vastaa
sita, ettd kdytdmme epdinformatiivista prioria eli "kaikilla pisteilla € R™ on sama
prioritodennikoisyysT9 Selvisti E(Y) = Az ja Cov(Y) =T, joten Y ~ N(Az,T'). Tallin

(4.22) m(y|x) = )7 (11et(F)1/2 exp <—;(y — Az)'T Yy — Ax)> :

Olkoon nyt saatu otos y; ~ Y,i =1,..., N. Talloin pudottamalla kertoimia pois logarit-
moiduksi uskottavuusfunktioksi saadaan

1Y B
Llys, - yn |2) = 3 >_(yi — Ax)'T ™} (y; — Ax)
(4.23) =l '

N N N
= ng(ATF’IA)x — 27 <ATF1 Z%) + 5 Syl Ty,
i=1 i=1
Tasta voidaan laskea gradientti

N
(424) VxL(y17 - YN | I) - N(ATF_IA)'T - ATF_I Zyz

=1

Gradientin nollakohdat ovat uskottavuusfunktion potentiaalisia maksimeita. Merkitaan
otoskeskiarvoa 7. Siis ML-estimaatti x,r, jos se on olemassa, on yhtalon

(4.25) (ATTA)r = AT 1y
ratkaisu. Yhtalon (4.25) voi viela kirjoittaa muotoon
(4.26) (ATT™H(Az —7) =0,

joka ei valttamatta ole Hadamardin mielessa hyvin méaritelty.

P2Merkitéddn myds mp(z) o 1, mutta timé ei diretonulotteisessa avaruudessa ole aito todennékdisyys-
jakaumal!
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Olkoon I' = UDUT ominaisarvohajotelma ja merkitdin W = D=Y2UT. Nyt I'™! =
WTW ja voimme kirjoittaa kaavan (4.23)

1
(4.27) L(yi,...,yn|z) =

l\D \

N
Z W (Az —y)|*.
Siis ML-estimaattorin ratkaiseminen johtaa matriisilla W painotettujen neliosummien

minimointiongelmaan ilman regularisointia. A

Esimerkki 4.9 (MAP-estimaattorin ratkaiseminen). Vrt. 4 s. 56-58]. Tdma esimerkki
on jatkoa edelliseen esimerkkiin . Kirjoitetaan nyt lineaarinen malli (4.21]) muotoon

(4.28) Y = AX + E,
missé X ~ N(0,7°T) ja E ~ N(0, 0217

Siis
4.29 L
(4.29) T () o exp —2—72$ x

on priorijakauman tiheysfunktion ydin, missa v € R ja I' € R"*" oletetaan olevan ennalta
tunnettuja. Kun kohinan taso o? € R on tunnettu, niin

1
(4.30) m(y|z) o exp (—202 | Az — y||2>

on uskottavuusfunktion ydin. Tamé voidaan johtaa, kuten edellisessa esimerkissa. On
syytd huomata, ettd kaava péatisi tassdkin esimerkissé, ja tehty oletus valkoisesta
kohinasta on "tarpeeton”.

Nyt posteriorijakauman muodolle saadaan lauseke

(@] y) o T ()7 (y | @)
1 Tp—1 1 2
(4.31) X exp (—Wx x— 252 Az —y| )
= exp(—V(x | y))7

missa

1
(4.32) Vizly) = TPnyTF :B—l—— ||A:v—y||

on posteriorin potentiaalifunktio. Olkoon '™t = RT R symmetrinen hajotelma (esim. kuten
edellisessa esimerkissd, Choleskyn hajotelma tai SVD:std johdettu). Tallin

(4.33) 'T 'z = «"RTRx = | Rx|)*.
Maéaritellaén
(4.34) T(z) = 20"V (x|y) = |Ax —y|* +&* | Re|”,

53Keskiarvoja voidaan siirtdd helposti, joten tehty oletus nollakeskisyydesté ei ole rajoittava. Kohinan
oletamme nyt olevan ns. valkoista kohinaa (eng. (Gaussian) white noise), mutta tastékin oletuksesta
voitaisiin luopua.
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missa § = o/7. Koska

(4.35) TMAP = argImax m(x|y) = arg min Vzly),
niin
(4.36) TMAP = Arg rrel]%lb T(x).

Siis MAP-estimaattorin ratkaiseminen on johtanut Tikhonovin regularisoituun ongel-

()= )

Voimme edelleen kirjoittaa, etta
2
eli kyseessa on jélleen neliGsummien minimointiongelma (ks. esim. [I8] s. 67-68]). A

(4.37) T(z) = |

Yksi menetelma ehdollisten Gaussisten jakaumien kasittelyyn perustuu kovarianssi-
matriisin I lohkoamiseen ja nédiden lohkojen Schur ’r@ komplementteihin. Menetelmé joh-
taa samoihin tuloksiin kuin téssa esitetty, mutta saamme lisiksi laskukaavat posterior-
jakauman keskiarvolle ja kovarianssille. Esitaimme lahestymistavan antamat térkeimmét
tulokset yhteenvetona. Muuten tyydymme antamaan vain ldhdeviitteet [11], s. 72-79] ja
[4, s. 128-151], joista molemmista 16ytyy asian perusteellinen késittely.

Olkoon tarkasteltavana lineaarinen malli , jossa X ~ N(0,%,) ja E ~
N(0, Xpoise) Ovat riippumattomia. Taaskaan oletus nollakeskisyydestéd ei ole rajoittava,
silld keskiarvoja on helppo siirtda. Oletetaan, ettd on saatu mittaus yeps. Nyt voimme
esittda posteriorijakauman seuraavilla kaavoilla

(438) oM = Epostf4TE;oliseyobs
ja
(439) Epost = (E;rl + ATE;oliseA)_l'

Esimerkki 4.10 (SVD ja MAP-estimaatti). Vrt. [4, s. 84-88]. Tarkastellaan samaa tilan-
netta kuin edellisessa esimerkissi [£.91 Koska MAP-estimaatti on Tikhonovin funktionaalin
T'(z) minimi, niin se on myo6s yhtalon

T T
A A (A Y
= () k)= GR) 0
ratkaisu. Edellisen yhtalon (4.40]) voi kirjoittaa muodossa
(4.41) (ATA+ 8*R™R)x = ATy.

Oletetaan, etti R = I, ja olkoon A = UDVT matriisin A singulaariarvohajotelma,
missi D = diag(dy, . ..,d,) ja V = [v...v,]"] Tllsin

ATA=vDTDVT, VvVT =1,

4Issai Schur (1875-1941) oli saksalainen, mutta Venijin keisarikunnassa syntynyt, matemaatikko, joka
tutki erityisesti ryhmien esitysteoriaa.
55T4ssé vektorit vy, ..., v, ovat matriisin V sarakkeet.
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joten
ATA+ 8RR =V(D'D + 6 1)VT,
missa
DT'D + 6T = diag(d? + 62,...,d> + &%).
Nyt MAP-estimaatti voidaan esittda singulaariarvojen avulla
(4.42) TMAP = an d

i=1

(UTb)in.

A

Useissa kaytannon sovelluksissa tiedetdan jotakin tuntemattoman rakenteesta. Esi-
merkiksi ilmakehén kaukokartoituksessa on jarkevaa olettaa kaasun tiheysprofiilin olevan
jatkuva korkeuden suhteen. Yksinkertainen tapa rajoittaa ratkaisuavaruutta on asettaa
priorijakauman tiheysfunktioon alueita, missa se saa arvon 0. Yksi tapa tuoda prioritie-
toa on asettaa jonkinlainen sileyspriori, jonka avulla malliin tuodaan rakenteellista tie-
toa (esim. derivaattoihin perustuva). Ratkaisuavaruutta voidaan myo6s jotenkin pyrkid
supistamaan, kuten padkomponenttianalyysiin (PCA, eng. principal components analy-
sis) perustuvissa ratkaisumenetelmissa tehdaan. Eras talldinen laskentamenetelma tullaan
esitteleméan alaluvussa 4.3.

4.2 Markovin ketju Monte Carlo -menetelmista

Esittelemme seuraavaksi laskentaintensiivisia Markovin ketju Monte Carlo -menetelmia
(MCMC). Esivalmisteluina késittelemme lyhyesti Monte Carlo -integrointia ja Marko-
vin ketjuja. Varsinaisista algoritmeista esittelemme Metropolisin-Hastingsin algoritmin ja
adaptiivisen Metropolisin algoritmin. Tarkeimpina ldhteind olemme kéyttaneet jo esitel-
tyja tilastollisten inversio-ongelmien kirjoja ([L11], [4]) ja lisensiaatin tutkielmaa MCMC
methods for inverse problems [26], Tamminen]. Taustalukemistona on ollut myos Markov
Chain Monte Carlo in Practice [7, Gilks, Richardson ja Spiegelhalter|. Vaihtoehtoinen
usein kiytetty menetelmé olisi Gibbsin’?| poimija.

4.2.1 Johdattelua Monte Carlo -integrointiin

Olkoon 7 satunnaisvektorin X € Q(R?) tiheysfunktio ja f : R? — R mitallinen kuvaus.
Haluamme laskea integraalin

(4.43) I= / f(a)m(x)dz.

Huomataan, ettd I = E(f(X)). Usein integraalin tarkka laskeminen on vaikeaa, joten
pyritdén laskemaan likiarvo kéyttaen satunnaisotosta.

Oletetaan, ettd Var(f(X)) < OOE] Olkoon z; ~ X, ¢ = 1,..., N, satunnaisotos, ja
merkitadn

(4.44) Iy = ]1V (ﬁ;f(@) :

56 Josiah Gibbs (1839-1903) oli amerikkalainen monipuolinen fyysikko, kemisti ja matemaatikko, joka
kehitti ja tutki erityisesti matemaattista fysiikkaa.
5T0letus E(f(X)) < oo olisi riittévi, mutta tilléin suppeneminen olisi mahdollisesti hitaampaa.
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Tallsin vahvan suurten lukujen lainPY perusteella
dm Iy =1
melkein varmastz@ eli todennakoisyydella 1. Lisaksi keskeisen mja—arvolauseenﬂ perus-

teella Yy = N(0, 1), missé
Iy —1

JVar(f(X))/N

Var(Iy) — 0,

YN =
Siis limy_,o Var(Yyx) = 1, joten

kun N — oo. Néin ollen integraalin estimaattori Iy on harhaton ja tarkentuva.

Edella esitettyé satunnaisotoksiin perustuvaa numeerista integrointia kutsutaan
Monte Carlo -integroinniksi. Voimme rajoittaa integroinnin mitalliseen joukkoon A C R?
kayttamaélla sen indikaattorifunktiota 1,4. Todellinen haaste on nyt satunnaisotoksien ge-
nerointi, mika kasitellidn hyvin lahteessd [4, Luku 5 Sampling: first encounter]. Kéy-
tdnnossa integrointi tehddan usein Markovin ketjuihin perustuen, kuten tulemme
esittamaan.

4.2.2 Johdattelua Markovin ketjuihin

Esitamme seuraavaksi Markovin ketjuihin liittyvét peruskasitteet euklidisessa avaruudessa
R9. Mééritelmét voitaisiin tehdé yleisemminkin, mutta olemme halunneet esittié teoriaa
ainoastaan sen verran kuin sovellusten ymmartamisen kannalta on valttamatonta.

Maéritelmi 4.11. Kuvausta K : R? x B(R?) — [0, 1] kutsutaan todenndkdisyyden siir-
tymaytimeksi (eng. probability transition kernel), jos

1) jokaisella A € B(R?) kuvaus R? — [0, 1],z = K(x, A) on mitallinen;
2) jokaisella z € R? kuvaus B(RY) — [0,1], A — K(x, A) on todennikéisyys.

Miiritelmi 4.12. Olkoon (X;)sen jono satunnaismuuttujia Q — R? ja olkoon K on
todennakoisyyden siirtymaydin. Talloin

a) kutsumme satunnaismuuttujien jonoa (X;);en diskreettiaikaiseksi satunnaisprosessiksi
(tai stokastiseksi prosessiksi).

b) kutsumme diskreettiaikaista satunnaisprosessia (X;)en Markovirf"| ketjuksi, jos jokai-
sella t € N ja A € B(R?)

(445) PXt+1<A|X1 :Jfl,...,Xt ::L‘t) = PXt+1(A|Xt ::L‘t).

c¢) kutsumme Markovin ketjua aikahomogeeniseksi, jos jokaisella t € N ja A € B(RY)
pitee Px, ,(A| X, = z;) = K(x,, A).

58Katso esimerkiksi 20. luku The Laws of Large Numbers [20, s. 173-177].

®Katso esimerkiksi luvut 17. Convergence of Random Variables ja 18. Weak Convergence [20), s. 141
162].

60Katso esimerkiksi 21. luku The Central Limit Theorem [20} s. 181-185].

61 Andrei Markov (1856-1922) oli venildinen matemaatikko, joka tutki paljon stokastisia prosesseja.
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Maaritelman kohdan 2) todenndkoisyytta kutsutaan siirtymatodenndkoisyydeksi
"siirtyé tilasta x joukkoon A”. Méiéiritelméinkohdan b) ominaisuutta kutsutaan
Markovin ominaisuudeksi. Aikahomogeenisen ketjun generoi sen siirtymétodennékoisyys
K, kun jakauma Py, on tunnettu.

Maaritelma 4.13. Olkoon edellisten mééritelmien oletukset voimassa.
a) Talloin siirtymatodenndkoisyys n. askeleen verran
K(n) ('Itﬂ A) = PXt+n (A | xt)
(4.46) = /P($t+n+1, A)K(n_l)(xta dTtin—1),

R4
kun n > 2. Jos n = 1, niin KW (zy, A) := K (24, A).

b) Maééritelladn merkinta

(4.47) UK (A) == / K(z, A)u(dz)

jokaisella A € B(RY). Kutsumme mittaa p K-invariantiksi, jos uK = u eli

(4.48) / u(de) = / K(z, A)u(dz)

jokaisella A € B(R?).

Kun oletamme absoluuttisen jatkuvuuden Lebesguen mitan suhteen, niin kaavan
(4.48)) voi kirjoittaa muodossa

/ Fla)de = / K(z, A) f(z)dz

missa f on todennakoisyyden p tiheysfunktio. Edelleen voimme kirjoittaa, Fubinin lauseen
ja tiheysfunktion yksikéasitteisyyden nojalla

1) = [ ba.y)f(x)da.

kun k(z,y) on todenndkéisyyden K (z, A) tiheysfunktio.

Maaritelma 4.14. Olkoon p todennédkoisyys. Siirtyméydintda K  kutsutaan p-
pelkistymdttomdksi (eng. u-irreducibile), jos jokaisella x € R? ja A € B(R?), u(A) > 0, on
olemassa k € N, jolle K®(z, A) > 0.

Maaritelma 4.15. Olkoon K pelkistyméton siirtyméydin. Téll6in sanomme, etta K on
jaksollinen (eng. periodic), jos jollakin m € N;m > 2, on olemassa sellainen kokoelma
pareittain erillisid joukkoja {E1, ..., E,} C P(RY), ettd jokaiselle i = 1,...,m ja z € E;
pitee K(z, Fiy1 moam) = 1. Jos K ei ole ei ole jaksollinen, niin sen sanotaan olevan
jaksoton (eng. aperiodic).
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Jos K on p-pelkistymaton, niin riippumatta alkupisteesté z, sen generoima Markovin
ketju vierailee positiivisella todennakoisyydella jokaisessa joukossa, jolla on positiivinen
p-todennakoisyys. Jos K on jaksollinen, niin télldin sen generoima Markovin ketju toistaa
jaksollista silmukkaa loputtomasti.

Maaritelma 4.16. Olkoon p reaalinen mitta mitallisessa avaruudessa (£2,.4). Télloin
normia

(4.49) tllpy == ilelgu(z‘l) — inf pu(A)

kutsutaan kokonaisvariaationormiksi (eng. total variation norm).

Maaritelma 4.17. Markovin ketjun siirtymaydin K on ergodinen, jos silla K-invariantti
todennikoisyys p ja jokaisella z € R pétee

(4.50) (EERIC T
kun n — oo. Sanomme, ettd ergodinen Markovin ketju on tasaisesti ergodinen, jos on

olemassa M > 0ja 1l >r > 0, joille

() () — n
(4.51) fg@ K™ (z,-) MHTVSMT

jokaisella n € Z, .

Lause 4.18. Olkoon (X,)nen sellainen aikahomogeeninen Markovin ketju, jonka siirty-
maydin K on tasaisesti ergodinen. Olkoon lisaksi todenndkoisyysmitta p K-invariantti.
Talloin jokaisella jakaumalla 7 pdtee

k) < 300

missi 0 < r <1 ja M < oo ovat sopivasti valittuja kiinteiti lukuja. Jos lisiksi f € L'(p),
nimn

(4.52) gg&;iﬂm = [ Fa)ntaa)

melkein varmasti.

Todistus. Todistus perustuu ergodisuus-tuloksiin. Erityisesti havaintoon, etté siirtymay-
din K : Q(R?) — Q(R?) méérittelee kontraktion, jolloin metristen avaruuksien konktrak-
tioperiaatetta (eng. contraction mapping principle) voi soveltaa. Tarvittavat todistukset
on esitetty lahteessé [26, Luku 6 Markov chain Monte Carlo (MCMC) methods]. O

Lause 4.19. Olkoon (X;)ien sellainen aikahomogeeninen Markovin ketju, jonka siirty-
maydin on K. Olkoon lisiksi todenndkoisyysmitta p K-invariantti. Tdalloin jos K on -
pelkistymdtion ja jaksoton, niin jokaisella v € R pitee

(4.53) lim K™ (z, A) = u(A),

n—oo

kun A € B(RY). Jos lisiksi f € L*(u), niin

(4.54) lin > 7(6) = [ fla)ulda)

n—oo n, 4 1
1=

melkein varmasti.

Todistus. Sivuutamme todistuksen. Tulos on esitetty, ilman todistuksia, lahteissd [111 s.
93-94] ja [7, s. 47]. O
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4.2.3 Metropolisin-Hastingsin algoritmista

Metropolisin-Hastingsin algoritmi on yksi kaytetyimmista MCMC-menetelmista. Haluam-
me ratkaista MCMC-menetelmalla kohdejakauman Pyx. Oletetaan, ettd m on kohdejakau-
man Py, X € Q(R?), tiheysfunktio. Talloin siis

missid A € B(R?).

Meiddn tulee l6ytdéd sellainen siirtyméydin K(z, A), jolle p = w(x)dx on K-
invariantti@. Kun olemme pisteessi z € R? ja A € B(R?), niin K(x, A) kuvaa toden-
nakoisyytta paatya pisteestd z joukkoon A. Voimme téten kirjoittaa

(4.55) K(z, A) = / k(z, y)dy + r(z)1a(z),
A

missa [, k(z,y)dy > 0 on todennékdisyys siirtyé pisteestd = joukkoon A ja r(x)1a(z) > 0
on todennakoisyys pysya paikallaan, kun z € A.
Ehdosta K (z,R?) = 1 seuraa, etti

(4.56) r(z) =1— / k(z, y)dy.
R4
Kun 7(x)dx on K-invariantti, niin Fubinin lauseen perusteella tulee péted

uK(A) = / / k(x,y)dy+r(m)1,4(x)] (x)de

LA

_ / / m(2)k(z, y)dz + r(y)m(y) | dy

Rd

= /W(y)dy

jokaisella A € B(R?). Tilloin Radonin-Nikodymin lauseessa olevan yksikisitteisyyden
vuoksi

(4.57) w(y) = [ wlw)kle,y)de + r(y)m(y)
Rd
melkein jokaisella y € R?. Kun yhdistimme kaavat (4.56]) ja (4.57), niin saamme
(4.58) / r(y)k(y, o)dx = / w(2)k(z, y)dz.
Rd Rd

Kutsumme yhtaloa (4.58|) tasapainoyhtdloksi (eng. balance equation). Tasapainoyhtélo
toteutuu erityisesti silloin, kun integrandit ovat yhtasuuria eli

(4.59) m(y)k(y, ©) = m(x)k(x, y)

621 iséiksi tulisi osoittaa, ettd K on joko ergodinen tai u-pelkistyméton ja jaksoton. Emme kuitenkaan
mene talldisiin yksityiskohtiin téssd tyossa.
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kaikilla z,y € RY. Kutsumme yhtiloa (4.59) tarkaksi tasapainoyhtildksi. Metropolisin-
Hastingsin algoritmi on tapa konstruoidan sellainen siirtyméaydin K, joka toteuttaaa tar-

kan tasapainoyhtalon (4.59)).
Olkoon ¢ : R? x RY — R, U {0} sellainen funktio, etti

/q(fﬂ,y)dy =1

R4

Kutsumme funktion ¢ indusoimaa siirtymaydinté

(4.60) O(z, A) = / gz, y)dy, A e BRY

ehdotusjakaumaksi. Jos funktio ¢ toteuttaaa tarkan tasapainoyhtélon (4.59)), niin asetam-
me, ettd k(z,y) := q(x,y) ja r(x) := 0. Muutoin korjaamme ydintd asettammalla

k(z,y) = a(z,y)q(z, y),
missa a(x,y) on sopiva korjaustermi. Oletetaan, etté

m(y)q(y, ) < m(x)q(z,y).

Haluamme valita sellaisen funktion a(z,y), ettd yhtélo

m(y)a(y, 2)q(y, v) = 7(z)a(r, y)q(z, y)

toteutuu. Nain tapahtuu erityisesti, jos a(y,z) = 1 ja a(z,y) = :Eg%ggizg < 1. Vaihtamalla
muuttujien x ja y roolit saamme lopulta, ettéa

(4.61) a(z,y) = min (“y)q(y“”) 1) .

Esitetdan lopuksi yhteenvetona Metropolisin-Hastingsin algom'tmﬂ (MH). Maaritel-
laan ldhes mielivaltainen ehdotusjakauma Q(z,-), jolla on tiheysfunktio ¢(z,y) (kdytén-
nossa usein Gaussinen jakauma). Tiheysfunktio kuvaa todennékoisyytté liikkkua tilasta x
tilaan y. Oletetaan, ettd ajanhetkelld ¢ € N olemme tilassa x;. Talloin seuraavan tilan
i1 Madrittaminen voidaan jakaa kahteen askeleeseen:

1) Arvomme ehdokaspisteen y ~ Q(zy, ) ehdotusjakaumasta.

2) Ehdokaspiste y joko hyvaksytdan tai hylataan. Hyvdaksymistodenndkoisyys on

min (2040 1) - jos (g, y) > 0

]-7 jOS ﬂ-(‘rt)Q(‘rhy) =0.

(4.62) a(zy,y) = {

Jos ehdokaspiste y hyvéiksytaan, niin asetetaan x;,; := y ja muulloin z;,, = z;.

63Nicholas Metropolis (1915-1999) oli kreikkalais-amerikkalainen fyysikko ja matemaatikko, joka tun-
netaan erityisesti Monte Carlo -menetelmien kehittdmisestd. W. Keith Hastings on kanadalainen vuonna
1930 syntynyt tilastotieteiliji, joka kehitti Metropolisin MCMC -menetelméd vuonna 1970 julkaistussa
tutkimuksessaan.
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Koska menetelméssé lasketaan vain osamédra m(y) /7 (), niin riittda tuntea kohdeja-
kauman muoto. Erityisesti tilastollisten inversio-ongelmien kannalta tdmé on hyva asia,
silld integraalin laskeminen voi olla vaikeaa. Kun menetelma on ergodinen, niin tima
liséiksi takaa, ettd saamme aidon otoksen kohdejakaumasta (asymptoottisesti).

Soveltajan tulee kuitenkin ottaa huomioon, ettd menetelmélla on burn-in aika, jolloin
ketjun ensimmaiset pisteet eivat valttamétta ole edustavia otoksia kohdejakaumasta. Li-
sidksi Markovin ominaisuuden vuoksi ketjun pisteet korreloivat keskendén, mita voidaan
tutkia esimerkiksi autokorrelaation avulla. Edellisista asioista on kerrottu terkemmin lah-
teessa [4, Luku 9.1 Metropolis-Hastings algorithm).

Kutsumme symmetrisen tiheysfunktion ¢ indusoimaa siirtymaydinta ) Metropolisin
ytimeksi. Kun ehdotusjakauma on symmetrinen, ts. ¢(z,y) = q(y, r) kaikilla 7,y € R,
niin

(4.63) a(z,y) = min (1, ZE%) .

Lahteessé [26, Luku 6.3.1 Metropolis-Hastings method] todistetaan useita ergodisuus-
tuloksia liittyen Metropolisin ytimeen.

AM-algoritmi (adaptive Metropolis algorithm) on MCMC-menetelmé, joka pyrkii rat-
kaisemaan ehdotusjakauman valintaan liittyvia haasteita. Menetelmd on kuvattu ar-
tikkelissa An adaptive Metropolis algorithm [8, Haario, Saksman ja Tamminen]. AM-
algoritmissa muokataan ehdotusjakaumaa MCMC-ketjun historian perusteella, joten se
ei toteuta Markovin ominaisuutta. Voidaan kuitenkiin osoittaa, ettd menetelmé on er-
godinen eli silld pystytdan ratkaisemaan kohdejakauma. AM-algoritmin pseudokoodi ja
kuvaus on esitetty vaitoskirjassa Adaptive Markov Chain Monte Carlo Algorithms with
Geophysical Applications [27, Tamminen, Luku 3.4 The Adaptive Metropolis algorithm).

AM-algoritmista on olemassa myos laajennettu versio, DRAM-algoritmi (Delayed Re-
jection Adaptive Metropolis algorithm), mika on julkaistu artikkelissa DRAM: Efficient
adaptive MCMC' [9, Haario et al.]. Luvussa 5 esitettiavissa simulaatioissa olemme kéyt-
taneen AM-algoritmin implementaatioita MCMC' toolbox for Matlab [14, Laine]. Tama
toolbox sisaltda myos MH- ja DRAM-algoritmien implementaatiot.

4.3 Redusoidun priorin menetelma

Dimension redusoinnilla tarkoitetaan ns. ulotteisuuden tiputtamista. Dimension redusoin-
tia tarvitaan erityisesti kahteen tarkoitukseen, joita ovat datan visualisointi ja laskentau-
lotteisuuden tiputtaminen. Thmisen on vaikeaa késitella visuaalisesti yli 3-ulotteista dataa,
joten visualisoinnin kannalta on jarkevaé etsid tapoja esittdd data 1-3-ulotteisesti. Tés-
sé tyossd olemme kuitenkin motivoituneet dimension redusoinnista laskentaulotteisuuden
tiputtamisen vuoksi.

Laskentaulotteisuuden tiputtamisen ansiosta on mahdollista ratkaista ongelmia te-
hokkaammin, ja on myos mahdollista, ettd ongelmaa ei pystyta ratkaisemaan liian isossa
laskentaulottuvuudessa, jolloin dimension redusointi on erityisen perusteltua. Késitelladn
nyt asiaa johdattelevien esimerkkien avulla.

Esimerkki 4.20. Olkoot V' ja U sellaisia vektoriavaruuksia, joille dim(U) < dim(V').
Talloin lineaarikuvaus P : V' — U redusoi avaruuden V' pisteet avaruuteen Im(P) C U.
Lisdksi dimensiolle patee dim(Im(U)) < dim(U) < dim(V). Jotta talldiselld kuvauksel-
la olisi kayttoarvoa, niin sen tulee olla sellainen, ettd se siilyttda sovelluksen kannalta
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oleellista informaatiota. Se millainen kuvaus on hyva riippuu tietysti sovelluksesta, eika
kuvauksen 16ytdminen vélttdmatta ole helppoa. A

Esimerkki 4.21. Olkoon X : 2 — R" satunnaisvektori, missa n > 2. Talloin mitallinen
kuvaus P : R® — R™, missa m < n, maarittelee redusoidun satunnaismuuttujan ax := Po
X : QQ — R™. Erityisesti, jos P on kdantyva, niin pdasemme vaihtamaan parametrisointien
vililli eli X = P~! o ay. Kuitenkin kuvauksen P bijektiivisyys saattaa usein olla liian
suuri vaatimus.

Koska edellisen konstruktion kuvaus ei ole aina kdantyvé, niin tehddan vastaanlainen
paattely vield painvastoin. Olkoot o : 2 — R™ ja X : 2 — R" satunnaismuuttujia,
missa n > m > 1. Talloin mitallinen kuvaus P : R™ — R" maédrittelee satunnaismuut-
tujan X, := P o a. Tassa kuvauksen P avulla esitetdan todellisuudessa m-ulotteinen
satunnaismuuttuja n-ulotteisena. Nyt jos satunnaismuuttujien X ja X, jakaumat ovat
likimain samat, niin talloin pystymme arvioimaan satunnaismuuttujan X ominaisuuksia
satunnaismuuttujan « ja kuvauksen P avulla. A

Esimerkki 4.22 (Gaussisen lineaarisen mallin redusointi). Vrt. [I1) s. 181-183]. Tarkas-
tellaan Gaussista lineaarista mallia (4.28]), missé

Y =AX + E, X ~ N(l‘o, Epr), B~ N<0; Enoise)-

Olkoon nyt kuitenkin X : Q — RY satunnaisvektori ja A € R™¥ . Maaritellidn jokin
lineaarikuvaus P : RY — R”, jolle n < N. Olkoon ax := PX kuvauksen P redusoima
priori. Talloin saamme redusoiduksi priorijakaumaksi

ax ~ N (Pxg, PY,.PT).
Olkoon A, € R™*" redusoitu malli (esim. A, = APT), jolloin

Y=AX+FE=Aax+(A-A,P) X+ FE
:AaaX+Ea7

missa E, := (A — A,P)X + E on redusoitu virhe.
T&lloin saamme redusoidun virheen jakaumaksi E, ~ N (€4, o noise), Missé

ea = E(E,) = (A— A,P)x

ja

E()c,noise - COV(Ea) - (A - Aap)zpr(A - AozP)T + Enoise'
Nyt voimme kasitella redusoitua posteriorijakaumaa, kuten aiemmissa esimerkeissa tai
jopa johtaa ehdollinen keskiarvo seké kovarianssi Schur’n komplementteihin perustuen.
Posteriorijakauma tai sen estimaattori voidaan yrittaa palauttaa alkuperaisiin yksikoihin,
eli tayteen dimensioon N, kayttden pseudoinversiota tai muuta menetelmaé. A

Johdetaan seuraavaksi se dimension redusointimenetelma, jota sovellamme luvun 5
esimerkeissa. Menetelméa perustuu osittain artikkelissa Dimensionality reduction and po-
lynomial chaos acceleration of Bayesian inference in inverse problems [T, Marzouk ja
Najm] olleisiin ideoihin. Kuitenkin téssé esitettavit kaavojen johdot perustuvat vahviten
Ilmatieteen laitoksella 2013 pidettyyn esitelméin A tutorial on dimensionality reduction
in inverse problems via truncating the prior covariance matriz |25, Solonen]. Sovellamme
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paakomponenttianalyysié priorijakaumaan, jolloin sen laskentaulotteisuus laskee. Sopivil-
le priorijakaumille, jotka ovat oikealla tavalla korreloituneita, tdméa redusointimenetelma
sdilyttad jakauman tarkeimmat ominaisuudet seka tarjoaa luonnollisen tavan siirtya re-
dusoidun ja tayden jakauman valilla.

Olkoon X ~ N(0,%), missi ¥ € RV*N on positiivisesti definiitti reaalimatriisi®} Ha-
luamme redusoida témén satunnaismuuttujan N-ulotteisesta avaruudesta n-ulotteiseksi,
missid n < N. Kovarianssilla ¥ on ominaisarvohajotelma®™)|

N
(4.64) % =QAQ" =) Mg,

i=1
missa @ = [q1,...,qn], jossa qi,...,qy ovat matriisin 3 ominaisvektorit, ja A =
diag(A1, ..., An), jossa A1, ..., Ay ovat matriisin ¥ ominaisarvot.

Olkoon ominaisarvot jarjestelty siten, ettd Ay > Ay > --- > X, > 0. Méaritellddn nyt
kaavaan (4.64) perustuen

(4.65) o= Ngig; = Qu\QF = PPl
=1

missa P, = [V a1, - - ., VAnGn] on reduktiokuvaus.
Talloin voimme maéaritella redusoidun satunnaismuuttujan X,

(4.66) X, = Xu(a) = ZO@‘\/)\T‘QZ‘ = Zaipi = P,a,
i=1 i=1

missd a = (@, ..., a,) ~ N(0,I,) on satunnaisvektori. Talloin
E(X,(a)) = E(Poa) = PJE(a) = 0
ja
Cov(Xi(a)) = Cov(P,a) = P,Cov(a)PT = P,PF =%,
missé kdytimme identiteettia Cov(X,Y) = E(XYT) — E(X)E(Y)?. Siis X,, ~ N(0,%,),

joten redusoidulla jakaumalla on joitakin jakauman X ominaisuuksia.

Huomautus 4.23. Reduktiokuvaus P, : R — R kuvaa redusoidun parametrin reali-
saation ag ~ a tdyden avaruuden reaalisaatioksi xg = P,aq. Talloin zg ~ X, ~ X, missa
ainoan huolen aiheuttaa approksimaation tarkkuus.

Olkoon nyt kasiteltavéna tilastollinen (epélineaarinen) inversio-ongelma
Y=FX)+E,

missi oletamme additiivisen Gaussisen virhemallin E ~ A(0,T), joka on riippumaton
tuntemattomasta X. Oletetaan, ettd olemme saaneet mittauksen ., ~ Y. Olkoon tun-
temattoman priorijakauma X ~ N(0,3). Jos A € R¥*¢ on kidntyvd matriisi, niin mer-
kitsemme ||z]|% := 2T A~z jokaisella 2 € R?. Voimme esimerkin [4.7) perusteella kirjoittaa
inversio-ongelman ratkaisulle kaavan

S17) — i + 121)) -

(4.67) Tpost (T | Yobs) X €Xp <—2

64Keskiarvosta tehty oletus on vain kaavoja yksinkertaistava.
65Koska ¥ on positiivisesti semidefiniitti, niin sen singulaariarvohajotelma ja ominaisarvohajotelma
ovat samat. Siis my6s SVD kévisi.
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Edelleen pystymme redusoitujen parametrien a avulla kirjoittamaan kaavan (4.67)) muo-

dossa
1
(4.68) Ty (] o) % exp (=5 (/@) = sl + llal},))

Kun maarittelemme Gaussisen priorijakauman, niin voimme tehda edellisessé ala-
luvussa esitettyda MCMC-laskentaa redusoiduilla satunnaismuuttujilla. Saadun MCMC-
ketjun voi helposti muuntaa tayteen avaruuteen kayttamalla kuvausta P,, kuten edel-
linen huomio ehdottaa. Redusointia voidaan jopa soveltaa analyyttisissa, minimointiin
perustuvissa, ratkaisumenetelmissa, missd minimoimme joko regularisoidun funktionaa-
lin

(4.69) ;(Hf(wn(a)) ~ Yous|lt + llarll7,)

MAP-estimaatti) tai regularisoimattoman

(
(4.10) 15 n(@)) = o3
(

ML-estimaatti).

Oletetaan, ettd mallilla ' on olemassa Jacobin matriisi Jr(z). Télloin voimme laskea
mallin F' Jacobin matriisin redusoitujen parametrien suhteen ketjusadnnolld kéayttéaen
kaavaa

(4.71) Jr(xp (@) = Jp(x)d,, (@) = Jp(z)Py.
Esimerkki 4.24 (Log-normaalijakauma ja keskiarvon siirto). Olkoon X ~ A (u, ). Ol-
koon P, ja o madritelty satunnaismuuttujalle Y := X — pu, kuten ylla. Jos haluamme

redusoida log-normaalijakauman B ~ log N'(j1, X)), niin voimme toimia seuraavasti. Teh-
déaan muunnos

(4.72) By, := exp(P,a + 1),
missa P, ~ Y, =Y eli Pya+u~Y,+pu~ X. Edelleen exp(P,a+p) ~ B, = exp(X) =
B. A

Huomaamme kaavasta , ettd jos ominaisarvot ovat hyvin ldhelld nollaa, niin
nédiden vaikutus lineaarikuvaukseen on erittain pieni. Jotta menetelméa voi toimia, niin
tarvitsemme sopivanlaisen kovarianssimatriisin. Esitelladn seuraavaksi kovarianssityyppi,
joka on kaytannossa helppoa maéritella ja mahdollistaa tehokkaan dimension redusoinnin.

Miiritelméi 4.25. Kutsumme Gaussisen satunnaisvektorin X € Q(R”) kovarianssimat-
riisia

(4.73) GP(0,L);; :=0exp (— d<22’L‘72)2>

Gaussisen prosessin kovam’anssikszﬁ, missa d(i, j) koordinaattien i ja j tilastollinen etdi-
syys, L € R, on korrelaatiopituus ja 0 € R, on skaalatekijd.

Kaavassa luonnollinen etaisyys voidaan maéaritelld sijantivektorilla © =
(z1,...,2x) € RN, missd d(i, j) := |lz; — x;||. Kéytdnnossd mitd suurempi korrelaatiopi-
tuus valitaan, niin sitd nopeammin ominaisarvot suppenevat kohti nollaa. Témén omi-
naisuuden vuoksi Gaussisen prosessin kovarianssin kayttd dimension redusointiin on suo-
raviivaista. On huomaamisen arvoista, ettd skaalaparametri # méarittda koordinaattien
marginaalijakaumien hajonnat.

66Yleisessd tapauksessa tdmé voisi olla ddreténulotteinen, josta nimitys “prosessi” juontuu.
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5 Sovellus: Kasvihuonekaasujen kaukokartoitus

Tarkoituksenamme on esittaéd vain yleiskuva ilmakehan kaukokartoituksesta, joten emme
kay lapi kaikkia fysikaalisia yksityiskohtia. Tamén lisdksi paneudumme tarkemmin ilma-
kehan kaukokartoitukseen liittyvadn inversio-ongelmaan, erityisesti sen matemaattiseen
rakenteeseen ja numeeriseen ratkaisemiseen. Luvun lopuksi esitémme kasvihuonekaasu-
jen kaukokartoitukseen liittyvié realistisia esimerkkeja. Olemme teorian osalta kdyttineet
lahteind kirjoja An Introduction to Atmospheric Radiation [19], Liou] ja Inverse Methods
for Atmospheric Sounding: Theory and Practice |22, Rodgers].

5.1 Ilmakehan kaukokartoituksesta

llmakehdn kaukokartoitus on esimerkki epdsuorasta mittaustilanteesta. Siind mittalaitd®|
mittaa kohteen lapi tullutta sahkomagneettista séteilya, jolloin saamme kohteesta spekt-
rin. Tasta spektristd pyrimme paitteleméan kohteen ominaisuuksia mittaushetkella. Mit-
talaite voi sijaita esimerkiksi maassa, satelliitissa tai lentokoneessa. Varsinainen mittaus
tapahtuu spektroskooppisilla menetelmilla. Spektri kuvaa séiteilyn intensiteettia aallon-
pituuden funktiona. Téssé tyossa tarkastelluilla aallonpituuksilla ilmakehé ei itse tuota
sateilya merkittavésti, vaan se absorboi auringon tai muun ldhteen sateilyd. Nain ollen
pystymme vertailemaan léhteen ns. referenssispektria ilmakehan lapi mitattuun spekt-
riin. Séteilyn kulkuun ilmakehéassa vaikuttavat myos monet muutkin fysiikan ilmiot, jois-
ta tarkein on sironta.

= [aajuus (v) kasvaa

|||J-“ ™ ' HI]"' o' we o™ ||u" |Iu“ n* I 10" v (Hz)
gammasteily rantgen | UY infrapuna | mikroaallot FM‘ AM pitkit radiomallos
radioaallon
| i i i i H II ] i I | I 1 i
T TR [V (e (VI [ (N [ I 115 ot 1" W himy

e ) _""H.h____ aallonpituus (A) kasvaa —

"~ niikyviin valon spektn N

N [ -
400 5000 0 TN
aallonpituus () sanometreind kasvaa —

Kuva 1: Sihkomagneettisen sdteilyn luokittelu. Lihde: Wikimedia Commons, http:// fi.
wikipedia. org/wiki/Sihkomagneettinen_sdteily [22.5.201/).

Mittaustulokseen vaikuttaa myos koetilanteen geometria, jolla tarkoitamme kohteen,
havaitsijan, auringon ja maapallon sijainteja koetilanteessa. On syytd huomata, etta tarkat
ilmakehan ulkopuoliset etaisyydet ovat ldhes merkityksettomié. Tarkastellaan tilannetta,
jossa havaitsija ja kohde ovat molemmat maapallon pinnan normaalisuoralla; téalloin ky-
seessd on nadiiri-geometria, jos havaitsija on kohteen ylapuolella, ja vastaavasti kyseessa

67Mittalaitteet jaotellaan usein aktifvisiin ja passiivisiin. Aktiiviset mittalaitteet luovat itse signaalin,
ja passiiviset kayttavit jotakin luonnollista ldhdetté, kuten aurinkoa tai muita tdhtia.

60


http://fi.wikipedia.org/wiki/S�hk�magneettinen_s�teily
http://fi.wikipedia.org/wiki/S�hk�magneettinen_s�teily

on zeniitti-geometria, jos havaitsija on kohteen alapuolella. Naiden lisaksi tarkea erikoista-
paus on ns. suoraan aurinkoon katsova -geometria, jossa kohde on auringon ja havaitsijan
valissa.

5.1.1 Kasvihuonekaasujen kaukokartoituksesta

Merkittavimpia kasvihuonekaasuja ovat vesihoyry (H2O), hiilidioksidi (COs), metaani
(CHy), typpioksiduuli (N2O) ja otsoni (Oz). Kasvihuonekaasut lammittavat ilmakehda,
silla ne absorboivat voimakkaasti infrapunasateilya. Taten ilmakehan kaukokartoituksessa
kasvihuonekaasumolekyylien méirid voidaan arvioida infrapuna-alueen mittauksilla|

Kashvihuonekaasut ovat olleet viime vuosina yhéd kasvavan kiinnostuksen kohteena.
Tasta kertoo esimerkiksi useat satelliittiprojektit, kuten

a) vuonna 2009 laukaistu japanilainen GOSAT-satelliitti (JAXA, [28, Yoshida et al.]);

b) vuoden 2014 aikana laukaistava yhdysvaltalainen OCO-2-satelliitti (NASA, [5, Crisp
et al.]);

¢) Hollannin ja ESA:n TROPOMI-instrumentti (Netherlands Space Office ja ESA, [29,
Veefkind et al.]), joka on méaara laukaista vuoden 2016 alkupuolella.

Myoskin maanpintamittauksia tehdédan useissa eri paikoissa. Esimerkiksi [lmatieteen
laitos tekee omia mittauksia FTIR-instrumentilla (eng. Fourier transform infrared spect-
roscopy, ks. [32, Database of Arctic Research Centre]). Nédiden mittauksien perusteella
myo6hemmin julkaistavan datan inversio tehdédén GGG-algoritmilla ([31, Wunch et al.]).
Olemme tyon aikana vertailleet uuden inversio-menetelmédmme antamia tuloksia GGG-
algoritmin vastaaviin tuloksiin. Naita tuloksia esitellddn taman luvun lopussa.

In-situ-tiheysprofiilimittauksia ~ pystytdan  tekeméén  esimerkiksi — AirCore-
mittalaitteella ([I3, Karion et al.]). Suorien mittauksien heikkous on se, ettd niité
tulisi tehda todella paljon, jos haluamme saada kattavan kuvan ilmakehéstd globaalilla
tasolla. Talloin siis tarvitsisimme globaalisti kattavien mittausten tekoon useita mitta-
laitteita ja paljon henkilostoa. Taman vuoksi kaukokartoitusmenetelmien kehittdaminen
on hyvin perustelua.

58Eri molekyyleilld on yksilolliset absorptio-profiilit.
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Kuva 2: Kaikissa kolmessa kuvaajassa (vasemmalta lueteltuna COz, CHy ja CO) esitetidn yksi
GGG-algoritmin kayttama prioriprofiili ja yksi AirCore-mittaus: y-akselilla on korkeus ja x-
akselilla sitd vastaava kaasumolekyylin tiheys joko ppm- tai ppb-yksikéssi (eng. particles per
million/billion).

5.2 Sateilynkulkumallista ja inversio-ongelmasta

Merkitédn sdteilyn itensiteettii I(\), missi A on aallonpituud®} Kun siteily kulkee mat-
kan ds, niin merkitdan sateilyn intensiteetin muutosta dI(\). Siis uusi sateilyn itensiteetti
on I(A) +dI(N).

Voimme esittda sateilyn intensiteetin vihenemisen kaavalla
(5.1) dI_(N\) == —k(N)p(s)I(N)ds,

missé p(s) on véliaineen tiheys ja k() viliaineen kokonaisvaikutusald| (eng. mass e-
tinction cross section). Kokonaisvaikutusala ottaa huomioon véliaineen absorption ja sen
aiheuttaman sironnan, mutta ei kuitenkaan monikertasirontaaﬂ ja emissiota, jossa aine
vapauttaa aiemmin absorboimaansa energiaa. Vastaavasti voimme esittaa sateilyn inten-
siteetin kasvun kaavalla

(5.2) Al () == G (A)p(s)ds,

misséd j(A) on valiaineen ldhdekerroin (eng. source function coefficient). Lahdekerroin ot-
taa huomioon véliaineen emittoiman séiteilyn ja monikertasironnan. Yhdistamalla kaavat
(5.1) ja (5.2) saamme sateilyn muutokselle realistisemman mallin

(5.3) dI(X) :=dI_(A\) +dI(N) = —=k(XN)p(s)I(N)ds + j(N)p(s)ds.
Madritellaén sitten ldhdefunktioksi

(5.4) JA) = G(A)/EQ).

%Toisinaan kiytetddin myds aaltolukua v = 1/\. Spektroskopiassa ja yleisessi fysiikassa aaltoluvun
maéadritelmé eroaa kertoimen 27 osalta.

OMyés vain ekstinktiokerroin; sen yksikkd on m?/kg.

"1Siis siteily oleellisesti siroaa takaisin kulkureitilleen.
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Voimme nyt jéarjestelld kaavan ([5.3) muotoon

dI(\)

(5:5) FO)p(s)ds

—I(A) +J(N),

jota kutsutaan yleiseksi sdteilynkulkuyhtiloksi (eng. general radiative transfer equation).

Johdetaan sitten Beerin-Lambertin-Bouguer'n laki tekemaélle sopivia, ilmakehan kau-
kokartoituksessa usein realistisia, approksimaatioita. Asetetaan kaavassa JA) =0
eli emme ota huomioon monikertasirontaa tai ilmakehén aiheuttamaan emissiota. Kaava
(5.5) médrittdd nyt muuttujan s suhteen lineaarisen 1. kertaluvun differentiaaliyhtélon,
missa tuntematon on (A, s) ja kerroinfunktio on k(A)p(s). Olkoon séteilyn intensiteetti
I(X, a), kun sateily on kohdassa s = a. Talloin ratkaisemalla differentiaaliyhtélon ([5.5)
saamme kaavan

(5.6) IO\ B) = I(), a) exp (— / k()\)p(s)ds) ,

missd a < b. Jos véaliaine on tasainenm lapi séateilyn kulkeman reitin, niin k(\) ei riipu
sijainnista s. Oletetaan, ettd ndin olisi. Nyt voimme méaritella

(5.7) u = /bp(s)ds.

Téalloin kaavan ([5.6)) voi esittdd muodossa
(5.8) I\ b) = I(\ a)e ke,

joka tunnetaan Beeri] °} Lamberti] - Bouguer' | lakina.
Kaavan (5.6) perusteella maarittelemme transmissioksi

(5.9) TN = 583

Jos I(\, a) on auringon séteilyn intensiteetti ennen sen tuloa ilmakehéén ja I(\, b) siteilyn
intensiteetti maanpinnalla, niin talloin 0 < I(A,b) < I(A,a) eli T(\) € [0, 1].
Maéarittelemme yhtalolla

(5.10) T\ = / k(\)p(s)ds

a

optisen paksuuden 7(\) (eng. optical depth). Nyt siis kaavojen (5.6)), (5.9) ja (5.10)) perus-
teella voimme kirjoittaa, etta

(5.11) T\ =e ™V,

?Kaytetddn myos sanaa homogeeninen; aine on tasajakautunutta ja limpétila sekd paine ovat vakioita.

™ August Beer (1825-1863) oli saksalainen fyysikko, kemisti ja matemaatikko, joka teki tutkimusta
etenkin optiikan alalla.

™ Johann Lambert (1728-1777) oli sveitsilidinen matemaatikko, fyysikko, filosofi ja astronomi, joka
tunnetaan parhaiten todistuksesta m:n irrationaalisuudelle.

">Pierre Bouguer (1698-1758) oli ranskalainen matemaatikko, geofyysikko ja astronomi, joka vuon-
na 1729 julkaistussa tutkimuksessa FEssai d’optique sur la gradation de la lumiére esitti ensimmaisena
ilmakehén absorptioon liittyvia késitteita.
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Jos oletetaan, etté eri aineiden vaikutukset eivét korreloi keskenaén, niin voimme esittaa
optisen paksuuden 7 véliaineessa olevien eri aineiden vaikutuksien summana
N b
(5.12) =Y / k(A T(s), P(s))pi(s)ds,
=1

3 a

missa ¢ = 1,..., N on aineiden indeksointi, k; i. ainetta vastaava vaikutusala ja T'(s) seka
P(s) ovat lampdétila ja paine pisteessd s. Emme téssa esityksessa kay lépi yksityiskoh-
tia, miten vaikutusalafunktiot k; voidaan méaritelld analyyttisesti tai laskea numeerises-
ti. Kéytédnnossa oletetaan, ettd niiden arvot ovat numeerisesti tunnettuja (ks. [33] The
HITRAN database]), joten pystymme laskemaan suoran mallin.
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Kuva 3: COy:n vaikutusalat neljdlld eri korkeudella, kun paine ja ldmpdtila eri korkeuksilla
ovat tunnettuja: x-akselilla on aaltoluku ja y-akselilla sitd vastaava vaikutusala. Huomaa, ettd
kuvaajassa on kdytetty hyvin kapeaa aaltolukuikkunaa.

Voimme linearisoida epéalineaarisen yhtalon ottamalla puolittain logaritmin, jol-
loin inversio-ongelma palautuu oleellisesti yhtélon ratkaisemiseen, missa tuntemat-
tomia ovat funktiot p;, joita kutsutaan tiheysprofiileiksi. Fredholmin 1. lajin integraaliyh-
tilé on yleisesti muotoa

(5.13) f(@) = [ Ko,

missd ¢ on tuntematon funktio. Nyt esitetty kaava koostuu siis Fredholmin 1. lajin
integraaliyhtaloiden ([5.13)) aarellisestd summasta.

Matemaattisena inversio-ongelmana ilmakehén kaukokartoitus kuuluu optisen tomo-
grafian piiriin. Talldistd puhtaan matematiikan lahestymisté on késitelty lyhyesti lahtees-
sé 11, Luvut 6.1.1 Radon Transform, 6.4 Optical Tomography ja 7.8 Optical Tomography
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in Anisotropic Media|. Koska kaavassa (5.12) ilmenevien integraalien ytimet eivit ole
suljetussa muodossa, niin analyyttinen ldhestyminen ongelmaan on vaikeaa@

5.3 Laskennallisista ratkaisumenetelmista

Inversio-ongelman data-avaruuden muodostaa mahdollisten transmittanssien joukko, mis-
sé transmittanssi on jatkuva funktio [A1, Ae] — [0, 1]. Kéytédnnossa saamme transmittans-
sista vain darellisen méaran havaintoja, jotka siséltdvat myos mittausvirheen. Inversio-
ongelman tila-avaruuden muodostaa kaikkien eri aineiden erilaisten tiheysprofiilikombi-
naatioiden joukko, missi tiheysprofiilit ovat jatkuvia funktioita [0, s.] — Ry U {O}m
Kéytdnnossa rajoitamme data-avaruuden vain niihin tiheysprofiileihin, joista haluamme
ja uskomme saavamme informaatiota. Lisaksi profiileita arvioidaan vain aarellisessa méaa-
rissa eri korkeuksia. Edellisten lisdksi simulaatioissa tulee asettaa vallitseva mittausgeo-
metria ja muut valttamattoméat parametrit. Kaytdmme simulaatioissa suorana mallina
Imatieteen laitoksella kehitettyd SWIRLAB-mallia (Short-Wavelength Infrared Labora-
tory). Malliin liittyvia julkaisuja ei vield ole, mutta olemme aikeissa kirjoittaa sellaisen
myohemmin [henkilokohtainen keskustelu 2014, Simo Tukiainen].
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Kuva 4: SWIRLAB-mallissa kdytetty priori-ilmakehd (esimerkkitila): y-akselilla on korkeus ja x-
akselilla sitd vastaava kaasumolekyylin tiheys. Eri variset kayrdat kuvaavat eri kaasumolekyylejd.
Kdaytetyt arvot on otettu GGG-algoritmista.

"6Yleisesti integraaliyhtilét ovat kuitenkin mielenkiintoinen matemaattinen aihe (ks. esim. [30, Volter-
ra] ja [I0, Hochstadt]).

“"Ylirajaksi voidaan valita sellainen korkeus, jossa ilmakehin vaikutus transmittanssiin on riittéavin
pieni. Esimerkiksi so, = 70 km.
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Kuva 5: Yksi SWIRLAB-mallin antamista transmittansseista (esimerkkidata): z-akselilla on
aallonpituus ja y-akselilla sitd vastaava transmittanssi.

5.3.1 Mallin diskretoinnista

Ilmakehé diskretoidaan jakamalla se tasavélisesti r; = 71 + (j — 1)Ar séteisten pallo-
pintojen véliin, missd r &~ 6400 km on maapallon side, Ar on pallopintojen etaisyys ja
j=1,....,d.

Merkitaan indeksilla ¢ = 1,..., N eri kaasuja, kuten teimme aiemminkin. Olkoot

pi = (i, - 7pi,d>T
ilmakehén diskretointia vastaavat kaasujen tiheysporfiilit ja
ki(A) = (kip(A), ..., kia(N)
ilmakehéan diskretointia vastaavat kaasujen vaikutusalat. Kirjoitetaan
p=_(p1,--,pn), k(A) = (ki(A),... . kn(N)).
Olkoon lisdksi saatu mittaus

(5.14) Y=Y, Ym),

missé y; on aallopituutta \; vastaava transmission suuruus.
Voimme téalloin kirjoittaa suoran mallin (5.11]) diskretoidussa muodossa

(5.15) f(p) = (f1(p), -, fm(p)),

missa

(5.16) ﬁ@wzwp(—ﬁymmm).

5.3.2 Inversio-ongelman redusoinnista ja ratkaisemisesta laskentamenetel-
milla

Ensinndkin on syytd huomata, ettd malli ((5.15]) on selvésti derivoituva eli voimme laskea
jokaisen koordinaatin derivaatan jokaisen kaasun ja korkeuden suhteen. Voimme maéri-
tella diskretoidulle mallille nelibGsumman

(5.17) Fip) = 3 170) — oI,
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jolloin pystyisimme soveltamaan LMA:ta minimointiongelmaan. Kuitenkin inversio-
ongelmassa on d x N tuntematonta ja ongelma on huonosti maaratty Hadamardin mie-
lessé. Lisdksi suuri muuttujien madra tekisi ongelman ratkaisusta raskasta.

Mallia voidaan redusoida asettamalla kiinteédt prioriprofiilimuodot p; ja hakemalla sel-
laiset skaalatekijit 0; € R, jotka minimoivat nelidsumman

(5.15) F(O) =5 176) — ol

fl(9> = €xXp (— Z‘gzpzkz(/\l)> s 0 = (61, e ,QN).

Esimerkiksi [31, Wunch et al.] tekevit ndin GGG-algoritmiin perustuvassa inversiossa.

Ongelmaa voidaan kuitenkin redusoida tehokkaamminkin, kun kaytdmme alaluvussa
4.3. esitettyja tekniikoita. Vaikka olemme loytaneet reduktiokuvaukset hyodyntaen tilas-
tollista ajattelutapaa, niin se ei estd kdyttdmasta niita analyyttisesti. Asetetaan jokaisel-
le kaasulle kovarianssi GP;(¢;, L;), jonka kiayttaminen voidaan perustella tiheysprofiilien
jatkuvuudella. Sovelletaan tdhén kovarianssiin dimension redusointia, missa n < d (tyy-
pillisesti n ~ %). Nyt siis

pi = Pni,iai;

missa P,,; on ¢. kaasun reduktiokuvaus ja o; on i. kaasun tiheysprofiilin esitys redusoi-
dussa avaruudessa. Siis voimme minimoida nelidsumman

(519 Fla) = 3 |[f(a) ]

N
fila) = exp <— ZPm,iaikl-()\l)> , o a=(ag,...,an).
i=1

Simulaatioissa, missd olemme vertailleet menetelmia ([5.18)) ja (5.19), menetelma (5.19))
on ollut lupaava. Olemme saaneet alustavasti lupaavia tuloksia myos FTIR-datan kanssa.
Liséksi esitetty menetelma mahdollistaa mittauksesta saatavan epasuoran tiheysprofiilien
korkeusinformaation tutkimisen.

Kéytédnnossa olemme rajoittaneet mahdolliset tiheysprofiilit positiivisiksi esimerkin
[4.24] ideaa hyodyntden. Lisdksi yksinkertaisuuden vuoksi asetamme prioriprofiilimuodot
D, joita skaalaamme jokaisessa korkeudessa skaalafunktioilla ¢; : [a,b] —]0,00[] Skaa-
lafunktiot diskretoidaan ilmakehdn suhteen, ja asetamme niille kovarianssit G P;(¢;, L;),
minké jilkeen sovellamme niihin dimension redusointia. Télloin ¢; = exp(P,, ;c), ja mi-
nimoimme funktionaalia

(5.20) Fla) = 5 lIf(a) ]

fila) = exp (— > exp(Pr,iq; + log(pi))k:i()\l)> ;o a=(ag,...,aN).

i=1

"8Tallsin tiheyden kokoluokka pysyy jarkevin suuruisena eri korkeuksissa. Lisiksi koska jokainen posi-
tiivinen tiheysprofiili p(s) voidaan esittaé yksikésitteisella tavalla muodossa ¢(s)p(s), missi p(s) on kiinted
tiheysprofiili, niin skaalafunktioon perustuva ratkaisutapa ei rajoita ratkaisuavaruutta.
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Iterointi on tavallista aloittaa pisteestd a = 0, jolloin exp(P,, ;«;) = 1 jokaisella ¢ =
1,..., N eli lahtopiste on priori-ilmakehd (py, ..., Px)-

Esitetadn seuraavaksi, miten edelld olleita ajatuksia voidaan hyodyntaan tilastollisten
inversio-ongelmien ratkaisemisessa MCMC-menetelmalld — miké tavallaan onkin niiden
luonnollinen kéyttoymparisto. MCMC-ketjun aloituspiste kannattaa etsia LMA:n avulla
kayttaen edelld olleita menetelmia. Tama sdastaé laskenta-aikaa ja tekee AM-algoritmista
vakaamman. Koska AM-algoritmi adaptoi ehdotusjakaumaa, niin ehdotusjakauman opti-
maalinen asettaminen ei ole, perinteisiin MCMC-menetelmiin verraten, yhta kriittista.

Kun oletamme Gaussisen virheen E ~ N(0,T), niin voimme soveltaa alaluvussa 4.3
esitettyd kaavaa edelld olleesiin redusoituihin suoriin malleihin (5.18)), ja
. Talloin priorijakauma on redusoitu log-normaalijakauma ja wuskottavuusfunktio
méaraytyy virheen seka suoran mallin perusteella. Nyt posteriorijakauman voi ratkais-
ta kiayttden MCMC-menetelméd. Olemme kéyttaneet simuloinneissa AM-algoritmia.

5.4 Simulointeja ja FTIR-datan inversioita

Esittelemme seuraavaksi erilaisten simulointien tuloksia. Olemme tehneet kaikki tassa esi-
tettdvat simulaatiot ldhes samoilla parametreilla (luonnollisesti skaaparametri- ja skaa-
lafunktiomenetelmien priorijakaumat tulee asettaa eri tavalla). Mallissa kaytetty priori-
ilmakehd on esitetty kuvassa [4, Olemme kéyttaneet mittauksille kuvassa [§] olevaa aal-
tolukuikkunaa. Tésséd ikkunassa COy absorboi voimakkaasti ja esitdmme padsaantoisesti
sithen liittyvia tuloksia, vaikka mallissa ovat mukana myos H,O, HDO ja CH4. Olem-
me kéyttaneet simuloiduissa mittauksissa ja suorassa mallissa mittaukselle eri dimen-
siota ja instrumentti-funktiota. Kuitenkin tilajoukon dimensiot ja ilmakehén diskretointi
ovat molemmissa tapauksissa samassa muodossa)] Olemme skaalafunktiomenetelmassi
redusoineet dimension n = 70 dimensioksi d = 5, mikd kuvan [6b] perusteella vaikuttaa
jarkevalta.

Prior covariance matrix

Altitude [km]

10 20 30 40 50 60 70 2 4 6 8 10
Altitude [km] Singularvalues

(a) CO2:n skaalafunktion G P-kovarianssi.  (b) Kovarianssin ensimmdiset singulaariarvot.

Kuva 6: Kuvasta (a) ndhddidn, ettd kovarianssi sitoo skaalafunktion ylemmdt korkeudet vah-
vasti alempiin. Tdmd on tehty sen wvuoksi, ettd nelidsummassa olevaa informaatiota saadaan
suhteeessa paljon enemmdn matalilta korkeuksilta (vrt. kuva @ Kuvasta (b) nahdadn, ettd sin-
gulaariarvot suppenevat nopeasti kohti nollaa.

™Siis joitakin ns. inverse crime -ominaisuuksia on vield tietoisesti jadinyt niihin alustaviin simulaatioi-
hin. Esimerkiksi kohina ei ole oikeasti valkoista kohinaa (vrt. kuvat [8[ja [14]).
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Kuva 7: Transmittanssin gradientti COy:n skaalafunktion ja korkeuksien suhteen erddssd pis-
teessd: y-akselilla on korkeus ja x-akselilla aaltoluku, kun taas derivaatan suuruusluokka omn vd-
rikoodattu (ks. kuvassa esitetty kaava). Kuvaajassa voi nahdd COgz:n absorptiopiikit (vrt. kuva
@. Lisdksi absorptio on voimakkaampaa alhaisilla korkeuksilla, koska COq:n mddrd on sielld
suurempaa (vrt. kuva .
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Kuva 8: Suoran mallin antaman ML-estimaatin (skaalatekijamenetelmd) jo FTIR-mittauksen
erotus. Ylemmdssd kuvassa mustalla kdyrdllé on esitetty mallin antama transmittansst ja pu-
naisina pisteindg FTIR-mittaus. Alemmassa kuvassa on laskettu mallin ja mittauksen erotus eli
residuaalit. Kuvaajasta nahddadn, ettd malli jo mittaus etvdt vastaa taysin toisiaan.

Inversio 1: AirCore-simulaatio / LMA

Simuloimme téssé kohinallisen mittauksen (additiivista valkoista kohinaa, jonka koko-
luokka on 0.02%), jossa todellinen COq-profiili perustuu AirCore-mittaukseen (interpo-
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loitu mallille sopivaan muotoon). Prioriprofiilin muoto on jo valmiiksi oikea muille mallis-
sa oleville kaasuille (H,O, HDO ja CHy). Kayttamamme COs-prioriprofiili ei siis vastaa
muodoltaan totuutta, vaikka profiilit kuitenkin ovat hyvin ldhella toisiaan (vrt. COq, ku-
va . Tilanne on siis jo hyvin lahelld realistista. Simulaatio osoittaa, ettd redusoituihin
skaalafunktioihin perustuva LMA-inversio tuottaa parempia tuloksia ja 10ytda korkeus-
informaatiota. Huomaamme kuitenkin myos, ettd redusoinnin ja mahdollisesti joidenkin
muiden syiden vuoksi eri korkeuksia koskevat virhearviot eivit ole realistisia.

Kuvasta voi niahdé, ettd skaalafuktiomenetelméa (alempi kuvaaja) saavuttaa pie-
nemman neliosumman kuin skaalatekijamenetelma. Lisédksi pystymme loytdmaan resi-
duaaleja vertaamalla sellaisia piikkejé, joista voimme saada tiheysprofiilien korkeusin-
formaatiota. Kuvasta voi huomata, ettd skaalafunktiomenetelmén (alempi kuvaaja)
ratkaisun residuaalit noudattavat likimain kohinan jakaumaa, kun taas skaalatekijame-
netelmassa residuaalien jakaumaan jéa pitkat hannat.

Tuloksia esitetaan tavallisesti myOs wvitvatiheyksing (mééritellddn integraalina, ku-
ten kaavassa ), joka kertoo molekyylien maaran mittauslinjalla. Téassa simulaa-
tioissa todellinen viivatiheys on 8.4039e*' molekyylii/cm?. Skaalatekijimenetelmén rat-
kaisema viivatiheys on 8.4281e*' molekyylid/cm? ja skaalafunktiomenetelméin 8.4030¢2!
molekyylid/cm?, mitd voidaan pitdd sovelluksen kannalta merkittédvini erona. Useissa
muissakin simulaatioissa viivatiheyden ratkaiseminen on ollut vakaata, ja paasaantoisesti
tarkempi tulos on saavutettu skaalafunktiomenetelmalla.
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Kuva 9: LMA-inversion tuloksia COs:lle, kun totuus vastaa AirCore-mittausta: y-akselilla on
korkeus ja x-akselilla sitd vastaava inversion tuloksen suhteellinen ero todelliseen profiiliin. Yh-
tendinen kdyrd esittdd skaalafunktiomenetelmddn perustuvan inversion ML-estimaatin. Tum-
manharmaa alue esittid ML-estimaatin ympdristdssd Jacobin matriisiin ja Gaussiseen approk-
simaatioon perustuvan 50 %:n luottamusalueen ja vaaleanharmaa 95 %:n. Katkoviivallinen kdyrd
on skaalatekijamenetelmddn perustuva ML-estimaatti.
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Kuva 10: Skaalatekija- ja skaalafunktiomenetelmiin perustuvat residuaalit ja neliosummat (RSS).
Kuvassa (a) x-akselilla on aaltoluku ja y-akselilla sitd vastaava mallin ML-estimaatin ja AirCore-
stmulaatioin erotus. Huomaa, ettd kuvaajassa (b) skaalatekijimenetelmdssd (ylempi kuvaaja)
restduaalien jokaumalla on pidemmdt hanndt.

Inversio 2: AirCore -simulaatio / AM

Asetamme inversio-ongelman, kuten edellisessd inversiossa. Kuitenkin nyt teemme in-
version kéyttden AM-algoritmia. Pyrkimyksendmme on tutkia posteriorijakaumaa ja
saada sitd kautta realistisemmat virherajat tuntemattomalle. Esitimme nyt kuitenkin
vain skaalafunktiomenetelmédin perustuvan inversion. Olemme olettaneet virhemalliksi
E ~ N(0,1.010%), missi o = 0.0002 simuloitu kohina™| ja eri koordinaatit eiviit korreloi
keskenaan.

Simuloimamme MCMC-ketjun pituus on 20 000. Burn-in-ajan vuoksi jatdmme
MCMC-ketjun analysoinnissa pois ensimmaiset 5000 pistettd. Ketjun hylkaysprosentti
on 67,1 %. MCMC-ketju myo6s liikkuu hyvin (ks. kuva . Posteriorijakauma néyttai-
si MCMC-ketjun perusteella olevan hyvin symmetrinen, silldi mediaani ja CM ovat ldhes
identtiset (ks. kuva . Kuvan (13| perusteella voidaan nidhdé, etta redusoidut CO,y para-
metrit 1-5 korreloivat keskenaén, mutta loput parametreista ovat ldhes korreloimattomia.
Eri kaasujen korreloimattomuus ja posteriorijakaumien symmetrisyys ovat mielenkiintoi-
sia havaintoja.

80Redusoinnin ja mittausvektorin/instrumentin erojen vuoksi olemme arvioineet virhettd maltillisesti
ylospéin.
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Kuva 11: AM-inversioon litttyvd MCMC-ketju: parametrit 1-5 vastaavat COs:n skaalafunktion
redusoituja parametreja ja loput kolme Ho O:n, HDO:n ja CHy:n skaalatekijoitd.
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Kuva 12: AM-inversioon liittyvin MCMC-ketjun perusteella mddaritetyt MAP, CM, posterio-
rin mediaani sekd 50 %:n ja 95 %:n posteriorin todenndkoisyysalueet. Lisdiksi kuvassa on LM-
inversiolla laskettu ML-estimaatti ja prioriprofiili. Kaikki arvot ovat suhteessa totuuteen.

72



CO,(1)

CO,(2)
/

CO,(2)

CO,(3)

/1 NN
| 7
\

CO,(3)

Co,(4)
G - :
g“ | P\ P\
CO,(5)

O /

N 3
N

H,0

o

(@) o

T

HDO

<t g
I
O

Kuva 183: AM-inversioon liittyvien parametriparien MCMC-ketjun pisteparvet: parametrit 1-5
vastaavat COq:n skaalafunktion redusoituja parametreja ja loput kolme HoO:n, HDO:n ja CHy:n
skaalatekijoitd. Vihredt kdyrdt ovat parametrien ydinestimoituja marginaalijakaumia ja siniset
kayrat vastaavat 50 %:n sekd 95 %:n todenndkdisyysalueita.

Inversio 3: FTIR-data / LMA

aidon FTTR-mittauksen LMA-inversioita. Tarkastelemme ainoastaan residuaaleja ja nelio-
summien kokoluokkia, silld todellista ilmakehééa ei mittaushetkeltd tunneta. Nama alus-
tavat tulokset néyttavat lupaavilta. Menetelméan kaytannon testaaminen ja optimointi
vaativat kuitenkin vield jatkossa lisatyota.
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Kuvasta voi néhd, ettd skaalafuktiomenetelmé (alempi kuvaaja) saavuttaa pie-
nemman neliosumman kuin skaalatekijamentelma. Lisdksi pystymme 16ytamaédn residu-
aaleja vertaamalla sellaisia piikkejd, joista voimme saada tiheysprofiilien korkeusinfor-
maatiota. Kuvasta voi huomata, ettd residuaalien jakaumissa on vain pienid eroja
skaalafunktiomenetelmén (alempi kuvaaja) eduksi.

Scale parameter method, RSS = 0.00421

Scale parameter method
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Dimensionality reduction method, RSS = 0.00386 Dimensionality reduction method
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(a) Ratkaisujen residuaalit. (b) Residuaalien jakaumat.

Kuva 14: Skaalatekija- ja skaalafunktiomenetelmiin perustuvat residuaalit ja neliosummat (RSS).
Kuvassa (a) x-akselilla on aaltoluku ja y-akselilla sitd vastaava mallin ML-estimaatin ja FTIR-
mittauksen erotus.

Inversio 4: FTIR-data ja GGG-algoritmi / AM

Asetamme inversio-ongelman, kuten edellisessé inversiossa. Nyt teemme inversion kui-
tenkin kayttden AM-algoritmia. Esitdmme ratkaisut vain skaalatekijametelmalle. Talloin
voimme verrata inversiomme tuloksia helpommin operatiivisen GGG-algoritmin vastaa-
viin tuloksiin. Olemme yksinkertaisuuden vuoksi olettaneet virhemalliksi £ ~ N(0, 0?),
missi o = 0.001 ja eri koordinaatit eivét korreloi keskendén (vrt. kuva[l4)). Kaikkien skaa-
latekijoiden priorijakaumaksi olemme asettaneet log-normaalijakauman log A(0,0.1%).

Simuloimamme MCMC-ketjun pituus on 20 000. Burn-in-ajan vuoksi jatdmme
MCMC-ketjun analysoinnissa pois ensimmaiset 5000 pistettd. Ketjun hylkaysprosentti
on 67,25 %. MCMC-ketju myos liikkuu hyvin (ks. kuva . Eri kaasujen parametrit
eiviit niytd korreloivan keskenddn (ks. kuva [L5b).

Prioriprofiilin viivatiheys on 8.3570e?! molekyylié/cm?. Voimme kuvassa 16| esitettyjen
jakaumien perusteella laskea viivatiheydelle posteriorijakauman yksinkertaisella kertolas-
kulla (olemme vain skaalanneet kiintedd profiilia). Vastaavan FTIR-datan kanssa GGG-
algoritmin ratkaisema viivatiheys on virherajoineen 8.2669¢?! 4 0.68 % molekyylia/cm?.
Inversiomme antaa pienemmén virherajan ja posteriorijakauman odotusarvo (likimain
8.265¢*! molekyylid/cm?) sijoittuu lihes GGG-algoritmin ratkaisun péélle. Emme kui-
tenkaan ole ottaneet kaikkia mahdollisia virhelahteita huomioon inversiossamme, joten
nama tulokset ovat vasta alustavia. Lisaksi suoran mallin kehitys on edelleen kesken.
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(a) AM-inversioon liittyvit MCMC-ketju.  (b) MCMC-ketjun parametriparien pisteparvet.

Kuva 15: Kuvissa parametrit vastaavat COs:n, HoO:n, HDO:n ja CHy:n skaalatekijoitd. Ku-
vassa (b) vihredt kdayrdt ovat parametrien ydinestimoituja marginaalijakaumia ja siniset kayrdat
vastaavat 50 %:n sekd 95 %:n todenndkoisyysalueita.
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Kuva 16: AM-inversioon liittyvien skaalatekijoiden (COz, HyO, HDO, CHy) MCMC-ketjusta
mddritetyt histogrammit ja ydinestimoidut posteriorin marginaalijokaumat.
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Kuva 17: AM-inversioon liittyvien COy:n ja Ho O:n skaalatekijoiden posteriorin yhteismarginaa-
lijakauman ydinestimaatti (vrt. kuvat ja [16). Kuvissa (a) ja (b) esitetiin sama jakauma
kahdesta eri kuvakulmasta.

5.4.1 Kehitys- ja tutkimusideoita

Vaikka kehittamamme suora malli ja siihen liittyvat inversio-menetelmét ovatkin lupaavia,
niin edelleen kehitettédvad ja tutkittavaa riittda. Mahdollisia jatkokehityskohteita ovat:

a) Priorin kovarianssimatriisin valinta tulisi tehdéd systemaattisemmin. Tulisi selvittaa
mittauksien perusteella tiheysprofiilien realistisia vaihteluvélejéd ja muutosnopeuksia
eri korkeuksissa. Regularisoinnin nakokannalta olisi tédrkeda kehittaé sellaisia menetel-
mid, mitkd mahdollistaisivat uskottavuusfunktiosta saatavan informaation tehokkaan
kayton. Lahestyminen voisi perustua mallin derivaattoihin tai yksinkertaisemmin prio-
riprofiilissa oleviin suuruuseroihin.

b) Dimension redusointia tulisi pohtia myds vaihtoehtoisilla tavoilla. Esimerkiksi voitai-
siin miettid sellaisen skaalafunktion c¢(s;zy,...,z,) konstruointia, jossa on n tunte-
matonta parametria (ratkaistaan inversio-ongelmassa). Ndiden parametrien x, ..., z,
tulisi vaikuttaa ilmakehan eri korkeuksilla suhteessa saatavan informaation méaéraan,
mutta olla samalla my6s mahdollisimman riippumattomia toisistaan.

c¢) Inversio-ongelman ratkaisemisessa voisi testata (ja implementoida) vaihtoehtoisia
inversio-algoritmeja, kuten erilaisia hybridi-menetelmia. MCMC-menetelmistd poten-
tiaalisia vaihtoehtoja olisivat DRAM-algoritmi, joka laajentaa AM-algoritmia, ja myos
HMC (Hybrid MCMC, ks. esim. [2I, Radford]), mikd hyoédyntdd uskottavuusfunk-
tion derivaattatietoa. Analyyttisistd algoritmeista tulevat kyseeseen vaihtoehtoiset de-
rivaattatietoa hyodyntavat algoritmit. Naistd menetelmistéd ei valttamétta ole suurta
apua inversion tuloksissa, mutta ne voivat sidastaa laskenta-aikaa.

d) Olisi mielenkiintoista tutkia, miltd korkeuksilta voimme odottaa realistisia
tiheysprofiili-inversioita eli miten suuria epavarmuuksia eri korkeuksiin ja kaasuihin
liittyy. Nyt esitettyja menetelmié tulisi testata kattavasti myos muilla kiinnostavilla
kaasuilla, ja tulisi tutkia kaytettyjen aaltolukuikkunoiden vaikutusta inversion tulok-
siin. Menetelmia tulisi kehittda ja testata myos satelliittimittauksia varten.
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Loppupuhe

Koska pro gradu -tutkielman valmiiksi saattaminen tarkoittaa osaltani myos filosofian
maisteriksi valmistumista, niin haluan aluksi kiittda Tampereen yliopiston matematiikan
oppiaineen henkilokuntaa saamastani laadukkaasta opetuksesta ja kannustavasta ilmapii-
rista. Erityisesti haluan kiittda professori Lauri Hellaa, joka on hoitanut mutkattomas-
ti Tampereen yliopiston puolesta tdhén tutkielmaan liittyvid kaytdnnon asioita. Haluan
téssd yhteydessa kiittda myos Helsingin yliopiston professori Samuli Siltasta, joka suostui
taman tyon toiseksi tarkastajaksi.

Taman tutkielman teko on ollut antoisa tutkimusmatka laskennallisten inversio-
ongelmien ja ilmakehén kaukokartoituksen maailmoihin. Se on ollut my6s enemmaén,
mahdollisuus tutustua Ilmatieteen laitokseen ja ilmakehdan kaukokartoituksen tutkimus-
ryhméén, jonka tyoilmapiiri on ollut erittdin viihtyiséd ja kannustava. Kiitdan DI Simo
Tukiaista lukuisista vinkeisté liittyen MATLAB-ohjelmointiin, perehdyttamisesté ilmake-
hén kaukokartoituksen fysiikkaan ja ennen kaikkea sujuvasta yhteistyosta. Seuraavaksi
kiitan F'T Marko Lainetta hénen ohjeistaan ja avustuksestaan liittyen MCMC-laskentaan
ja tilastotieteeseen.

Lopuksi kiitan tyoni ohjaajaa F'T Johanna Tammista, joka mahdollisti osallistumise-
ni [lmatieteen laitoksen kasvihuonekaasujen kaukokartoituksen tutkimusprojektiin. Han
myo6s kannusti tutustumaan teoreettisiin aiheisiin ja antoi rakentavaa palautetta tyostani
sen eri vaiheissa. [lman hanté tata pro gradu -tutkielmaa ei olisi ikina syntynyt.

Kiitos vielad ystaville, opettajille, tyotovereille ja muille, joiden nimi on jadnyt mainit-
sematta. Viimeinen vuosi ja sitd edeltavit kolme vuotta ovat olleet osaltani hienoja!
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Liite A: Kaytettyja merkintoja

Merkinta
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arg max,es f(v)
arg mianS f(l’)
[

LL'L, XL
L(X,Y)

Selitys

Esimerkki paattyy, jos se ei paaty todistukseen

Todistus paattyy

On olemassa yksikésitteinen

Maaéritelladn samaksi kuin

Joukko A on joukon B aito osajoukko

Joukko A on joukon B osajoukko

Joukon A komplementti, kun perusjoukko X on tunnettu
Joukon A potenssijoukko eli sen kaikkien osajoukkojen kokoel-
ma

Funktion f : A" — B rajoittuma joukkoon A C A’

Funktio méaaritelldan kaikissa pisteissd samaksi kuin

Joukon A indikaattorifunktio, kun 14 : A” — B ja A C A’
Vektorijoukon S virittdméa vektorialiavaruus

Funktion méarittelyjoukko

Funktion maalijoukko

Funktion kuvajoukko

Funktion ydin, kun kuvaus on sellaisten struktuurien valilla,
joissa neutraalialkiot on maéaritelty

Luonnolliset luvut 0,1,2, ...

Positiiviset kokonaisluvut 1,2,3,...

Positiiviset reaaliluvut z € R,z > 0

Suljettu reaalivéli a,b € R,a < b

Puoliavoin reaalivali a,b € R, a < b, muut vastaavasti
Laajennettu reaalilukujen joukko R U {—o0, 00}

a-keskinen r-siteinen avoin kuula (metrisessi avaruudessa)
a-keskinen r-séteinen suljettu kuula (metrisessi avaruudessa)
Vektorin x normi (normivaruudessa X) tai lineaarikuvauksen
normi (ovat myos vektoreita lineaarikuvausten avaruudessa)
Mitallisten kompleksifunktioiden p-normi

Niiden funktioiden kokoelma, joille p-normi on &dérellinen
Tapaus p = 1; p-integroituvien funktioiden luokka

Mitallisten kompleksifunktioiden supremum-normi

Niiden funktioiden joukko, joille supremum-normi on darellinen
Vektorin x standardinormi euklidisessa avaruudessa R? tai C
Vektorien x ja y sisdtulo (sisituloavaruudessa X)
Kompleksiluvun x kompleksikonjugaatti, topologisessa yhtey-
dessé joukon X sulkeuma

Niiden x € S C S’ joukko, jotka tuottavat maksimin joukossa
S, missa f: 5" =R

Niiden z € S C S’ joukko, jotka tuottavat maksimin joukossa
S, missa f: 5 — R

Funktion f :S — R positiiviosa ja negatiiviosa

Vektorin x tai joukon X ortokomplementti sisatuloavaruudessa
Rajoitettujen lineaarikuvausten X — Y joukko (normiava-
ruuksien valilld)
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Ji(z)

E(X), Var(X)
Cov(X,Y)
focy

r~X
Y~X
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log V(6,%)
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m mod n

Lineaarikuvauksen aste, jos se on olemassa

Lineaarikuvauksen adjungoitu lineaarikuvaus

Euklidisen lineaarikuvauksen transpoosi

Fuklidisen lineaarikuvauksen Mooren-Penrosen pseudoinverssi
Matriisin A ehtoluku

Diagonaalimatriisi, jossa D;; = d; ja D;; =0, jos i # j
Matriisin F' a-typistetty SVD

Kokoelman A virittdmé o-algebra, m-systeemi, A-systeemi
Topologian T virittdmé o-algebra, euklidisen avaruuden Borel-
joukkojen kokoelma

Lebesgue-mitallisten joukkojen kokoelma, Lebesguen mitta
(avaruudessa R9)

Tapaus d = 1; Lebesgue-mitallisten joukkojen kokoelma, Le-
besguen mitta (avaruudessa R)

Mitallisten joukkojen X ja ) tulo eli o(X x Y)

Mitta A on absoluuttisesti jatkuva mitan g suhteen

Mitat A ja p ovat toisensa poissulkevat

Vektorit  ja y ovat kohtisuoria, ts. (z,y) = 0 (sisdtuloavaruu-
dessa)

Mitallisen kuvauksen f mittaintegraali mitan m suhteen (yli
mitallisen joukon A)

Mitallisen kuvauksen f Lebesguen integraali (yli mitallisen jou-
kon A)

Mitan f Radonin-Nikodymin derivaatta mitan x suhteen
Differenssioperaattori i:nen koordinaatin suhteen

Nabla eli (0/0xy,...,0/0z,)

Vektorifunktion f Jacobin matriisi

Skalaarikentédn F' Hessen matriisi

Iso-O eli jotakin, minkéd asymptoottinen kokoluokka on f
Binomikerroin n yli k:n eli k-kombinaatioiden lukumaéra n:n
alkion joukossa

Todennékoisyysmitta

Tapahtuman A todennékéisyys ehdolla B

Joko Diracin mitta tai deltafunktio pisteessa a
Satunnaismuuttujan X odotusarvo, varianssi
Satunnaismuuttujien X ja Y kovarianssi

f on verrannollinen g:hen eli dc € R : f = ¢g

Havainto x on satunnaisotos jakaumasta X
Satunnaismuuttuja Y noudattaa satunnaismuuttujan X jakau-
maa

Normaalijakauma parametrein § € R? Y € R¥? (keskiarvo,
kovarianssi)

Log-normaalijakauma parametrein 6 € R? 3 € R¥? (eivit ole
yleisesti keskiarvo ja kovarianssi)

Satunnaismuuttujajonon suppeneminen jakauman suhteen, ts.
todennakoisyysmitat Py, suppenevat heikosti mittaan Py
Luvun m € N jakojaénnos jaettaessa luvulla n € N
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