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Téassd tutkielmassa tarkastellaan aluksi tormdysten havaitsemiseen liittyvien
ongelmien luonnetta, jonka jdlkeen luodaan lyhyt katsaus ndiden ongelmien
yleisimpiin ratkaisumenetelmiin. Seuraavaksi tutkitaan useasta kohteesta
muodostuvan animaatiosysteemin tormédysten havaitsemisen periaatteita. Luku
6 késittelee Stefan Gottschalkin [12] vditoskirjaa mukaillen kohteen mukaan
suunnatun rajoitustilavuushierarkian kayttoa tormaéayskyselyissd. Luvussa 7
esitellddn yleisimpid geometristen primitiivien vélisid leikkauksia, joiden
madrittdmiseen torméyksien havaitseminen lopulta johtaa. Luku 8 perustuu
myos Gottschalkin vaitostutkimukseen, ja se kasittelee
rajoitustilavuushierarkiassa suoritettavien tormdyskyselyiden oikeellisuutta
sekd niiden lukumddrien ala- ja yldrajoja. Lopuksi tarkastellaan
tormayskyselyiden suorittamisen vaikutusta tietokoneanimaation
ruudunpdivitysnopeuteen pienen testiohjelman avulla.

Avainsanat ja -sanonnat: Hierarkkiset tietorakenteet, tormdysten

havaitseminen, geometrian approksimointi, fysikaalinen mallinnus.



ii

Sisdllys
L. JORAANTO ittt ettt et e reeeans 1
2. ONgelman TUONNE ........cccuiviiiiiieiiiteeec e 2
3. Ratkaisumenetelmid............cccccooiviiiiiiiiiiiiiii 3
3.1. Séteen ja tason leikkaukseen perustuva menetelma.............cccoeevenenene. 3
3.2. Geometrian alijakoon perustuvat menetelmét ............ccccccvveeniinncnnnes 4
3.2.1. Rajoitustilavuudet........cocccevieiniieiiniiiniiiicinicciceceeee 4
3.2.2. RajoitustilavuustyyPppeja.......cccovueirieerinieinieiiciecceceeeceenaes 5
3.2.3. PallO...ciiiiiiiiiiic e 5
3.2.4. Koordinaattiakseleiden mukaan suunnattu laatikko................... 6
3.2.5. Kohteen mukaan suunnattu laatikko..........c.ccccccooiiiinin, 6
3.2.6. Rajoitustilavuushierarkiat...........ccceevevireniniiiniinnciiniiieccnenee 7
3.2.7. Tormdyskyselyt rajoitustilavuushierarkiassa ..........ccccceveveennenene. 8
3.2.8. Kustannusfunktio..........ccccccceiiiiiiiiiiniiiiiiiiiccccca, 9
3.3. Voronoin alueisiin perustuvat menetelmat...........ccccccceevreinivinicnncnne. 9
4. Usean kohteen muodostama animaatio..........c.ccccccceviniiiiiiiniiiiniccee, 10
5. Mahdollisten torméaysparien etsSiminen ..........c.ccccceveeereenieeriniccenieeneeeerenenns 11
6. Kohteen mukaan suunnatun rajoitustilavuuden menetelmai........................ 13
6.1. Kohteen geometrian sovittaminen rajoitustilavuuteen......................... 14
6.1.1. Rajoitustilavuuden sovittaminen kulmapisteiden avulla......... 15
6.1.2. Rajoitustilavuuden sovittaminen kolmioiden avulla................. 18
6.2. Kovarianssimatriisin avulla sovitetun rajoitustilavuuden sopivuus ..23
6.3. Rajoitustilavuushierarkian muodostaminen...........ccccccceeeueeivieinicnnnnee 24
6.4. Rajoitustilavuuksien erillisyyden testaaminen............ccccccccevvueinucuennnnee 25
6.4.1. Gaussin KUvaus .........ccccoviiiiiiiiiiiiccas 29
0.4.2. Minkowskin erotus ...........ccccccviviiiiiiiiniiiiiiicccceccas 29
6.4.3. Erottavan akselin madraytyminen...........cccoccceveennecinecneennes 30
7. LeikKauksista..........ccocoiiiiiiiiiiiiiii 32
7.1. Kahden sédteen vélinen leikkaus..........c.cccooveeineiniicninciniciiicinccnee, 33
7.2. Sidteen ja tason leiKKaus........ccccovvecivieiniiininiincicceccee, 34
7.3. Kolmion barysentriset koordinaatit ............cccceeeeireeinevinincnncnccee 36
7.4. Siteen ja kolmion leikKaus.........ccccveiniiiiinciiniiniiciciicicccee, 38
7.5. Kahden kolmion valinen leikkaus.........ccccccecvveiniieninciiniiiinciniccee, 39
8. Tormdyskyselyiden tarkasteluja rajoitustilavuushierarkiassa....................... 43
8.1. Binaarisen testipuun invariantit ...........cccccoceeioininiininin 47
8.2. Yldraja varhaiseen lopettamiseen perustuvalle torméayskyselylle.......49

8.3. Yldraja ajalliseen koherenssiin perustuvalle tormdyskyselylle............ 50



ii

8.4. Kontaktiparimatriisi .......ccceeveuerirueinieeninieinicirccrccecene e 51
8.5. Tormdyskyselyn oikeellisuus rajoitustilavuushierarkiassa.................. 52
8.6. Tormdyskyselyiden lukumddrien rajat rajoitustilavuushierarkiassa .. 55
8.7.  Yhden leikkauksen 16ytadminen tormayskyselyilla..............ccccccceennnees 56
8.8. Alaraja torméyskyselyiden lukumaddralle ..o 56
8.9. Yldraja tormayskyselyjen lukumaddralle............cccooiiiiinniiiinnne 57
9. TeStATTEStOLY .. 58
9.1, Testitulokset........cccceuiviiiiiiiiiiiiiiiicc 59
10, LOPUKSI...tvitiieiieteiceerecee ettt 61
ViitelUettelo ... 63
LIt T oo 66



1. Johdanto

Nykyaikaisilla tietokoneilla pystytddn tuottamaan erittdin ndyttdvad ja nopeaa
animaatiota. Erilaiset kulmapiste- ja pikselivarjostustekniikat ovat mah-
dollistaneet  luonnolliselta  ndyttivien = animaatioiden  toteuttamisen.
Animaatioita kdytetddn paljon eri tarkoituksissa. Esimerkiksi CAD/CAM
ympdristoissd erilaisten osakokonaisuuksien asennusten simuloinneissa,
tietokonepeleissd ja virtuaalitodellisuussovelluksissa. Kaikissa sovelluksissa on
tarkedd, ettd animaatiossa mukana olevat kohteet vaikuttavat toisiinsa
luonnonlakien mukaisesti. Ei ole suotavaa, ettd kohteet kulkevat toistensa ldpi
vaikuttamatta toisiinsa millddn tavalla.

Kohteiden vilinen vuorovaikutus tietokoneanimaatiossa voidaan jakaa
kolmeen osaan. Ensimmaiisessd vaiheessa tutkitaan, voivatko kohteet tormétd
toisiinsa. Tamén jdlkeen kiinnitetddn huomio tdsmadllisten torméayskohtien
loytdmiseen. Viimeisessd vaiheessa suoritetaan kappaleiden fysikaalisten
ominaisuuksien muutoksien tarkastelu 16ydettyjen torméyskohtien perusteella.
Tormaysten tapauksessa kappaleiden liikettd tarkastellaan tyypillisesti liike- ja
pyorimismddrdan sdilymisen lakien avulla. Tdssd tutkielmassa keskitytdan
ainoastaan tormdysten havaitsemiseen.  Kohteiden fysikaalisten tilojen
muutokset eivdat kuulu tdimén tutkielman aihe alueeseen.

Animoitavien kohteiden vélisten tormédysten tarkasteleminen on ollut
tutkimuskohteena jo pitkddn ja on edelleen. Tamad johtuu siitd, ettd tormdysten
havaitsemien on aikakompleksisuudeltaan O(n?) ja se muodostuu usein
sujuvan animaation pullonkaulaksi. Tédssd n tarkoittaa animoitavissa kohteissa
olevien monikulmioiden lukumad&rdd. Luotettavan ja tehokkaan tormdysten
havaitsemisalgoritmin toteuttaminen on erittdin vaikeaa, varsinkin jos
halutaan, ettd sitd voitaisiin kdyttdd kirjastotyyppisesti useissa eri sovelluksissa.
Ndin on ldhinnd siksi, ettd animaatiossa kdytettdvien mallien tietorakenne on
erilainen sovelluksien vdlilld. Lisdksi eri laiteympéristoissd saattaa tulla erilaisia
lukujen pyoristystarkkuuksista johtuvia ongelmia. Algoritmien pitdisi myos
pystyd késittelemddn syotteitd, joissa saattaa olla degeneroituneita piirteitd.
Esimerkkind on kolmion surkastuminen viivaksi tai pisteeksi. Joissain
algoritmeissa suuri osa koodista kasittelee juuri syotteen poikkeustapauksia.

Tietokoneanimaatiota ajetaan tyypillisesti silmukassa, jossa kohteiden
ominaisuuksiin, esimerkiksi sijaintiin ja asentoon, voidaan vaikuttaa kayttdjan
antamien syoOtteiden mukaisesti. Toisaalta kohteita voidaan liikuttaa myos
ennalta maddrdttyd rataa pitkin ajan funktiona. Koodikatkelma 1 kuvaa
yksinkertaisen animaatiorungon, jossa fysiikkamallinnuksessa rajoitutaan

ainoastaan kappaleiden pysdyttamiseen tormadyksen sattuessa.



while(1)

{
Handlelnput();
UpdateLoacations();
RenderScene();

UpdateLocations()
{
for(every object)
{
RestoreOldPosition();
CalculateNewPosition();
if(collision)
newposition=oldposition;

}

Koodikatkelma 1: Yksinkertainen animaatiorunko.

2. Ongelman luonne

Tyypillisesti tietokoneanimaatiossa on mukana M kappaletta paikallaan olevia
kohteita ja N kappaletta liikkuvia kohteita. Ndiden kohteiden kesken voi

N
tapahtua NM+ ( Zj erilaista tormadystd. Téassd N liikkuvaa kohdetta voi tormata

M paikallaan olevan kohteen kanssa ja muodostaa tormdyspareja N yli 2
kappaletta.  Tietenkin tormdykseen voi osallistua enemmén kuin kaksi
kohdetta kerrallaan, mutta késittelyn helpottamiseksi suoritetaan naille
kohteille pareittainen torméaystarkastelu.

Jos animaatioon kuuluu wuseita kohteita, niin ndiden muodostamien
mahdollisten tormdysparien lukuméddrd kasvaa nopeasti niin suureksi, ettd
kaikkien parien tarkastelu hidastaa animaation kayttokelvottomaksi.
Lahtokohta ongelman ratkaisemiseksi on siis sellaisten kohteiden karsiminen
tarkastelusta, jotka eivdt voi tormédtd keskenddn. Tassd tutkielmassa
tarkastellaan aluksi periaatetasolla yleisimpid tormdyksen havaitsemisen
perusmenetelmid erilaisille kohteiden esitysmuodoille. Tamén jdlkeen
keskitytdan tarkastelemaan monikulmioverkoista muodostuvien kohteiden

vilisid tormédyksid. Ndin on siksi, ettd monikulmioverkkoihin perustuvat
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esitysmuodot ovat yleisimmin kaytettyja. Lisdksi muut esitysmuodot,
esimerkiksi vokselien ja neliollisten parametristen lappujen kdytts, palautuvat
lopulta monikulmioverkkoesityksiksi. Erilaisista esitysmuodoista kerrotaan
enemmadn seuraavissa teoksissa: Alan Watt [28] sivuilla 27-122, Edward Angel
[1] sivuilla 477-527 seka Slater et al. [27] sivuilla 383-433.

3. Ratkaisumenetelmia

Tormaéystarkasteluissa kadytettdavien menetelmien valinta riippuu ensisijaisesti
kaytettavastd sovelluksesta ja sovelluksessa kaytettdvdstd kohteen esitys-
muodosta. Yksinkertaisissa tapauksissa, joissa tormédysten luonne ja suunnat
tunnetaan etukédteen voidaan kdyttdd esimerkiksi sdteen ja tason leikkaukseen
perustuvia menetelmid. Monimutkaisissa jdrjestelmissd, joissa tormdysten
suunnat ja kohdat voivat olla mielivaltaisia, vaaditaan yleensd hierarkkiseen
geometrian alijakoon perustuvia tekniikoita. Ndissd tapauksissa kdytetddn
kohteiden esitysmuotoina yleensd monikulmioverkkoja. Geometrian alijakoon
perustuvissa menetelmissd voidaan olla kiinnostuneita tdsmallisten
torméayskohtien 16ytamisestd. Joissain aikakriittisissd tapauksissa saattaa riittda
pelkkd  tormdyksen  havaitseminen. Yksinkertaisista ~ konvekseista
monitahokkaista muodostuville kohteille voidaan kayttdd Voronoin alueisiin

perustuvia menetelmia.

3.1. Siteen ja tason leikkaukseen perustuva menetelma

Oletetaan, ettd auto liikkuu méked ylos tasaisella alustalla. Oletetaan lisdksi,
ettd autoon kohdistuu ainoastaan tien pinnasta aiheutuvat tukivoimat, eika
tormdystd voi tapahtua korin ja ympariston valilld. Nyt voidaan asettaa siteet
lahtemddn auton renkaista siten, ettd ne ovat tien pinnan normaalin suuntaiset.
Jos renkaasta ldhtevdn sdteen pituus on nolla, auto kulkee tdsmadllisesti tien
pintaa pitkin. Jos sdteen pituus on positiivinen, auto on irti tien pinnasta ja sita
pitdd siirtdd alaspdin sdteen suunnassa sen pituuden verran. Sidteen ollessa
negatiivinen auto on painunut tien pinnan sisdén ja sitd tarvitsee nostaa sidteen
suunnassa sen pituuden verran ylospdin. Erilaisia geometristen primitiivien
leikkaustapauksia tarkastellaan mydhemmin. Kuva 1 esittdd tason ja sdteen
leikkaukseen perustuvan menetelmdn periaatteen. Tdmad menetelméd soveltuu
hyvin vastaavanlaisiin tilanteisiin, joissa kohdetta liikutetaan ympaériston
geometrian mukaan. Siteen ja tason leikkaukseen perustuvassa menetelméssa
approksimoidaan siis monimutkaista geometriaa joukolla sdteitd. Esimerkissa

auton rengas voisi hyvinkin sisiltdd satoja monikulmioita.



Kuva 1: Sédteen ja tason leikkaukseen perustuva tormaéys

Sdteen ja tason leikkaukseen perustuvia menetelmid tarkastellaan

enemman Hainesin ja Mollerin kirjassa [15] sivuilla 343-344.

3.2. Geometrian alijakoon perustuvat menetelmit

Animaatiossa olevat kohteet muodostuvat usein sadoista, jopa sadoista
tuhansista monikulmioista.  Jos tarkastellaan kahden tillaisen kohteen
tormdystd yksinkertaisella “raa’an voiman” menetelmalld, joudutaan
tutkimaan kaikki monikulmioparit kohteiden kesken. Mikéli kohteessa on n
kappaletta ~monikulmiota pdddytddan O(n?)-ongelman ratkaisemiseen.
Laskentatarpeen vidhentdmiseksi on kehitetty menetelmid, joiden avulla
voidaan jdttdd tarkastelematta kokonaisia kohteen osia. Ndiden menetelmien
suoritusaikavaatimukset ovat tyypillisesti luokkaa O(logn), missd n on
kohteessa olevien monikulmioiden Ilukumaé&drd. Tédssd oletetaan, ettd
tormdystarkastelu suoritetaan kahden sellaisen kohteen vililld, joissa on yhtd

paljon monikulmiota. Suoritusajoista kerrotaan tarkemmin myShemmin.

3.2.1. Rajoitustilavuudet

Monimutkaisen = geometrian approksimoinnissa kdytetddn erilaisia
yksinkertaisia rajoitustilavuuksia. Taméd tarkoittaa sitd, ettd monimutkaisen
geometrian omaava kohde suljetaan yksinkertaisen geometrian sisdan. Talloin
kohteille voidaan suorittaa karkean tason tomdystarkastelu testaamalla, onko
niiden rajoitustilavuuksilla yhteisid pisteitd. Jos rajoitustilavuudet ovat erillisid,
ei lisdtarkastelua torméyksen loytamiseksi tarvita. Rajoitustilavuuksien kaytto
viahentdad huomattavasti laskentatarvetta, koska kohteiden kaikkien
monikulmioparien ei tarvitse valttamatta suorittaa. Kuva 2 esittdd tilannetta,
jossa paljon monikulmioita sisdltivd kohde on sijoitettu suorakulmaisen

sdarmion muotoisen rajoitustilavuuden sisddn.



Kuva 2: Kohteen rajoittaminen suorakulmaisella sarmiolla.

3.2.2. Rajoitustilavuustyyppeji

Rajoitustilavuudeksi voidaan valita mikd tahansa geometrinen muoto.
Valinnassa on kuitenkin huomioitava ettd rajoitustilavuuden pitdd pystya
peittimddan kohde mahdollisimman tarkasti. Lisdksi rajoitustilavuus on
pystyttavd pdivittimddan nopeasti kohteen liikkeen mukaan. Nama kaksi
vaatimusta ovat kuitenkin keskenddn ristiriitaisia, joten oikean rajoitus-
tilavuustyypin valinta ei ole vélttdamattd kovin helppoa. Seuraavaksi esitelldan
kdytetyimpid rajoitustilavuuksia. Vahemmdn kéytettyjd rajoitustilavuus-

tyyppeja kasittelevat mm. Klosowski et al. [19] ja Larsen et al. [20].

3.2.3. Pallo

Pallon kaytto rajoitustilavuutena perustuu sen nopeaan siirtdmiseen
rajoitettavan kohteen mukana. Pallon siirrossa sen keskipisteelle ¢ suoritetaan
sama siirto-operaatio kuin siirrettdvéalle kohteelle. Siirroista enemmaén teoksissa:
Alan Watt [28] sivuilla 1-10 sekd Edward Angel [1] sivuilla 143-215. Pallon koko
valitaan siten, ettd se pystyy rajoittamaan mielivaltaisessa asennossa olevan
kohteen. Tilloin palloa ei tarvitse kiertdd kohteen mukana. Tyypillisesti pallo

esitetddn neljadlld parametrilla muodossa:

P={xy,2)l(x-c,)* +(y-c,)* +(z—c,)’ <r’},

missd r on pallon sdde ja ¢ on pallon keskipiste.



Pallon kdyton huono puoli on se, ettd sen ja rajoitettavan kohteen viliin
jad paljon tyhjad. T&lloin karkean tason tormdystarkastelu voi raportoida
tormdyksen vaikka kohteet eivit kuitenkaan tormaa.

Pallon kayttod rajoitustilavuutena kuvaavat mm. Bradshaw ja O’Sulliwan
[7] sekd P. Hubbard [16].

3.2.4. Koordinaattiakseleiden mukaan suunnattu laatikko

Koordinaattiakselien mukaan suunnattu laatikko voidaan esittdd muodossa:

L={(xy z)llc, —xlI<r, lec, —yl<r lc, —zI<7,},

missd ¢ on laatikon keskipiste , 1x, 1y ja 1, ovat laatikon x-, y - ja z-akselien
suuntaiset sdrmien pituuksien puolikkaat. Kohteen siirron ja kierron
yhteydessa laatikon sdarmét joudutaan laskemaan uudestaan siten, ettd laatikko
on aina koordinaattiakselien suuntainen.

Koordinaattiakseleiden mukaan suunnatun laatikon kayttod kuvaa

yksityiskohtaisesti van den Bergen [6].

3.2.5. Kohteen mukaan suunnattu laatikko

Kohteen mukaan suunnattu laatikko muodostetaan siten, ettd se rajoittaa
kohteen mahdollisimman tarkasti. Tdlloin kohteen ja rajoitustilavuuden véliin
jddava tila minimoituu. Kohteen mukaan suunnatun laatikon tyypillinen

esitysmuoto on:

L={c+a,v' +a,v’ +a,v’},

missd ¢ on laatikon keskipiste, a1, az ja a3 ovat laatikon sivujen pituuksien
puolikkaat ja vektorit vl, v2 ja v3 ilmaisevat laatikon suunnan avaruudessa.
Kohteen mukaan suunnatun laatikon muodostamisesta kerrotaan myshemmin.
Kohteen siirron ja kierron yhteydessd joudutaan my0s rajoitustilavuudelle
suorittamaan samat operaatiot. Kohteen mukaan suunnatun laatikon kayttod
on kuvattu Gottschalkin ja Manochan konferenssijulkaisussa [13].

Kuvassa 3 sama kohde on rajoitettu eri rajoitustilavuuksilla. Ensimmaiseksi
on esitetty koordinaattiakselien suuntainen laatikko, toisena pallo sekd

viimeiseni kohteen mukaan suunnattu laatikko.



Kuva 3: Kohteen rajoittaminen eri rajoitustilavuuksilla

3.2.6. Rajoitustilavuushierarkiat

Jos kohteiden rajoitustilavuudet menevat pdadllekkdin, on suoritettava
tarkastelu rajoitustilavuuksien sisdltdmien monikulmioiden vélilld. Yleensa
geometriaa jaetaan rekursiivisesti pienempiin rajoitustilavuuksiin siten, ettd
pddtason geometriaa pilkotaan pienempiin osiin niin kauan, ettd lehtitason
rajoitustilavuus sisdltdd ainoastaan yhden monikulmion. Geometrian
jakaminen muistuttaa ldheisesti pikalajittelua. Aluksi etsitddn tilavuus, joka
sulkee sisddnsad padtason geometrian. Taman jdlkeen valitaan jokin taso, jonka
suhteen monikulmiot jaetaan. Monikulmiot sijoitetaan jakotason mukaan
uusiin rajoitustilavuuksiin sen mukaan, kummalle puolelle jakotasoa
monikulmion painopiste sijoittuu. N&in jatketaan, kunnes jakoa ei voida enda
suorittaa.

Geometrian alijaon toteuttamisessa kéytetddn yleensd binddripuuta. Valinta
on tehty helpohkon toteutettavuuden takia. Muita alijaon toteuttamistapoja
kuvataan myochemmin. Kuvassa 4 havainnollistetaan viidestd segmentista
muodostuvan murtoviivan alijaon suorittamista. Paditasolla rajoitustilavuus A
sisdltdd koko murtoviivan. Pddtaso A jaetaan osiin B ja C katkoviivalla
osoitetun jakotason mukaisesti. Jakoa jatketaan rekursiivisesti tasolle D, E, F ja
G asti. Rajoitustilavuudelle F on vield suoritettava yksi jako, jotta kaikkiin

solmutason rajoitustilavuuksiin saadaan ainoastaan yksi alkeistason piirre.

@

Kuva 4: Murtoviivan alijako rajoitustilavuuksiin.
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3.2.7. Tormadyskyselyt rajoitustilavuushierarkiassa

Oletetaan, ettd animaatiossa on kaksi kohdetta A ja B, joille on muodostettu
rajoitustilavuushierarkiat. Ensimmdisessd vaiheessa tutkitaan, menevitko
pddtason rajoitustilavuudet pdadllekkdin. Mikéli pddllekkdisyyttd ei havaita,
testaaminen voidaan lopettaa vélittomadsti. Jos rajoitustilavuuksien valilld
havaitaan padéllekkdisyys, kuljetaan hierarkioita A ja B rekursiivisesti
lehtitasolle saakka. Rekursion haara lopetetaan, jos se tuottaa erilliset
rajoitustilavuudet. Lehtitasolla kdytetddn metodia, joka 16ytdd monikulmioiden
véliset leikkaukset. Joissain tapauksissa monikulmioiden vélisid leikkauksia ei
etsitd, vaan pelkkd rajoitustilavuuksien péadllekkdisyyksien viimeisen tason
loytaminen riittdd. Tallainen menettely on ominaista erityisen aikakriittisille
sovelluksille. P. Hubbard [16] on tarkastellut tamadn tyyppisid tilanteita.
Rajoitustilavuushierarkian lehtitason primitiivit ovat yleensa kolmiota. Tehokas
menetelmd kolmioiden leikkaamiseen esitetddn myshemmin. Koodikatkelma 2

esittdd tormayskyselyn pseudokoodina.

1. QueryCollision(R,A,B)

2. { if(!CollBV(A,B) return;

3. if(Leaf(A) AND LEAF(B))

4. { CollTris(R,A,B);

5. return;

6. }

7. if(Descend A(A,B))

8. { QueryCollision(R,Left(A),B);
9. QueryCollision(R,Right(A),B);
10. }

11. else

12. { QueryCollision(R,A,Left(B));
13. QueryCollision(R,A,Right(B));
14. }

Koodikatkelma 2: Tormayskysely rajoitustilavuushierarkiassa.

Koodikatkelmassa 2 rivilld 4 oleva metodi CollTtris(R,A,B) sijoittaa
lehtitasolta 16ydetyt kolmioiden torméykset listaan R. Rivilld 7 oleva metodi
DescendA(A,B) tutkii, mihin suuntaan hierarkiassa edetddn seuraavaksi.
Rajoitustilavuushierarkiassa kulkemista voidaan suorittaa monilla eri tavoilla,
mutta yleisin tapa on, ettd ldhdetddn kulkemaan siihen haaraan, jonka

rajoitustilavuus on suurempi.
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Ennen tormdyskyselyn suorittamista kohteiden rajoitustilavuudet pitdd
sijoittaa samaan tarkasteluavaruuteen. Tarkastelu voidaan suorittaa siirtamalla
toinen kohteista toisen paikalliseen koordinaatistoon tai siirtdimalld molemmat
kohteet yhteiseen maailmankoordinaatistoon. Visualisoinnin kannalta on
luonnollisempaa sijoittaa kohteet maailman koordinaatistoon. Talldin
kohteiden paikat maédrdytyvat valmiiksi animaation mukaan, ja valtytddn
ylimdardiseltd  kohteen  siirtamiseltd  toisen  kohteen  paikalliseen

koordinaatistoon.

3.2.8. Kustannusfunktio

Rajoitustilavuushierarkioihin perustuvissa tormédyskyselyissd kulutettua
aikaa t kuvataan tyypillisesti funktiolla t=NyCy+NpCp+NyCu. Tédssd Ny kuvaa
rajoitustilavuuksien vélilld tehtyjen vertailujen lukumddrdd ja C, yhden
vertailun kustannusta. Vastaavasti Ny ja Cp, kuvaavat primitiivitasolla tehtyihin
tarkasteluihin kuluvaa aikaa. Viimeisend summassa mukana olevat Ny ja Cy
kuvaavat rajoitustilavuuksien pdivittdimiseen kuluvaa aikaa. @ Monessa
yhteydessa rajoitustilavuuksien pdivittdamiseen kuluvaa aikaa ei ole merkitty
ndkyviin, mutta se on erittdin tdarked animaatiossa, jossa kohteet ovat jatkuvassa
liikkkeessd. Ndin on siksi, ettd rajoitustilavuutta pitdd pdivittdd aina, kun kohde
liikkkuu tai kiertyy.

Kustannusfunktion suuruuteen vaikuttavat asiat ovat keskenddn
ristiriitaisia, joten optimaalisen systeemin loytaminen on vaikeaa. Jos
rajoitustilavuudeksi valitaan pallo, kasvaa tekijda Ny nopeasti suureksi, mutta Cy
pysyy pienend, koska pallo on invariantti kierrolle. Kohteen mukaan
suunnatun sarmion tapauksessa Ny on edelld mainittua pienempi, mutta Cy ja

Cykasvavat huomattavasti.

3.3. Voronoin alueisiin perustuvat menetelmit

Voronoin alueisiin perustuvia menetelmid kaytetddn tyypillisesti
sellaisissa sovelluksissa, joissa kohteet muodostuvat monitahokkaista, jotka
sisdltavat suhteellisen vdhdn monikulmioita. Téllaisten monitahokkaiden
sanotaan muodostuvan piirteistd X, joita ovat kulmapisteet, monikulmion
sarmat sekd monikulmion pinnat.

Monitahokkaan P piirteen X Voronoin alueella VP(X) tarkoitetaan sellaista
avaruuden osaa, jossa monitahokkaan P ulkopuolella olevat avaruuden pisteet
ovat lahempadnd piirrettd X kuin mitddn muuta monitahokkaan P piirrettd Y.
Olkoon A ja B kaksi monitahokasta, joissa on piirteet Pac A ja Pse B. Jos nyt on

olemassa avaruuden pisteet xe Pa ja yePs siten, ettd xe VB(P) ja ye VA(Pa),
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niin pisteet x ja y ovat ldhimmat mahdolliset pisteet monitahokkaiden A ja B
vdlilld. Pistepari x ja y ei vélttdamaittd ole yksikdsitteinen, mutta vélid |x-y |
lyhyempédd vélida monitahokkaiden A ja B vililld ei ole olemassa. N&din on
esimerkiksi silloin, kun kaksi kuutiota asetetaan siten, ettd niiden tahkot ovat
yhdensuuntaisilla tasoilla. Torméyksen tapauksessa x=y. Brian Mirtitch [23] on
kehittinyt  tehokkaan  Voronoin alueisiin  perustuvan  torméysten
havaitsemismenetelmén, jonka nimi on V-Clip. Voronoin alueiden kayttoa

kuvataan tarkasti Min Linin [21] viitostutkimuksessa.

4. Usean kohteen muodostama animaatio

Tietokoneanimaatiossa kohteiden vilinen tormdyksien havaitseminen jaetaan
yleensd kahteen eri vaiheeseen. Ensimmadisessd vaiheessa engl. (Broad Phase)
etsitddn sellaiset kohdeparit, jotka mahdollisesti torméadvét toisiinsa. Toisessa
vaiheessa engl. (Narrow Phase) suoritetaan mahdollisille tormédyspareille
tasmadllisten tormdyskohtien etsiminen. Jos tdsmallisten torméayskohtien
etsimiseen kdytetddn rajoitustilavuushierarkioihin perustuvia menetelmid,
voidaan kohteen osien poissulkemista jatkotarkastelusta pitdd my0s
ensimmdiseen vaiheeseen kuuluvana toimenpiteend. N&din ollen tormdys-
tarkastelun jakaminen kahteen vaiheeseen on hiukan ontuva. Ajatus on
kuitenkin se, ettd mahdollisimman varhaisessa vaiheessa pyritddn karsimaan
laskennasta sellaiset kohteet tai kohteiden osat, jotka eivit voi tormétd toisiinsa.

Kuvassa 5 simulaatio tarkoittaa animaation visualisointia. Simulaatiossa
olevilla kohteille suoritetaan mahdollisten tormédysparien etsiminen, jos ne ovat
liikkuneet edellisen tarkastelun jilkeen. Mahdollisille tormdyspareille
suoritetaan edelleen tdsmadllisten tormédyskohtien etsiminen. Tamén jialkeen
tormddville pareille voidaan tehdd sovelluskohtainen fysikaalinen mallinnus,
jonka jdlkeen palataan takaisin simulaatiovaiheeseen.

Mahdollisten tormédysparien etsiminen suoritetaan kohteiden paddtason
rajoitustilavuuksien  avulla. Kohteiden pddtason rajoitustilavuuksien
paéllekkdisyys ei vield tarkoita, ettd kohteet tormadisivét, joten lisdtarkastelu
tarvitaan tdsmallisten tormdyskohtien 1oytdmiseksi. Tarkastelussa saattaa
kdydd myos niin, ettd tdsmallisten torméyskohtien etsimisessd paddytdadan
tilanteeseen, jossa kohteet eivat tormaa.

Animaatiosysteemissd on tdrkedd, ettd simulaatiovaiheeseen palataan aina
mahdollisimman nopeasti. Joissain menetelmissd [16] tormdystarkastelu-
vaiheelle annetaan tietty aikaraja. Kun aikaraja tdyttyy, niin palataan takaisin

simulaatioon. Muissa tapauksissa paluu animaatioon suoritetaan heti, kun se
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on mahdollista. N&din on esimerkiksi silloin, jos mahdollisia tdrmédyspareja ei
16ydy. Seuraavaksi tarkastellaan menetelmdd, jonka avulla mahdollisten
tormdysparien loytdmien voidaan suorittaa keskiméddrin ajassa O(nlogn +k),
missd n on kohteiden lukumddrd ja k on mahdollisesti tormédédvien kohteiden
lukumaéard. Parhaassa tapauksessa menetelma toimii ajassa O(n +k).

Usean kohteen muodostaman animaation tormayksid kuvaavat mm. Cohen
et al. [8] ja Hudson et al. [17].

Mahdallisten

Kohteiden »{ trmiysparien Mahdolliseat
siimot i i tormaysparit
&
F
Simulagiio e Tamidyskaohtian
b etgiminen
\ Fﬁm:?ﬂllﬂen i Térmagvit part
miallinrus

Kuva 5: Animaatiosysteemin periaate.

5. Mahdollisten tormdysparien etsiminen

Mahdollisten tormdysparien etsimisessd voidaan hyodyntdd animaation
ajallista koherenssia. Tama tarkoittaa sitd, ettd kohteiden liike on suhteellisen
pientd, eivdtkd niiden paikat ja asennot muutu ratkaisevasti lyhyelld aikavalilla.
Valitaan rajoitustilavuudeksi sellainen koordinaattiakseleiden suuntainen
kuutio, joka pystyy sulkemaan sisddnsd mielivaltaisessa asennossa olevan
kohteen. Talloin kuutiota ei tarvitse kiertdd kohteen mukana, vaan pelkka
siirtaminen riittdd. Kuutiota siirretddn siten, ettd sen keskipisteelle suoritetaan
sama siirto-operaatio kuin kuution rajoittamalle kohteelle. Tdamén jdlkeen
kuution sdrmille lasketaan uudet alku- ja loppupisteet keskipisteen ja sarman
pituuden avulla. Jos nyt kaksi tédllaista kuutiota sisdltdd yhteisid pisteitd, niin
kaikki niiden yksiulotteiset koordinaattiakselien suuntaiset sdarmét menevit
pareittain pdillekkdin. Ongelma voidaan nyt yksinkertaistaa kolmen
yksiulotteisen sdarmalistan tarkasteluksi. Menetelmaa kutsutaan kirjallisuudessa
nimelld sweep-and-prune.
Jokaiselle animaatiossa mukana olevan kohteen rajoitustilavuudelle
muodostetaan aluksi koordinaattiakselien suuntaiset intervallit. Intervallille

annetaan alkupiste, loppupiste ja tunnistenumero, joka kertoo mihin
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kohteeseen se kuuluu. Seuraavaksi muodostetaan kolme intervallilistaa x-, y- ja
z-akselin suuntaisia intervalleja varten. Naihin listoihin laitetaan kaikkien
animaatiossa mukana olevien kohteiden ko. akselien suuntaiset intervallit,
jonka jdlkeen listat lajitellaan nousevaan jdrjestykseen. Tdssd on hyva kayttad
aputietorakennetta, jossa on intervallin tunniste, intervallin pisteen arvo ja
intervallin pisteen tyyppi, joka voi olla alku- tai loppupiste.

Mahdollisten tormédysparien 1oytdmiseksi kuljetaan x-, y- ja z-akselien
suuntaiset intervallilistat alusta loppuun. Listan kulkemiseksi muodostetaan
aktiivisten intervallien lista, johon laitetaan intervalli aina, kun sen alkupiste
I6ydetddan. Jos toisen intervallin alkupiste 1oydetddn intervallilistasta ennen
aktiivisessa listassa olevan intervallin loppupistettd, merkitddn ndaméa kaksi
intervallia pédéllekkdisiksi. Jos aktiivisessa listassa on useita intervalleja,
merkitddn viimeiseksi lisdtty intervalli pdillekkdiseksi kaikkien aktiivisessa
listassa olevien intervallien, paitsi itsensd kanssa. Intervalli poistetaan
aktiivisesta listasta, kun sen loppupiste tulee vastaan intervallilistan
selaamisessa. Jos kahden kohteen intervallien vilille tulee kolme
pdéllekkdisyyttd, niin ndistd kohteista muodostetaan tormdyspari, jolle
suoritetaan ~ myShemmin  tdsmadllisten  tormdyskohtien  etsiminen.
Ohjelmoitaessa menetelmé&d on luonnollista kdyttdd tormdysparille struktuuria,
jossa on tormddvien kohteiden yksiloivdt kokonaisluvut. Kolme
pdéllekkdisyyttd kohteiden intervallien kesken voi 16ytyd siis silloin, kun
kaikkien kolmen koordinaattiakselin suuntaiset intervallilistat on kayty lapi.

Tama menetelma lajittelee intervallilistan ajassa O(nlogn), mikéli kdytetdan
jotain muuta yleistd lajittelumenetelmé&d kuin kuplalajittelu. Lisdksi se tarvitsee
ajan O(n) intervallilistan ldpikdymiseen sekd ajan O(k) kin intervallin
pdéllekkdisyyden merkkaamiseen. Ndin ollen menetelmdn suoritusaika
kokonaisuudessaan on  O(nlogn+k). Ajallisen koherenssin vuoksi
intervallilista ei muutu kovin paljoa vertailujen vililld, joten kayttamalld
lisdyslajittelua voidaan ldhes jdrjestyksessd oleva intervallilista lajitella ajassa
O(n) . Télloin parhaassa tapauksessa menetelmén suoritusaika on O(n +k).

Kuvassa 6 esitetddn menetelmén periaate x-akselin osalta. Selaussuoran S
kohdalla kohteen 1 x-akselin suuntainen intervalli on aktiivisessa listassa, kun
saavutaan kohteen 2 intervallin alkukohtaan b>. Talloin raportoidaan
pédéllekkdisyys kohteille 1 ja 2 x-akselin osalta. Kohde 3 ei mene péillekk&in
mink&ddn kohteen kanssa eiké siis voi tormitd mihinkdan. Selaussuora S kuvaa

tassd intervallilistan lapikdyntid.
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T > ST S & % %

Kuva 6: Sweep-and-Prune menetelmén periaate.

Téassd kuvatun menetelmdn tuloksena saadaan lista, joka sisdltdd ne
kohdeparit, jotka voivat tormitd toisiinsa. Listassa oleville kohteille on vield
suoritettava tdsmallisten tormdyskohtien etsiminen. Tésséd esitettyd menetelmad
on kasitelty myos Hainesin ja Mollerin kirjassa [15] sivuilla 358-360.
Seuraavaksi tarkastellaan menetelmdd, jonka avulla voidaan etsid

kolmioverkoista muodostuvien kohteiden kolmiot, jotka tormé&avét keskendan.

6. Kohteen mukaan suunnatun rajoitustilavuuden menetelma

Kohteen mukaan suunnatun rajoitustilavuuden menetelmd perustuu
kolmioverkoista muodostuvien kohteiden geometrian alijakoon. Jos kohteet
muodostuvat monikulmioverkoista, niin niille pitdad aluksi suorittaa kolmiointi.
Monikulmioiden kolmiointia kuvaavat hyvin Fournier ja Montuno [11].
Kohteille muodostetaan aluksi rajoitustilavuushierarkia kohdassa 3.2.5
kuvatuista rajoitustilavuuksista. Naille hierarkioille suoritetaan
koodikatkelman 2 mukaisia kyselyitd tormdyksien havaitsemiseksi.
Koodikatkelmassa 2 rivillda 2 oleva metodi CollBV(A,B) testaa, ovatko
rajoitustilavuudet A ja B padllekkdisid. Padllekkdisyyden testaamisessa kohteet
projisoidaan erottavalle akselille L kuvan 6 mukaisesti. Jos kohteiden projektiot
ovat erillisid, niin myds kohteet ovat erillisid. Erottavasta akselista ja
pddllekkdisyyden testaamisesta kerrotaan myochemmin. Jos testattavana on
lehtitason rajoitustilavuudet, niin tdlloin tutkitaan, leikkaavatko ko.
rajoitustilavuuksien sisédltamat kolmiot toisensa.

Suurin ongelma kohteen mukaan suunnatun rajoitustilavuauden
menetelmdssd on rajoitustilavuuden sovittaminen kohteen geometriaan siten,
ettd tyhja tila kohteen ja rajoitustilavuuden vilissd jdisi mahdollisimman

pieneksi.  Seuraavaksi  tarkastellaan = menetelmid  rajoitustilavuuden
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sovittamiseksi kohteen geometriaan. Tdssd luvussa esitetyt asiat perustuvat

Stefan Gottschalkin [12] viitostutkimukseen.

L

Kuva 7: Rajoitustilavuuksien projektiot erottavalle akselille L.

6.1. Kohteen geometrian sovittaminen rajoitustilavuuteen

Tehokkaan rajoitustilavuuden 16ytdmiseksi tarkastellaan kohteen
geometristen = ominaisuuksien tilastollista  jakaumaa. = Geometrisena
ominaisuutena voidaan pitdd monikulmioverkon kulmapisteitd, sarmid tai itse
monikulmioita. Ndmd ominaisuudet muodostavat avaruuteen pistejoukon,
jonka muotoa voidaan approksimoida kovarianssimatriisilla C ja keskipistettd
vektorilla m. Kolmiulotteisessa avaruudessa kovarianssimatriisi on
symmetrinen ja reaalinen 3x3-matriisi.

Kovarianssi ~ voidaan ajatella =~ normaalijakauman  siirtdmisend
yksiulotteisesta ~ avaruudesta  kolmiulotteiseen = avaruuteen.  Talloin
normaalijakauman  tasokuvaus  muuttuu  kolmiulotteisen = muodon
kuvaamiseksi. Tamd muoto kuvaa kohteen muodon tilastollisen sijoittumisen
kolmiulotteiseen avaruuteen. Nyt kohteen muodon jakauman projektio
Py=vICv ilmaisee kohteen pisteiden varianssin vektorilla v. Kovarianssi-
matriisin ominaisvektorit antavat ne suunnat, joissa pisteiden varianssit saavat
maksimi- ja minimiarvonsa.

Geometrian sovittamiseksi rajoitustilavuuteen on ensin maddritettava
kovarianssimatriisi ja laskettava tdlle ominaisvektorit. Tdmdn jdlkeen

rajoitustilavuus voidaan madrittdd kovarianssimatriisin  ominaisvektorien
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suunnissa olevien kulmapisteiden minimi- ja maksimiarvojen avulla. Kuvassa 8

nuolet esittdvit pistejoukon kovarianssimatriisin ominaisvektoreita.

& ,'
». o %
- T
L
'\U,"{-' o
o ° 4
a o
a o
"

Kuva 8: Pistejoukon suunnan luonnehtiminen kovarianssimatriisin

ominaisvektoreilla.

6.1.1. Rajoitustilavuuden sovittaminen kulmapisteiden avulla

Ensimmadinen tehtédvid rajoitustilavuuden sovittamiseksi kulmapistejoukolle on
kovarianssimatriisin maérittaminen. Oletetaan, ettdi kohde K muodostuu
kulmapisteistd pl,p?...,p". Tamdn pistejoukon kovarianssimatriisin C alkio Cj

voidaan ilmoittaa muodossa
Ci=Cov (xi,x)=E[ (xi-m;) (x;-my)].

Tassd x on kohteen K mielivaltaisesti valittu kulmapiste ja m on
kulmapistejoukon keskipiste. E tarkoittaa kulmapistejoukon odotusarvoa, ja
keskipiste m voidaan ilmoittaa myos muodossa m=E[x]. Alaindeksit i ja j
kuvaavat kulmapisteen x yksittdisid koordinaattiarvoja. Jos i=0, niin xo
tarkoittaa kulmapisteen x x-koordinaatin arvoa. Kulmapisteen x y-ja z-
koordinaatit saadaan i:n arvoilla 1 ja 2. Vastaavasti kdyttaytyy myos alaindeksi
j. Kovarianssi tarkoittaa kahden muuttujan yhteisvaihtelua, joten tdssa
tarkastellaan kahden kulmapisteen eri koordinaattiarvojen keskindistd
vaihtelua.

Kovarianssi ilmaistaan yleensd muodossa:

Ci=Cov(xi,x))=E[xixj]-mim;,
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jolloin kovarianssi n kulmapisteelle

Cii=Cov/(xi,x))= lZ:[p pi]-mm,
nt

missd mi=E[xi]=— Z pr.

n =

Tamd kuvaa kulmapistejoukon keskipisteen i-koordinaattia. Jos i=0
saadaan keskipisteen x-koordinaatti. Vastaavasti y- ja z-koordinaatit saadaan
in arvoilla 1ja 2.

Kovarianssimatriisin C maddrittdmisen jdlkeen lasketaan sen ominaisarvot,
joiden avulla lasketaan edelleen ominaisvektorit. Matriisin C ominaisarvo A on
sellainen skalaari arvo, jolla Cv=Av silloin, kun vektori v ei ole nollavektori. Nyt
ominaisarvot voidaan ratkaista kirjoittamalla ominaisarvoyhtdlé muodossa (C-
AI)v=0, missda I on identtinen 3x3-matriisi. Ominaisarvoyhtdlé voidaan nyt
ratkaista ~A:n  polynomina, jos  det(C-AI)=0.  Ominaisarvojen ja
ominaisvektoreiden madrittamisessa voidaan kayttdad esimerkiksi Jacobi-
Davidson [18] menetelmaa.

Ominaisarvojen =~ maarittamisen  jalkeen  ominaisvektorit  saadaan
ratkaisemalla yhtdlo Cv=Av. Tdssd tapauksessa ominaisarvoa A vastaa
ominaisvektori v, joka kuuluu oikeakatiseen koordinaattijarjestelmaan.

Rajoitustilavuuden ulottuvuuksien laskemiseksi projisoidaan kohteen
kaikki kulmapisteet p* ominaisvektorien v!,v? ja v® suuntiin. Yla- ja alarajat

rajoitustilavuuden ulottuvuuksille saadaan nyt seuraavasti pistetulolla:

u'=max(v'e p*)
u*>=max(v2ep~)
ul=max(veep¥)
['=min(v'e p¥)
2=min(v?e p¥)

3= min(v3e p¥).
Nyt rajoitustilavuuden keskipiste ¢ voidaan laskea ulottuvuuksien avulla

:%(ll +u')v! +%(l2 +u’)v’ +%(l3 +u v,

Kulmapisteiden jakaumaan perustuva rajoitustilavuuden mddrittdminen on
kaikkein yksinkertaisin menetelm& kohteen rajoittamiseksi. Tamad menetelma

toimii hyvin silloin, kun kulmapisteet ovat jakautuneet suhteellisen tasaisesti
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avaruuteen. Jos kohteessa on joillain alueilla tihedsti kulmapisteitd, niin ndama
voivat vaikuttaa epdedullisesti rajoitustilavuuden suuntaan. Suunnan
kiertymisen lisdksi rajoitustilavuuden koko kasvaa liian suureksi. Kuva 9
havainnollistaa tdtd tapausta. Kohdassa (a) olevan kohteen sisddn on lisdtty
joukko kulmapisteitd, jotka aiheuttavat virheellisen rajoitustilavuuden

muodostumisen kohdassa (b).

(a) (b)
Kuva 9: Kulmapistetihentymén vaikutus rajoitustilavuuteen.

Kuvan 8 mukaista tilannetta voidaan yrittdd parantaa siten, ettd jdtetddn
kohteen sisimmdiset kulmapisteet huomiotta ja tarkastellaan ainoastaan
ddrimmadisid kulmapisteitd. Yleensd tilanne paranee huomattavasti, mutta
joskus voidaan joutua tilanteeseen, jossa kohteen reunoilla olevien
kulmapisteiden alueelliset tiheys erot voivat tuottaa huonosti sopivan

rajoitustilavuuden. Kuva 10 havainnollistaa tétad tapausta.

(a) (b)

Kuva 10: Kohteen reunalla olevien kulmapisteiden tiheyserojen vaikutus

rajoitustilavuuteen.
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Kulmapisteiden kayttaminen rajoitustilavuuksien maédrittdmisessd johtaa
yleensd epdedulliseen lopputulokseen. Tdmidn vuoksi rajoitustilavuuden
madrittdmiseksi kadytetddn tyypillisesti kohteen konveksia peitettd tai kohteen
muodostavia monikulmiota. Jos kohteen monikulmioverkolla ei ole sisiista
rakennetta, niin monikulmioverkon pinnan kolmioita voidaan kayttdd kohteen
konveksin  peitteen = approksimoinnissa. = Seuraavaksi  tarkastellaan

rajoitustilavuuden sovittamista kohteelle sen pinnan kolmioiden avulla.

6.1.2. Rajoitustilavuuden sovittaminen kolmioiden avulla

Oletetaan, ettd kohde muodostuu kolmioverkosta, jossa on n kolmiota. Kohteen
yhteen kolmioon viitataan yldindeksilld k ja kolmioverkkoon yldindeksillda M.
Vektori x kuvaa yksittdisen kolmion mielivaltaisesti valittua pistettd ja vektori
mk ilmaisee kolmion k keskipisteen. Olkoon kolmioverkon keskipiste vektori
mM ja  skalaari Ak kolmion k pinta-ala. Merkitddn lisdksi kolmion k
kulmapisteitd vektoreilla p¥, qkja rk sekd kyseisen kolmion integrointialuetta

merkinnalld Q. Nyt kolmioverkon kolmion k piste x voidaan esittdd muodossa:
xk(s, t)=pk+suk+tvk, missd s€[0,1] ja te[0,1-s], uk=qk-pk ja vk=rk-pk.

Pintaintegraali kolmiolle k alueessa Q={(s,t) | s€[0,1], t[0,1-s]} on nyt

_[f(s, t)dA=|uxv | JL Tﬂs’ t)dtds .
Q 0 0

Aikaisemmasta muistetaan, ettd kovarianssimatriisille C

Cy=E[xix]-E[xi]E[x].

Nyt muuttujat x; ja x; kuvaavat kolmioiden pinta-alojen suuruudet

suunnissa xi ja xj, joten odotusarvoiksi saadaan kolmioverkossa M

IxidA

E[xi]= MJ.dA

M




Edelld esitetyt integraalit kolmioverkossa M voidaan esittdd kolmioverkon
kolmioiden integraalien summana. Odotusarvojen laskemisessa tarvittava

nimittdjd saadaan seuraavasti:

Tassda Ak on yksittdisen kolmion k pinta-ala ja AM on kolmioverkon pinta-

ala. Nyt odotusarvojen lausekkeet yksinkertaistuvat muotoon:
E[xi]= b .[ x,dA
AM
1
E[xi]|=— | x,dA
AM 1\_[[ ]

E[Xin]=ALM XX ;,dA.

M

Nyt odotusarvo E[x;] voidaan laskea seuraavasti

1 1
E[xi]=A_ijidA=A_M§jxfdA,
M Q

ja edelleen



20

11-s

LZ:J‘xfdA= | ukxvk | J‘ J-xikdtds
k 0 00

11-s 11-s

| ukxvk| j jxfdtds= | ukxvk| j jpk +su® +tv*dtds
00 00

1
= [ukxvk] [(1-s)p* +(1-s)su* +%(1—s)2vkd5
0

Tédssd m; on kolmion k keskipiste ja Ak on sen pinta-ala. Nyt saadaan

odotusarvolle kaava

1
E[Xi]=A—MZAkmik,

k
joka on edelleen koko kolmioverkon pinta-alajakauman keskipisteen

koordinaatti suunnassa x; eli
E[xi]=m}"

Odotusarvon E[x;] laskeminen tapahtuu vastaavalla tavalla. Laskennan

tuloksena saadaan

1
E[XJ]=A_MZAkm]k P

k

ja edelleen
E[x]=m"

Kovarianssimatriisin méarittamiseksi taytyy vield laskea E[xix;]. Nyt

E[Xin]—ALM X; X dA
M
1 "
"y [xixas,

k o
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josta saadaan

11-s
fox}(dA=I u“xv* Ij J.xfx}‘dtds
Q 00

11-s

=lu*xv" Ij jf(s,t)dtds.
00

Tassa f(s,t)= xfx}‘ ja edelleen f(s,t)=(p; +suf + tvik)(p}( + suf + tvf) . Kun f(s,t)

kerrotaan auki, niin saadaan:

PP} +s(uip; +piuf)+t(vip; +pivy)+
st(ui v +viuf)+s*(uiuf)+ 2 (vivy).
Kun tdmad integroidaan t:n suhteen, niin saadaan:

1-s

_[f(s,t)dt=(1—s)pi +(1-s)s(uy p] +p1u )+ = (1 $)*(vip +plv )

+§(1—S)2(u vi+viu)+(1-s)s’(ufu)) + %sa(vaf),
ja edelleen integroidaan s:n suhteen:

|

1-s

r 1 1
J-f(s,t)dtds=—pfp;‘+g(u pi+piu)+— (V F+Pivy)
0

1 1
+—u \s Kpviu) + u®) + V. V.
24( iuy) 12( “) 12(1 i

Sijoittamalla uk=qk-rkja vk=rk-rk saadaan:

uip; +piu;=q;p; - p*pjkﬂv*q?
prf+p vi=rp; - pp +piTy
]k_q.l ] Pi j _qipj +PikP;<
ka uf=r'qf —r'p! —piq’ +pip}
uui=q;q; —q;p; ~pPiq; +P;P;
vV f—r T, rikpf —pfrik +pfp}‘.

Kun integraali
1-s

j f(s, dtds
0

lasketaan sijoitusten jédlkeen, niin odotusarvoksi E[xixj] saadaan:
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k
Bl 3 4 tomtmt +plp alal + o]
k

Nyt voidaan laskea kovarianssimatriisi kolmioverkon pinnan kolmioiden
mukaan médritetylle rajoitustilavuudelle seuraavasti:

Cy=E[xixj]-E[xi]E[x}]=
1 Ak k k k_ k k _k k_k M M
A_M;E[gmimj +PiP; tq:9q; TL T ]-m; m;".

Kun kovarianssimatriisille on maddritetty ominaisvektorit, voidaan
rajoitustilavuuden ulottuvuudet méarittdd samalla tavalla, kun kohdassa 6.1.1.
Tdamén jdlkeen voidaan muodostaa yksittdinen rajoitustilavuus, joka voidaan

kirjoittaa c++ struktuurina koodikatkelman 3 mukaisesti.

struct triangle

{
double vertex1[3], vertex2[3], vertex3[3];
b
struct OrientedBox
{
public:
double orientations[3][3]; / /Kovarianssimatriisin ominaisvektorit
double center[3]; / /Rajoitustilavuuden keskipiste
double dimensions[3];  //Rajoitustilavuuden koko
triangle *trilist; / /Rajoitustilavuuden sisdltamit kolmiot
%

Koodikatkelma 3: Yksittdinen kohteen mukaan suunnattu rajoitustilavuus.

Rajoitustilavuuden sovittaminen kohteelle voidaan suorittaa lineaarisessa
ajassa O(n), kun sovittamisessa kdytetddn kolmioverkkoa. Sovittamista varten
voidaan muodostaa koodikatkelman 4 mukainen apustruktuuri acc, johon
lasketaan yhteen kaikkien kohteessa olevien kolmioiden pinta-alat, keskipisteet
ja kovarianssit. Tastd kertymdstd saadaan kolmioverkon keskipiste jakamalla
struktuuriin kertynyt keskipiste acc.m kolmioverkon pinta-alalla acc.A.
Kovarianssimatriisin C alkio Cj saadaan kertyneestd kovarianssista

acc.C seuraavasti
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1
acc.A

Ci=acc.C;; —acc.m[i]* accml[j]*

struct acc

{

double A; //Pinta-alan kertyma

double m[3]; / /Keskipisteen kertyma
double C[3][3]; //Kovarianssin kertyma

}/

Koodikatkelma 4: Apustruktuuri rajoitustilavuuden laskemiseksi.

Jos halutaan maarittdad kohteelle paras mahdollinen rajoitustilavuus on
kaytettdva kohteen kulmapisteiden konveksia peitettd. Tamdn laskeminen on
astetta vaativampi tehtdvd, kun edelld esitetyn apustruktuurin kaytto. Talloin
rajoitustilavuuden  muodostamisen aikavaatimukseksi tulee = O(nlogn).

Konveksin peitteen kdytostd kertovat mm. M. de Berg et al. [5] ja Barber et al.
[4]

6.2. Kovarianssimatriisin avulla sovitetun rajoitustilavuuden sopivuus

Kovarianssimenetelmdlld mééaritetyn rajoitustilavuuden suunta ja ulottuvuudet
muuttuvat herkdsti kohteen geometristen ominaisuuksien mukaan. Tdamé&n
vuoksi menetelmd ei valttdmdttd tuota optimaalista rajoitustilavuutta.

Tarkastellaan asiaa kuvan 11 avulla.

(al (bl

Kuva 11: Kulmapisteen siirtamisen vaikutus rajoitustilavuuteen.

Kuvan 11 (a)-kohta esittdd kohteen M; kovarianssimenetelmalld
muodostettua rajoitustilavuutta P;. Siirretddan nyt kohteen M; yhtd

kulmapistettd siten, ettd kohteen M1 muoto muuttuu (b)-kohdan mukaiseksi.
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T&lloin kohde M; muuttuu kohteeksi M. Rajoitustilavuus P; pystyy edelleen
sulkemaan sisddnsdi kohteen M; mutta kohteelle M muodostettu
rajoitustilavuus P> ei ole endd sama kuin P1. N&din ollen rajoitustilavuuden
muoto on kohteen geometrian jakauman funktio. Kovarianssimenetelmdn

tuottama rajoitustilavuus ei siis valttamaéttd ole paras mahdollinen.

6.3. Rajoitustilavuushierarkian muodostaminen

Animaatiossa mukana olevien kohteiden geometria ladataan yleensd
tiedostosta, joka on tehty jollain 3D-mallinnusohjelmalla.
Rajoitustilavuushierarkian muodostamiseksi kohteen kolmiot ladataan listaan
L. Jos kohde muodostuu monikulmiosta, joissa on enemmin kuin kolme
sdirmédd, suoritetaan ndille monikulmioille kolmiointi [11]. Yleisin tapa
rajoitustilavuushierarkian toteuttamiseksi on binaaripuu ja sen rakentaminen
siten, ettd syotelistaa L jaetaan kahteen osaan niin kauan, kuin lista on
jaettavissa. Tatd menetelmédd kaytetdan myos pikalajittelussa.

Padtason rajoitustilavuudelle R lasketaan aluksi kolmiolistan L avulla
keskipiste m ja suuntavektorit v!, v2 ja v3. Oletetaan, ettd vektori v! on
rajoitustilavuuden R se suuntavektori, jonka suunnassa kohteen K geometrian
jakaumalla on suurin varianssi. Tamén jdlkeen kolmiolistaa L jaetaan
rekursiivisesti osalistoihin L; ja Lo. Listan L jakaminen osalistoihin Li ja Lo
tapahtuu siten, ettd projisoidaan listan L kolmioiden keskipisteet vektorille v ja
katsotaan, kummalle puolelle rajoitustilavuuden R keskipisteen m projektiota
vektorilla v! ne sijoittuvat. Rajoitustilavuudet Ri ja Ro mdédritetddn nyt
osalistojen L1 ja Lo mukaan vastaavasti kuin rajoitustilavuus R. Kun listaa ei
endd voida jakaa, niin lehtitason rajoitustilavuuksissa on kussakin vain yksi
kolmio.

Jos oletetaan, ettd kohteen geometria jakaantuu tasaisesti, niin lopullisen
rajoitustilavuushierarkian =~ syvyydeksi = saadaan  O(logn).  Yksittdisen
rajoitustilavuuden muodostamiseen kuluu aika O(k), missd k on
rajoitustilavuuden sisdltamien kolmioiden lukumaara. Kaikkien
rajoitustilavuuksien muodostamiseen kuluu nyt aika O(n) joten kokonaisaika
hierarkian muodostamiseksi on O(nlogn). Kuva 12 havainnollistaa kohteen

geometrian alijakoa rajoitustilavuushierarkiaan.



Kuva 12: Geometrian alijako rajoitustilavuushierarkiaan.

Edelld esitetyn menetelmdn lisdksi rajoitustilavuushierarkia voidaan
muodostaa my0s siten, ettd lihdetddn rakentamaan binaaripuuta yksittdisten
kolmioiden rajoitustilavuuksista ja lomittamalla nditd suurempiin tilavuuksiin
kunnes saavutetaan juuritaso. Tama tapa on kuitenkin vaikeampi toteuttaa,
eikdi sen soveltamista juuri esiinny tormadystarkasteluja késittelevassa
kirjallisuudessa.

Geometrian alijakoon perustuvassa tormdystarkastelussa tutkitaan kahden
rajoitustilavuushierarkian rajoitustilavuuksien erillisyytta. Jos
rajoitustilavuudet ovat erillisid, voidaan testaaminen lopettaa heti. Kahden
kohteen viélisessd tormadyksessd edetddn niiden rajoitustilavuushierarkioiden
lehtitasoilla olevien kolmioiden leikkauksien tarkasteluun. Seuraavaksi
tarkastellaan menetelmédd, jonka avulla rajoitustilavuuksien erillisyyden voi
todeta.

6.4. Rajoitustilavuuksien erillisyyden testaaminen

Kohdassa 3.2.5 todettiin, ettd kohteen mukaan suunnatun rajoitustilavuuden

kuvaamiseksi tarvitaan keskipisteen ¢ lisdksi suuntavektorit v, v2 ja v3.
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Edelleen tarvitaan vield rajoitustilavuuden sdrmien pituuksien puolikkaat a1, a2

ja as. Nyt voidaan maédritelld rajoitustilavuudelle A sdde r seuraavasti:

r =av' +a,v’ +a,v’.

Rajoitustilavuuksien A ja B erillisyys voidaan nyt todeta projisoimalla
niiden keskipisteiden ca ja cg erotus T sekd sédteet ra ja rp erottavalle akselille L.
Jos tdssd projektiossa |TeL|>|ra®L|+|rgeL|, niin rajoitustilavuudet A ja B

ovat erillisid. Kuvassa 13 kuvataan erillisid rajoitustilavuuksia.

Kuva 13: Erilliset rajoitustilavuudet A ja B.

Erottava akseli L voi olla kumman tahansa rajoitustilavuuden A tai B
jonkin suuntavektorin v} ,v%,v},vy,v; tai v, suuntainen. Lisdksi erottavan

akselin suunta voi maardytya jonkin ristitulon v, xv, mukaan. Téssd ie[1,3].

Talloin erottava akseli voi méddrdytyd yhteensa viidelldtoista eri tavalla.
Rajoitustilavuuksien erillisyyttd tutkittaessa toimitaan yleensd siten, ettd

rajoitustilavuus B siirretddn rajoitustilavuuden A paikalliseen koordinaatistoon.

Tdlloin  on luonnollista ilmoittaa rajoitustilavuuksien suuntavektorit
matriisimuodossa siten, etti vektorista v} tulee matriisin A ensimmaéinen,

vektorista v’ toinen ja vektorista v kolmas sarake. T4llsin rajoitustilavuuden
B suuntavektorit voidaan ilmaista rajoitustilavuuden A paikallisessa
koordinaatistossa muodossa B=AC, missid C=ATB. Tdassid AT on matriisin A
transpoosi. Olkoon c¢j matriisin C komponentti ij. Nyt rajoitustilavuuden B
suuntavektori vyvoidaan kirjoittaa rajoitustilavuuden A suuntavektorien

avulla seuraavasti
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i _ 1 2 3
VE=CyVy HCuV +C5Vy,.

Tdssd oletetaan, ettd matriisin indeksointi aloitetaan kohdasta 1 eikd O.
Rajoitustilavuuden B keskipiste cp rajoitustilavuuden A koordinaatistossa
voidaan nyt kirjottaa muodossa cj =ATcs. Rajoitustilavuuden A suuntavektorit
voidaan vastaavasti ilmoittaa rajoitustilavuuden B suuntavektorien avulla

muodossa
i 1 2 3
V,=CyVy +C,pVp +C3Vy.

Nyt voidaan kaikille viidelletoista testille muodostaa taulukko, josta
ilmenee yhteydet muuttujille L, T, ra*L ja rg* L. Tédssd oletetaan, ettd molemmat

rajoitustilavuudet ovat samassa koordinaatistossa.
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L ra°L rg*L T
Vi ai bilcu |+ ba2|ci2|+ bs|cis| | v, *L|=A1
Vi az bilca |+ ba2|caa|+ bs|cas| | vi °L|=A2
va as bilcsi|+ba|csa|+ bs|css| | v *L|=A3
& ar|cu|+az|ca|+as|cs| b1 | vy L]
& ar|cr|+az|ca|+as|cs| bz | v °L|
vy ar|ciz|+az|cs|+as|css| bs | vy L]
V}% XV}3 az| 31|+ as|ca| ba|ciz|+ bs|ciz| | c21A3-c31A2 |
V}% XVZ}3 az|cs |+ as|cn| bi|ciz|+ bs|ci| | €22A3-c31A2 |
V}% XV% az |z |+ as|cs| bi|cia|+ b2|ci| | c23A3-c33A2 |
Vi XV}3 ar|csi|+asz|ci| ba|cos|+ bs|ca| | c31A1-c11A3 |
Vi XVZ}3 ar|cs |+ as|ci| bi|cos|+ bs|ca | | c32A1-c12A3 |
Vi XV% ar|csz|+as|cis| bi|ca|+ b2|ca| | c33A1-c13A3 |
Vi XV}3 ar|cor |+ az|ci| ba|css|+ bs|cs| | c11A2-c21AT |
Vi XVZ}3 ar|co|+az|ci2| bi|css|+ bs|cs1| | c12A2-c22AT |
Vi XV% ar|ca |+ az|ci3| bi|csa|+ b2|cs1| | c13A2-c23A1 |

Taulukko 1: Rajoitustilavuuksien sdteiden ja erottavan akselin riippuvuus.

Taulukossa 1 on sarakkeessa T kolmella ensimmadiselld rivilld kdytetty yhta

suuruus merkkid loppujen rivien lyhentdmistd varten.

Kahden rajoitustilavuuden A ja B erillisyyden toteamiseksi on loydettdva

yksi erottava akseli L siten, ettd

|TeL|>|raeL|+|rgeL|

taulukon 1

mukaisesti. Jos tillaista akselia ei 16ydy, niin rajoitustilavuudet A ja B menevit

paallekkain.

Pahimmassa

tapauksessa

joudutaan

tutkimaan kaikki

vaihtoehdot, mutta keskimi&irin testataan vain 7,5 akseliehdokasta.

Testin

tehostamiseksi se lopetetaan heti, kun ensimmadinen erottava akseli 16ydet&dan.

Téamd on huomattava parannus naiviin menetelmddn, jossa joudutaan

tutkimaan 144 erilaista rajoitustilavuuden

sdirmdn ja tahkon mahdollista
leikkausta. 144 testid naivissa menetelmdssa tulee siitd, ettd rajoitustilavuuksia
on kaksi ja kummassakin on kuusi tahkoa ja kaksitoista sairmda. Eli 2x6x12=144.

Seuraavaksi tutkitaan miten ehdokkaat erottavaksi akseliksi on valittu.
Taman selvittamiseksi tutustutaan ensin Gaussin kuvaukseen ja Minkowskin
erotukseen.
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6.4.1. Gaussin kuvaus

Monitahokkaan Gaussin kuvauksessa monitahokkaan kulmapisteet v, sarmit e
ja tahkot f kuvautuvat kolmiulotteisen pallon pinnalle. Tédssd tapauksessa
rajoitutaan suorakulmaisen sdrmion Gaussin kuvauksen muodostamisen.
Suorakulmaisen sarmitn tahko fo kuvautuu yhdeksi pisteeksi po, joka ilmaisee
kyseisen tahkon suuntavektorin. Kahden tahkon vilissd oleva sdarma eo
kuvautuu pallon pinnalla olevaksi kaareksi go. Tama kaari ilmaisee ne suunnat,
jotka ovat kohtisuorassa sarman eo kanssa. Kulmapiste v kuvautuu konveksiksi
alueeksi r, joka muodostuu kolmen ristedvan kaaren ej, ez ja es rajoittamasta
alueesta. Gaussin kuvausta havainnollistaa kuva 14.

Kuva 14: Suorakulmaisen sarmion Gauss-kuvaus.

Gaussin kuvauksessa saman pallon kehélle voidaan kuvata useampia
monitahokkaita. Erottavan akselin méadrdytymisen tarkastelemisessa kuvataan
rajoitustilavuudet A ja B pallon kehélle. Tamédn kuvauksen tuloksena voidaan
muodostaa rajoitustilavuuksille A ja B Minkowskin erotus A ® B, jonka jdlkeen

voidaan maéadrittdd yhteys erottavalle akselille ja rajoitustilavuuksille.

6.4.2. Minkowskin erotus

Kahden rajoitustilavuuden A ja B vélinen Minkowskin erotus A®B on
sellainen pistejoukko P, missd P:n pisteet ovat muotoa a-b. Tédssd ac A ja beB.

Tdamd voidaan ilmoittaa myos muodossa

P={a-b | acA, beB}.
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Minkowskin  erotus voidaan tulkita geometrisesti siten, ettd
rajoitustilavuuden B pisteistd muodostetaan uusi suorakulmainen sdrmio
vastavektoreiden -b avulla. Tamdn jilkeen kuljetetaan rajoitustilavuutta A
vektoreiden -b muodostamaa uraa pitkin siten, ettd A sdilyttdd suuntansa ja
sen keskipiste ca on uralla. Kuvassa 15 viivasegmentti B kuvataan ensin
segmentiksi -B. Taman jdlkeen viivasegmenttid A kuljetetaan viivasegmenttid -
B pitkin siten, ettd A:n keskipiste on viivasegmentilld -B. Minkowskin erotusta
A®B kuvaa nyt muodostunut pinta-ala. Kolmiulotteisessa tapauksessa

muodostuu luonnollisesti tilavuus.

o=

Kuva 15: Minkowskin erotuksen geometrinen tulkinta.

Minkowskin erotuksella on keskeinen osa erilaisissa tormaystarkastelu-
menetelmissd. Tdamd johtuu  siitd, ettd pistejoukko P sisadltda
tarkasteluavaruuden origon 0 silloin ja vain silloin, kun monitahokkaat A ja B
koskettavat toisiaan. Tamd péatee mihin tahansa monitahokkaaseen ja erityisesti
tdssa tarkasteltaville suorakulmaisille sarmidille. Jos suorakulmaiset sarmiot A
ja B koskettavat toisiaan, niin silloin on olemassa pisteet a ja b siten, ettd niiden
erotus a-b=0. Nyt a=Db, jolloin méadritelmdn P={ a-b | ac A, beB} mukaan
be A, aeB.

Seuraavaksi tarkastellaan erottavan akselin maddrdaytymistda Gaussin

kuvauksen ja Minkowskin erotuksen avulla.

6.4.3. Erottavan akselin mdardytyminen

Tarkastellaan erottavan akselin maardytymistd kuvan 16 avulla
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A=B

G(A) G(B) G(AsB)

Kuva 16: Rajoitustilavuuksien A, B ja niiden Minkowskin erotuksen A® B

Gaussin kuvaukset.

Kuvan 16 yldosassa on esitetty monitahokkaat A, B ja A ® B sekéd alaosassa
niiden Gaussin kuvaukset. Aikaisemmasta muistetaan, ettdi A ® B muodostuu
kun sarmiotd A liikutetaan sarmion -B sarmid pitkin siten, ettd A:n keskipiste
kulkee B:n sarmalld ja A:n suunta avaruudessa pysyy muuttumattomana. -B on
siis sdrmio, jonka sdarméavektorit ovat V={-b |beB}.

Kuvassa 16 rajoitustilavuuden A tahkot kuvautuvat kolmeksi keskenddan
kohtisuorassa olevaksi ympyrdksi Gaussin kuvauksessa G(A). Vastaavasti
kuvautuu myos rajoitustilavuus B. Rajoitustilavuuksien A ja B Minkowskin
erotuksen A®B Gaussin kuvauksessa G(A®B) syntyy kuusi ympyraa
kuvauspallon pinnalle. Ndistd kolme on keskenddn kohtisuorassa toisiaan
vastaan, ja ne kuuluvat rajoitustilavuudelle A. Toiset kolme ovat myos
keskenddn kohtisuorassa toisiaan vastaan, ja ne kuuluvat rajoitustilavuudelle B.
Ndamd on piirretty kuvaan 16 siten, ettd A:sta tulevat ympyrdt on piirretty
harmaalla vérilld ja B:std tulevat ympyrat mustalla varilld. Jos oletetaan, etta

ainoastaan kaksi ympyrdd voi leikata toisensa yhdessa pisteessd, niin kuudesta

6
ympyrastd voidaan nyt valita pareittain ( 2} =15 erilaista ympyrédparia. Jokainen

ympyrdpari leikkaa toisensa tdasmdilleen kahdessa pisteessd, jotka ovat pallon
vastakkaisilla puolilla. Ndin ollen leikkauspisteitd on nyt 30. Koska pisteet ovat
pallon vastakkaisilla puolilla, ovat pisteille kuvautuvan Minkowskin erotuksen
A ®B tahkojen normaalit ndissd kohdissa vastakkaissuuntaiset. Nain ollen
A O B rajoittuu kahden yhdensuuntaisen tason viliin. Koska leikkauspisteitd on
kaikkiaan 30, rajoittuu A®B yhteensd 30 keskenddn pareittain

yhdensuuntaisen tason rajoittaman avaruuden osan sisddn. Tama tarkoittaa
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sitd, ettd rajoitustilavuuksien A ja B Minkowskin erotuksessa A®B on 30
tahkoa.

Gaussin kuvauksen kaarien ja monitahokkaan sdrmien vililli on yksi
yhteen vastaavuus. Koska jokainen kuvauksen G(A ® B) kuudesta kaaresta
voidaan jakaa kahteen osaan viidelldi muulla kuvauksen kaarista, saadaan
rajoitustilavuauksien A ja B Minkowskin erotukselle @ A®B sdrmien
lukumaééaraksi 6x5x2=60. Nyt voidaan A® B:n kulmapisteiden lukumaédra
laskea Eulerin kaavan V-E+F=2 avulla. Tadssi E on siarmien lukumaiirsd, F on
tahkojen lukumddrd ja V on kulmapisteiden lukumé&adrd. Nyt siis A® B:n
kulmapisteiden lukumaéérd on 2+60-30=32. Jos kahta useampi ympyrd leikkaa
toisensa yhdessa pisteessd, niin muodostuvassa Minkowskin erotuksessa A® B
sdrmien, tahkojen ja kulmapisteiden mééra jad edelld esitettyd pienemmaksi.

Rajoitustilavuuksien A ja B Minkowskin erotus on nyt siis sellainen
monitahokas, jossa on 30 pareittain yhdensuuntaista tahkoa, 60 siarmdd ja 32
kulmapistettd. Aikaisemmasta muistetaan, ettd rajoitustilavuudet A ja B ovat
paaéllekkaisid, jos niiden Minkowskin erotus A ® B sisiltédd tarkasteluavaruuden
origon 0. Jos rajoitustilavuudet A ja B ovat erillisid, niin origon 0 etdisyys
lahimmaésta aluetta A ® B rajoittavasta tasosta on rajoitustilavuuksien A ja B
vilinen etdisyys. Samalla etdisyyden suunta on kyseisen tason suunta.

Kuvassa 16 kuvauksen G(A® B) kolme harmaata ympyrdd ilmaisee
rajoitustilavuuden A tahkojen suunnat. Kolme mustaa ympyrdd ilmaisee
rajoitustilavuuden B tahkojen suunnat. Jiljelle jad yhdeksdn mustan ja harmaan
kaaren leikkausta, joissa pisteissé suunta on kohtisuorassa sekd
rajoitustilavuuden A, ettd rajoitustilavuuden B jotakin sdrmééd vastaan.

Edelld mainitun perusteella erottava akseli voi olla olemassa niissd
suunnissa, joissa Minkowskin erotusta A® B rajoittavat tasot sijaitsevat.
Erottavaa akselia ei ole olemassa, jos tarkasteluavaruuden origo 0 sijaitsee
kaikkien Minkowskin erotusta A ® B rajoittavien tasojen vilissa.

Rajoitustilavuuksien A ja B erottavan akseli L voi siis olla olemassa niissd
suunnissa, joissa rajoitustilavuuksien A ja B Minkowskin erotuksen A® B
rajoittavat tasot sijaitsevat. Tasoja on yhteensd 30, mutta ne ovat pareittain

yhdensuuntaisia, joten tarkastelussa riittdd 15 tason suunnan tutkiminen.

7. Leikkauksista

Edelld on kuvattu menetelmdd, jonka pddtarkoituksena on karsia laskennasta
sellaisia geometrisia primitiivejd, jotka eivdt voi leikata toisiaan. Lehtitason
rajoitustilavuuksien paéllekkdisyyksien tapauksessa joudutaan kuitenkin

lopulta laskemaan tasmaélliset leikkauskohdat primitiivien valilla.
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Seuraavaksi tarkastellaan tyypillisimpid geometristen primitiivien vilisid
leikkauksia. N&itd ovat kahden sdteen vilinen leikkaus, sdteen ja tason valinen
leikkaus, sdteen ja kolmion vilinen leikkaus ja kahden kolmion vdilinen
leikkaus. Kahden kolmion vilistd leikkausta kdytetddn myos kohteen mukaan

suunnatun rajoitustilavuuden lehtitason kolmioiden leikkaustarkastelussa.

7.1. Kahden siteen vilinen leikkaus

Kolmiulotteisessa avaruudessa sdde annetaan yleensd parametrimuodossa
r(t)=p+td, missd p on sdteen alkupiste, d on sdteen suuntavektori ja t on
skalaari, jonka avulla sdteen pituutta mééritellddn suunnassa d. Tyypillisesti d
on yksikkovektori, mutta ndin ei vélttamattd tarvitse olla. Lisdksi parametria ¢
ei tarvitse rajoittaa, vaan sen avulla siteestd voidaan muodostaa sellainen, ettd
silld on alkupiste p, mutta se jatkuu ddrettomyyteen asti suunnassa d.

Olkoon annettuna kaksi sddettd ri ja r2 siten, etta

ri(t)=p1+tid:
12(t2)=p2ttado.

Namad sdteet voivat sijaita kolmiulotteisessa avaruudessa neljélla eri tavalla
toisiinsa ndhden. Siteet ri(t1) ja r2(f2) voivat leikata toisensa yhdessd pisteessd,
tai niilld voi olla &ddreton mddrd yhteisid pisteitd. Sdteet voivat myos olla
yhdensuuntaisia siten, ettd niilld ei ole yhteisid pisteitd. Edellisten lisdksi sdteet
voivat sijaita kahdella samansuuntaisella tasolla siten, ettd tasot ovat eri
etdisyyksilld origosta. Talloin séteilld ei ole yhteisid pisteitd.

Kahden sdteen vilisen leikkauksen Iloytdaminen on Kkaisitteellisesti
yksinkertaista, mutta tietokoneiden pyoristystarkkuus saattaa aiheuttaa sen,
ettd leikkausta ei valttamattd 1oydetd, vaikka sellainen olisi olemassa. Jos
oletetaan, ettd sdteiden leikkaus voidaan loytdd kaytossd olevalla

pyoristystarkkuudella, niin leikkauskohta l6ydetéddn sijoittamalla seuraavasti

r1(t1)= 12(t2)
p1t+tidi=p2tiada
tidi=p2+tad2-p1
(t1d1)xdo=(p2+tado-p1)xd>
t1(dixd2)=(t2d2)xd2+(p2-p1)xd2
t1(dixdz2)=t2(d2xd2)+(p2-p1)xd2
t1(dixd2)=t20+(p2-p1)xd2
t1(dixd2)=(p2-p1)xd2
t1(d1xda) * (dixdz2)=((p2-p1)xdz) ® (d1xd2)
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_ ((p2 —Pp1)xd, o (d;xd,)
ld,xd, I’

t1

Parametrin t; arvo voidaan laskea vastaavasti, jolloin saadaan

ty= (P —p1)xd,; *(d;xd,)
ld,xd, I? '

Edelld esitetyssa sdteiden leikkauspisteen etsimisessd on oletettu, ettd séteet
r1 ja r2 jatkuvat ddrettomyyteen suuntavektorien osoittamissa suunnissa. Jos
sdteiden pituudet ovat rajoitettuja on tutkittava kuuluuko saatu leikkauspiste
séteille, vai niiden jatkeille. Tdméd voidaan tutkia siten, ettd sijoitetaan saadut
arvot t1 ja t2 vastaavien sdteiden ri1 ja r» yhtédloihin. Jos nyt |pit+tidi| < |11 ja
| p2ttod2| < |r2|, niin sdteet leikkaavat toisensa. Koska kyse on sdteiden

pituuksista, niin aina taytyy olla t#1>0 ja #2>0.

7.2. Siteen ja tason leikkaus

Tason yhtélo annetaan yleensa muodossa Ax+By+Cz+D=0.
Tietokonegrafiikassa on  kdytdnnollisempdda ilmoittaa taso P  sen
yksikkonormaalin n  avulla. Yksikkténormaali n saadaan muodostamalla
yksikkovektori
e Ai + Bj+Ck _
| Ai+Bj+Ck|

Taman lisdksi tarvitaan tason yksikkonormaalin n suuntainen etdisyys d
koordinaatiston origosta O. Jos A, B ja C muodostavat yksikkovektorin n, niin
tason etdisyys origosta d=D. Nyt kaikille tason P pisteille p on voimassa p*n=d.

Kuvan 17 vasen puoli selventdd asiaa.
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Kuva 17: Tason etdisyys origosta seké sdteen ja tason leikkaus.

Olkoon nyt sdde R(f)=po+dt ja taso P muodossa pen=d. Sijoittamalla sdde R

tason yhtdlo6on saadaan:

(potdt)en=d
poen+tden=d
tden=d-poen
_d-pyen
~ den

t

Sdade R leikkaa siis tason P pisteessd p, mikili on olemassa sellainen te R
siten, ettd t>0. Tason ja sdteen leikkauspisteen mddrittdmisessd voidaan
laskentaa nopeuttaa tutkimalla aluksi onko leikkaus ollenkaan mahdollinen. Jos
pistetulo d*n=0, niin taso ja sdde ovat yhdensuuntaisia eikd leikkausta
tapahdu. Jos taas d*n>0, niin tason normaali n osoittaa poispdin sateesta.
Télloin voidaan leikkauksen laskeminen lopettaa, jos kysymyksessd on
yksisuuntainen taso. Esimerkkind on lasipinta, joka ldpdisee valon vain toiselta
puolelta.

Parametrin t laskeminen kannattaa jattdd suorittamatta, jos d*nja d-po*n
ovat eri merkkisid. T&lloin t ei ole mielekds, koska sdteen ja tason leikkaus
tapahtuisi sdteen origon takana, eikd timd vastaisi mitddn todellista tilannetta.
Téssd tapauksessa sddstytddn turhalta jakolaskun suorittamiselta, joka sindllddn
on suhteellisen paljon aikaa vievd operaatio. Parametrin t laskemisen jdlkeen

voidaan tdsmallinen tason ja sédteen leikkauskohta laskea sijoittamalla p=po+dt.
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7.3. Kolmion barysentriset koordinaatit

Kolmion pinnan tarkasteleminen kolmiulotteisessa avaruudessa on suhteellisen
hankalaa. Tamédn vuoksi on otettu kdyttoon kolmion pinnan mé&dardama
avaruus, jota kutsutaan barysentriseksi avaruudeksi. Barysentrisessa
avaruudessa jokainen kolmion piste voidaan ilmaista sen kulmapisteiden
painotettuna keskiarvona. Nditd keskiarvoja kutsutaan kolmion barysentrisiksi
koordinaateiksi. Barysentristen koordinaattien (b1,b2,b3) ja kolmiulotteisen

avaruuden koordinaattien vy, vz ja vs vililld vallitsee yhteys:
(b1,b2,b3)=b1v1+b2va+bsvs,

missd b1+b2+tbs=1. Kuva 18 havainnollistaa barysentristen koordinaattien ja

kolmiulotteisen avaruuden koordinaattien yhteytta.

vz=(0,1,0)

(2/3,2/3,-1/3)
(0,1/2,1/2)

vi=(1,0,0) basi)
: (1/4,0.3/4) va=(0.0,1)

Kuva 18: Barysentristen ja karteesisten koordinaattien yhteys

Kuvasta 18 voidaan huomata, ettd jokaisen kulmapisteen vi, vz ja v3
barysentriset koordinaatit ovat samat kuin kyseisten kulmapisteiden
koordinaatit. Tdmé&n lisdksi voidaan huomata, ettd kulmapisteen v;
vastapdiselld janalla oleva barysentrinen koordinaatti on nolla. Esimerkiksi
kulmapisteen vi barysentrinen koordinaatti b1 vastapdiselld janalla v2-vs on 0.
Kolmion sisdpuolella olevat barysentriset koordinaatit b1, b2 ja bs ovat kaikki
suurempia kuin nolla. Jos jonkin kulmapisteen vi barysentrinen koordinaatti
bi<0, niin kyseinen koordinaatti on kolmion ulkopuolella. Esimerkiksi kuvassa
18 kulmapisteen vs barysentrinen koordinaatti bs=-1/3, kun piste liikkuu
kolmion ulkopuolelle janan vz-vi yli. Kolmion barysentrinen koordinaatisto
muodostaa tason, joka koostuu keskenddn samanlaisista kolmioista. Tata

havainnollistavat Dunn ja Barberry kirjansa [10] sivulla 261.
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Kun kolmion kulmapisteet tunnetaan, on kolmion barysentristen
koordinaattien muuttaminen karteesisiksi koordinaateiksi suoraviivainen
toimenpide kaavan (b1,b,b3)=bivitbavotbsvs avulla. Jos halutaan muuttaa
kolmion mielivaltainen piste p barysentrisiksi koordinaateiksi, joudutaan
tekemddn enemmdn tyotd. Kuva 19 esittdd barysentristen koordinaattien

madrittamistd kaksiulotteisessa tapauksessa.

vz

Ta

i N

Tz

Ts

Vi

Kuva 19: Mielivaltaisen pisteen p barysentriset koordinaatit

Kuvan 19 mielivaltaiselle pisteelle p saadaan kaksiulotteisessa tapauksessa
yhtdlot:

px=b1x1+b2x2+b3x3

py=b1y1+b2y2+bsys
1=b1+by+bs.

Kun tidmd yhtdloryhmd ratkaistaan, niin pisteeen p barysentrisiksi

koordinaateiksi b1,b2 ja bs saadaan

(Py —¥V3)(X =X3) + (¥, = ¥3)(X; = P,)

b, =
(V1 = ¥3)(X =X3) + (Y, —¥3) (X5 = %)
b :(py_Y1)(X3_X1)+(YB_Y1)(X1_Px)
’ (V1 —¥3)(X, =X3) + (Y, —¥3) (X5 — %)
b :(py_YZ)(Xl_X2)+(Y1_YZ)(X2_Px)

(V1= ¥3) (X =X3) + (Y2 = ¥3) (X5 —X;) .

Jos nyt tarkastellaan saatujen yhtédloiden osoittajia, niin huomataan, ettd ne

vastaavat kuvan 19 osakolmioiden Ti, T2 ja Ts kaksinkertaisia pinta-aloja.
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Liséksi jokaisen yhtdlon nimittdjd antaa koko kolmion T kaksinkertaisen pinta-
alan. Ndin ollen kolmion pisteen p barysentriset koordinaatit voidaan lausua

myds muodossa:

_ AT
'AM
_A(T,)
T AM)
_A(T)
TAM

Kolmiulotteisessa avaruudessa barysentristen koordinaattien laskeminen ei
onnistu edelld esitetylld tavalla, koska ratkaistavaksi tulee yhtdloryhmd, jossa
on neljd yhtdlod ja kolme tuntematonta. Tyypillinen ratkaisutapa on kolmion
projisoiminen jollekin tasolle xy, xz tai yz. Ndin voidaan tehdd, koska
projisoitujen kolmioiden pinta-alat ovat suhteessa alkuperdisien kolmioiden
pinta-aloihin. Projektiotasoksi valitaan taso, jolle kolmion projektion pinta-ala
on suurin. T4dlloin véltytdan mahdollisilta kolmioiden surkastumisilta viivoiksi.
Suurimman projektion omaava taso saadaan tutkimalla kolmion
normaalivektoria n ja jattamalld yhtdaloryhmadstd pois se komponentti px, py tai
Pz jonka suunnassa normaalivektorin n komponentti ny, ny tai n, on suurin.
Tdlloin laskenta palautuu edelld esitettyyn kaksiulotteiseen tapaukseen.
Kolmion barysentrisid koordinaatteja tarvitaan seuraavaksi esiteltdvdssd sdteen

ja kolmion leikkauksen médrittamisessa.

7.4. Siteen ja kolmion leikkaus

Sadteen ja kolmion leikkauksen madrittdmisessd haetaan yleensa ensin sidteen
ja kolmion muodostaman tason leikkauskohta, jonka jdlkeen tutkitaan
sisdltyyko leikkauskohta tarkasteltavaan kolmioon vai ei. Leikkauskohta
pystytddn kuitenkin maddrittaméadn ilman erillistd tason ja sdteen leikkauksen
tutkimista. Kdtevdn tavan kolmion ja sdteen leikkauksen madrittamiseksi ovat
esittineet Moller ja Trumbore [25]. Tdssd menetelmdssd etsitddn arvot kolmion
barysentrisille koordinaateille u ja v sekd etdisyys t sdteen origosta
leikkauspisteeseen.

Olkoon kolmion T mielivaltainen piste annettu muodossa:

T(u,0)=(1-u-v)votuvi+ova.



39

Téssd u ja v ovat barysentriset koordinaatit, joille on voimassa u>0 ja v>0
sekd u+v<1. Nyt sdteen R(f)=po+td ja kolmion T(u,v) leikkauspiste saadaan

sijoittamalla R(f)= T(u,v), jolloin saadaan:

pottd=(1-u-v)votuvit+ovs.

Kun yhtdlo kerrotaan auki ja termit jdrjestetddn uudelleen, saadaan

lineaarinen yhtdloryhma

t

l_d V=V, VZ_VOJ u =[P0_V0]-
0

Kyseessd on siis 3x3- ja 3xl-matriisin tulo. Selvyyden vuoksi jdtetdan
vektorien -d, vi- vo ja v2- vo yksittdiset komponentit Kkirjoittamatta.
Yhtdloryhmén yksinkertaistamiseksi voidaan merkitd ei;=vi-vo, ex=v2-vo ja
T=po-vo. Nyt yhtdloryhmd voidaan ratkaista esimerkiksi Cramerin sdaannolld,

jolloin saadaan:

t ) I'T e e,l

= 1 I l-d T e,l|.
-d e, e

v "2 l-d e, TI

Ylld olevassa merkinnidssd |-d e1 ex| tarkoittaa siis 3x3-matriisin
determinanttia. Samoin on |T e; e2| jne. Laskettaessa arvoa t kdytetddn
determinanttia |T e1 e2| u:n laskemisessa determinanttia |[-d T e2| ja vin
laskemisessa determinanttia |-d e T|.

Sdteen ja kolmion leikkauskohdan laskemisen nopeuttamiseksi lasketaan
arvot t, u ja v yksitellen. Laskenta lopetetaan heti, jos jokin arvoista on pienempi
kuin nolla. T&lloin sdde ja kolmio eivit voi leikata toisiaan. Ldhdekoodi tdssa

kuvatun menetelmén toteutukselle on Mollerin ja Trumboren [10] esityksessa.

7.5. Kahden kolmion vilinen leikkaus

Kohdassa 6 esitetyssi kohteen mukaan suunnatun rajoitustilavuuden
menetelmdssd suoritetaan lehtitason rajoitustilavuuksissa olevien kolmioiden
leikkaustarkastelu, jos kyseiset rajoitustilavuudet ovat paillekkdisid. Kahden

kolmion vélinen leikkauspiste voidaan maédrittdd sdteen ja kolmion
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leikkauksena, jossa toisen kolmion sdrmid kéytetddn sdteind ja niiden
mahdollisia leikkauksia tutkitaan toisen kolmion suhteen. Tarkastelussa
kdytetddn vuoronperddn molempien kolmioiden sdrmid sdteind. Tamédn
menetelmidn heikkous on kuitenkin siind, ettdi kolmiot voivat leikatessaan
muodostaa my0s viivasegmentin.

Tomas Moller [24] esittdd ratkaisun kahden kolmion leikkauksen
16ytamiseksi siten, ettd leikkaus voi olla joko piste tai viivasegmentti. Oletetaan
ettd annettuna on kaksi kolmiota Ti ja T, joilla on kulmapisteet v;, v;, v} ja
vy, vi, vi. Kolmiot Ti ja T: sijaitsevat tasoilla P; ja P, alaindeksiensd
mukaisesti. Tason P> yhtdlo on nz*p=d>, missd p on tason P> mielivaltainen
piste ja d> on tason P» etdisyys origosta. Kolmion T> méddrddméan tason yhtilo

voidaan laskea ristitulon avulla seuraavasti:

2 2 2 2
n, =(vy —vy)x(v, —vy)

_ 2
d,=—n, ev,.

Vastaavalla tavalla mddritetddn tason yhtdlo myos kolmion Tq médrdaamalle
tasolle. Nyt voidaan laskea kolmion T: kulmapisteiden etdisyydet tasosta P:.

Kuva 20 selventii asiaa.

Ty

Vi

Kuva 20: Kolmion T1 kulmapisteen vy etdisyys tasosta P-.

Pisteen vy etdisyys tasosta P> saadaan nyt seuraavasti kuvan 20 merkintdjen

avulla:

ptran=vo
(ptan)*n=vo*n
pen+(an)*n=vo°n
d+a=voen

a= voe*n-d.
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Nyt siis minké tahansa kolmion Ti kulmapisteen v, etdisyys a; tasosta P>

voidaan kirjoittaa muodossa:

_ 1
a,=n,ev, +d,.

Kolmion T> etdisyydet tasosta P; lasketaan vastaavalla tavalla. Jos nyt
kaikilla a;#0 ja kaikki etdisyydet ai ovat samanmerkkisid, niin kolmio Ti
sijaitsee kokonaan tason P> toisella puolella. T&dlloin kolmiot Ty ja T2 eivit voi
leikata toisiaan ja testi voidaan lopettaa. Jos kuitenkin on niin, ettd loytyy
erimerkkisid etdisyyksien arvoja, niin tasot P; ja P> leikkaavat toisensa suoraa L
pitkin. Suora L on t&lloin vektorin nixnz suuntainen.

Jos kaikki etdisyyksien arvot a4;=0, niin kolmiot sijaitsevat samalla tasolla.
Talloin voidaan tarkastaa, leikkaavatko kolmioiden sdrmit toisiaan. Tamaéa
voidaan toteuttaa projisoimalla kolmiot jollekin tasolle xy, xz tai yz. Kolmiot
projisoidaan sellaiselle tasolle, jolla niiden projektioiden pinta-ala on suurin.
Projisoinnin jdlkeen voidaan kolmioiden sdrmien leikkaaminen maédrittdad
kaksiulotteisena viivasegmenttien leikkauksena. Jos leikkauskohtia ei 16ydetd,
taytyy vield tutkia sisédltyyko toinen kolmioista toiseen. Yleisessd tapauksessa
on suhteellisen harvinaista, ettd kaksi kolmiota on samalla tasolla, joten tdssd
tapauksessa leikkauksen mddrittdmisessd voidaan kadyttdd tavallista raa’an
voiman menetelmaa.

Sellaisessa tapauksessa, missd kolmiot sijaitsevat eri tasoilla saadaan tasojen
leikkausviivan yhtdloksi L(f)=po+td. Leikkausviivan yhtdlossd suuntavektori
d=nixn;, missd ni ja n2 ovat kolmioiden Ti ja T2 normaalivektorit. Piste po on
leikkausviivan origo, joka voidaan asettaa halutulla tavalla, koska sen
muuttaminen ei vaikuta lopulliseen leikkaustarkasteluun.

Kaksi eri tasoilla olevaa kolmiota voivat sijaita avaruudessa kahdella eri
tavalla toisiinsa ndhden. Nama tapaukset on esitetty kuvassa 21. Kuvassa 21
viivasegmentin L harmaalla esitetty alue kuvaa kolmioiden ja viivasegmentin L
leikkausta. Jos kolmioilla on yhteisid pisteitd viivasegmentilld L, niin ne

leikkaavat toisensa.



Kuva 21: Kolmioiden sijoittuminen kahdella ristedvalla tasolla.

Kahden kolmion leikkauksen toteamiseksi lasketaan kummallekin
kolmiolle intervallit viivasegmentilld L. Jos ndma intervallit ovat padallekkaisid,
niin kolmiot leikkaavat toisensa.

Intervallien  laskemiseksi  projisoidaan kolmion T:i kulmapisteet
viivasegmentille L. Lisdksi lasketaan kolmion T kulmapisteiden etdisyydet ao,
m ja a3 tasosta P2. Kuvassa 22 kulmapisteiden projektioista viivasegmentillda L
kdytetdan merkintdd pvoja pvi. Harmaalla vérilla merkityn intervallin alkupiste
t ilmaisee kolmion sdarméan vo-vi leikkauskohdan skalaariarvon viivasgmentilld
L(t)=po+dt.

Kuva 22: Kolmion kulmapisteiden projisoiminen viivasegmentille L ja

niiden etdisyydet tasosta P-.
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Kuvasta 22 voidaan huomata, ettd kolmion Ti kulmapisteiden projektiot
ovat pvo, pvi ja niiden etdisyydet ao ja a1 tasosta P> muodostavat kaksi
keskenddn yhdenmuotoista kolmiota. Ndiden avulla voidaan laskea intervallin

alkupiste t seuraavasti:

a
b=pvo+(pv,—pve)— -
((10 _al)

Vastaavalla tavalla lasketaan intervallin loppupiste, mutta tdssd kdytetdan
tietenkin kulmapisteitd wvo ja v2. Tdmdn jdlkeen suoritetaan samat
laskutoimenpiteet kolmiolle T> tason P; suhteen. Lopuksi tutkitaan, onko
saaduilla kahdella intervallilla yhteisid pisteitd. Jos yhteisid pisteitd on
olemassa, niin kaksi kolmiota leikkaavat toisensa.

Tassd tutkielmassa on esitetty periaatetasolla tyypillisimpid geometristen
primitiivien vélisid leikkauksia. Sovelluskohtaisesti erilaisia leikkaustyyppeja
voi olla kuinka paljon tahansa. Dunn ja Barberry [12] késittelevit erilaisia
leikkauksia kirjansa sivuilla 283-318. Lisdd erilaisia leikkausalgoritmeja

esittdvat mm. Arenberg [2] ja Badouel [3].

8. Tormadyskyselyiden tarkasteluja rajoitustilavuushierarkiassa

Olkoon annettuna kaksi rajoitustilavuushierarkiaa Va ja Vs, joiden sisdltimien
kohteiden vilisia tormdyksid tutkitaan. Kuva 23 esittdd murtoviivoista
koostuvan kohteen A rajoitustilavuushierarkian Va kolme eri tasoa.
Ensimmadisend esitetddn juuritaso, joka sisdltdd kohteen kokonaisuudessaan, ja
viimeisend on esitetty lehtitaso, jossa jokaisella viivasegmentilldi on oma
rajoitustilavuutensa. Kuva 24 esittdd vastaavan tilanteen

rajoitustilavuushierarkialle B. Tdimdn luvun kuvat Gottschalk [12].

Kuva 23: Rajoitustilavuushierarkian Va kolme tasoa.
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Kuva 24: Rajoitustilavuushierarkian Vp kolme tasoa.

Tormdyskyselyiden suorittamiseksi siirretdan kohteet A ja B yhteiseen
maailmankoordinaatistoon.  Ensimmadisessd  tormdyskyselyssd  testataan
kohteiden A ja B juuritason rajoitustilavuuksien paillekkdisyyttd. Kaytetdan
tastd testistd merkintdd T(Va,Vs). Jos juuritason rajoitustilavuudet menevit
pddllekkdin, joudutaan suorittamaan uusia tormdyskyselyitd, joissa verrataan
kohteen A rajoitustilavuuden Va lapsien Vao ja Va1 pddllekkdisyytta
rajoitustilavuuden Vp kanssa. Talloin suoritetaan siis testit T(Vao,Vs) ja
T(Va,Ve). Kuvassa 25 havainnollistetaan péddtason tormaéayskyselyn
jakautumista kahdeksi alemman tason kyselyksi. Kuvassa 25 testiparit
T(Vao,Vs) ja T(Va1,Ve) on valittu siten, ettd siirrytddn testaamaan suuremman
rajoitustilavuuden lapsia ensimmdisen testin pienempdd rajoitustilavuutta
vasten. Testattavien rajoitustilavuuksien lapsisolmut voidaan valita myos

muilla tavoilla, mutta kirjallisuudessa tdssa esitetty tapa on yleisin.

Kuva 25: Péddtason tormdyskyselyn jakautuminen kahdeksi alikyselyksi.

Aikaisemmasta muistetaan, ettd tormdyskysely lopetetaan heti, jos
testattavat rajoitustilavuudet ovat erillisid. Muussa tapauksessa testid jatketaan
lehtitasolle saakka, jossa voidaan madadrittdad kohteiden A ja B ne primitiivit,
jotka leikkaavat toisensa. Kuvassa 26 on kuvattu kyselyn T(Vao,Vs) ja kuvassa
27 testin T(Va1,Vp) eteneminen lehtitasolle saakka. Kysely T(Vao,Vs) ei 1oyda
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tormaéyksid rajoitustilavuuksien Vao ja Vp sisédltdmien primitiivien vélilld, mutta
kysely T(Va1,Vs) tuottaa leikkauksen primitiivien as ja bs vililld. Kuvista 26 ja
27 voidaan huomata, ettd kaikki alikyselyt haarautuvat  suuremman

rajoitustilavuuden lapsien vertaamiseen pienempdédn rajoitustilavuuteen.

@*’um Va, @ V, -
VA% vﬁ@ @' Va, \/J; Vi, é
Va

Kuva 26: Térmayskyselyn T(V o, Vg) eteneminen lehtitasolle.
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Kuva 27: Térmayskyselyn T(Va1,Vs) eteneminen lehtitasolle.

Rajoitustilavuuksien Va ja Vp vidlilld suoritettavat tormdyskyselyt
muodostavat puurakenteen edelld kuvatulla tavalla. Tallaista puurakennetta
voidaan kayttdd tormdyskyselyjen lukumddrdn alarajan méadrittdmiseen
tietyntyyppisten  optimointitekniikoiden = yhteydessd. = Tamdn  lisdksi
puurakennetta voidaan kayttdd tormayskyselyjen lukuméadran madrittamiseksi,
jos halutaan loytdda k>0 leikkausta kohteiden A ja B primitiivien valilla.
Puurakenteesta kadytetddn englannin kielessd lyhennettd BVTT (bounding
volume test tree). Tdssd tutkielmassa rakennetta kutsutaan nimelld testipuu.

Edelld esitetty tormayskysely rajoitustilavuuksien Va ja Vg vililld voidaan
ilmaista symbolisessa muodossa kuvan 27 avulla. Kuvassa 27 tyhjd solmu
tarkoittaa kyselyd, joka tuottaa erilliset rajoitustilavuudet ja “X” tarkoittaa
kyselyd, joka tuottaa pdillekkdiset rajoitustilavuudet. Lehtitasolla oleva tyhja
kolmio tarkoittaa sellaista primitiivien vélistd kyselyd, jossa leikkausta ei
todeta. Kolmion sisdltdma “X” tarkoittaa sellaista primitiivien vilistd kyselyd,
jossa primitiivit leikkaavat toisensa. Kuvan 28 kolmion sisédltima “X” tarkoittaa

siis tormdyskyselyn T(Va,Vp) tuottamaa primitiivien a4 ja bz vélista leikkausta.
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Kuva 28: Térméyskyselyn T(Va,Vs) testipuu.

Tormayskysely T(Va,Vs) tuottaa testipuun, joka ei ole binaarinen. Yleensd
kohteista pyritddan rakentamaan sellaisia rajoitustilavuushierarkioita, jotka ovat
binaarisia. Talloin my®os testipuusta tulee binaarinen. Seuraavaksi tarkastellaan
binaariseen testipuuhun liittyvid invariantteja. Nédiden invarianttien avulla
voidaan maédrittdd tormayskyselyiden lukumddrille alarajat, kun kaytetdan
kyselyiden optimoinnissa varhaiseen lopettamiseen seké ajalliseen koherenssiin

perustuvia tekniikoita.

8.1. Binaarisen testipuun invariantit

Tarkastellaan kuvan 29 mukaista binaarista testipuuta. Kyseinen testipuu
kuvaa tilannetta, jossa kahden kohteen vililld on suoritettu kymmenen kyselyd,
joiden tuloksena on saatu pddllekkdiset rajoitustilavuudet. Viiden kyselyn
tuloksena on saatu erilliset rajoitustilavuudet. Nédiden lisdksi lehtitason
tarkasteluissa on suoritettu kaksi kyselyd, joiden tuloksena on erilliset
primitiivit, sekd yksi kahden primitiivin leikkauksen tuottanut kysely.

Jos testipuu on binaarinen, niin se sisdltdd invariantin, joka liittda
erityyppisten tormédyskyselyjen lukumddran toisiinsa siten, ettd D-I+25+2K=1.
Tasséa D on niiden kyselyjen lukumddrd, jotka tuottavat erilliset
rajoitustilavuudet. I on niiden kyselyiden lukumaddrd, jotka tuottavat
pdéllekkdiset rajoitustilavuudet. Lehtitason kyselyissd S antaa sellaisten
kyselyjen lukumaédran, jotka tuottavat erilliset primitiivit, ja K on leikkauksen

tuottavien kyselyiden lukumaééra.
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Kuva 29: Binaarinen testipuu.

Jokainen rajoitustilavuushierarkiassa suoritettu torméayskysely voi padttya
kolmella eri tavalla kuvan 30 mukaisesti. Torméayskysely péddttyy, jos tutkittavat
rajoitustilavuudet ovat erilliset, lehtitason kysely tuottaa erilliset primitiivit tai

lehtitason primitiivit leikkaavat toisensa.

O—&® O—® 0O0—&
OO A A

Kuva 30: Erityyppisten tormédyskyselyiden padttymisehdot.

Invariantti D-[+25+2K=1 on nyt todistettavissa induktiolla testipuuhun
suoritettavien tormdyskyselyiden lukumaédran suhteen. Kuvataan testipuuhun
tehtavad kyselysarjaa merkinnalld (D,I,S,K)=(a,b,c,d), missd a, b, c ja d kuvaavat
vastaavien tormadyskyselyiden D, I, S ja K lukumaddrid. Otetaan aluksi
perusaskel ja suoritetaan tormédyskysely sellaisille kohteille, jotka ovat erillisia.
Télloin saadaan (D, 5,K)=(1,0,0,0), joka toteuttaa invariantin.
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Edellisen kyselyn kanssa yhtdpitivd lopetusehto saadaan, kun kysely
korvataan kuvan 30 ensimmadisen kohdan kyselylld. Talloin alkuperdiseen
kyselysarjaan tulee lisdksi yksi erilliset rajoitustilavuudet tuottava kysely D
sekd yksi pddllekkdiset rajoitustilavudet tuottava kysely I. Nyt kyselysarja on
siis muotoa (D,I,S,K)=(2,1,0,0), mikd toteuttaa invariantin. Jos ensimmdinen
kysely korvataan kuvan 30 toisen kohdan kyselylld, niin tilloin kyselysarjasta
vdhennetddn yksi D-kysely ja siihen lisdtddn yksi I§a yksi S-kysely. Nyt
kyselysarja saadaan kirjoitettua muodossa (D,l,5,K)=(0,1,1,0), joka toteuttaa
invariantin. Viimeinen erilainen, mutta alkuperdisen kyselyn kanssa yhtapitava
lopetusehto saadaan, kun alkuperdisestd kyselystd poistetaan yksi D kysely ja
sithen lisitddn yksi I- ja yksi K-kysely. Talloin kyselysarja on muotoa
(D,I,5,K)=(0,1,0,1), joka toteuttaa invariantin.

8.2. Yliraja varhaiseen lopettamiseen perustuvalle tormiyskyselylle
Torméayskyselyissd voidaan kayttdd varhaiseen lopettamiseen perustuvaa
optimointia, jos on epdtodenndkoistd, ettd kaksi kohdetta tormdd toisiinsa.
Tdllaisessa tapauksessa edelld esitetty invariantti voidaan kirjoittaa muodossa
D=I+1. Nyt siis lehtitason tormdyskyselyiden K ja S lukumdéréat ovat nollia.
Varhaiseen lopettamiseen perustuvassa optimoinnissa kdytetddn
kerroksellista  rajoitustilavuushierarkiaa. =~ Tamé&  tarkoittaa sitd, ettd
monimutkaisempi rajoitustilavuus suljetaan yksinkertaisemman
rajoitustilavuuden sisdédn. Rajoitustilavuuksien padillekkdisyyksien testaaminen
suoritetaan ensin yksinkertaisemmalla rajoitustilavuudella. Varsinaista
rajoitustilavuutta kdytetddn ainoastaan, jos on pakko. Yleensd yksinkertaisin
kdytetty rajoitustilavuus on pallo, jonka sijainti avaruudessa voidaan paivittaa
nopeasti sen keskipisteen ja sdteen avulla. Pallon sijainnin pdivitys on
huomattavasti nopeampaa kuin esimerkiksi kohteen mukaan suunnatun
rajoitustilavuuden pdivitys. Oletetaan, ettd pallon sijainnin pdivittdminen on
ilmainen toimenpide ja ettd pallolla testaaminen havaitsee erilliset
rajoitustilavuudet samalla tavalla kuin kohteen mukaan suunnatun
rajoitustilavuuden testi. Lisdksi oletetaan, ettd rajoitustilavuustestien
lukumédrd pysyy muuttumattomana. Nyt tormdyskyselysarjalle saatu
nopeutus, joka on saatu kadyttamalld yksinkertaisempia rajoitustilavuustestejd,

voidaan kirjoittaa muodossa

g Li+DTy , DTy 4 Tp
IT, IT, T,
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missd [ on niiden tormédyskyselyiden Ilukumddrd, jotka tuottavat
pédéllekkdiset rajoitustilavuudet ja D on niiden tdrmédyskyselyiden lukumaird,
jotka tuottavat erilliset rajoitustilavuudet. T; ja Tp ovat vastaavasti kyseisten
testien suoritusajat. Tassd on huomattava, ettd D ja Tp tarkoittavat alkuperdisen
rajoitustilavuuden testien lukumaéérid ja suoritusaikaa. Nimittdjdstd on jdtetty
pois yksinkertaisemman testin suoritusaika, joka oletettiin nollaksi. Invariantti
D=I+1 voidaan nyt yksinkertaistaa muotoon D=I.

Kohteen  mukaan  suunnatun  rajoitustilavuuden  menetelméssd
rajoitustilavuuksien pé&illekkdisyyden havaitsemiseksi joudutaan suorittamaan
15 eri testid. Jos rajoitustilavuudet ovat erillisid, niin testejd tarvitaan
vihemmadn. Ndin ollen Tp>T. Jos yksinkertaisuuden vuoksi oletetaan, ettd
Tp=T;, niin saadaan varhaisen lopettamisen menetelmdn tuoman
tormdyskyselyn nopeutukseksi s=2. Thanteellisissa olosuhteissa varhaiseen
lopettamiseen = perustuva  tormdyskyselyn  optimointi tuottaa  siis
kaksinkertaisen nopeutuksen alkuperdiseen tormdyskyselyyn verrattuna.
Todellisessa tilanteessa kohteiden vililld on kuitenkin tormdyksid ja joudutaan
tutkimaan myos lehtitason primitiivien viliset leikkaukset. T&lloin varhaiseen

lopettamiseen perustuvan optimoinnin nopeutus on paljon pienempi kuin 2.

8.3. Yliraja ajalliseen koherenssiin perustuvalle tormiyskyselylle

Jos oletetaan, ettd animaatiossa olevien kohteiden sijainnit eivdt muutu
ratkaisevasti perdkkdisten animaatioruutujen vililld, niin tdtd voidaan
hyodyntdd  tormdyskyselyiden  suorittamisessa.  Tdssd  tapauksessa
tormayskyselyd ei tarvitse aloittaa juuritasojen testaamisella, vaan edelliseen
animaatioruutuun liittyvad tormédyskyselyd voidaan kayttdd hyvaksi. Taméan
toteuttamiseksi ylldpidetddn listaa edelliseen animaatioruutuun perustuvan
tormayskyselyn lehtisolmuista. Thanteellisessa tapauksessa kohteet eivit
tormad, ja lehtisolmut ovat testejd, jotka tuottavat erilliset rajoitustilavuudet.
Uudelle animaatioruudulle suoritetaan tormdystarkastelu kohteen uuden
sijainnin mukaan kadyttamalld edellisen ruudun térmédyskyselyn lehtisolmuja.
Jos kohteiden vilinen tormdystilanne ei muutu, sddstytddn juuri- ja
lehtisolmujen viliin jddvilta tormadyskyselyiltd sekd kohteiden primitiivien
vilisiltd leikkauskyselyiltd. Talloin tormédyskyselyn nopeutus voidaan kirjoittaa
muodossa

g Ih+DT, I g 5
DT, DT, T,
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Téassdkin tapauksessa invarianttia D=I+1 on yksinkertaistettu siten, ettd D=I.
Liséksi oletetaan, ettd Tp=T). Ndin ollen huomataan, ettd ajalliseen koherenssiin
perustuvan tormdyskyselyn nopeutus ihannetapauksessa alkuperdiseen
ndhden on siis s=2.

Todellisessa tilanteessa nopeutuksen tuoma hyo6ty on pienempi, koska jos
tormdystilanne muuttuu kahden animaatioruudun vélilld, niin joudutaan
suorittamaan myos leikkaustarkasteluja lehtitason primitiivien vélilld. Joissain
tapauksissa tomdyskysely voidaan joutua my6s aloittamaan edellisen
animaatioruudun lehtisolmua ylemmadltd tasolta. Tdssd tapauksessa on

kuitenkin niin, ettd ajallisen koherenssin oletus ei endd ole voimassa.

8.4. Kontaktiparimatriisi

Kontaktiparimatriisi on edelld esitellyn testipuun ohella tyokalu, jonka avulla
voidaan arvioida tormayskyselyitd rajoitustilavuushierarkiassa.
Kontaktiparimatriisin avulla voidaan todeta, ettd rekursiivinen tormayskysely
loytdad kaikki mahdolliset primitiivien leikkaukset kahden kohteen
kolmioverkon vililla. Tamén lisdksi kontaktiparimatriisin avulla voidaan 16ytaa
yld- ja alarajat tormayskyselyiden lukumaéaérélle, kun kohteiden vilillda on k>0
tormaysta.

Oletetaan, ettd kohde A sisdltdd m kolmiota ja kohde B siséltdd n kolmiota.
Tdlloin on olemassa mn mahdollista tormédysparia kohteiden A ja B valilla.
Kohteiden A ja B viililld tapahtuvat primitiivien leikkaukset on esitetty kuvassa
31 olevassa kontaktiparimatriisissa. Tdssd matriisissa kohteen A primitiivit
ai,...am on esitetty matriisin riveind ja kohteen B primitiivit bs,..., b, matriisin

awis

sarakkeina. Kuvan 31 kontaktiparimatriisin ruutuun merkitty tarkoittaa,
ettd kohteiden A ja B primitiivit eivéat leikkaa toisiaan. Merkintd “X” puolestaan
tarkoittaa kohteiden A ja B vililld tapahtuvaa primitiivien valistd leikkausta.
Kontaktiparimatriisin ldpikdyminen raa’an voiman menetelmalld on aika-
vaatimukseltaan O(mn) toimenpide, mutta rajoitustilavuushierarkiaan
perustuvat tormdyskyselyt voivat sulkea kokonaisia matriisin lohkoja jatko-
tarkastelun ulkopuolelle. Seuraavaksi tutkitaan rajoitustilavuushierarkiaan
perustuvan tormayskyselyn kykyad 1oytdd kaikki leikkaukset kahden kohteen
vdlilla. Tamén jdlkeen etsitddn yla- ja alarajat torméayskyselyiden lukumaérélle

k>0 torméayksen 16ytamiseksi.



52

B

b B by by ------ b,

Ay | - [ X | === =] =
;| - | - |- |Xx!|-|-]-
By e | e || & | x| e
A Ay - |- -|-|Xx]|-|[X
e | R e | e |||
Qg - |- - |X|-]-]-

Kuva 31: Kontaktiparimatriisi.

8.5. Tormdiyskyselyn oikeellisuus rajoitustilavuushierarkiassa

Tarkastellaan kohteiden A ja B vilistd tormédyskyselyd T(Va,Vp). Tdmé johtaa
alikyselyihin, joissa vertallaan suuremman rajoitustilavuuden lapsia
pienempddn rajoitustilavuuteen. Tassd kyselysarjassa verrataan siis
vuorotellen rajoitustilavuushierarkian Va lapsia rajoitustilavuushierarkiaan Vs
ja  pdinvastoin. Tam&d  kyselytapa  johtaa  lopulta  molempien
rajoitustilavuushierarkioiden Va ja Vp osittamiseen rajoitustilavuuksien
kokojen maddrdamilld tavoilla. Tamd osittaminen mddrdd myos
kontaktiparimatriisin lohkojen madrdytymisen.

Kuva 32 esittdd kontaktiparimatriisin lohkon muodostumisen kyselyllad
T(Vao,Ve1). Kuvassa 32 oletetaan, ettd kohteiden A ja B primitiivit ai,...,a7 ja
bi,...,by ovat puiden A ja B esijdrjestyskulkemisen mé&drdamissd jarjestyksissa.
Kysely T(Vao,Vs1) tuottaa erilliset rajoitustilavuudet Vao ja Vp1. Tdma tarkoittaa
sitd, ettd yksikddn niistd primitiiveistd, jotka siséltyvét rajoitustilavuuteen Vao,
ei voi leikata rajoitustilavuudessa Vg1 olevia primitiivej.

Kontaktiparimatriisissa tdmd nidkyy 2x3-kokoisena alilohkona, joka on
merkitty arvoilla ”-”. Nyt on huomattava, ettd kontaktiparimatriisissa saattaa
olla leikkauksista vapaa lohko, vaikka testi tuottaisi paéllekkaiset
rajoitustilavuudet. Joka tapauksessa erilliset rajoitustilavuudet tuottava testi
takaa sen, ettd testid vastaava lohko kontaktiparimatriisissa ei sisdlld

primitiivien vilisid leikkauksia.
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Kuva 32: Torméyskyselyn T(Vao,Ve1) tuottama 2x3-kokoinen lohko, jossa ei
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ole kohteiden A ja B primitiivien valilla leikkauksia.

Kédydaan seuraavaksi lapi kuvissa 23, 24, 25, 26 ja 27 esitetty tormédyskysely
T(Va,Vs). Kuvan 23 esittdima kohde A sisdltdd neljd viivasegmenttid ja kuvan 24
esittdmd kohde B sisdltdd viisi viivasegmenttid. Ndin ollen kohteiden A ja B

vilille saadaan kontaktiparimatriisi, jossa on neljd rivid ja viisi saraketta kuvan

33 mukaisesti.

Kuva 33: Rajoitustilavuushierarkioita A ja B vastaava kontaktiparimatriisi.
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Kuvassa 33 rajoitustilavuushierarkioiden A ja B vdlisessd kontakti-
parimatriisissa on havaittu yksi leikkaus primitiivien a4 ja bs vélilld. Kuvan 33
kontaktiparimatriisi kuvaa ensimmadistd tormdyskyselyd kohteiden A ja B
vdlillda. Tamd kysely johtaa kahteen uuteen tormdyskyselyyn kuvan 34

mukaisesti.

Kuva 34: Kyselyiden T(Vao,VB) ja T(Va1,VB) tuottama kontaktiparimatriisin
jako.

Kuvassa 34 on esitetty tilanne, jossa kyselyt T(Vao,VB) ja T(Va1,VB) jakavat
alkuperdisen kontaktiparimatriisin kahteen lohkoon. Molemmat lohkot
tuottavat padllekkdiset rajoitustilavuudet. Kuvista 25 ja 26 voidaan ndhdd, ettd
seuraavaksi suoritetaan kuusi torméyskyselyd rajoitustilavuuksien (Vao, Vo),
(Vao, VB1), (Vao, VB2), (Va1 Veo), (Vai, Vei) ja (Vai, Vm) vililld. Naiden
kyselyiden suorittamisen jdlkeen kontaktiparimatriisi on kuvan 34 mukainen.
Harmaalla vérilld sdvytetyt lohkot tarkoittavat erillisid rajoitustilavuuksia.
Tama tarkoittaa sitd, ettd ndissd lohkoissa ei voi olla leikkaavia primitiivejd,
eikd nditd lohkoja tarvitse endd testata.

Viimeisend suoritetaan kaksi kyselyd kuvan 35 mukaisesti. Kyselyt
T(Va10,Vs1) ja T(Va11,Ve1) tuottavat kumpikin pédllekkdiset rajoitustilavuudet.
Néiden testien jdlkeen rajoitustilavuushierarkioita Vaio, Vaio ja Vg1 ei endd
voida jakaa pienemmiksi, vaan on suoritettava leikkaustestit kyseisissa
rajoitustilavuuksissa olevien primitiivien valilld. Primitiivien  valisid

leikkaustestejd on merkitty viivoituksella kuvassa 35.



Kuva 35: Kontaktiparimatriisi primitiivien leikkauksen 16ytymisen jalkeen.

Tormédyskyselyjen suorittaminen voidaan ndhdd kontaktiparimatriisin
pilkkomisena pienempiin osiin rajoitustilavuuksien suuruuden avulla. Joka
tapauksessa tormdyskyselyjd jatketaan niihin testipuun haaroihin, joista
rajoitustilavuuksien padllekkdisyydet loytyvat. Nain ollen
rajoitustilavuushierarkioihin perustuva térméyskysely 16ytda kaikki kohteiden
A ja B viililla olevat primitiivien leikkaukset. Ndin on siksi, ettd yksikdan
kontaktiparimatriisin osiointi ei voi tapahtua siten, ettd jokin lohko joutuisi
eristetyksi tulevien alikyselyiden ulkopuolelle.

Seuraavaksi tarkastellaan rajoitustilavuushierarkiaan perustuvien
tormdyskyselyiden  lukumddran  yld- ja  alarajojen  maddrdytymista

kontaktiparimatriisin avulla.

8.6. Tormiyskyselyiden lukumaidrien rajat rajoitustilavuushierarkiassa

Rajoitustilavuushierarkiassa suoritettavien tormdyskyselyiden lukumdédrien
yld- ja alarajojen madrittamiseksi tarvitaan ideaalisen rajoitustilavuuden
kasitettd.  Ideaalinen  rajoitustilavuus on  sellainen  kuvitteellinen
rajoitustilavuus, jota  kdytettdessd  tormdyskysely  tuottaa  erilliset
rajoitustilavuudet, jos ja vain jos kyseisten rajoitustilavuuksien sisdltamat
primitiivit eivdt leikkaa toisiaan. Té&llaisen ideaalisen rajoitustilavuauden
tuottama tormdyskyselyiden lukumddrdn alaraja on myds minkd tahansa
rajoitustilavuustyypin tormdyskyselyiden alaraja. Seuraavissa tarkasteluissa

oletetaan, ettd kdytettdvissd on ideaalinen rajoitustilavuus.
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8.7. Yhden leikkauksen loytiminen tormayskyselyilla

Oletetaan, ettd kontaktiparimatriisi sisdltdd ainoastaan yhden leikkauksen
kahden kohteen primitiivien valilld. Oletetaan lisdksi, ettd kummankin kohteen
ideaalinen rajoitustilavuushierarkia on tdydellisesti tasapainoinen binaaripuu.
Taydellisesti tasapainoinen binaaripuu tarkoittaa siis sitd, ettd kohteen
rajoitustilavuushierarkiassa on n=2" primitiivid, missd m on binaaripuun
tasojen lukumadra. Téallaisessa tapauksessa kontaktiparimatriisissa on n? solua
ja yhden leikkauksen 16ytdmiseen tarvitaan 2logn?+1 tormdyskyselya.

Torméayskyselyiden lukumddrd voidaan todeta seuraavasti. Ensimmdinen
torméayskysely tuottaa koko kontaktiparimatriisin, jossa on n? solua. Toinen
tormayskysely jakaa kontaktiparimatriisin kahteen yhtd suureen osaan, joissa
molemmissa on 1n2/2 solua. Toinen osa siséltdd leikkauksen ja toinen on tyhjd,
eikd sitd tarvitse endd tutkia. Leikkauksen sisdltdaméa kontaktiparimatriisin lohko
jakautuu seuraavalla tormdyskyselylld edelleen kahteen lohkoon, joissa on
molemmissa n2/4 solua. Leikkauksen loytamiseksi tormayskyselyitd jatketaan,
kunnes kontaktiparimatriisissa on jdljelld lohko, jossa on kaksi solua, joista
toinen sisdltdd haettavan leikkauksen. Tallaisen kaksisoluisen lohkon
loytamiseksi kontaktiparimatriisia tdytyy jakaa s=logn? kertaa. Jokainen
kontaktiparimatriisin jako johtaa kahteen tormdyskyselyyn siten, ettd toinen
lohkoista sisdltdd leikkauksen ja toinen ei, joten tormdystestien lukumaddraksi
saadaan 2logn?+1. Tdssd ykkosen lisddminen tarkoittaa ensimmadista

tormayskyselyd, joka ei vield jaa kontaktiparimatriisia osiin.

8.8. Alaraja tormidyskyselyiden lukumadirille

Oletetaan, ettd tutkittavana on kaksi tdydellisesti tasapainoista ideaalista
rajoitustilavuushierarkiaa, joissa on lehtitasoilla n primitiivid. Jos lehtitason
primitiivien vaélilldi on k>0 leikkausta, niin alaraja tormdyskyselyille ndiden

leikkausten loytamiseksi on

a(n,k)=2log(n?/k)+2k-1.

Téam&d voidaan todeta helposti kuvan 35 kontaktiparimatriisin avulla.
Ihanteellisessa tapauksessa kohteiden primitiivien leikkaukset sisdltyvéat kaikki
samaan lohkoon ja aluksi voidaan mahdollisimman pienelld torméayskyselyiden
madrdllda sulkea kontaktiparimatriisin muut lohkot torméyskyselyiden
ulkopuolelle.  Tassda  tapauksessa  kontaktiparimatriisin =~ lohkomisten

lukumaéardksi saadaan log(n2/k). Leikkaukset sisdltdvan lohkon eristimisen
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jilkeen tarvitaan vield k-1 lohkomista kaikkien erillisten leikkausten
16ytamiseksi. Tamd voidaan todeta kuvan 36 alaosan sisdsolmujen lukumaédran
avulla. Koska jokainen lohkominen aiheuttaa kaksi tormédyskyselyd saadaan

torméyskyselyiden lukumadran alarajaksi

a(n,k)=2log(n?/k)+2k-1.

Ed B B B
B B B Bl

Kuva 36: Leikkaukset sisdltyvit yhteen lohkoon.

8.9. Yldraja tormdyskyselyjen lukumairille

Tilanne on huonoin tormédyskyselyiden lukumaéaran kannalta silloin, kun kaikki
kohteiden viliset leikkaukset sijoittuvat kontaktiparimatriisissa omaan
lohkoonsa. Téllainen tilanne on esitetty kuvassa 37. Téssd tilanteessa
kontaktiparimatriisi sisdltdd k lohkoa, joiden eristimiseksi tarvitaan k-1
lohkomista. Ndiden lohkojen sisdltamien leikkausten l6ytdmiseksi tarvitaan
jokaiselle lohkolle log(n?/k) lohkomista. Aikaisemmasta muistetaan, ettd
jokainen lohkominen aiheuttaa kaksi tormayskyselyd, joten tormdyskyselyjen

yldrajaksi saadaan

a(n,k)=2klog(n2/k)+2k-1.



log, n/k

Kuva 37: Leikkausten sijoittuminen omiin erillisiin lohkoihin.

9. Testijirjestely

Seuraavaksi tarkastellaan testijdrjestelyd, jonka tarkoituksena on tutkia
tormdyskyselyiden suorittamisen vaikutusta ruudunpdivitysnopeuteen. Testid
varten on toteutettu c++-ohjelmointikielelld pieni ohjelma, johon voidaan ladata
3D Studio Max-ohjelmalla [9] tehtyjd kolmioverkkomalleja. Ohjelma muodostaa
malleille kuution muotoiset rajoitustilavuudet siten, ettd mallit mahtuvat niihin
mielivaltaisissa asennoissa. Tamaén lisdksi mallien kolmioista muodostetaan
rajoitustilavuushierarkiat, joiden solmut ovat kohteen mukaan suunnattuja
rajoitustilavuuksia. Ohjelma siirtdd ja kiertdd kohteita mielivaltaisesti. Jokaisen
siirron jdlkeen tutkitaan kuutionmuotoisten rajoitustilavuuksien péaéllekkdisyys
ja muodostetaan lista paillekkdisistd kohdepareista. Tamaén jdlkeen suoritetaan
listassa oleville kohdepareille primitiivitasolle menevad tormdyskysely Rapid
[26]-tormdyskyselykirjastolla. Ohjelmassa on toteutettu yksinkertainen
visualisointi Microsoft DirectX 9.0 SDK:n [22] avulla.

Testin suorittamiseksi ohjelmaan ladataan 7 kohdetta, joita liikutetaan
mielivaltaisesti ~minuutin ajan. Ensin ohjelma suoritetaan ilman
tormdyskyselyitd, jolloin mitataan keskimddrdinen ruudunpdivitysnopeus.
Taman jdlkeen ohjelma suoritetaan siten, ettd ruudunpéivitysnopeuden lisdksi
lasketaan tormaéyskyselyjen ja havaittujen primitiivien leikkausten lukumaarit.
Jokainen testi suoritetaan kolme kertaa.

Ohjelmassa kaytetddan kahta erityyppistd mallia, jotka ovat kuutio ja pallo.
Mallien kolmioiden lukumdardt ilmoitetaan testituloksien yhteydessa.
Ensimmadinen testi suoritetaan siten, ettd siihen ladataan kymmenen mallia.
Toisessa testissd kadytetddn kahtakymmentd mallia. Kuvissa 38 ja 39 on
kuvakaappaukset kuution ja pallon testeistd kymmenen mallin tapauksessa.

Testit suoritetaan tietokoneella, jossa on AMD 2000+-suoritin, Geforce3-

ndytonohjain sekd 512MB muistia.
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Kuva 38: Tormaéystesti kuutioilla

es 0

Kuva 39: Tormaéystesti palloilla

9.1. Testitulokset

Ensimmadisessd testissd kdytetddn kymmentd kuutiota, joissa jokaisessa on
kaksitoista kolmiota. Testitulokset on ilmoitettu taulukossa 2. Taulukon 2
testinumero 0 tarkoittaa testid ilman tormdyskyselyitd. Testit 1-3 ovat
normaaleita testituloksia ja testinumero 4 tarkoittaa testien 1-3 keskiarvoja.

Tamd merkintdtapa on voimassa myos taulukoissa 3, 4 ja 5. Taulukoiden
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viimeisessd  sarakkeessa  olevan = ruudunpdivityksen = yksikké ~ on

animaatioruutujen lukumaééra sekunnissa.

Testinumero Tormaystestit Tormaykset Ruudunpdivitys
0 0 0 99.3
1 62338 10534 95.6
2 27544 4432 96.6
3 66022 10198 96.3
4 51968 8388 96.2

Taulukko 2: Testitulokset kymmenelle kuutiolle, joissa 12 kolmioita.

Toisessa testissd kdytetddn kahtakymmentd kuutiota. Testitulokset ovat

taulukossa 3.

Testinumero Tormaystestit Tormaykset Ruudunpdivitys
0 0 0 99.2
1 105396 17900 87.1
2 125183 21598 87.2
3 153924 26523 87.1
4 128168 22007 87.1

Taulukko 3: Testitulokset kahdellekymmenelle kuutiolle, joissa 12 kolmiota.

Kolmannessa testissd kdytetddn kymmentd palloa. Testitulokset ovat
taulukossa 4.

Testinumero Tormaystestit Tormaykset Ruudunpdivitys
0 0 0 98.6
1 1382463 74985 89.7
2 933768 46940 914
3 555881 30859 93.2
4 957371 50928 914

Taulukko 4: Testitulokset kymmenelle pallolle, joissa 960 kolmiota.

Neljannessd testissd kdytetddn kahtakymmentd palloa. Testitulokset ovat

taulukossa 5.
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Testinumero Tormaystestit Tormaykset Ruudunpdivitys
0 0 0 97.9
1 1689925 77454 69.0
2 1754957 87339 66.6
3 881769 337713 69.9
4 1442217 167502 68.5

Taulukko 5: Testitulokset kahdellekymmenelle pallolle, joissa 960 kolmiota.

Ensimmadisessd testissd tormdyskyselyiden aiheuttama ruudunpdivityksen
pieneneminen on ainoastaan 3.1%, mutta neljannessé testissd vastaava luku on
jo 30%. Tosin animaatiossa olevien kolmioiden lukuméédrd on neljannessd
testissd 160-kertainen ensimmaiseen testiin verrattuna.

Taman pienen testin perusteella on helppo huomata, ettd nopeakin
tormdysalgoritmi alkaa hidastaa animaatiota ratkaisevasti, jos kohteiden ja
niissd olevien kolmioiden lukumddrd kasvaa suureksi. Tdssd kaytetyn
menetelmdn ensimmdisen vaiheen aikavaatimus on O(n+k), missd n on
animaatiossa mukana olevien kohteiden lukumddrd ja k on mahdollisesti
tormadsdvien kohteiden lukumiird. Jokaista k:n arvoa vastaa kaksi kohdetta,
joille suoritetaan tarkka tormédystarkastelu niiden primitiivitasoille asti. Taman

vaiheen aikavaatimuksen ala- ja yldrajat esitettiin kohdissa 8.8 ja 8.9.

10. Lopuksi

Téassa tutkielmassa on tarkasteltu kolmioverkkoihin perustuvien kohteiden
vdlisien  tormdysten  havaitsemista  tietokoneanimaatiossa. = Valitsin
kolmioverkkotarkastelun siksi, ettd se on tdlld hetkelld yleisin tapa esittdd
kohteita tietokonegrafiikassa.

Luvussa 9 kuvattu yksinkertainen testi tuottaa ainoastaan animaatiossa
leikanneiden kolmioiden lukumaddrdt. Téllaisella tiedolla ei todellisessa
animaatiossa ole kuitenkaan kayttod. Pienelld muutostyolld testissd voitaisiin
luoda lista, joka siséltdisi ne pisteet, tai viivasegmentit, joissa kohteet tormaavat
toisiinsa. Tatd listaa voitaisiin kdyttdd edelleen kohteiden vilisessd
tysiikkamallinnuksessa. Yleensd tormdysten etsinndssa riittdd kuitenkin
ensimmdisen tormdyskohdan 16ytdminen ja kohteiden liikkeiden muuttaminen
taman tiedon mukaan.

Animaatiosysteemi ei siis ole valmis tormdysten havaitsemisen jilkeen,

vaan se vaatii kunnollisen fysiikkamallinnuksen, joka suoritetaan 16ydettyjen
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tormdyskohtien perusteella. Ndin ollen kohteiden liiketilojen muutoksien
tutkiminen tormdyskohtien perusteella olisi luonnollinen jatko tille
tutkielmalle.

Verkko-osoitteesta Rapid [26] Ioytyy paljon tietoa ja valmiita
tormdystarkastelukirjastoja asiasta kiinnostuneille. Ndiden kirjastojen kdytossa
suurin vaikeus on kohteiden monikulmioverkon kulmapisteiden lataaminen
kayttod varten. Liitteessd 1 on esitetty yksi tapa kulmapisteiden lataamiseksi.
Liitteessd 1 kuvatussa koodissa oletetaan, ettdi malli on ladattu tiedostosta
LPD3DDDXMESH-tyyppiseen osoittimeen. Tamén jdlkeen mallissa olevat
kulmapisteet  saadaan  kadyttoon  LPDIRECT3DVERTEXBUFFER9- ja
LPDIRECT3DINDEXBUFFER9-rajapintojen avulla.
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struct VERTEX

{

D3DXVECTOR3 p;
D3DXVECTOR3 n;
FLOAT tu;
FLOAT tv;

bi

#define D3DFVF VERTEX (D3DFVFEF XYZ|D3DFVF NORMAL|D3DFVFE TEX1)

struct TRIANGLE

{

D3DXVECTOR3 tri[3];

bi

D3DXVECTOR3 vO0,vl,v2;
LPD3DXMESH pMesh;
LPDIRECT3DVERTEXBUFFERY9 pVB;

LPDIRECT3DINDEXBUFFERYO pIB;

WORD* pIndices;
VERTEX* pVertices;
DWORD dwNumFaces;
DWORD dwNumVertices;

RAPID model *pRmodel;

/*
Tahan verkon lataaminen levylta. Loytyy
tutoriaalista.

Ladataan pMesh osoittimeen.

*/

pMesh->GetVertexBuffer (&pVB) ;

pMesh->GetIndexBuffer (&pIB) ;

pVB->Lock( 0,0, (void**) &pVertices, 0 );
pIB->Lock (0,0, (void**) &pIndices, 0 );
triangles =new TRIANGLE [dwNumFaces];

TRIANGLE temp;

pRmodel->BeginModel (); //Mallin lataaminen alkaa.

DirectX

Liite 1

SDK:n
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for (DWORD 1i=0; i<dwNumFaces; i++)
{

v0 = pVertices[pIndices[3*i+0]].p;
vl = pVertices[pIndices[3*i+1]].p;
v2 = pVertices[pIndices[3*i+2]].p;

temp.tri[0]=v0;

temp.tri[l]=vl;

temp.tri[2]=v2;

triangles[i]=temp;

vertl[0]=(double)v0.x;
vertl[1l]=(double)v0.y;
vertl[2]=(double)v0.z;
vert2[0]=(double)vl.x;
vert2[1l]=(double)vl.y;
vert2[2]=(double)vl.z;
vert3[0]=(double)v2.x;
vert3[1l]=(double)v2.y;
vert3[2]=(double)v2.z;

pRmodel->AddTri (vertl,vert2,vert3,id);//Kolmio malliin.

}

sprintf (buftris, "%d", numtriangles);
pVB->Unlock () ;
pIB->Unlock () ;
pVB->Release () ;

pIB->Release();

pRmodel->EndModel (); //Mallin lataaminen suoritettu.
}
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	struct VERTEX
	{
	D3DXVECTOR3 p;
	D3DXVECTOR3 n;
	FLOAT tu;
	FLOAT tv;
	};
	#define D3DFVF_VERTEX (D3DFVF_XYZ|D3DFVF_NORMAL|D3DFVF_TEX1)
	struct TRIANGLE
	{
	D3DXVECTOR3 tri[3];
	};
	D3DXVECTOR3  v0,v1,v2;
	LPD3DXMESH              pMesh;
	LPDIRECT3DVERTEXBUFFER9 pVB;
	LPDIRECT3DINDEXBUFFER9 pIB;
	WORD*      pIndices;
	VERTEX*    pVertices;
	DWORD      dwNumFaces;
	DWORD      dwNumVertices;
	RAPID_model *pRmodel;
	/*
	Tähän verkon lataaminen levyltä. Löytyy Direct�
	Ladataan pMesh osoittimeen.
	*/
	pMesh->GetVertexBuffer(&pVB);
	pMesh->GetIndexBuffer(&pIB);
	pVB->Lock( 0,0,(void**)&pVertices, 0 );
	pIB->Lock(0,0,(void**)&pIndices, 0 );
	triangles =new TRIANGLE[dwNumFaces];
	TRIANGLE temp;
	pRmodel->BeginModel(); //Mallin lataaminen alkaa.
	for(DWORD i=0; i<dwNumFaces; i++)
	{
	v0 = pVertices[pIndices[3*i+0]].p;
	v1 = pVertices[pIndices[3*i+1]].p;
	v2 = pVertices[pIndices[3*i+2]].p;
	temp.tri[0]=v0;
	temp.tri[1]=v1;
	temp.tri[2]=v2;
	triangles[i]=temp;
	vert1[0]=(double)v0.x;
	vert1[1]=(double)v0.y;
	vert1[2]=(double)v0.z;
	vert2[0]=(double)v1.x;
	vert2[1]=(double)v1.y;
	vert2[2]=(double)v1.z;
	vert3[0]=(double)v2.x;
	vert3[1]=(double)v2.y;
	vert3[2]=(double)v2.z;
	pRmodel->AddTri(vert1,vert2,vert3,id);//Kolmio malliin.
	}
	sprintf(buftris, "%d", numtriangles);
	pVB->Unlock();
	pIB->Unlock();
	pVB->Release();
	pIB->Release();
	pRmodel->EndModel(); //Mallin lataaminen suoritettu.
	}

