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Koodausteorian tavoitteena on parantaa tietoliikenteen luotettavuutta kehittamalla
menetelmid héirididen aiheuttamien virheiden korjaamiseen. Algebrallisen geomet-
rian ja koodausteorian yhteistyén merkittdvimpia teoreettisia tuloksia ovat 1980-
luvulla kehitetyt geometriset Goppa-koodit, jotka paransivat silloin parasta tun-
nettua alarajaa, niin kutsuttua asymptoottista Gilbertin-Varshamovin rajaa. Na-
mi Goppa-koodit konstruoidaan evaluoimalla algebrallisen kdyrin rationaalifunk-
tioita kiyrin pisteissi. Evaluaatiokoodit ovat Goppa-koodien yleistyksid, jotka saa-
daan laskemalla variston rationaalifunktioiden arvoja pistejoukossa. Evaluaatiokoo-
din méaritelma on kuitenkin hyvin yleinen, joten dekoodausalgoritmin I6ytdminen ja
jopa koodin parametrien miarittdminen on vaikeaa. Jarjestysfunktiolliset kokonais-
alueet ovat laaja joukko renkaita, joiden hyvit ominaisuudet mahdollistavat niista
saatavien evaluaatiokoodien ominaisuuksien tarkemman méaarittdmisen.

Tamén lisensiaattityon aiheena ovat jarjestysfunktiolliset kokonaisalueet ja valuaa-
tiot. Tutkielmassa tarkastellaan jirjestysfunktiollisten kokonaisalueiden perusomi-
naisuuksia ja esimerkkeji jéarjestysfunktioiden konstruoimisesta muun muassa va-
riston lipun avulla. Liséksi todistetaan, ettd renkaan sidinnolliset suodatukset ja
toisaalta komplementaariset valuaatiot ovat tiettyjen lievien ehtojen vallitessa ekvi-
valentteja jarjestysfunktioiden méaaritelmén kanssa. Lopuksi osoitetaan astetta yksi
olevien painofunktioiden ja affiinien kiyrien vilinen yhteys. Viimeisessd pykélis-
sé tarkastellaan pinnan valuaatioiden luokittelua ja nédiden valuaatioiden yhteyksi
jarjestysfunktioihin.
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Luku 1

Johdanto

Koodausteorian tavoitteena on parantaa tietoliikenteen luotettavuutta kehit-
tamélld koodeja, joiden avulla hiirididen aiheuttamia virheitd voidaan ha-
vaita ja mahdollisesti jopa korjata. Kaytadnnon esimerkkind voidaan maini-
ta Reedin-Solomonin-koodit, joita kiytettiin koodaamaan Voyager-luotaimen
lihettdméat kuvat Uranuksesta. Lisdksi myos DVD- ja CD-levyjen virheen-
korjausalgoritmit perustuvat RS-koodeihin. Algebrallisen geometrian ja koo-
dausteorian yhteistyon merkittdvimpiad teoreettisia tuloksia ovat 80-luvulla
kehitetyt geometriset Goppa-koodit, jotka paransivat silloin parasta tunnet-
tua alarajaa, niin kutsuttua asymptoottista Gilbertin-Varshamovin rajaa.
Namé Goppa-koodit konstruoitiin evaluoimalla algebrallisen kidyrdn ratio-
naalifunktioita kiyran pisteissd. Evaluaatiokoodit ovat Goppa-koodien yleis-
tyksid, jotka saadaan laskemalla variston rationaalifunktioiden arvoja pis-
tejoukossa. Evaluaatiokoodien méaéritelmé on kuitenkin hyvin yleinen, joten
dekoodausalgoritmin 16ytdminen ja jopa koodien parametrien maérittaminen
on vaikeaa. Jarjestysfunktiolliset kokonaisalueet ovat laaja joukko renkaita,
joiden ominaisuudet mahdollistavat niistd saatavien evaluaatiokoodien omi-
naisuuksien tarkemman méaarittdmisen.

Lisensiaattityosséni tarkastelen jirjestysfunktiollisten kokonaisalueiden
konstruointia erilaisilla menetelmilld. Jérjestysfunktioista saataviin koodei-
hin ja niiden parametrien maarittamiseen liittyvid seikkoihin en kuitenkaan
téssd tyossa puutu. Evaluaatiokoodien muodostamista jarjestysfunktiollisis-
ta kokonaisalueista on kisitelty muun muassa Ruud Pellikaanin artikkelissa
[Pel01]. Tutkin myts komplementaarisia valuaatioita ja sdannollisid, norma-
lisoituja suodatuksia. Kay ilmi, ettd ndmé ovat ekvivalentteja jarjestysfunk-
tiollisen kokonaisalueen méaritelmén kanssa. Algebralliset varistot tarjoavat
monia mahdollisuuksia jarjestysfunktioiden konstruointiin. Téssa tyossa kes-
kityn lahinné variston alivaristojen lipusta saataviin jirjestysfunktiollisiin ko-
konaisalueisiin. Viimeisessd luvussa tutkin esimerkkeji astetta yksi ja kaksi



olevista jarjestysfunktioista. Astetta yksi oleva jirjestysfunktio vastaa affiinia
kiyréd, jolla on tarkalleen yksi paikka ddrettomyydessé. Sen sijaan algebralli-
sen pinnan tapaus on monimutkaisempi johtuen mahdollisuudesta rajayttaa
pinta alivaristossaan. Kayttamalla hyviksi Zariskin [Zar39| ja Spivakovskin
[Spi90| tuloksia tiedetéén, ettd pinnan funktiokunnan valuaatiot voidaan ja-
kaa neljadn luokkaan. Nahdain, etta divisoriin liittyvaa valuaatiota ei saada
jarjestysfunktiosta. Muut kolme valuaatiotyyppié voivat kuitenkin méaarittai
jarjestysfunktion.

Esitietoina kommutatiivisesta algebrasta oletetaan Matsumuran kirja
[Mat89] tunnetuksi. Algebrallisen geometrian osalta lihteend on kéytetty
Hartshornen kirjaa [Har97|. Erityisesti skeemojen perusominaisuudet, skee-
mojen rajayttdminen ja divisorit oletetaan tunnetuiksi.



Luku 2

Jarjestysfunktiot ja niiden
perusominaisuudet

Jarjestysfunktiot liittyvat hyvin ldheisesti kunnan valuaatioihin. Tamén
vuoksi ennen varsinaista jarjestysfunktioiden méaarittelyd esitetddn seuraa-
vassa muutamia tuloksia Grobnerin kannoista ja valuaatioista, osa ilman to-
distuksia. Lihteind on kdytetty muun muassa kirjoja [GPf02] ja [AL96]| sekéi
valuaatioiden osalta Zariskin ja Samuelin kirjaa [ZS76| sekii Abhyankarin ar-
tikkelia [Abh56] ja kirjaa [Abh59].

2.1 Grobnerin kannoista

Tarkastellaan ensin monoidin (N” +) jarjestyksid. Erityisen hyodyllisia ovat
taydelliset jarjestykset jotka kiyttaytyvat hyvin monoidin alkioiden yhteen-
laskun suhteen:

Maidritelma 2.1.1. Kommutatiivisen monoidin I' taydellista jarjestystd <
sanotaan monoidijarjestykseksi, jos kaikilla a, b, ¢ € I' on voimassa:

(i) 0 < a, kun a # 0;
(i) jos a < b, niin a+c < b+c.

Olkoon < on monoidijirjestys monoidissa I'. Tallin sanotaan, etti
(I, <) on jarjestetty monoidi. Madritelladin seuraavaksi muutamia yleisia
monoidijirjestyksid monoidissa N”. Olkoon a,( € N, a = (ay,...,q,),

B =01, .., 0n)-

i) a <pex 0, jos joko a = (3 tai jos on olemassa indeksi j siten, ettd o; = [3;
. <1a B, jos jok 3 tai j 1 ndeksi 7 sit i 3
kaikilla 7 < j ja a; < ;. Jarjestystd <., sanotaan lez-jdrjestykseksi.



(i) a <gu B, jos joko Y a; < >0, tai jos Y o = Y i ja a < B
Téllaista jarjestystd sanotaan porrastetuksi lex-jirjestykseksi tai vain
lyhyesti glex-jdarjestykseksi.

(iii) o <gu B, jos joko > a; < >3, tai jos > a; = Y[ ja loydetiddn
indeksi j siten, ettd o; = (; kaikilla ¢ > j ja a; > ;. Tata jarjestysta
kutsutaan grevlex-jdrjestykseksi.

Monoidissa N" saadaan osittaisjirjestys <, méirittelemilld a <, b jos ja
vain jos on olemassa ¢ € N” siten, ettd a+c = b. Seuraavaa tulosta kutsutaan
Dicksonin lemmaksi.

Lemma 2.1.2 (Dickson). Olkoon M C N". Tdlloin on olemassa ddrellinen
joukko B C M, jolle on voimassa

Vaoe M3 e B: 3 <, a.

Tdllaista joukkoa B sanotaan joukon M Dicksonin kannaksi.

Todistus. Todistetaan viite induktiolla luvun n suhteen. Tapaus n = 1 on
selva. Olkoon n > 1. Merkitain

M; = {a € N"|(a,i) € M}.

Induktio-oletuksen perusteella joukolla M; on Dicksonin kanta B;. Kaytta-
malla induktio-oletusta uudelleen, ndhdaan, ettd joukolla UB; on Dicksonin
kanta B’. Oletuksen mukaan B’ on &arellinen, joten on olemassa s € N siten,
ettd B’ C By U---U B,. Todistetaan, ettd joukko

B={(3,i)) eN"0<i<s, (€ B}

on joukon M Dicksonin kanta. Olkoon (a,j) € M, j € N. Télloin a € M;,
joten l6ydetddn 3 € B, siten, ettd 3° < o'. Jos j < s, niin (f,j) € B ja
(0',7) < (d,7). Jos j > s, niin 16ydetiddn v/ € B’ ja i < s siten, ettd ' < [
ja (7/,4) € B;. Télloin (v/,i) € B ja (v,1) < (<, j). O

Olkoon (N", <) jérjestetty monoidi. Jos a <,, b kun a,b € N", niin a +
¢ = b jollain ¢ € N". Taten myds a < b, silld oletuksen mukaan < on
monoidijirjestys. Tastd ndhdain, etta jokainen monoidin N” monoidijarjestys
on osittaisjarjestyksen <,, laajennus.

Lemma 2.1.3. Olkoon < monoidin N® monoidijirjestys. Tdlloin joukko N"
on hyvinjdarjestetty jarjestyksen < suhteen.



Todistus. Jarjestys < on jirjestyksen <, laajennus ja siis Dicksonin lemman
nojalla < on hyvinjérjestetty. O

Siirrytadn seuraavaksi tarkastelemaan polynomirenkaita. Olkoon M, po-
lynomirenkaan R = k[X7, ..., X,,] monomien joukko. Kun
a=(ag,...,0p) € N,

merkitain
X=X X0
Joukko M, on multiplikatiivinen monoidi. Monoidissa M, méaariteltya
monoidijirjestysta sanotaan termijarjestykseksi: Taydellinen jarjestys < jou-
kossa M, on termijarjestys jos

(i) 1 < M kaikilla M € M,,, M # 1;
(11) Jos M1 < MQ, niin M1M3 < M2M3 kaikilla, M17 MQ, M3 € Mn

Kuvaus N* — M,,, a — X on selvisti jirjestettyjen monoidien isomor-
fismi. Téstéd seuraa erityisesti se, ettd jokainen termijérjestys on hyvinjérjes-

tetty.
Olkoon nyt < jokin termijérjestys ja F' = ¢, X*" 4+ ¢ 1 X1 + -+ ¢
polynomi, o; € N" ja ¢; € k, i = 1,...,m. Polynomin F' johtava monom:

jarjestyksen < suhteen on

LM (F) = max{X%
<

ja johtava terma

Polynomin F' johtavan termin kerroin on johtava kerroin, jota merkitdan
LC_(F). Polynomin F' aste on

deg(F) = a,

LT (F) = max{¢; X"
<

kun LM(F) = X©. Jos jirjestys on selvé asiayhteydesti, merkitdén lyhyesti
vain LM(F).

Esimerkki 2.1.4. Pelkkd revlex-jérjestys, eli jarjestys
X* < XP

jos ja vain jos vektorin a— 3 ensimmdinen nollasta eroava koordinaatti oikeal-
ta on posititvinen, ei ole termijirjestys. TAmé nahdain helposti seuraavasti:
jono

2 3
muodostaa ddrettomén viahenevin ketjun, jolla ei ole pieninté alkiota. Téten
monomien joukko ei voi olla hyvinjarjestetty jirjestyksen < suhteen.



Esimerkki 2.1.5. Olkoon M m xn reaalilukumatriisi. Matriisi M maarittai
jarjestyksen <j,; monomien M, joukossa seuraavasti:

X <y XP = MaT <., MST.

Jarjestys on téydellinen, jos Ker(M) N Z™ = {0}. Jirjestys <j; on termijér-
jestys jos ja vain jos

X > 1 kaikilla a € N", o #£ 0.

Tama ehto péatee tarkalleen silloin, kun matriisin jokaisen pystyrivin ensim-
méinen nollasta eroava alkio on positiivinen. Robbiano [Rob85] on todista-
nut, ettd jokainen termijirjestys on muotoa <,, kun matriisi A € GL(n,R)
on valittu sopivasti.

Kun polynomirenkaassa on méaritelty termijirjestys, saadaan jakoalgo-
ritmi, joka on tavallisen yhden muuttujan polynomien jakoalgoritmin yleis-
tys.

Lemma 2.1.6. Olkoon G = {q1,...,gm} ddrellinen joukko polynomeja, <
termigdrjestys ja f jokin polynomi. Tdlloin f voidaan esittdd muodossa

f=a1g1+ -+ amGm + 1,

missa ay, ..., a0, ja r ovat polynomeja, ja joko r = 0, tar mikdan jakojddn-
noksen r termi ei ole jaollinen monomeilla LM (g1),...,LM(gy,). Lisdksi
deg(a;g;) < deg(f) kaikilla i.

Todistus. Oletetaan, ettd f # 0. Olkoon
a1 = =a,=1r=>0.

Jos LM(g;)| LM(f) jollain j, niin valitaan

w_Uﬂﬂ
7 LT(g))

ja
fi=1—a;g;

Jos LM(f) ei ole jaollinen milld&in polynomien g; johtavalla monomilla, mer-
kitdan

r=LT(f)
ja

fr = =LI(f).
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Nyt saadaan esitys
f=h+ag+. . +angm+r, (2.1.7)

missd LT(f1) < LT(f). Jos f1 # 0, sovelletaan samaa menettelyd polynomiin
f1, jolloin polynomille f; saadaan muotoa (2.1.7) oleva esitys, missi polyno-
min f; paikalla on f ja polynomin f paikalla fi. Lisdksi LT(fy) < LT(f).
Koska < on termijérjestys, jono monomeja LT(f) > LT(f;) > --- muodostaa
aidosti vihenevin jonon, joten direllisen monen askeleen kuluttua f, = 0.
Talloin on saatu viitetty esitys. O

Edellisen lemman esitys riippuu polynomien jirjestyksesté, eiké jakojaan-
noskdan ole yksikésitteinen. On kuitenkin olemassa polynomeja, joilla jaet-
taessa edellisen lemman algoritmilla jakojaannds on yksikésitteinen. Téallaista
joukkoa sanotaan Grobnerin kannaksi.

Olkoon < jokin termijérjestys. Polynomirenkaan ideaalin polynomien joh-
tavat termit muodostavat ideaalin. Merkitd&n

LM (I) = {LM(f)|f € I}.

Maéritelma 2.1.8. Joukko polynomeja {gi,...,gn} on ideaalin I Grib-
nerin kanta termijirjestyksen < suhteen, jos monomit LM(g), ..., LM(gm)
generoivat ideaalin (LM([)).

Edellisen méiritelmén perusteella on selvii, ettd polynomit muodostavat
ideaalin Grobnerin kannan tarkalleen silloin, kun ideaalin jokaisen polynomin
johtava termi on jaollinen Grobnerin kannan jonkin alkion johtavalla termilla.

Lemma 2.1.9. Jokaisella polynomirenkaan ideaalilla I # (0) on Gribnerin
kanta.

Todistus. Olkoon < jokin termijirjestys. Voidaan 16ytda &érellinen joukko

monomeja my, . .., my, jotka generoivat ideaalin (LM_(f)). Valitaan poly-
nomit ¢y, ..., g, ideaalista I siten, ettd LT_(g;) = my;, i = 1,...,n. Naméi
polynomit muodostavat ideaalin I Grobnerin kannan. O

Lemma 2.1.10. Olkoon I ideaali ja G = {q1,...,9m} sen Grobnerin kanta
termijdarjestyksen < suhteen. Kun polynomi f esitetidin lemman 2.1.6 muo-
dossa, jakojiannos r on yksikdsitteinen.

Todistus. Oletetaan, ettd polynomilla f on kaksi esitystd muodossa (2.1.7).
Nyt

f=g+r=4g+1r,
missa g,¢’ € I, r ja r’ ovat jakojadnnoksia. Talloin g — ¢ = r — r/, joten
r—r" € I jasiis LT(r — ') on jaollinen jollain LT(g;). Tdm& on mahdollista
vain jos r = r’. u



Edellisestd lemmasta seuraa erityisesti, ettd f € [ tarkalleen silloin, kun
esityksessi (2.1.7) r = 0.

Maaritelma 2.1.11. Grobnerin kanta G = {g1,..., ¢} termijirjestyksen
< suhteen on redusoitu, jos

(i) LC.(g) =1 kaikilla g € G

(ii) Jos g € G, niin mikd&n polynomin ¢ termi ei kuulu ideaalin
(LM<(G\{g}))-

Lemma 2.1.12. Olkoon < jokin termijarjestys. Jokaisella polynomirenkaan
ideaalilla on yksikdsitteinen redusoitu Grobnerin kanta G jarjestyksen < suh-
teen.

Todistus. Todistus on esitetty esimerkiksi Adamsin ja Loustaunaun kirjassa
[AL96], Theorem 1.8.7. O

Olkoon nyt I polynomirenkaan R ideaali ja < termijirjestys. Merkitdin
A(D) = A(I) = {m € My|mg (LM(D))}.
Jos G on ideaalin I Grobnerin kanta, on voimassa
A(I) = {m € M,|LM(g) fm kun g € G}.

Joukon LM_(I) osajoukko o (I) on minimaalinen virittdjajoukko, jos se on
pienin joukko sisdltymisrelaation suhteen ja toteuttaa ehdon

27 € LM.(I) <= 2 on jaollinen jollain z* € o (I).

Médritelméstd ndhdddn, ettd o~ (1) on yksikésitteinen. Koska z® jakaa mo-
nomin z? tarkalleen silloin, kun a <,, 3, Dicksonin lemmasta seuraa, etti
o-(I) on &érellinen.

Lemma 2.1.13. Olkoon I polynomirenkaan R ideaali ja < jokin termijdr-
jestys. Talloin tekijirenkaan R/1 kanta k-vektoriavaruutena on

B={m+ Ilme A(I)}.

Todistus. Osoitetaan ensin, ettd joukko B on lineaarisesti riippumaton. Ole-
tetaan, etta
Z a;m; € 1,
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missd a; € k ja m; € A([). Kuitenkin monomien m; valinnan perusteel-
la mikddn monomeista ei ole jaollinen ideaalin I Grobnerin kannan alkion
johtavalla termilli, joten tadmé ristiriita.

Olkoon nyt f € R, f # 0. Voidaan olettaa, ettd f on redusoitu ideaalin
I Grobnerin kannan suhteen, eli mikdan polynomin f termi ei ole jaollinen
millddn Grobnerin kannan alkiolla. Téstd oletuksesta vilittomésti seuraa,
ettd f on joukon A(/) monomien k-lineaarinen summa. Siis joukko B generoi
k-vektoriavaruuden R/1. O

2.2 Valuaatiot ja yhdistetyt valuaatiot

Kokonaisalue V' on valuaatiorengas, jos kaikilla z € K, missid K on renkaan
V osamiirikunta, joko x € V tai 27! € V. Olkoon I tiydellisesti jirjestetty
Abelin ryhma. Surjektiivinen kuvaus v : K* — I' on valuaatio, jos kaikille
x,y € K* on voimassa

(i) v(zy) = v(x) +v(y)
(i) v(z +y) = min{v(z), v(y)}.

Usein v laajennetaan koko kuntaan K liittdmalla ryhméédn I alkio oo ja méa-
rittelemilld (0) = co. Kunnan valuaatiorengas méérittad yksikésitteisen va-
luaation ja toisaalta ne alkiot, joiden arvo on ei-negatiivinen valuaatiossa v
muodostavat yksikésitteisen valuaatiorenkaan. Ryhméaéd I' sanotaan valuaa-
tion v arvoryhmdksi. Valuaatio on diskreetti, kun sen arvoryhmé on isomor-
finen lex-jarjestetyn ryhmén Z" kanssa. Téstd poiketen valuaatiorengas on
diskreetti, jos sen valuaation arvoryhmé on Z. Kunnan triviaali valuaatio on
valuaatio, joka saa arvon 0 kaikilla kunnan K nollasta eroavilla alkioilla. Kun
kunta K on kunnan k laajennus, kunnan K /k valuaatioilla tarkoitetaan niita
valuaatioita, joiden rajoittuma kuntaan k on triviaali.

Olkoon R kokonaisalue ja K sen osamiirdkunta. Olkoon lisdksi (S, N)
lokaali rengas, jonka osaméadrdkunta on kunnan K laajennus ja P jokin ren-
kaan R alkuideaali. Jos R C S ja NN R = P sanotaan, etti renkaan S keskus
renkaassa R on P. Sanotaan myos, ettd S on keskittynyt pisteeseen P ren-
kaassa R. Jos erityisesti R on lokaali rengas, P maksimaalinen ideaali ja S
on keskittynyt pisteeseen P, sanotaan, ettd S dominoi rengasta R.

Lemma 2.2.1. Olkoon K kunta, R C K rengas ja P sen alkuideaali. Tdlloin
on olemassa kunnan K valuaatiorengas, jonka keskus renkaassa R on P.

Todistus. Matsumura [Mat89], Theorem 10.2. O
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Esimerkki 2.2.2. Olkoon K kunta k(x), missd x on transkendenttinen yli
kunnan k. Téssé esimerkissd médritetddn kaikki kunnan K /k valuaatiot. Ol-
koon f(z) jaoton polynomi kunnassa renkaassa R = k[z]. Rengas

Ry ={% € K|g.,h € R, f/h}

on valuaatiorengas: Olkoon z € K*. Alkio z voidaan esittdi muodossa 7,

missd polynomeilla g ja h ei ole yhteisié tekijoita. Jos z € R, niin f|h, joten
P g € R. Renkaan maksimaalinen ideaali m; on niiden rationaalifunk-
tioiden joukko, jotka voidaan esittdd muodossa ¥, missd f|g ja f/h. Tésté
niahdaén, ettd jokainen jaoton polynomi méérittda kunnan K valuaation vy.
Maaritellddn joukko R., seuraavasti:

f@z{geKuyeR,@aﬂSd%@»

Joukko R, on on rengas, jonka ideaali m,, on niiden rationaalifunktioiden
% joukko, joilla deg f < deg g. Koska jokainen 5 € R \my toteuttaa ehdon
deg(f) = deg(g), ndhdéén, ettd ne alkiot jotka eivit kuulu ideaaliin me,
ovat kddntyvid. Téstd seuraa, ettd m,, on maksimaalinen ideaali ja siis R,
on lokaali rengas. Olkoon z € K* ja oletetaan, ettd z on esitetty muodossa
5, missd, [ ja g ovat polynomeja, joilla ei ole yhteisid tekijoitd. Jos z € R,
niin deg(f) > deg(g), joten 271 € R. Tisti seuraa, etti R, on kunnan K
valuaatiorengas. Olkoon v, titd valuaatiorengasta vastaava valuaatio.

Olkoon v jokin kunnan K/k valuaatio, V' sen valuaatiorengas ja 9t mak-
simaalinen ideaali. Oletetaan, ettd R C V. Télloin R N M = (f), missd f
on jokin jaoton polynomi. Tastd nahddan, ettda Ry C V' ja V' dominoi ren-
gasta R;. Taten v = vy, silld diskreetti valuaatiorengas on maksimaalinen
dominoinnin suhteen. Tarkastellaan seuraavaksi tapausta RNV = k. T&lloin
x~1 € V, silli muutoin o € V, miki on ristiriidassa oletuksen kanssa. Merki-
tiddn y = 2. Koska y € V, niin k[y] C V ja k[y] N9 = (y). Téstd nihdién,
etta

»ﬂxgengewmym}

any" + a1y 4 - ag
I
A ™ + QY™ 4 - g™t
L™+ by 12" e Dgant™

:{b
:{b

={§engemm@gngd%@»

la;, b; € k kaikilla j, by # 0}

|bo # 0}
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Nahdédn, ettd valuaatiorengas V' dominoi valuaatiorengasta R.,. Tésta seu-
raa, ettd v = V. Olemme siis todistaneet, ettd jokainen kunnan K(z)/k
valuaatio on joko v, tai sitten valuaatio v;, missé f on jaoton polynomi.

Maiidritelmi 2.2.3. Téaydellisesti jarjestetyn ryhmén I' aliryhméa A on eris-
tetty, jos ehdoista 0 < B < a, f €I ja a € A seuraa f € A.

Lemma 2.2.4. Olkoot Ay ja Ay ryhman U eristettyja aliryhmid. Tdlloin
joko Ay C Ag tai Ay C Ay,

Todistus. Oletetaan, ettd 10ydetddn a; € A1\Ay ja as € Ay\A;. Voidaan
olettaa, ettd a; > 0. Koska I' on tdydellisesti jirjestetty, joko ay < as tai
as < ay. Jos a; < am, niin a; € A,. Toisaalta jos as < aq, niin ap € A;.
Molemmat vaihtoehdot johtavat ristiriitaan. O

Maéritelma 2.2.5. Olkoon I' ryhmé. Ryhmén [ rationaalinen aste on
dimg(I' ®z Q). Merkitéén tiata lukua rat. rank I
Oletetaan, ettd I on taydellisesti jarjestetty. Olkoon

ryhmén [ eristettyjen aliryhmien muodostamana ketju. Suurinta téllaista
lukua n sanotaan ryhmaén I' asteeks: ja merkitddn rank ' = n.

Lemma 2.2.6. Valuaatiorenkaan V' alkuideaalien ja ryhmdn T eristettyjen
aliryhmuen vdlilld on bijektiivinen vastaavuus.

Todistus. Olkoon v valuaatiorenkaaseen V' liittyva valuaatio ja I' sen arvo-
ryhmé. Olkoon P valuaatiorenkaan V' alkuideaalien joukko ja vastaavasti £
ryhmén I eristettyjen aliryhmien joukko. Maaritellaédn kuvaukset ® : P — &
ja U : & — P ja osoitetaan, ettd ndmé kuvaukset ovat toistensa kidnteisku-
vauksia.

Olkoon A ryhmén I eristetty aliryhmé. Maéritellaan joukko

In={z e V|v(z) & A}
Todistetaan ensin, ettd In on ideaali: Olkoon x € IA ja a € V. Nyt
v(ax) = v(a) + v(x),

joten jos v(ax) € A, myo6s v(z) € A. Téstd ndhdiin, ettd ax € In. Valuaa-
tiolle v on voimassa

v(z +y) = min{v(z), v(y)},
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joten z +y € I kaikilla z,y € Ix. Téten In on ideaali. Osoitetaan seuraa-
vaksi, ettd In on alkuideaali: Jos x,y & I, niin v(x),v(y) € A, joten

v(z) +v(y) =v(zy) € A.

Tastd nahdadn, ettd vy &€ Ia. Méaritellddn eristetyn aliryvhmén A kuvaksi
U(A) = Ia.
Olkoon I valuaatiorenkaan V' alkuideaali. Maaritelldan joukko

A =T\{v(I)U —v(I)}.

Todistetaan ensin, ettd Ay on ryhmé, kun I on alkuideaali: Jos I on valuaa-
tiorenkaan V' maksimaalinen ideaali, niin A; = {0}. Muussa tapauksessa A;
sisaltda nollasta eroavan alkion. Jos h € Ay, niin selvisti —h € A méaritel-
méan symmetrisyydestd johtuen. Olkoot nyt g, h € A;. Voidaan olettaa, etta
g,h > 0. Valitaan z,y € R siten, ettd v(z) = g ja v(y) = h. Nyt x,y &€ I, ja
koska I on alkuideaali, xy ¢ I. Téstd seuraa, ettd g + h = v(zy) € A;. To-
detaan seuraavaksi, ettd A; on eristetty aliryhmé: Olkoot g € Ay, h € T ja
0 < h < g. Valitaan z,y € R siten, ettd v(x) = h ja v(y) = g. Riittda osoit-
taa, ettd jos = € I ja v(y) > v(z), niin y € I. TAm4 seuraa valuaatiorenkaan
ominaisuuksista: Koska v(y) > v(x), y = o € I. Médritelldin ®(I) = A;.

Osoitetaan lopuksi, ettd kuvaukset ® ja ¥ ovat toistensa kadnteiskuvauk-
sia: Tarkastellaan ensin yhdistettyd kuvausta ®W, jossa eristetty aliryhmé
A kuvautuu eristetyksi aliryhméksi A’ = ®W(A). Olkoon g ¢ A’ ja g > 0.
Taméi on voimassa tarkalleen silloin, kun g = v(z) jollain x € WU(A) ja siis
tarkalleen silloin, kun g € A.

Todistetaan seuraavaksi, ettd yhdistetty kuvaus W&, joka kuvaa ideaalin /
ideaaliksi I’ = WP(]), on identiteettikuvaus: Madritelmén mukaan = & I’ jos
javain jos v(x) € ®(I). Tdma on voimassa tarkalleen silloin, kun v(z) & v(I),
eli tarkalleen silloin, kun = & 1.

]

Lemma 2.2.7. Olkoon T tdydellisesti jarjestetty ryhmd ja A sen eristetty
aliryhmd. Talloin T'/A on tdydellisesti jarjestetty.

Todistus. Olkoon
p:I'—=T/A

projektio. Merkitddn P:114 ryhmén I' ei-negatiivisia alkioita. Osoitetaan, etté
talléin joukko p(P) voidaan valita tekijiryhméan I'/A ei-negatiivisten alkioi-
den joukoksi: Selvésti

p(P)U—p(P) =T/A.
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Osoitetaan, etté
p(P) N —p(P) = {0}.

Jos p(x) = —p(y) joillakin z,y € P, niin x + y € A, joten myo6s z,y € A.
Téaten p(x) = p(y) = 0. O

Lause 2.2.8. Olkoon T taydellisesti jirjestetty ryhmd ja A sen eristetty ali-
ryhmd. Tdalloin

(a) rat.rank(T'/A) = rat. rank(T") — rat. rank(A).
(b) rank(T'/A) = rank(T") — rank(A).
Todistus. Soveltamalla eksaktia funktoria ®7zQ eksaktiin jonoon
0—-A—-T->T/A—0,
saadaan eksakti jono
0-ARQ—-TewQ—-T/A®Q—0.

Viite (a) seuraa téstd. Viite (b) on tosi, silld eristettyjen aliryhmien joukko
on taydellisesti jirjestetty sisidltymisrelaation suhteen. O

Maiaritelma 2.2.9. Valuaation v aste on vastaavan valuaatioryhmén aste.

Esimerkki 2.2.10. Mééiritetdin ryhmin Z aste ja rationaalinen aste. Ol-
koon A # {0} jokin ryhmén Z eristetty aliryhmi. Valitaan jokin a € A,
a > 0.Jos a =1, niin Z C A, joten A = Z. Muussa tapauksessa a > 1.
Koska A on oletuksen mukaan eristetty, myos 1 € A. Taten A = Z. Tastéa
niahdéain, etta

rankZ = 1.

Ryhmén Z rationaalinen aste on yksi, silld Z @7, Q = Q.
Lemma 2.2.11. Olkoon ryhmd Z% jirjestetty lex-jirjestyksen suhteen. Til-
loin

rank Z¢ = rat. rank Z% = d.

Todistus. Todistetaan viite induktiolla luvun d suhteen. Tapaus d = 1 on
selvi, edellisen esimerkin perusteella. Oletetaan, ettid viite pitee ryhmélle
Z%, kun d < n — 1. Ryhmilld Z" on aliryhmi

A={0}x---x{0} xZ=Z.
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Ryhmé& A on eristetty: Olkoon a € Z", b € A ja 0 < a < b. Koska < on
oletuksen mukaan lex-jirjestys, alkio a on vélttdmé&ttd muotoa (0,...,0,1),
missi ¢ € Z, joten a € A.

Ryhmi I' = Z" /A on isomorfinen ryhmén Z"~! kanssa, joten kiyttamilld
induktio-oletusta ja edellistd lausetta ndhdaan, etta

rankZ" = rankI' + rank A= (n—1)+1=n

ja
rat.rank Z" = rat.rank I + rat. rank A = n.
O

Mairitelma 2.2.12. Valuaation v aste on vastaavan valuaatioryhméin aste.

Esimerkki 2.2.13. Ryhméa I' # {0} on arkhimedinen (eli kaikille o, 5 € T,
a > 0 1oydetdén n € Z siten ettd na > (3) jos ja vain jos rank I = 1.

Olkoon I' arkhimedinen ja A eristetty aliryhmé. Oletetaan, ettd 16ydetdan
a €A, a>0.Jos f €T, niin valitaan n jolle na > 3. Koska A on eristetty,
tasta seuraa, ettd § € A. Taten ryhmalla I' ei ole muita eristettyja aliryhmié
kuin {0} ja I'.

Oletetaan, ettd rank [’ = 1. Olkoon o € T' ja o > 0. Olkoon A niiden
alkioiden 5 € T joukko, jotka toteuttavat ehdon na > |3| jollain n € Z.
Selvisti A on eristetty ryhmé, ja koska rank ' =1, on A =T

Lemma 2.2.14. Olkoon v kunnan K/k valuaatio. Talloin
rat. rank(v) < trdeg(K/k).
Todistus. Oletetaan, ettd (aq, ..., a;,) on polynomin
f(z) € klxy, ..., x,)

nollakohta. Koska f(ay, ..., a,) = 0, vihintdédn kahdella monomilla on sama
arvo. Tastd seuraa, etti on voimassa yhtélo v(aay - - - ain) = v(bal - - - alr),
missé 7, # ji jollain indeksilld &k ja a,b € k. Téten

(i — jo)wlen) + -+ (i — Gu)v@) = 0.

Téstd ndhdadn, ettd alkiot v(aq),- -+, v(ay,) ovat lineaarisesti riippuvia ar-
voryhmaéssa. O

Lemma 2.2.15. Olkoon v valuaatio. Tdlloin rank(v) < rat. rank(v).
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Todistus. Olkoon rank(v) = n ja I' valuaation v arvoryhmé. On osoitettava,
ettd ryhmaésta ' [oydetddn vihintdidn n Z-lineaarisesti riippumatonta alkiota.
Olkoon

Ay C---CA,

ketju ryhmén I eristettyja aliryhmia. Valitaan
0 € AN\A_y,
missd ¢ = 1,...,n. Oletetaan, ettd alkioiden ¢; vililla on relaatio

a0y + -+ + amom = 0,

missd a; € Z, i = 1,....,m, m < n ja a, # 0. Tilléin a,,0,, € Ap_1.
Oletuksen mukaan A,,_; on eristetty, joten 6,, € A,,_1, miké on ristiriidassa
alkion ¢,, valinnan kanssa. O

Olkoon K’ kunnan K laajennus, v/ kunnan K’ valuaatio ja v sen rajoit-
tuma kuntaan K. Olkoot lisiksi IV ja I' valuaatioita vastaavat ryhmét ja '
ja k niiden tekijikunnat.

Lemma 2.2.16. Jos K' on kunnan K algebrallinen laajennus, niin
rat. rank I = rat. rank I

Todistus. Olkoon a € TI". Valitaan z € K’ siten, ettd /(z) = a. Koska
laajennus on algebrallinen, 16ydetdin K-kertoiminen polynomi

2" 4 Q12" 4+ ag =0,

jonka nollakohta alkio z on. Vihintdén kahdella termill& on sama arvo valu-
aatiolla 1/, joten v/(a;2") = V/'(a;27) jasiis (j —i)V'(2) = v/(a;/a;) € T. Tista
ndhdaén, ettd ryhmélla IV /T on dérellinen kertaluku ja siis IV /T@Q = 0. O

Seuraavan lauseen todistuksen on esittdnyt Shreeram Abhyankar artikke-
lissa [Abh56]:

Lause 2.2.17. Ylid olevilla merkinndilla on voimassa

(a) rat.rank(I"/I') 4 trdeg(x'/k) < trdeg(K'/K)

Jos yhtasuuruus on voimassa ja laajennus K'/K on ddarellisesti gene-
roitu, niin I'"/T" on ddrellisesti generoitu Z-moduli ja kuntalaajennus
K[k on ddrellisesti generoitu.
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(b) rank(v) + trdeg(x’/k) < rank(v) + trdeg(K'/K).

Jos yhtisuuruus on voimassa ja K'/K ddrellisesti generoitu laajennus
sekd T' on diskreetti, niin £'/k on ddrellisesti generoitu ja T on dis-
kreetti.

Olkoon v laajennuksen K/k valuaatio ja x sen jadnnosluokkakunta. So-
velletaan edellistd lausetta tahin tapaukseen valitsemalla v/ = v, K = k ja
k = k. Merkitddn dim(v) = trdeg x/k. Yleisesti saadaan ensin

rank(v) + dim(v) < rat. rank(v) + dim(v),

koska rank(r) < rat.rank(v). Lisiksi jos valitaan kohdassa (a) I' = {0}, niin
rat. rank(I") = rat. rank(v), eli

rat. rank(v) + dim(v) < trdeg K/k.

Kuntalaajennusta K/k sanotaan algebralliseksi funktiokunnaksi, jos K/k on
adrellisesti generoitu kuntalaajennus, joka ei ole algebrallinen. Oletaan lisdksi
aina, ettd kunta k& on algebrallisesti suljettu kunnassa K. Jos K/k on funk-
tiokunta ja yhtdsuuruus rat.rank(rv) + dim(rv) = trdeg(K/k) on voimassa,
niin kohdan (a) perusteella arvoryhmé I" on dérellisesti generoitu Z-moduli
ja r/k on aéarellisesti generoitu.

Jos liséiksi on voimassa yhtasuuruus rank(v) 4+ dim(v) = trdeg K/k, niin
kohdasta (b) nihdéén, ettd valuaation v arvoryhmé on diskreetti.

Esimerkki 2.2.18. Olkoon K/k funktiokunta, trdeg K/k = d. Alkudivisori
on on kunnan K /k valuaatio v, jolle dim(v) = d — 1.

Koska valuaatio ei ole triviaali, rank(v) > 1 ja edellisen lemman kohdasta
(b) ndhdéén, etta

rank(v) + trdeg x/k < trdeg K/k,

joten rank(r) = 1. Koska nyt on voimassa yhtdsuuruus, kohdasta (b) saa-
daan, ettd x/k on direllisesti generoitu ja I' on diskreetti. Téstd seuraa eri-
tyisesti se, ettd [' = Z. Valuaatiorengas on siis diskreetti ja dimensio on 1,
joten se on vilttamatta Noetherin rengas.

Yhdistetyt valuaatiot

Tarkastellaan seuraavaksi yhdistettyjd valuaatioita. Olkoon v valuaatio, R
sen valuaatiorengas, m sen maksimaalinen ideaali ja I" sen arvoryhmé. Ole-
tetaan, ettd rank(r) > 1. Téll6in 16ydetddn ryhmén I' aito eristetty aliryh-
mé A # {0}. Olkoon p eristettyd aliryhméa A vastaava alkuideaali. Talloin
R' = R, on valuaatiorengas. Olkoon v/ sen valuaatio ja I arvoryhma.
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Rengas R = R/p on kunnan R'/pR’ valuaatiorengas, sillii jos ¥ € R'/pR’
ja T # 0, niin valitaan sen edustaja x € R'. Koska R on valuaatiorengas, joko
r € R tai 7' € R. Tésti seuraa, ettid joko T € R tai 7! € R. Olkoon 7
valuaatiorenkaan R valuaatio ja I' sen arvoryhmai.

Lemma 2.2.19. Kdytetadin samoja merkintdjd kuin ylla.

(i) TillginT' =T/A jaT = A.

(i1) Jos V' on diskreetti, astetta 1 oleva valuaatio, niin

=T x A,

kun tulo on jarjestetty lex-jdrjestyksen suhteen.

Todistus. (i) Olkoon renkaan R yksikéiden joukko F ja olkoon vastaavasti

renkaan R’ yksikdiden joukko E'. Nyt v~1(A) = E’, silld jos 2 € F,
niin voidaan kirjoittaa z = %, missd x,y € R\p. Tastd seuraa, ettd
v(z),v(y) € A, joten v(z) € A. Kdidntden, jos o € A ja v(z) = a, niin
x,% ¢ p, joten x € E'. Mééritelman mukaan Ker(v') = E' ja B C E',
joten saadaan hyvinméaritelty surjektiivinen homomorfismi

VT — T
Koska v~ (A) = F’, kuvauksen /v~ ydin on A. Téstd nihdiin, etti
I = T/A.

Tama on myos jarjestettyjen ryhmien vélinen isomorfismi, silli R C R'.

Tarkastellaan kuvausta ¢, joka on projektion R — R/p ja valuaation v
yhdistetty kuvaus. Kuvaus ¢ on selvisti surjektiivinen homomorfismi
joukolta E' ryhmiiin T. Edellisesti piittelystii seuraa, etti A = E'/E,
joten viitteen todistamiseksi riittda osoittaa, ettd Ker(¢) = FE. Té-
ma ndhdain suoraan kuvauksen mairitelmasta. Todistetaan vield, etta
saatu isomorfismi on jérjestettyjen ryhmien vélinen isomorfismi: Ol-
koon x € E'. Nyt v(z) > 0 tarkalleen silloin, kun x € R. Vastaavasti
kuvauksessa ¢ alkion x € E’ kuva on positiivinen tarkalleen silloin kun
r € R.

Valuaatio v/ on diskreetti ja astetta 1, joten sen arvoryhmé on isomor-
finen ryhmén Z kanssa. Téten I'/A = 7Z. Tésté saadaan jarjestettyjen
ryhmien vélinen eksakti jono

O%ALFLZ%O.
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Eksakti jono lohkeaa (Rotman, [Rot79], theorem 3.12), silld Z on pro-
jektiivinen Z-moduli. Loydetdén siis homomorfismi v : Z — T, joka
toteuttaa ehdon By = 1. Téastd seuraa, ettd

=7 x A,

missi isomorfismi kuvaa (Rotman [Rot79], theorem 2.7) ryhmén IT" al-

kion g alkioksi
(B(g), 0 (g —1B(9)))-

Riittda todistaa, ettd isomorfismi on jirjestettyjen ryhmien vilinen ho-
momorfismi, eli kuvaa positiiviset alkiot positiivisille alkioille. Olete-
taan, ettd Z x A on jarjestetty lex-jarjestyksen suhteen. Olkoon g € T',
g > 0. Koska (8 kuvaa positiiviset alkiot positiivisille alkioille, viite
seuraa jos ((g) > 0. Tarkastellaan siis tapausta (5(g) = 0. Talloin ¢
kuvautuu alkiolle (0, «™*(g)). Koska g on oletuksen mukaan positiivi-
nen, myos alkio a~!(g) on positiivinen. Siis (0, «(g)) on positiivinen
ja véite seuraa.

O

Sanotaan, ettd valuaatio v on valuaatioiden v/ ja U yhdistetty valuaatio
ja merkitdan
v=vol.

Esimerkki 2.2.20. Olkoon K = k(z,y), missd x ja y ovat algebrallisesti
riippumattomia yli kunnan k. Tarkastellaan alirengasta R = k(y)[z], jonka
alkiot ovat k(y)-kertoimisia polynomeja. Madritelldén kunnan K valuaatio
V' siten, ettd v/(x) = 1 ja /(z) = 0 kaikilla z € k(y), missé z # 0. Tdmé ehto
madrittad yksikésitteisen valuaation ja sen keskus renkaassa R on maksimaa-
linen ideaali m" = (z). Valuaatio v/ mittaa polynomin kertalukua pisteessi
0. Téstd seuraa, ettd valuaation v/ valuaatiorengas on

R =R = {2119 € B, 9(0) £ 0}

Valuaation v/ jaannosluokkakunta on v = R'/(z)R' = R/(z) = k(y). Téasta
ndhdadn, ettd dim(v') = 1, joten Abhyankarin lemmasta seuraa, ettd v/ on
diskreetti, astetta 1 oleva valuaatio.

Kunnassa k(y) voidaan méiritelld vastaavalla tavalla valuaatio 7, jolle on
voimassa 7(y) = 1. TAmén valuaation valuaatiorengas on

§={§Mgekw,ﬂm#0}=HMM-
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Valuaation jiinnosluokkakunnaksi & saadaan

R/(y)R=klyl/(y) = k.

Tarkastellaan seuraavaksi kunnan K yhdistettyd valuaatiota
v=10oT.

Valuaation v arvoryhmé on lemman 2.2.19 mukaan isomorfinen lex-jérjes-
tykselld varustetun ryhméin Z x Z kanssa. Edellisen lemman merkinngillé
isomorfian antaa kuvaus

g (B(g),a (g —78(9)) = (B(g),a (g — B(g)¥(1))).

Téstd seuraa, etta
v(f) = (), w(faI),
missi fz~"'(/) ajatellaan redusoiduksi kuntaan R'/m’. Alkio faz="'() ku-

vautuu kunnan R'/m’ nollasta eroavalla alkiolle, silli v/(f2=*'(/)) = 0, eli
Fo V'O ¢ .

Kvadraattiset muunnokset

Palautetaan mieleen kvadraattisen muunnoksen késite: Olkoon (R, M) sddn-
nollinen lokaali rengas (Matsumura [Mat89], sivu 105)ja K renkaan R osa-
médrdkunta. Merkitddn & = R/M. Olkoon lisiksi v jokin valuaatio, jon-
ka keskus renkaassa R on M ja (V,, M,) sen valuaatiorengas. Valuaation v
R-dimensio on kuntalaajennuksen (V,/M,)/k transkendenttisuusaste. Mer-
kitdan tatd lukua dimpgv. Téssd pykéldssd oletetaan, ettd kuntalaajennus
K/k, missid k = R/M, on algebrallinen funktiokunta.

Olkoon dimR = s > 1 ja valitaan zq,...,2, € R siten, ettd M =
(x1,...,xs). Oletetaan, ettd xq,..., s ovat jirjestetty siten, ettd v(z;) <

v(z;),i=1,...,s. Merkitdan
A=R[22, ... 5,
Al I

P=AnNM,, S = Apja N = PS. Talléin (S, N) on sddnnoéllinen lokaali
rengas ja dim S < s (Abhyankar [Abh59]|, Lemma 3.20). Sddnnollista lokaalia
rengasta (S, N) sanotaan renkaan R ensimmdiseksi kvadraattiseksi muunnok-
seksi valuaation v suhteen. Olkoon nyt Ry, Ry, ... jono sdannollisid lokaale-
ja renkaita, missd R; on renkaan R; ; ensimméinen kvadraattinen muunnos
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jonkin valuaation v suhteen. Sanotaan lyhyesti, ettd R, on renkaan Ry kvad-
raattinen muunnos. Oletetaan tunnetuksi, ettd kvadraattisille muunnoksille
patee

dim R; — dim R;; = dimg, v — dimpg,_, v,

missi dim R tarkoittaa renkaan R Krullin dimensiota (Abhyankar [Abh59],
Lemma 3.20).

Lause 2.2.21. Olkoon (R;, M;) i = 1,2, ... jono renkaita, missa (R;, M;) on
normaali ja lokaali kaikilla i = 1,2, . ... Oletetaan lisiksi, ettd R;:n osamdd-
rakunta on K kaikilla © ja renkaan R;y, keskus renkaassa R; on M;. Jos UR;
ei ole valuaatiorengas, niin tdlloin on olemassa ddrettomdn monta kunnan
K wvaluaatiota w, jolla on keskus M; renkaassa R; ja dimpg, w > 0 kaikilla 1.

Todistus. Merkitdin R = UR; ja M = UM;. Koska jokaisella renkaalla R;
on keskus M; renkaassa R;, voidaan olettaa, ettd Ri/M; C Ro/My C ....
Tésta seuraa, ettd D = UR;/M; on kunta. Liséksi (R, M) on lokaali rengas,
silld jokainen x € R, x ¢ M on yksikko jossain renkaassa R; ja siis yksik-
ko renkaassa R. On selvid, ettd D = R/M. Koska jokainen R; on normaali,
my0s R on normaali: Jos z € K on kokonainen yli renkaan R, niin z on
R-kertoimisen padpolynomin nollakohta. Talldin 16ydetiddn ddrellinen luku
n siten, ettd padpolynomin kertoimet kuuluvat renkaaseen R,,. Tasta seu-
raa, ettd  on kokonainen yli renkaan R,. Koska R, on oletuksen mukaan
normaali, x € R,, ja siis myos = € R.

Oletuksen mukaan R ei ole valuaatiorengas, joten 16ydetiddn x € K siten,
ettd =, 1/x ¢ R. Merkitddn h:lla projektiota renkaalta R kuntaan D. M#a-
ritelladn kuvaus H renkaalta R[z] renkaalle D[X], X muuttuja, kuvaamalla
alkio >_ fiz® polynomille Y h(f;)X*. Oletetaan, etti H on hyvinméiritelty
homomorfismi. On selvii, ettd ehto H(z) = X méérittdd homomorfismin h
laajennuksen H yksikésitteisesti. Renkaassa D[X] on dérettomén monta al-
kuideaalia, silld jokainen jaoton polynomi generoi alkuideaalin. Valitaan al-
kuideaali p siten, ettd X ¢ p. Merkitiéin P = H'(p). Lemmasta 2.2.1 seuraa,
ettd 1oydetasan valuaatio, jonka keskus renkaassa R[z| on P. Tésté seuraa, et-
ta Dlx] siséltyy valuaation jadnnosluokkakuntaan. Taten myos D(z) sisdltyy
valuaation jadnndosluokkakuntaan, joten valuaation jadnnosluokkakunta on
transkendenttinen yli kunnan R/M. Téllaisia valuaatioita on ddreton madra,
koska alkuideaaliksi p on darettomén monta vaihtoehtoa.

Osoitetaan lopuksi, ettd kuvaus H on hyvinmééritelty: Riittdéd todistaa,
ettd jos Y i g’ = 0, niin Y h(g)X" = 0. Tehddédn vastaoletus. Tisté
seuraa, ettd voidaan valita ¢ siten, ettd h(q;) # 0 ja h(g;) = 0 kaikilla i > t.
Ehto h(q;) # 0 tarkoittaa, ettii ¢; on yksikkd. Jakamalla yhtilo > ¢z’ = 0
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vksikolla ¢; ja merkitsemalla p; = ¢;/q, kun i # ¢, saadaan:
paa” 4 a2t peaat T e py = 0.

Merkitaan
r=p " P e p + 1
ja

S=piar  Fpror i port

Kayttamailla naitd merkintoji, ylldolevasta yhtalosta nahdaidn, ettd rat +
szt = 0, joten r = —s. Kayttamalld lemmaa 2.2.1 valitaan valuaatio v siten,
ettd v:n keskus renkaassa R on M. Jos v(x) > 0, niin v(r) > 0. Toisaalta jos
v(xz) < 0, niin v(r) = v(s) > 0. Tésté seuraa, ettd r € V,,. Koska tdmé pitee
kaikilla valuaatioilla, jotka dominoivat lokaalia rengasta R ja R on normaali,
on voimassa r € R. Oletuksesta = ¢ R ja siitd, ettd R on normaali, seuraa,
ettd loydetddn valuaatio v, joka dominoi rengasta R ja v(z) < 0. Téasta
ndhdéaan, ettd v(r) > 0. Taten r € M ja siis 1 — r on yksikko. Kirjoitetaan
ylldoleva yhtélo voidaan muotoon

(I=7) + praz + - 4+ puz" 2" =0,

missi pyi1, ..., pn € R. Koska 1—r on yksikko, jakamalla yht&lo termilld (1 —
r)z™~! nihdiin, ettd 27! on kokonainen yli renkaan R. Tami on kuitenkin
ristiriidassa oletuksen 7! ¢ R kanssa. O

Lause 2.2.22. Olkoon (R, M) saannéllinen lokaali rengas, dim R =n > 1 ja
K renkaan R osamddrikunta. Olkoon v kunnan K valuaatio, jolla on keskus
M renkaassa R ja dimgv = n—1. Tdlloin jono R C Ry C Ry C ... renkaan
R kvadraattisia muunnoksia valuaation v suhteen on dadrellinen, eli loydetddn
indeksi h siten, ettd dim Ry, = 1. Lisaksit Ry, on valuaation v valuaatiorengas.

Todistus. Tehdadan vastaoletus, ettd kvadraattinen jono on diretén. Koska
kvadraattiselle muunnokselle on aina voimassa

dim Rz — dim Ri+1 = dll’ﬂRZ vV — dimRHl v

ja dim R; > dim R;,;, ndhd&in, ettd on olemassa indeksi s siten, etti
dim R, = dim R, kaikilla ¢ > s. Koska dim Ry = n ja dimg,v = n — 1,
on voimassa
dimp, v =dim R, — 1

kaikilla ¢t > s.

Merkitddn S = UR; ja N = UM,. Talloin (S, N) on lokaali rengas ja
S/N = UR;/M,. Oletuksesta seuraa, ettd R;.i/M;;1 on kunnan R,/M, al-
gebrallinen laajennus kun ¢ > s, joten S/N on kunnan R;/M, algebrallinen
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laajennus. Kéayttdmalla lausetta 2.2.17 (pykélan alussa oletettiin, ettd K on
algebrallinen funktiokunta) néhddén, ettd v on diskreetti, astetta 1 oleva
valuaatio.

Oletetaan nyt, ettd S ei ole minkdan kunnan K valuaation valuaatio-
rengas. Talloin 16ydetiisin alkio € K siten, ettd x,2~' ¢ S. Erityisesti
v, ' € Ry. Kirjoitetaan x muodossa yo/z9, missi 4,20 € Mp. Oletuk-
sen mukaan valuaatiolla v on keskus M, renkaassa R;, joten v(yp) > 0 ja
v(z9) > 0. Olkoot x1,...,z, renkaan Ry lokaalit parametrit jarjestettyni si-
ten, ettd v(z;) < v(x;) kaikilla i. Koska R; on renkaan R, kvadraattinen
muunnos, x;/x; € Ry kaikilla ¢. Lisdksi y1 = yo/x1 € M ja 21 = 29/x1 € M.
Jatkamalla niin saadaan #éreton joukko alkioita y;, z; € M joille z = y;/z;,
v(y;) > v(yiv1) > 0 ja v(z;) > v(zi41) > 0 kaikilla 4. Valuaatio v on diskreet-
ti, joten tidméa johtaa ristiriitaan. Téstd seuraa, ettd renkaan S on oltava
jonkin valuaation w valuaatiorengas.

Oletuksen mukaan kvadraattinen jono dédreton, joten erityisesti dim R, >
1 ja siis dimpg, v > 1 kaikilla ¢ > s. Valuaation w valinnan perusteella V,, C
V,, joten

V,NM,=SnM,=UR;NM,)=UM =N = M,,

missi (V,,, M,,) on valuaation w valuaatiorengas. Téastd ndhdddn, ettd ainoa
vaihtoehto on w = v. Erityisesti siis V,,/M, = S/N on kunnan R,/M; al-
gebrallinen laajennus. Mutta tdma on mahdotonta, silli Ry — dimv > 1.
Téaten kvadraattisten muunnosten jono on oltava dérellinen. Olkoon viimei-
nen indeksi h. Téllin Rj; on sddnnoéllinen ja sen dimensio on 1, joten Ry
diskreetin, astetta 1 olevan valuaation valuaatiorengas. Toisaalta v dominoi
rengasta R, joten Ry on valuaation v valuaatiorengas. O

Lause 2.2.23. Olkoon Ry C Ry C ... aidosti kasvava jono sdadnnollisid
lokaaleja renkaita, missi dim R; = 2 kaikilla ©. Oletetaan, ettd renkaan R;
osamddrikunta on K ja R; on renkaan R;_, kvadraattinen muunnos kaikilla
1. Merkitiin S = UR;. Tdlloin loydetiin kunnan K valuaatio v siten, ettd
valuaation v keskus renkaassa R; on M;, dimp, v = 0 kaikilla i ja S on
valuaation v valuaatiorengas. Lisikst namd ehdot mddarddvdt valuaation v
yksikdsitteisesti.

Todistus. Tehdadn vastaoletus, ettd rengas S ei ole valuaatiorengas. T&ll6in
lauseen 2.2.21 mukaan loydetdin valuaatio w, jolla on keskus M; renkaassa
R; ja dimp, w > 0 kaikilla 7. Koska trdeg K' = 2, edellistd lausetta voidaan
soveltaa valuaatioon w. Sen mukaan kvadrattisten muunnosten jono on #i-
rellinen, mikd on ristiriidassa oletuksen kanssa. Téten on olemassa valuaatio
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v, jolla on valuaatiorengas S. Lisdksi valuaatiorenkaan maksimaalinen ideaali
on M, = UM;. Nyt

Ri N MV = Rz N (UMj) = Rz N (Uj>iMj) = Uj>iRi N Mj = M,

Téstd ndhdéddn, ettd valuaatiolla v on keskus M, renkaassa R; kaikilla 7.
Kayttamalla edellistd lausetta ndhdéan, ettd dimpg, v = 0 kaikilla 7. Osoi-
tetaan lopuksi yksikéisitteisyys: Jos w on jokin toinen valuaatio ja V,, sen
valuaatiorengas, joka tayttdd lauseen ehdot, niin S = UR; C V,, ja

My S =U(M,NR,;) =UM, = M,.

Tasté seuraa, ettd v = w.

2.3 Jarjestysfunktiolliset kokonaisalueet

Olkoon (I, <) hyvinjirjestetty joukko jarjestysrelaation < suhteen. Olkoon
I'_o joukko, joka on saatu joukosta I' lisddmaélld alkio —oo. Laajennetaan
jarjestysrelaatio méadritteleméllda —oo < « kaikilla @ € T'. Ndhdéén, etté
joukko I'_ on hyvinjirjestetty.

Maaritelma 2.3.1. Olkoon k kunta, R kommutatiivinen k-algebra ja (I", <)
hyvinjarjestetty joukko. Algebra R on jdrjestysfunktiollinen kokonaisalue, jos
on olemassa surjektiivinen kuvaus p : R — I'_,, joka toteuttaa seuraavat
ehdot:

(J.1) p
(J.2)
(J.3)

f) = —o0 jos ja vain jos f = 0;

D

f+9) < max{p(f),p(9)} ja yhtdsuuruus on voimassa kun p(f) #
9);

(1.4) jos p(f) < p(g) ja h # 0, niin p(fh) < p(gh);
(J.5) jos p(f) = p(g), niin 16ydetdan X € k, jolla p(f — Ag) < p(g).

Ehdot toteuttavaa funktiota p sanotaan algebran R jdrjestysfunktioksi ja
joukkoa I jarjestysfunktion p arvojoukoksi.

(
(Mf) = p(f) kaikilla A € k\{0};
(
(

)

Huomautus 2.3.2. Jarjestysfunktiollinen kokonaisalue R on kokonaisalue: Jos
fg = 0 mutta f # 0, niin ehdoista J.4 ja J.1 seuraa, ettd p(f) > —oo ja siis
p(0) = p(fg) > —oo, miki on ristiriidassa ehdon J.1 kanssa.
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Esimerkki 2.3.3. Olkoon R = k[zy,...,x,] polynomirengas ja <, jokin
termijirjestys. Madritellddn funktio p: R — N __, p(0) = —o0 ja p(f) = «a,
kun LM__(f) = z®. Kuvaus p jirjestysfunktio, silld jos p(f) = p(g) kun
f,g € R, f,g # 0, niin LM(f) = LM(g) ja LM(f — ag) <, LM(g), kun a on
valittu sopivasti. Ominaisuudet J.1-J.4 seuraavat suoraan operaattorin LM
ominaisuuksista.

Esimerkki 2.3.4. Olkoon M m x n-matriisi, jonka alkiot ovat ei-negatiivisia
kokonaislukuja. Oletetaan, matriisin vaakarivit ovat lineaarisesti riippumat-
tomia. Valitaan jokin monoidin N monoidijirjestys <. Maéritellain kuvaus

war(2%) = Ma®

renkaan R monomien joukolta monoidiin N”. Arvoa w/(m) sanotaan mo-
nomin m M-painoksi. Téstd saadaan uusi monoidijirjestys <,;, renkaassa
R maédrittelemilld 2@ <7, 27, jos war(a) < wyr(83), tai jos was(a) = w(8)
ja @ <, 2°. Jos matriisin M pystyrivit ovat lineaarisesti riippumattomat,
niin w voidaan laajentaa jarjestysfunktioksi mééritteleméalld w( f) maksimiksi
polynomin f monomien M-painoista.

Muussa tapauksessa 1oydetiin a, 3 € N” joilla Ma® = MBT ja o # 3,
joten w ei voi olla jarjestysfunktio. Kuitenkin joissakin tapauksissa on mah-
dollista 16ytaa renkaan R ideaali I siten, ettd R/I on jarjestysfunktiollinen
kokonaisalue ja w indusoi jarjestysfunktion tekijarenkaassa R/I.

Lemma 2.3.5. Olkoon p algebran R jdrjestysfunktio. Tdlldin
(i) Jos p(f) = p(g), niin p(fh) = p(gh) kaikilla h € R.
(ii) Jos f # 0, niin p(1) < p(f).

(1ii) k ={f € R|p(f) < p(1)}.

(iv) Jos p(f) = p(g), niin loydetddin yksikasitteinen X € k, jolle

p(f — Ag) < p(g).

(v) Jos p(fh) > p(gh), niin p(f) > p(g)-

Todistus. (i) Kun h = 0, véite on selviisti tosi. Oletetaan siis, ettd h # 0
ja p(fh) < p(gh). Ehdosta J.5 seuraa, ettd loydetdéin \ € k, jolle
p(fh — Agh) < p(gh). Toisaalta ehdon J.3 perusteella p(fh — Agh) =

p(gh). On siis oltava p(fg) = p(gh).
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(ii) Jos olisi p(f) < p(1) ja f # 0, niin ehdon J.4 avulla saataisiin &éreton
laskeva jono ... < p(f?) < p(f) < p(1) joukon T alkioita. Taméa on
ristiriidassa oletuksen kanssa, silla I' on hyvinjarjestetty.

(iii) Selvésti p(A) < p(1) kaikilla A € k. Jos f € R ja p(f) = p(1), niin
p(f —A-1) < p(1) jatiten f =\ € k.

(iv) Jos A, X' € k toteuttavat ehdon J.5, niin
p(g) > p((f = Ag) = (f = XNg)) = p((N = N)g),

miké on mahdollista vain jos A = \.

(v) Viite seuraa vilittomésti kohdasta (ii) ja jarjestysfunktion médritel-
masta J.4.
U

Maaritelma 2.3.6. Jarjestysfunktiollisen kokonaisalueen R jarjestysfunktio
p : R — I'_« on painofunktio, jos ensinnékin (I',+) on hyvinjirjestetty
monoidi ja toiseksi p toteuttaa ehdon

(J.6) p(ab) = p(a) + p(b) kaikilla a,b €T

Painofunktion ehto J.6 ei ole niin rajoittuva kuin ensin vaikuttaa, silla
itseasiassa kaikki jarjestysfunktiot voidaan ajatella painofunktioina:

Olkoon p : R — I'_, jarjestysfunktio. Jos p(f) = p(f’), niin p(fg) =
p(f'g) edellisen lemman perusteella. Maarittelemélla o + 5 := ~, kun
a=p(f), B=p(g)jay=p(fg), saadaan hyvinmadritelty operaatio joukos-
sa I'. Selviisti + on kommutatiivinen ja assosiatiivinen. Kun lisdksi mééaritel-
1adn 0 = p(1), on selvad, ettd I' on kommutatiivinen monoidi operaation +
suhteen.

Jos a + v = [+ « joillekin «, 3,7 € TI', niin ehdosta J.4 seuraa, etti
valttaméatta o = §. Olkoon oo+ 3 = 0, eli p(fg) = p(1), kun p(f) = «a ja
p(g) = B. Jos f & k, niin p(f) > p(1) jasiis myos p(fg) > p(1). Tésté seuraa,
ettd on oltava p(f) = p(g) = p(1), elia = = 0.

Nyt on siis todistettu, ettd maarittelemélld operaatio 4+ hyvinjérjestetyssa
joukossa (I', <), joukko (I', +) on monoidi jonka nolla-alkiona on p(1). Liséksi
jarjestys < on monoidijarjestys, eli toteuttaa ehdot

(i) 0 < « kaikilla o € T\{0}
(ii) Jos o < (3, niin o + v < v + 7y kaikilla o, 5,y € T.

Monoidi (I, +) on hyvinjdrjestetty monoidi jirjestyksen < suhteen, jos
(', <) on hyvinjérjestetty joukko ja jérjestysrelaatio < toteuttaa ylldolevat
ehdot.
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Lause 2.3.7. Olkoon p : R — TU'_, jdrjestysfunktio. Tdlloin hyvinjdrjeste-
tyssd joukossa (I', <) voidaan mddritelld binddrioperaatio + siten, ettd (I', +)
hyvinjdrjestetty monoidi jarjestyksen < suhteen. Lisdksi

p(fg) = p(f)+ p(g).

On siis osoitettu, ettd jokainen jarjestysfunktio on painofunktio, kun bi-
néddrioperaatio maaritelladn sopivasti. Téastd edes puhutaan painofunktiosta
ldhinna silloin, kun tarvitaan jarjestysfunktion arvojoukon monoidistruktuu-
ria. Monoidia I' sanotaan jirjestysfunktion p arvomonoidikss.

Huomautus 2.3.8. Kun p : R — I'_,, on painofunktio ja I' C N oletetaan
aina, ettd alkioiden p(x), missd = € R\{0}, suurin yhteinen tekija on 1.

Lemma 2.3.9. Olkoon (I',+) ddrellisesti generoitu monoidi, jolle on voi-
massa
a+pB=0= a=0=0 kaikilla o, 3 € T.

Jos < on monoidijirjestys, niin tdalléin I' on hyvinjarjestetty jarjestyksen <
suhteen.

Todistus. Koska I' on ddrellisesti generoitu, saadaan surjektiivinen kuvaus
f N"—= T,

joka kuvaa yksikkovektorit I':n virittdjaalkioille. Monoidi on hyvinjarjestet-
ty, jos jokaisesta monoidin alkioista muodostetusta jonosta (a;);en 16ydetdan
indeksit j < k siten, ettd a; < aj. Olkoon (o) jokin jono monoidissa I'.
Kayttamalla hyviksi surjektiivista kuvausta f saadaan jono (();ey monoi-
dissa N™, joka toteuttaa f((3;) = ;. Dicksonin lemman mukaan 16ydetaéin
Jj < k jay € Nsiten, ettd §; +v = [i. Nyt a; + f(7) = ag, joten a; = oy,
eli I' on hyvinjarjestetty. O

Jos monoidi I' on hyvinjirjestetty jirjestyksen < suhteen, se voidaan
upottaa ryhméaan: Maaritellddn joukossa I' x I' ekvivalenssirelaatio ~ seu-
raavasti:

(a1, ) ~ (51, B2) jos a1 + B = g + 1.
Maaritelladn
(a1, q0) + (B1, B2) = (1 + Br, a2 + (2).

Olkoon D(I') ndiden ekvivalenssiluokkien joukko ja ajatellaan alkiot (a, as)
ekvivalenssiluokkiensa edustajina. Nyt on selvid, ettd D(I") on ryhmé, missi
—(q, 9) = (a2,0q) ja 0 = (e, ). Upotetaan monoidi I" ryhméaén kuvauk-
sella a — (a, 0).
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Maaritelma 2.3.10. Olkoon I' hyvinjérjestetty monoidi. Monoidin I' aste
rank ' = dimg D(T") @2 Q.
Lause 2.3.11. Olkoon R jdrjestysfunktiollinen kokonaisalue,
pR—=T_«
painofunktio ja I' C N. Tdlldin dimg R/(f) = p(f).

Todistus. Olkoot ay,as, ... monoidin I' alkiot lueteltuna kasvavassa jirjes-
tyksessd. Valitaan renkaan R kanta (f;) k-modulina siten, ettd p(f;) = a;
kaikilla ¢. Ideaalin (f) kuva kuvauksessa p on a + I', missd o = p(f). Té-
mén perusteella ne alkiot f;, jotka toteuttavat p(f;) € a+1T, voidaan olettaa
valituksi siten, ettd f; € (f). Téastd ndhddan, ettd alkiot f;, a; € I'\(a 4+ T)
muodostavat renkaan R/(f) kannan. Viite seuraa, kunhan todistetaan, etta

IM\(a +T)| = o

Oletuksen mukaan monoidin alkioiden suurin yhteinen tekija on yksi, jo-
ten 16ydetddn alkiot a,b € T siten, ettd (a,b) = 1. Tastd seuraa, ettd jo-
kaisella kokonaisluvulla on yksikésitteinen esitys muodossa za + yb, misséi
0 <y < b. Erityisesti siis ne ei-negatiiviset kokonaisluvut jotka eivit sisélly
monoidiin I', voidaan esittdd esittdd muodossa xa + yb, missd 0 < y < b ja
x < 0. Tdmén ehdon toteuttavia ei-negatiivisia kokonaislukuja on vain &a-
rellinen méara. Tamén perusteella seuraava mairitelmé on mielekés. Olkoon
c € I' pienin alkio joka toteuttaa ehdon

{z|x > ¢} CT.

Tiéllainen alkio on olemassa, sillé on oletettu, ettd monoidin I" suurin yhteinen
tekija on 1. Merkitddn

T={teN}t>a+c}
ja
U={uel|lu<a+c}.

Nyt T = UWT ja
|U|:O[+C—g,

missd g = |[N\I'|, ja merkinnilld & tarkoitetaan erillisten joukkojen yhdistet-
td. Luvun g dérellisyys seuraa edelld esitetysta padttelysta. Merkitdan lisdksi

V={vea+Tla<v<a+c}ClU.
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Nyt |V| =c—gjaa+T =V wT. Tisti nihdiin, etti
M\(a+ D)= U] = |V]| =«
O

Mairitelma 2.3.12. Olkoon R jarjestysfunktiollinen kokonaisalue ja p sen
painofunktio. Painofunktio p on Arkhimedinen jos on olemassa jirjestyksen
sdilyttava bijektio joukkojen I' ja N vililld, missd I' on painofunktion p ar-
vomonoidi ja N on jarjestetty tavanomaisen jarjestyksen suhteen.

Esimerkki 2.3.13. Olkoon R = k[z,y| polynomirengas ja <=<g, = > y.
Painofunktio p : R — N? __ saadaan merkitsemélld p(0) = —oo ja p(f) =
(a,b), kun LM(f) = 2%’ Bijektio Nin kanssa saadaan ryhmittelemill
alkiot (a,b) ensin alkion asteen a + b mukaan ja sen jilkeen samaa painoa
olevat alkiot jérjestetiddn [ex-jirjestyksen avulla: Painoa 0 olevia alkioita on
vain yksi, (0,0). Painoa 1 olevia alkioita ovat (1,0) ja (0,1) ja (0,1) < (1,0).
Néin jatkamalla saadaan bijektio.

Edellisessd esimerkissi on oleellista, ettd polynomirenkaan jirjestys < on
porrastettu, eli ensin tarkastellaan polynomin kokonaisastetta.

Lemma 2.3.14. Olkoon p : R — I'_, Arkhimedinen painofunktio. Jos f,g €
R ja f &k, niin p(f") > p(g), kun n on tarpeeksi suuri.

Todistus. Oletuksen mukaan on olemassa jérjestyksen siilyttéva bijektio p :
I' = N. Koska p(f) > p(1), saadaan aidosti kasvava jono

p(1) < p(f) <p(f?) <...

ja jono siilyy aidosti kasvavana, kun se kuvataan bijektiolla p joukkoon N.
Téstd seuraa, ettd loydetddn indekti n, jolle p(p(f™)) > p(p(g)). Tallsin
myos p(f™) > p(g), koska p siilyttad jarjestyksen. O

Esimerkki 2.3.15. Kiytetddn samoja merkintoja kuin edellisessid esimer-
kissd, mutta valitaan jarjestykseksi <;.,. Téassd tapauksessa ei ole olemassa
jarjestyksen siilyttivid bijektiota N> — N, kun N2 on jérjestetty jirjestyksen
<jex Suhteen, silld y <j, x ja y" <je,  kaikillan € N.

Olkoon p : R — I'_, painofunktio, joka on Arkhimedinen ja u bijektion
antava kuvaus. Saadaan yhdistetty kuvaus o = up : R — N__,, méérittele-
mélld o(0) = —oo. Koska p on jérjestyksen siilyttéva bijektio, ndhdéén, ettéd
o on jirjestysfunktio. Jarjestysfunktio o ei kuitenkaan yleensi ole painofunk-
tio, silld bijektio p ei vilttdmatta ole monoidien vélinen isomorfismi. Kuiten-
kin lauseen 2.3.7 mukaan joukossa N voidaan méaaritelld bindarioperaatio &
siten, ettd o on painofunktio.
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Hyvinjarjestetyt kannat

Hyvinkadyttaytyviat kannat antavat vaihtoehtoisen tavan méaaritella jarjestys-
funktiollinen kokonaisalue. Erityisen hyodyllinen tdmé kisite on juuri sen
takia, ettd varsinaista jarjestysfunktiota ei tarvitse konstruoida.

Maéritelma 2.3.16. Olkoon R k-algebra ja B R:n kanta k-modulina. Ol-
koon lisdksi (A, <) hyvinjérjestetty joukko ja p : B — A bijektio. Indeksoi-
daan joukon B alkiot siten, ettd f\ := f € B jos p(f) = A. Téll6in joukon
B:n alkiot voidaan jarjestdd médrittelemalld f\ <p f, jos A <a 7. Hyvinjdr-
jestetty kanta on jarjestetty joukko B, o, := (fi]A € A),.

Hyvinjérjestetyn kannan B, -, avulla méaaritelldén [-funktio seuraavasti:

Ih: AXA— A, (Oz,ﬁ) — rgin{)\ c A‘fafg c R)\}, (2.3.17)
A

missid Ry on alkioiden {f,|y <p A} generoima k-moduli.

Sanotaan, ettd kanta B, ., on hyvinkdyttiytyvd, jos Ix(c, B) <a (7, 0)
kun o, 8,7 € A ja a <p 7.

Vilittomaésti huomataan, ettd jirjestysfunktio maarittaa hyvinkiyttayty-
vin kannan jarjestysfunktiollisessa kokonaisalueessa:

Lause 2.3.18. Olkoon R jirjestysfunktiollinen kokonaisalue ja p: R — A_
sen jarjestysfunktio. Valitaan joukko B C R siten, etti pz : B — A on bi-
jektio. Talloin B on k-modulin R kanta, ja jos joukon B alkiot indeksoidaan
siten, ettd fy = f kun p(f) = X, niin B, <, := (f]A € A) on hyvinkdyttiy-
tyvd kanta.

Todistus. Olkoon f € R\{0}. Talloin l6ydetddn f\ € B ja ay € k siten, etti
p(f) = XNja p(f —anfy) <a p(fr). Jos f —ayxfr # 0, niin jatkamalla samaa
paattelyd saadaan esitys

f=Y arfr

missd ay € k ja ay = 0 melkein kaikilla A € A. Lisdksi joukon B alkiot ovat
lineaarisesti riippumattomia, koska mééiritelmédn mukaan funktion p rajoit-
tuma joukkoon on bijektiivinen.

Osoitetaan vield, ettd B, ., on hyvinkdyttidytyvéi: Olkoon a, 3,7 € A ja
a < 7. Téllsin p(f.) <a p(fy), joten ehdosta J.4 seuraa, ettd p(fafs) <a

p(ffs). Tésta seuraa, ettd l(a, 3) <p (v, 5). O

Lause 2.3.19. Olkoon (', <) hyvinjdrjestetty joukko, ja B = (fu.Ja € T)
k-algebran R hyvinkdyttiytyvd kanta. Madritelliin p(0) = —oo ja

p(f) =min{~[f € R,} kun f # 0.
Talloin p: R — I'_ on jdrjestysfunktio.
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Todistus. Jarjestysfunktion mééritelmén ominaisuudet J.1-J.3 ovat selvit.
Ehto J.4 seuraa siité, ettd [-funktiolle on voimassa l(a, 3) < l(7, 5) kun a <
B. Osoitetaan ehto J.5: Olkoot f,g € R nollasta eroavia, p(f) = p(g) = 7.
Talloin

f= Zaafa+afw

a<y
ja
9= bafs+0bf,,
B<y
missd a, b # 0. Nyt
f=59=" cafa

a<ly

joten p(f —39) <.
O

Olkoon nyt k' kunta ja k sen alikunta. Oletetaan, ettd R on jarjestysfunk-
tiollinen kokonaisalue yli kunnan k. Kuten ylld on todistettu, k-algebralla R
on talloin hyvinkédyttaytyva kanta (f,). Funktio [ voidaan méaritelld vastaa-
valla tavalla k-algebralle

R =R®, K,

missd kannaksi on valittu (f, ® 1). Kdyttdmalla samoja merkint6ji kuin [-
funktion méadritelméssd, on voimassa R\ = R, ® k’. Téstd ndhdain, ettd
kanta (f, ®1) on k’-algebran R’ hyvinkiyttaytyvi kanta. Erityisesti jos R on
muotoa k[xq,...,x,]/(F) oleva jarjestysfunktiollinen kokonaisalue, missia F’
on polynomi, niin

Rk 2 Fzy,. .., 20/ (F)

on myos kokonaisalue yli kunnan k algebrallisen sulkeuman k, eli polynomi
F on valttamatta absoluuttisesti jaoton.
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Luku 3

Jarjestysfunktioiden konstruointi

Seuraavaksi tarkastelemme jarjestysfunktioiden muodostamista kiyttamél-
14 hyvéiksi erilaisia konstruktioita. Ensimméisené tarkasteltavat suodatukset
antavat vaihtoehtoisen tavan méaritelld jarjestysfunktiolliset kokonaisalueet
saannollisind suodatuksina. R. Pellikaanin todistaman [Pel01] tekijarengas-
lauseen avulla on helppo 16ytdéd esimerkkejd jarjestysfunktioista polynomi-
renkaiden tekijarenkaissa. Lopuksi tutkimme variston alivaristojen lippuja ja
niistd saatavia valuaatioita sekd lippujen muodostamista rajayttamalla ali-
varistoja.

3.1 Suodatukset

Madaritelmi 3.1.1. Olkoon k kunta ja A k-algebra. Joukko F algebran A
osajoukkoja on suodatus, jos kaikilla S,T € F joko S C T tai § C T.
Suodatus F on k-suodatus, jos kaikki sen alkiot ovat k -vektoriavaruuksia.

Suodatus F madrittad relaation algebrassa A: Maaritellidn a <z b jos ja
vain jos kaikilla .S € F joilla b € S, myo6s a € S. Merkitdian

a<gb, josa<srbjab<Lra.

Jos a <z bjab<ra, merkitiin a ~z b.

Relaatio <z refleksiivinen ja transitiivinen, mutta ei yleensd antisym-
metrinen. Sanotaan, ettd relaatio <z on suodatuksen F madrdaméa (kva-
si)jdrjestys. Suodatuksen méaaritelmésta nahddén, etta kaikille a, b € A, joko
a <z b tai b <z a. Suodatuksen madrdima jirjestys on siis tdydellinen.

Olkoon a € A ja F suodatus. Talloin voidaan méaritelld joukot

Ac o ={be Alb <z a}
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ja
J Ao ={be Alb <ra}.
Lemma 3.1.2. Olkoon a,b € A. Tailldin
(i) A<,o C A<,y jos ja vain jos a <z b,
(1) A<pa = NiseFlaes}S,
(iii) Acra = Ugseriags)S-
Todistus. (i) Oletetaan ensin, ettd a <z b. Jos ¢ € A<, niin
c<ra<rhb,
joten transitiivisuuden perusteella ¢ € A< .
Kééntden, jos A<, C A<, niin a € A< ja siis a <z b.

(ii) On voimassa ¢ <z a jos ja vain jos kaikille S € F joillea € S, ¢ € S.
Viite seuraa suoraan tasta.

(iii) Jos S € F jaa ¢ S, niin selvisti S C A. .. Kddntden, jos ¢ € A,
niin a £ ¢, eli on olemassa S € F jollece Sjaa & S.
O

Olkoon A/F muotoa A<, olevien joukkojen joukko. Kun S,T7 € A/F,
méaarittelemalld

S < T josjavain jos S C T,

saadaan jarjestys joukossa R/F. Lemmasta 3.1.2 seuraa, ettd < on taydelli-
nen jarjestys, koska <z on taydellinen. Maaritellaan kuvaus

c:A—A/F, a— A,

Merkitaan
(A/F)" = AJF\{s(0)}.

Seuraavassa lemmassa todetaan, ettd kuvaus ¢ séilyttad jarjestyksen <g:
Lemma 3.1.3. Olkoon F suodatus ja a,b € A. Talloin

(1) <(a) = <(b) jos ja vain jos a ~g b,

(i1) s(a) < (b) jos ja vain jos a <z b.

Todistus. (i) Lemmasta 3.1.2 seuraa, ettd A.,., = A., jos ja vain jos
a ~r b.
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(ii) On voimassa s(a) < s(b) jos ja vain jos A<, C A<,y ja A<,y & A<,
eli jos ja vain jos a <r bja b £Lr a.
U

Mairitelm3i 3.1.4. Olkoon A k-algebra ja F k-suodatus. Sanotaan, ettd F
on ei-negatiivinen, jos NgerS = 0 ja ¢(14) on joukon (A/F)* pienin alkio.

Lemma 3.1.5. Olkoon F k-algebran A k-suodatus. Tdlloin
(i) Joukko A< .. on k-vektoriavaruus kun a € A.
(ii) Joukko A. ., on k-vektoriavaruus kun a € A\ Nger S.

Todistus. (i) Koska vektoriavaruuksien leikkaus on vektoriavaruus, lem-
masta 3.1.2 seuraa, ettd A, on vektoriavaruus.

(ii) Kaikille S,T € F, joko S C T tai T' C S. Tésté ja lemmasta 3.1.2 seu-
raa, ettd A, on vektoriavaruus, jos se ei ole tyhja. Toisaalta A, = 0)

jos ja vain jos a € S kaikilla S € F.
O

Esimerkki 3.1.6. Olkoon A = k[z] polynomirengas, suodatus F =
{(x")};>1. Koska ideaalit ovat k-vektoriavaruuksia, F on k-suodatus.
Jos b € A\(z) niin A_,, = A ja A, = (2') kun b € (7).

Edellisen lemman perusteella on mielekistd méaritelld tekijiavaruus
ASFG/A<fa'

Koska useampi a € A voi miarittidd saman vektoriavaruuden, valitaan edus-
tajat joukosta (A/F)* ja merkitddn

gre A= A<, .[Ac ., kun C € (A/F)" ja C = <(c).
Naitd kutsutaan k-suodatuksen F porrastetuiksi komponenteiksi.

Esimerkki 3.1.7. Olkoot F ja A kuten edellisessi esimerkissd. Merkitdan
G = F U {A}. Télléin G on suodatus ja A<,, = A<, kaikilla b € A, eli
<r=<g.

Edellisesta esimerkistd ndhdién, etta kvasijirjestys <x ei méiarita suoda-
tusta yksikésitteisesti. Koska olemme kiinnostuneet niistd ominaisuuksista,
jotka seuraavat kvasijirjestyksestd, on jarkevid valita edustaja niiden suo-
datusten joukosta, jotka antavat saman kvasijarjestyksen. Sopiva valinta on
A/F, kuten seuraavassa lemmassa todetaan.
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Lemma 3.1.8. Olkoon A k-algebra ja F sen suodatus.
(i) Kvasijirjestykset <z ja <a/r ovat samat.
(i1) Jos suodatukset F ja G mdadarittivat saman kvasijarjestyksen, niin

A/F = A/G.

(iii) AJF = AJ(A]F).
Todistus. (i) Riittdd todistaa, ettd A<,, = A<, ., kaikilla a € A. Nyt

ASA/]:a - maS}'bAS}'b = maﬁ;b mbESC}— S = maESS = AS]:CL'

(ii) Suodatuksen A/F alkiot ovat muotoa A< ... Koska oletuksen mukaan
jirjestykset ovat samat, A<,, = A<, kaikilla a € A. Siis suodatukset
A/F ja A/G ovat yhtdsuuret.

(iii) Kohdasta (i) seuraa, ettd kvasijérjestykset <r ja <,/ ovat yhtdsuuret.
Soveltamalla kohtaa (i7) saadaan, ettd A/F ja A/(A/F) ovat yhtésuu-
ret.

U

Maiaidritelma 3.1.9. Algebran A suodatuksen F normalisointi on joukko
A/F. Suodatus F on normaali, jos F = A/F.

Multiplikatiiviset suodatukset

Olkoon A kokonaisalue ja K sen osamairidkunta. Jotta kvasijirjestys maa-
rittaisi valuaation kunnassa K, pitda vihintdin vaatia, ettd suodatuksen an-
tama kvasijarjestys renkaassa A voidaan laajentaa osamairiakunnan K kva-
sijarjestykseksi. Tasté taas seuraa, ettd kvasijarjestys on oltava vakaa supis-
tamisen suhteen; toisin sanoen jos ac > bc, niin a > b kun ¢ # 0. Téllaista
suodatusta sanotaan multiplikatiiviseksi.

Maaritelma 3.1.10. Olkoon A k-algebra ja F suodatus. Talléin F on hei-
kosti multiplikatiivinen jos kaikilla a, b, c € A,

a<rb= ac<g bc.
Heikosti multiplikatiivinen suodatus on multiplikatiivinen, jos

a <z b= ac <rbckun c # 0.
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Lemma 3.1.11. Olkoon F algebran A heikosti multiplikatiivinen suodatus
ja a,b,c,d € A.

(i) Jos a ~z b, niin ac ~g be.
(it) Jos ac <z be, niin a <z b.

Todistus. (i) Koska F on heikosti multiplikaativinen, oletuksesta a ~x b
seuraa, ettd ac <g bc ja bc <r ac, eli ac ~f bc.

(ii) Jos b <r a, niin heikosta multiplikatiivisuudesta seuraa, etta bc < ac,
mik4, on ristiriidassa oletuksen ac <z bc kanssa.
O

Lemma 3.1.12. Olkoon F multiplikatiivinen suodatus ja a,b,c € A.
(i) Jos ¢ #0 ja ac <z be, niin a <z b.
(11) Jos ¢ # 0 ja ac ~g be, niin a ~x b.

(111) Olkoot ad <z be, b <z b ja joko ¢ # 0 tai d # 0. Tdlloin d <z c.

Todistus. (i) Jos b <r a ja ¢ # 0, niin be <z ac, miki ei ole mahdollista
oletuksen nojalla. Siis a <z b.

(ii) Kohdan (i) perusteella oletuksesta ac ~x be seuraa, ettd a ~g b.

(iii) Olkoot ad <z bc, b <z a ja ¢ # 0. Talléin be <z ac ja siis ad <g be <x
ac, joten d <r c.
I

Lause 3.1.13. Olkoon F heikosti multiplikatiivinen k-suodatus algebrassa A
ja mSe]:S — {0}

(i) Algebran A kaikki nollanjakajat sisdltyvit joukkoon A ;.

(11) Jos suodatuksen F kaikkien porrastettujen komponenttien dimensio on
yksi ja A on kokonaisalue, niin F on multiplikatitvinen.

Todistus. (i) Olkoon a € A nollanjakaja ja oletetaan, ettd 1 <z a. Nyt
16ydetddn b € A, b # 0 siten, ettd ba = 0. Heikosta multiplikatiivisuu-
desta seuraa, ettd b <r ab = 0. Oletuksen perusteella b # 0, miki on
ristiriita.
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(ii)

Olkoot a <z b, ¢ # 0. Oletuksesta seuraa, ettd ac <z bc. Riittda
osoittaa, ettd oletus ac ~x bc johtaa ristiriitaan.

Koska A on kokonaisalue, bc # 0. Oletuksen mukaan porrastettujen
komponenttien dimensio on yksi, joten 16ydetdén sellainen A\ € k, etté

ac — A\bc <z be.
Kayttamalla heikkoa multiplikatiivisuutta tista seuraa, etti
a— \b <gb.

Nyt my6s a € A<, joten b € A, miké ei ole mahdollista.

Lause 3.1.14. Olkoon F heikosti multiplikatiivinen k-suodatus.
(i) Olkoot C;D € A/F, C = ¢(c), D = ¢(d). Kun mdadritellian CD =

s(cd), joukko AJF on multiplikatiivinen monoidi. Lisiksi jos C < D,
niin EC < DE kaikilla C;D,E € A/F.

(it) Olkoon F multiplikatiivinen k-suodatus jolla NgerS = {0}. Tdlldin

(A/F)* on monoidin AJF alimonoidi. Jos lisiksi C < D, niin CE <
DE kaikilla E € (A/F)*.

Todistus. (i) Todetaan ensin, ettd operaatio on hyvinmééritelty: Olkoot

C =¢(c) =¢(), D =<(d) =<(d) jac~gd,d~gd. Nyt heikon
multiplikatiivisuuden nojalla ¢d ~# ¢'d ja /d ~¢ ¢'d’, joten cd ~z 'd’
jasiis ¢(cd) = ¢(d'd’). Neutraalialkio (1 4) ja assosiatiivisuus periytyvét
algebran A ominaisuuksista.

Todetaan lopuksi, ettd operaatio kiyttdytyy hyvin jirjestysrelaation
< suhteen: Olkoot C,D,E € A, C = ¢(c), D = ¢(d), E = ¢(e) ja
C < D. Oletuksesta C' < D seuraa, ettd ¢ <z d. Suodatus on heikosti
multiplikatiivinen, joten ce <x de ja siis ¢(ce) < ¢(de), eli CE < DE.

Joukko (A/F)* on monoidin A/F osajoukko ja ¢(14) € (A/F)*, joten
riittdd osoittaa, ettd (A/F)* on suljettu operaation suhteen:
Olkoot C,D € (A/F)* ja C = ¢(c¢), D = ¢(d). Jos <(cd) = <(0),
niin cd ~# 0 ja siis d ~# 0. Oletuksen mukaan suodatuksen alkioiden
leikkaus on {0}, joten d = 0. Mutta tdmé on ristiriita, silld alussa
oletettiin, ettd ¢(d) € (A/F)*.
Olkoon C,D,E € (A/F)*, C =<(c), D =¢(d), E = ¢(e) ja C < D.
Suodatus F on multiplikatiivinen, joten oletuksesta ¢ <z d seuraa, etta
ce <rde,eli CE < DFE.

U
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Olkoon A kokonaisalue, K renkaan A osaméirikunta ja F multiplikatii-
vinen suodatus renkaassa A. Olkoon a,b,c,d € A ja b,c # 0. Laajennetaan
kvasijarjestys <z kuntaan K seuraavasti:

a c
— <y - <= ad <g bc.

b ST g SF

Multiplikatiivisuudesta seuraa, ettd jirjestysrelaatio on riippumaton K al-

kion esityksestd A:n alkioiden osamaéaéridni. Osoitetaan transitiivisyys: Ol-
koot a;,b; € A, b; #0,i=1,2,3 seki

ai G2 . Q2 as
S P
b= by M by =T
T&ll6in
arby <r asby, ja asbs < agbs.
Multiplikatiivisuudesta ja kvasijarjestyksen transitiivisuudesta renkaassa A
seuraa, etta a,lbgbg S]: a,gblbg. Edelleen a1b3 S]: (lgbl ja siis
aq as
DL 2
by ~7 by
Yhteenvetona voidaan siis todeta:

Lemma 3.1.15. Olkoon A kokonaisalue ja F multiplikatitvinen suodatus.
Tdlloin kvasijdarjestys <z renkaassa A voidaan laajentaa yksikdsitteisesti A:n
osamddrakunnan kvasijdarjestykseksi mddrittelemalld

<F = jos ja vain jos ad <r bc.

S
QIO

Edellisen lemman perusteella merkinnit ~r, <r ja <z voidaan yksika-
sitteisesti laajentaa kuntaan K.

Lemma 3.1.16. Olkoon A kokonaisalue, K sen osamddrikunta ja F mul-
tiplikatiivinen suodatus. Tédlloin

(Z) %N}‘g < (ldN]:bC,
(ii)

Todistus. (i) Mé&éritelmén mukaan

<r

<r g <:>%§]-' %, kun a,b,c,d # 0.

SIS

a c
b T d
jos ja vain jos ad <g bc ja bc <r ad, eli jos ja vain jos ad ~x bc.
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(i) Nyt
a C

<, Z
b =7 d
jos ja vain jos ad <g bc, eli jos ja vain jos
d b
- <F .
c a
O

Lemma 3.1.17. Olkoon F multiplikatiivinen k-suodatus, A kokonaisalue ja
K sen osamddrikunta. Kun a € K, niin K<, joa K., ovat vektoriavaruuk-
51a.

Todistus. Koska F on k-suodatus, K< ., on suljettu kunnan k& alkiolla kerto-
misen suhteen. Olkoon a = £, ¢,d € A ja

a; C
— <r

b SF a;,b; € Ajai=1,2.

Nyt a;d <z b;c ja multiplikatiivisuuden nojalla molemmat epéyhtalét voi-
daan kertoa puolittain, jolloin saadaan

ardby <z bibac ja agdby <F bibsc,

jolloin
(CleQ + agbl)d S]: Cble.

Tama4 tarkoittaa, etta

a1bsy + asby c

biby T d
eli K<,, on suljettu yhteenlaskun suhteen. Se, ettd K. ., on vektoriavaruus
todistetaan samoin. O

Valuaatiot ja sdannolliset suodatukset

Maiiritelmi 3.1.18. Algebran A multiplikatiivinen k-suodatus F on sddn-
néllinen, jos se toteuttaa ehdot

(1) User s2ad =4

(ii) ﬂSe]-'S {0};

(iii) dimgrn, A =1, kun C € (A/F)*%;
)

(iv) ¢(14) on monoidin (A/F)* pienin alkio.
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Mairitelmi 3.1.19. Olkoon kunta K kunnan k laajennus ja A C K ali-
rengas. Olkoon v jokin kunnan K/k valuaatio, V' sen valuaatiorengas ja m
sen maksimaalinen ideaali.. Valuaatio v on k-komplementaarinen renkaan A
suhteen, jos

(i) ANV =k

(ii) V=Fk+m.

Lause 3.1.20. Olkoon k-algebra A kokonaisalue, K sen osamddrikunta ja
F multiplikatiivinen k-suodatus.

(i) Joukko K< .1 on valuaatiorengas ja K., on sen maksimaalinen ide-

aali.

(ii) Valuaatiorenkaan K< . jadinnosluokkakunta on k tarkalleen silloin, kun

dimgro A=1

kaikilla C € (A/F)*.

(iii) Jos F on sddnndéllinen, niin valuaatiorengas K< .4 on k-komplemen-

taarinen A:n suhteen.

Todistus. (i) Merkitdén V = K<, ja m = K_,;. Oletuksen mukaan

suodatus F on multiplikatiivinen, eli kaikilla u,v € V on voimassa
uv <r 1, joten V on suljettu kertolaskun suhteen. Aiemmin osoitet-
tiin, ettd V on k-vektoriavaruus. Siis V' on rengas.

Jos u € V', niin 1 <z u, joten
1
- S]—‘ 17
u

eli % € V. Olkoon nyt u € V\m = K. ;. Talloin u ~x 1, joten my0s
% ~x 1. Téstd seuraa, ettd renkaan V' yksikot ovat tarkalleen joukon

K., alkiot. Siis m on maksimaalinen ideaali.

Oletetaan, ettd porrastettujen komponenttien dimensio on yksi. Koska
valuaatiorenkaan maksimaalinen ideaali on m, riittaé osoittaa, etti va-
luaatiorengas voidaan esittdd muodossa k+m. Olkoon nyt a,b € A\{0}.
Jos a <z b, niin § <z 1. Oletetaan, ettd a ~x b. Nyt a = Ac + a; ja
b= e+ by, missé ay,b,c € A-,, ja c € A<,,. Tésté seuraa, ettd

A A
a——b:al——bl
Y
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(i)

ja
a_)\+(l—%b:é+a1—$bl
b v b 0 by

ja koska a; — %bl < b, viite seuraa.

Oletetaan, ettd valuaation jadnnosluokkakunta on k. Olkoot a,b €
Acyqjaa~gb Nyt ¢ ~z 1, joten § = A+c, missi A € kjac e K.
Siis

a—Ab=0bc<rb,

eli @ = \b tekijdavaruudessa A<, ,/A< .

Selvasti k C V, koska kaikilla a € k on voimassa a ~ 1. Tésté seuraa,
ettd k C ANV. Olkoon a € ANV. Jos a <z 1, niin a = 0, silld ¢(1) on
monoidin (A/F)* pienin alkio. Tapauksessa a ~x 1 16ydetain A € k,
jolla a — A < 1. Kayttamalla samaa paittelyd kuin ylla ndhdéén, etté
a = A € k. Yhtasuuruus A NV = k on siis osoitettu.

Olkoon nyt u € V. Jos u <z 1, niin © € m. Voidaan siis olettaa, ettd
u ~z 1. Kirjoitetaan u = ¢, missé a, b € A. Nyt a ~# b, joten 16ydetaan
A € k jolle a — A\b <x b. Koska F on multiplikatiivinen, supistamalla
b:lld saadaan u — A <z 1. Kirjoittamalla u = A+ (u — A) ndhd&én, ettd
V C ANV +m. Kéénteinen sisdltyminen on triviaali, joten yhtasuuruus
seuraa.

O

Lause 3.1.21. Olkoon A k-algebra, K A:n osamdardikunta ja v kunnan K
valuaatio, jolla v(k) = 0. Merkitiin A = v(A*). Olkoon

F={{0}} U{Aa}aea,

missa

A, ={a € Alv(a) > a}.

Talloin

(i)
(i1)

(iii)

Suodatus F on algebran A multiplikatiivinen normalisoitu k-suodatus.

Kaikilla C € (A/F)* on dimggro A = 1 jos ja vain jos valuaation v
jadannosluokkakunta on k.

Kun v on k-komplementaarinen A:n suhteen, suodatus F on sddnnol-
linen.
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Todistus. (i) Olkoon T valuaation v arvoryhmé. Ryhmé T' on téysin jar-

(iii)

jestetty ja v(a+0b) > min{v(a),v(b)}, joten F on k-suodatus. Suodatus
F on normalisoitu, silld A<,, = A,(,). On selvdd, ettd a <z b tarkal-
leen silloin, kun v(b) < v(a). Osoitetaan multiplikatiivisuus: Olkoon
a,b,c e A, a <r b. Nyt

v(ac) = v(a) +v(c) > v(b) + v(c) = v(be),

eli ac <z bc. Vastaavalla tavalla osoitetaan, ettd ac <z bc jos ¢ # 0 ja
a <F b.

Olkoon V valuaation v valuaatiorengas ja m sen maksimaalinen ideaali.
Olkoon gro A = 1 kaikilla C' € (A/F)* ja u € V. Osoitetaan, ettd
V' =k + m. Voidaan olettaa, ettd v(u) = 0. Kirjoitetaan u = ¢, missi
a,b € Ajab#0. Nyt via) = v(b), eli a ~x b, joten voidaan 16ytaa
A € k jolle a — Ab <x b. Suodatuksen multiplikatiivisuudesta seuraa,
ettd u — X\ <z 1, eli u = A+ (u— \). Tastd ndhddén, ettd V C k +m.
Koska kiédnteinen sisidltyminen on triviaali, V = k + m.

Oletetaan, ettd valuaation v osamaédridkunta on k ja osoitetaan, etti
suodatuksen F porrastettujen komponenttien dimensio on yksi: Olkoon
be A< .. Nyt v(a) < v(b), joten b = va jollain v € V. Koska oletuksen
mukaan tekijikunta on k, v voidaan lausua muodossa A\+c, missid A € k
jac € m. Nyt b = Aa + ca, missd v(ca) > v(a). siis b = Aa modulo
Ac q

Riittda osoittaa, ettd ¢(1,4) on monoidin (A/F)* pienin alkio, silld m&a-
ritelmén muut ehdot ovat selvid lauseen alkuosan perusteella. Olkoon
a€ Ajaa<zgl Nytrv(a)>0eliaem. Oletuksen mukaan valuaatio
on k-komplementaarinen, joten mN A = {0}. Siis a = 0.

U

Olkoon A k-algebra ja K sen osamiardkunta. Lauseen 3.1.20 mukaan on
olemassa kuvaus @, joka kuvaa renkaan A sddnnollisen k-suodatuksen kunnan
K valuaatioksi, joka on k-komplementaarinen A:n suhteen.

Toisaalta lauseessa 3.1.21 osoitettiin, ettd on olemassa kuvaus W, joka
liittda k-komplementaariseen valuaatioon sdannéllisen suodatuksen. Todis-
tetaan seuraavaksi, ettd kuvaukset W ja ® ovat itse asiassa bijektioita:

Lause 3.1.22. Olkoon A k-algebra ja K sen osamddrikunta. Algebran A
sadnndllisten, normalisoitujen k-suodatusten ja kunnan K A:n suhteen k-
komplementaaristen valuaatioiden vdililla on bijektiivinen vastaavuus.
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Todistus. Olkoon v k-komplementaarinen valuaatio A:n suhteen ja
T =V (v)).
Riittda todistaa, ettd valuaatioiden v ja 7 valuaatiorenkaat yhtyvit: Olkoon
ue K jaF =Y¥(v). Nyt
T(u) > 0<=u<rl<=v(u) >0.

Téstd ndhdéadn, ettd valuaatiorenkaat ovat samat.
Kaantden, olkoon F sdannollinen normalisoitu k-suodatus ja

G =Y (P(F)).

Merkitéén v = ®(F). Koska suodatukset F ja G ovat normalisoituja, riittaa
osoittaa, ettd kvasijarjestykset <r ja <g ovat samat: Olkoot a,b € A. Nyt

a<rgb <= via) >v(b) < a<gb.
Siis G = F. O

Esimerkki 3.1.23. Madritetddn polynomirenkaan A = k[x] normalisoidut,
sdannolliset suodatukset. Olkoon F jokin normalisoitu sdannollinen suoda-
tus. Koska F on normalisoitu, riittdd etsid joukot A< ,,, kun a € A. Alkio
x & k, joten 1 <z x. Multiplikatiivisuuden perusteella saadaan aidosti kas-
vava jono

1 <_7:.I‘<_7:l‘2 <F....

Téstd ndhdaan, ettd joukko A< ,» sisdltdd ainakin polynomit, joiden aste on
enintdan n. Toisaalta
dlmk AS]:G/A<_7:G — ]_

ja A ., =k, joten vektoriavaruuden A< ., kanta on {1,z}. Vastaavasti
" € Acpyn\Ac pam,

mistd seuraa, ettd vektoriavaruuden A<, ,» kanta on tarkalleen {1, z,..., 2"}
Miadritetddn vield suodatukseen F liittyva k-komplementaarinen valuaa-

tio v: Jos a,b € A, b # 0, niin a <z b jos ja vain jos deg(a) < deg(b).
Toisaalta valuaation méairitelman mukaan

% <z 1 jos ja vain jos v(b) < v(a).

Téstd seuraa, etta
a

v(3) = deg(b) — deg(a)

ja valuaatio v on affiinin suoran ddrettomyyspisteeseen liittyvé valuaatio.
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Lause 3.1.24. Olkoon F sddnndllinen k-suodatus jolle (A/F)* on hyvin-
jarjestetty monoidi. Tdlloin voidaan mddritelld kuvaus ja monoidi T' siten,
etta

p:A—-T_

on painofunktio.

Todistus. Madritellaan kuvaus p(0) = —oo ja p(c) = ¢(c), kun ¢ # 0. Talloin
saadaan kuvaus
p: A= (AJFY-.

Todistetaan, ettd tdmé kuvaus on painofunktio: Maarittelyn perusteella

p(f) =~

tarkalleen silloin, kun f = 0. Koska F on k-suodatus, p(Af) = p(f) kaikilla
A € kjaf e A Olkoon nyt f,g € R. Koska <z on tédydellinen jirjestys,
voidaan olettaa, ettd f <z ¢. Télloin f 4+ g <z g seuraa, silld oletuksen
mukaan A<, on vektoriavaruus. Téten

p(f +g) < max{p(f), p(g)}

ja yhtdsuuruus on voimassa jos p(f) # p(g), silla télloin A<, # A<, ja
siis joko f <z g tai g <z f. Multiplikatiivisuudesta seuraa, ettd jos p(f) <
p(g) ja h # 0, niin p(fh) < p(gh). Koska F on sdénndllinen, porrastetut
komponentit ovat yksiulotteisia, joten jos p(f) = p(g), niin on olemassa
A € k siten, ettd f — g € A<y, eli p(f — Ag) < p(g). O]

Lause 3.1.25. Olkoon k-algebra A jarjestysfunktiollinen kokonaisalue. Til-
loin on olemassa sddnndllinen normalisoitu k-suodatus F renkaassa A. Li-
siksi suodatuksen monoidi (A/F)* on hyvinjdrjestetty.

Todistus. Olkoon p jarjestysfunktiollisen kokonaisalueen A painofunktio ja I
sen arvomonoidi. Maaritelladn suodatus F seuraavasti:

F = UaeAfav
missa

Fo={z € Alp(z) < p(a)}.

F on selvisti k-suodatus, silld kaikille z,y € A on voimassa joko p(z) < p(y)
tai p(y) < p(x). Liséksi kaikki joukot F, ovat vektoriavaruuksia. Osoitetaan
saannollisyys: Ehto

U]—‘a;éAf =A
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ja NF, = {0} ovat selvid, silld {0} € F ja monoidissa I' ei ole suurinta
alkiota, jos p on ei-triviaali. Porrastettujen komponenttien dimensio on 1,
silld médritelman mukaan jos p(z) = p(y), niin 16ydetddn A € k jolla

p(x = Ay) < p(A).
Monoidit (A/F)* ja I' ovat isomorfisia: On voimassa
a <r b= p(a) < p(b),

joten kuvaamalla A< ., alkiolle p(a) saadaan isomorfismi monoidien vélilla.
Lisdksi tamaé isomorfismi séilyttad jarjestyksen. Tamén perusteella ndhdaan
vilittomasti, ettd ¢(14) on monoidin (A/F)* pienin alkio, koska p(14) on
monoidin I' pienin alkio.

O

Esimerkki 3.1.26. Olkoon A = k[z, y] ja v korkeutta 1 olevaan alkuideaalin
(x) liittyvd valuaatio. Valuaatio v médrittda suodatuksen F, kun joukoiksi
médritellddn {0} ja

Fo = A € klz,y]lv(f) = m}

kaikilla m € N. Suodatus F on k-suodatus, mutta ei sdannéllinen: porrastetut
komponentit eivit ole ddrellisulotteisia. Jokainen A<, sisdltad alkiot 2™y",
missé n € N, jotka eivit sisilly joukkoon A. .,,,. Téten valuaatio v ei méadrita
painofunktiota polynomirenkaassa k[x, y]

On helppo ndhda, etté lauseissa 3.1.24 ja 3.1.25 esitetyt kuvaukset suoda-
tusten ja jarjestysfunktioiden valilla ovat bijektioita: Jos F on lauseen 3.1.24
ehdot tayttavd suodatus, niin painofunktiolle p on voimassa p(a) = ¢(a). Kun
G on painofunktion p méirittdmé suodatus, niin

a <g b <= pla) < p(b) <= <(a) <<(b).
Yhdistamalla lauseet 3.1.24, 3.1.25 ja 3.1.22 saadaan:

Lause 3.1.27. Olkoon A k-algebra ja K sen osamddrdikunta. Tdlloin on
olemassa bijektiivinen vastaavuus seuraavien joukkojen vdlilld:

(i) Renkaan A painofunktiot p.

(11)) Kunnan K k-komplementaariset valuaatiot renkaan A suhteen, joilla
monoidi —v(A) on hyvinjdrjestetty.
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(111) Sddanndlliset normalisoidut k-suodatukset F renkaassa A, joilla (A/F)*
on hyvingjdrjestetty.

Todistus. Viite seuraa vilittomasti ylldolevista lauseista, mutta todistetaan
valuaatioiden ja jirjestysfunktioiden yhteys suoraan: Osoitetaan ensin, etté
jarjestysfunktiollisen kokonaisalueen A jérjestysfunktio p méaérittda kunnan
K valuaation yksikasitteisesti: Merkitdan

VzwekﬂxzéfyeAmMﬁSp@}m

mzmeAszgfgeAmMﬂ<p@}

Todistetaan, ettd V' on valuaatiorengas ja m sen maksimaalinen ideaali. Ol-

koon

A b

g 92
Nyt figs = fog1 ja kiyttamalla jarjestysfunktion médritelmas J.4 ja lemmaa
2.3.5 ndhdaan, ettd p(f;) < p(g1) tarkallaan silloin, kun p(fs) < p(g2) ja
vastaavasti p(f1) = p(g1) tarkalleen silloin, kun p(f3) = p(g2). Kaikille x =
% eV, f,g € A on siis voimassa p(f) > p(g). Todetaan, ettd V on rengas:

h b hb
g1 92 9192

ja p(fif2) < p(g192), koska p(fi) < p(g:). Vastaavasti

N het o
g 92 9192
ja
p(f192 + fog1) < max{p(f1g2), p(f291)} < p(g192).

Vastaavalla tavalla kuten ylla ndhdaan helposti, ettd m on ideaali. Jos x €
V\mjaz #0, niin x = f/g, missd f,g € A ja p(f) = p(g). Tastd ndhdaan,
ettd myos 1/x = g/f € V\m ja joukon V\m alkiot ovat tarkalleen renkaan
V' yksikot. V' on siis lokaali rengas. Todetaan, ettd V' on valuaatiorengas: jos
x ¢ V,niin x = f/g, missd p(f) > p(g). Nyt ndhdaan valittomasti, etta
rteV.

Osoitetaan lopuksi, ettd néin saatu valuaatio on k-komplementaarinen
A:n suhteen: Selvésti £ C VN A. Jos 2 € V N A, niin tilléin /1 € A, joten
p(x) < p(1), eli x € k. Olkoon z € V, x = f/g, missé p(f) = p(g). Nyt
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p(f —Ag) < p(g) jollain X € k, joten (f — Ag)/g € m. jasiis f/g — X € m.

Téten S/m = k.
Olkoon nyt V' k-komplementaarinen valuaatiorengas A:n suhteen, v sen
valuaatio ja m sen maksimaalinen ideaali. Madritellddn p = —v|4 ja osoite-

taan, ettd p on renkaan A painofunktio. Jarjestysfunktion méaritelmét eh-
dot J.1-J.4 seuraavat suoraan valuaation ominaisuuksista. Todistetaan J.5:
Olkoon f,g € A\{0} ja p(f) = p(g). Nyt v(f/g) = 0 ja koska V on k-
komplementaarinen, 16ydetdén A € k, jolle f/g — A € m. Tésté seuraa, etti

v(g) <v(f —Ag), eli p(f — Ag) < p(g).
O

Esimerkki 3.1.28. Olkoon A = k[zy,...,x,] polynomirengas ja < termi-
jarjestys. Olkoon joukko F, alkioiden

{a7]2” = 2%}

generoima k-vektoriavaruus. Olkoon F suodatus, jonka alkioina ovat joukot
Fo, missi a € N/ ja joukko {0}.
Nyt selvisti A<,y = A< rm(g) kaikilla polynomeilla g. Lisiksi

1% <p 2P = 2% < 2P,

joten suodatuksen indusoima jarjestys monomeille on sama kuin alkuperéi-
nen termijéirjestys. Jos LM(f) = LM(g) polynomeilla f, g € A, niin l6ydetaéin
A € k siten, ettd LM(f — Ag) < LM(g). Tésta seuraa, ettd dimgro A = 1
kaikilla C' € (A/F)*. Nyt on ilmeistd, ettd suodatus F on sdannollinen. Tar-
kastellaan seuraavaksi monoidia (A/F)*. Monoidin alkiot ovat muotoa A< .,
missi m on monomi. Téstd ndhdddn, ettd monoidi (A/F)* on valttdméitta
hyvinjirjestetty, koska monomien joukko on hyvinjirjestetty termijarjestyk-
sen suhteen. Jokainen monomin termijarjestys méarittaa polynomirenkaassa
A sdannollisen suodatuksen F, jonka monoidi (A/F)* on hyvinjarjestetty.

Edellisen esimerkin jilkeen on mielekéstd kysyé, onko jokainen polyno-
mirenkaan sdinnollinen suodatus, jonka monoidi on hyvinjirjestetty, jonkin
termijarjestyksen indusoima? Vastaus tdhin kysymykseen on kielteinen, sil-
14 on olemassa sadnnollisid suodatuksia, jotka eivit tule termijérjestyksisté.
Esimerkki téllaisesta loydetddn kdyttamalla hyviksi edellista lausetta: Kos-
ka jokaista sdannollistd suodatusta jonka monoidi on hyvinjirjestetty, vas-
taa painofunktio, riittda siis 16ytda polynomirenkaan painofunktio joka saa
saman arvon kahdella eri monomilla. Tallainen painofunktio konstruoidaan
viimeisessé pykélassa, esimerkissa 4.2.3.
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3.2 Tekijarengaslause

Tassa pykilédssd todistettava tekijarengaslause on hyvin kiytdnnollinen kun
konstruoidaan esimerkkeja polynomirenkaan tekijarenkaaseen liittyvista jar-
jestysfunktioita. Pellikaanin [GP02| lauseen mukaan polynomirenkaan ideaa-
lin I méaarittdma tekijirengas on jarjestysfunktiollinen kokonaisalue tarkal-
leen silloin, kun ideaalin I Grobnerin kanta toteuttaa tietyt ehdot.

Olkoon (R, p,I") dérellisesti generoitu jérjestysfunktiollinen kokonaisalue.
Koska I' on &dérellisesti generoitu, voidaan lauseen 4.1.3 mukaan olettaa, etta
' C N” ja osajoukko M = {my,...,m,} C I" generoi monoidin I". Olkoon <
monoidin I' jirjestys.

Valitaan v, ..., y, siten, ettd p(y;) = m;. Koska vq,...,y, generoivat
algebran R, saadaan surjektiivinen homomorfismi

¢ k[zy, ..., 2] = R, x> ;.

Taten R = k[xq,...,2,]/I, missi I = Ker ¢. Téssd pykildssi oletetaan, et-
td adrellisesti generoitu jarjestysfunktiollinen kokonaisalue on esitetty ylla
olevassa muodossa polynomirenkaan tekijarenkaana. Laajennetaan jarjestys-
funktio p polynomirenkaan funktioksi méérittelemalld p(f) := p(o(f)), kun
f € klxy, ...,z

Olkoon <, jokin polynomirenkaan k[xq, ..., z,] monomien termijérjestys.
Maaritelladn termijirjestys <, , seuraavasti: Olkoot my, my monomeja. T4él-
16in my <, . mo jos ja vain jos joko p(my) < p(ms), tai jos p(my) = p(m2)
ja my <, my. Merkitadn seuraavassa lemmassa jarjestysta <, . lyhyesti mer-
kinn&lla <.

Lemma 3.2.1. Joukko A_(I) on tarkalleen niiden monomien x* joukko,
jotka toteuttavat seuraavan ehdon: Jos p(z®) = p(z*) jollain monomilla z*,
niin ©° <, at.

Todistus. Olkoon z* € A(I) ja p(x®) = p(a'). Valitaan ¢, € k siten, ettd
p(x® — cspx’) < p(a®). Jos x® — ¢g 2" # 0, voidaan edelleen 16ytéa sellainen
" € A(l) ja ¢; € k, jolle

p(x® — ozt — ™) < p(° — cg2t).

Jatkamalla néin 16ydetdén lopulta sellaiset "2, ... z% € A(I)jacy,..., ¢ €
k, etté

fi=a"— csﬂgxt — Z cr el
ja p(z) < p(z®). Koska f € I, niin z* <, 2® jos ja vain jos LM(f) = z*, eli
jos ja vain jos xz* & A_(I). O
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Kéytetdin seuraavassa lauseessa esimerkin 2.3.4 merkintdja: Kun M
m X n-matriisi, jonka alkiot ovat ei-negatiivisia kokonaislukuja, méaaritelladin
funktio wy,(2®) = Ma®. Tit# vektoria sanotaan monomin z® M-painoksi.
Laajennetaan funktio polynomeille f maarittelemalla wy,(f) maksimiksi po-
lynomin f monomien M-painoista, missd maksimi otetaan jonkin tietyn mo-
noidin N monoidijirjestyksen suhteen.

Lause 3.2.2. Olkoon R = k[, ..., x,] polynomirengas, <, sen termijirjes-
tys, I renkaan R ideaali, M m x n kokonaislukumatriisi, jonka vaakarivit
ovat lineaarisesti risppumattomat ja < monoidin N™ monoidijirjestys. Ol-
koon G ideaalin I Grobnerin kanta jarjestyksen <=<,;, suhteen. Oletetaan,
etta

(i) Jokaisella G:n alkiolla on tarkalleen kaksi korkeinta M-painoa olevaa
monomia.

(it) Funktion wys rajoittuma joukkoon M, \ LM (I) on injektiivinen.

Tdllgin R/I on jarjestysfunktiollinen kokonaisalue, jonka arvomonoidi I’ on
matriisin M pystyrivien generoima.

Todistus. Indeksoidaan joukon
Ac(l) = M\ LM(T)
alkiot siten, ettd wy,(F)\) = A ja merkitaan
B = {FA + ]|F)\ S A<(I)}

Joukko B on tekijdrenkaan R/I kanta k-vektoriavaruutena.

Ehdoista (i) ja (i7) seuraa, ettd F)\ + I < X on bijektiivinen vastaavuus
joukkojen B ja I' vililla: Olkoon A € I'. Valitaan o € N" siten, ettd A =
MaT. Jos x® € A_(I), niin wy (%) = X\. Muutoin 2* € I. Redusoimalla
Grobnerin kannan G suhteen saadaan 2% = 2 + Z,y ~p 0,27 modulo G, missi
MaT = MBT ja 2 € A_(I). Tistd seuraa, etti 2° + I € B. Lauseen
todistamiseksi riittdé osoittaa, ettd B muodostaa hyvinkiyttiytyvin kannan:
Olkoon f\ = F\+ 1 ja f, = F, + 1. Nyt f\f, = FA\F, + I, mutta F)\F, ei
valttamattd kuulu joukkoon A_ (7). Redusoidaan F,F\ Grobnerin kannan G
suhteen, jolloin saadaan F)F, = Zﬁjl(/\n) aglF3 modulo G, missd [ on kannan
B [-funktio. Lemman 3.2.3 perusteella

Ay = wu(BE) = wi() | agFp) = wlan, Fipy) = LA 7).

Tésté seuraa, ettd [(a, ) = a+ [ < a+v =I(a,7), kun g < ~. Siis joukko
B on renkaan R/I hyvinkiyttiaytyva kanta ja tédten R/I on jirjestysfunktiol-
linen kokonaisalue.

U
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Lemma 3.2.3. Olkoon G edellisen lauseen ehdot toteuttava Grébnerin kan-
ta. Jos polynomilla I on tarkalleen yksi korkeinta M -painoa oleva terms,
niin tdlloin myds sen reduktiolla Grobnerin kannan G suhteen on tarkalleen
ykst korkeinta M -painoa oleva termi, ja sen paino pysyy muuttumattomana
reduktiossa.

Todistus. Kayttamaélld induktiota voidaan rajoittua tapaukseen jossa G on
saatu redusoimalla polynomia F' jollakin sopivalla Grébnerin kannan G al-
kiolla. Nyt F' = F' + A,x2® ja wp (F') < wy(F). Talloin G = F — pmG,,
missd G; € G, wy(mG;) < wy(F) ja m on monomi.

Tarkastellaan ensin tapausta wy (mG;) < wy(F). Talloin G = (F' —
umG;) + Az ja polynomin F' korkeinta M-painoa oleva termi siirtyy poly-
nomiin G muuttumattomana.

Jos wy(mG;) = wy(F), niin 16ydetddn polynomi G, monomit m;y, mo
sekd p, po € k, joille

Gi = G+ pama + pams,
jamy <, mo. Polynomin umG, johtava termi on ppemms. Sen on siis oltava
sama kuin A x%, koska A, x® on polynomin F' ainoa samaa painoa oleva
monomi. Téaten
G = (F' — pmG,) — ppymmy
ja
w(F' = umG) < wy(G) = wy(mmy).

Tésta seuraa, ettd wy (G) = wy(F) ja mmy on ainoa korkeinta M-painoa
oleva monomi polynomissa G. O

Lause 3.2.4. Olkoon nyt R = klxy, ..., x,|/1 ddarellisesti generoitu jarjestys-
funktiollinen kokonaisalue ja p : R — I' C N™ sen jarjestysfunktio. Olkoon
M matriisi, jonka pystyrivit ovat p(x1),...,p(x,), ja G ideaalin I redusoitu
Grobnerin kanta jarjestyksen <ur, suhteen, missd <. on jokin polynomiren-
kaan termijarjestys. Tdlloin G koostuu muotoa

5+ coppx’ + Z Cu®
SHEA(),pl(a*)-p(a")

olevista polynomeista, missi x° € o(I), ' € A(I), p(x®) = p(a?) ja cs4 # 0.

Todistus. Olkoon z* € o(I). Koska R on jarjestysfunktiollinen kokonaisalue,
16ydetadn = € A(I) siten, ettd p(z®) = p(a'). Pddttelemilld samoin kuten
lemmassa 3.2.1, 10ydetdan polynomi

t .
fsi=a% —cg 2’ — E cr' e l,
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missi ¢;; # 0 ja ' <, x°. Néhdddn, ettd LM(f;) = 2°. Koska o(I) on
minimaalinen virittdjijoukko ja G on redusoitu, on vilttadmétta oltava

g= {fs}seo(l)-

Esimerkki 3.2.5. Olkoon R = k[z,y|/I, missi I on polynomin
p=a'+y’ +G
generoima ideaali. Oletetaan, ettd f toteuttaa seuraavat ehdot:

(i) Lukujen @ ja b suurin yhteinen tekiji on 1.
(ii) Polynomille G' on voimassa w,(G) < ab, missi M on matriisi (b, a).

Talloin R on jarjestysfunktiollinen kokonaisalue, ja painofunktio p toteuttaa
p(x) = p(y) = ab. Todistetaan viite kiyttdmailla lausetta 3.2.2: Valitaan
lauseen matriisiksi M ja olkoon < jokin renkaan k[x,y] monomijirjestys.
Lauseen ehto (i) toteutuu, koska wy;(z%) = wyr(y°) = ab ja oletuksen mukaan
wi(G) < ab. Riittédd siis osoittaa, ettd funktion wy, rajoittuma joukkoon
A(I) on injektiivinen. Nyt

A(l) ={2y/|0<i<a, 0<j<b}

Jos wy ei ole injektiivinen joukossa A(7), niin 16ydetéén kaksi eri monomia,
joilla wj; saa saman arvon. Tama tarkoittaa sitéd, ettd 16ydetddn luvut s ja
t siten, ettd |s| < a, |t| < b ja tb+ as = 0. TaAmé& on kuitenkin mahdotonta,
koska oletuksen mukaan (a,b) = 1. Lauseen 3.2.2 mukaan R on jérjestysfunk-
tiollinen kokonaisalue, jonka painofunktiona on wj;. Erityisesti tistd seuraa
se, ettd polynomi p on absoluuttisesti jaoton.

3.3 Valuaatiot ja liput

Siirrytddn seuraavaksi tarkastelemaan variston méadrittimid jarjestysfunk-
tioita. Tietyissd tapauksissa variston alkudivisori maarittaa alivariston koor-
dinaattirenkaassa jarjestysfunktion, kuten seuraavassa lauseessa nahd&in.
Kuitenkin yleisesti ottaen alkudivisorin madraadméa suodatus ei ole tarpeek-
si hieno jarjestysfunktion méarittelemiseksi. Tarkempia suodatuksia saadaan
kun alivariston asemasta tarkastellaankin useampaa aliavaristoa, jotka muo-
dostavat laskevan jonon, niin sanotun lipun.

Algebrallinen k-varisto on &érellistyyppinen, separoituva ja kokonainen
skeema yli kunnan k.

51



Lause 3.3.1. Olkoon X = Spec R affiini F ;-varisto ja X sen projektiivinen
sulkeuma. Olkoon Hy redusoitu skeema joka on X:n ja ddrettymyydessd ole-
van hypertason leikkaus. Oletetaan, ettd Hy on jaoton divisori varistolla X
ja v jokin kunnan K(X) valuaatio, joka toteuttaa seuraavat ehdot:

(i) rat.rank(v) = dim X,
(i1) v on keskittynyt sileddn pisteeseen QQ € Hy C X,

(iii) RNS, =F, ja S,/m, = F,, missi S, on valuaation v valuaatiorengas
ja my, sen maksimaalinen ideaals.

Talloin p = —v|r on jarjestysfunktio renkaassa R.
Todistus. Variston X funktiokunta on &direllisesti generoitu ja
rat.rank v = dim X,

joten Abhyankarin lemmasta seuraa, ettd valuaation v arvoryhmé A on dis-
kreetti, eli A = (Z%, +),.,. Ehdoista niihd&éin, ettd v on F,-komplementaari-
nen valuaatio, joten riittd osoittaa, ettd monoidi I' = —v(R) on hyvinjérjes-
tetty. Koska I siséltyy valuaatioryhmén A ei-negatiivisten alkioiden joukkoon
ja p on valuaation rajoittuma, viite seuraa lemmasta 2.3.9, kunhan ensin to-
distetaan, ettd [' on dérellisesti generoitu. Monoidi I' on dérellisesti generoitu,
silld Noetherin normalisointilauseen (Matsumura [Mat89], sivu 262) perus-
teella 16ydetdén algebrallisesti riippumattomat alkiot z1,...,z4 € R siten,
ettd R on aarellisesti generoitu moduli yli polynomirenkaan k[zq,. .., z,] .
Tiastd ndhdddn, ettd monoidin I' generoivat alkiot p(z;) ja dérellisen monen
renkaan R alkion arvot. O

Edellisen lauseen ehdot (i) ja (ii) eivit riitd takaamaan jarjestysfunktion
olemassaoloa. Seuraavan vastaesimerkin on loytényt John Little:

Esimerkki 3.3.2. Kiytetdin samoja merkintdja kuin edellisessi lauseessa.
Merkitdéin X = Projk[X,Y, Z]. Valitaan affiiniksi varistoksi Y = D, (Z2),
jolloin lokaaleiksi koordinaateiksi saadaan © = X/Z ja y = Y/Z. Affiinin va-
riston ) koordinaattirengas on R = k[z,y]. Afirettomyydessi olevan hyper-
tason muodostaa taso Z = 0. Valitaan tasolta pisteeksi @ = (1:0: 0). Piste
() sisiltyy affiiniin tasoon D (X). Merkitdén S = k[u,v], missd u = Y/X
ja v = Z/X. Nihdéén, ettd pisteen () lokaali rengas on Sg = k[u, v](y,0)-
Midritelldin kuvaus v siten, ettd v(v) = 1 ja v(u) = v/2. Kuvaus v voidaan
laajentaa polynomirenkaalle S méirittelemélld polynomin f = >~ a;;u'v? ku-
vaksi

v(f) = min{j +iv2[a;; # 0},
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Kuvaus v toteuttaa polynomeilla valuaation méaéritelmén ehdot, joten se
voidaan laajentaa yksikéisitteisesti polynomirenkaan k[u, v] osaméaérikunnan
K = k(u,v) valuaatioksi méadrittelemé&lld 1/(5) =v(f)—v(g), kun f,.g € S
ja g # 0 (Matsumura [Mat89|, sivu 78). Kéytetddn téstd laajennuksesta
samaa merkintdd v. Valuaation v arvoryhmé on reaalilukujen osajoukko
Z + \/2Z, joten rankr = 1. Koska 1 ja v/2 ovat rationaalisesti riippumat-
tomat, rat.rankrv = 2. Abhyankarin lemmasta ndhdéan, ettd dimv = 0.
Valuaation valuaatiorengas sisiltdd polynomirenkaan S ja v on positiivinen
ideaalilla (u,v), joten valuaatiorengas dominoi rengasta Sp. Téstd seuraa,
etté valuaatio toteuttaa edellisen lauseen ehdot (i) ja (ii).
Nyt kuitenkin

v(y) = v(u) —v(v) =vV2—-1>0,

joten valuaation rajoittuma renkaaseen R ei ole negatiivinen. Siis valuaation
rajoittuma ei voi médrittad jarjestysfunktiota renkaassa R.

Olkoon X projektiivinen F,-varisto ja merkitdén d = dim &X'. Oletetaan,
etta
L:X=VyDViD...Vy

on lippu variston & Fg-alivaristoja jotka toteuttavat seuraavat ehdot:
(i) Jokainen V; on jaoton,
(i) dimV; = d — i,
(iii) V; on siled V;;1:n geneerisessi pisteessi.

Madaritelmésta seuraa, etti jokainen V;,; on variston V; jaoton divisori. Téten
Viy1 madrittdd diskreetin, astetta 1 olevan valuaation v;,; kunnassa K(V;)
(Hartshorne [Har97|, pykéila I1.6) ja jokaisella rationaalifunktiolla g € K (V)
on hyvinméiritelty kertaluku v;,,(g).

Lause 3.3.3. Yild olevat ehdot tayttiva lippu L madrittid kunnan K(X)
diskreetin valuaation v, jolla rank(v) = rat. rank(v) = d.

Todistus. Alivaristo V; on piste dimensiota 1 olevassa varistossa V;_;. Olkoon
vy sen médrittama diskreetti, astetta 1 oleva valuaatio kunnassa K(Vy_1).
Vastaavasti alivaristo V;_; maarittaa diskreetin, astetta 1 olevan valuaation
vg4—1 kunnassa K (V;_5). Olkoon g4 sen lokaali parametri. Kayttdméalla lem-
maa 2.2.19 ja sitd seuraavaa esimerkkis, muodostetaan yhdistetty valuaatio

V' =v4_1 0y,
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jonka arvoryhmé on Z x Z lex-jérjestykselld varustettuna ja joka kuvaa kun-
nan K (V;_5) nollasta eroavan alkion g ryhmén Z x Z alkiolle

(@, va(994%)),

missd a = v4-1(g). Oletetaan nyt, ettd diskreetti, astetta d — k oleva va-
luaatio vj,_; on médritelty kunnassa K(V}), missid k& > 0. Osoitetaan, ettd
talldin voidaan konstruoida kunnan K (Vj_;) diskreetti valuaatio vy: Varis-
ton Vi_; alivaristo V;, méarittda kunnan K (V;_) diskreetin astetta 1 olevan
valuaation ;. Mééaritelldin yhdistetty valuaatio

/! /
I/k — I/k (0] Vk,‘—l'

Lemmasta 2.2.19 seuraa, etti valuaation v, arvoryhmi on Z4~*~1 ja sen as-
te on d— (k—1), joten v, on diskreetti. Téstd seuraa, ettd lippu £ maarittas
kunnan K (X) diskreetin, astetta d olevan valuaation. Y1l4 olevan konstruk-
tion avulla saatu yhdistetty valuaatio voidaan esittda seuraavasti: Oletetaan,

ettd on valittu valuaation v; lokaali parametri g; € K(V;_1),1=1,...,d— 1.
Olkoon f € K(X) = K(Vp). Mééritelld4n jono
n(f)=m

va((f/97)ln) = n2

va(f/ (91" - 9421 ) Ivi) = na.
Yhdistetty valuaatio v on siis kuvaus
v: K(X)" — 74,

f — (nl,...nd),

missd ryhmi Z¢ on jirjestetty lez-jirjestyksen mukaan. Lemmasta 2.2.11
seuraa, ettd valuaation v rationaalinen aste on d.

0
Esimerkki 3.3.4. Maaritellaan lippu
P" oV (Yo) DVi(Yo, Y1) D - D Vi(Yo, ..., Y0 1)
Rajoitutaan affiiniin avoimeen joukkoon D, (Y},) ja merkitddn y; = Y%’ missi
i=0,...,n— 1. Valuaation v; valuaatiorengas on k[yo, ..., Yn—1](y,) kunnas-
sa k(yo, ..., Yn_1), joten v1(yo) = 1 ja 1n1(y;) = 0, kun 7 > 0. Vastaavasti
valuaation v, valuaatiorengas on k[yi, ..., yn—1](y,) kunnassa k(yi,...,yn—1).
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Télloin v5(y1) = 1, ja v2(y;) = 0 kun ¢ # 1. Jatkamalla néin saadaan lopulta
n valuaatiota vy, ..., v,, joten yhdistetyn valuaation v = v; o- - -ov, arvoiksi

saadaan
V(yo) = (1707"'70)
v(y1) =(0,1,0,...,0)

V(Yn—1) = (0,...,0,1).
Valuaatio méarittad lex-jarjestyksen monomeilla, silla
a Ap— b bp—
Yo Ynt 1 Ziea Yo Yno1

tarkalleen silloin, kun
(g, -y an—1) Ziex (boy -5 bn1).
Esimerkki 3.3.5. Olkoon
Hy = Vi (X§ + X7+ X3+ X - XIT) c P!
Hermiten hyperpinta yli d4rellisen kunnan F .. Valitaan lippu
L:Hsz D Vi(Xo)NHs D Vi(Xo, X1) NHs D V(Xo, X1, X3 — 6X5) NHs,

missé  toteuttaa 09t = —1. Kunta F 2 siséltdd polynomin 2971 = —1 kaik-
ki juuret, silla se siséltdd kaikki ¢ + 1:nnet ykkosenjuuret. Siirrytddn affiiniin
avoimeen joukkoon D, (X5) ja merkitddn x; = %, i # 2. Olkoon K’ hyper-
pinnan Hs3 funktiokunta. Kunnassa K’ alkiot xg, x1, x3 ovat algebrallisesti
riippumattomia. Téstd ndhdéén, ettd K’ on kunnan K = F2(x, 21, x3) dé-
rellinen algebrallinen laajennus, joka on saatu liittdmalla kuntaan K alkio
x4, joka toteuttaa yhtilon

AR s N L) L () (3.3.6)

Lippu méarittdéd valuaatiot vq, v4 ja 14, joiden yhdistetty valuaatio v’ on
kunnan K’ valuaatio. Lipun rajoittuma affiiniin alivaristoon A3 antaa lipun,
joka méarittaa valuaatiot vy, vy, 3, joiden yhdistetty valuaatio v on kunnan
K valuaatio. Valuaatiot vy, v, v ovat valuaatioiden vq, 4, v} rajoittumat.

Valuaatio v4 on kunnan K valuaatio, joka liittyy alivaristoon V (zg). Tasta
seuraa, ettd valuaation valuaatiorengas sisaltdad renkaan

Rl = Fq2 [.To, Ty, IB](zO)-
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Toisaalta R; on dimensiota 1 oleva normaali Noetherin rengas, joten valu-
aation vy valuaatiorengas on tarkalleen R;. T#std nahd&én, ettd vy (z) = 1
ja vi(x;) = 0, kun ¢ = 1,3. Kunnan K’ alkio x4 toteuttaa yhtdlon (3.3.6),
joten v (z4) = 0. Kéyttamalld samoja merkintjd kuin edellisessi lauseessa,
voidaan valita ¢; = xp.

Valuaatio v, on valuaation v jidnnosluokkakunnan F 2 (xq, x3) valuaatio,
jonka alivaristo V' (z;) méérittdda. Samoin perustein kuin edelld, ndhdaén,
ettd valuaation v, valuaatiorengas on Ry = F 2[11, :cg](zl). Téasta seuraa, etta
vo(z1) = 1 ja w(zz) = 0. Kayttaméalla yhtdlod (3.3.6), huomataan, etté
vh(z4) = 0. Valitaan go = ;.

Viimeinen valuaatio v on jiddnnésluokkakunnan K3 = F2(x3) pisteen
x3 = 0 madrittdmi valuaatio. TAmén valuaatiorengas on Fp[3]4,—s) ja
v3(zs — §) = 1. Valuaatio v} on valuaation v laajennus kuntaan K} =
F 2 (x5, 24), missd z3 ja x4 toteuttavat yhtélon

1 1
1 —29 =0,

Kunta K on algebrallinen funktiokunta yli kunnan F . Laskemalla poly-
nomin p = x9t + 1 — y9* sarjakehitelmin pisteessi (d,0) nihdéin, etté
x4 on valuaation v4 lokaali parametri, silld polynomin osittaisderivaatta z:n
suhteen pisteessé (J,0) on nollasta eroava. Tastd ndhdddn, ettd v5(zy) =1 ja

vi(zs —0) = vy(2§" + 1) = 14(af") =g + L.

Téastd seuraa, ettd laajennus on téysin haaroittunut (Stichtenoth [Sti93|,
mééritelmé I11.1.5). Koska yhdistetyn valuaation haaroittumisindeksi on va-
luaatioiden haaroittumisindeksien tulo(Zariski ja Samuel [ZS76| sivu 55),
myos laajennus v/ on tdysin haaroittunut.

Yhdistetyn valuaation v/ = v o /) o v/} arvoiksi saadaan

VI('TO) = (17 07 0)

V(1) = (0,1,0)

VI('T3) = (07 07 0)

V/(,T4) = (07 07 1)

Merkitdan y; = §—é, missd ¢ = 1,...,4. Télloin saadaan

V() = V(1) = V(o) = (=1,1,0)
V(y2) = =V (x0) = (=1,0,0)
V(ys) = v'(x3) — V(o) = (—1,0,0)
V(ys) =V (24) = V(o) = (=1,0,1).



Kun valitaan

R =Fply, v ys yal /(L + oy + 0™ + 48 — i)
ja merkitdin p = —1/|’ r» saadaan jarjestysfunktio p renkaassa R.

Seuraavaksi tarvitsemme rdjaytyksen késitteen: Olkoon X Noetherin
skeema ja Z C Oy ideaalilyhde. Olkoon Y C X ideaalilyhdettd Z vastaa-
va aliskeema. Skeeman X rajiytys (Hartshorne [Har97|, pykala I1.7) pitkin
aliskeemaa Y on skeema X ja morfismi

d:X — X,

jolla ZO, on kiddntyvi ja joka toteuttaa seuraavan universaalisuusominai-
suuden: Jos ¥ : Z — X on sellainen morfismi, ettd ZO,; on kiddntyvi, niin
olemassa yksikisitteinen morfismi ¢ : Z — X siten, ettd ¢»® = W. Merki-
tiin X = Bly X. Alkukuvaa ®~'(Y) sanotaan poikkeusdivisoriksi. Skeeman
X aliskeeman Y” tarkka muunnos on alkukuva ®~1(Y'\(Y' NY)).

Valitaan lippu kuten esimerkissi 3.3.4 ja merkitdin

‘/; - V—i—(}/O) e aYn—i)a

i = 1,...n — 1. Aloitetaan méarittelemall&d uusi skeema X; rajayttamalla
P™ aliskeemassaan V;. Olkoon E; C X; poikkeusdivisori. Olkoot ‘/;(1) C X
aliskeemojen V;, i = 2,...n — 1 tarkat muunnokset. Jatketaan rajayttamalla
X; aliskeemassaan VQ(U: Merkitédédn

Xy =Bl X1,

FEy C X, poikkeusdivisori ja Ef) C Xy skeeman E; tarkka muunnos. Jatke-
taan néin n kertaa kunnes X,, = B1V<n_1) X,_1. Talloin saadaan jono skee-

moja Efn), cee E,(;i)l ja poikkeusdivisori F,,. Lippu voidaan muodostaa mai-

rittelemalla

X, oE" >EMNEMY 5. .. 5E"n...nEY, NE,.

n—1

Tama lippu maarittad greviex-jarjestyksen polynomirenkaassa. Havainnol-
listetaan asiaa konkreettisella esimerkilla:

Esimerkki 3.3.7. Kiytetdin samoja merkint6ji kuin ylla. Valitaan lipuksi

P? 5V (Yy) D V (Yo, Y1) D V(Yp, 11, Ya).
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Merkitiisin A = K[Yp,...,Ys] ja I = (Yp, Y1, Ys). Nyt
X, = Bly, P? = Proj A[It].

Tarkastellaan rajaytyksid lokaalisti rajoittumalla affiiniin joukkoon D, (Y3)
ja merkitdan y; = %, i = 0,1,2. Joukot D, (y;t) muodostavat rajaytyksen

X, affiinin peitteen. Nyt
Yi
Y2

Poikkeusdivisorin F; lokaaliksi yhtédloksi saadaan . Alivaristojen V5 ja V3
tarkat muunnokset ovat V (yg, v1) ja V(y;). Rijéytetddn uudelleen, ja samoin
kuten ylld saadaan affiinissa palassa

D (yat) = Spec k[ys, yp, yy], missi y; =

/

D (yit) = Spec klys, ¥, yg], missé y) = %
1

Poikkeusdivisorin Fj lokaali yhtdlé on (y;) ja tarkan muunnoksen E§2) lo-

kaali yhtdlo pysyy muuttumattomana, koska sen geneerinen piste on réjay-
tyskeskuksen ulkopuolella. Viimeinen riajaytys alivaristossa Vg(z) = V(yy) on
isomorfismi, joten lipuksi saadaan

V(y2) D V(y2,41) DV (Y2, y1, %)

affiinissa varistossa
Spec k[y2, 41, Yo) -
Talloin
y(()ll yflllng — ygaoy1a1+a2ygo+a1+a2
ja on voimassa
V(Yo YY) Ziew V(Y YT YS?)

jos vain jos
(CLQ —+ aq -+ as, Qg —+ ay, ao) Zlez (b() + bl —+ bg, bo + bl, bo) (338)

Ensimmaisend verrataan monomien kokonaisastetta a; +as—+as ja by +by+bs.
Jos ne ovat yhtdsuuret, niin seuraavaksi vertaillaan onko ag + aq > by + b;.
Koska oletuksen mukaan kokonaisasteet on ovat yhtasuuret, epayhtilo ag +
ai > bg+ by on voimassa tarkalleen silloin, kun as < by. Viimeinen epéyhtélo
ag < by on ekvivalentti ehdon a; < by kanssa, silld ag + a1 = by + b;. Téten
epayhtilo (3.3.8) on ekvivalentti epdyhtalon

(CLO, ay, aQ) ZgT‘l (b07 bla b?)

kanssa.
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Luku 4

Algebrallisen kayran ja pinnan

jarjestysfunktioista

Aiemmin on todettu, ettd valuaatiot ja jarjestysfunktiot liittyvét hyvin ldhei-
sesti toisiinsa. Siksi onkin jérkevaa tarkastella seuraavaksi algebrallisista kiy-
ristd ja pinnoista saatavia valuaatioita ja jarjestysfunktioita. Kéyrien tapaus
on hyvin yksinkertainen, kuten Matsumoto [Mat99] on osoittanut: Jokainen
astetta yksi oleva painofunktio saadaan affiinista kdyristé, jolla on tarkal-
leen yksi napa adrettomyydessid. Algebrallisten pintojen valuaatiot voidaan
jakaa neljain eri tyyppiin valuaation asteesta, rationaalisesta asteesta ja di-
mensiosta riippuen. Nahdian, ettd kaikki pinnan valuaatiot eivit maarita
jarjestysfunktiota.

4.1 Kayran valuaatiot ja jiarjestysfunktiot

Palautetaan mieleen muutamia maéritelmid ja perustuloksia algebrallisten
kidyrien teoriasta. Kaikki seuraavat tulokset 10ytyvit Henning Stichtenothin
kirjan [Sti93] ensimmaéisesté luvusta. Affiini algebrallinen kiyrd X on polyno-
mirenkaan k[z1, ..., x,] alkuideaali I, jolla tekijarenkaan R = k[xq, ..., x,]/]
dimensio on yksi. Rengasta R sanotaan kdyran koordinaattirenkaaksi. Ren-
kaan R osamidrdkunta K on yhden muuttujan algebrallinen funktiokunta
yli kunnan k. T#sté seuraa, ettd voidaan valita = € K siten, ettd K/k(x) on
adrellinen algebrallinen laajennus.

Funktiokunnan K/k paikka on kunnan K /k valuaation maksimaalinen
ideaali. Kdytetain funktiokunnan K /k kaikkien paikkojen joukosta merkin-
tdd Pg. Funktiokunnan paikkojen méard on dareton. Kun P paikka, sen
valuaatiorengasta merkitiin Op ja valuaatiota vp. Paikan P aste on kun-
talaajennuksen (Op/P)/k aste. Paikkoja, joiden aste on yksi sanotaan ra-
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tionaalisiksi. Olkoon P € Pk ja f € K. Paikka P on funktion f napa, jos
vp(z) < 0. Jos vp(z) > 0, paikka P on funktion nollakohta. Funktion f ker-
taluku paikassa P on |vp(f)|. Jokaisella funktiolla f € K\k on vdhintddn
yksi nollakohta ja napa. Toisaalta jokaisella alkiolla on vain darellinen maa-
rd nollakohtia ja napoja. Jos alkiolla f ei ole yhtdan nollakohtaa tai yhtdan
napaa, niin f € k. Sanotaan, ettd Affiinin kiyralla on tarkalleen yksi napa
P ddrettomyydessd, jos sen koordinaattirenkaan nollasta eroavilla alkioilla ei
ole muita napoja kuin P.

Esimerkki 4.1.1. Affiinin suoran koordinaattirengas on polynomirengas
k[x]. Esimerkissi 2.2.2 on todistettu, ettd kunnan k(x)/k paikat ovat valuaa-
t10 Vo, sekél valuaatiot vy, missé f on polynomirenkaan k[z] jaoton polynomi.
Olkoon p € k[x]. Oletetaan, ettd polynomilla p on esitys pi* - - p%" jaotto-
mien polynomien tulona. T&ll6in polynomin nollakohdat ovat polynomeja p;
vastaavat paikat P; ja kertaluku paikassa P; on a;. Polynomin p ainoa na-
pa on valuaatiota v,, vastaava paikka, ja v (p) = — deg(p). Téstd ndhdain,
ettd affiinilla suoralla on tarkalleen yksi napa ddrettomyydessé.

Funktiokunnan K/k divisori D on summa

missd np € Z ja np = 0 melkein kaikilla P. Erityisesti jokainen f € K

maarittaa divisorin
(fy=>_ vr(f)P.
PePg

Divisoriin D liitetaan aarellisulotteinen vektoriavaruus
L(D)={f¢€K|(f) >-D}uU{0}.

Kun P on paikka, erityisen tdrked on vektoriavaruus L£(mP), jonka alkiot
ovat méadritelmén mukaan funktioita, joiden ainoa napa on paikassa P ja
navan kertaluku on enintdan m. Jos

L(mP) = L((m—1)P),

sanotaan, ettd m on aukko. Muutoin sanotaan, ettd m on napaluku. Na-
paluvut muodostavat monoidin, silld jos funktion f navan kertaluku pai-
kassa P on m ja funktion ¢ kertaluku n, niin funktion fg navan kertalu-
ku paikassa P on m + n. Tami seuraa suoraan siitd, ettd valuaatioille pa-
tee vp(fg) = vp(f) + vp(g). Napalukujen muodostamaa monoidia sanotaan
Wezierstrassin puoliryhmdksi. Weierstrassin puoliryhmé on lahes koko N, silld
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aukkojen lukumééré on &dérellinen. Jos ¢ on funktiokunnan K/k genus, niin
aukkoja on tarkalleen g kappaletta.
Seuraavan lauseen ovat todistaneet Geil ja Pellikaan artikkelissa [GP02]:

Lause 4.1.2. Olkoon I' hyvinjdrjestetty ddrellisesti generoitu monoidi ja
rank ' = r < oo.
Tdlloin on olemassa injektiivinen monoidien vdilinen homomorfismi
p:I'— N
Lisdksi jos
v: T — N
on jokin injektitvinen homomorfismi, niin n > r.

Kun edellistd lausetta sovelletaan direllisesti generoituun jarjestysfunk-
tiolliseen kokonaisalueeseen, saadaan:

Lause 4.1.3. Olkoon R ddrellisesti generoitu jdarjestysfunktiollinen kokonai-
salue ja T' sen arvomonoidi. Oletetaan, ettd rank’ = r. Tdlloin voidaan
mddritelld painofunktio p: R — A_, missd A C N'.

Olkoon R aarellisesti generoitu jarjestysfunktiollinen kokonaisalue ja I'
sen arvomonoidi. Tarkastellaan seuraavaksi tapausta rankI' = 1. Lauseen

4.1.3 perusteella renkaan R jirjestysfunktio p voidaan ajatella painofunktiona
p:R—N_,.

Esimerkki 4.1.4. Olkoon K /k yhden muuttujan algebrallinen funktiokunta
ja P jokin funktiokunnan rationaalinen paikka. Olkoon {p;|i € N} paikan P
Weierstrassin puoliryvhmén alkiot lueteltuna kasvavassa jéarjestyksessa. Vali-
taan jokaista p; # 0 kohti funktio

fi € L(piP)\L((pi — 1)P).
Merkitdan
R = Up>1L(mP).
Olkoon R, funktioiden fi,..., f\ generoima k-vektoriavaruus ja olkoon [ ku-
vaus joukolta N? joukolle N, jossa alkio (a,b) kuvautuu alkiolle

min{\ € N|f,f, € R)\}.

Todistetaan, ettd joukko {f;}ien on k-algebran R hyvinkdyttdytyvd kanta:
Riittdéd osoittaa, ettd [-funktiolle pétee l(a,b) < l(c,b), kun a < c¢. TAmé&
on selvii, silld funktion f, f, navan kertaluku on p, + pp ja jono pi, po, ...
on aidosti kasvava. Téstd seuraa, ettd k-algebralla R on hyvinkiyttaytyvi
kanta, joten R on jarjestysfunktiollinen kokonaisalue, jonka arvomonoidina
on Weierstrassin puoliryhma.
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Erikoistapaus edellisesté esimerkisti on affiini kiiyra X', jolla on tarkalleen
yksi napa darettomyydessa. Télloin, kiyttien edellisen esimerkin merkintojé,
rengas R on kiyrdn X koordinaattirengas. Téassa pykilédssd todistetaan, et-
td jokainen astetta yksi oleva jarjestysfunktiollinen kokonaisalue R, jolla on
astetta yksi oleva painofunktio, voidaan ajatella affiinin kiyrin koordinaat-
tirenkaana, jolla on tarkalleen yksi napa direttomyydessa.

Lause 4.1.5. Olkoon R jirjestysfunktiollinen kokonaisalue ja
p:R—T_o CN_o

sen painofunktio. Kokonaisalueen R osamddrikunta K on yhden muuttujan
algebrallinen funktiokunta.

Todistus. Olkoon f € R alkio, joka ei ole yksikkd. Koska dimy R/(f) = p(f)
lauseen 2.3.11 mukaan, renkaan R/(f) Krullin dimensio on 0 (Atiyah [AM69],
theorem 8.5). Téten renkaan R dimensio on 1 (Eisenbud [Eis95], Corollary
13.11), ja siis trdeg K/k = 1. Rengas R on &arellisesti generoitu yli kun-
nan k, joten K/k on &dérellisesti generoitu kuntalaajennus, siis algebrallinen
funktiokunta. 0

Lause 4.1.6. Olkoon R ddarellisesti generoitu k-algebra ja kokonaisalue. Ol-
koon R renkaan R kokonainen sulkeuma renkaan R osamddrikunnassa K .
Oletetaan, etti renkaan R Krullin dimensio on yksi. Tédlléin R/R on ddrel-
lisulotteinen k-vektoriavaruus.

Todistus. Tiedetdin, etti R on #irellisesti generoitu R-moduli (Matsumu-
ra [Mat89], s. 262). Tésté seuraa, ettd R on myds direllisesti generoitu k-
algebra. Koska R on algebran R kokonainen sulkeuma, niiden Krullin di-
mensiot ovat yhtiisuuret. Olkoon A R-modulin R/R annihilaattori, eli A on
niiden alkioiden z € R joukko, jotka toteuttavat ehdon xR C R. Koska R
on adrellisesti generoitu ja sisiltyy renkaan R osamidrikuntaan K, ideaa-
li A on nollasta eroava. Téstd seuraa, ettii renkaan R/A Krullin dimensio
on nolla. Koska lisiiksi R/A on iirellisesti generoitu k-algebra, rengas R/A
on #irellisesti generoitu k-moduli. Titen myds #irellisesti generoitu R/A-
moduli R/R &#irellisesti generoitu k-moduli, eli vilttimitti direllisulottei-
nen k-vektoriavaruus. O

Lause 4.1.7. Olkoon k-algebra R jarjestysfunktiollinen kokonaisalue, K sen
osamddrdkunta ja
p:R—T_o CN_o

painofunktio. Tdlloin loydetddn affiini kiyrd X, jonka koordinaattirengas on
R ja funktiokunta K/k. Lisiksi kdayrdlla on tarkalleen yksi napa @ ddaretto-
myydessa ja p(x) = —vg(x) kaikilla x € R.
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Todistus. Tiedetdén, ettd painofunktiosta p saadaan diskreetti valuaatio v
kunnassa K méaaritteleméalld u(i) = p(g) — p(f) kaikilla f,g € R, g # 0.
Olkoon @ vastaava rationaalinen paikka kunnassa K/k.

Kokonaisalueen R kokonainen sulkeuma R on NpOp, missi leikkaus ote-
taan niiden paikkojen P yli, joilla R C Op (Stichtenoth [Sti93], theorem
I11.2.6). Kéytetddn tésta joukosta merkintad S(R). Koska jokaisella alkiolla
joka ei ole algebrallinen yli kunnan % on vihintdén yksi napa, joukko S(R)
on joukon Pg aito osajoukko.

Olkoon X affiini kiyréd, jonka koordinaattirengas on R. On osoitetta-
va, ettd kayralla X on tarkalleen yksi napa () &darettomyydessi, toisin
sanoen S(R) = Px\{Q}. Tehddén vastaoletus, ettd on olemassa paikka
T € Px\{S(R) U{Q}}. Kéyttamalld valuaatioiden approksimointilausetta
(Stichenoth [Sti93], theorem 1.6.4) 16ydetiin x; € K, i = 1,2, ... siten, etti
vo(x;) = i ja vp(x;) > 0 kaikilla P € Pg\{T'}. Koska vp(x;) > 0 kaikilla
P € S(R), on voimassa {z;} C R. Alkiot 2;,x,... ovat lineaarisesti riip-
pumattomia, silld v (z;) # vo(x;) kun i # j. Ndytetdédn, ettd tdmé johtaa
ristiriitaan.

Merkitdan

W = {z € Rlvg(z) > 0}.

Lauseen 4.1.6 perusteella dimy R/R < oo, ja W N R = {0}, joten dim; W <
oo. Toisaalta {z;};>1 C W, mutta tdméd on mahdotonta, silli alkiot z;,
i =1,2,...ovat lineaarisesti riippumattomia. Oletus S(R) C Px\{Q} johtaa
siis ristiriitaan, joten affiinilla kiyralla X on tarkalleen yksi napa darettomyy-
dessa. O

Esimerkki 4.1.8. Olkoon H yhtélon
F(X,Y,Z)=X"" —Y17 - YZ1=0

médrddma projektiivinen kiyréd yli dérellisen kunnan F . ja K sen funktio-

kunta. Tallaista kidyrdd kutsutaan Hermiten kdyrdksi. Tarkastelemalla osit-

taisderivaattoja ndhdéin vilittomésti, ettd kiyrd on siled. Valitaan piste

Q = (0:1:0) kiyralta ja siirrytddn sen affiiniin ympéristo6on D, (V).
Talloin kdyran yhtilo saadaan muotoon

Flan, ) =2 —2f — 2,

missé
X . A
Ty =5 )Jaz = 5.

Y Y
Nyt f:,(Q) = 0 mutta f,,(Q) # 0, joten muodostamalla sarjakehitelmé pis-
teessd () ndhdéén, ettd z; on pisteen () madradman valuaation v lokaali pa-

rametri, silléi sarjakehitelmén avulla z; voidaan lausua muodossa ax¢, missi
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a on yksikko. Lisdksi

zIt!

“1
Merkitddn
I . 1
r=—jay=—.
Z1 Z1
Tista seuraa, ettd vg(x) = —q ja vg(y) = —(¢ + 1). Lisdksi piste @ on

alkioiden z ja y ainoa napa, sillé ) on ainoa dédrettomyyspiste affiinissa (z, y)-
tasossa.
Merkitdan

R = Up>oL(mQ) = Fplz, y]/(fﬁl -yl —y).
Valitaan p = —v/q, jolloin saadaan painofunktio
p:R—T_«,

missd I' C N on alkioiden ¢ ja ¢ + 1 generoima monoidi.

4.2 Algebrallisen pinnan valuaatiot ja jarjes-
tysfunktiot

Edellisessa pykélédssd nahtiin, ettd painofunktioiden ja algebrallisten kiyrien
vilinen vastaavuus tunnetaan tarkasti. Seuraava tapaus, eli algebralliset pin-
nat ovat huomattavasti monimutkaisempi tapaus johtuen osaksi siitd, etta
varisto voidaan rajayttaa alivaristossaan.

Seuraavaksi tarkastellaan valuaatioita transkendenttisuusastetta 2 olevas-
sa funktiokunnassa. Olkoon K &irellisesti generoitu kunta yli kunnan &, jolla
trdeg(K/k) = 2. Lauseen 2.2.17 mukaan kunnan K valuaatiot voidaan luo-
kitella asteen, rationaalisen asteen ja dimension avulla. Olkoon v kunnan K
valuaatio, joka on triviaali kunnalla k ja I' sen arvoryhmaé. Seurataan Michel
Vaquién artikkelin [Vaq| pykélén 3.2 esitystd. Koska trdeg(K/k) = 2, valu-
aation v dimensio on joko 1 tai 0. Kayttamalld lausetta 2.2.17 ndhdéén, etté
valuaatio v on jokin neljistd vaihtoehdosta:

(i) rank(v) = rat.rank(v) = 1, dim(v) = 1
(i) rank(v) = rat.rank(r) = 2, dim(v) =0
(iii) rank(v) = rat.rank(v) = 1, dim(r) =0
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(iv) rank(v) = 1, rat. rank(v) = 2, dim(v) = 0.

Tarkastellaan niitd tapauksia ldhemmin. Seuraavassa tarvittavat tulok-
set alkuideaalin korkeudesta ja renkaan dimensiosta on esitetty Matsumuran
kirjan [Mat89] pykélassa 3.5. Yksinkertaisuuden vuoksi oletetaan, ettd kunta
k on algebrallisesti suljettu. Tapauksessa (i)

rank(v) = dim(v) = trdeg(K/k),

joten Abhyankarin lemmasta seuraa, ettd valuaation v arvoryhmé I' on iso-
morfinen ryhmén 7Z kanssa ja valuaation jadnnosluokkakunta on kunnan k
adrellisesti generoitu transkendenttinen laajennus. Olkoon V' valuaation v
valuaatiorengas ja m sen maksimaalinen ideaali. Valitaan edustaja x € K si-
ten, ettd valuaation jadnnosluokkakunta on kunnan k(z) dérellinen algebral-
linen laajennus. Valitaan lisidksi y € K siten, ettd K on kunnan k(x,y)
adrellinen algebrallinen laajennus. Niin voidaan tehda, silld oletimme, et-
td K on kunnan k darellisesti generoitu laajennus. Korvaamalla alkiot tar-
vittaessa kddnteisalkioilla, voidaan olettaa, ettd v(x),v(y) > 0. Merkitdan
R' = k[z,y] ja olkoon R renkaan R’ kokonainen sulkeuma kunnassa K. Ol-
koon p = RNm, p’ = R'N'm ja v/ valuaation v rajoittuma kuntaan k(x,y).
Koska K/k(z,y) on dérellinen algebrallinen laajennus, Abhyankarin lemman
kohdasta (a) ndhdaén, ettd dim(v) = dim(v'). Toisaalta alkion x kuva kun-
nassa V//m on transkendenttinen yli kunnan k, joten sen kuva renkaassa R’ /p’
on myos transkendenttinen yli kunnan k. Siis renkaan R'/p’ osaméirikunta
on transkendenttisuusastetta 1 yli kunnan k. Koska R’ on dérellisesti generoi-
tu k-algebra, téstéd seuraa, ettd ht p’ = 1 (Matsumura [Mat89|, theorem 5.6).
Rengas R on renkaan R’ kokonainen sulkeuma ja p’ = R’ N p, mistéd seuraa,
ettd ht p = 1. Téiten rengas 2, on kokonaisesti suljettu ja sen dimensio on 1,
joten R, on diskreetti valuaatiorengas (Matsumura [Mat89], theorem 11.2).
Toisaalta valuaatiorengas V' dominoi rengasta Ry, ja diskreetti valuaatioren-
gas on maksimaalinen rengas dominoinnin suhteen, mista seuraa yhtédsuuruus
R,=V.

Tapauksessa (ii) rank(r) = 2 > 1, joten lemman 2.2.6 mukaan voidaan
valita korkeutta 1 oleva alkuideaali p valuaation v valuaatiorenkaasta R.
Muodostetaan uusi valuaatio /, jonka valuaatiorengas on R,. Koska

rank(v') = rat. rank(v') = 1

ja rengas R/p on valuaation v/ jidnnosluokkakunnan k' ei-triviaali valuaa-
tiorengas, on oltava dim(z’) = 1. Yhtdsuuruus

rank(v') + dim (') = trdeg(K/k)
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on siis voimassa, joten Abhyankarin lemmasta seuraa, etta v/ diskreetti valu-
aatio. Valuaatio v/ on siis tyyppié (i) oleva valuaatio. Lemman 2.2.19 mukaan
valuaatio v voidaan esittda yhdistettynd valuaationa: Olkoon ¢ valuaation
V' lokaali parametri. Koska k'/k on transkendenttinen laajennus, 16ydetaan
kunnan £’ valuaatio 7, joka vastaa valuaatiorengasta R/p. Valuaatio v on
valuaatioiden v/ ja 7 yhdistetty valuaatio ja

viz) = (V' (x), 7(xt™'@).

Tarkastellaan seuraavaksi tyyppié (iii) olevia valuaatioita. Edellisissa ta-
pauksissa valuaation arvoryhmaé on ollut diskreetti, mutta nyt sellaista rajoi-
tusta ei ole. Oletetaan ensin, ettd valuaatio v on diskreetti. Koska rank(v) =
1, voidaan olettaa, ettd I' = Z. Olkoon R valuaatiorengas ja p sen mak-
simaalinen ideaali. Oletuksen mukaan kunta k& on algebrallisesti suljettu ja
valuaation v jaannosluokkakunta on kunnan £ algebrallinen laajennus, joten
valuaation jadnnosluokkakunta on tarkalleen k. Osoitetaan, ettd K voidaan
upottaa k-kertoimisten Laurentin sarjojen kuntaan k((t)) siten, ettd valuaa-
tio v on kunnan k((t)) valuaation v/ rajoittuma, missi v/ on valuaatio, joka
saa kunnan k((t)) alkiolla >~,_ a;t' arvon min{i € Z|a; # 0}.

Valitaan alkio t € K siten, ettd v(t) = 1. Jos u € K ja v(u) = i, € Z,
niin 16ydetiin a, € k, siten, etti joko u — a;t"* = 0 tai

v(u — ait") =iy > ;.
Jalkimmaisessd tapauksessa voidaan valita ay € k siten, etté
v((u— ayt™) — agt™) > .
Jatkamalla nédin alkiolle u saadaan sarjaesitys
U= at" 4+ ast® + ...

ja tdstd nahdadn, ettd K voidaan upottaa kuntaan k((t)). Jokaisen alkion
u sarjakehitelmén pienin nollasta eroava termi on astetta v(u), joten v on
valuaation v/ rajoittuma.

Oletetaan seuraavaksi, ettd valuaation arvoryhmé I ei ole diskreetti. Kos-
ka rank(I") = 1, voidaan olettaa, ettd I' C R (Zariski ja Samuel [ZS76], sivu
45). Ehdosta rat.rank(r) = 1 seuraa, ettd mitkd tahansa kaksi ryhmén T
alkiota ovat rationaalisesti riippuvia. Jos 7 € I' on irrationaalinen, niin jo-
kaiselle o € T', missd a # 0, l6ydetddn kokonaisluvut a,b € Z siten, etta
a = ¢7. Tamin perusteella voidaan olettaa, ettd Z C I' C Q. Koska T' ei
ole diskreetti, ryhmaéssé I' ei ole pienintd nollasta eroavaa alkiota, joten I':n
alkioiden ovat nimittdjat eivit ole rajoitettuja.
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Voidaan olettaa, ettd ryhmén T' alkiot on esitetty muodossa ™, missa

(m,n) = 1. Lisdksi oletetaan, ettd 1 € I'. Ryhmén I' alkioiden nimittéjis-
sd esiintyvit alkuluvut voidaan jakaa kahteen luokkaan sen mukaan, ovatko
niiden eksponentit rajoitetut: Merkitddn P:114 niiden alkulukujen joukko joi-
den eksponentit alkioiden nimittéjissa ovat rajoitetut, ja olkoon () muiden
nimittdjissi olevien alkulukujen joukko. Jokaista p € P kohti 16ydetdan lu-
ku a, siten, ettd p®» esiintyy jonkin I':n alkion nimittdjissd, mutta p" ei
esiinny millddn n > o,,. Osoitetaan, ettd ryhméan I" alkiot ovat tarkalleen ne
rationaaliluvut, joiden nimittdjit ovat muotoa

a1 a b1 b
T Y N /e

missd a; < ay, ja q;,n,m € N kaikilla i. Jos ™ € T', niin l6ydetédén a,b € Z
siten, ettd am + bn = 1. Tasté seuraa, etti

1 am
—=b+—c¢€l.
n n
Olkoot nyt ™, ™2 ¢ [' ja oletetaan, ettd (ni,n) = 1. Téstd ndhdédn, ettd
1 n2
myos
(ming + mony, miny) = 1,

joten summa,

m m ming + meon

M M2 Mty Mem

1 Mo VARAD)

ja siis myts —— € I'. Yhdistimilli nimi kaksi tulosta viiite nihdiin oi-

ning
keaksi.

Viimeiseksi tarkastellaan tyyppid (iv) olevaa valuaatiota. Kéytetaan sa-
moja merkintoja kuten aiemmin: Olkoon v valuaatio ja I' sen arvoryhma.
Koska rank(rv) = 1, ryhmé I' voidaan upottaa additiivisten reaalilukujen
ryhmédn (Zariski ja Samuel [ZS76], s. 45). Voidaan siis olettaa, ettd I' C R.
Koska rat. rank(v) = 2, joukossa I" on on kaksi rationaalisesti riippumatonta
lukua. Valitaan jokin irrationaalinen luku « > 0 ryhméstd I'. Valitaan al-
kiot x,y € K siten, ettd v(z) = 1 ja v(y) = a. Téstéd seuraa, ettd alkiolle
f=>r c;x%yb, missd on a;, b;,n € N ja ¢; € k, on voimassa

v(f) = I/(Z c;x®y") = min{a; + ab;|c; # 0},

silld kokonaisluvuilla a, b, ¢ ja d on voimassa a + ab = ¢ + ad tarkalleen
silloin, kun @ = b ja ¢ = d. Téastd ndhdéin, ettd x,y ovat algebrallisesti
riippumattomia. Kunta K on kunnan k(z,y) algebrallinen laajennus ja liséksi
aarellinen, silla oletuksen mukaan K /k on aérellisesti generoitu. Olkoon v/
on valuaation v rajoittuma kuntaan k(z,y) ja IV sen arvoryhmé. Ryhmén I

67



generoivat kaksi rationaalisesti riippumatonta alkiota 1 ja «. Téstd seuraa,
ettd [V on vapaa, astetta kaksi oleva Abelin ryhmé. Kuntalaajennus K/k(x,y)
on ddrellinen, joten (I' : IV) = n < oo (Zariski ja Samuel [ZS76], sivu 52)
ja siis nI' € I . Téaten myos I' = nl’ on astetta kaksi oleva vapaa Abelin
ryhma.

Tarkastellaan lopuksi esimerkkejé valuaatioista. Kéy ilmi, ettd ainoastaan
tyyppia (i) olevat valuaatiot eiviit voi tulla jirjestysfunktioista. Seurataan
O’Sullivanin artikkelin [Osu01] esitysté.

Esimerkki 4.2.1. Olkoon X = P? = Proj k[X, Y, Z]. Valitaan lokaalit koor-
dinaatit u = X/Z ja v = Y/Z. Merkitdén S = k[u, v]. Olkoon Sj renkaan S
lokaali rengas S, .. Muodostetaan jono lokaaleja renkaita

SOCSlCSQC"‘,

missd rengas S; saadaan renkaasta S;_; tekemélld kvadraattinen muunnos.
Rengas S; on siis muotoa

Lauseen 2.2.23 perusteella renkaiden S; yhdiste on valuaatiorengas S, =
US;. Tarkastellaan tata valuaatiota v lahemmin. Valuaatiolle v on voimassa
rank(v) > 1, silld % € S, kaikilla 4, joten v(v) > iv(u) kaikilla i. Toisaalta
valuaation aste on aina enintddn valuaation rationaalinen aste, joten

rank(v) = rat. rank(v) = 2

ja valuaatio v on siis tyyppid (ii). Merkitdsin © = 1 ja y = . Miéritelldéin
jarjestys < polynomirenkaan k[x,y] monomien joukossa siten, etti

" < %2y” jos ja vain jos v(z®y") > v(x®y"?).
Nyt v(z) < 0jarv(y) <0, eliz>1jay = 1. Téstd seuraa, ettd monomit
ovat hyvinjirjestetty joukko jarjestyksessi <. Méadritelméstd ndhdéain, ettéd
xMy” < z92yb2 tarkalleen silloin, kun v(2%°) < 0, missid a = a; — as ja
b = b; — by. Tama on ekvivalenttia ehdon

1 a+b
0<v (xayb) —v (”ub ) (4.2.2)

kanssa. Tama péatee aina kun a + b > 0. Jos a + b = 0, niin on oltava b < 0,
joten a > 0. Téstd ndhdaén, ettd jarjestys < polynomirenkaassa k[z,y| on
porrastettu lex-jarjestys.
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Esimerkki 4.2.3. Olkoon X ja S kuten edellisessii esimerkissd. Valitaan
So = k[u, v](u,s). Muodostetaan jono

SOCSlCSQC...
lokaaleja renkaita, missé S; = k[u;, vi](, v;), Uo = u ja vg = v, sekél yleisesti

2
v; +ug
Ujr1 = 5 JA Uip1 = Uy.
Uu;

Talldin v; = u?(u;41—1), joten lokaali rengas S;,; dominoi rengasta S;. Tésté
seuraa, ettd rengas S = US; on lokaali rengas, ja lemman 2.2.1 mukaan l6y-
detddn valuaatio v ja valuaatiorengas S,, joka dominoi rengasta S. Valuaatio
on médritelty siten, ettd jokainen v(u;yq1) > 0, eli on oltava v(v;) = 2v(u;) ja
siis

v(u;) = V(;)z‘) _ V(UQz‘—l).

Oletetaan, ettd v(u) = 1. Talldin v(u;) = 27¢, joten valuaation v arvoryhmi
sisaltad lukuja mielivaltaisen ldheltéd nollaa, eli valuaatio v on oltava tyyppié
(iii).

Todistetaan, ettd valuaatio v méaérittia jarjestysfunktion p polynomiren-

kaassa R = k[z,y], missd v = %, y = 1.
Nyt v(z) < 0 ja v(y) < 0, josta seuraa, ettd S, on k-komplementaarinen
valuaatio renkaan R suhteen. Riittdi siis osoittaa, ettd funktion p = —v|g

arvomonoidi on hyvinjérjestetty. Merkitdan

Hy = {f € k(w,0)lv(f) = r}.

Jos pystytaan osoittamaan, etti
RNH_ . C{f € R|degf <2r}, (4.2.4)

niahdéain, etta
ROH_, ={f € Rlp(f) <r}

on ddrellisulotteinen, joten joukko

{p(N)f e RN H_}

on ddrellinen. Tésté seuraa, etté jarjestysfunktion arvomonoidissa ei voi olla
adretonta laskevaa jonoa, eli arvomonoidi on hyvinjérjestetty. Ennen tdmén
véitteen todistamista tarvitaan muutamia aputuloksia: Osoitetaan ensin, etté

vigy,v)) (4.2.5)

v(g(uy,v1)) = 5
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kaikilla kahden muuttujan rationaalifunktioilla g. On selvii, etta riittad to-
distaa véite kun g on polynomi. Jos polynomissa g on tarkalleen yksi monomi
u%®, jonka arvo valuaatiossa v on pienempi kuin muiden polynomin g mo-
nomien, niin sijoituksessa v = u, v = v; timéa ominaisuus siilyy. Riittia siis
tarkastella binomeja, joiden monomien arvot valuaatiossa v ovat yhtasuuret.
Valuaation méérittelystd ndhdéén, ettd tillaiset binomit ovat muotoa

g(u,v) = 0" + cu®™
missi n € N ja ¢ € k. Nyt v = u?(u; + 1), joten

g(u,v) =" + cu® = u* (1 4+ up)" + cu™

ja siis
v(u?") = 2n, jos ¢ # —1,
v(g(u,v)) = o\ L el e
v(u®uy) = 2n + 5 = = jos c = —1.
Vastaavasti
g(uy,v1) = o8 + cud™ = w2 (uy + 1) + cul”,
jolloin
v(u) =n jos ¢ # —1,
v(g(uy,vy)) = .
(g< 1 1)) { (ul u2) — % JOS c= _1

Olkoon f(u,v) =Y a;ju'v?. Merkitiiin

deg, (f) = min{i[a; # 0}.

Todistetaan seuraavaksi, etti

deg, () < d = v(f) < 2

=5 (4.2.6)

induktiolla d:n suhteen: Jos d = 0, niin polynomilla f on vakiotermi ja siis
v(f) = 0. Olkoon nyt d > 0. Kirjoitetaan

o) =3 fwe',

misséi polynomin fy(u) pienintd astetta oleva termi on au?. Sijoittamalla
polynomin f lausekkeeseen ug = u, v = ud(u1+1) ja fi(u) = > a;;u’ saadaan

Zawuo (up + 1)
:Zuo Z Qij u1+ Zuogr u1

T 2i4j=r
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missa

gr(ul) = Z aij(ul + ]_)Z

2i+j=r
Merkitaan m = min{r|g,(u;) # 0}. On selviid, ettd g.(ui) on nollasta eroava

tarkalleen silloin, kun jokin a;;, missé 27 4+ j = r, on nollasta eroava. Koska
oletuksen mukaan deg, f = d, on voimassa agg # 0 ja siis m < d. Kirjoitetaan

Ul,uo E U gr U1

r>m

Tarkastellaan lukua deg, (G). Lukua deg, (G) vastaava termi l6ytyy poly-
nomista g,,(u1). Koska g,,(u1) on ensimméinen nollasta eroava polynomi ja
2deg gm(u1) < m, on voimassa

deg, u(G) < — < d.

m
2

Kayttamalla induktio-oletusta polynomiin GG saadaan

3m

V(Glu,v) = 2

ja kiyttamalld tulosta (4.2.5) ndhdéén, etta

1 3m 3m
< - = _
I/(G(Ul,UO) =35 1 8

Sovelletaan téita tulosta polynomin f(u,v) lausekkeeseen, jolloin saadaan

v(f(u,v)) =v(ug G(uy,ug)) < %m < gd.

Nyt voidaan viimeinkin todistaa véite (4.2.4): Olkoon polynomin h(x,y)
aste d. T&lloin A voidaan lausua muodossa

d

hay) =3 hile,y),

1=0

missd polynomit h; ovat homogeenisia ja astetta ¢. Oletuksen mukaan hy # 0.
Koska v =2 jay = %, voidaan kirjoittaa

h(z,y) =v? Z hi(u, 1)v®.



Koska hy # 0,

Talloin

I/(h(l', y) = — dl/('l}) + v <Z hl(u’ 1)vd—1>

3 d
< -2+ = -2,
< 24+ 5 :

Tista ndhdédén, ettd ehdosta deg(h(x,y)) > 2r seuraa v(h) < —r.
Esimerkki 4.2.7. Olkoon X = P? = Proj k[X, Y, Z]. Merkitidn S = k[u,v],

missid u = X/Z jav =Y/Z. Olkoon ag, ay, ... jono positiivisia kokonaisluku-
ja. Muodostetaan jono lokaaleja renkaita

SOCSlCSQC"‘,

misséa
Si = ki, U] (us 00

vg = 0, Uy = u; (4.2.8)
U; .
Vir1 = _ali Ja U1 = v;. (429)
Ui
Jokainen rengas S;,; saadaan lokaalista renkaasta S; tekemélla a; perikkiis-
td kvadraattista muunnosta. Téstd seuraa, ettd renkaiden S; yhdiste on va-

luaatiorengas, jota merkitdan S,. Olkoon v rengasta S, vastaava valuaatio.
Rationaalifunktioiksi v; saadaan

U
V1 = E
Uy paoa1+l pP1
LS T e T
Us yma2+l ud?
VT @ T pe@artDrar e’
missd kokonaisluvut p; ja ¢;, ¢ = 1,2,3, ovat ketjumurtolukukehitelméin

[ao; ay, ag, .. .] liittyvit konvergentit (Tattersall [Tat99], pykéld 8.5). Todiste-
taan yleinen kaava

P .
™ muulloin.

udn . .11.

_} 25m» Jos n on parillinen,

Upn41 =
uan

72



induktiolla: Oletetaan, ettd viite pétee alkioilla vy, kun d < n. Kun n on
parillinen, voidaan kirjoittaa

a
_vn_l o uqn—Q uqn—l n
Un+1 = - '

'Ug" pPn—2 pPn—1

uqn

==
silld konvergentit p, ja ¢, toteuttavat yhtdlot (Tattersall [Tat99|, pykala 8.5)
Prn = QpPn—1 +pn—2 ja
Gn = AnQn-1 + qn—2-

Tapaus n on pariton todistetaan vastaavalla tavalla. Normalisoidaan valuaa-
tio v siten, ettd v(v) = 1. Téll6in saadaan

v() = Pn 4 (cqyrrn Z0n) (4.2.10)
an dn
Tarkastellaan seuraavaksi tapausta, missi ag, aj, ... muodostavat luvun v/3

ketjumurtolukukehitelmén. Tall6in

V3=1[1,1,2,1,2,..] =[1,1,2).

Valuaation mééritelméstd ndhddan, ettd v(v,) > 0 kaikilla n € N. Toisaalta
yhtéloistd (4.2.8) seuraa, ettd v(via) < v(v;), eli v(v,) on rajoitettu kaikilla
n € N. Kun n kasvaa, yhtélon (4.2.10) oikeanpuolimmaisin termi lahenee nol-
laa ja termi ’;—: lihenee arvoa /3. Tisti seuraa, ettd v(u) = /3. Valuaation

v arvoryhmi on siis Z + Z+/3, joten valuaatio on tyyppii (iv).
Merkitddn R = k[r,y] missd o = 2, y = % Miaritellidn < jarjestys
seuraavasti:
2y = 1 = v(z%y’) < 0.
Nyt
va

W(ay') = ) =a = (a+b)V3

ja tastd ndhdéaan, etté
My < 22y — (a1,b1) - w < (ag, by) - w,

missi w = (v/3 —1,v/3). Valuaation v miirittima jirjestys on siis matriisiin
w liittyva termijirjestys renkaassa R.

Tyypin (i) valuaatiot eivét tuota jarjestysfunktioita:
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Lause 4.2.11. Olkoon R ddrellisesti generoitu k-algebra, p painofunktio ja
v siihen liittyvd valuaatio. Tdlldin v ei ole tyyppid (i).

Todistus. Olkoon K renkaan R osamadrdkunta. Oletetaan, ettd v on tyyppié
(i). Valitaan u € K siten, ettd v(u) = 1. Nyt u = o, missé z,y € R.
Merkitédén —a = v(x) ja —b = v(y). Koska z,y € R, niina,b > 0jab—a = 1.
Jos z ja y eivit ole algebrallisesti riippumattomia, voidaan valita z siten, etta
r ja z ovat algebrallisesti riippumattomia. Talloin 2’ = 2¢+ 2 ja v’ = y? ovat
algebrallisesti riippumattomia, kun ¢, d > 1. Valitaan ¢ = kb+1 jad = ka+1,
missi k on valittu siten, ettd —kba < v(z). Téll6in on voimassa

v(ie')—v(y') =1.

Joka tapauksessa voidaan siis olettaa, ettd loydetdin algebrallisesti riippu-
mattomat alkiot = ja y siten, ettd v(z) = —a, v(y) = —bjab—a = 1.
Monomien x"y* arvot valuaatiossa v ovat tarkalleen kaikki joukon

N ={—ra— sblr,s € N}

alkiot. Koska b—a = 1, joukko —NN NN on &irellinen. Konstruoidaan induktii-
visesti jokaista positiivista lukua k kohti astetta kb oleva polynomi py(x,y),
jonka arvo valuaatiossa v ei sisilly joukkoon

N U {v(pi(z,y))|i < k}.
Valitaan ensin

pu(z,y) = 2™ — ay™,
missd « on valittu siten, etté

v(pl) > —kab.

Oletetaan nyt, ettd polynomit p,ifl kaikilla £ € N on konstruoitu. Naytetaan,
miten seuraava polynomi l6ydetdin: Jos

vy ') & N U{v(pi(x,y)li <k},

valitaan p, = p) ", jolloin polynomi luvulle & on 15ydetty. Muutoin v(p], ") =
v(f), missd joko f = z°y" tai f = p;(z,y) jollain i < k. Joka tapauksessa
voidaan l6ytdd o € k siten, etté

vy +af) > v ).

Valitaan ’ .
= pfgfl + af.
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Nyt deg(f) < kb, joten degp{; = kb kaikilla j, eli degpy = kb. Saadaan siis
Adreton jono (pr)ren polynomeja, joilla

v(pr) € N U{v(p)li <k}

Koska —N N N on déarellinen, direllisen monen askeleen kuluttua 16ydetidan
polynomi py € k[z,y|, jonka valuaatio on positiivinen. Téllainen valuaatio ei
voi tulla renkaan k[x,y] jarjestysfunktiosta. O
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