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Luku 1

Aluksi

Tama moniste on tarkoitettu kiytettiviksi Tampereen yliopiston informaatiotieteiden yk-
sikdn opintojaksolla Algoritmit. Monisteen oheislukemistona on syyté kiyttda jotain alan
oppikirjaa. Suositeltavia yleisesityksia ovat esimerkiksi Cormenin ja muiden [1|, Goodric-
hin ja Tamassian [3] sekd Kleinbergin ja Tardosin [6] kirjat. Algoritmien analysointiin
keskittyviit Grahamin ja muiden [4] ja Sedgewickin ja Flajolet’'n [12] esitykset. Erityisesti
kannattaa huomioida Penttosen suomenkielinen oppikirja [11]. Muut kirjallisuusluettelon
kirjat keskittyvit algoritmiikan eri erityisalueisiin.

Potenssi, logaritmi ja summakaavoja

Lukijalta edellytetddn ennakkotietoina matematiikan perusteita, esimerkiksi induktiope-
riaate, logaritmifunktio, permutaatiot ja todennikdisyyslaskennan alkeet. Alla on kerrat-
tu muutamia potenssi- ja logaritmifunktioiden ominaisuuksia, joita jatkossa toistuvasti
kiytetdan.

Jos a, m ja n ovat reaalilukuja, a # 0, niin

a = 1
(11 a
al = 1
a
(am)n _ amn — (an)m
am no_ aern

Jos logaritmin kantaluvulla ei ole merkitysta, niin kantaluku jatetdadn merkitseméatta.
Niin tehddin usein esimerkiksi asymptoottisten merkintdjen yhteydessa. Jos a, b ja c ovat



nollaa suurempia reaalilukuja, niin

o — possa
logl = 0
log(ab) = loga+logb
logh® = alogb

glogb  _  plosa
log,a — log, a
log,. b
log, o= log,a~! = —log, a
log,a = =
log, b

loglogn = log(logn)
log"n = (logn)k.

Merkinté |a| tarkoittaa suurinta kokonaislukua z, jolla péitee z < a. Vastaasti [a]
tarkoittaa pienintd kokonaislukua x > a.
Seuraavia summakaavoja tarvitaan myos toistuvasti:

ii _n(n+1)
i=1 2

i}ﬂ _n(n+ 1)6(2n +1)

zn: 20 =2omtt
=0

an—f—l -1

Zai = —) josa#1,ja
, a—1
=0
n ] n+2 DNa !
iai =% (n + )2a —|—a, jos a # 1.
— (a—1)
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Luku 2

Algoritmien analysointitekniikoita

Mikéli pyritddn tasmaéllisen méaarittelyn sijasta vain intuitiivisesti kuvailemaan algorit-
meja, voitaisiin niitd sanoa esimerkiksi "toimintaohjeiden joukoiksi", joilla on ainakin
seuraavat ominaisuudet:

1. Ilmaistavuus. Algoritmi on voitava ilmaista kiintedlld, darelliselld aakkostolla.

2. Yksiselitteisyys. Jokaisen yksittdisen ohjeen on oltava sellainen, ettd ei synny eri-
mielisyytta sen suoritustavasta.

3. Suoritettavuus. Jokainen ohje on voitava suorittaa "darellisessd ajassa ja darellisin
apuvalinein".

Esimerkiksi kaikilla ohjelmointikielilla kirjoitetut ohjelmat tayttédviat ndma vaatimukset.
Tamaéan vuoksi téssd esityksessd algoritmit kirjoitetaan ohjelmointikielten ilmauksia jal-
jittelevilld pseudokoodilla. Haluttaessa tdméa pseudokoodi voitaisiin "kadntda" jonkun
tasmallisesti maaritellyn laskennan mallin mukaiseksi. Téllaisia malleja ovat esimerkiksi
Turingin kone ja RAM (Random Access Machine).

Algoritmi on deterministinen, jos sen ohjeet jokaisessa tilanteessa madradvat suoritet-
tavan toiminta-askeleen yksikésitteisesti. Muussa tapauksessa algoritmi on epéddeterminis-
tinen. Luvussa 8 tarkasteltavat satunnaistetut algoritmit ovat epadeterministisia.

Ominaisuuksista 1 ja 2 seuraa, etté erilaisia algoritmeja on vain numeroituva maara.
Toisaalta esimerkiksi funktioita luonnollisten lukujen joukolta sille itselleen on ylinumeroi-
tuva madrad. Kaikki funktiot eivit siis ole laskettavissa (computable) eli kaikilla funktioil-
la ei ole algoritmia, joka méaériisi funktion arvot kaikilla sy6tteilli. Samoin on olemassa
padatosongelmia (ongelmia, joihin vastataan "kylld" tai "ei"), jotka eivét ole ratkeavia
(solvable, decidable) vaan ratkeamattomia (unsolvable, undecidable).

Tarkastellaan seuraavia ongelmia:

P, Olkoon A jokin algoritmi. Pysdhtyyko A syotteelld x?
P, Olkoon G jokin graafi. Onko G viritettavissd k:lla varilla?
P;3 Olkoon S joukko kokonaislukuja. Etsi joukon S mediaani.

Ongelmiin P, — Pj liittyvia tyypillisid algoritmiteoreettisia kysymyksid ovat esimerkiksi
seuraavat: Onko olemassa algoritmia, joka ratkaisee ongelman P? Paljonko P:n ratkaise-
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miseen kuluu aikaa ja tilaa, kun kiytetddn annettua algoritmia? Paljonko P:n ratkaise-
miseen vahintddn kuluu aikaa? Onko annettu algoritmi paras mahdollinen? Miten aika-
ja tilavaatimukset riippuvat toisistaan?

Ongelma P; on ratkeamaton pddtosongelma. Ongelmilla P, ja P; puolestaan on rat-
kaisualgoritmit. Ongelmasta P; tiedetddn myds, kuinka paljon aikaa sen ratkaisemiseen
vahintdan kuluu. Jos 16ydetdén algoritmi, jonka aikavaatimus on juuri tdmén alarajan
suuruinen, on loydetty optimaalinen algoritmi ongelmalle P5. Kaikille ongelmille ei tun-
neta aikavaatimuksen alarajoja. Esimerkiksi ongelmasta P, ei edes tiedetd, voidaanko se
ratkaista polynomisessa ajassa. Ongelma P, kuuluu ns. NP-tiydellisten ongelmien luok-
kaan.

Olkoon P jokin ongelma ja A algoritmi, joka ratkaisee ongelman P. Ongelmalla P on
useimmiten erikokoisia tapauksia (instance). Merkitaian tapauksen kokoa luvulla n. Tilan-
teesta riippuen n voi olla esimerkiksi tapauksen esittdmiseen tarvittavien muistipaikkojen
tai bittien lukuméara tai jokin muu sopivasti valittu suure. Algoritmien aikavaatimuksia
mitattaessa kiytettavid yksikkoja voivat olla esimerkiksi

e vertailujen lukumééara,
e tietyn silmukan suorituskertojen maéra,
e aliohjelman kutsukertojen méaara tai

e '"seindkelloaika" eli algoritmin suorittamiseen todellisuudessa kuluva aika.

Algoritmin A analyysin tarkoituksena on selvittdé, kuinka paljon A (luvun n funk-
tiona) tarvitsee aikaa ja tilaa pahimmassa, keskiméaaréisessd ja parhaassa tapauksessa.
Usein tyydytddn johtamaan asymptoottisia yliraja-arvioita, jotka ilmaisevat, miten aika-
tai tilavaatimus kiyttaytyy, kun n kasvaa rajatta.

2.1. Asymptoottiset merkintitavat

Algoritmien aika- ja tilavaatimusten tarkka laskeminen on usein vaikeaa. Yleensé riittaa,
ettd tiedetddn kasvun tyyppi. Tatd varten méadritelladn kolme asymptoottista merkinta-
tapaa, joissa tarkkoja kertoimia ei huomioida.

Tarkastellaan funktioita f : N — R ja ¢ : N — R*. T&lloin méaéritellaan

e fon O(g), jos on olemassa sellaiset positiiviset vakiot ¢ ja ng, etta
f(n) <cg(n), kun n > ng,

e fon Q(g), jos on olemassa sellaiset positiiviset vakiot ¢ ja ng, etté
f(n) > cg(n), kun n > ng,

e fon O(g), jos on olemassa sellaiset positiiviset vakiot ¢y, ¢z ja ng, etti
c1g(n) < f(n) < cag(n), kun n > ny.



Yleensi tarvitaan merkintdd O(g), jota kiytetdén joskus silloinkin, kun myos ©(g)
sopisi.

Yleisessé tapauksessa asymptoottisten merkintojen yhteydessé tarkastellaan funktioi-
den arvojen itseisarvoja. Kun kuitenkin mééariteltiin, ettd funktiot f ja g voivat saada
vain positiivisia arvoja, ei itseisarvomerkkeji tarvita. Kun f ja ¢ ilmaisevat algoritmien
resurssivaatimuksia, on oletus niiden arvojen positiivisuudesta luonnollinen.

Edelld merkittiin " f on O(g)"; usein merkitdén myos f = O(g). Téssi ei kuitenkaan ole
kyse tavanomaisesta yhtdsuuruudesta, miki on syytd huomioida késiteltdessd O-merkin-
toja sisaltidvid lausekkeita. Sama pétee tietenkin myos (2- ja ©-merkinndille. Tarkkaan
ottaen yllad maaritellyt kolme merkintdtapaa méaérittelevit kukin funktioiden joukkoja.
Esimerkiksi merkinnélld O(n?) mééritelldén sellainen funktioiden joukko, johon kuuluvat
kaikki ne funktiot, joille voidaan valita ylld olevat ehdot tayttévit vakiot ¢ ja mng, kun
g(n) = n?. Lausekkeessa

2n® +4n* +n — 3 = 2n° + O(n?)

O-merkinté tulkitaan niin, ettd O(n?) voitaisiin tarvittaessa korvata jollain ko. joukkoon
kuuluvalla funktiolla, mutta téssd yhteydessé ei olla kiinnostuneita, mikd nimenomainen
funktio se olisi.

O-merkinnélle patevit esimerkiksi sédnnot

[ ]
S
=
2
+
S
=
2

Il
2
=
5

e O(f(n))O(g(n)) = O(f(n)g(n)) ja

Joskus kirjallisuudessa kiytetddan pikku-o:ta tarkoittamaan "ei-tiukkaa O:ta" seuraa-
vasti:

e f on o(g), jos kaikilla vakioilla ¢ > 0 on olemassa sellainen positiivinen vakio ng,
ettd f(n) < cg(n), kun n > ny.

Esimerkiksi 2n on o(n?), mutta 2n? ei ole o(n?). Vastaavasti méritelldin w tarkoitta-
maan "ei-tiukkaa Q:a".

Logaritmin kantaluvulla ei O-merkinnén yhteydessd yleensd ole merkitysti, kunhan
kantaluku on ykkosta suurempi vakio. Tama johtuu siité, ettd kantaluvun muunnos vastaa
vakiolla kertomista. Ykkostd pienempien ja ei-vakioisten kantalukujen lisiksi ei myoskaan
eksponentissa olevaa logaritmin kantalukua voi kuitenkaan korvata toisella.



Asymptoottiset merkintatavat liittyvit laheisesti raja-arvon késitteeseen. Voidaan esi-
merkiksi todistaa, etté jos

lim () =

n—o0 g(n)

)

kun a on positiivinen reaaliluku, niin f(n) on ©(g). Vastaavasti kun

niin f(n) on o(g(n)), ja kun

niin f(n) on w(g(n)).
Esimerkki 2.1 Olkoon f(n) = a,,n™ + a,,_1n™ ' + ... + ain + ap. Polynomi f(n) on
O(n™), silld kun n > 1, voidaan kirjoittaa

f(n) < lam|n™ + |am_1|n™ 4+ ..+ |ag|n + |ag]
= (|am| + am-1l/n+ ...+ Jaa| /0™ + |ag| /™ )n™
< (lam| + |am-1] + - .. + |a1] + |ao|)n™.

Edella olevan méaaritelmén ensimmaéisen kohdan vakiot voidaan nyt valita seuraavasti:
¢ = [am| +am—1| + ...+ las| + |ao|

jang=1. ]

Tavallisia resurssivaatimuksissa esiintyvia funktioiden kasvuvauhteja ovat esimerkiksi
seuraavat:

e O(1), vakio eli syotteen koko ei vaikuta resurssitarpeeseen,

e O(logn), logaritminen (t&ll6in syotettd ei voida lukea kokonaan),

e O(n), lineaarinen,

e O(nlogn) (esimerkiksi monet lajittelualgoritmit),

e O(n?), nelidllinen (quadratic),

e O(n?), kuutiollinen (cubic), kiiytdnnollinen enéié pienilld n:n arvoilla,
e O(2"), eksponentiaalinen, ja

o O(n!).

Vaikka asymptoottiset aikavaatimusten ylarajat ovatkin usein tdrkeimmaét algoritmien
vertailuperusteet, niin on syyti ottaa huomioon, etté
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e joidenkin algoritmien pahimmat tapaukset esiintyvit kiytinnon tilanteissa niin har-
voin, ettd voidaan toimia keskimédriisten aikavaatimusten perusteella,

e jos algoritmia tullaan kiyttdmadn harvoin, on ohjelmoinnin helppous térkeéa,
e pienilld n:n arvoilla voi asymptoottisesti tehokas algoritmi toimia heikosti,

e nopea algoritmi voi tarvita enemman tilaa kuin hitaampi algoritmi ja

e numeerisen algoritmin tarkkuus ja stabiilisuus ovat yhté tarkeitd kuin nopeus.

Asymptoottisten ylarajojen kiyttoon liittyy se selked etu, ettd tulokset ovat riippu-
mattomia toteutuksesta, silla resurssitarve ilmaistaan jonkun tapaukseen liittyvin suureen
avulla. Toisaalta asymptoottinen tulos ei vilttamatta kerro mitéddn algoritmin kiyttay-
tymisestd kiytdnnon tilanteissa, silld vakio ngy voi olla niin suuri, ettd se ylittda kaikki
kiytdnnon tilanteissa vastaan tulevat arvot. Asymptoottisille yldrajoille perinteisiad vaih-
toehtoisia analysointimenetelmid ovat

e keskiméidriisen tapauksen analyysi,
e suoritettujen operaatioiden tarkan lukuméarin laskeminen ja
e algoritmien kokeellinen analysointi.

Keskiméériinen analyysi tarvitsee tietoa tai oletuksia syotteiden jakaumista, ja se on
usein matemaattisesti pahimman tapauksen analyysia selvisti vaativampaa. Suoritettujen
operaatioiden tarkka arvo on mielekésté laskea esimerkiksi silloin, kun vertaillaan samaan
tarkoitukseen laadittuja toisiaan muistuttavia algoritmeja, joiden toiminta perustuu jon-
kun yhteisen operaation toistamiseen. Algoritmien kokeellista analyysia voidaan kayttaa
algoritmien suunnittelun apuna, silld hyvin suunnitellut kokeet voivat paljastaa algorit-
min pullonkaulat. Kokeellista analyysia voidaa kiayttda myos silloin, kun muut keinot ovat
liian monimutkaisia.

Esimerkki 2.2 Tehtédviné on etsii n-alkioisesta kokonaislukutaulukosta L arvoa x. Jos
x on taulukossa, niin palautetaan sen paikka taulukossa; muutoin palautetaan arvo 0.
Tapauksen kooksi voidaan valita alkioiden lukumééra n. Kéytetddn kuvan 2.1 algoritmia.

(1) J:

(2) whlle (j <n)and (L(j) #x)do j:=j+1od
(3) if j > n then j:=0 end

(4) return j

Kuva 2.1: Etsinta.

Rivit (1) ja (3) suoritetaan kerran, ja molempien suoritukseen kuluu jokin vakioai-
ka. Algoritmin aikavaatimus riippuu siis rivin (2) suorituskerroista. Pahimmassa tapauk-
sessa suorituskertoja on n ja parhaassa tapauksessa 1. Keskiméaérédinen suorituskertojen
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lukumé&éra nayttiisi olevan noin n/2, josta seuraisi keskiméérdisen tapauksen aikavaati-
mukseksi O(n). Tarkastellaan keskimédriisen tapauksen aikavaatimusta kuitenkin hieman
tarkemmin. Tarkoittakoon ¢ todennékoisyyttéd, ettd x on taulukossa L, ja olkoon I; ta-
paus, jossa x on taulukon paikassa 7. Kun oletetaan, ettd alkioiden sijainti taulukossa on
tasaisesti jakautunut, voidaan vertailujen lukumaéaérd keskiméariisessd tapauksessa ke
kirjoittaa muodossa

n n

bwe = )i+ (=@t 1) =3 it (L= g)(n+1)
- %Zi—I—(l—CI)(n—i—l)z%%m—i—(l—Q)(N—I—l)
— 7Q(";1)+(1—q)(n+1)
= (1-m+1).

Jos tiedetéddn, ettd = on taulukossa (ts. ¢ = 1), niin kuye = (n+1)/2. Jos taas esimerkiksi
q =1/2, niin kue = 3(n+1)/4. O

Ohjelman osien aikavaatimuksille patevit yleensd seuraavat yksinkertaiset nyrkkisiin-
not:

e sijoitus- ja tulostuskiskyt voidaan suorittaa vakioajassa
e chtolauseen aikavaatimus on ehdon ja hitaamman haaran aikavaatimusten summa

e silmukan aikavaatimus on suorituskertojen lukuméira kertaa lopetusehdon testauk-
sen ja silmukan rungon aikavaatimusten summa.

Jos sijoituskésky tai vaikkapa yhteenlasku ajatellaan suoritettavan vakioajassa riippu-
matta operaation kohteena olevien lukujen suuruudesta (niiden esittdmiseen tarvittavien
bittien lukumaédrasta), kiytetdin niin sanottua yksikkokustannusta (unit cost). Nin teh-
dain tassa esityksessd. Tarkempia tuloksia saataisiin ns. logaritmisella kustannusperiaat-
teella, jossa jokaisessa operaatiossa huomioidaan se, kuinka paljon bitteja on késiteltava
operaation toteuttamiseksi. Logaritminen kustannusperiaate estda sellaiset keinotekoiset
konstruktiot, joissa rakenteita "koodataan" hyvin suuriksi luvuiksi, joita sitten késitel-
ladn esimerkiksi aritmeettisilla operaatioilla.

2.2. Differenssiyhtaloiden ratkaisemisesta

Tarkastellaan kuvassa 2.2 esitettyd lomituslajittelua. Oletetaan, ettd funktio merge(Ly, Lo)
lomittaa lajitellut listat Ly ja Lo yhdeksi lajitelluksi listaksi ajassa O(|L1| 4 |Ls|). (Mer-
kintéa |L| tarkoittaa alkioiden lukumé&éraé listassa L.)
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Procedure sort (i, j):
(1) if i = j then return z;
(2) else
(3) m=(i+j—1)/2;

(4) return merge (sort(¢,m), sort(m + 1, j))
(5)

5) end

Kuva 2.2: Lomituslajittelu.

Listan alkuperdinen sisiltd ei vaikuta merge-kutsujen lukuméarain, joten aikavaati-
mukset pahimmassa, keskiméiréisessé ja parhaassa tapauksessa ovat samaa suuruusluok-
kaa. Aikavaatimus 7'(n) voidaan esittdd differenssiyhtaloné

1, kun n =1,
T(n) <
(n) < { 2T (n/2) + con, kunn > 1.

Differenssiyhtdlon osaa 7'(1) < ¢; sanotaan reunaehdoksi. Alemmassa osassa 27(n/2)
ilmoittaa rekursiivisiin kutsuihin kuluvan ajan ja con kaikkeen muuhun laskentaan (ver-
tailut, listan jakaminen ja yhdistdminen) kuluvan ajan.

Kun oletetaan, ettd n on kakkosen potenssi, niin ongelman "jako menee tasan'". Myd-
hemmin huomataan, ettd tdmai oletus ei loukkaa tarkastelun yleisyytta.

Tavoitteena on esittdd 7'(n) "suljetussa muodossa" eli n:n ja vakioiden avulla. Yksin-
kertainen tapa differenssiyhtidlon ratkaisemiseksi on arvata oikea ratkaisu, ja sen jilkeen
varmistua arvauksen oikeellisuudesta.

Differenssiyhtdlon ratkaisu arvaukseen perustuvalla menetelmélld alkaa yleensi sillé,
ettd lasketaan ratkaisu joillain pienilld tapauksilla, ja pyritddn paidtteleméddn ratkaisun
yleinen muoto. Arvatun ratkaisun oikeellisuuden todistamiseen kiytetadn tavallisesti in-
duktiota.

Arvataan nyt, ettd T'(n) < anlogn + b joillain vakioilla a ja b, ja otetaan tehtéviksi
osoittaa arvaus induktion avulla oikeaksi.

Kun n =1, niin ¢; <a-1-logl+ b= 0. Vakion b on siis oltava vahintdin yhta suuri
kuin ¢;. Tehdéén induktio-oletus: T'(k) < aklogk + b, kun k < n, ja viitetddn, ettd

T(n) < anlogn + b.
Voidaan kirjoittaa
T(n) < 2T(n/2)+ con < 2(@% logg +b) + con
= an logg + 2b+ con = an(logn — log 2) + 2b + con
= anlogn —an + 2b + con.

Induktiotodistus olisi valmis, jos viimeksi kirjoitettua lauseketta voitaisiin arvioida ylos-
péin lausekkeella anlogn + b. Tamé on mahdollista, jos vakio a valitaan sopivasti. Selvi-
tetdan, millainen arvo vakiolle a on annettava. Epayhtalo

anlogn —an + 2b+ con < anlogn +0b
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on voimassa, jos
—an+b+cn <0 eli a>cy+b/n.

Koska oletettiin, ettd n > 1, niin voidaan valita a > ¢y + b. Jos siis valitaan b = ¢; ja
a = ¢1 + ¢9, niin on voimassa

T(n) < (c1+co)nlogn + ¢

eli lomituslajittelun aikavaatimus on O(nlogn).
Tarkastellaan seuraavana esimerkkiné pikalajittelun (quicksort) keskimé#éréista aika-
vaatimusta. Pikalajittelussahan lajitellaan taulukko A[l...j] seuraavasti:

1. Valitaan jakoalkioksi jokin lajiteltavista luvuista.

2. Jarjestetddn taulukko niin, ettd osataulukko A[l...k — 1] sisdltdd jakoalkiota pie-
nemmait ja A[k...j] sitd suuremmat tai yhtd suuret alkiot.

3. Jatketaan rekursiivisesti osataulukoista A[1...k — 1] ja A[k...j].

Jako osiin A[l...k — 1] ja A[k...j] voidaan tehdi funktiolla partition, joka esitetéin
kuvassa 2.3. Kutsun partition(, j) aikavaatimus on O(j —i — 1).

Function partition (7, j: integer; pivot: alkio): integer
[,r: integer
l:=d,7r:=9
repeat
swap(A[l], A[r])
while A[l].alkio < pivot do [ :=1+ 1 od
while A[r].alkio > pivot do r :=r — 1 od
until [ > r
return [

R R e R e T
(SIS
—_— Y — Y Y —

Kuva 2.3: Listan ositus.

Jakoalkio voidaan valita monella eri tavalla; oletetaan kiytettidvin sellaista menettelyé,
ettd etsitddn taulukon alusta kaksi eri suurta alkiota ja valitaan niistd suurempi. Jos laji-
teltavia lukuja on vihemmén kuin kaksi, niin findpivot palauttaa arvon nolla. Kuvan 2.4
quicksort-aliohjelmassa oletetaan findpivot-funktion palauttavan néin valitun jakoalkion.

Oletetaan, ettd mikdan arvo ei esiinny taulukossa yhté kertaa useammin ja etté kaikki
alkujarjestykset ovat yhtd todennékoisia. Kéytetdaan merkintdéd p(i) siitd todennakoisyy-
destd, ettd partition(1, n) tuottaa osataulukot, joiden koot ovat i ja n—1i alkiota. Téallaiset
jaot saadaan, kun jakoalkio on suuruusjirjestyksessa (i + 1). lajiteltavista luvuista. To-
dennikoisyys sille, ettd suuruudeltaan (i + 1). luku on taulukon paikassa 1, on % Jotta
se tulisi valituksi jakoalkioksi, on taulukon toisessa paikassa oltava sitd pienempi luku.
méisessd paikassa on lajiteltavista luvuista suuruudeltaan (i + 1). luku ja ettd siitd tulee

Tamén tapahtuman todennikoisyys on Todennakoisyys sille, ettd taulukon ensim-
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Procedure quicksort (i, j: integer)

pivot: alkio

pivotindex: integer % jakoalkion indeksi
(1) pivotindex := findpivot(i, )
(2) if pivotindex # 0 then
(3) pivot := A[pivotindex].alkio
(4) k := partition(i, j,pivot)
(5) quicksort (i, k — 1)
(6) quicksort(k, 7)
(7) end

Kuva 2.4: Pikalajittelu.

i
n—1"
paikassa 2, ja paikassa 1 on sitd pienempi luku. Tamaéankin tapahtuman todennékoéisyys

jakoalkio, on % Toinen mahdollisuus on, ettd suuruudeltaan (i + 1). luku on taulukon

7
n—1"

on % Voidaan siis kirjoittaa
. 1 4 1 21
(i) = ~ —~ = .
nn—1 nn—1 mn(n-—1)

Keskimaéariiselle ajalle saadaan differenssiyhtélo

T(n) = c1, kun n =1,
N Z;:llp(i)[T(i) +T(n—1)] 4+ con, kunn>1,
eli
kun n =1,

T(n) = { zlfn—l 2 _[T()+T(n—1)] +comn, kunn > 1.

=1 n(n—1)

Muokkaamalla differenssiyhtlod hieman eteenpéin ja tekemailld sitten arvaus voitaisiin
todistaa seuraava lause (todistuksen yksityiskohdat sivuutetaan).

Lause 2.1 Quicksort(1,n) vaatii keskimddrin ajan O(nlogn).

2.2.1. Differenssiyhtilon purkaminen

Ratkaistaan uudelleen lomituslajittelun aikavaatimusta kuvaava differenssiyhtalo. Nyt ole-
tetaan, ettd n on muotoa 2k,
Soveltamalla toistuvasti annettua yhtdlod voidaan kirjoittaa

T(n) 2T (n/2) + can < 2(2T(n/4) + can/2) + con

<
< 2(2(2T(n/8) + can/4) + con/2) + con < ...

Toistamalla tata ¢ kertaa saadaan
T(n) < 2'T(n/(2Y) + icyn.
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Koska n = 2%, saadaan erityisesti
T(n) < 28T(1) 4 keyn < eyn + canlogn

eli T'(n) on O(nlogn).

Y1l# olevassa ratkaisussa oletetaan, ettd n = 2¥. Tami oletus ei loukkaa tarkastelun
yleisyyttd. Jos nimittiin oletetaan, ettd 7'(n) on kasvava funktio (kuten resurssivaatimus-
ten kohdalla jokseenkin aina on asianlaita), niin voidaan péitella seuraavasti. Jos n ei ole
kakkosen potenssi, niin se on joidenkin kakkosen potenssien vilissi: 2871 < n < 2%, Funk-
tion T' kasvavuuden perusteella on tillin T'(2871) < T'(n) < T(2F). Edelld todistettiin,
ettd T(2F) < c2¥log 2F jollain vakiolla c. Nyt piitee "kakkosen potenssien vilissid" olevalle
n:lle T'(n) < ¢2Flog 28 < ¢(2n)log(2n) = 2cnlogn + 2cn. Voidaan siis valita mééritelméin
mukaiset vakiot myos n:lle eli pétee T'(n) = O(nlogn). Koska samanlainen péaittely on
mahdollinen yleisestikin, voidaan ongelman koon olettaa olevan "sopivaa'" muotoa.

Esimerkki 2.3 Tarkastellaan differenssiyhtiloa
1 kun n = 2
T(n) = ’ ’
() { 2T(n/2)+2, kunn =2Fjan > 2.
Sovelletaan toistuvasti annettua yhtalod. Saadaan
T(n) = 2T(n/2)+2=22T(n/4)+2)+2=4T(n/4) +4+2
= 4(2T(n/8)+2)+4+2=8T(n/8) +8+4+2=...

= 2T(n/2")+ Y 2.
j=1

Koska reunaehto on maéaritelty arvolla n = 2, voidaan purkamista toistaa k — 1 kertaa.
Saadaan
k—1
T(n) = 2"7'T(n/28") + ) 2 =28'T(2) + 28 — 2
j=1
= 2kl ok 9 —20kF/9 1 oF 9 —glogn g glgn 9

= n/2+n—2=3n/2-2.

Esimerkki 2.4 Tarkastellaan differenssiyhtiloa

T(n) 1, kun n =1,
n)=
2T(n/2) +logn, kun n=2Fjan > 1.

Sovelletaan taas toistuvasti annettua yhtdloa. Saadaan
T(n) = 2T(n/2)+logn =2(2T(n/4) + log(n/2)) + logn
= 4T (n/4) + 2log(n/2) + logn = 4(2T(n/8) + log(n/4)) + 2log(n/2) + logn
= 8T(n/8) +4log(n/4) + 2log(n/2) +logn = ...

= 2'T(n/2") + i 27 log(n/27).
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Kun ¢ = k = logn, saadaan

T(n)

k—1 k-1
= 2k (n/2%) + Z 27 log(n/27) = n + Z 27 log 2877
=0 =0

k—1 k—1 k—1
= n+Y Yk—j)=n+kd 2 -j> ¥
j=0 j=0 j=0
= n+k(2"—1) = ((k—1)2"" — k2% +2)
n+ k2F — k — k28 4 okt 4 kok 9
n+k2k+1_k_k2k+1+2k+1_2:2k+1_k_2+n
= 2n—logn+n—2=3n—1logn — 2.

Esimerkki 2.5 Tarkastellaan differenssiyhtal6a

T(n) = 1, kun n =1,
] 37(n/2) +n? —n, kun n=2*jan > 1.

Sovelletaan toistuvasti annettua yhtalod. Saadaan

T(n) =

3T(n/2) +n? —n=33T(n/4) +n*/4—n/2) +n* —n
9T (n/4) + 3(n*/4 —n/2) + (n* — n)

9(3T(n/8) +n*/16 — n/4) + 3(n*/4 — n/2) + (n*> — n)
27T (n/8) +9(n*/16 — n/4) +3(n*/4 —n/2) + (n* —n) = ...

i—1

3T(n/2') +n* (3/4) —n 2(3/2)1.

J=0

Muokataan ensin kahta jalkimmaéista yhteenlaskettavaa:

ja

Néaiden avulla

n’ 2(3/4)3' = n27(:;//i)z__1l = —4n*((3/4)" — 1)

J=0

i—1
—n Y (3/2) = —2n((3/2)' — 1.
=0
T'(n) voidaan kirjoittaa muodossa

T(n) = 3'T(n/2") + 4n* — 4n*(3/4)" + 2n — 2n(3/2)".

Valitaan taas ¢ = logn. Télloin saadaan
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T(n) = 398" 4 4n? — 4n?(3/4)"8™ + 2n — 2n(3/2)'e"
log 3 nlog3
= n'83 4 4n? 4 2n — 4n?

— Zn
nlog4 nlogZ
— nlogS =+ 477,2 4o — 4nlog3 - 2nlog3

= 4n? 4+ 2n — Hn'es.

2.2.2. Eraan yhtaloluokan yleinen ratkaisu
Tarkastellaan differenssiyhtaloa

T(n) = 1, kun n =1,
] aT(n/b) +d(n), kunn > 1,

kun a ja b ovat vakioita ja d jokin funktio.
Otetaan tehtaviksi todistaa, ettd tarkasteltavaa muotoa olevan yhtalon ratkaisulla on

esitys
k—1
T(n) = a* + Zajd(bkﬁ), kun n = b*.
=0
Termii a* sanotaan ratkaisun homogeeniseksi osaksi ja summalauseketta epihomogeeni-

seksi osaksi. Soveltamalla differenssiyhtdlon purkamismenettelyd saadaan
n

T(n) = aT<b>—i—d(n):a(aT(%)de(%))—i-d(n)

= a’T <b—712) + ad (%) +d(n) = a* (aT (b%) +d (b%)) + ad (%) +d(n)

= a’T <b—2) + a’d <b—nQ) + ad (%) +d(n)=...

i—1
- () Soa(l)

Huomioimalla, ettd n = b*, voidaan viimeinen lauseke kirjoittaa muodossa
k—1
a* + Zajd(bk’j), kun n = b".
5=0
Funktiota d sanotaan multiplikatiiviseksi, jos d(nm) = d(n)d(m). Esimerkiksi funktio
di(n) = n® on multiplikatiivien, silld (nm)® = (n)*(m)®. Sen sijaan funktio ds(n) = logn
ei ole multiplikatiivinen, sillé dy(nm) = lognm # lognlogm = dy(n)dsy(m).
Edelld saatu tulos voidaan vield kirjoittaa yksinkertaisempaan muotoon, jos tiedetdan,
ettd d on multiplikatiivinen funktio. T&all6in on voimassa

. L \F B ) k
%ajd(b’“j) = d(b)’“f <ﬁ)] = d(b)* <m) 0 |

=0 =0 v 1 av 1
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kun a # d(b). Tamén esityksen avulla voidaan todistaa seuraava kiyttokelpoinen lause.

Lause 2.2 Olkoon d multiplikatiivinen funktio yhtdlossd

T(n) = 1, kunn =1,
| aT(n/b) +d(n), kunn>1,

kun a ja b ovat vakioita. Tdlloin

O(,nlogb a)7 jOS a > d(b),
T(n) = O(nlogb d(b)), jos a < d(b),
O(,nlogb d(b) 1ogb n), jos a = d(b)

Todistus. Kun a > d(b), niin
a® — d(b)*
i — 1

on O(a*). Tallsin T'(n) on O(a*) eli O(n'°#:). Kun a < d(b), niin
a® —d(b)*

a1

on O(d(b)¥). Tallsin T(n) on O(d(b)*) eli O(n'°84®)), Kun a = d(b), niin multiplikatii-
visuusoletuksen jalkeistd padttelyd ei voida tehda. Talloin voidaan kuitenkin kirjoittaa
Sty ald(BEI) = d(b)F Y500 1 = d(b)k = n'=r4®) log, n ja T'(n) on O(nl°®4® log, n). O

Esimerkki 2.6 Tarkastellaan yht&loita

T(n) = 1, kun n =1,
| 4T(n/2) +n, kunn > 1,

T(n) 1, kun n =1,
n)=
4T(n/2) +n? kunn>1

ja
1 kunn=1
T = ’ '
(n) { AT(n/2) + 13, kunn > 1.

Kaikissa yhtiloissi on @ = 4 ja b = 2, joten ratkaisun homogeeninen osa on a'°&" =
nlogya — 2

Ylimmiéssd yhtélossi on d(b) = 2 < 4 = a, joten T(n) = O(n'°%2*) = O(n?). Vas-
taavasti keskimmiisessi yhtildssd on d(b) = 22 = 4 = a ja T(n) = O(n'°®2%log,n) =
O(n*logn). Alimmassa yht#lossi on puolestaan d(b) =2° >4 =aja T(n) = O(n*). O

Esimerkki 2.7 Ratkaistaan yht&lo

T(n) = 1, kun n =1,
] 27(n/2) + nlogn, kunn > 1.
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Tissd yhtilossid on @ = b = 2. Yhtiilon homogeeninen osa on a¥f = nlo& @ = plog22 — pn,
Funktio d(n) = nlogn ei ole multiplikatiivinen, joten Lausetta 2.2 ei voida soveltaa.
Epadhomogeeninen osa on

k—1 k-1 k1
d_dd®t) = ) 22" log2t T =20y (k)
j=0 j=0 7=0
= 2"k(k + 1) = 25" log n(logn + 1) = Z(log” n + log ).

Epihomogeeninen osa miiri siis yhtilon 7'(n) kasvuvauhdin. T'(n) on O(nlog®n).
0J

Taméan alakohdan alussa annetun differenssiyhtialon ratkaisu voidaan edelld esitetyn
perusteella antaa homogeenisen ja epdhomogeenisen osan summana muodossa

k—1
¥+ " ald(bF).
§=0

Kun differenssiyhtélo esittda rekursiivisen algoritmin aikavaatimusta, niin homogeeninen
osa vastaa osaongelmien ratkaisuun kuluvaa aikaa ja epdhomogeeninen osa "muuhun las-
kentaan" (ongelman jakaminen, ratkaisun kokoaminen osista) kuluvaa aikaa. Kun pyri-
tdan tehostamaan algoritmia, on tiedettdvé, kumpi osa maaraé aikavaatimuksen. Jos esi-
merkiksi homogeeninen osa on madriavi, ei kannata tehostaa ratkaisun kokoamista osista,
vaan algoritmin tehostamiseksi ongelma on jaettava osiin toisella tavalla.

Esimerkki 2.8 Lomituslajittelun aikavaatimusta kuvaa differenssiyhtélo

c1, kun n =1,
T(n) <
(n) < { 2T (n/2) + con, kunn > 1.

Tamén alakohdan merkinnéilla on siis a = b = 2 ja d(n) = con. Homogeeniseksi osaksi
saadaan 2'°¢" = n ja epihomogeeniseksi osaksi

k—1 k—1
Z 2y 2k = ok ZCQ = 2"k = O(nlogn).
=0 =0

Algoritmin tehostamiseksi pitdisi pystyd tehostamaan lomitusvaihetta. Tamé ei selvisti-
kddn ole mahdollista. Myohemmin huomataankin, ettd lomituslajittelu on asymptootti-
sesti optimaalinen erdissa laajassa lajittelumenetelmien luokassa. 0

Edellisen esimerkin differenssiyhtilo ei ole Lauseen 2.2 vaatimaa muotoa, silld d(n) =
con ei ole multiplikatiivinen funktio. Vakiolla ¢ ei kuitenkaan ole vaikutusta epdhomo-
geenisen osan asymptoottiseen kiyttaytymiseen. Tama pitad yleisestikin paikkansa: funk-
tion d vakiokerroin voidaan unohtaa, jos ratkaisuksi riittdd asymptoottinen tulos. Lause
2.2 voidaan siis kirjoittaa uudelleen hieman yleisemmaissd muodossa seuraavan lauseen

tapaan.
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Lause 2.3 Olkoon d multiplikatiivinen funktio yhtdlossd

T(n) = kunn =1,
| aT(n/b) +cd(n)+e, kunn>1,

kun a, b, ¢ ja e ovat vakioita. Talloin

O (n'®9), jos a > d(b),
T(n) = { O(nlowd®), jos a < d(b),
O(n'o#84® log, n), jos a = d(b).

2.2.3. Lavennusmenetelma

Tarkastellaan esimerkkini differenssiyhtaloa

1 kunn =1
T — Y Y
(n) { 2I'(n—1)4+n, kunn > 1.

Eri n:n arvoilla saadaan seuraavat yhtalot

T(n) = 2T (n—1)+n
Tn—1) = 2T'(n—2)+n—1

Tn—i) = 2T(n—i—1)4+n—1

T(2) = 27(1) + 2.

Valitaan laventajiksi 2°,2%,...,2 ..., 2" 2 ja kerrotaan saadut yhtilot puolittain laven-
tajilla. Saadaan uudet yhtalot

Tn) = 2T(n—1)+n
2T(n—1) = 2-2T(n—2)+2(n—1)

2" (n—i) = 27727 (n—i—1)+2" " (n—1)

2"2T(2) = 2"722T(1) + 2" 22,

Laskemalla ndma yhtalét puolittain yhteen saadaan

N
=

n— n—

Tn) = 2" T+ (n—9)2'=Y (n—1)2"

%

Il
o
I
o

i
Sieventimilli timé lauseke saadaan muotoon 7'(n) = 2"t —n — 2. (Miten?)
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2.3. Tasoitettu vaativuusanalyysi

Tarkastellaan sovellusta, jossa tehddin jono peridkkiisid operaatioita samaan tietoraken-
teeseen ja halutaan tietda koko operaatiojonon suoritusaika. Operaatiojonon suoritusaikaa
voidaan arvioida yksittiisten operaatioiden pahimpien tapausten perusteella. Néin saata-
va arvio voi kuitenkin olla liian pessimistinen, silld pahin tapaus ei ehkd voikaan toistua
kerrasta toiseen. Toinen perinteinen tapa on kiyttda keskiméardisen tapauksen analyysié.
Ongelmana on talldin sopivien todennékoisyysjakaumien l6ytdminen.

Esimerkki 2.9 Tarkastellaan pinoa, jota késitelliin T-operaatioilla, jotka muodostuvat
k:sta (k > 0) pop-kutsusta ja yhdestd push-kutsusta. Mikd on aikavaatimus, kun tehddan
m kappaletta T-operaatioita alunperin tyhjain pinoon? (Yhden pop- tai push-kutsun ai-
kavaatimus on 1 yksikk6d.) Yksittiaisen T-operaation pahimman tapauksen aikavaatimus
on m. Pahimman tapauksen aikavaatimus antaa siis koko operaatiojonon aikavaatimuksek-
si O(m?). Sellaisia T-operaatioita, jotka tarvitsevat aikaa m yksikkod, ei m:n operaation
jonossa voi kuitenkaan olla kuin yksi kappale. Kun tehdaian m kappaletta T-operaatioita,
niin pinoon vieddin yhteensi m alkiota. Myos pop-kutsuja voi talloin olla korkeintaan m
kappaletta. Operaatiojonon ajantarve on siis korkeintaan 2m. U

Tasoitettu vaativuusanalyysi pyrkii johtamaan koko jonon vaatiman ajan analysoimal-
la "sopivasti" yksittéisid operaatioita. Tasoitettua vaativuusanalyysid voidaan tarkastella
ainakin kahdesta erilaisesta, keskendin samanarvoisesta nidkokulmasta.

Pankkiirin nakemys. Kutakin operaatiojonon operaatiota kohti on kiytettavissa n yk-
sikkod. Jos operaatio tarvitsee vihemmén aikaa, niin kiyttdmaton aika jaa sdastoon. Jos
n yksikkoa ei riitéd, niin kiytetddn siddstoja tai otetaan lainaa. Jos saldo on lopussa posi-
tiivinen, niin yhden operaation tasoitettu aikavaatimus on n.

Esimerkki 2.10 Kullakin 7T-operaatiolla on kiytossddn 2 yksikkod. Toisella yksikol-
14 maksetaan push, toisella maksetaan jokin pop tai pannaan se siddstoon. Koska pop-
kutsuja on korkeintaan yhtd paljon kuin push-kutsuja, niin sdastot riittavat pop-kutsujen
maksamiseen. Yhden T-operaation tasoitettu aikavaatimus on 2. U

Fyysikon nidkemys. Ajatellaan, etté tietorakenteen jokaiseen tilanteeseen D liittyy re-
aaliluku ®(D), jota sanotaan potentiaaliksi. Jos suoritetaan helppoja operaatioita, niin
potentiaali kasvaa; kalliit operaatiot pienentévit potentiaalia. Operaation ¢ tasoitettu aika
a méadritellddn yhtalolld a = ¢ + &(D') — ®(D), kun

t = todellinen aika,
®(D) = potentiaali ennen operaatiota ja
®(D’) = potentiaali operaation jéilkeen.

Tarkastellaan operaatiojonoa, jossa on m operaatiota. Lasketaan yhteen operaatioiden

tasoitetut ajat:
m

Zai = Z(ti+q)i -0, ) = Zti“f‘q)m_q)Oa
i=1 i=1

=1
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kun ®, on potentiaali operaatiojonon alkaessa ja ®,, sen loppuessa. Todellinen aika voi-

iti = iai—l—@o —q)m.
i=1 i=1

Jos ©g—P,, < Oeli Py < P,,, niin tasoitettua aikaa voidaan kiyttad arvioitaessa todellista

daan kirjoittaa muodossa

aikaa ylospdin. Ta4ma on mahdollista esimerkiksi silloin, kun valitaan potentiaali niin, etté
®y=0ja P; >0, kun 7 > 0. Tamé vastaa pankkiirin ndkemysta ilman lainanottoa.

Esimerkki 2.11 Valitaan pinoesimerkissi pinon potentiaaliksi, ®(pino), pinossa olevien
alkioiden lukumééari. Jos pinossa on r alkiota ja suoritetaan T-operaatio, joka tekee k
pop-operaatiota, niin

a=t+ ®(pino’) — ®(pino) = (k+ 1)+ (r—(k—1)) —r =2.

O

Mukautuva lista on esimerkki ns. mukautuvista tietorakenteista, joita tarkastellaan jat-
kossa tarkemmin. Tarkastelun tarkoituksena on selventidd perinteisen vaativuusanalyysin
ja tasoitetun vaativuusanalyysin vélistd eroa.

Sanakirjaongelmassa on tehtdvina yllapitda alkiojoukkoa, jota kisitelldén operaatioilla
e access(x): etsi alkio x joukosta,

e insert(z): lisdd alkio x joukkoon ja

e delete(z): poista alkio x joukosta.

Sanakirjaongelma voidaan ratkaista tehokkaasti kdyttdmalld erilaisia binaaripuita. Seu-
raavassa tarkastellaan kuitenkin ongelman ratkaisemista jarjestimattoman linkitetyn lis-
tan avulla.

Alkio etsitdan listasta kiymélla listaa lapi alusta lahtien. Alkiota lisdttéessa varmistau-
dutaan aluksi siité, ettd alkio ei vield ole listassa. Alkion poistamiseksi se aluksi etsitdin
kuten operaatiossa access.

Operaatioiden kustannuksista oletetaan seuraavaa:

e listan 2:nnen alkion etsinta tai poisto maksaa 7 yksikkoa,
e alkion lisdys maksaa ¢ + 1 yksikkod, jos listan pituus ennen lisdystd on ¢,

e operaatio insert(x) voi lisdtd x:n mihin tahansa kohtaan listaa ilman lisikustan-
nuksia,

e operaation access(z) yhteydessd voidaan z siirtdd ilmaiseksi mihin tahansa kohtaan
lahemmaksi listan alkua ja

e kaikki muut peridkkiisten alkioiden vaihdot maksavat yhden yksikon.
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Jos listan alkioihin kohdistuvat viittaukset jakautuisivat kaikkien alkioiden kesken ta-
saisesti, ei alkioiden jarjestykselld olisi merkitystd. Taméa on kiytdnnossd kuitenkin hy-
vin harvinaista. Toisaalta, jos alkioiden viittaustodennédkoisyydet tunnettaisiin etukiteen,
niin alkiot kannattaisi tietenkin jarjestdé viittaustodennidkoisyyksien mukaan laskevaan
jarjestykseen. Jatkossa oletetaan, ettd viittaustodennikoisyyksid ei tunneta etukiteen.

Kirjallisuudessa on tutkittu mm. seuraavia jarjestelyheuristiikkoja:

e move-to-front (MF), jossa etsitty ja lisatty alkio siirretdén listan alkuun,

e transpose (TR), jossa etsityn ja sitd edeltéviin alkion paikat vaihdetaan; lisdykset
tehdaan listan alkuun ja

e frequency count (FC), jossa pidetdédn ylld viittauslaskureita ja pidetdén alkiot las-
kureiden mukaan laskevassa suuruusjirjestyksessa.

Otetaan kidyttoon merkintd p, alkion z viittaustodennikoisyydelle jakaumassa p ja
EA(p) jakaumaan p liittyvélle etsintdkustannusten odotusarvolle, kun kidytetddn heuris-
tiikkaa A. Jarjestelyheuristiikkoja verrataan usein optimaaliseen staattiseen jarjestykseen,
josta kéytetddn merkintdd DP (decreasing probability).

Perinteisesti heuristiikkoja on vertailtu etsintdkustannusten odotusarvojen perusteel-
la; tdmé vastaa keskimédrdisen tapauksen analyysia). On pystytty todistamaan mm. seu-
raavat tulokset kaikille jakaumille p:

4 EFC(p) = EDP(]?),

e Bur(p) < 2Epp(p) ja

e Err(p) < Eymr(p) ja yhtdsuuruus on voimassa vain, kun listassa on kaksi alkiota tai
p. = 1/n kaikilla alkioilla x.

Kéytédnnossad on kuitenkin huomattu, ettd MFE toimii yleensd paremmin kuin TR. Tamé
perustuu siihen, ettd MF:n kustannus suppenee kohti odotusarvoaan paljon nopeammin
kuin TR:n kustannus.

Seuraavassa tarkastellaan listaheuristiikkojen tasoitettuja aikavaatimuksia. Oletetaan
aluksi, etta alkiojoukko on kiinted, ts. operaatiojono muodostuu pelkistdan access-operaa-

tioista. Operaatiojonon S vaatimasta ajasta sovellettaessa heuristiikkaa A kiytetdan mer-
kintdd Cy(.5).

Lause 2.4 Kaikilla operaatiojonoilla S on Cyp(S) < 2Cpp(S).

Todistus. Kaikkien heuristiikkojen aikavaatimus muodostuu ei-tdsméavistd ja tasméaa-
vistd vertailuista listan alkioiden ja etsittdvdn alkion vililld. Tasmaavid vertailuja on
kaikilla heuristiikoilla yhtd monta. Riittad siis osoittaa, ettd MF-heuristiikka tekee kor-
keintaan kaksi kertaa niin paljon ei-tdsméavia vertailuja kuin DP. Taméa voidaan todistaa
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erikseen jokaiselle alkioparille (A, B). MF-heuristiikan tekemét ei-tdsméaévit vertailut al-
kioiden A ja B vililld riippuvat pelkistdin A:n ja B:n keskindisestd jarjestyksesta listas-
sa. Alkioiden keskinfinen jirjestys puolestaan riippuu siitd, kumpaa on viimeksi etsitty;
viittaukset muihin alkioihin eivét siihen vaikuta.

Oletetaan, ettd operaatiojonossa S on m kappaletta access(A)- ja n kappaletta ac-
cess(B)-operaatioita. Yleisyyttd loukkaamatta voidaan olettaa, ettd m < n.

DP-listassa alkio B on ennen alkiota A; ei-tdsméadvia (A, B)-vertailuja tehd&dén siis
m kappaletta. Jokaiseen MF:n ei-tdsméadvian vertailuun liittyy A:n ja B:n jirjestyksen
vaihtuminen. Téllaisia vaihtoja voi olla korkeintaan 2m. U

Lauseen 2.4 raja on tiukka, ts. sitd ei voi parantaa. Téméan osoittamiseksi tarkastellaan
aluksi listaa, jossa on nelji alkiota. Operaatiojonolla S = (ABCD)' on Cpp(S) = (1 +
24 3+4)t. MF-heuristiikan mukainen kustannus riippuu listan alkusiséllosta. Jos lista on
aluksi jarjestyksessid D — C' — B — A, niin Cyr(S) = (4 + 4 + 4 + 4)t = 16t. Yleisesti voi
olla Cpp(S) = thzlz' ja Cyr(S) = tk?. Kustannusten suhteeksi saadaan

Cur (S
Cpp(S

tk> kK* 2k
tF i k(k+1)/2 0 kE+1

) _
)

Kun k kasvaa, niin suhde ldhestyy kahta, ja valitsemalla k tarpeeksi suureksi paastaan
mielivaltaisen ldhelle kakkosta.

TR-heuristiikalle ei voida todistaa Lauseen 2.4 kaltaista tulosta. Tamé& ndhdaan tar-
kastelemalla listaa, jonka alkusisilté on A — B — C' — D — E. Operaatiojonon (ED)
tuloksena vaihtavat alkiot D ja E toistuvasti paikkojaan, mutta eivit etene kohti listan
alkua. Operaatiojonon kustannus on 10¢. Optimaalisessa staattisessa jirjestyksessid D ja
E ovat listan alussa ja kustannus on (1 + 2)¢; on siis Crr (S) > 2Cpp(5).

Seuraavassa tarkastellaan dynaamisia alkiojoukkoja. Otetaan tehtéviksi todistaa Slea-
torin ja Tarjanin vahva tulos, joka korvaa DP-heuristiikan lauseessa 2.4 mielivaltaisella
heuristiikalla.

Otetaan kidyttoon seuraavat merkinnét:

Fa(S) = ilmaisten vaihtojen lukumééré insert- ja access-operaatioiden yhteydessé,
Xa(S) = maksullisten vaihtojen lukuméaéré,

C4(S) = kokonaiskustannus ilman maksullisia vaihtoja ja

m = operaatiojonon pituus.

Koska MF-heuristiikka tekee vain ilmaisia vaihtoja, on Xyp(S) = 0 kaikilla operaatio-
jonoilla S.

Lause 2.5 Ldihdettiessd tyhjastd listasta kaikilla edelld mddriteltyjen laskutussddntdjen
mukaisilla heuristitkoilla A ja kaikilla operaatiojonoilla S, joiden pituus on m, pdtee

CMF(S) < QCA(S) + XA(S) — FA(S) —m.

Todistus. Todistuksessa tarkastellaan rinnakkain kahta listaa. Toista néistd yllapidetaan
MF-heuristiikalla ja toista kilpailevalla heuristiikalla A. Listoihin tehd&in aina tdsmélleen
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samat operaatiot. Kiytetdin listoista vastaavasti nimityksid MF-lista ja A-lista. Valitaan
potentiaalifunktioksi listoissa olevien inversioiden lukumééra; inversiolla tarkoitetaan sel-
laista alkioparia (i, 7), jonka alkioiden keskeniinen jirjestys on erilainen MF-listassa kuin
A-listassa. Alkutilanteessa molemmat listat ovat tyhjid, joten potentiaali on aluksi 0.
Koska potentiaali on lukumaééré, niin se on aina ei-negatiivinen. Tasoitettu aika arvioi siis
todellista aikaa ylospéin.

Olkoon 7 operaation kohteena olevan alkion indeksi A-listassa ja ¢y operaation kus-
tannus A-listassa. Lause tulee todistettua, kun ndytetddn, ettd MF-listassa tasoitetut
aikavaatimukset eri operaatioille ovat seuraavat:

access: 2t — 1 =2c4 — 1
insert: 2(i+1) —1=2c4 — 1
delete: it = cy < 2¢y — 1
ilmainen vaihto A-listassa: —1
maksettu vaihto A-listassa: 1.

Viitteen epédyhtilon oikean puolen termit 2C'4(S) ja —m saadaan kolmesta ensimmaéisesta
operaatiosta. Termit X 4(.5) ja —F4(S) puolestaan saadaan kahdesta jalkimmaisestd ope-
raatiosta. Tarkastellaan erikseen kutakin operaatiota.

Tarkastellaan aluksi access-operaatiota, joka kohdistuu A-listan siihen alkioon, joka on
paikassa 7. Oletetaan, ettd tdma alkio on MF-listassa paikassa k. Oletetaan edelleen, etté
x; on niiden alkioiden lukumaéra, jotka edeltavat etsittya alkiota MF-listassa, mutta ovat
sen jaljessd A-listassa. Tasta seuraa, ettd yhteisid edeltdjia etsityilld alkioilla on £k —1—x;
kappaletta. MF-listan heuristiikka siirtda etsityn alkion listansa alkuun. Taémé aiheuttaa
potentiaalin muutoksen, silld osa inversioista poistuu, mutta toisaalta uusia inversioita
tulee tilalle. Poistuvien inversioiden lukuméara on x;, ja uusia inversioita syntyy k —1—x;
kappaletta. Nyt voidaan méadrata tasoitettu aika MF-listassa (merkintd A® tarkoittaa
potentiaalin muutosta):

a=t+AP=k+k—-1—u)—x;=2k—20,—1=2(k—2;) =1 <2i— 1.

Viimeinen epiyhtald pitee, silld yhteisia edeltdjia voi etsityilla alkioilla olla korkein-
taan i — 1 ja k —x; <.

Seuraavaksi tarkastellaan A-listassa tehtédvid ilmaista vaihtoa. Se ei tietenkddn mak-
sa mitddn MF-listalle, joten todellinen aika on 0. Yleisten laskutussdéntdjen mukaisesti
A-lista voi tehd4 ilmaisen vaihdon vain jonkun insert- tai access-operaation yhteydessa.
MF-heuristiikka siirtdé kyseisen alkion aina oman listansa ensimmaéiseksi. A-listan teke-
mé ilmainen vaihto poistaa siis yhden inversion, joten potentiaali pienenee yhdelld. Vas-
taavasti A-listan maksettu vaihto ei maksa mitddn MF-listalle, mutta se voi kasvattaa
potentiaalia yhdella.

Insert-operaatiossa on aluksi tutkittava, onko lisdttéava alkio jo listassa. Téten todelli-
nen aika molemmissa listoissa on sama. Riippuen siitd, mihin kohtaan A-lista lisdd uuden
alkion, syntyy jokin mééréd uusia inversioita. Suurimmillaan tdméa méérd on i (= listojen
pituus ennen uuden alkion lisdysté). Tasoitetulle ajalle a siis pétee

a<i+1l4i=2i+1=2(i+1)—1=2c4, — L
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Vield on kisittelemétta delete-operaation tapaus. Oletetaan, kuten access-operaation
kohdalla, ettd operaatio kohdistuu siihen A-listan alkioon, joka on paikassa i, ja etté
tamé alkio on MF-listassa paikassa k. Edelleen (kuten access-operaationkin kohdalla)
oletetaan, ettd x; on niiden alkioiden lukumééré, jotka edeltdvit kyseistd alkiota MEF-
listassa, mutta ovat sen jiljessid A-listassa. Alkion poistaminen voi ainoastaan vahentaé
inversioita; vihennyksen suuruus on z;. Tasoitettua aikaa voidaan nyt arvioida seuraavasti:

Naiin lauseen todistus on valmis. O

Tarkastellaan johonkin tietorakenteeseen kohdistuvaa operaatiojonoa. Operaatioiden
toteutuksen kannalta on ratkaisevaa, tiedetdanko koko operaatiojono etukiteen vai onko
tiedossa kerrallaan vain yksi operaatio, joka on suoritettava loppuun ennen kuin selvida,
miki operaatio on seuraava. Jos koko operaatiojono tiedetdan etukiteen, sanotaan jonon
toteuttavaa algoritmia offline-algoritmiksi. Jos operaatiot tiedetddn yksi kerrallaan, on
kyseessd, online-algoritmi. Sanakirjaongelman tapauksessa offline-algoritmi voisi toimia
esimerkiksi niin, ettd se laskisi eri alkioihin liittyvien viittausten lukuméaarat etukiteen,
ja jarjestéisi listan kiintedédn, viittausfrekvenssien mukaan laskevaan jarjestykseen. MF-
ja TR-heuristiikat puolestaan toimivat online-periatteella.

Kéytetdan algoritmin A kustannuksesta ongelmaan P liittyvéissd operaatiojonossa [
merkintdd c4 (/). Olkoon optimaalisen (online- tai offline-algoritmin) kustannus c,p: (7).
Online-algoritmia A sanotaan kilpailukykyiseksi (competitive) ongelmassa P, jos on ole-
massa sellaiset vakiot a ja b, ettd kaikilla operaatiojonoilla I on voimassa

ca(l) < acop(I) + 0.

Kilpailukykyinen algoritmi toimii siis kaikilla syotteilla korkeintaan a kertaa hitaammin
kuin optimaalinen algoritmi, joka voi olla myos offline-algoritmi eli silld voi olla etukiteen
tiedossa koko syote.

Edelld olevan perusteella tiedetdédn, ettda MF-heuristiikka on kilpailukykyinen algoritmi
sanakirjaongelman tapauksessa. Kilpailukykyisid algoritmeja on 16ytynyt myos monille
muille ongelmille, jotka kiytdnnon tilanteissa vaativat online-ominaisuutta. Téallaisia ovat
esimerkiksi monet téidenjirjestelyyn ja tietokoneen muistinhallintaan liityvit ongelmat.

Kilpailukykyiset algoritmit ovat kiytdnnossé osoittautuneet tehokkaammiksi kuin pe-
rinteisen analyysin perusteella parempina pidetyt algoritmit samaan tapaan kuin MF-
heuristiikka on kiytdnnossa yleensd parempi kuin TR-heuristiikka, vaikka odotusarvotar-
kastelujen perusteella voitaisiinkin olettaa pédinvaistaista.

Mielenkiintoinen kilpailukykyisiin algoritmeihin liittyva piirre on se, ettd niiden taytyy
"oppia" mukautumaan erilaisiin syotteisiin. Muuten ne eivit voisi kaikilla mahdollisilla
syotteilld olla vain vakiokertaisesti hitaampia kuin optimialgoritmi.
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2.4. Mukautuvista tietorakenteista

Tietorakenteita voidaan yrittdd tehostaa uudelleenjirjestelyheuristiikoilla, joita sovelle-
taan jokaisen alkioviittauksen yhteydessd. Tyypillisesti heuristiikat pyrkivit siirtdméan
alkion, johon useasti viitataan, helpommin tavoitettavaksi. Téssid kohdassa selvitetdin
ns. mukautuviin (self-adjusting) tietorakenteisiin liittyvid peruskésitteité ja esitetddn joi-
takin esimerkkeja mukautuvista tietorakenteista.

Aikaisemmin pyrittiin kehittdméan heuristiikkoja, jotka takaisivat tietorakenteen te-
hokkuuden keskiméairiisesséd tai pahimmassa tapauksessa, kun tietorakenteen alkioilla ole-
tetaan olevan kiintedt viittaustodennakoisyydet. Keskimairiista tapausta kiytettiessa on
ongelmana sopivan todennékoisyysjakauman loytdminen. Pahimman tapauksen kiytto voi
taas johtaa todellista tilannetta huonompaan arvioon, kun tarkastellaan jonoa tietoraken-
teeseen kohdistuvia operaatioita. Pahimman tapauksen analyysissid saadaan tulokseksi
yksityisten operaatioiden pahimpien tapauksien summa, ja huomiotta jatetdan ne muu-
tokset, joita operaatiot mahdollisesti tekevit tietorakenteeseen ja ndin ehki helpottavat
myOhempié operaatioita. Erityisesti tdmé tulee esiin tutkittaessa mukautuvia tietoraken-
teita.

Tasoitetussa analyysissé lasketaan keskimédrdinen vaativuus yli pahimman tapauksen
operaatiojonon. Yksittdisen operaation aikavaatimus voi esimerkiksi olla verrannollinen
tietorakenteen alkioiden lukumé&irddn n, mutta tarkasteltaessa tarpeeksi pitkid operaa-
tiojonoja operaatioiden keskimééridinen aikavaatimus voikin olla O(logn). Joissain sovel-
luksissa on téarkedéd, etta jokaisen yksittdisen operaation kuluttama aika on pienempi kuin
jokin annettu raja. T&lloin mukautuvassa tietorakenteessa joskus tarvittavat "vaikeat"
operaatiot voivat olla liian hitaita.

Mukautuville tietorakenteille ovat tyypillisid seuraavat ominaisuudet:

Ei tallenneta tietoa tietorakenteen tilasta (vrt. AVL-puussa olevat korkeustiedot).

Jokaisen operaation yhteydessa sovelletaan yksinkertaista heuristiikkaa tietoraken-
teen muuttamiseksi.

Heuristiikkaa sovelletaan riippumatta tietorakenteen tilasta.

Koska tilatietoja ei tallenneta, mukautuvat tietorakenteet sdastivit tilaa.

Mukautuvat tietorakenteet ovat usein helppoja toteuttaa.

2.4.1. Levittyva puu

Move-to-front -heuristiikan vastine jarjestyspuita késiteltdessd on move-to-root -saanto,
joka nostaa juureksi sen solmun, johon viimeksi on viitattu. Se ei kuitenkaan ole tehokas
tasoitetussa(kaan) mielessd. On nimittéin olemassa mielivaltaisen pitkid operaatiojonoja,
joiden keskiméaariinen aikavaatimus tatd menetelmad kiytettdessa on verrannollinen sol-
mujen lukuméérain. Kallis operaatiojono voidaan muodostaa mihin tahansa n-solmuiseen
(n > 3, n parillinen) jirjestyspuuhun seuraavasti: tehdaéin access-operaatiot jarjestyksessi
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avaimiin 1,2,...,3,1,2,..., 2. Tuloksena operaatiojonon alkuosasta on vasemmalle vino
puu, joka tekee jonon loppuosan operaatiot kalliiksi. Operaatiojonon kustannus on > %2,
eli operaatioiden tasoitettu aikavaatimus on Q(n).

Levittyvan puun (splay tree) ideana on liittdd move-to-root -sdénté6n hakupolulla

tehtdvit rotaatiot. Tarkastellaan esimerkkind kuvassa 2.5 esitettyd puuta.

12

Kuva 2.5: Esimerkkipuu.

Lahdettdessad juuresta kohti etsittévid solmua (tdssd esimerkissd solmu 5) voidaan al-
kuperéiinen puu jakaa kolmeen osapuuhun: etsittdvida solmua pienemmét solmut (vasen
puu), etsittavdd solmua suuremmat solmut (oikea puu) ja toistaiseksi kdsittelemattomét
solmut. Kuvassa 2.6 on esitetty vasen ja oikea puu siind tilanteessa, kun ollaan l6ydetty
solmu 5. Hakupolulla edetddn kaksi solmua kerrallaan, ja jos molemmat askeleet teh-
dédn oikealle (vastaavasti vasemmalle), suoritetaan rotaatio vasemmalle (vast. oikealle).
Esimerkissimme ensimmadiset tavoitettavat solmut ovat 4 ja 10 ja niistd ldhtevit linkit
hakupolulla ovat eri suuntiin. Seuraavat solmut ovat 9 ja 7, joista kummastakin ldhdet-
téessd seurataan vasempia linkkejd, joten tehddin rotaatio oikealle. Lopuksi hakupolulla
saavutetaan etsitty solmu 5. Etsinnén tuloksena olevan puun juuri on etsitty solmu ja
sen oikea (vast. vasen) lapsi on oikean (vast. vasemman) puun juuri. Etsityn solmun oi-
kea (vast. vasen) alipuu alkuperiisessid puussa liitetdén oikeaan (vast. vasempaan) puu-
hun “lehtien jatkeeksi” (joten sen paikka on tédsmaéllisesti méératty). Esimerkissimme siis
solmu 6 liitetddn oikean puun solmun 7 vasemmaksi lapseksi.

Kaikki levittyvin puun normaalit puuoperaatiot perustuvat access-operaatioon. Pui-
den T; ja Ty yhdistdminen (join) on mahdollista vain, jos puun 77 kaikki avaimet ovat
pienempid kuin kaikki puun 75 avaimet. Tall6in voidaan puussa 7} tehda access-operaatio,
joka kohdistuu alkioon, jolla on suurin avain. Talloin kyseinen alkio tulee puun 7; juu-
reksi, ja sen oikea alipuu jaa tyhjaksi. Puu 75 voidaan lisdtd kyseisen juuren oikeaksi
alipuuksi. Yhdistaminen on esitetty kuvassa 2.7.

Alkion z suhteen tehtdvd puun jakaminen split(x) toteutetaan operaatiolla access(z),
joka nostaa alkion x puun juureksi ja mahdollistaa jomman kumman puun alipuun ir-
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3 7 12
1 9 11 13
2 8

Kuva 2.6: Kuvan 2.5 puuhun liittyvat vasen puu ja oikea puu, kun etsitddn alkiota 5.

splay
— —
T

Tl T2 Tl 2

Kuva 2.7: Levittyvien puiden yhdistaminen.

rottamisen erilliseksi puuksi. Kuvassa 2.8 on esitetty operaation molemmat versiot (z jaa
joko pienempien tai suurempien avainten muodostaman puun juureksi).

splay
— — tai
T T T, T, T, T,

Kuva 2.8: Levittyvin puun operaatio split(z).

Alkion x lisidminen insert(z) aloitetaan tekemilld operaatio access(z). Jos z 16ytyy
puusta, ei sitd voida sinne endd lisdta. Jos x ei ole puussa, padtyy hakupolku x:44 etsit-
tdessd lehteen, josta ei voida enédd jatkaa eteenpéin. Kohdistetaan access-operaatio tdhén
alkioon ja nostetaan se puun juureksi. Puun uusi juuri on alkiota x ldhinnd pienempi tai
suurempi alkio. Voidaan siis jakaa puu kahteen osaan niin, ettd osat tulevat sen puun
vasemmaksi ja oikeaksi alipuuksi, jonka juureksi tulee = (ks. kuva 2.9).

Alkion z poisto delete(z) aloitetaan tekemilld access(z). Puun juureksi nousseen pois-
tettavan alkion x vasen ja oikea alipuu yhdistetddn operaatiolla join. Alkion poisto levit-
tyvistd puusta on esitetty kuvassa 2.10.

Levitysoperaation tasoitettu aikavaatimus n-solmuisessa puussa on O(logn). Koska
muut operaatiot perustuvat access-operaatioon, riittad tuloksen todistaminen sille.

Todistusta varten kiinnitdén levittyvin puun jokaiseen solmuun ¢ kiinted paino wt(i) >
0. Solmun ¢ koko s; on alkioiden paino siini alipuussa, jonka juuri ¢ on. Solmun aste (%)
on log s(7), ja tarkasteltavan levittyvin puun potentiaali on sen solmujen asteiden summa.

Todistuksessa hakupolkua (polku juuresta viitattuun alkioon) tarkastellaan kaksi as-
kelta kerrallaan. Potentiaalin muutoksen laskemiseksi on huomioitava hakupolun solmujen
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Kuva 2.9: Levittyvin puun operaatio insert(z).

access join
A AVASSAVAS
T T T

1

Kuva 2.10: Alkion x poistaminen levittyvéista puusta.

alipuiden muutokset, kun tehdddn mukauttamisoperaation kuuluvat rotaatiot.

Jokaiselle kahden askeleen osalle voidaan erikseen todistaa (todistuksen yksityiskohdat
16ytyvat artikkelista Sleator and Tarjan, Self-adjusting binary search trees, J. ACM 32,
3 (1985), 652-686), ettd jos t on kyseisen hakupolun osan ylin solmu ja v on sen alin
solmu, niin tasoitettu aika (todellisen ajan (2 yksikk6d) eli hakupolulla edetyn matkan ja
potentiaalin muutoksen summa) on korkeintaan

cC —»

(@)

Kuva 2.11: Rotaatiot hakupolulla etsittdessi solmua x. Jokaiselle tapaukselle on olemassa
my0s symmetrinen vastine.

Tulos saavutetaan, kun esimerkiksi kuvan 2.11 tapauksessa (b) huomioidaan asteiden
muutokset solmuissa x, y ja z. Toinen perustapaus on se, jossa kaksi askelta edetessé
kuljetaan vuorotellen vasemmalle ja oikealle (kuva 2.11(c)). Erikseen on vield késitelté-
v se tilanne (kuva 2.11(a)), jossa hakupolun pituus on pariton, ja lopuksi hakupolulla
edetddn vain yksi sarmé. Hakupolkua edetessd solmujen ¢ ja v roolit vaihtuvat niin, etti
laskettaessa koko hakupolun kustannus mukaan tulevat vain juuren aste r(t) ja etsittavin
alkion aste r(v) muiden hakupolun solmujen asteiden supistuessa summasta pois.

Lause 2.6 Olkoon n-solmuisen levittyvin puun juuri t. Operaation access(v) tasoitettu
atkavaatimus on korkeintaan

3(r(t) —r()) +1=0(og %)
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Lauseesta 2.6 seuraa, ettd kaikkien tavanomaisten levittyvidn puuhun kohdistuvien
operaatioiden (access, insert, delete, join, split) tasoitettu aikavaatimus on O(logn).

Lause 2.6 on voimassa kaikilla painojen wt(i) > 0 valinnoilla. Tarkastellaan tilannetta,
jossa m access-operaatiota kohdistetaan levittyvian puuhun, jossa on n solmua ja jokai-

sen solmun paino on % Talloin solmun suurin mahdollinen koko on s; = 1 ja pienin
mahdollinen koko on s_ = % Lauseen 2.6 mukaan yhden operaation tasoitettu aika on
korkeintaan

a = 3(rt) —r))+1=23(ogs(t) —logs(v)) +1
1 1
< 3(logl —log—)+ 1= —-3log— +1
n n
= 3logn+ 1.

Potentiaali pienenee operaatiojonon suorituksen aikana korkeintaan

n

AP = Z(log sy —logs_) = Zlogn = nlogn,

i=1 j=1

joten operaatiojonon todellinen aika on kokeintaan
a+ AP =m(3logn + 1) +nlogn = O((n+ m)logn + m).

Jos yhden operaation pahimman tapauksen aikavaatimus olisi O(logn), kuten on ti-
lanne esimerkiksi AVL-puiden kohdalla, olisi operaatiojonon kustannus O(mlogn). Jos
siis tarkastellaan tarpeeksi pitkid operaatiojonoja, on levittyvd puu yhtd tehokas kuin
AVL-puu. Téll6in nimittéin kertojana olevan termin n vaikutus asymptoottiseen aikavaa-
timukseen havida.

Valitsemalla solmujen painot eri tavoin voidaan lauseesta 2.6 johtaa muitakin mielen-
kiintoisia tuloksia.

Levitysoperaatio on analoginen move-to-front -heuristiikan kanssa. Luonnollinen ar-
vaus on siis, ettd myos levittyvit puut olisivat kilpailukykyisid. Tatd ns. dynamic opti-
mality -konjektuuria ei kuitenkaan ole pystytty todistamaan.

2.4.2. Vino kasa

Téassé alakohdassa tarkasteltava tietorakenne, ns. vino kasa (skew heap), toteuttaa prio-
riteettijonon. Tehtdviand on yllapitdd kokoelmaa annetun perusjoukon alkiovieraita osa-
joukkoja ja suorittaa niille seuraavia operaatioita:
delete_min(h) palauta osajoukon h pienimmén alkion arvo ja poista pienin
alkio joukosta,

insert(x, h) liséé alkio = osajoukkoon h,
meld(hy, hs) lisié, kaikki osajoukon ho alkiot osajoukkoon h; ja tuhoa hs
sekd,

make null(h) muodosta tyhja osajoukko, jonka nimi on h.
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Jokainen joukko esitetddn binaaripuuna, jonka jokaisessa solmussa on alkio, joka on
arvoltaan pienempi kuin kaikki sen jilkeldiset. Kasan juuressa on aina sen pienin alkio.
Binaaripuun oikeaksi poluksi kutsutaan juuresta alkavaa oikeita osoittimia seuraavaa pol-
kua; vastaavasti vasen polku alkaa juuresta ja seuraa vasempia osoittimia.

Operaatio delete min voidaan suorittaa niin, ettd kasasta h poistetaan juuri ja kor-
vataan h operaation meld(hy, hy) tuloksella, kun hy ja hy ovat juuren oikea ja vasen ali-
puu. Operaatio meld(hy, hy) voidaan puolestaan suorittaa etenemélld alipuiden oikeita
polkuja juuresta ldhtien ja lomittamalla poluilla olevat solmut kasvavaan jéirjestykseen.
Meld-operaatiot hidastuvat oikeiden polkujen pidentyessi. Perinteinen ratkaisu oikeiden
polkujen pidentymisen aiheuttamaan ongelmaan on ylldpitdd solmuissa tietoa niiden oi-
keiden ja vasempien lasten etdisyydestd lehtisolmuista. Vasemmistolaisessa kasassa (leftist
heap) lyhin polku jokaisesta solmusta lehteen kulkee aina oikean lapsen kautta (t&ssi myos
puuttuva alipuu luetaan lehdeksi). Tdmén ominaisuuden voimassa pitdmiseksi on lomi-
tuspoluilla olevien solmujen tilatietoja tietenkin tutkittava meld-operaatioiden jilkeen.
Vasemmistolaisen kasan prioriteettioperaatioiden pahimman tapauksen aikavaatimus on
O(logn).

Vastaavassa mukautuvassa tietorakenteessa, vinossa kasassa, samantapainen vaikutus
saadaan mukautusoperaatiolla, joka tehddin jokaisen meld-operaation yhteydessia. Mu-
kautusoperaatio vaihtaa lomitetut solmut oikeista lapsista vasemmiksi ja niiden lapset
vasemmista oikeiksi, lukuunottamatta viimeisen solmun lasta. Kuten mukautuvien tie-
torakenteiden periaatteisiin kuuluu, tatd uudelleenjirjestelysadntod sovelletaan jokaisen
meld-operaation yhteydessa riippumatta kasan tilasta. Tarkastellaan esimerkkinad kuvan
2.12 tilannetta. Kuvan vinojen kasojen meld-operaation lopputulos on esitetty kuvassa
2.13 oikealla.

Kuva 2.12: Kaksi vinoa kasaa.

Meld-operaation viimeisen vaiheen tarkoituksena on pitdd vinojen kasojen oikeat polut
lyhyind ja nopeuttaa seuraavia meld-operaatioita. Tassd mielessd vino kasa on mukautu-
va tietorakenne. Meld-operaatio on kasan perusoperaatio, johon perustuen kasan muut
operaatiot toteutetaan.

Madritelladn vinon kasan solmun z paino wt(x) niiden solmujen lukuméérané, jot-
ka ovat siind alipuussa, jonka juuri z on. Solmua (ei kuitenkaan juurta) sanotaan ras-

33



Kuva 2.13: Kuvan 2.12 vinot kasat lomituksen jilkeen (vasemmalla) ja mukautusoperaa-
tion jilkeen (oikealla). Huomaa, ettd solmu 25 pysyy solmun 20 vasempana lapsena, silla
20 oli lomituspolun viimeinen solmu.

kaaksi, jos sen painolla wt(z) ja sen vanhemman p(x) painolla wt(p(z)) on voimassa
wt(z) > wt(p(x))/2. Muulloin solmu on kevyt. Solmun lapsista vain toinen voi olla ras-
kas. Samoin on helppo todistaa, ettd milla tahansa n-solmuisen vinon kasan polulla voi olla
korkeintaan |logn| kevyttd solmua. TAmén osoittamiseksi merkitddn kasan juurta x:114 ja
polun viimeisti solmua y:1li. Jos polulla on k kevytti solmua, niin pétee wt(y) < wt(x)/2".
Kertomalla puolittain 2¥:1la, jakamalla puolittain wt(y):lla ja ottamalla molemmista puo-

t
k< log(w—(gc)) = logn,

T T wi(y)
silld wt(x) = n (x on juuri) ja wt(y) = 1 (y on lehti). Milla tahansa n-solmuisen vinon

lista logaritmit saadaan

kasan polulla on siis korkeintaan |logn| kevyttd solmua.

Vinon kasan potentiaaliksi mééritellidn nyt niiden solmujen lukuméiéard, jotka ovat
raskaita oikeita lapsia. Kuvassa 2.12 kasan h; potentiaali on 1, silli solmu 10 on sen
ainoa raskas oikea lapsi. Kasan ho potentiaali on 0. Potentiaalifunktion méarittelyn jar-
kevyydestd voidaan nopeasti vakuuttautua seuraavalla paattelylld. Jos meld-operaation
suoritukseen kuluu aikaa enemmén kuin O(logn), niin oikeissa poluissa on ollut paljon
raskaita solmuja, silla kevyitd solmuja on milld tahansa polulla korkeintaan |logn|. Kos-
ka oikeilla poluilla olleet raskaat solmut lopputilanteessa ovat vasempia lapsia, vihenee
potentiaali juuri niin paljon kuin aika ylitti O(logn):n.

Oletetaan, ettd tehddin meld-operaatio vinoille kasoille, joiden solmujen lukumaarat
ovat nq ja ns. Oletetaan edelleen, ettd ndiden vinojen kasojen oikeilla poluilla on raskaita,
solmuja vastaavasti k; ja ko kappaletta. Raskaiden solmujen lisiksi oikeilla poluilla on
yvhteensa kaksi juurta ja edelld tehdyn huomion perusteella kevyitd solmuja korkeintaan
llogni] ja |logns| kappaletta. Yhteensd kevyita solmuja on oikeilla poluilla korkeintaan
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2|logn| — 1, kun n = n; + ny. Meld-operaation todellista aikaa voidaan siis arvioida
ylospéin lausekkeella

1+ 2|logn| + ki + ko.

Tasoitettua aikaa madrattiessi on lisiksi huomioitava potentiaalin muutos. Oikeissa po-
luissa olleet raskaat solmut muuttuvat vasemmiksi lapsiksi; tdmén vuoksi potentiaali pie-
nenee (ki + ko):lla. Toisaalta jotkut aikaisemmin vasempina lapsina olleet raskaat solmut
muuttuvat oikeiksi. Jokaista oikeaksi lapseksi muuttunutta raskasta solmua vastaa loppu-
tilanteessa vasemmalla polulla oleva kevyt solmu. Koska kaikilla n-solmuisen vinon kasan
poluilla on korkeintaan |logn| kevyttd solmua, ei potentiaali voi kasvaa tatd enempdd
niiden solmujen vaikutuksesta, jotka muuttuvat meld-operaation yhteydessid vasemmista
oikeiksi. Taten meld-operaation tasoitettua aikaa voidaan arvioida ylospéin lausekkeella

1+ 2|logn| + ki + ko + |logn| — ky — ko < 3|logn] + 1.

Meld-operaation tasoitettu aika on siis O(logn).
Perinteisessi mielessd vinon kasan pahimman tapauksen aikavaatimus on Q(n). Tadma
ndhdain tarkastelemalla esimerkiksi operaatiojonoa
make null(h),
insert((n/2) + 1, h),
((n/2) —1,h
insert((n/2) +2,h
insert((n/2) — 2, h),

insert

Y

)
);
)
)

insert(1, h),

insert(n, h),

delete min.
Operaatiojonon péattavissi delete min operaatiossa lomitetaan polut, joiden pituu-
det ovat 1 ja 7. Kustannus on siis (2(n). Tdmi osoittaa, ettd vino kasa ei ole perinteisessi
mielessa tehokas, eli on olemassa operaatiojonoja, joiden yksittéiset operaatiot ovat huo-

mattavan kalliita. Tarkasteltaessa riittdvian pitkid operaatiojonoja, yksittéisten kalliiden
operaatioiden kustannus jakautuu jonon muille operaatioille.

2.5. Esimerkki alarajoista

Ongelman vaativuusanalyysissd on tehtévini selvittda, kuinka paljon aikaa ja tilaa ongel-
man P ratkaisu vdhintddn vaatii, kiytettiinpa mitd tahansa algoritmia. Yleensi alaraja
pyritdin osoittamaan jossain "luonnollisessa" algoritmiluokassa C.

Esimerkki 2.12 Lajitteluongelmaa tarkasteltaessa voidaan rajoittua sellaisiin algorit-
meihin, jotka perustuvat lajiteltavien alkioiden vilisiin, muotoa a < b, a = b ja a > b
oleviin vertailuihin. Talloin tarkastelujen ulkopuolelle jaavit esimerkiksi sellaiset lajitte-
lualgoritmit, jotka perustuvat lajiteltavien lukujen binaariesitysten bittikuvioihin. 0
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Oletetaan, ettad kaikilla luokkaan C' kuuluvilla ongelman P ratkaisevilla algoritmeilla
A pitee seuraava: jos Tax(n) = T'(n) on A:n aikavaatimus, niin 7'(n) = Q(f(n)). Silloin
sanotaan, ettd 7'(n) on P:n aikavaatimuksen alaraja algoritmiluokassa C' pahimmassa ta-
pauksessa. Olkoon f(n) ongelman P jonkin resurssivaatimuksen alaraja luokassa C'. On-
gelman P ratkaisualgoritmi A on optimaalinen ko. resurssivaatimuksen suhteen luokassa
C, jos A:n resurssivaatimus on O(f(n)).

Monissa alarajatodistuksissa kiytetddn algoritmiluokan rajaamiseen paatospuita. Pas-
tospuu on rakenne, joka esittdd algoritmin sisdltdmien mahdollisten suoritusten kokoel-
maa. Tarkastellaan ldhemmin lajitteluongelmaan liittyvid paatospuita. Tehtdvina on la-
jitella n alkiota muotoa a < b, a = b ja a > b olevilla vertailuilla. Saatavassa paatospuus-
sa T, on ainakin yksi lehti kutakin lajiteltavien alkioiden permutaatiota kohti. Lehtien
lukumaéra on siis ainakin n!.

Esimerkki 2.13 Olkoon n = 3 ja olkoon alkutilanne on A[l] = a, A[2] = b, A[3] = ¢
Tulokseksi saadaan kuvan 2.14 mukainen paatospuu. 0

a<c<b c<a<b b<c<a c<b<a

Kuva 2.14: Esimerkkiin liittyva paatéspuu.

Lause 2.7 Jokainen vertailuthin perustuva lajittelualgoritmi tekee pahimmassa tapauk-
sessa ainakin [logn!] = Q(nlogn) vertailua.

Todistus. Jos binaaripuussa on k lehted, niin puun korkeus on vihintéén [log k]. Lajit-
teluun liittyvéssd paatospuussa T;, lehtien lukumé&ara on vihintaan n!, joten puun korkeus
on vihintdén [logn!]. Koska puun korkeus on sama kuin vertailujen lukumééra pahimmas-
sa tapauksessa, niin todistus on valmis, kun viela néytetddn, ettd [logn!| on Q(nlogn).

n!:n(n—l)...<g) (g—1)...12 (g)n/21"/2,

| 1> P loe ™ = 1 n
ogn._2 og2—2 ogn 5"

Voidaan kirjoittaa

joten
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Aikaisemmin on néytetty, ettd lomituslajittelun aikavaatimus on O(nlogn). Lauseesta
2.7 seuraa nyt, ettd lomituslajittelu on pahimmassa tapauksessa optimaalinen.

On huomattava, ettd Lauseen 2.7 rajaa ei vilttamattd voida saavuttaa. Esimerkiksi 12

alkion lajittelemiseen tarvitaan aina vihint&dén 30 vertailua, mutta [log 12!] = 29. Vaikka

lauseen raja saavutettaisiinkin, sité ei yleensid saavuteta tavallisilla lajittelualgoritmeilla.

Lause 2.8 Jos kaikki sydtepermutaatiot ovat yhtda todenndkoisid, niin jokainen vertailui-
hin perustuva lajittelumenetelmda tekee keskimddrin ainakin (nlogn) vertailua.

Todistus. Voidaan osoittaa (vaikka tissd todistus sivuutetaan), ettd k-lehtisessd binaa-
ripuussa lehtien keskiméiréiinen syvyys on vahintdan log k. Viite saadaan, kun valitaan
k =nl. O

Lauseesta 2.8 seuraa, ettd pikalajittelu on keskiméaériisessi tapauksessa optimaalinen.
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Luku 3

Algoritmien suunnittelutekniikoita

Téassé luvussa esitellddn erilaisia menetelmid algoritmien laatimiseksi. Yleisesti ei ole ole-
massa menetelméé, jolla voitaisiin valita kuhunkin ongelmaan sopiva "oikea" algoritmin
suunnittelumenetelmé, ja monet ongelmat voidaan ratkaista tehokkaasti useammalla kuin
yhdelld tavalla. Mitd useampia algoritmien suunnittelumenetelmié ongelman ratkaisija
hallitsee, sitd varmemmin hin 16ytda tehokkaan ratkaisun annetulle ongelmalle.

3.1. Hajota ja hallitse

Hajota ja hallitse -menetelmésséi ongelma jaetaan osaongelmiksi, ratkaistaan ne ja kootaan
tuloksista alkuperdisen ongelman ratkaisu. Koska osaongelmat usein ovat alkuperdisen
ongelman kaltaisia mutta pienemmassa mittakaavassa, voidaan kiayttaa rekursiota. Hajota
ja hallitse -periaate voidaan esittdd algoritmina kuvan 3.1 tavalla.

Function HH(s: ongelman tapaus): ongelman ratkaisu

(s1,S2,...,5p) := jaa_ongelma(s) % jako samankokoisiin osiin
return kokoa_ ratkaisu(HH(s;), HH(s), ..., HH(s,))

Kuva 3.1: Hajota ja hallitse.

Aika-analyysid varten merkitaén tapauksen kokoa n:lla. Kun jako tehdain p:hen yhta
suureen osaan, joiden koko on n/m (osien ei tarvitse olla pistevieraita), niin aikavaatimus
voidaan esittdéd differenssiyhtéalona

_J g(n), kun n on pieni,
Tln) = { pT'(n/m)+ f(n), muulloin.

Jos tapaus on pieni, niin suoritetaan algoritmin rivit (1) ja (2). Tdhén oletetaan ku-
luvan aikaa g(n). Rivien (1) ja (4) sekd kokoa ratkaisu-kutsun oletetaan vievin aikaa
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fn).
Esimerkki 3.1 Otetaan tehtéviksi etsid n-alkioisen lukujoukon maksimi ja minimi. Kéy-

maélld lukujoukko lépi kaksi kertaa voidaan tehtava ratkaista tekemalld 2n — 3 vertailua.
Tehtavin ratkaiseva hajota ja hallitse -algoritmi esitetdan kuvassa 3.2.

Function MAXMIN(S: lista): lukupari
if |S| <2 then % olkoon S = {a, b}
return (max(a,b), min(a, b))

1

= W N
®
it
n
®

e N R e e R e
ot
T o2 =

Jaa S yhta suuriin osiin S ja S
(max1,minl):= MAXMIN(S))
(max2,min2):= MAXMIN(S,)

return (max(maxl,max2), min(minl,min2))

-~

0¢)
®
=
o

Kuva 3.2: Lukujoukon maksimin ja minimin etsintd hajoita ja hallitse -menetelmalla.

MAXMIN-algoritmin vertailujen maarille péatee

T(n) 1, kun n = 2,
n)=
2T (n/2) +2, kunn =2 k> 1.

Ratkaisuksi saadaan T'(n) = 3n/2 — 2 purkamismenettelylld seuraavasti:

k—1 k-1
- n i - i
T(n) = 2" 1T(F)+ZQ =2FIT(2)+ ) 2 -1
=1 =0
2k 210gn
= 2’H+2’“—1—1:3+2’f—2=7+21°g"—2
n 3n
= — —2=""_9
g TN 2

Hajota ja hallitse -algoritmi voidaan todistaa vertailujen lukuméérin suhteen opti-
maaliseksi. Kdytannossé alkeellinen ratkaisu on kuitenkin tehokkaampi. 0

Esimerkki 3.2 (Karatsuban ja Ofmanin kertolasku). Tarkastellaan pitkien lukujen ker-
tolaskua. Jos luvut kerrotaan allekkain peruskoulussa opittuun tapaan, niin numeroiden
kerto- ja yhteenlaskujen lukuméird on O(n?), kun n on kerrottavien lukujen yhteinen
pituus. Lisdamaélld kerrottavien eteen tarvittaessa nollia, voidaan olettaa, ettd n on kak-
kosen potenssi. Nyt voidaan kerrottavat luvut toistuvasti katkaista keskelta ja laskea tulo
hajotelmia = = sk™? +t ja y = uk™? + v kiiyttien:

Ty = (sk”/2 +1) (uk”/2 +v) = suk™ + (sv + tu)k”/2 + tv
= suk"+ ((s+t)(u+v) — su— tv)k"/2 + tv.
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Viimeksi kirjoitetun lausekkeen mukaan tulo voidaan siis laskea kolmesta n/2-numeroisten
lukujen tulosta yhteen- ja vdahennyslaskuilla. Aikavaatimukselle on voimassa differenssi-

yhtalo
1 kunn=1
T — bl )
(n) { 3T (n/2) 4+ cn, kunn > 1.

Ratkaisuksi saadaan T'(n) = O(n'°¢3) ~ O(n%?). Huomiotta on jiitetty se mahdollisuus,
ettd summissa (s +t) ja (u +wv) voi olla § + 1 numeroa. Tamé ei vaikuta edelld 15ydetyn
ratkaisun suuruusluokkaan. U

Ongelman hajoittaminen osaongelmiin kannattaa yleensid tehda niin, ettd osat ovat
mahdollisimman samankokoisia. Esimerkiksi lisdyslajittelu voidaan ymmértaa hajota ja
hallitse -tyyppisena algoritmina, jossa n:n kokoinen ongelma jaetaan osiin, joiden koot
ovat 1 ja (n — 1). Algoritmin aikavaatimus on O(n?). Suorittamalla jako tasapainoisesti,
kuten lomituslajittelussa, saadaan aikavaatimukseksi O(nlogn).

3.2. Dynaaminen ohjelmointi

Hajota ja hallitse -menetelmé&a sovellettaessa saattaa syntyd tilanne, jossa sama osaon-
gelma ratkaistaan monta kertaa. Tama on tietenkin tehotonta. Esimerkiksi Fibonaccin
lukujen laskeminen kuvan 3.3 funktiolla on varsin tehotonta (tarvitaan eksponentiaalinen
aika luvun n suhteen), silld sama Fibonaccin luku joudutaan laskemaan moneen kertaan.
Hajota ja hallitse -menetelmé ratkaisee tdmén ongelman tehottomasti osittavalla (top-
down) l&hestymistavalla.

Function fib(n): integer
if n <1 then
return 1

return fib(n — 1) + fib(n — 2)

Kuva 3.3: Fibonacin luvut.

Etenemalld "alhaalta ylospéin'"eli soveltaen ongelmaan kokoavaa (bottom-up) ratkai-
sutapaa ja tallentamalla saavutetut vilitulokset voidaan n. Fibonaccin luku laskea ajassa
O(n). Dynaamiselle ohjelmoinnille on oleellista juuri vilitulosten taulukointi. Aloittamalla
pienista osaratkaisuista ja taulukoimalla saadut tulokset voidaan edetéd kohti koko ongel-
man ratkaisua ratkaisematta samaa osaongelmaa yhta kertaa useammin.

Dynaamista ohjelmointia sovellettaessa noudatetaan yleenséd seuraavia vaiheita:
1. Etsitddn rekursiivinen ominaisuus, jonka avulla saadaan ongelman ratkaisu.
2. Ratkaistaan ongelma kokoavalla tavalla pienet tapaukset ensin.
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Esimerkki 3.3 Tehtdvana on laskea matriisien tulo M = M; M, - - - M,,. Matriisien kerto-
lasku on assosiatiivinen; laskut voidaan laskea missé jarjestyksessd tahansa. Tarvittavien
laskuoperaatioiden lukumééra voi kuitenkin vaihdella huomattavasti kiytetysta laskujér-
jestyksestd riippuen. Esimerkiksi jos tulossa M; My MsM, matriisien koot ovat vastaavasti
10 %20, 20 x 50, 50 x 1 ja 1 x 100, niin jarjestys M;(Msy(MsMy)) vaatii 125000 operaatiota,
kun jarjestyksessd (M (MoMs)) My riittédd 2200 operaatiota.

Tassa voisi kiyttad ratkaisua, joka luettelee kaikki laskujarjestykset tulolle My M, - - - M,
ja laskee kuhunkin laskujérjestykseen liittyvéit kertolaskujen méaérat. Esimerkiksi ylla ka-
sitellyn tulon M; My M3;M, muut laskujarjestykset ovat

((My M) Ms) My, My((MaMs)My) ja (MyMy)(MsMy).

Eri laskujarjestysten médard kasvaa eksponentiaalisesti kerrottavien matriisien luku-
madrian suhteen, joten kaikkien vaihtoehtojen tarkistaminen yleisessd tapauksessa ei ole
kdytannollista.

Lahdetddn johtamaan dynaamisen ohjelmoinnin periaatteilla kertomisjéarjestykselle
ratkaisua. Olkoon matriisin M; koko 7;_y X r;, kun ¢ = 1,... n. Oletetaan, ettd opti-
maaliseen kertomisjarjestykseen liittyy osatulojen M ---M; ja M, --- M, laskeminen.
Osatuloista tiedetdéin ainakin sen verran, ettd jos ne saadaan laskettua optimaalisesti, on
saatu ratkaistua koko ongelma optimaalisesti. Tamén osoittamiseksi voidaan tarkastella
tilannetta, jossa tuloa M, --- M; ei kerrotakaan optimaalisessa jarjestyksessid. Nyt koko
ongelma M --- M, ei myoskddn ratkea optimaalisesti, silld osa tuloista voidaan laskea
paremmassa jarjestyksessid. Sama huomio pétee loppuosaan M; ;- - - M,.

Muodostetaan taulukko, johon lasketaan osaongelmien ratkaisuja, pienistd tapauksis-
ta isoihin. Ideana on dynaamisen ohjelmoinnin periaatteiden mukaan laskea isommat ta-
paukset pienien tapauksien avulla. Merkitdan taulukon alkioita m;;, kun 1 <7 < j <n, ja
tulkitaan kukin alkio m;; osatulon M; - - - M; optimaaliseksi vastaukseksi. Koko ongelman
vastauksen antaa siis alkio my,.

Jos ¢ = 7, on tulossa vain yksi matriisi, joten niissad tilanteissa ei tarvita yhtain
kertolaskua. Muiden arvojen m;; (i < j) laskemisessa kéytetddn apuna edelld esitettyd
ongelman rekursiivista rakennetta. Oletetaan, ettd optimaalisessa jarjestyksessd osatulo
M; --- M; jakaantuu matriisien M, ja M, vilistd, kun ¢ < p < j. Aiemman huomion
perusteella tdssa luvun m;; arvoksi tulee osatulojen M; - -- M, ja M, --- M, kertolasku-
jen lukumaéira sekd niiden kahden osatulon alkioiden kertolaskujen lukuméara. Kyseinen
osatulon kertolaskujen lukuméaard on r;_;r,r;. Toisin sanoen

mij = mip + mp+17j + ’I“Z‘_l’l“p’l“j.

Koska ei tiedetd, milla luvulla p 16ytyy paras vastaus, joudutaan tutkimaan kaikki 7 — ¢
vaihtoehtoa. Siis

0, jos i =7,

my, = . . . .

ij Zgyg (mip + My + ri_lrprj), Jos 1 < j.
<p<y
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Y14 oleva voidaan laskea rekursiivisesti, mikd on tehotonta, silld silloin ratkaistaan
usea aliongelma moneen kertaan (suoraviivainen rekursio johtaa eksponentiaaliseen algo-
ritmiin). Tassd kohtaa kiiytetdén luonnollisesti dynaamisen ohjelmoinnin kokoavaa tapaa.
Kukin aliongelma tarkoittaa lukujen ¢ ja j valintaa ehdolla 1 < i < j < n eli kisiteltavina
on yhteensi O(n?) eri aliongelmaa. Mitdin aliongelmaa ei ratkaista kahta kertaa.

(1) for i :=1 to n do m;; :==0 od

(2) fort:=1ton—1do

(3) for i:=1ton—tdo

(4) Jji=1i+t

(5) Mij = MiNi<pe;(Mip + Mpy1,j + Tio17p75)
(6) od od

Kuva 3.4: Lukujen m,; laskeminen.

Lasketaan “diagonaaleittain” luvut m;; (1 < i < j < n) kuvan 3.4 algoritmilla: en-
sin yhden matriisin tulon kertolaskujen mééra (rivi (1)), sitten jarjestyksessa (rivit (2)—
(6)) kahden matriisin tulojen optimaaliset kertolaskujen méaé#rit, kolmen matriisin tulojen
optimaaliset kertolaskujen méarit jne. kunnes vihdoin “yhden mittaiselle diagonaalille”
lasketaan kaikkien matriisien tulon kertolaskujen optimaalinen méaara.

Lasketaan ylla olevaan esimerkkiin liittyvat luvut m;;. Esimerkissé oli rg = 10, r = 20,
ro = 50, r3 = 1 ja ry, = 100. Saadaan

my =0

miy = 10000 moy =0

mqiz = 1200 mo3 = 1000 m33 =10

myg = 2200 mgy = 3000 mgg = 5000 myy = 0.

Esimerkiksi luku my4 saadaan minimina seuraavista kolmesta luvusta:

myy + Moy +19 X1 X714 = 043000+ 10 x 20 x 100 = 23000
Mio +M3g +7T9g X T X Ty = 10000 + 5000 4+ 10 x 50 x 100 = 65000
M3 +Mag +19 Xr3xry = 12004+ 04+ 10 x 1 x 100 = 2200.

Luvut liittyvit vastaavasti laskujarjestyksiin M ((MaMs)My), ((MyMsy)(M3My)) ja
(My(MyMs))My. Viimeksi mainittu on siis paras laskujérjestys.

Algoritmia pitda vield tdydentdd niin, ettd se tulostaa myds laskujirjestyksen eikd
pelkistadn operaatioiden lukuméarad. Tama tulee hoidetuksi, kun jokaiseen lukuun m;;
liitetddn se p:n arvo, jolla kyseinen minimi on saavutettu. Optimaalisen laskujéirjestyksen
etsivissa algoritmissa on kaksi silmukkaa ja minimin laskeminen sisdkkiin, joten se toimii
ajassa O(n?). O
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Esimerkki 3.4 Olkoon annettuna graafi, jonka jokaiseen sdrméin on liitetty paino (=
etiisyys). Tehtédvand on etsid jokaiselle solmuparille niitd yhdistavéin lyhimmén polun
pituus. Jos oletetaan, etti tarkasteltava graafi on yhtendinen, niin téllainen lyhin polku
on olemassa kaikille solmupareille.

Olkoot graafin solmut vy, ve,...,v, ja d;; solmuja v; ja v; yhdistdvin sdrmén paino.
Ongelma ratkeaa kuvan 3.5 algoritmilla. Muuttujaan m;; tallennetaan jo loydetyn lyhim-
mén polun pituus solmusta v; solmuun v;. Muuttuja k ilmoittaa suurimman solmujen
indeksin, joka polulla sallitaan. Aluksi rajoitutaan polkuihin, joissa voi vilisolmuna olla
vain vy, sitten polkuihin, joissa voi vélisolmuna olla myos vy, jne. Samoin kuin matriisien
tulon laskevassa algoritmissa, niin nytkin voidaan osatuloksiin liittda parhaan tuloksen
antava jirjestys. Algoritmissa on kolme sisdkkiistd silmukkaa, joiden sisilla oleva lause
voidaan suorittaa vakioajassa. Aikavaatimus on siis O(n?).

Procedure paths
(1) for i :=1 to n do
(2) for j :=1to n do m;; :=d,;; od od
(3) for k:=1tondo
(4) for i :=1to n do
(5)
(6)
(7)

7

for j:=1ton do
mij i= min(my;, m, + my;)

Kuva 3.5: Lyhyimmét polut (Floydin-Warshallin algoritmi).

Tarkastellaan vield graafia, jonka etdisyysmatriisi on annettu taulukossa 3.1 vasem-

malla.
d{ 1 2 3 4 5 d{1 2 3 4 5
11 0 4 2 6 o© 110 4 2 3 3
21 2 0 o0 o0 b 212 0 4 5 5
3lococ oo 0 1 1 315 3 0 1 1
4100 2 oo 0 o0 414 2 6 0 7
5]lo0 oo 4 2 0 516 4 4 2 0

Taulukko 3.1: Graafin etdisyysmatriisi ja siihen liittyvat lyhimmat etédisyydet.

Kun k =1, sallitaan yhteydet solmun 1 kautta. Téalloin saadaan yhteydet solmusta 2
solmuihin 3 ja 4. Nididen pituudet ovat vastaavasti 4 ja 8. Kun sallitaan yhteydet solmun
2 kautta, saadaan yhteydet solmusta 4 solmuihin 1, 3 ja 5. Vastaavat etiisyydet ovat 4,
6 ja 7. Lisaksi saadaan yhteys solmusta 1 solmuun 5. Kun £ = 3, lyhenevit yhteydet
solmusta 1 solmuihin 4 ja 5 (uudet etdisyydet ovat molemmat 3) ja solmusta 2 solmuun 4.
Solmun 4 kautta saadaan yhteydet solmuista 3 ja 5 solmuihin 1 ja 2. Ratkaisuksi saadut
etdisyydet ovat taulukossa 3.1 oikealla.
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Tésséd kohdassa annetut yleiset ohjeet dynaamisen ohjelmoinnin soveltamiseksi ja edel-
linen esimerkki nojautuvat optimaalisuuden periaatteeseen, jonka mukaan optimaalisessa
sarjassa paatoksid tai valintoja on kukin osasarja myés optimaalinen. Kaikkiin ongelmiin
ei optimaalisuuden periaatetta voi soveltaa.

Esimerkiksi jos lyhyin reitti Helsingin ja Tampereen vélilla kulkee Himeenlinnan kaut-
ta, niin silloin Helsingin ja Himeenlinnan vililld tulee kiyttaa lyhyinta reittid, aivan kuten
Hameenlinnan ja Tampereen vililla. Téssé siis optimaalisuuden periaate toimii hyvin.

Sen sijaan, jos nopein reitti kulkee Himeenlinnan kautta, niin se ei tarkoita, ettd Hel-
singisté tulisi ajaa nopeinta reittii Hameenlinnaan. Silld jos Helsingin ja Himeenlinnan
valilla kiytetadn liikaa polttoainetta ja joudutaan pysahtyméain Himeenlinnan ja Tam-
pereen vililla tankkaamaan, saattaa tuloksena oleva reitti olla hitaampi kuin jokin toinen
Hémeenlinnaa vilietappina kiyttava reitti. TAma johtuu siité, ettd osareitit eivit ole toi-
sistaan riippumattomia, silld ne kiyttiaviat yhteistd resurssia, polttoainetta. Siis yhden
osamatkan optimaalinen vastaus voi estdd l0ytadmésti jotain toista optimaalista osamat-
kaa.

3.3. Ahneet algoritmit

Ahneissa algoritmeissa edetddn tekemélld "lokaalisti optimaalisia" valintoja. Eri toimin-
tavaihtoehdot jarjestetddn paremmuusjarjestykseen kullakin hetkelld kaytossa olevien tie-
tojen perusteella ja valitaan (nfennéisesti) paras vaihtoehto. Niin toimimalla ei véltté-
méattd paddyta koko ongelman optimaaliseen ratkaisuun.

Esimerkki 3.5 Olkoon G = (V, F') suuntaamaton graafi. Graafin G aligraafia H = (V, F)
sanotaan G:n virittaviksi puuksi, jos se on puu. Jos graafin G sirmiin on liitetty painot,
niin pienin virittava puu on se virittava puu, jonka sirmien yhteenlaskettu paino on pienin.
Kruskalin algoritmi muodostaa oikein graafin pienimmaén virittdvin puun kiyttden kuvan
3.6 ahnetta algoritmia.

(1) Jérjestd sirmét painon mukaan nousevaan jirjestykseen
(2) Alkutilanteessa jokainen solmu v muodostaa oman aligraafinsa {v}
(3) while aligraafeja on enemmén kuin yksi do
(4) Olkoon e painoltaan pienin vield késitteleméton sdrma
(5) if e yhdistdé kaksi aligraafia W, ja W5 then
(6) Muodosta e:n yhdistdmé uusi aligraafi W; U W5
(7) Poista Wy ja W, aligraafien kokoelmasta
(8) Lisdd e pienimpééan virittdvaan puuhun
9) end
(10) od

Kuva 3.6: Kruskalin algoritmi.
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Kuvassa 3.7 vasemmalla on painotettu graafi ja oikealla siitd Kruskalin algoritmilla
muodostettu pienin virittava puu. O

Kuva 3.7: Esimerkkigraafi ja siitd Kruskalin algoritmilla muodostettu pienin virittdva puu.

Jos ongelman tasmalliseen ratkaisemiseen kuluu liiaksi aikaa, voidaan etsid likimaa-
ridinen ratkaisu nopealla algoritmilla. Likim&d&rdinen algoritmi voi perustua erilaisiin heu-
ristiikkoihin. Ahne algoritmi sopii joskus téllaiseksi heuristiikaksi.

Esimerkki 3.6 (Yleistetty reppuongelma). Reppuun, jonka tilavuus on T, on pakattava
mahdollisimman arvokas lasti tavaroita. Tarjolla olevista tavaroista tunnetaan niiden tila-
vuudet (¢;) ja arvot (a;). On siis l6ydettavé sellainen tarjolla olevien tavaroiden osajoukko
I, ettd )., a; on suurin mahdollinen ehdolla ), t; <T.

Ahne ratkaisu voidaan nyt toteuttaa kuvan 3.8 tavalla. Néin saatava ratkaisu ei valtta-
matta ole optimaalinen. Esimerkiksi jos repun koko on 10 ja tavaroiden arvot ovat 9, 5 ja
5 ja koot vastaavasti 7, 5 ja 5, niin ahne algoritmi ei anna optimaalista ratkaisua. 0

(1) Lajittele parit (¢;,a;) yksikkohinnan mukaiseen laskevaan jérjestykseen listaan L.
(2) Kay lista L ldpi ja ota reppuun kaikki sinne vield mahtuvat tavarat.

Kuva 3.8: Yleistetyn reppuongelman ahne ratkaisu.

Esimerkki 3.7 (Kauppamatkustajan ongelma). Tarkastellaan seuraavaksi ns. kauppa-
matkustajan ongelmaa. Sen tapaus muodostuu suuntaamattomasta, painotetusta, tay-
dellisestd graafista G = (V,E,d), E = V x V. Funktio d : £ — R méiérii solmujen
viliset etdisyydet. Tehtdvind on 10ytdd graafista mahdollisimman lyhyt (annettujen pai-
nojen suhteen) Hamiltonin silmukka eli sellainen polku, joka lihtee jostain solmusta, kiy
tasmaélleen kerran kaikissa muissa solmuissa ja palaa ldhtésolmuun.

Ahne algoritmi kauppamatkustajan ongelman ratkaisemiseksi on esimerkiksi kuvassa
3.9 esitetty Kruskalin algoritmin muunnos.

(1) Kasittele sarmét kasvavassa pituusjirjestyksessa.

(2) Hyvaksy sdrmé kauppamatkustajan reittiin, jos sirméin molemmista paistd alkaa
korkeintaan yksi reittiin aikaisemmin valittu sirmé ja sarméa ei muodosta aikaisem-
min valittujen sdrmien kanssa silmukkaa, ellei samalla saada kaikki solmut sisiltéava
silmukka.

Kuva 3.9: Kauppamatkustajan ongelman ahne ratkaisu.
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a b C d e f

a|0 50 7.1 16.6 155 18.0
b 0 50 11.7 11.0 14.3
¢ 0 140 143 184
d 0 3.0 76
e 0 5.0
f 0

Taulukko 3.2: Kauppamatkustajan ongelman tapaus.

Taulukossa 3.2 on erdéseen kauppamatkustajan ongelman tapaukseen liittyvat solmu-
jen etdisyydet. Ahneen algoritmin mukaisesti kauppamatkustajan reittiin tulevat mukaan
nelja lyhintd yhteytta ((d,e), (a,b), (b,c) ja (e,f)). Tamén jilkeen reitistd on valmiina
kaksi erillistd osaa, joista toisessa on solmut a, b ja ¢ ja toisessa solmut d, e ja f. Koska
solmujen b ja e asteluku on jo kaksi, reitti on mahdollista sulkea sarmilla (c,d) ja (a,f) tai
sarmilla (c,f) ja (a,d). Koska néistd neljdstd sirméstd lyhin on (c¢,d), médrdd se viimei-
seksi mukaan tulevaksi sirméksi sirmén (a,f). Saatavan kauppamatkustajan reitin pituus
on 50, kun optimireitin pituus on 47.3. 0

Joskus voidaan osoittaa, ettd ahne algoritmi antaa optimaalisen vastauksen. Todistus
(ja erityisesti todistuksen tekniikka) voi liitty& vain ko. algoritmiin, mutta usein myos itse
ongelmalla on sellaisia kombinatorisia ominaisuuksia, “matroideja”; joista tiedetdén, etté
ahne algoritmi antaa optimaalisen vastauksen. Matroideihin ja niiden suhteeseen ahneisiin
algoritmeihin voi perehtyi esimerkiksi Cormenin ja muiden oppikirjan [1]| avulla.

3.4. Peruuttavat algoritmit

Monissa ongelmissa on ratkaisun loytamiseksi kiytava lapi kaikki ratkaisuvaihtoehdot.
Erds systemaattinen etsintdimenetelmé on peruutus (backtracking). Ongelmasta muodos-
tetaan puu, jota kiydain ldpi yleensd syvyyssuuntaisella etsinnélld. Puun lehtisolmut ovat
lopullisia ratkaisuja ja polku juuresta lehteen kuvaa tapaa, jolla lehtisolmuun paistaén.
Peruuttavien algoritmien yhteydessa kiytetddn usein menetelmié, joilla etsintdaluetta py-
ritadn rajoittamaan.

3.4.1. Pelipuut ja o — § -karsinta

Tarkastellaan esimerkkiné 3 x 3 ruudukolla pelattavaan jatkdnshakkiin liittyvaa pelipuuta,
jossa puun solmut ovat pelitilanteita. Solmun arvo on

e 1, jos X:llI4 on solmusta alkava voittostrategia,
e -1, jos 0:114 on solmusta alkava voittostrategia ja

e 0, jos kummallakaan pelaajista ei ole solmusta alkavaa voittostrategiaa.
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Lehtisolmut vastaavat pelin lopputilanteita, joten niiden arvot voidaan méaariata suo-
raan. Sisdsolmujen kohdalla toimitaan seuraavasti: Jos X on siirtovuorossa, niin solmun
arvo on sen lasten arvojen maksimi; pelaajan 0 ollessa siirtovuorossa solmun arvo on
lasten arvojen minimi. Solmuja kutsutaan vastaavasti maksimi- ja minimisolmuiksi.

Etenemalld lehtisolmusta juurta kohti saadaan lopuksi juuren arvoksi 0. Tadma tarkoit-
taa sitd, ettd 3 x 3-ruudukolla pelattavassa jitkédnshakissa ei kummallakaan pelaajalla ole
voittostrategiaa.

Jatkanshakin pelipuussa solmun arvo voi olla 1,0 tai —1. Monimutkaisemmissa ti-
lanteissa on solmujen arvot voitava valita yleisemmin. N&itd arvoja kutsutaan payoff-
arvoiksi.

Peruuttavassa etsinnissa puu kiydadn lapi jalkijarjestyksessd. Lapikayntid voidaan
tehostaa ns. o — § -karsinnalla (alpha-beta pruning). Yleisesti o — /3 -karsinta soveltuu
sellaisten pelipuiden yhteyteen, jossa kaksi pelaajaa tekevit valintoja vuorotellen.

max °

OB OO
20

(@is

Kuva 3.10: o — 8 -karsinta.

Kuvan 3.10 puussa z on max-solmu ja sen lapset a, b ja ¢ min-solmuja. Oletetaan, etta
lasten ldpikiynti on aloitettu a:sta ja ettd sen payoff-arvoksi on saatu 20. Koska = on max-
solmu, niin lasten b ja ¢ payoff-arvot voivat vaikuttaa x:44n vain jos ne ovat suurempia
kuin 20. Oletaan vield, ettd keskimmaéistd alipuuta lapikaytiessa saadaan solmun b jonkun
lapsen payoff-arvoksi 15. Koska b on min-solmu, niin voidaan péitelld, ettd b:n payoff-
arvoksi tulee korkeintaan 15. Keskimmadisen alipuun ldpikdynti voidaan siis lopettaa.

Téssé esimerkissd on kiytetty solmun a payoff-arvoa 20 solmun x véliaikaisena arvona.
Solmulle a arvo 20 oli lopullinen, silld oletettiin, ettd koko se alipuu, jonka juurena a
on, oli jo lapikdyty. Lopullisten ja viliaikaisten arvojen laskemisessa kiytetdén seuraavia
saantoja:

1. Jos solmun z kaikki lapset on jo kdsitelty tai karsittu, niin z:n véliaikainen arvo
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Taulukko 3.3: Tyotehtédvien suoritusajat ja vapautumishetket tyGjarjestykselld 1—2—3—4.

muuttuu lopulliseksi.

2. Jos solmulla x on viliaikainen arvo v; ja lapsi, jonka lopullinen arvo on vy, niin
uusi véliaikainen arvo on max(vq,v2), jos & on max-solmu ja min(vy, vs), jos & on
min-solmu.

3. Olkoot solmun p ja sen vanhemman ¢ véiliaikaiset arvot v; ja v,. Jos v; < vy ja p on
min-solmu (q on siis max-solmu), niin kaikki p:n késittelemattomit lapset voidaan
karsia. Samoin voidaan toimia, jos v; > vs ja p on max-solmu.

3.4.2. Branch-and-bound

Branch-and-bound-menetelméssa hakupuusta karsitaan sellaisia haaroja, jotka eivit voi
sisaltdd optimaalista ratkaisua. Optimointitehtivéissa etsitddn sellaista ratkaisupolkua

T1,...,Tn, jonka kustannus c(zq,...,z,) on pienin. Oletetaan, ettd kiytossid on raja-
funktio b, joka liittdd jokaiseen polkuun zy,...,x, sellaisen arvon b(zy,...,x,), etti jos
x1,...,T, voildaan tdydentdd koko ongelman ratkaisuksi x1,...,Z,, Z;11, ..., Ty, niin

(X1, ooy Tpy Tpg, .oy Ty) > b(xy, ..., x,). Téllaista rajafunktiota voidaan kiyttad haku-

puiden sellaisten haarojen karsintaan, joilla ei voi olla optimaalista ratkaisua.

Esimerkki 3.8 Tarkastellaan téidenjirjestelyongelmaa, johon liittyy nelja eri tyota, joi-
den tekemiseen tarvitaan koneita A, B ja C téssd jarjestyksessid. Kone voi tehdd vain
yhté tyota kerrallaan. Jos kone ei ole vapaa, jaa tyd odottamaan vuoroaan. Missa ajassa
voidaan suorittaa ne tyot, joiden suoritusajat on annettu vasemmalla taulukossa 3.37
Jos tyot tehddin jarjestyksessid 1 —2 —3 —4, niin aikaa kuluu yhteensé 33 aikayksikkoa
(taulukkossa 3.3 oikealla). Erilaisia t6identekojarjestyksid on kaikkiaan 4! = 24. Branch
and bound -tekniikalla voidaan tutkittavien tapausten méarad huomattavasti rajoittaa.
Maaritelldan rajafunktio b yhden, kahden ja kolmen mittaisille poluille seuraavasti:

b(i) = A + 3.0 | By +min{C,|n # i}

b(i,j) = A+ Aj + 30 i B +min{Cp|n # i, j}
b(i, j. k) = Ai+ Aj+ Ap + X0y sii B+ Coyn # 1, §, k.

Arvoiksi b(i) saadaan
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b(1l) =3+ (4+2+5+5)+1=20
b2) =7+ (4+2+5+5)+3=26
b(3) =6+ (4+2+5+5)+1=23
b(4) =2+ (4+2+5+5)+1=19.

Koska b(4) oli b(¢)-arvoista pienin, jatketaan 4-haaraa:
b(4,1) =243+ (4+2+5)+1=17
b(4,2)=2+T7+(44+2+5)+3=23
b(4,3) =2+6+ (4+2+5)+1=20.

Jatketaan 41-haaraa, silli b(41) oli b(4j)-arvoista pienin:
b(4,1,2) =2+3+7+(2+5)+3=22
b(4,1,3) =2+3+6+(2+5)+1=19.

Jéarjestys 4 — 1 — 3 — 2 kuluttaa 23 aikayksikkod. Nyt voidaan karsia ne osaratkaisut,
joiden b-arvo on 23 tai enemmén. Esimerkiksi mitdan kakkosella tai kolmosella alkavia
ratkaisuja ei tarvitse kehittdd pitemmalle.

Huomaa, kuinka téssé esimerkissa rajafunktiota on kiytetty myos valitsemaan se pol-
ku, joka edustaa ensimmaiista loppuun asti kehitettyé ratkaisua (4 —1—3—2). Tadmén rat-
kaisun arvoa (23) on sitten kiytetty vertailtaessa rajafunktion arvoja eri pisteissi. Jos al-
goritmin suorituksen aikana 16ydettéisiin kokonaissuoritusajaltaan parempi ratkaisu, ryh-
dyttaisiin rajafunktion arvoja tietenkin vertailemaan siihen. Téssé esimerkissi ensimmaéi-
nen valmiiksi kehitetty ratkaisu oli sattumalta koko ongelman optimiratkaisu (vaikkakaan
ei yksikéisitteinen).

O

3.5. Paikalliseen etsintidan perustuvat algoritmit

Tarkastellaan ongelmaa, jossa etsitdan parasta mahdollista ratkaisua lukuisten vaihtoehto-
jen joukosta. Hakuavaruudeksi kutsutaan tilloin kelvollisten ratkaisukandidaattien jouk-
koa. Esimerkiksi kauppamatkustajan ongelmassa annettuun syotegraafiin liittyvin hakua-
varuuden muodostavat graafin kaikki Hamiltonin silmukat. Ongelmana on loytaéd tésta
joukosta se, jossa mukaan otettujen sirmien painojen summa minimoituu. Hakuavaruu-
den lapikdyntiin liittyy naaepuruuden kasite. Hakuavaruuden alkioita sanotaan toistensa
naapureiksi, jos ne voidaan muuntaa toisikseen yksinkertaisella muunnoksella. Esimerkik-
si kauppamatkastajan ongelmassa tallainen muunnos voisi olla ratkaisukandidaatin maa-
rittelevan solmujen permutaation muuntaminen jollakin yksinkertaisella menetelmalla,
vaikkapa vaihtamalla kahden peridkkéisen solmun jérjestysta.
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(1) Aloita satunnaisesti valitusta ratkaisusta.
(2) Sovella ratkaisuun sopivaa muunnosta, jotta saataisiin parempi ratkaisu.
(3) Toista kohtaa (2) niin kauan kuin ratkaisua voidaan parantaa.

Kuva 3.11: Paikalliset muunnokset.

Joidenkin ongelmien ratkaisu loydetddnkin kuvan 3.11 tavalla. Sallitut muunnokset
ovat luonteeltaan paikallisia: ratkaisua muunnetaan "ldhelld" olevaksi paremmaksi rat-
kaisuksi, eli etsitddn jo loydetyn ratkaisukandidaatin naapurustosta nykyistd parempaa
ratkaisua. Talla menetelmalld ei vilttamatta 10ydetd optimaalista ratkaisua. Pienimmén
virittdvan puun etsintd on esimerkki ongelmasta, jolle optimi kuitenkin 16ydetddn. Saa-
tava kuvan 3.12 algoritmi on kuitenkin selvisti tehottomampi kuin aikaisemmin esitetty
Kruskalin algoritmi, joka toimii ajassa 6(eloge), kun e on alkuperdisen graafin sdrmien
lukuméaara.

(1) Valitse jokin virittéava puu 7.

(2) Valitse joku puuhun 7" kuulumaton sirmi ja lisdd se puuhun 7". Puussa 7" on nyt
silmukka. Poista silmukasta se sdrmé, jonka paino on suurin. 7" on jalleen virittava
puu.

(3) Toista kohtaa (2), kunnes 7" ei endd muutu.

Kuva 3.12: Pienin virittava puu.

Yleisessd tapauksessa optimiratkaisun l0ytyminen paikallisella etsinnalld riippuu ha-
kuavaruuden rakenteesta ja valituista alkuratkaisuista. Kuvassa 3.13 oleva kiyra esittad
ratkaisujen arvoja. Oletetaan, ettd kyseessd on minimointiongelma eli mitd alempana
kiyrdn piste on, sitd parempaa ratkaisua se vastaa (maksimointiongelman tapauksessa
kirjallisuudessa kiytetdén termié hill climbing).

Kuvan 3.13 alkuratkaisun 1 avulla voidaan paikallisilla muunnoksilla pi&sté vain lokaa-
liin optimiin; alkuratkaisusta 2 voidaan edetd globaaliin optimiin. Seuraavaksi késitelldin
etsintimenetelmié, joita voidaan pitdd paikallisen etsinnidn yleistyksind. Niissd voidaan
tilapéisesti edetd kohti huonompia ratkaisuja ja néin mahdollisesti valttda huonon alku-
ratkaisun vaikutus lopputulokseen.

/2. 1. ——————»

Kuva 3.13: Minimointiongelman ratkaisujen arvoja.

Paikallinen etsintdalgoritmi voidaan muuntaa esimerkiksi tabuetsinndksi. Siinéd ylla-
pidetddn listaa niistd naapuruston ratkaisuista, joihin ei ole lupa siirtyd. Tabulistassa
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voidaan pitdd esimerkiksi niitd ratkaisuja, joita ollaan hiljattain tutkittu. Néin voidaan
pakottaa etsintd eteneméin aikaisemmin tutkimattomiin hakuavaruuden osiin.

3.5.1. Simuloitu jaahdytys

Simuloidussa jadhdytyksessa jiljitellddn metallien valmistuksessa kiytettyd menettelyé,
jossa pyritddn estimadn valmistettavan metallin lilan nopea jadhtyminen. Sopiva jadhty-
misnopeus antaa metallille paremmat ominaisuudet. Paikallisessa etsinnéssé liian nopea
jaahtyminen vastaa kulkemista aina suoraan kohti lokaalisti parempaa ratkaisua ja jaahty-
misen hidastaminen puolestaan vastaa mahdollisuutta valita tietyin ehdoin my6s lokaalisti
huonoja ratkaisuja.

Simuloitu jadhdytys aloitetaan valitsemalla satunnaisesti jokin alkuratkaisu ja alku-
lampotila T'. Algoritmin jokaisessa askeleessa tehdédan kulloiseenkin ratkaisuun paikallinen
muunnos. Jos muunnos parantaa ratkaisua, niin hyldtaan vanha ratkaisu ja jatketaan uu-
della ratkaisulla. Vaikka paikallisella muunnoksella 16ydetty uusi ratkaisu ei olisikaan pa-
rempi kuin entinen ratkaisu, voidaan se valita uudeksi ratkaisuksi, jos tietty limpdétilasta
riippuva ehto on voimassa: lasketaan entisen ratkaisun ja uuden ratkaisun vilinen erotus
A ja verrataan vililtd [0,1) saatua satunnaislukua arvoon e~/ Jos saatu satunnaisluku
on titd pienempi, niin l6ydetty huonompi ratkaisu kelpuutetaan uudeksi ratkaisuksi. Al-
goritmin edetessd lampotilaa T lasketaan, jolloin todennékoisyys sille, ettd huonompi rat-
kaisu syrjayttéisi nykyisen ratkaisun, pienenee. Lampdotilan laskiessa simuloitu jadhdytys
alkaa siis muistuttaa enemmén ja enemmaén tavallista paikallista etsintdé. Systeemin toi-
minta riippuu tavasta laskea lampdotilaa, joten menetelmié voi parametroida valitsemalla
erilaisia tapoja lampotilan laskemiseksi.

3.5.2. Geneettiset algoritmit

Algoritmeja, jotka jéljittelevdat luonnossa tapahtuvaa evoluutiota, kutsutaan geneetti-
siksi algoritmeiksi. Tarkastellaan "populaatiota" (jokin hakuavaruuden osajoukko), jota
muunnellaan "mutaatioilla" (paikalliset muunnokset) ja "risteytyksilld" (kahden ratkai-
suvaihtoehdon ominaisuuksien vaihtaminen). Oletetaan aluksi yksinkertaisuuden vuoksi,
ettd populaation yksilot esitetéin bittivektoreina (vrt. kromosomin geenit).

Aluksi muodostetaan ldhtopopulaatio joko satunnaismenetelmalla tai jollakin sopival-
la heuristiikalla. Populaatiossa olevien yksiléiden hyvyyttd mitataan evaluointifunktiolla,
jonka avulla parhaat yksilot valitaan risteytyksid varten. Toinen geneettinen operaatio,
mutaatio, valitsee satunnaisesti populaation yksiléiden biteista ne, jotka muunnetaan. Ris-
teytysten ja mutaatioiden avulla muodostetaan uusia sukupolvia, kunnes haluttu "yksilo
on syntynyt" (tarpeeksi hyvi ratkaisu on l6ytynyt) tai kunnes huomataan, etté ratkaisut
eivit endéd parane. Menetelmi voidaan esittdd kuvan 3.14 algoritmilla.

Jotta geneettisid algoritmeja voitaisiin soveltaa, on hakuavaruuden alkiot esitettava
bittijonoina tai muina risteytyksiin soveltuvina tietorakenteina. Lisdksi on kiinnitettava
seuraavat parametrit:
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Procedure evoluutio

t:=0

Muodosta ldhtépopulaatio P(0)
Evaluoi populaatio P(0)

—_

2

w

while pysédhtymisehto ei ole voimassa do
t:=t+1
Muodosta risteytyksilld ja mutaatioilla uusi populaatio P(t)
Evaluoi P(t)

e R R e R e
~ O Ut W~
— N e N N~ N e
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o
o

Kuva 3.14: Geneettinen algoritmi.

e populaation koko
e risteytyméatodennikdisyys

e mutaatiotodennikdisyys.

Esimerkki 3.9 Tarkastellaan esimerkkina funktion
f(z) = xsin(107z) 4+ 1.0

suurimman arvon etsintdd valilld [—1...2]. Tehtdvind on l6ytdd se x € [—1...2], jolla
suurin arvo saadaan. Funktion kuvaajan tarkastelu annetulla vililla osoittaa, ettd paikal-
linen etsinté olisi suurella todennikdéisyydelld hyodytonta: se luultavasti paétyisi johonkin
lukuisista paikallisista maksimeista. (Ongelma olisi tietenkin jarkevinté ratkaista analyyt-
tisesti, mutta tissi yhteydessd tyydytadn ratkaisua etsimddn muilla keinoin.)

Jotta alkiot voidaan esittdd bittijonoina, on aluksi sovittava kiytettavista laskutark-
kuudesta. Sovitaan, ettd kuusi desimaalia on sopiva tarkkuus. Koska arvoalueen pituus
on kolme, on hakuavaruudessa 3000000 alkiota. Bittijonojen pituudeksi tulee 22, silla
2097152 = 221 < 3000000 < 2% = 4194304. Esimerkiksi bittijono

1000101110110101000111

tarkoittaa arvoalueen alkiota 0.637197, silla (1000101110110101000111), = 2288967 ja

—1.0 + 2288967 752555 = 0.637197.

Tarkastellaan populaatiota, jossa on yksilot

v; = 1000101110110101000111
vy = 0000001110000000010000
vs = 1110000000111111000101.

Evaluointifunktioksi voidaan valita tutkittava funktio f itse. Populaation alkiot vastaavat
x:n arvoja 0.637197, —0.958973 ja 1.627888. Vastaavat funktion arvot ovat

fu1) = £(0.637197) = 1.586345
flva) = f(—0.958073) = 0.078878
Flus) = F(1.627888) = 2.250650.

53



Tamén populaation paras yksilé on siis v3.

Mutaatiossa valitaan satunnaisesti jokin bitti ja muutetaan se toiseksi. Jos esimerkiksi
vs:ssa muutettaisiin viides bitti ykkoseksi, saataisiin yksilé 1110100000111111000101, joka
vastaa z:n arvoa 1.721638 ja vastaava funktion arvo on —0.082257. Téma mutaatio johtaisi
siis huonompaan yksil66n. Jos mutaatio muuttaisi v3:n kymmenennen bitin ykkoseksi,
saataisiin funktion arvoksi 2.343555 eli olisi l6ydetty aikaisempaa parempi ratkaisu.

Oletetaan seuraavaksi, ettd vy ja vz risteytetddn keskenddn. Valitaan satunnaisesti
kohta, josta bittijonot katkaistaan, esimerkiksi viidennen bitin jélkeen,

vy = 00000/01110000000010000
vg = 11100/00000111111000101

ja muodostetaan uudet bittijonot vaihtamalla osia bittijonojen vililla:

vy = 00000/00000111111000101
vy = 11100/01110000000010000.

Néihin liittyvét funktion arvot ovat f(vy) = 0.940865 ja f(v}) = 2.459245. Yksilo v} on
siis parempi kuin kumpikaan "vanhemmistaan".
Téassa ongelmassa voitaisiin valita esimerkiksi seuraavat parametrit:

populaation koko = 50

risteytyméatodennikdisyys = 0.25

mutaatiotodennikdisyys = 0.01.
Valittu mutaatiotodennékoisyys 0.01 tarkoittaa, ettd satunnaisesti valitaan populaation
joka sadas bitti ja muutetaan se. Risteytymétodennakoisyys 0.25 ilmoittaa populaation
"hyvyydeltdan" keskiméiriisen yksilon todennikoisyyden tulla valituksi mukaan ristey-
tyksiin. Jos evaluointifunktio antaa yksilolle keskiméaraistd paremman arvon, sen toden-
nakoisyys tulla valituksi risteytyksiin kasvaa; keskimaériistd huonommilla yksil6illa to-
denn#koisyys on vastaavasti pienempi. Néilla parametreilla pddstdan hyvin ldhelle etsittya
maksimia noin 100 — 150 sukupolven jélkeen. U

Esimerkki 3.10 Kauppamatkustajan ongelmassa yksiloitd ei kannata esittdd bittivek-
toreina. Jos kauppamatkustajan reittid esittdva bittivektori katkaistaan mielivaltaisesta
paikasta ja yhdistetddn toiseen samalla tavalla katkaistuun vektoriin tai mielivaltainen
bitti muutetaan, eivat tulokset vilttamétta ole endd kauppamatkustajan luvallisia reit-
tejd. Parempi tapa on esittdd populaation yksilot (eli mahdolliset kauppamatkustajan
reitit) kokonaislukuvektoreina. Kauppamatkustajan reitti on jokin graafin solmujen jér-
jestysnumeroiden permutaatio. Jos tarkasteltavassa graafissa on n solmua, niin hakuava-
ruuden muodostavat lukujen 1,2, ..., n permutaatiot. Evaluointifunktion méaaritteleminen
on helppoa, silld annettuun permutaatioon liittyvé kustannus (kauppamatkustajan reitin
pituus) voidaan laskea suoraan graafin painoista.

Permutaatioista muodostuvien yksiloiden mutaatio voisi olla esimerkiksi kahden vali-
tun luvun jarjestyksen vaihtaminen. Risteytyksessd voidaan toisesta permutaatiosta va-
lita osapermutaatio, joka pidetdin muuttumattomana ja pitdmélld muiden numeroiden
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keskindinen jérjestys samana kuin toisessa permutaatiossa. Esimerkkina tarkastellaan yk-
siloiden (eli permutaatioiden) (1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12) ja (7,3,1,11,4,12,5,2, 10,9,
6, 8) vilista risteytystd. Valitaan ensiksi mainitusta osa (4, 5,6, 7), joka pidetddn muuttu-
mattomana. Télloin jalkimmaéiseen jaavit luvut 3 — 1 — 11 — 12 — 2 — 10 — 9 — 8 téssé
jarjestyksessd. Saadaan siis jalkeldinen (3,1,11,4,5,6,7,12,2,10,9,8). 0

Geneettisten algoritmien taustalla on ns. building block -hypoteesi, jonka mukaan op-
timaalinen tai lahes optimaalinen ratkaisu voidaan muodostaa pienistd osaratkaisuista,
ns. skeemoista, jotka siilyvit risteytyksissd sukupolvesta toiseen. Yll4 olevassa esimer-
kissd osapermutaatio (4,5,6,7) voisi olla téllainen skeema, jonka halutaan siilyvéin. Ris-
teytyksen jilkeen se esiintyy nyt uudessa, toivottavasti entistd paremmassa ympéaristossa.
Sukupolvien saatossa useat tillaiset skeemat toivottavasti yhdistyvit optimiratkaisuksi.

3.6. Muita luontolaskennan etsintamenetelmia

Luontolaskennalla (natural computing, nature inspired computing) tarkoitetaan luonnos-
sa tapahtuvia laskentaprosesseja tai laskentamenetelmié, jotka tavalla tai toisella jaljitte-
levit luonnonilmioitd. Geneettisten algoritmien lisédksi luontolaskentaan luettavia etsinta-
menetelmid ovat esimerkiksi muurahaispopulaatioalgoritmit ja parvialgoritmit.
Muurahaispopulaatioalgoritmit perustuvat muurahaisyhteiséjen ruoanhakuprosessin jél-
jittelyyn. Kun muurahaiset 16ytavit ravintoa, ne merkisevit takaisin keolle palatessaan
kulkemansa reitin feromoni-nimiselld aineella. Muut muurahaiset voivat feromonijélkia
seuraten l0ytdd saman ravintoldhteen. Kun useampi muurahainen kulkee samaa reittii,
niin feromonijilki vahvistuu ja huokuttelee lisd&d muurahaisia kiyttdmain samaa reit-
tid. Kun alun perin 16ydetty ruokavaranto loppuu, muurahaiset jatkavat ruoan etsimisté
muualta, ja ehtyneeltd ruokapaikalta keolle kulkevan reitin feromonijélki haihtuu hiljal-
leen pois. Niin muurahaisten liikkuminen tehostuu, kun ne seuraavat feromonijélkia: mita
voimakkaampi jilki on kyseessd, sitd vilkkaampi liikenne ja sitd parempi ravintopaikka.
Etsintdalgoritmeihin sovellettuna muurahaisten toimintaa voidaan jiljitelld niin, etta
ratkaisukandidaattien osiin (esimerkiksi kauppamatkustajan reitilld oleviin sérmiin) li-
sitadn "feromonia" riippuen kandidaatin hyvyydestd. Néin ne osat, jotka ovat mukana
useissa keskimédriistd paremmissa ratkaisuissa tulevat merkittya keskimadriista voimak-
kaammin, ja néistd osista voidaan rakentaa uusia, toivottavasti parempia, ratkaisuja.
Parvialgoritmien perusajatuksena on jiljitelld parvissa liikkuvien eldinten, kuten lin-
tujen ja kalojen, kiyttidytymistd. Voidaan myo6s ajatella, ettd parvi muodostuu elotto-
mista hiukkasista. Parvialgoritmissa osa hakuavaruuden alkioista muodosta parven (vrt.
geneettisen algoritmin populaatio), jossa kullakin yksil6lla on kullakin ajanhetkell4 sijain-
ti ja nopeus (sijainnin muutos). Tadmé&n liséksi kukin yksilé muistaa parhaan ratkaisun,
jossa se on ollut (yksilokohtainen optimi). Yksiloiden sijannit muuttuvat nopeuden, aikai-
semman loydetyn parhaan sijainnin ja naapuruston perusteella. Naapuruston (eli yksilon
seuraavaan sijaintiin vaikuttavien muiden yksiloiden) méérittely vaikuttaa huomattavas-
ti algoritmin toimintaan. Karkealla tasolla voi sanoa, ettid algoritmin toiminta perustuu
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sithen, etté seké yksilokohtainen optimi ettd naapurustossa olevat hyvit ratkaisut vetavét
yksil6d puoleensa. Tuloksena on parvi, joka liikkkuu kuin yhdessid ruokaa etsiva lintuparvi
ldhelle hyvyysfunktion optimiarvoa.

3.7. Induktioon perustuva algoritmien suunnittelu

Matematiikasta tuttu induktioperiaate voidaan esittdd esimerkiksi seuraavasti: Olkoon
T'(n) jokin viite, joka halutaan todistaa kaikilla arvoilla n = 1,2,3,... Jos on voimassa

e T(1) on tosi,
e Jos T'(i) on tosi kaikilla arvoilla ¢ < &, niin myds 7'(k) on tosi,

niin 7°(n) on tosi kaikilla luonnollisilla luvuilla.

Samantapaista periaatetta voidaan soveltaa myos algoritmeja suunniteltaessa. Talloin
se voidaan kirjoittaa muodossa: yritd ratkaista ongelman tapaus olettaen, ettd saman
ongelman pienemmét tapaukset osataan ratkaista.

Seuraavassa pyritddn valaisemaan induktioperiaatteen kiyttod algoritmien suunnitte-
lussa esittelemélld sen soveltamista erilaisissa tilanteissa.

Esimerkki 3.11 (Lajittelu). Yhden alkion lajittelu onnistuu aina. Miten voitaisiin pie-
nentaé tapauksen kokoa n:sté (n—1):een? Jos ajatellaan, ettd n — 1 alkiota on jo lajiteltu
ja n. alkio lisitdan omalle paikalle valmiiksi lajiteltujen alkioiden suhteen, menetellain
kuten lisdyslajittelussa. Toinen tapa ajatella asiaa on asettaa yksi alkio omalle paikalleen.
Tamaén jalkeen loput alkiot pannaan joko tdmén alkion edelle tai sen jilkeen kokonsa mu-
kaisesti. Molempiin ryhmiin tulee korkeintaan n—1 alkiota. "Induktio-oletuksen" mukaan
n — 1 alkiota osataan lajitella. Néin on paadytty pikalajitteluun. 0

(1) Pienennd taulukon indeksié c[f(i)] yhdella.
(2) Jos se tulee nollaksi, poista f(i) joukosta ja lisié jonoon sitd vastaava elementti.
(3) Toista kohtia (1) ja (2) kunnes jono on tyhja.

Kuva 3.15: Bijektion etsinté.

Esimerkki 3.12 (Bijektion etsinti). Tarkastellaan darellisen joukon kuvausta f joukolle
itselleen. Otetaan tehtéviksi etsid tarkasteltavan joukon suurin sellainen osajoukko, ettéd f
on tdmaéan osajoukon bijektiivinen kuvaus osajoukolle itselleen. Tarkasteltaessa n-alkioista
joukkoa voidaan tehda "induktio-oletus": ongelma osataan ratkaista (n — 1)-alkioisilla
joukoilla.

Ongelman tapausta voidaan pienentdd etsimilld sellainen alkio, joka ei ole minkddn
alkion kuva kuvauksessa f. Téllainen alkio ei voi kuulua etsittyyn osajoukkoon. Mikéli ei
16ydy alkiota, joka ei ole minkdén alkion kuva, niin kyseessd on bijektio.

Ratkaisun tehostamiseksi otetaan kayttoon taulukko ¢, jonka . alkio ilmoittaa, mo-
nenko alkion kuva alkio i on. Jos c[i] = 0, niin alkio ¢ ei kuulu etsittyyn osajoukkoon.
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Tallaiset alkiot poistetaan joukosta, ja viedddn jonoon poistettua alkiota vastaava ele-

mentti. Jokaista jonossa olevaa alkiota i kohti toimitaan kuvan 3.15 osoittamalla tavalla.
O

Esimerkki 3.13 (Intervallien sisdltymisongelma). Tarkastellaan erillisid lukusuoran in-
tervalleja [y = (Ly, Ry), I = (Lg, Ry), ..., I, = (L, R,). Tehtdvina on etsid ne inter-
vallit, jotka sisaltyvét johonkin toiseen intervalliin. Intervalli /; siséltyy intervalliin I, jos
Ly, < Ljja Ry > R;.

Jos yritetddn ratkaista ongelmaa siten, ettd oletetaan ratkaisu tunnetuksi (n — 1):n
intervallin tapauksessa, niin lisdttdessa joukkoon uusi intervalli joudutaan tekeméain n—1
vertailua. Niin saadaan algoritmi, jonka aikavaatimus on O(n?).

Aikavaatimusta voidaan pienentié, jos intervalleja tarkastellaan sopivassa jarjestykses-
sé. Oletetaan, ettéd intervallit on lajiteltu nousevaan jérjestykseen vasempien péadtepistei-
den mukaan; jos vasemmat paitepisteet ovat samat, niin intervallit jarjestetddn laskevaan
jarjestykseen oikeiden péitepisteiden mukaan.

Tehd&ddn nyt induktio-oletus: ongelma osataan ratkaista, kun jéarjestettyja intervalle-
ja on n — 1 kappaletta. Tarkastellaan n:nnen intervallin lisddmistd. Koska intervallien
jarjestyksen perusteella tiedetdén, ettd L; < L,, j = 1,...,n — 1, niin uusi intervalli si-
siltyy johonkin entiseen intervalliin tdsmélleen silloin, kun on sellainen oikea paétepiste
Rj, 7 < n, ettd R; > R,. Ratkaisu yksinkertaistuu, jos tunnetaan suurin jo lisatty oikea
padtepiste MaxR. Aikaisempaa induktio-oletusta voidaan nyt tdsmentda kirjoittamalla se
muotoon: ongelma osataan ratkaista, kun jarjestettyjd intervalleja on n — 1 kappaletta, ja
tiedetddn niiden suurin oikea paétepiste.

Uuden induktio-oletuksen perusteella saadaan kuvan 3.16 algoritmi, joka merkitsee
ne intervallit, jotka kuuluvat johonkin toiseen intervalliin. Algoritmin aikavaatimus on
O(nlogn). O

(1)

(2)

(3) for j:=2to ndo

(4) if R; < MaxR then

(5) Merkitse intervalli j
(6)

(7)

(8)

(9)

Jérjestd intervallit tekstissd esitetylld tavalla
MaxR := R;

6
7
8
9

else
MaxR := R;
end
od

Kuva 3.16: Intervallien sisidltyminen.

Esimerkki 3.14 (Julkkisongelma). Tarkastellaan n:std henkilostd muodostuvaa ryhmaa.
Henkil6 on julkkis, jos hdnet tuntee ryhmén kaikki muut n — 1 jdsentd, mutta han itse
ei tunne ketddn muuta. Ongelmana on selvittdd, onko tarkasteltavana olevassa ryhméssé
julkkista, esittdmélld ryhmaén jasenille kysymyksid "Tunnetko tuon henkilon?". Kuinka
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monta kysymystd on esitettdva? (Oletetaan, ettd kaikki vastaukset ovat oikeita ja mah-
dollinen julkkiskin suostuu vastaamaan.)

Tuttavuussuhteet voidaan esittdd suunnattuna graafina, jossa on solmu jokaista hen-
kilo& kohti ja suunnattu kaari (u,v), jos henkilé u tuntee henkilén v. Julkkista vastaa
solmu, johon tulee kaari kaikista muista solmuista, mutta josta ei lihde yhtdin kaarta.
Téllaista solmua sanotaan graafin nieluksi (sink).

Jos ongelma on jo ratkaistu (n — 1):n kokoiselle ryhmailld, niin miten tilanne muuttuu,
kun lisdtdan tarkasteltavaan ryhméén yksi henkil6? Erilaisia vaihtoehtoja on kolme:

1. Julkkis on (n—1):n ensimmaéisen henkilén joukossa. (Ryhméssé voi olla korkeintaan
yksi julkkis.)

2. Viimeksi lisdtty henkil6 on julkkis.

3. Julkkista ei ole lainkaan.

Tapauksessa 1 on tarkastettava, ettd julkkisehto on voimassa myos lisdyksen jéilkeen. Ta-
hén tarvitaan kaksi kysymystéd. Tapauksissa 2 ja 3 kysymyksid tarvitaan 2(n — 1) kappa-
letta, joten aikavaatimukseksi tulee Y " | 2(i — 1) = O(n?).

Parempi tulos saadaan, kun huomioidaan, ettd jokainen kysymys pienentdd tarkas-
teltavaa joukkoa yhdelld. Jos nimittadin tiedetddn, ettd henkilo u tuntee henkilén v, niin
ainakaan wu ei voi olla julkkis. Jos taas henkil6 u ei tunne henkil6d v, niin v ei voi olla
julkkis. Néin jatkamalla paadytdan tilanteeseen, jossa vain yksi henkilo voi olla julkkis;
tarkastetaan lopuksi erikseen, onko jiljelle jadnyt henkil6 julkkis vai ei.

Saadaan kuvan 3.17 algoritmi, joka kiyttdd tuttavuusgraafin yhteysmatriisia, johon
viitataan nimelld Know.

(1) i:=1
(2) j:=2
(3) next := 2
(4) while next< n +1 do
(5) next := next + 1
(6) if Know]i, j| then
(7) i := next
(8) else
(9) J = next
(10) end
(11) od
(12) if i = n + 1 then ehdokas:= j else ehdokas:= i end
(13) Tarkasta, onko ehdokas julkkis

Kuva 3.17: Julkkisongelman ratkaisu.

Algoritmi tarvitsee vain 3(n — 1) kysymysté, silld julkkisehdokkaan 16ytadmiseksi tarvi-
taan korkeintaan n—1 kysymysté ja 16ydetyn ehdokkaan tutkimiseksi korkeintaan 2(n—1)
kysymysta. 0
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3.8. Approksimointialgoritmeista

Monien ongelmien tdsméllinen ratkaiseminen on niin tyolasta, ettd kannattaa kiayttaa ap-
proksimointialgoritmia, joka tarkan ratkaisun sijasta antaa jonkun riittavan lahelld oikeaa
ratkaisua olevan ratkaisun.

Esimerkki 3.15 Boolen lausekkeiden toteutuvuusongelmassa tarkastellaan vakioista 1
(tosi) ja 0 (epétosi), muuttujista (xq1,zs,...) ja konnektiiveista (A, V, =) muodostuvia
lausekkeita. Lauseke on toteutuva, jos siind esiintyvilld muuttujilla on totuusjakelu, joka
antaa koko lausekkeen arvoksi 1.

Esimerkiksi lauseke F' = (21 V 23 V 23) A (021 V ) A (21 A 23) on toteutuva, silld
totuusjakelu x; = 1, x9 = 0 ja z3 = 1 antaa sen arvoksi toden.

Toteutusvuusongelma voidaan tietenkin aina ratkaista kiymalla 1dpi kaikki mahdolli-
set 2" totuusjakelua. Menettely vaatii kuitenkin eksponenttiaalisen ajan, eikd ongelmal-
le tunneta polynomista ratkaisualgoritmia. Toisaalta jokaisesta ratkaisukandidaatista (eli
totuusjakelusta) voidaan polynomisessa ajassa tarkistaa, toteuttaako se annetun Boolen
lausekkeen. Tamé on mahdollista kuvan 3.18 epddeterministiselld algoritmilla.

(1) arvaa totuusjakelu
(2) if arvattu jakelu toteuttaa lausekkeen then lauseke on toteutuva
(3) else lauseke ei ole toteutuva end

Kuva 3.18: Toteutuvuusongelman epadeterministinen ratkaisualgoritmi.

Ongelman sanotaan kuuluvan luokkaan NP, jos se voidaan ratkaista kuvan 3.18 kal-
taisella arvausmenetelmalld polynomisessa ajassa. Luokkaan NP kuuluminen tarkoittaa
kiaytannossa siis sitd, ettd ratkaisun oikeellisuus voidaan tarkistaa polynomisessa ajassa.
Y114 olevan perusteella toteutuvuusongelma kuuluu luokkaan NP. U

Luokan NP tirked osaluokka on niin sanotut NP-tdydelliset ongelmat. NP-taydelliset
ongelmat ovat ldheisessi suhteessa toisiinsa: ne voidaan "palauttaa" toisikseen polynomi-
sella kuvauksella. Téstd seuraa, ettd jos yhdelle niistd 16ydettéisiin polynomisessa ajassa
toimiva ratkaisualgoritmi, oltaisiin samalla l6ydetty polynominen ratkaisualgoritmi niille
kaikille. Maaritelméan mukaisesti NP-tédydellisyys tarkoittaa vield enempéé, nimittéin si-
té, ettd mikd tahansa luokan NP ongelma on palautettavissa NP-tdydelliseen ongelmaan
polymisella kuvauksella.

NP-tiydellisten ongelmien olemassaolo todistetaan siten, ettd mielivaltaisen polyno-
misessa ajassa toimivan algoritmin kuvaus palautetaan ko. ongelmaan. Téssa kdytetdan
ns. epiddeterministisid Turingin koneita, joita tarkastellaan opintojaksolla Automaatit.

Téassa yhteydessa riittad todeta, ettd toteutuvuusongelma ja muut tdmén kohdan on-
gelmat (esim. solmupeitteen minimointi, klikkiongelma ja kauppamatkustajan ongelma)
ovat NP-taydellisia.
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3.8.1. Optimointiongelmat

Optimointiongelma on kolmikko p = (D, S, ¢), kun
D on ongelman tapausten joukko,
S on mahdollisten ratkaisujen joukko; kuhunkin tapaukseen z € D liittyy osajoukko
S(x) C S, ja
c on ratkaisujen kustannusfunktio c: D x S — R.

Minimointiongelman tapauksen = € D ratkaisu s* € S(z) on optimaalinen, jos
c(z,s") < ez, s)

kaikilla s € S(x) ja maksimointiongelmalle vastaavasti c(x, s*) > c(x, s) kaikilla s € S(z).
Kéytetaan tapauksen x optimiratkaisun kustannuksesta merkintdd c*(x). Ratkaisun
s € S(z) hyvyys r(z, s) madritellddn kaavalla

c(x,s) — c*(x)

o) , kun ¢*(z) # 0.

r(z,s) =

Maksimointiongelmalle maaritellaan vastaavasti

r(z,s) = %,kun c(x,s) # 0.
Minimointiongelmalla on aina 0 < r(x,s) < oo, ja r(z,s) = 0 jos ja vain jos s on

optimiratkaisu.
Algoritmi A on approksimointialgoritmi, jos se antaa ongelman jokaiselle tapauksel-
le z jonkin mahdollisen ratkaisun, ts. A(z) € S(z) kaikilla ongelman tapauksilla z. A

on e-approksimointialgoritmi, ¢ > 0, jos kaikki sen tuottamat ratkaisut ovat e-hyvid eli
r(z, A(z)) < ¢, kaikilla x € D.

Esimerkki 3.16 Graafin solmupeite on sellainen solmujoukko, etté sithen kuuluu ainakin
toinen jokaisen sirmén padtepisteistd. Solmupeiteongelmassa on tehtiviané 16ytda pienin
mahdollinen solmupeite annetulle graafille. Tarkastellaan solmupeiteongelmaa optimoin-
tiongelmana VC' = (D, S, c), kun D on kaikkien mahdollisten graafien joukko, S(G) on
graafin G solmupeitteiden joukko C' ja ¢(G,C) on solmupeitteen C' koko |C].

Yksinkertainen approksimointialgoritmi graafin G = (V, E) solmupeitteen minimoimi-
seksi saadaan kuvassa 3.19 esitetylld tavalla.

Optimipeitteeseen on kuuluttava ainakin toinen paitesolmu jokaisesta algoritmin valit-
semasta sirmésti, joten voidaan kirjoittaa |C*| > |C|/2 ja r(G,C) = (|C| —|C*|)/|C*| <
1. Kuvan 3.19 algoritmi on siis 1-approksimointialgoritmi. 0

Solmupeiteongelman ldaheinen sukulaisongelma on ns. klikkiongelma. Siindkin ongel-
man tapauksen muodostaa suuntaamaton graafi. Klikkiongelmassa kysytddn, mikd on
annetun graafin suurimman téydellisen aligraafin (eli klikin) koko. (Téydelliselld graafilla
tarkoitetaan graafia, jossa mukana on kaikki mahdolliset sirmit, eli kaikilla solmupareilla
on viliton yhteys.)
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C on aluksi tyhja joukko
while E on ei-tyhji do
Valitse joukosta E sirmé (u,v)

(1)

(2)

(3)

(4) Lisda solmut u ja v joukkoon C

(5) Poista joukosta E kaikki sdrmét, jotka paédttyvit solmuun u tai solmuun v
(6)

(7)

Kuva 3.19: Solmupeitteen minimointi.

Kolmas samaan "ongelmaperheeseen" kuuluva ongelma on riippumattoman solmu-
joukon etsintd. Siind tehtdvind on etsid suurin sellainen solmujoukko, ettd mitdin sen
solmuparia ei yhdistd graafin sdrmé. Helposti huomataan, ettd solmupeiteen etsintd on
sama ongelma kuin riippumattoman solmujoukon etsintd komplementtigraafista.

Esimerkki 3.17 Graafi G = (V, E) on puolittuva, jos V voidaan jakaa kahteen osaan
niin, ettd jokainen sirméa yhdistda eri osiin kuuluvia solmuja. Graafin piirto-ongelmassa
tavoitteena on piirtad graafi tasolle (tai muulle pinnalle) optimaalisesti jonkun ns. estetiik-
kakriteerin suhteen. Usein kiytetty estetiikkakriteeri on sdrmien leikkausten minimointi,
ja sitd on luonnollista kiyttdd myos puolittuvien graafien piirtdmisessa.

Olkoon graafi G puolittuva ja olkoot U ja D ne joukon V osat, joita kaikki joukon
E sdrmét yhdistavit. Sovitaan, ettd joukon U solmut (ns. yldtason solmut) sijoitetaan
suoralle erillisiin pisteisiin ja joukon D solmut (ns. alatason solmut) toiselle samansuun-
taiselle suoralle erillisiin pisteisiin. Nyt piirrokseen tulevien sirmien risteimien lukumé&ara
riippuu ainoastaan solmujen jéirjestyksistéd suorilla.

Puolittuvien graafien piirto-ongelmassa on kaksi perustyyppia: solmuja voidaan jirjes-
tda joko molemmilla suorilla tai olettaa, ettd toisella suoralla olevien pisteiden jérjestys
on kiinted, jolloin ongelmana on vain toisen suoran solmujen jarjestiminen. Tassa tarkas-
tellaan jalkimmaistd ongelmaa.

Oletetaan, ettd yldtasolla on n solmua, joiden keskindinen jéirjestys on kiinnitetty.
Tilloin alatason astetta d olevaan solmuun liittyy numerosarja (xy, s, . . ., x4), joka kertoo
kyseiselle solmulle vierekkdisten yldtason solmujen sijainnit. Tehtdvand on nyt néiden
numerosarjojen perusteella jirjestad alatason solmut niin, ettd sdrmien leikkausten maara
minimoituu.

Ns. keskiarvoheuristitkassa lasketaan alatason jokaiseen solmuun liittyvien yldtason
solmujen sijaintien keskiarvo ja jarjestetddn alatason solmut keskiarvojen mukaan nouse-
vaan jarjestykseen. (Jos keskiarvot ovat samat, solmujen jarjestys on mielivaltainen.) Kes-
kiarvoheuristiikka toimii kiytdnnossé erittdin hyvin, mutta sen tuottamat ratkaisut eivit
valttamétta ole e-hyvid milldan e:n arvolla. Tdmé voidaan nayttdd seuraavasti: Tarkas-
tellaan alatason solmuja u ja v. Oletetaan, ettd u on rinnakkainen vain ylatason paikassa
d + 2 olevan solmun kanssa. Oletetaan liséksi, ettd v on rinnakkainen ylatason paikoissa
1,2,...,dja (d+2)? olevien solmujen kanssa. Solmuun u liittyy keskiarvo d+2 ja solmuun
v keskiarvo (Z;l:l i+ (d+2)?)/(d+1) > d+ 2. Keskiarvoheuristiikka sijoittaa siis solmun
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u solmun v vasemmalle puolelle. Tuloksena on d + 1 ristedmé&a. Solmujen péinvastaiseen
jarjestykseen liittyy vain yksi risteimé. Kun d kasvaa, kasvaa myo6s heuristiikan tekemé
suhteellinen virhe.

Ns. mediaaniheuristitkassa kiytetddn keskiarvojen sijasta mediaaneja. Jos solmu on
rinnakkainen parillisen méaaran yldtason solmuja kanssa, niin voidaan sopia kiytettaviksi
ylamediaania. Mediaaniheuristiikan voidaan todistaa olevan 2-approksimointialgoritmi eli
sen antama tulos on aina korkeintaan kolme kertaa niin huono kuin solmujen optimaalinen
jarjestys. Tulos voidaan todistaa tarkastelmalla mielivaltaisen solmuparin jarjestimisté ja
kiymalla 1api eri vaihtoehdot solmujen parillisuuden ja parittomuuden suhteen. Tassé
todistus kuitenkin sivuutetaan. Vaikka keskiarvoheuristiikan suhteelliselle virheelle ei ole
yliarajaa, toimii heuristiikka kdytadnnossa yleensd paremmin kuin mediaaniheuristiikka. []

3.8.2. ATSP

Kauppamatkustajan ongelma on esimerkki sellaisista ongelmista, joilla ei ole olemassa
e-approksimointialgoritmia milld&n e:n arvolla. Téssd alakohdassa tarkastellaan sellais-
ta kauppamatkustajan ongelman erikoistapausta, jossa sarmiin liittyvd kustannusfunk-
tio d toteuttaa kolmioepayhtélon, ts. kaikilla solmukolmikoilla u, v ja w on voimassa
d(u,v) < d(u,w) + d(w,v). Tastd ongelmasta kiytetddn lyhennystd ATSP. Alkuperii-
sestd kauppamatkustajan ongelmasta poiketen ATSP:114 on e-approksimointialgoritmeja.
Annetaan ATSP:lle aluksi yksinkertainen 1-approksimointialgoritmi (kuva 3.20).

Syote: G = (V, E,d)

(1) Madraa graafille G pienin virittava puu 7.

(2) Muodosta T":std silmukka P’ kiertamaélla se.

(3) Muodosta kauppamatkustajan silmukka P oikaisemalla toiseen kertaan kiytidvien
solmujen ohitse.

Kuva 3.20: ATSP:n approksimointialgoritmi.

Kaikista Hamiltonin silmukoista, siis my6s optimisilmukasta P*, saadaan virittava puu
poistamalla yksi sdrmé. Koska 7" on pienin virittdva puu, niin siihen liittyvd kustannus
¢(T) on pienempi kuin optimisilmukan kustannus ¢(P*). Reitin P’ kustannus ¢(P’) on
kaksi kertaa niin suuri kuin pienimpéédn virittavaan puuhun liittyva kustannus. Koska d
toteuttaa kolmioepdyhté&lon, niin algoritmin askeleessa (3) tehtévd muutos ei ainakaan
pidenné kuljettavaa matkaa. Niiden huomioiden perusteella voidaan kirjoittaa c(P) <
c(P') = 2¢(T') < 2¢(P*). Kyseessd on siis 1-approksimointialgoritmi.

Tarkastellaan vield toista ATSP-ongelman approksimointialgoritmia, ns. Christofide-
sin algoritmia (kuva 3.21). Rivilld (3) tarvitaan pariutuksia: solmujoukon téydelliseksi pa-
riutukseksi sanotaan sarméjoukkoa, jossa jokaiseen solmuun liittyy tdsmalleen yksi joukon
sarmé. (Pariutuksia késitellddn tarkemmin kohdassa 6.4.) Paria G = (V, E') sanotaan mo-
nigraafiksi, jos se eroaa graafista vain siind, ettd kahden solmun vélilla voi olla useampia
kuin yksi sirmé. Seuraavassa kidytetddn Eulerin vuonna 1736 todistamaa lausetta, jonka
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mukaan suuntaamattomassa yhtendisessd monigraafissa on Eulerin silmukka, jos ja vain
jos monigraafin kaikkien solmujen asteluku on parillinen. (Graafin tai monigraafin Eule-
rin silmukka on polku, joka kulkee tdsmélleen kerran graafin kaikkien sirmien kautta ja
palaa ldhtopisteeseensd. )

Syote: G = (V, E,d)

(1) Méaaras graafin G pienin virittava puu 7'

(2) Olkoon V' niiden graafin G solmujen joukko, joiden asteluku puussa 7" on pariton
(joukossa V' on parillinen mééra solmuja).

(3) Muodosta joukon V’ solmujen téydellinen pariutus F, jonka kustannus on pienin
mahdollinen. (Tdmé voidaan tehda tehokkaasti, vaikkakin melko hankalalla algorit-
milla.)

(4) Muodosta Eulerin silmukka P’ monigraafissa (V, T U E).

(5) Muodosta silmukasta P’ kauppamatkustajan reitti P oikaisemalla niiden solmujen
ohi, joissa on jo kiyty.

Kuva 3.21: Cristofidesin approksimointialgoritmi.

Tarkastellaan esimerkkind kuvan 3.22 (a) virittdvaa puuta, jonka paritonta astetta ole-
vat solmut on véritetty mustiksi. Algoritmin eteneminen riippuu siitd, mikad on mustien
solmujen kustannukseltaan pienin pariutus. Oletetaan, ettd kustannukseltaan pienin pa-
riutus on se, joka on merkitty nuolilla kuvaan 3.22 (b). Lahtemall liikkeelle vasemmassa
ylakulmassa olevasta solmusta ja kulkemalla myotépaivadan saadaan oikaisemalla kuvassa
3.22 (c) esitetty kauppamatkustajan reitti (nuolet).

P J )
/ s
(@) (b) =S

(€)

Kuva 3.22: Kauppamatkustajan ongelmaan liittyvéd virittdvd puu (a), sen parittomien
solmujen pariutus (b) ja oikaisemalla saatu optimireitti (c).

Tutkitaan vield Christofidesin algoritmin hyvyyttd. Jos optimisilmukasta P* muo-
dostetaan oikaisemalla vain joukon V' solmut kiertdvé silmukka, niin tdm& méaéritte-
lee kaksi joukon V' solmujen pariutusta. Lyhyempi néistd on kustannukseltaan pienem-
pi kuin ¢(P*)/2. Koska kuitenkin £ on joukon V' minimaalinen pariutus, niin ¢(P) <
c(T) +c(E) < c(P*)+ c(P*)/2 = 3¢(P*)/2. Christofidesin algoritmi on siis 1/2-approksi-
mointialgoritmi.
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Luku 4

Joukkojen algoritmisesta kasittelysta

Monet kdytannon ongelmat voidaan esittda erilaisten alkiojoukkojen avulla. Joukkojen
kisittelyssa kiytetyt tavallisimmat operaatiot ovat seuraavat (a;:t ovat alkioita ja S;:t

joukkoja):
member(a, S): aecS?
insert(a, S): S <+ Su{a}
delete(a, S): S <+ S\ {a}
replace(a;, a;,S): S < (S\ {a;}) U{a;}
union(S;, S;): S; +— S;US;
find(a): jos a € |J; S;, niin se 4, jolla a € S;, muutoin méérittelematon.

Jos alkioiden vélilld on mééritelty jirjestys, niin voidaan kiyttdad lisiksi seuraavia

operaatioita:
min(S): sellainen alkio a, ettd a < b, kaikilla alkioilla b € S
max(S): vastaavasti kuten min(.S)
split(S;, a, S;): josa€ S, mniin S; «—{beS;|b>a}jasS < {beS;|b<a}

concatenate(S;, 5;): jos max(S;) < min(S;), niin S; <= 5; U S;.

Esimerkki 4.1 Joukko-operaatioilla voidaan ratkaista useita ongelma:

(a) Etsintd- ja paivitystehtdviat muodostuvat jonosta operaatioita member, insert,
delete ja replace.

(b) Kruskalin algoritmi kiytt&d operaatioita insert, min, delete, find ja union.

(c) Prioriteettijono toteutetaan operaatioilla insert, delete ja min. O

4.1. FErillisten joukkojen kisittelyongelma

Oletetaan, ettd alkutilanteessa tarkasteltavat n alkiota muodostavat kukin oman jouk-
konsa. Tehtdvina on suorittaa mielivaltainen jono néihin joukkoihin kohdistuvia operaa-
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tioita union ja find. Koska kukin tarkasteltavista alkioista kuuluu aina tdsmaélleen yhteen
joukkoon, kiytetddn téstid ongelmasta nimeé erillisten joukkojen késittelyongelma.

Erillisten joukkojen késittelyongelmalle on helppo 16ytaa yksinkertaisia (mutta hitaita)
ratkaisuja:

o Kiytetddn taulukkoa R[1..n], jonka alkio R[i] siséltd4 sen joukon nimen, johon alkio
i kuuluu. Alkutilanteessa on R[i| = i kaikilla alkioilla i. Operaatio find(¢) voidaan
suorittaa vakioajassa lukemalla R[i]. Sen sijaan union-operaatio on tehoton, silli on
kiytava lapi koko taulukko ja péivitettavi niiden alkioiden tietoja, jotka kuuluvat
yvhdistettaviin joukkoihin.

e Samantapainen ratkaisu saadaan, kun linkitetddn samaan joukkoon kuuluvat alkiot.
Tassé toteutuksessa union voidaan toteuttaa vakioajassa, mutta find on tehoton.

Ongelman tehokkaat ratkaisut perustuvat joukkojen esittdmiseen puina. Puun juure-
na on se alkio, jonka mukaan joukko on nimetty (ns. kanoninen alkio). Muina solmui-
na puussa on joukon muut alkiot. Puun sdrminéd on kohti juurta suunnatut osoittimet.
Find-operaatio suoritetaan paikallistamalla etsittavi alkio jostain puusta ja seuraamalla
osoittimia puun juureen, josta loydetddn joukon nimi.

Merkinnéll& union(a, b, c) tarkoitetaan operaatiota, jossa joukot a ja b yhdistetddn
uudeksi joukoksi c¢. Puutoteutuksessa union(a, b, c) suoritetaan niin, ettd tehddén toisen
puun juuresta toisen puun juuren lapsi. Union-operaation aikavaatimus on nyt O(1) ja
find-operaation aikavaatimus riippuu lapikiytavin polun pituudesta.

Tarkastellaan operaatiojonoa union(1,2,2), union(2,3,3),...,union(n — 1,n,n). Tu-
loksena on listamainen puu, jonka juuri on alkio n. Tehdddn nyt find-operaatiot find(1),
find(2), ..., find(n). Find-operaatioiden aikavaatimus on Y ' ;i = O(n?).

Puutoteutusta voidaan huomattavasti tehostaa sekd union- ettd find-operaatioiden
osalta. Sanotaan, ettd union-operaatio tehddin koon perusteella, jos pienemméan puun
juuresta tehddén suuremman puun juuren lapsi. (Puun koolla tarkoitetaan sen solmu-
jen lukuméadrad.) Induktiolla voidaan helposti todistaa, ettd kun union-operaatiot teh-
dddn koon mukaan, niin mielivaltaisen union-operaatioista koostuvan jonon suorituksen
jilkeen voi puun korkeus olla h tai enemmén vain, jos puussa on vihintiin 2" solmua.

Jos operaatiot tehdddn koon perusteella, niin mikdan find-operaatio ei vaadi aikaa
enempéd kuin O(logn). Samaan tulokseen pédstidn, jos union-operaatiot tehdéén kor-
keuden perusteella (matalamman puun juuresta tehdéén korkeamman puun juuren lapsi).
Korkeuden perusteella yhdistettiessid puiden korkeus kasvaa vain, kun yhdistetdan yhté
korkeat puut.

Myos find-operaatioita voidaan tehostaa. Tavoitteena on hakupolkujen lyhentédminen.
Seuraavassa esitelladn kolme tavallisinta tapaa find-operaatioiden tehostamiseksi. (Kuvas-
sa 4.1 kolmiot esittavit mielivaltaisia alipuita.)

1. Tiivistiminen (compression). Tehd&én kaikista hakupolulla olevista solmuista juu-
ren lapsia (kuva 4.1 (b)).
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2. Puolitus (halving). Tehddén joka toisesta hakupolulla olevasta solmusta (ei kuiten-
kaan viimeisestd eiké toiseksi viimeisestd) isovanhempansa lapsia (kuva 4.1 (c)).

3. Halkaisu (splitting). Tehd&én jokaisesta hakupolun solmusta (paitsi viimeisesté ja
toiseksi viimeisestd) isovanhempansa lapsi (kuva 4.1 (d)).

e ydyc

(a) (b) (©) (d)

Kuva 4.1: (a) Alkuperéinen, (b) tiivistetty, (c) puolitettu ja (d) halkaisu puu.

Tarkastellaan seuraavaksi erillisten joukkojen kisittelyongelman puutoteutusta hieman
tarkemmin. Union-operaatioiden suorittamiseksi on oltava kiytettivissi osoittimet puiden
juuriin. Toisaalta find-operaatiot tarvitsevat osoittimet kuhunkin alkioon. Alkutilanteessa
jokainen alkio muodostaa oman puunsa. Alkutilanne on esitetty kuvassa 4.2.

8| 9| Joukko

111
A

P —e(Oe—
N —eOQe— N
w—*0O=*— w
» —o0O=— »
o —*0O=*—

8| 9| Alkio

Kuva 4.2: Erillisten joukkojen kasittelyalgoritmin alkutilanne.

Kun kiytetddn yhdistdmistd koon mukaan (tai korkeuden perusteella), on jokaisessa
solmussa oltava tilaa koko- tai korkeustiedon tallentamista varten. Solmuun on tietenkin
varattava tilaa myos sen nimed (numero vililtd 1..n) varten. Liséksi tarvitaan osoitin ha-
kupoluilla etenemisti varten. Puun juuri tunnetaan siit, ettd sen osoitin osoittaa solmuun
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itseensd. Kun yhdistdminen tehdiin koon perusteella, niin solmu ¢ on aluksi kuvassa 4.3
esitetyn kaltainen.

TP
N

nimi kokotieto 0soitin

Kuva 4.3: Solmu alkutilanteessa, kun kiytetddn yhdistdmistd koon mukaan.

Union-operaatiossa yhdistettivid joukkoja edustavien puiden juuret 16ydetdén joukko-
taulukon avulla. Tdmén jilkeen verrataan solmujen kokotietoja. Pienemmén puun juuren
osoitin muutetaan osoittamaan suuremman puun juurta. Uuden puun kokotietoa on péi-
vitettava lisidmalla sithen pienemman puun koko. Pienemmén puun kokotiedolla ei tAmén
jalkeen ole mitddn merkitysté.

Erillisten joukkojen kisittelyongelman aikavaatimus esitetddn tarkasteltavissa operaa-
tiojonoissa olevien union-operaatioiden lukuméérin n ja find-operaatioiden lukumésran
m funktiona. Oletetaan aluksi, ettd kiytetdan sitd puutoteutuksen perusmuotoa, jossa yh-
distdminen tehdain puita tutkimatta eikd hakupolkuja pyritd lyhentdméain. Aikaisemmin
ollaan huomattu, ettd tapauksessa voi muodostua listaksi kutistunut puu. Kun tarkastel-
laan operaatiojonoa, jossa on aluksi n union-operaatiota ja niiden jialkeen m kappaletta
muodostetun puun ainoaan lehtisolmuun kohdistuvia find-operaatioita, niin huomataan,
ettd pahimmassa tapauksessa perusmuodon aikavaatimus on n 4+ mn eli 6(mn).

Jos yhdistdminen tehd&dén koon (tai korkeuden) perusteella, mutta find-operaatiot ku-
ten perusmuodossa, niin pahimman tapauksen aikavaatimukseksi saadaan n + mlogn.
Jos m > n, niin aikavaatimus on #(mlogn). Se tapaus, jossa samanaikaisesti kdytetdan
sekd union- ettd find-operaatioiden tehokkaampia versioita, on edellisid huomattavasti mo-
nimutkaisempi. Voidaan todistaa, ettd toteuttamalla molemmat tehostuskeinot yhdessa
saadaan algoritmi, jonka aikavaatimus kaikissa kiytdnnon tilanteissa on lineaarinen suori-
tettujen find-operaatioiden lukuméaran suhteen. Tall6in aikavaativuuden voidaan todis-
taa olevan muotoa 6(ma(m,n)), kun m > n ja « on ns. Ackermannin funktion erdéinlainen
kddnteisfunktio.

Ackermannin funktio méaritellain muodossa

27, kuint=1,7 > 1,
Ai,j) =< A(i—1,2), kuni> 2,5 =1,
A(i —1,A(i,j— 1)), kuni,j > 2.
Funktio o méaéaritellddn nyt A:n avulla seuraavasti:
o ..om
a(m,n) =min{i > 1| A(i,[—]) > logn}.
n

A kasvaa rdjahdysméisen nopeasti, misti seuraa, ettd « kasvaa hyvin hitaasti.
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Koska esimerkiksi A(3,1) = A(2,2) = A(1,A(2,1)) = A(1, A(1,2)) = A(1,4) = 2' =
16 ja 2'% = 65536, niin a(m,n) < 3, kun n < 65536. Kaikissa kiytinnon tilanteissa
voidaan olettaa, ettd a(m,n) < 5.

Kun siis tehddén yhdistdmiset koon tai korkeuden perusteella ja find-operaatiot tiivis-
tden, halkaisten tai puolittain, saadaan algoritmi, joka aikavaativuudeltaan on ldhes line-
aarinen. Lisdksi voidaan todistaa, ettd saatu algoritmi on optimaalinen ns. separoituvien
algoritmien luokassa.

4.2. Determinististen aarellisten automaattien ekviva-

lenttisuus

Adrellinen automaatti on laskulaite, jolla on #irellinen tilasysteemi mutta jolta puuttuu
muisti. Adrellisen automaatin toiminta voi haarautua tilan ja sydtemerkin perusteella.
Koska tilajoukko on ##rellinen, voi adérellinen automaatti "muistaa" vain lukuja, joiden
koolle saadaan yliraja, kun tiedetiisin automaatin tilojen lukuméaird. Asrellisten auto-
maattien tunnistamien kielten luokkaa kutsutaan sddnnéllisiksi kieliksi. Esimerkiksi kielet
{a'V|i = j} ja {a'V’|i > j} eiviit kuuluu téhin luokkaan.

Tasméllisemmin dérellinen automaatti méaritellddn jarjestelmand M = (S, %, 6, so, F),

kun
on darellinen tilojen joukko,

on syotemerkkien joukko,

S M »n

on siirtymérelaatio S x ¥ — 5,
sg on alkutila ja
F' on lopputilojen joukko.

(€ (S x X)) siir-
tyméarelaatio § maaraéd yksikisitteisesti automaatin seuraavan tilan tai d(q, ) on méérit-
teleméton. Automaatin M hyviksymé kieli on joukko L(M) = {w € ¥* | §(so, w) € F'}.

Adrellinen automaatti on deterministinen, jos jokaisella parilla (g, x)

Esimerkki 4.2 Kuvassa 4.4 on &érellinen automaatti, joka tunnistaa kielen {a’bab’ |

i,7 > 0}, kun lopputilojen joukko on F' = {s5}. O
a b
Qiz b : a s;?
So S S2

Kuva 4.4: Airellinen automaatti, joka tunnistaa kielen {a’bab’|i,j > 0}.

Adrellisten automaattien M; ja M, sanotaan olevan ekvivalentit, jos L(M,) = L(M,).
Tarkastellaan deterministisid direllisii automaatteja My = (51,%,61, 51, F1) ja My =
(82,3, 02, 89, Fy), joilla on yhteinen syotemerkkien joukko Y. Automaatin M; tila p; ja
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automaatin Ms tila ps ovat ekvivalentit, jos kaikilla syttemerkeistd muodostuvilla sanoilla
x on voimassa seuraava ehto: sanan x lukeminen alkaen tilasta p; johtaa joukkoon F}
kuuluvaan lopputilaan, jos ja vain jos sanan x lukeminen alkaen tilasta s, johtaa joukkoon
F5 kuuluvaan lopputilaan.

Helposti huomataan, ettd jos p; ja ps ovat ekvivalentit, niin myos tilat 0;(p;,a) ja
d2(pa, a) ovat keskenddn ekvivalentit, kun a on miki tahansa syotemerkki. Samoin, jos p;
ja po ovat ekvivalentit tilat, niin joko ne molemmat ovat lopputiloja tai kumpikaan niisté
ei ole lopputila. Deterministiset dérelliset automaatit M; ja M,y ovat siis ekvivalentit, jos
ja vain jos niiden alkutilat ovat ekvivalentit.

Soveltamalla &érellisten joukkojen késittelyongelman ratkaisualgoritmia saadaan te-
hokas algoritmi determinististen dérellisten automaattien ekvivalenttisuuden tutkimiseksi
(kuva 4.5). Algoritmin aikavaatimus riippuu kdytetysta ddrellisten joukkojen késittely-
algoritmin toteutustavasta.

Sybte: Adrelliset automaatit M; = (S1, %, 61,501, F1) ja My = (S, 3, 62, 509, Fb).
Tuloste: Tieto siitéd, ovatko automaatit M, ja My ekvivalentit.
(1) LIST = (8017802)

(2)
(3) while LIST ei ole tyhji do
(4) ota joukosta LIST pari (si, $2)
(5) Ay = find(s1) ja Ay := find(sg)
(6) if A} # Ay then
(7) union(Ay, Ay, Ay)
(8) lisdd joukkoon LIST parit (01(s1,a), d2(se,a)) kaikilla a € 3
(samaa paria ei kuitenkaan lisité toiseen kertaan listaan)

9) end
(10) od
(11) Tutki, kuuluuko kokoelmaan COLLECTION sellaista joukkoa, jossa on seki lop-
putiloja ettd ei-lopputiloja. Jos kuuluu, niin automaatit eivit ole ekvivalentteja,
muulloin ovat.

Kuva 4.5: Automaattien ekvivalenttisuus.

Selvitetdén kuvan 4.5 algoritmin aikavaatimus tilojen lukuméérin n = |S;| + |S]
funktiona. Algoritmin while-silmukassa suoritetaan erillisten joukkojen késittelyongel-
man union- ja find-operaatioita. Union-operaatioita tehddin korkeintaan n — 1 kertaa.
Find-operaatioiden lukuméara puolestaan riippuu LISTaan vietyjen parien lukumaéérés-
ta. Jokaisen union-operaation yhteydessi pareja voidaan lisété korkeintaan || kappaletta.
Find-operaatioita voidaan suorittaa siis korkeintaan (n — 1)|3| kappaletta.

Koska while-silmukan ulkopuolelle jadvat algoritmin osat tarvitsevat yhteensd aikaa
O(n), niin algoritmin aikavaatimuksen médraa while-silmukassa tehtévit erillisten jouk-
kojen késittelyoperaatiot. Algoritmin aikavaatimukseksi saadaan siis O(na(n|X|,n)). Kun
ajatellaan, ettd merkkien mééra |X| on vakio, niin aikavaatimukseksi saadaan O(na(n,n)).
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Esimerkki 4.3 Esimerkkind kuvan 4.5 algoritmin soveltamisesta tarkastellaan kuvan 4.6
automaatteja S ja P, joiden lopputilojen joukot olkoot vastaavasti {sg, $1} ja {po, p1, p2, P3}
ja siirtymaérelaatiot dg ja dp.

P
S
a y b
plt: P.@
b a Qb
p3
E >b

Kuva 4.6: Esimerkkiautomaatit.

Aluksi L1STaan otetaan alkutilojen muodostama pari (sg, po). Joukot {so} ja {po} yh-
distetddn joukoksi {sg, po} ja LISTaan lisataan uudet parit (ds(so, a), dp(po,a)) = (So,p1)
ja (95(s0,0),0p(po, b)) = (s1,p2)-

Otetaan seuraavaksi kisittelyyn pari (sg,p1). Koska sq kuuluu joukkoon {so,po} ja
p1 joukkoon {p;}, saadaan uusi joukko {sg, po, p1}. Koska tilapari (ds(sg,a),dp(p1,a)) =
(s0,p1) on jo aikaisemmin lisatty LISTaan, ei lisdystd endéd tehdd. Sen sijaan uusi pari
(05(s0,b),0p(p1,b)) = (s1,p3) lisdtddan LISTaan.

Seuraavaksi kiisitelldén tilapari (s1,ps). Aluksi yhdistetddn joukot {si} ja {p2} jou-
koksi {s1,po}. Huomataan, ettd dg(s1,a) = so, mutta dp(p2,a) on méiritteleméaton. Té-
mé tarkoittaa, ettd automaatti P padtyy tissa tapauksessa syoteen hylkddmiseen. Koska
s9 ei ole hyviksymislopputila, niin samaan padadytddn myos automaatissa S. Jatkamalla
merkilld b tilaparista (sq, p2) paddytadn samoihin tiloihin.

L1STassa on késittelemitti endd pari (s, ps3). Yhdistetddn joukot {s1,p2} ja {ps} jou-
koksi {s1, p2, p3}. Samoin kuin edellisen parin kohdalla, sy6temerkki a tuottaa tilanteen,
jossa toimintaa ei ole méadritelty automaatissa P, ja toisaalta saadaan sama pari (tdssi
siis (s1,p3) uudelleen).

Nain LIST on tyhjentynyt pareista, ja siirrytdan tutkimaan joukkojen kokoelmaa
COLLECTION. Siihen kuuluvat joukot {so,po,p1}, {$1,p2,p3} ja {s2}. Huomataan,
ettd mihinkdin joukkoon ei kuulu seké lopputiloja ettd ei-lopputiloja. Tulokseksi saadaan
siis tieto, ettd automaatit S ja P ovat ekvivalentit.

]
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Luku 5

Merkkijonon sovitusalgoritmeista

Tarkastellaan merkkijonoja S = ajas...a, (kohde) ja P = byby...b,, (malli). Tarkastel-
tavissa merkkijonoissa on yleensd m < n. Ongelmana on selvittida, voidaanko S kirjoittaa
muodossa S = S'PS” eli sisaltddko merkkijono S merkkijonon P. Yksinkertainen mutta
hidas ratkaisu on verrata merkkijonoa P kaikkiin merkkijonoihin a; ... a,,, as...api1,

ooy Qp_ma+1 - - - Gy. Nain tulee jokaisesta kohdasta ¢ = 1,...,n —m + 1, alkaen tehdyksi
korkeintaan m yksittdisten merkkien vertailua. Vertailujen kokonaismééra on siis O(mn).
Pahin tapaus on se, jossa P on muotoa P = aa...ab ja S muotoa S = aa...aa.

5.1. Knuthin-Morrisin-Prattin algoritmi

Otetaan tehtiviksi kehittdd erdénlaiseen ddrelliseen automaattiin perustuva sovitusme-
netelmé, jonka aikavaatimus on O(n + m).

Merkkijono @ on merkkijonon R etuosa, jos R = QR jollakin (mahdollisesti tyhjélla)
merkkijonolla R/, ja loppuosa, jos vastaavasti R = R'(). Jatkossa oletetaan, ettd kohde S
ja malli P muodostuvat dérellisen aakkoston I merkeista.

Muodostetaan deterministinen merkkijononsovitusautomaatti M P, joka tunnistaa kie-
len L(MP) = {x € I"P | x sisidltd4 merkkijonon P ainoastaan loppuosanaan }. Auto-
maatti M P muodostuu perussiirtymista ja korjaussiirtymista. Jos P = b1bs...b,,, niin
perussiirtymiksi otetaan kuvassa 5.1 esitetyt siirtymét.

ei-, b, o
0 1 2 j

Kuva 5.1: Merkkijononsovitusautomaatin perussiirtymét.

Oletetaan, ettd luettuaan kohteen S etuosan ajas...a;, automaatti M P on tilassa
J. Talloin viimeksi luetut j merkkid ovat b0y ...b; eikd mikd&n merkkijonon ajas...ay
pitempi loppuosa ole mallin etuosa. Syotemerkkijonon seuraava merkki on aj;. Jos nyt
ag+1 = bj11, niin automaatti siirtyy tilaan j + 1. Korjaussiirtyméé tarvitaan, jos agi #
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bj11. Talloin automaatti siirtyy sellaiseen tilaan s(s < j), ettd s on suurin mahdollinen
indeksi, jolla b1bs ... b, on merkkijonon ajas . ..a; loppuosa.

Korjaussiirtymét voidaan mééaritelld korjausfunktion f avulla. Jokaisella tilalla j ase-
tetaan

f( ) . suurin indeksi s < j, jolle biby ... bs = bj_5+1bj_5+2 . bj,
I = 0, jos téllaista indeksia ei ole.

Jos merkit eivit tdsméa ja korjausfunktion arvo on 0, niin mallia siirretdén oikealle niin
paljon, ettd mallin ensimmaistd merkkid verrataan viimeksi tutkittuun kohteen merkkiin.
Jos korjausfunktion arvo on nollaa suurempi, niin mallia siirretddn oikealle niin, etta
korjausfunktion arvo ilmoittaa sen merkin mallissa, joka tulee viimeksi tutkitun kohteen
merkin kohdalle.

Tarkastellaan seuraavaksi, miten korjausfunktion arvot voidaan tehokkaasti laskea.
Mééritelmén perusteella f(1) = 0. Oletetaan, ettd arvot f(1), f(2),...,f(j) on maa-
ratty ja ettd f(j) = i. Nyt on méardttava f(j + 1). Tatd varten verrataan merkkeja
bi+1 ja bip1. Jos merkit ovat samat, niin asetetaan f(j 4+ 1) = f(j) + 1, silld t&lloin on
by...bibit1 = bj_it1...bjbj41. Jos taas bjy1 # bipq, niin on etsittédvd pienin sellainen
korjausfunktion f soveltamiskertojen lukuméaara r, ettd f"(j) = n ja bj11 = by41. Télloin
asetetaan f(j + 1) = n + 1. Jos kuitenkin paddytadn tilaan 0 (f7(j) = 0) ja bj+1 # by,
niin asetetaan f(j + 1) = 0. Saadaan kuvan 5.2 algoritmi.

)
o
(o

(1) f(1) =0

(2) for j:=2 to m do

(3) i=fG-1

(4) while b; # b;1; and ¢ > 0 do ¢ := f(i) od
(5) if b; # b;11 and ¢ = 0 then

(6) f(G) =0

(7) else

(8) fG)=i+1

9) end

10)

—~

Kuva 5.2: Knuthin-Morrisin-Prattin korjausfunktio.

Lause 5.1 Knuthin-Prattin-Morrisin algoritmin korjausfunktio f voidaan muodostaa ajas-
sa, joka on verrannollinen mallin P pituuteen.

Todistus. Tarkastellaan kuvan 5.2 algoritmia. Jokaisella for-silmukan suorituskerralla
rivit (3) ja (5) suoritetaan yhden kerran. Rivilld (4) olevan while-lauseen suorituskertojen
yhteinen aikavaatimus riippuu muuttujan ¢ arvojen muutoksista. Muuttujan ¢ arvo kasvaa
perdkkaisilld sijoituksilla

fU)=i+1Lj=j+1i:=f(j—1)
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Aluksi 7 = 0 ja sijoitus f(j) := i + 1 rivin (5) if-lauseen else-osassa voidaan suorittaa
vain m — 1 kertaa. Muuttujan ¢ arvo kasvaa aina ykkosen kerrallaan. Téstd seuraa, etté
muuttujan i arvoa voidaan rivilla (4) pienentdd korkeintaan m — 1 kertaa ja rivin (4)
aikavaatimus on O(m). Tdmé& on myos koko algoritmin aikavaatimus. U

Lause 5.2 On olemassa algoritmi, joka padttad ajassa O(|S|+|P|), esiintyyké merkkijono
P osana merkkijonossa S.

Todistus. Toimimalla samaan tapaan kuin Lauseen 5.1 todistuksessa voidaan todistaa,
ettd M P tekee korkeintaan 2 | S| siirtyméaé késitellessddn syotteen S. Toisaalta automaatin
M P muodostaminen vaatii ajan O(|P|). Yhteensi aikaa kuluu siis O(|S| + |P|). O

Esimerkki 5.1 Muodostetaan Knuthin-Morrisin-Prattin menetelméan automaatti mal-
lille P = aabbaab. Maariataan aluksi korjausfunktio f:

i |1 2345 67
f@lo 1001 2 3

Koska mallin pituus on 7, niin automaatissa on 8 tilaa. Automaatti on esitetty kuvassa

5.3. U
:‘ a \.’ a ;'/ a ﬁ_’ia
0 1 2 ’ ér» 5 J

Kuva 5.3: Esimerkkiin liittyva merkkijononsovitusalgoritmi.

Lauseessa 5.2 ei ole viittausta sytteaakkoston I kokoon. Taméa on mahdollista, koska
automaatti M P voi tehd& useita siirtymié yhté syotemerkkid kohti. Otetaan seuraavaksi
tehtdviksi muuttaa automaattia M P niin, ettd se lukee yhden sy6temerkin jokaisen siir-
tymén yhteydessi. Uuden automaatin muodostamiseen kuluu enemman aikaa kuin M P:n
muodostamiseen ja tuloksena olevassa automaatissa on enemmaén siirtymié kuin automaa-
tissa M P. Lisityo kuitenkin kannattaa, jos syoteaakkostossa I on viahan merkkeji.

Olkoon S automaatin tilajoukko ja olkoon b,,,; sellainen merkki, joka ei kuulu aak-
kostoon [. Tarkastellaan uuden siirtyméfunktion 0 : S x I — S muodostamista mallille
P =0bby...0,,. Korjausfunktio f méaritellidn kuten ennenkin. Sen avulla saadaan uudet
siirtymét kuvan 5.4 algoritmilla.

Esimerkki 5.2 Tarkastellaan uudelleen automaatin muodostamista mallille P = aabbaab.
Nyt halutaan maéritelld sellainen automaatti, joka ei tee tyhjid siirtymid. Kun kdytetaan
edellisen esimerkin korjausfunktiota, saadaan tulokseksi kuvan 5.5 automaatti. U
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(1)

(2)

(3) for j:=1to mdo
(4) for be I, b# bj1q do §(j,0) :=3(f(4),b) od
(5)

Kuva 5.4: Merkinsovitus.

b
Cb.’a@.a 5 b }I/a M
0 1 a(zib 3j

Kuva 5.5: Esimerkkiin liittyvd merkkijononsovitusalgoritmi.

5.2. Boyerin-Mooren algoritmi

Edellisessé alakohdassa tarkasteltu algoritmi tekee viahintddn n (= kohteen pituus) ver-
tailua. Téssd alakohdassa tarkasteltava algoritmi, jonka aikavaatimus pahimmassa ta-
pauksessa on sama (O(n) vertailua) kuin Knuthin-Morrisin-Prattin algoritmilla, mutta
joka usein selvida vihemmalld kuin n:lla vertailulla. Parhaassa tapauksessa tdmén ns.
Boyerin-Mooren algoritmin aikavaatimus on O(m + m/n).

Boyerin-Mooren algoritmissa merkkeji verrataan alkaen mallin lopusta. Jos l0ydetaan
merkkipari, joka ei tdsméa, siirretddn mallia korjausfunktion ilmoittama méaard oikealle
ja ryhdytaddn uudelleen tutkimaan merkkejd mallin lopusta alkaen.

Esimerkki 5.3 Olkoot P = AT THAT ja
S = WHICH FINALLY HALTS. AT THAT POINT.

Aluksi malli asetetaan kohteen péélle niin, ettd niiden ensimmaiset merkit ovat kohdak-
kain. Vertailu aloitetaan mallin lopusta. Ensimmaisend verrataan siis merkkeja F ja T.
Vertailu ei tdsméa, ja lisidksi tiedetddn, ettd merkkid F ei ole koko mallissa. Niinpd mallia
voidaan siirtda oikealle merkin F yli.

Mallin viimeinen kirjain on nyt vélilyénnin () kohdalla. Vertailu ei nytkddn tdsméaa.
Siirretdan mallia oikealle niin, ettd mallissa oleva vililyonti tulee sen kohteessa olevan
valilyonnin kohdalle, joka dsken oli vertailtavana. Mallin viimeinen merkki on nyt koh-
teessa olevan HALTS-sanan T:n kohdalla; aloitetaan taas vertailu. Ensimméinen vertailu
tdsméad, mutta toinen ei. Kohteessa on nyt kirjain L, jota ei ole lainkaan mallissa. Voidaan
taas siirtdd mallia oikealle tdllaisen merkin yli. Mallin loppupéad tulee nyt vélilyonnin koh-
dalle, joten ensimmaéinen vertailu ei tasméd. Kun nyt siirretddn mallia niin, ettd siind
oleva vililyonti tdsméa tdhan kohteesta loydettyyn vililyontiin, niin 16ydetdin koko mallin
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esiintymé kohteesta. U

Edellisessd esimerkissé sovellettiin toistuvasti Boyerin-Mooren algoritmin kahdesta
heuristiikasta toista, ns. bad-character -heuristiikkaa. Sen mukaan ei-tdsméadvan merkin
16ytyessa voidaan mallia siirtd4 niin paljon oikealle, ettad seuraava mallissa oleva tdhin koh-
taan sopiva merkki tulee kohteen viimeksi tutkitun merkin kohdalle. Jos tallaista merkkié
ei mallissa ole, voidaan malli siirtdd kokonaan viimeksi tutkitun kohteen merkin oikealle
puolelle. Paras tapaus algoritmin toiminnan kannalta on se, ettd kussakin mallin sijoi-
tuskohdassa jo ensimmaéinen merkinsovitus epdonnistuu ja kohteessa on sellainen merkki,
jota mallissa ei lainkaan ole. Tall6in mallia voidaan toistuvasti siirtda pituutensa verran
oikealle.

Kaytdnnossa bad character -heuristiikkaa sovelletaan yleensé niin, ettd tallennetaan
kustakin merkisté sen oikean puoleisimman esiintymén paikka mallissa. Téllainen paikka
saattaa olla siiné osassa mallia, joka on jo tutkittu, ja tilléin heuristiikka siirtdisi mallia
vasemmalle! Téllaisia siirtoja ei kuitenkaan koskaan tehda. Parempaan tulokseen pa#stéi-
siin tietenkin niin, ettd jokaisesta mallin paikasta erikseen ilmoitettaisiin jokaisen merkin
seuraava esiintymé vasemmalla. Tama veisi kuitenkin liian paljon tilaa.

Esimerkki 5.4 Tarkastellaan kuvan 5.6 tilannetta.

T | badabaabcd. ..

P | baacha

Kuva 5.6: Boyerin-Mooren algoritmin soveltamiseen liittyvé tilanne.

Mallin lopusta lukien kaksi ensimmadistda merkkid tdsmaédvat, mutta kolmas merkki
(c) ei tdsmad. Koska kohteessa on télld kohdalla ’a’; bad character -heuristiikka siirtii-
si mallia yhden askeleen oikealle. T&lloin kohteen ’a’ ja mallin 'a’ olisivat kohdakkain.
Tama menettely jattdd huomiotta informaation, joka liittyy jo tutkittuihin merkkeihin.
Tiedossahan on, ettd ei-tdsméidvan kohdan oikealla puolella kohteessa on ’ba’. Bad cha-
racter -heuristiikkaa parempaan tulokseen (tdssid nimenomaisessa tilanteessa) pédstédn,
kun mallissa oleva osa ’ba’ sijoitetaan kohteessa olevan samanlaisen osan kohdalle. Tall6in
mallia voidaan siirtda yhden askeleen sijasta nelji askelta oikealle. U

Edellisessd esimerkissa sovellettua menettelyd kutsutaan Boyerin-Mooren algoritmin
yhteydessé good suffix -heuristiikaksi. Itse asiassa se on aivan sama kuin Knuthin-Morrisin-
Prattin algoritmin korjausfunktio. Jokaisen ei-tdsméaédvin vertailun yhteydessi tutkitaan,
kumpi heuristiikoista siirtaisi mallia pitemmalle oikealle ja siirto tehddan tamén heuristii-
kan mukaan. Kun malli on annettu, voidaan heuristiikkoihin liittyvét siirtoméarat laskea
valmiiksi taulukkoihin.
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5.3. Rabinin-Karpin algoritmi

Rabinin-Karpin algoritmissa ajatellaan merkkijonot luvuiksi siind lukujirjestelméssé, jon-
ka kantaluvun kdytetyn aakkoston koko méaraa. Yksinkertaisuuden vuoksi oletetaan aluk-
si, ettd kdytossd on 10-merkkinen aakkosto. Kun vield kidytetddn aakkostossa merkkeja
0,1,...,9, niin tarkasteltavat merkkijonot voidaan ajatella tavallisina 10-jarjestelmén lu-
kuina. (Rabinin- Karpin menetelmé on tietenkin kdyttokelpoinen millaisilla aakkostoilla
tahansa; téssd on vain asian yksinkertaistamiseksi valittu tuttu aakkosto.)

Kéytetddn tédssd kohdassa mallista merkintdd P[1..m] ja kohteesta merkintda T'[1..n].
Merkintad p kiytetddn mallista desimaaliluvuksi tulkittuna ja merkintda ¢, siitd desimaa-
liluvusta, joka vastaa kohteen osaa T'[s + 1..s +m], s = 0, 1,...,n — m. Ensimméinen
ongelma on laskea arvot p ja ¢, tehokkaasti sekd pystyd laskemaan tehokkaasti 5.1, kun
tunnetaan ts. Luku p voidaan laskea ajassa O(m) ns. Hornerin saannolla:

p = P[m]+ 10(P[m — 1] + 10(P[m — 2] + ... + 10(P[2] + 10P[1])...)).

Samoin voidaan tietenkin laskea ¢y kohteen alkuosasta T'[1..m]. Arvo t,1 voidaan laskea
ts:sté kaavalla to 1y = 10(ts — 10™ 1 T[s + 1]) + T[s +m + 1]. Luvun 10™'T[s + 1] vithen-
taminen pudottaa ts:n merkitsevimmén numeron pois ja luvun 7'[s + m + 1] lisddminen
antaa uuden vahiten merkitsevin numeron.

Lukujen p ja t, kiytossa on kuitenkin se hankaluus, ettd ne tulevat kaikissa kdytadnnon
tilanteissa liian suuriksi. Sen vuoksi ne korvataan sopivilla jakojadnnoksilla. Lasketaan
jakojaannokset sellaisen alkuluvun ¢ suhteen, ettd luku 10g vield mahtuu yhteen muisti-
sanaan (tai on muuten mahdollista késitelld tehokkaasti).

Oletetaan esimerkiksi, ettd malli on 31415 ja kohde on 2359023141526739921 ja etté
kiytetdan jakojadnncksia luvun 13 suhteen. Koska mallin jakojadnnos mod 13 on 7, etsi-
tddn mallista sellaisia viiden merkin pituisia jaksoja, joiden jakoja&énnds mod 13 on myos
7.

Jakojiddnnokset on voitava laskea tehokkaasti. Jos esimerkiksi tiedetddn ensimméisen
viiden merkin mittaisen jakson (23590) jakojadnnos 8 (merkitddn 23590 = 8 (mod 13)),
niin seuraavan jakson jakojddnnos saadaan nopeasti jakojddnndosaritmetiikan avulla:

35002 = (23590 — 2-10000)-10 +2 (mod 13)
= (8—2-3)-10+2 (mod 13)
= 2:-1042 (mod 13)=22 (mod 13)=9 (mod 13).

Huomaa, ettd tulosta 10000 = 3 (mod 13) kiytetddn kaikkien "viisikkojen" jakojddn-
nostéd laskettaessa. Koska myos edellinen jakojaannos on kiytettdvissd, niin uuden jako-
jaannoksen laskeminen on todella yksinkertaista; ylli olevassa esimerkissé lasketaan (8 —
2-3)-10+2 (mod 13). Samaan tapaan jatkamalla saadaan jakoji&nnokset kaikille viiden
merkin mittaisille kohteen osille. Nama jakojaannokset ovat 8 —9 -3 —-11—-0—-11 -7 —
8—4-5—-10—-11-7-9—11.

Huomataan, ettd oikea jakojaidnnos l6ytyi kaksi kertaa, mutta mallilla on vain yksi
esiintymé kohteessa. Oikea jakojadnnos ei siis vield takaa mallin 16ytymisté. Jos jakojian-
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nokset ovat samat, on mallia sovitettava merkki kerrallaan sen varmistamiseksi, ettd mal-
lin esiintymad tosiaan on 16ytynyt. Jakojddnnosten kiyttd on siis erdédnlainen heuristiikka,
joka karsii mahdollisia siirtymid. Jos ¢ voidaan valita tarpeeksi suureksi, niin on oletet-
tavaa, etti tarpeettomia siirtymia (jakojadnnokset samat, mutta ei mallin esiintyméd)
tehdddn hyvin harvoin.

Rabinin-Karpin algoritmi esitetddn kuvassa 5.7. Siind oletetaan, ettd kiytettavin aak-
koston koko on d.

Procedure RK(T, P, d, q)

(1) n := kohteen pituus

(2) m := mallin pituus

(3) h:=d™ ! mod q

4) p:=0

(5) to:=0

(6) for i:=1to m do

(7 p = (dp+ Pli]) mod ¢
(8 to := (dto + T'[i]) mod g
(9) od

1

—_
[

if p=t, then
if P[1..m| =T[s+ 1..s+ m] then
Mallin esiintyma 16ytyi
end
if s <n —m then
torr := (d(ts — T[s+ 1Jh) + T[s + m + 1]) mod g
end
end

)
)
)
)
)
)
)
)
)
0) for s:=0ton—mdo
)
)
)
)
)
)
)
)
)

AN AN AN AN AN N N N N/
p—
ot

Kuva 5.7: Rabinin-Karpin algoritmi.
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Luku 6

Graafialgoritmeista

Tassd luvussa tarkastellaan kaikkein keskeisimpié graafien kisittelyyn liittyviéd algoritme-
ja. Graafeihin liittyvit peruskésitteet oletetaan tunnetuiksi.

6.1. Syvyyssuuntainen etsinti

Graafin solmujen ldpikiynti on osatehtdviand monessa algoritmissa. Yleisin menettely sol-
mujen lapikdyntiin on syvyyssuuntainen etsintd (df-etsintd). Téssd kohdassa tarkastel-
laan df-etsintdd suuntaamattomassa graafissa. Suuntaamattoman graafin df-etsinté jakaa
graafin sdrmit puusdrmiksi ja takautuviksi sdrmiksi. Puusdrmii pitkin df-etsintd etenee
solmusta toiseen ja takautuvat sidrmét yhdistavit etsinndssd myohemmin vastaantulevia
solmuja jo késiteltyihin solmuihin. Df-etsintd voidaan tehda algoritmilla 6.1. Aliohjelma
search madaritelladn kuvassa 6.2.

Syote: Suuntaamattoman graafin G = (V, F) kaikki vieruslistat L(v),v € V
Tuloste: Joukon E ositus puusdrmien joukoksi 7" ja takautuvien sdrmien joukoksi B
(1) Alusta joukko T tyhjaksi
(2) while joukossa V' on merkitseméton solmu v do search(v) od
(3) Ota joukkoon B ne sdrmit, jotka eivit ole joukossa T'

Kuva 6.1: Df-etsinta.

Procedure search(v)

(1) Merkitse(v)

(2) for all (w € L(v)) and (w ei merkitty) do
(3) Ota sérmé (v, w) joukkoon T'

(4) search(w)

(5) od

Kuva 6.2: Aliohjelma search.

Kuvan 6.1 algoritmilla saatava aligraafi (V,T') on graafin G virittavi metsé. Jos graafi
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Kuva 6.3: (a) Esimerkkigraafi, (b) sen puusidrmit ja (c) sen vieruslistat.

GG on yhtendinen, niin aligraafi on graafin G virittdvd puu. Joukkoon T tulevat sdrmét
riippuvat lahtosolmusta ja solmujen jirjestyksestd vieruslistoissa.

Lause 6.1 Suuntaamattoman graafin G = (V, E) syvyyssuuntaisen etsinndin aikavaati-
mus on O(max(|V],|E])).

Todistus. Search-aliohjelman ulkopuolella algoritmi tutkii kaikki solmut; timén kustan-
nus on O(|V|). Liséksi search-aliohjelman sisépuolella algoritmi tutkii kaikki sdrmét; kus-
tannus on nyt O(|E]). Koko algoritmin aikavaatimuksen suuruusluokan méiiria suurempi
arvoista O(|V]) ja O(|E]). O

Jos (v,w) on df-etsintdén liittyva takautuva sdrmé, niin syntyviissi syvyyssuuntai-
sessa virittavissd metsissd solmu v on solmun w esivanhempi tai solmu w on solmun
v esivanhempi. Jos solmuihin liitetddn numerot df-etsinndn madrddmassa jarjestyksessi,
niin saatu numerointijarjestys on virittavan metsin esijarjestys.

6.2. 2-yhtenaisyys

Olkoon G = (V, E) yhteniinen suuntaamaton graafi. Solmu w on irrotussolmu, jos on
olemassa sellaiset solmut v ja w, ettd jokainen niiden solmujen vélinen polku kulkee
solmun v kautta. Graafi G on 2-yhtendinen, jos silld ei ole irrotussolmua.

Mééritellddn graafin G sérmien joukossa E ekvivalenssirelaatio seuraavasti: pari (eq, eg)
kuuluu relaatioon, jos ja vain jos graafissa on silmukka, johon e; ja e; kuuluvat, tai e; =
es. Tamén ekvivalenssirelaation ekvivalenssiluokista muodostettuja aligraafia kutsutaan
graafin 2-yhtendisiksi komponenteiksi.

Esimerkki 6.1 Kuvan 6.3 (a) graafin irrotussolmut ovat 2, 4 ja 6. Graafin 2-yhtenéiset
solmujoukot ovat { 1,2,3 },{2,4,5},{6,7,8 9}ja{4,6} O

Kuvassa 6.3 (b) on edellisen esimerkin graafin puusirmét piirretty vahvalla viivalla ja
takautuvat sirmét ohuella viivalla.
Seuraavassa luettelossa on tarkeimpid 2-yhtenéisten komponenttien ominaisuuksia:
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e Graafin 2-yhtendisessid komponentissa ei ole irrotussolmuja.

e Graafin 2-yhtendiset komponentit ovat samat kuin sen maksimaaliset 2-yhtendiset
aliverkot.

e Kahdella eri 2-yhtendisellda komponentilla on korkeintaan yksi yhteinen solmu.

e Solmu on irrotussolmu, jos ja vain jos se on yhteinen kahdelle 2-yhtenéiselle kom-
ponentille.

e Jos verkolla on k kappaletta 2-yhtendisid komponentteja, niin silld on korkeintaan
k — 1 irrotussolmua.

Kaikilla kuvan 6.3 graafin irrotussolmuilla on df-etsinndn madrdaméssa virittavassa
puussa lapsi, jonka jilkeldiselld ei ole takautuvaa sidrméié irrotussolmun aitoon esivan-
hempaan. Tdm& ominaisuus on voimassa yleisestikin: Olkoon G = (V, E) yhtenéinen
suuntaamaton graafi ja olkoon H = (V,T') sen syvyyssuuntainen virittavi puu. Solmu s
on irrotussolmu, jos ja vain jos s on puun H juuri ja silld on enemmén kuin yksi lap-
si tai solmulla s on lapsi ¢, jonka mistddn jilkeldisestd (¢ itse mukaan lukien) ei johda
takautuvaa sirméa solmun s aitoon esivanhempaan.

Y14 olevissa esimerkeissd on graafin solmut nimetty niiden jérjestysnumerolla df-
etsinnéssi; ndin oletetaan tehtdvin jatkossakin. Maaritelladn syvyyssuuntaiseen etsintdin
liittyvéit solmujen low-arvot seuraavasti:

low[v] = min( {v}U{w | graafissa on sellainen takautuva sirmé (z, w), ettd x on
solmun v jilkeldinen ja w on v:n esivanhempi syvyyssuuntaisessa virittavissi
puussa }).

Médritelmé voidaan kirjoittaa myds muodossa low[v] = min( {v} U {low[s] | s on v:n
lapsi virittavissd puussa } U {w | (v,w) € B}).

Syote: Yhtendinen, suuntaamaton graafi G = (V, E).
Tuloste: Luettelo graafin G kunkin 2-yhtendisen komponentin sérmista.
(1) Aseta aluksi T := () ja count := 1, alustetaan pino Stack tyhjéksi
(2) Merkitse graafin jokainen solmu "uudeksi"
(3) Valitse jokin solmu vy € V
(4) Suorita aliohjelma searchb(vy).

Kuva 6.4: 2-yhtendiset komponentit.

Maéritelmista seuraa, ettd solmun low-arvo voidaan maéréata, kun df-etsinnéssé kysei-
sen solmun vieruslista on kiyty ldpi. Ndiden arvojen perusteella 16ydetddn irrotussolmut
ja edelleen 2-yhtenéiset komponentit. Saadaan kuvan 6.4 algoritmi, jossa kiytetddn seu-
raavia taulukkoja:
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dfnumber: solmun jirjestysnumero syvyyssuuntaisessa etsinnéssé
parent: solmun vanhempi
low: solmun low-arvo

ja pinoa Stack. Aliohjelma search on kuvassa 6.5 ja se muodostaa syvyyssuuntaisen
virittédvian puun S = (V,T') ja laskee arvot low(v) kaikille solmuille.

Procedure searchb(v)

(1) Merkitse solmu v "vanhaksi"

(2) dfnumber[v] := count

(3) count := count + 1

(4) low[v] := dfnumber|v]

(5) for all w € L[v] do

(6) Vie sirmé (v, w) pinoon Stack, jos se ei vield ole ollut sielld
(7) if w on "uusi"then

(8) Lisda (v, w) joukkoon T

9) parent[w]| := v
(10) searchb(w)
(11) if LOW[w| > dfnumber[v] then % 2-yht. komp. on 16ytynyt
(12) Poista pinon Stack pinnalta kaikki sdrmét sirmain

(v,w) asti (se mukaanlukien) ja tulosta ne
13 end
14 low[v] := min(low[v], low[w])

—_
Ot

else {solmu ei ole "uusi"}
if w # parent[v] then
low[v] := min(low[v], dfnumber[w])

—_
D

—_
0]

end

—_
Ne)

end

e e e e N T N
[\ =
=) -~
N NN S S NS AN

od

Kuva 6.5: searchb.

6.3. Suunnatun graafin df-etsinta ja vahvasti yhtenéi-
Syys

Suunnatussa graafissa df-etsintd voi edetd vain kaarien suuntien mukaisesti. Suunnatun
graafin df-etsinté jakaa graafin kaaret neljadn osajoukkoon. Tarkastellaan kuvan 6.6 suun-
nattua graafia.

Syvyyssuuntainen etsinti etenee puukaaria pitkin. Kuvan 6.6 graafissa niiti ovat kaa-
ret (1,2), (2,3), (2,4), (1,5), (6,7) ja (6,8). Etenevit kaaret eivit ole puukaaria, mutta
ne johtavat solmusta sen jilkeldiseen syvyyssuuntaisen etsinnin maidrddméssd puussa.
Esimerkkigraafin ainoa etenevi kaari on (1,4). Takautuvat kaaret johtavat jalkeldisista
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Kuva 6.6: Suunnattu graafi ja sen vieruslistat.

L

Kuva 6.7: Esimerkkigraafin vahvasti yhtenéiset komponentit.

niiden edelt#jiin. Téllaisia ovat kaaret (3,1) ja (8,6). Poikittaisten kaarten vililla ei ole sy-
vyyssuuntaisen etsinnin madradméssi puussa edeltijisuhdetta kumpaankaan suuntaan.
Poikittaisia kaaria ovat kaaret (4,3), (5,4), (7,5), (8,4) ja (8,7).

Olkoon G = (V, FE) suunnattu graafi. Maaritellaan solmujen joukossa V' ekvivalenssire-
laatio seuraavasti: solmupari (v, w) kuuluu relaatioon, jos ja vain jos graafissa G' on polku
solmusta v solmuun w ja solmusta w solmuun v. Ekvivalenssiluokkien méaraamié ali-
verkkoja sanotaan graafin vahvasti yhtendisiksi komponenteiksi. Jos graafissa on vain yksi
vahvasti yhtendinen komponentti, niin graafi on vahvasti yhtendinen. Kuvan 6.6 graafin
vahvasti yhtendiset komponentit on esitetty kuvassa 6.7.

Vahvasti yhtendisten komponenttien etsintd onnistuu kuvan 6.8 algoritmilla, jota jat-
kossa kutsutaan nimelld VY.

(1) Numeroi solmut df-etsinnéin péaéttymisjirjestyksessa.

(2) Muodosta graafi G, vaihtamalla kaarien suunnat.

(3) Tee df-etsinté graafissa G, alkaen solmusta, joka sai kohdassa (1) suurimman nume-
ron. Mikali kaikkia solmuja ei saavuteta, jatka etsintdd aina numeroltaan suurim-
masta vield saavuttamattomasta solmusta.

(4) Askeleen (3) maaraamét aliverkot ovat graafin G' vahvasti yhtenéiset komponentit.

Kuva 6.8: Vahvasti yhtenéiset komponentit (VY).

Kuvassa 6.9 on esitetty tdssd kohdassa tarkasteltua esimerkkigraafia vastaava graafi
G,.
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41 3 2
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814,6,7 7 8

uudet numerot

Kuva 6.9: VY-algoritmin soveltaminen esimerkkigraafiin.

Lause 6.2 Algoritmi VY toimii oikein ja sen aikavaatimus on O(max(|V], |E|)).

Todistus. Oikeellisuuden osoittamiseksi riittdd nayttad, ettd solmut v ja w kuuluvat sa-
maan graafin G, df-etsinndn midrddmian puuhun, jos ja vain jos ne ovat samassa graafin
GG vahvasti yhtendisessd komponentissa. Oletetaan aluksi, ettd graafissa G on polut sol-
musta v solmuun w ja solmusta w solmuun v. Koska yhteys on molempiin suuntiin, niin
kaarien suuntien vaihtaminen ei vaikuta solmujen saavutettavuuteen graafissa G,. Riip-
pumatta siitd, kumpi solmuista saavutetaan graafin Gz, df-etsinnéssa ensiksi, saavutetaan
ensiksi saavutetusta myos toinen solmu. Ne kuuluvat siis samaan df-etsinnén virittamaén
puuhun graafissa G,.

Oletetaan nyt, ettd solmut v ja w kuuluvat samaan df-etsinnén virittdmé&dn puuhun
graafissa G,. Olkoon x sen G,:n virittdvin puun juuri, johon v ja w kuuluvat. Koska
solmu v on solmun z jilkeldinen graafin G, lapikdynnissi, on graafissa GG, polku solmusta
2 solmuun v. Graafissa G on siis polku solmusta v solmuun z. Koska solmu v kuuluu
puuhun, jonka juuri on z, niin solmun z numero on suurempi kuin solmun v numero.
Graafin G df-etsinnéissd solmun v kutsu péédttyi siis ennemmin kuin solmun x kutsu.
Koska toisaalta graafissa G' on polku solmusta v solmuun z, ei solmun v kutsu voi alkaa
ennen solmun x kutsua. Solmua v kutsutaan siis solmun x kutsun aikana eli v on solmun z
jalkeldinen graafin G virittavissd metséssi. Graafissa G on siis polku solmusta x solmuun
v. Niin ollaan todistettu, ettd graafissa G on polut solmusta v solmuun x ja solmusta x
solmuun v. Sama voidaan todistaa solmuille z ja w. On siis oltava my06s polut solmusta v
solmuun w ja solmusta w solmuun v. Algoritmin aikavaatimus on sama kuin df-etsinnin
aikavaatimus. O

6.4. Palautesolmujen etsinti

Téassda kohdassa tarkastellaan erdstd syvyyssuuntaisen etsinnin sovellusta suunnatussa
graafissa. Vahvasti yhtendisen suunnatun graafin solmua sanotaan palautesolmuksi (feed-
back vertex), jos graafin kaikki suunnatut silmukat kulkevat sen kautta.
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Kuva 6.10: Esimerkkigraafi.

Esitetddn kaksivaiheinen algoritmi, joka 16ytda syotteend saadun suunnatun vahvasti
yhtendisen graafin G = (V, F) kaikki palautesolmut ajassa O(|V| + |E)|).

Ensimmaisessi vaiheessa graafissa tehddan syvyyssuuntainen etsinté ja graafin solmui-
hin liitetddn ns. post-numerot syvyyssuuntaisen etsinndn padttymisjarjestyksessi. (Sen
solmun post-numeroksi tulee 1, jossa etsintd padttyy ensimmaiiseksi, jne.) Samalla voi-
daan madrata solmujen ns. high-arvot: solmun high-arvo on suurin post-arvo niiden sol-
mujen joukossa, jotka saavutetaan kyseisestd solmusta polulla, jossa aluksi on muita kuin
takautuvia kaaria ja lopuksi korkeintaan yksi takautuva kaari.

Jos oletetaan, ettd kuvan 6.10 graafin solmut on lueteltu vieruslistoissa aakkosjérjes-
tyksessé ja syvyyssuuntainen etsintd aloitetaan solmusta a, niin solmuille saadaan seuraa-
vat post-arvot: post(a) = 8, post(b) = 1, post(c) = 5, post(d) = 7, post(e) = 2, post(f)
= 3, post(g) = 4 ja post(h) = 6.

Huomaa, etté takautuville kaarille (v, w) patee post(v) < post(w) ja ettd esimerkki-
graafin kaikkien solmujen high-arvoksi tulee 8, silld kaikista solmuista on méaritelméan
mukainen polku solmuun a, jonka post-arvo on 8.

Palautesolmu voidaan nyt mééritelld post- ja high-arvojen avulla: Solmu x on palaute-
solmu tésmilleen silloin, kun jokaisen takautuvan kaaren (v, w) kohdalla pétee post(v) <
post(x) < post(w), ja jokaisen sellaisen ei-takautuvan kaaren (v,w), jolla high(w) >
post(v), kohdalla pétee post(x) < post(w) tai post(z) > post(v). (Todistus palautesolmu-
jen karakterisoinnille post- ja high-arvojen avulla 16ytyy R.E. Tarjanin artikkelista "Two
streamlined depth-first search algorithms", Fundamenta Informaticae IX (1986) 85-94.)

Intuitiivisesti palautesolmun maarittely post- ja high-arvojen avulla voidaan selittaa
seuraavasti. Jos (v,w) on takautuva kaari, joka siis sulkee graafin silmukan, niin pa-
lautesolmun on oltava esi-isin w ja jilkeldisen v "vilissd". Ei-takautuvien kaarten eh-
to liittyy tilanteeseen, jossa ei-takautuva kaari (v, w) on mukana silmukassa, silla muuten
solmun w high-arvo ei voi olla suurempi tai yhtd suuri kuin solmun v post-arvo. Ehto
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post(x) < post(w) liittyy tilanteeseen, jossa x on polulla solmun w high-arvon méérié-
vistd solmusta u solmuun v. Ehto post(z) > post(v) puolestaan liittyy tilanteeseen, jossa
x on polulla solmusta w solmuun u.

Palautesolmut etsivi algoritmi voidaan nyt antaa kuvan 6.11 muodossa.

(1) Alustetaan pino tyhjéksi ja muuttuja lowest arvoon, joka on yht& suurempi kuin
graafin solmujen lukumééra.

(2) Kasitellddn solmut post-numeroiden mukaisessa jarjestyksessi.

(3) Jokaisen solmun v kohdalla kiyd&én vieruslista lapi.

(4) Jos kaari (v, w) on takautuva, asetetaan muuttujan lowest arvoksi pienempi arvoista
lowest ja post(w) ja tyhjennetdén pino.

(5) Jos kaari (v, w) ei ole takautuva ja high(w) > post(v), niin poistetaan pinosta kaikki
solmut, joiden post-numero on suurempi kuin post(w).

(6) Solmun v vieruslistan késittelyn jilkeen se viedddn pinoon, jos sen post-arvo on
korkeintaan lowest.

(7) Kaikkien solmujen késittelyn jialkeen pinossa on palautesolmut.

Kuva 6.11: Palautesolmujen etsinta.

Kuvan 6.10 tapauksessa pinoon jaavit solmut f ja g, jotka ovat siis kyseisen graafin
palautesolmut.

6.5. Pariutusongelma

Tarkastellaan suuntaamatonta graafia G = (V, E). Sirméajoukko M C E on pariutus, jos
jokaiseen solmuun liittyy korkeintaan yksi joukon M sdrmé. Pariutus on taydellinen, jos
joukon V' koko on tdsmailleen puolet joukon M koosta. Pariutusongelmassa on tehtavana
méadratd mahdollisimman suuri pariutusjoukko M.

Solmu v on vapaa pariutuksen M suhteen, jos mikdan joukon M sdrmé ei liity solmuun
v. Polku (vy,vq,...,v9) on tdydennyspolku pariutuksen M suhteen, jos vy ja vy ovat
vapaita ja joka toinen sirméi polulla kuuluu pariutukseen M. (Tdydennyspolku on aina
yksinkertainen eli mikidén solmu ei esiinny siind yhté kertaa useammin)

Esimerkki 6.2 Kuvassa 6.12 on vasemmalla esimerkkigraafi, jossa pariutukseen kuu-
luvat sdrmét on piirretty vahvemmalla viivalla kuin muut sérmét. Oikealla on erds taté
pariutusta vastaava tidydennyspolku. O

Olkoot M ja N joukkoja. Otetaan kiyttoon merkintd M @& N = (M \ N)U (N \ M).
Merkin @ voi lukea esimerkiksi "symmetrinen erotus" tai "poissulkeva tai".

Lause 6.3 Jos M on pariutus ja sarmdajoukon P pddtepisteet muodostavat taydennys-
polun pariutuksen M suhteen, niin M @& P on pariutus jo |M & P| = |M| + 1.

Todistus. Merkitdan P = P;UP,, kun joukkoon P; kuuluvat tdydennyspolun parittomat
sarmét ja joukkoon P tdydennyspolun parilliset sdrmit. Joukko P, on siis joukon M
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Kuva 6.12: Esimerkkigraafi ja sen erds tdydennyspolku.

osajoukko ja joukko P; on joukon M komplementtijoukon osajoukko. Voidaan kirjoittaa
M@ P = (M\ P,)U P,. Joukko (M \ P,) on pariutus, jonka suhteen kaikki joukon P
solmut ovat vapaita. Tasta seuraa, ettd (M \ P») U P; on pariutus, silld joukossa P; olevat
sarmét yhdistavit joukon (M \ P;) suhteen vapaita solmuja. Koska |Py| = |P| + 1, niin
IM@P|=|(M\ P)UP|=|M|+1. O

Lause 6.4 (Berge 1957). Pariutus M on suurin mahdollinen, jos ja vain jos graafissa ei
ole tdydennyspolkua sen suhteen.

Todistus. Oletetaan, ettd pariutus M on suurin mahdollinen ja viitetdén, ettd graafissa
ei ole tdydennyspolkua sen suhteen. Tehddan vastaoletus: P on tdydennyspolku pariutuk-
sen M suhteen. Lauseen 6.2 menetelmailld voidaan muodostaa pariutus, jossa on enemmén
sarmid kuin pariutuksessa M. Se ei siis ole suurin mahdollinen. Vastaoletuksen on oltava
vaara.

Oletetaan seuraavaksi, ettd graafissa ei ole tdydennyspolkua pariutuksen M suhteen
ja viitetddn, ettd M on suurin mahdollinen pariutus. Tehddidn vastaoletus: tarkastelta-
vassa graafissa G on sellainen pariutus N, etta |N| > |M|. Tarkastellaan joukkoon M & N
kuuluvia sdrmiid. Namé sdrméit madraavit graafin G aligraafin G/ = (V, M @ N), joka ei
vilttaméatta ole yhtenédinen. Koska pariutuksessa ei mihinkddn solmuun voi liittya kuin
vksi sirmé, niin aliverkolla G’ on se ominaisuus, ettd sen kaikkien solmujen asteluku on
korkeintaan 2. Jos asteluku on 2, niin toinen sdrmistd kuuluu pariutukseen M ja toinen
pariutukseen N. Kaikki graafin G’ yhteniiset komponentit ovat polkuja tai sellaisia silmu-
koita, joiden pituus on parillinen. Kaikissa silmukoissa on yhtd monta vilia pariutuksista
M ja N. Koska |N| > |M]|, niin jossakin polussa on oltava enemmén sidrmid joukosta
N kuin joukosta M. Taméa polku on tdydennyspolku pariutuksen M suhteen. Niin on
paadytty ristiriitaan vastaoletuksen kanssa. U

Lauseen 6.4 tulosta voidaan soveltaa pariutusongelman ratkaisemiseen. Saadaan kuvan
6.13 algoritmi.

Ongelmana on askeleen (2) toteuttaminen. Se voidaan kuitenkin toteuttaa tehokkaasti,
jos graafi on puolittuva. Seuraavassa tarkastellaankin puolittuvia graafeja. Muodostetaan
annetulle puolittuvalle graafille G' tdydennyspolkugraafi G'y; pariutuksen M suhteen kuvan
6.14 algoritmilla.
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(1) Alusta M tyhjaksi.

(2) Etsi taydennyspolku M:n suhteen.

(3) Korvaa M joukolla M @ P.

(4) Toista askelia (2) ja (3) niin kauan kuin tdydennyspolkuja 16ytyy.

Kuva 6.13: Pariutus.

(1) Tasoksi 0 valitaan jokin pariutuksen )M suhteen vapaa solmu.

(2) Toiminta tasolla ¢, kun i on pariton: lisdd graafiin G, solmut, joihin johtaa pariu-
tukseen kuulumaton sarma jostain tason ¢ — 1 solmusta.

(3) Toiminta tasolla ¢, kun ¢ on parillinen: lisi graafiin G, solmut, joihin johtaa pa-
riutukseen M kuuluva sdrma jostain tason ¢ — 1 solmusta.

(4) Jos parittomalle tasolle lisitddn vapaa solmu, on tidydennyspolku 16ytynyt.

(5) Jos uusia solmuja ei voida enéé lisété graafiin G ja vapaita solmuja on viel4 jiljell4,
aloitetaan graafin G, uusi komponentti jostain vapaasta solmusta.

Kuva 6.14: Taydennyspolkugraafi.

Esimerkki 6.3 Tarkastellaan kuvan 6.12 graafia ja sen pariutusta M ={(1,6), (3,7), (4,8)}.
Pariutuksen M suhteen vapaita solmuja on nelja: 2, 5, 9 ja 10. Kuvassa 6.15 on graafin
erds tdydennyspolkugraafi. Koska saatavassa tdydennyspolkugraafissa vapaat solmut 9 ja
10 ovat parittomalla tasolla, ollaan 16ydetty kaksi tdydennyspolkua. U

taso 0

taso 1

taso 2

taso 3

taso 4

taso 5

Kuva 6.15: Taydennyspolkugraafi.

Lause 6.5 Puolittuvalle graafille saadaan maksimaalinen pariutus ajassa O(|V||E|).

Todistus. Téydennyspolkugraafi G); voidaan muodostaa ajassa O(FE). Koska jokainen
16ydetty tdydennyspolku vihentdd vapaiden solmujen lukumaéaarad kahdella, niin maksi-
maalisen pariutuksen l0ytdmiseksi tdydennyspolkugraafi on muodostettava korkeintaan
|V'|/2 kertaa. O

90



Esimerkki 6.4 Osastolla on U erilaista tekematontd tyotd ja V' tyontekijad. Muodos-
tetaan puolittuva graafi, jossa on sdrmé (v, u), jos tyontekiji v osaa tyon u. Etsiméalla
maksimaalinen pariutus saadaan selville, montako tyotda voidaan aloittaa. 0

6.6. Vakaat pariutukset

Vakaat avioliitot -ongelmassa (stable marriage problem) tarkastellaan joukkoa, johon kuu-
luu n miesté ja yhtd monta naista. Jokainen mies on jirjestinyt kaikki naiset mieleiseensi
paremmuusjarjestykseen, ja naiset ovat tehneet samoin miehille. Jos nainen ¢ edeltda nais-
ta r miehen p listassa, niin sanotaan, ettd p pitdd enemmdn naisesta g kuin naisesta 7.
(Samaa sanontaa kdytetdan myos naisten listoissa olevista miehist.)

Tehtaviana on muodostaa sellainen pariutus M, etté jokaiseen pariin tulee yksi mies ja
yksi nainen. Jos mies m ja nainen w muodostavat parin pariutuksessa M, niin heitd sa-
notaan toistensa partnereiksi (pariutuksen M suhteen). Merkintd m = py(w) tarkoittaa,
ettd mies m on naisen w partneri pariutuksessa M, ja vastaavasti merkintd w = py(m)
tarkoittaa, ettd nainen w on miehen m partneri.

miesl |2 4 1 3 nainenl |2 1 4 3
mies2 |3 1 4 2 nainen2 |4 3 1 2
mies3 |2 3 1 4 nainen 3 |1 4 3 2
mies4 |4 1 3 2 nainen4 |2 1 4 3

Taulukko 6.1: Miesten ja naisten listat.

Sanotaan, ettd miehelld m ja naisella w on suhde pariutuksessa M, jos m ja w eivit ole
toistensa partnereita pariutuksessa M, mutta m pitdd w:std enemmaén kuin partneristaan
par(m) ja w pitdd m:std enemmén kuin partneristaan pys(w). Jos pariutuksessa on ainakin
yksi suhde, niin se on epdvakaa. Muutoin pariutus on vakaa.

Esimerkki 6.5 Tarkastellaan taulukon 6.1 listoja. Pariutukset {(1,4), (2, 3), (3,2), (4,1)}
ja{(1,4),(2,1),(3,2),(4,3)} ovat vakaita, mutta kaikki muut pariutukset ovat epévakaita
(jirjestetyissé pareissa ensimmaéisend komponenttina on mies ja toisena nainen). Esimer-
kiksi pariutuksessa {(1,1),(2,3),(3,2),(4,4)} on suhde (1,4), silld mies 1 pitdd enemmé&n
naisesta 4 kuin partneristaan 1 ja nainen 4 pitdd enemmaén miehestd 1 kuin partneristaan
4.

U

Vakaat avioliitot -ongelman tapauksella voi siis olla useampia kuin yksi ratkaisu. Toi-
saalta voidaan todistaa, ettd ratkaisuja on aina vihintdin yksi. Annetun pariutuksen
vakaus voidaan selvittdi ajassa O(n?) tutkimalla jokaisen miehen kohdalla kyseisen mie-
hen listassa partneria edeltivit naiset. Kun miehid on n kappaletta ja partneria listassa
edeltiivid naisia korkeintaan n — 1 kappaletta, saadaan aikavaatimus O(n?).
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Kuvassa 6.16 esitetty Galen-Shapleyn algoritmi 16ytéda aina vakaan pariutuksen. Al-
goritmista on kaksi versiota, "miesversio" ja "naisversio". Miesversiossa miehet tekevit
kosintoja ja naisversiossa naiset. Kosintoja tekevd osapuoli saa omalta kannaltaan par-
haan mahdollisen tuloksen, joka on toisen osapuolen kannalta huonoin mahdollinen. Jos
ongelman tapauksella on vain yksi ratkaisu, paatyvit algoritmin molemmat versiot luon-
nollisesti siihen.

Tarkastellaan seuraavassa Galen-Shapleyn algoritmin miesversiota, jossa siis miehet
kosivat. Kosijat ovat koko ajan joko vapaita tai varattuja. Kosintojen vastaanottajat (tés-
sé tapauksessa naiset) ovat vapaita ensimmaéiseen kosintaan saakka; sen jilkeen he ovat
varattuja, mutta mahdollisesti eri aikoina eri miehelle. Huomaa, ettd algoritmissa ei mi-
tadn ole mainintaan siitd, missé jirjestyksessid miehet kosivat. Voidaan todistaa (vaikka
tassd todistus sivuutetaan), ettd kosintojen jérjestykselld ei ole merkitystd lopputuloksen
kannalta.

(1) Aluksi kaikki miehet ja naiset ovat vapaita.

(2) Vapaat miehet kosivat naisia (vapaita ja varattuja) listansa mukaisessa jarjestykses-
sa.

(3) Vapaa nainen suostuu aina kosintaan; molemmista tulee tdmén jilkeen varattuja.

(4) Varattu nainen vertailee kosijaa ja nykyisti partneriaan ja ottaa sen, josta pitdd
enemman.

(5) Jos varattu nainen pitéi kosijasta enemmén, tulee téstd varattu ja entisestd part-
nerista vapaa.

(6) Kosintoja jatketaan, kunnes kaikki miehet ovat varattuja.

Kuva 6.16: Galen-Shapleyn algoritmin miesversio.

Algoritmin pysdhtyminen kaikilla syotteilld on helppo osoittaa. Algoritmin pysahty-
misehtona on se, ettd jiljelld ei ole vapaita miehid. Oletetaan, ettd olisi mies, jonka lis-
tan viimeinenkin nainen hylkiisi kyseisen miehen. Téméa on mahdollista vain silloin, kun
listan kaikilla naisilla on jo partneri. Kun naisia ja miehid on yhtd monta, ei tdméa ole
mahdollista. Algoritmin pysdhtymisehto tulee siis aina voimaan.

Samoin on helppo todistaa, ettd tuloksena on aina vakaa pariutus. Algoritmi voi py-
sidhtyé vain silloin, kun tuloksena on pariutus. Oletetaan nyt, ettd mies m pitdd enemmén
naisesta w kuin saadun pariutuksen M mukaisesta partneristaan py;(m). Algoritmin toi-
mintaperiaatteesta seuraa, ettd nainen w on algoritmin suorituksen aikana kieltaytynyt
miehen m kosinnasta. Nainen w siis pitdd enemmén partneristaan pys(w) kuin miehesté
m. Algoritmin tulokseksi saadussa pariutuksessa ei siis voi olla suhteita, joten se on vakaa.

Esimerkki 6.6 Sovelletaan Galen-Shapleyn algoritmin miesversiota taulukon 6.2 listoi-
hin.

Téassd esimerkissd kosintajérjestys on sellainen, ettd numeroltaan pienin vapaa mies
kosii. Aluksi siis mies 1 kosii suosikkiaan, ja muodostuu pari (1,4). Seuraavaksi mies 2
kosii naista 2, ja tuloksena on pari (2,2). Mieluisin nainen miehelle 3 on nainen 2, joka
on jo varattu. Nyt nainen 2 vertailee uutta kosijaa (mies 3) ja nykyista partneriaan (mies

92



miesl |4 1 2 3 nainenl |4 1 3 2
mies2 |2 3 1 4 nainen2 |1 3 2 4
mies3 |2 4 3 1 nainen 3 |1 2 3 4
mies4 |3 1 4 2 nainen4 |4 1 3 2

Taulukko 6.2: Vakaat avioliitot -ongelman esimerkkitapaus.

2). Koska nainen 2 pitdd enemmén miehestd 3, purkautuu pari (2,2) ja syntyy uusi pari
(3,2). Samalla mies 2 tulee uudelleen vapaaksi ja kosii listansa toista naista (nainen 3).
Tuloksena on pari (2,3).

Viimeisend kosii mies 4, jonka listan kiirjessd on nainen 3, joka on jo varattu. Nainen
3 vertailee miehid 2 ja 4, joista mies 2 on mieluisampi. Téten mies 4 pysyy vapaana. Mies
4 kosii listassaan toisena olevaa naista, ja muodostuu pari (4,1).

Nyt kaikki miehet ovat varattuja ja algoritmin toiminta paéttyy. Tuloksena on vakaa
pariutus {(1,4),(2,3),(3,2),(4,1)}.

O

Annetulla vakaat avioliitot -ongelman tapauksella voi olla lukuisia ratkaisuja eli va-
kaita pariutuksia. Niistd kaksi on aina erikoisasemassa: miesoptimaalinen ratkaisu, joka
saadaan Galen-Shapleyn algoritmin miesversiolla (miehet kosivat), ja naisoptimaalinen
ratkaisu, joka saadaan algoritmin naisversiolla (naiset kosivat). Miesoptimaalisessa rat-
kaisussa jokaisella miehelld on paras mahdollinen partneri kaikkien vakaiden pariutusten
suhteen ja jokaisella naisella on huonoin mahdollinen partneri kaikkien vakaiden pariu-
tusten suhteen. Naisoptimaalinen versio puolestaan antaa naisille mahdollisimman mie-
luisat partnerit. Vakaat avioliitot -ongelman tapaukseen liittyvit ratkaisut muodostavat
hilan, jonka suurin alkio on miesoptimaalinen ratkaisu ja pienin alkio on naisoptimaalinen
ratkaisu. Ratkaisusta toiseen padstddn tietynlaisella "rotaatiolla", jonka tarkempi muoto
téssa kuitenkin sivuutetaan.

Vakaat avioliitot -ongelmaa voidaan yleistdd monella tavalla. Voidaan esimerkiksi sal-
lia, ettd henkil6t voivat jattda epamiellyttavind pitdmidan henkil6itd kokonaan pois lis-
toistaan. Toinen yksinkertainen tapa ongelman yleistdmiseksi on sallia, ettd henkil6t saa-
vat ilmoittaa pitdvinsa joistain henkilGistd tdsmélleen yhta paljon. Voidaan myos tutkia,
miten joidenkin henkil6iden liittoutuminen tai valehteleminen (todellisten prefenssien sa-
laaminen) muuttaa tilannetta.

Vakaat kumppanit (stable roommates) -ongelmassa tarkastellaan kooltaan parillista
joukkoa ihmisid, jotka kaikki jarjestdvat kaikki muut henkilot suosituimmuusjarjestyk-
seen. Pariutus jakaa taas joukon alkiot alkiovieraisiin pareihin. Nyt parit kuitenkin ovat
jarjestdmattomid, ja niitd merkitddn muodossa {z,y}. Samoin kuin edelld sanotaan, etté
pariutus on epévakaa, jos on olemassa sellaiset henkilot, jotka pitdvit toisistaan enem-
man kuin pariutuksen heille maaraamésta partnerista. Jos téllaisia henkil6ita ei ole, niin
pariutus on vakaa.

Vakaat kumppanit -ongelman tapauksella ei vilttamétta ole ratkaisua. Tdméa huoma-
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taan tarkastelemalla taulukon 6.3 tilannetta.

3
1
2
1

= W N
N = W N
W B B

Taulukko 6.3: Vakaat kumppanit -ongelman tapaus, jolla ei ole ratkaisua.

Taulukon 6.3 tilanteessa henkilolle 4 ei 16ydy kumppania. Mahdolliset parit, joissa
henkil6 4 on mukana, ovat {1,4}, {2,4} ja {3,4}. Suhteet {1,2}, {2,3} ja {3, 1} osoittavat
vastaavat pariutukset epédvakaiksi. Taulukon 6.3 tilanteessa kannattaa vield huomata, etté
tapauksella ei ole ratkaisua, olipa henkilon 4 listan jarjestys mikd tahansa.

Sen lisdksi, ettd vakaat kumppanit -ongelman yhteydessid voidaan tutkia samanlaisia
ongelmia kuin vakaat avioliitot -ongelman yhteydessd, voidaan lisdksi tutkia ratkaisu-
jen olemassaolokysymyksié ja esimerkiksi sitd, miten 16ytyy mahdollisimman suuri vakaa
osapariutus.
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Luku 7

Tiedon tiivistamisesta

Tiedon tiivistamisen tarkeimmét tavoitteet ovat tallennustilan sddstdminen ja tiedonsiir-
tokustannusten pienentdminen. Tiivistettdva tieto koodataan lyhempéian muotoon koo-
dausmenetelméd (tiivistimismenetelméi) kiyttéden. Tiivistetty informaatio voidaan vas-
taavasti tulkita eli dekoodata alkuperiiseen muotoonsa. Mikili tulkinta palauttaa infor-
maation tdsmailleen alkuperdiseen muotoonsa, niin sanotaan, ettd kiytetty koodausme-
netelmé on sdilyttavi (lossless). Jos informaatiota katoaa, sanotaan koodausmenetelmén
olevan hukkaava (lossy). Hukkaavia koodausmenetelmié kiytetddn esimerkiksi kuva- ja
adni-informaatiota tiivistettdessi. Koska téallaisessa informaatiossa voi olla paljon sellais-
ta, jota ihmisaistit eivit kuitenkaan pysty erottamaan, voidaan koodausmenetelmien yh-
teydessa tillaista informaatiota karsia. Téassa luvussa keskitytdan pelkistddn tekstimuo-
toisen tiedon tiivistdmiseen sailyttavilla menetelmilla.

Tiivistettavaa informaatiota kutsutaan téassi tekstiksi. Teksti jakautuu sanoiksi. Sanal-
la tarkoitetaan tissi sellaista tekstin peridkkaisistd biteistd muodostuvaa kokonaisuutta,
jota kiytetty koodausmenetelmé pitdé tekstin pienimpéné yksikkond. ("Sanalla" ei siis
tassa valttaméttd ole mitdén tekemistd luonnollisen kielen sanojen kanssa.) Koodausmene-
telma voi olla sellainen, ettd sanat maaraytyvit vasta koodauksen aikana ja ne voivat jopa
vaihdella tekstin siséllon mukaan. Kiintedsanaisissa (defined-word) koodausmenetelmissi
mahdollisten sanojen joukko on kuitenkin tiedossa jo ennen koodauksen aloittamista.

Tiivistettyéd informaatiota kutsutaan koodiksi; se jakautuu koodisanoiksi. Myos koo-
disanojen pituus voi joissain koodausmenetelmissi vaihdella. Koodisanojen on kuitenkin
oltava yksiselitteisesti tulkittavissa (eli dekoodattavissa). Tama vaatimus on téytetty, jos
koodisanojen joukolla on prefix-ominaisuus. Tama tarkoittaa sitd, ettd mikddn koodisana
ei saa olla toisen koodisanan etuosa.

7.1. Entropia

Oletetaan, etté jokin ldhde tuottaa lihdeaakkoston {si, s, ..., s;} merkkejd yksi kerral-
laan. Oletetaan liséksi, ettd merkkien tuottamistodennékoisyydet ovat toisistaan riippu-
mattomat ja ettd merkin s; todennékoisyys esiintyd lahteen tuottamassa merkkivirras-
sa seuraavana merkkind on p;. Mikéli oletus todennakoéisyyksien riippumattomuudesta
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on voimassa, sanotaan ldhteen olevan ensimmadistid astetta. Mahdollisuus tiivistdi en-
simmaistd astetta olevan ldhteen tuottamaa merkkivirtaa riippuu ainoastaan merkkien
todennikoisyysjakautumasta, joka mairdd merkkien keskimadéraisen informaatiosisallon.
Tarkastellaan esimerkkin kolmea lahdetyyppia: vakiolahdettd, satunnaislahdetta ja vinoa
lahdettd. Vakioldhteen ldhdeaakkoston jollakin merkilld s; on ominaisuus p; = 1. Télloin
tietenkin kaikilla muilla merkeilld s;, 7 # 7, on oltava p; = 0. Vakioldhteen merkkivirta
muodostuu siis yhden ainoan merkin esiintymistd. Satunnaislahteen merkkiaakkoston kai-
killa merkeilld s; on ominaisuus p; = 1/k. Vinon ldhteen merkkiaakkoston jollakin merkilla
s; on ominaisuus p; = 1/2 ja kaikilla muilla merkeilld p;, j # 4, on p; = 1/(2(k — 1))

Tarkastellaan nyt esimerkkildhteiden tuottamien merkkivirtojen informaatiosisiltoa
ja merkkien koodaamiseen tarvittavaa bittien médrda. Vakioldhteen tapauksessa ei in-
formaatiota ole lainkaan, eikd sen koodaamiseen siis tarvita yhtdin bittid. Satunnaisldh-
teen merkkivirralla puolestaan on korkea informaatiosisialté. Tamé voidaan sanoa myos
niin, ettd seuraavaksi tulevaa merkkid ei voida ennustaa. Yhden merkin koodaamiseen
tarvitaan [log k] bittid. Vinon lidhteen merkkien informaatiosisilté on kahden edellisen
tapauksen vililtd. Vinon ldhteen tuottamat merkit kannattaa koodata niin, ettd se merk-
ki s;, jolla p; = 1/2, koodataan nollaksi. Muita merkkeja vastaavissa koodisanoissa on
alussa ykkonen ja sen jilkeen [log(k —1)] muuta bittid. Bittejd tarvitaan siis keskimé&érin
1+ [log(k —1)]/2. Huomataan, ettd mitd "vakioisempi" ldhde on, sitd vihemmdn bitteja
tarvitaan. Juuri tidtd ominaisuutta kuvaa ldhteen entropia. Informaatioldhteen entropian
késitteen on kehittdnyt Shannon 1940-luvulla.

Edelld olleita merkintoja kiyttden ensimmaisté astetta olevan ldhteen entropiaksi H

maaritellaan
k

H = Zpi log,.(1/pi)-
i=1
Logaritmin kantaluku r on sama kuin koodauksessa kiytetyn aakkoston koko eli yleensa
r = 2. Vakioldhteen entropia on 0, satunnaisléhteen entropia on logk ja vinon ldhteen
entropia on & 10g2+2Z 1 ST 7 log(2(k—1)) = 3+ (k- 1)%@1)1) =1+i4+1log(k—1) =
1+ $log(k —1).

Lfihteen entropia maardd "informaatioteoreettisen alarajan" koodauksessa tarvitta-
vien bittien mééarélle. Sitd parempaan tulokseen ei mikddn koodausmenetelmé voi padsté.
Kaytannossd ensimméisti astetta olevat ldhteet ovat kuitenkin varsin harvinaisia. Esi-
merkiksi luonnollisessa kielessd eivit sanat ja merkit ole suinkaan toisistaan riippumat-
tomia. Jos suomenkielisesséd tekstissd on merkit '"HEVONE’, niin seuraava merkki melko
todennékoisesti on 'N’!

Koodauksen hyvyytta voidaan mitata redundanssin avulla. Redundanssi lasketaan ero-

tuksena
k

k
1
ZP(Gz‘)lz‘ - izlp(ai) log ]m,

=1

kun p(a;) on sanan a; esiintymistodennikéisyys ja [; vastaavan koodisanan pituus. Re-
dundanssi lasketaan siis keskiméaraisen koodisanan pituuden ja entropian erotuksena.
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Toinen tavanomainen tapa mitata koodauksen hyvyytta on laskea tiivistyssuhde eli se,
montako prosenttia koodisanojen esittdmiseen tarvittava bittimaédrd on tekstin esittdmi-
seen tarvittavasta bittimadrasta.

7.2. Staattiset koodausmenetelmat

Staattiset koodausmenetelmit ovat kiintedsanaisia ja sanan koodisana pysyy samana koko
koodauksen ajan. Yleinen periaate on, ettd usein esiintyville sanoille kannattaa varata ly-
hyet koodisanat. Kun staattisissa koodausmenetelmissa koodisanat pysyvit samoina, olisi
jo koodauksen alkaessa tiedettiva tekstissi esiintyvien sanojen frekvenssit. Jotta staat-
tinen menetelmé voisi olla tehokas, on sen siis kiytava teksti kahteen kertaan lapi. En-
simmiiselld kerralla selvitetdin sanojen frekvenssit ja toisella kerralla liitetdén sanoihin
sopivat koodisanat. Dynaamiset koodausmenetelméat puolestaan ovat sellaisia, etté tiivis-
tettdvien sanojen ja koodisanojen vilinen kuvaus voi muuttua koodausprosessin kestées-
si. Dynaamiset menetelmét pystyviat mukautumaan tekstin sanojen esiintymistiheyksien
muutoksiin, ja ne kiyvéit tekstin ldpi vain yhden kerran.

Perinteinen staattinen koodausmenetelmé on Huffmanin koodaus. Huffmanin koodaus-
ta varten on aluksi selvitettivi sanojen esiintymisfrekvenssit tekstissd ja jirjestettavi sa-
nat esiintymisfrekvenssien maidraamaén jarjestykseen. Koodisanojen méaaraamiseksi muo-
dostetaan binaaripuu, jonka lehtind koodattavat sanat ovat. Lehtisolmujen painoksi ote-
taan vastaava frekvenssi ja koko puun painoksi siiné olevien lehtien painojen summa. Al-
kutilanteessa jokainen sana muodostaa oman puunsa. Puita ruvetaan yhdistdméan niin,
ettd painoltaan kaksi pienintd puuta yhdistetdin yhdeksi puuksi luomalla sille uusi juuri,
jonka kahdeksi alipuuksi yhdistettavat puut tulevat. Uuden puun paino on yhdistettyjen
puiden painojen summa. Yhdistdmisid jatketaan kunnes kaikki sanat ovat samassa puus-
sa. Koodisanat maariatdan nyt juuresta lehtiin kulkevien polkujen perusteella. Jokainen
lapikdyty vasen haara tuo koodisanaan nollan ja oikea haara ykkosen. Huomaa, ettd puu
muodostettiin ahneella algoritmilla.

Aritmeettisessa koodauksessa teksti esitetddn sopivana reaalilukuvéilind. Nytkin on
tunnettava koodattavien sanojen esiintymistodennikoisyydet. Koodauksen alkaessa on
kiytossd lukuvili [0...1). Kaytossd oleva lukuvili kapenee koodattujen sanojen esiinty-
mistodennékoisyyksien suhteessa. Kun vili kapenee, tarvitaan sen maarittelemiseen enem-
mén bittejd. Usein esiintyvit sanat kaventavat vilid vihemmén kuin harvoin esiintyvét
sanat. Yleisten sanojen koodaamiseen tarvitaan siis vihemmén bitteja kuin harvinaisten
sanojen koodaamiseen.

Tarkastellaan esimerkkiné tilannetta, jossa sanojen joukko on {a,e, i,0,u,!} ja vas-
taavat esiintymistodennikdisyydet ovat p(a) = 0.2, p(e) = 0.3, p(i) = 0.1, p(o) = 0.2,
p(u) = 0.1 ja p(!) = 0.1. Esiintymistodennékoisyydet mééradviat sanoihin liittyvit luku-
valit kuvassa 7.1 esitetylld tavalla.

Jos esimerkiksi tekstin ensimméinen sana on e, niin alkuperéinen lukuvéli [0...1) su-
pistuu valiksi [0.2...0.5). Jos seuraava sana on a, niin tdmé vili puolestaan supistuu
véliksi [0.2...0.26). Kolmas sana i supistaa tdméan vélin viliksi [0.23...0.236) ja toinen
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Kuva 7.1: Esimerkkiin liittyvat lukuvélit.

i-sana edelleen véliksi [0.233...0.2336). Jokaisen tekstin on padtyttévi erityiseen lopetus-
merkkiin (tdssad !). Tama maarad lopulliseksi véliksi vélin [0.23354...02336). Koodatun
tekstin eaii! koodisanaksi kelpaa nyt mikd tahansa reaaliluku talta véaliltd. Dekoodatessa
on tunnettava kidytossa ollut sanajoukko ja sanojen esiintymistodennéikdéisyydet. Dekoo-
daus sujuu samaan tapaan kuin koodauskin.

Seka Huffmanin koodauksesta etta aritmeettisesta koodauksesta on olemassa myos dy-
naaminen versio. Talloin koodauksen perusteena oleva rakenne (Huffmanin koodauksessa
binaaripuu ja aritmeettisessa koodauksessa villin jakosuhde) muuttuu tekstin edetessi.
Molempien menetelmien yksityiskohdat sivuutetaan.

7.3. Universaalit koodit ja menetelmat

Universaalikoodaus on staattinen koodausmenetelmé, jossa ei tarvitse tietdd koodatta-
vien sanojen tarkkoja esiintymistodennakoisyyksia. Riittad, ettd ndmé todenndkoisyydet
osataan jarjestdd laskevaan suuruusjirjestykseen. Sanat jarjestetddn vastaavien todenné-
koisyyksien madradmaan jarjestykseen. Kaikkein yleisimmélle sanalle annetaan koodisa-
naksi ykkonen, seuraavaksi yleisimmélle kakkonen ja niin edelleen. Ongelmaksi tulee nyt
koodisanoina kiytettyjen kokonaislukujen binaariesitysten erottaminen toisistaan. Tassa
voidaan kiyttad esimerkiksi Eliasin koodeja v ja 9.
Universaalikoodauksen tuottamien koodisanojen keskipituudelle A on voimassa

A S 61H+CQ,

kun ¢y ja ¢y ovat vakioita ja H tarkoittaa tekstin entropiaa. Koodaus on asymptoottisesti
optimaalinen, kun keskiméaérédinen sanapituus ldhestyy entropiaa. Universaalikoodaus on
siis asymptoottisesti optimaalinen, kun ¢; = 1.

Luvun z Eliasin 7-koodi muodostetaan niin, ettd koodisanan alkuun pannaan |log x|
kappaletta nollia ja sen jilkeen koodattava sana x binaarisena. Jos esimerkiksi x = 2, niin
koodisanaksi saadaan 010, ja kun x = 16, saadaan koodisana 000010000. Eliasin y-koodin
koodisanan pituus on 2|logz| + 1.

Eliasin d-koodi muodostetaan siten, ettd koodisanan alkuun pannaan ’y(Llog x| +1)
ja sen jilkeen koodattava sana x binaarisena ilman ensimmaistd ykkostd. Jos x = 2, niin
koodisanaksi saadaan 0100, ja kun z = 16, saadaan koodisana 001010000. Eliasin -koodin
koodisanan pituus on 2 [ log (Llog x| +1)J +1+|log z]. Eliasin J-koodi on asymptoottisesti
optimaalinen.
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7.4. Lempelin-Zivin koodaus

Esimerkkind dynaamisesta koodauksesta tarkastellaan Lempelin-Zivin koodausta. Siinéd
tekstin sanajoukkoa ei ole kiinnitetty etukiteen, vaan sanat maédriytyvit koodauksen ai-
kana, jolloin tekstin perdkkaisistd merkeistd muodostetaan uusia sanoja. Muodostettavien
sanojen pituudella on kuitenkin yldraja; samalla tulee maarattya koodisanojen lukuméa-
rille ylaraja. Oletetaan, ettd tiivistysmenetelmd on jo loytanyt tekstistd sanan z, jonka
se on tallentanut symbolitauluunsa. Jos tekstistd myohemmin 16ytyy merkkijono xa, niin
se otetaan myos sanaksi (olettaen, ettei sananpituuden ylérajaa ole ylitetty). Koodisanat
ovat talloin muotoa (i, a), kun ¢ on aikaisemman sanan indeksi symbolitaulussa ja a on se
merkki, joka lisdidmaélla saatiin muodostettua uusi sana.

Tarkastellaan esimerkkind tekstid abacababbacadda. Kaksi ensimmaéistd koodisanaa
ovat (0,a) ja (0,b). Taméan jalkeen tekstista 1oytyy aikaisempi sana a. Yhdesséd seuraavan
merkin ¢ kanssa siitd muodostuu uusi sana ac, ja sitd vastaava koodisana on (1, ¢). Samoin
muodostetaan sana ab ja sitd vastaava koodisana (1,b). Téssa vaiheessa symbolitaulus-
sa on sanat a, b, ac ja ab téssi jarjestyksessd. Seuraavaksi tunnetusta sanasta ab ja sitd
tekstissd seuraavasta merkistd b muodostetaan uusi sana abb. Sitd vastaava koodisana on
(4,b). Lopuksi 16ydetéén vield uudet sanat aca, d ja da. Niitd vastaavat koodisanat ovat
(3,a), (0,d) ja (7,a). Symbolitaulussa on lopuksi sanat a, b, ac, ab, abb, aca, d ja da téssi
jarjestyksessa.

Lempelin-Zivin koodaus toimii melko huonosti lyhyiden tekstien tapauksessa, silla koo-
dauksen alkuvaiheessa joudutaan tuhlaamaan lyhyille sanoille pitkid koodisanoja.

Lempelin-Zivin koodauksella on lukemattomia toteutusteknisié variaatioita. UNIXin
compress-kisky perustuu juuri Lempelin-Zivin menetelmdén. Sen tiivistyssuhteeksi mai-
nitaan yleensd 50 — 60%. Koodausmenetelmien tiivistyssuhteet vaihtelevat kuitenkin huo-
mattavasti syotetekstien koosta ja muodosta riippuen.

7.5. Mukautuviin listoihin perustuva koodausmenetel-

ma

Tamaéan luvun lopuksi tarkastellaan luvussa 2 tutkittuihin listan késittelyheuristiikkoihin
perustuvaa koodausmenetelmai. Luvussa 2 huomattiin move-to-front -heuristiikka tietys-
sd mielessd parhaaksi tavaksi yllapitda listaa; tdssd kohdassa tarkastellaan tdméan vuoksi
juuri sithen perustuvaa koodausmenetelméi. Move-to-front -heuristiikka mukautuu no-
peasti syotetekstin sanojen frekvenssimuutoksiin. Lokaalisti usein esiintyvit sanat ovat
yleensé lahelld listan alkua. Sanojen koodisanoina kannattaa tidten kdyttdd niiden etéi-
syytta listan alusta.

Tekstin koodaus ja dekoodaus voidaan esittdd sihkdsanomaviestien lihettdmisend ja
vastaanottamisena: ldhettéji (koodaaja) ldhettdd sdhkosanomia vastaanottajalle (dekoo-
daaja). Molemmat osapuolet ylldpitivit samanlaista listaa move-to-front -heuristiikalla.
Listoihin tallennetaan tekstisti 10ytyneet sanat. Mikéili tekstissa tulee vastaan sana, jota
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vield ei ole listoissa, ldhetddn ensin tieto siitéd, ettd on tulossa uusi sana, ja sen jilkeen
uusi sana sellaisenaan. Uuden sanan merkkind voidaan kiyttaé listaindeksid 0. Muutoin
riittdd lahettdd pelkkd sanan listaindeksi. Sanan etsimiseen listasta liittyy aina etsityn
sanan siirtdminen listan alkuun kdytetyn heuristiikan mukaisesti. Samoin uudet sanat
lisdtdaan listan alkuun.

Listaheuristiikkoja kiyttavid koodausmenetelmié sovelletaan ldhinna luonnollista kiel-
td sisaltavien tiedostojen ja ohjelmatiedostojen tiivistdmiseen. Talloin tiivistettava teksti
voidaan jakaa sanoiksi luonnollisen kielen tai ohjelmointikielen tavanomaisten sddntojen
mukaisesti. Sanojen erottimina ovat siis vélilyonti, piste, puolipiste jne.

Tarkastellaan esimerkkiné pelkisté isoista kirjaimista (ja vililyonneistd) muodostuvaa
tekstida. Vililyonnit jakavat tekstin sanoiksi. Olkoon tekstind "THE CAR ON THE LEFT
HIT THE CAR I LEFT’. Kolme ensimméistd sanaa ovat uusia, joten niitd vastaavat
koodisanat ovat '0 THE’, '0 CAR’ ja ’0 ON’. Tamén jalkeen listan sisdltonid ovat sanat
ON CAR THE téassa jarjestyksessd. Tekstin seuraava sana on ensimméinen, joka 16ytyy
listasta. Sitd vastaava koodisana on 3, ja lista muuttuu muotoon THE ON CAR. Seuraavat
sanat LEFT ja HIT ovat uusia, ja ne lisdtdan listan alkuun. Seuraavia sanoja THE ja CAR
vastaavat koodisanat ovat 3 ja 5. Kokonaisuudessaan esimerkkitekstii vastaava koodi on

0 THEO CAROON3OLEFTOHIT35015e.

Huomaa, ettd koodi paéttyy loppumerkkiin e.
Koodaus- ja dekoodausalgoritmien tehokas toteuttaminen edellyttdd operaatioiden

position(w): palauta sanan w listaindeksi ja
word(p): palauta sana, jonka listaindeksi on p

toteuttamista tehokkaammin kuin suoraviivaisesti lapikdymalla listoja niiden alusta.

Move-to-front -heuristiikkaan perustuvaa koodausmenetelméi voidaan parametroida
esimerkiksi listan pituutta rajoittamalla. Jos listan sallitaan kasvaa rajattomasti, tulevat
jotkut listaindekseind esitetyt koodisanat pitkiksi. Tehokkaampaa voi télldin olla sanojen
koodaaminen uusien sanojen tapaan.
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Luku 8

Satunnaistetuista algoritmeista

Satunnaistetuissa algoritmeissa on muotoa
x := joku arvo joukosta {1,2,... k}

olevia kiskyja. Satunnaistetut algoritmit ovat siis epadeterministisié (vrt. luku 2). Aidon
satunnaisuuden aikaansaaminen tietokoneella ei ole ongelmatonta, mutta tissi yhteydessa
oletetaan, ettd kiytossd on riittdvian hyvid satunnaislukugeneraattoreita. Satunnaistetul-
le algoritmille on tyypillistd, ettd se voi eri ajokerroilla tuottaa samoista syotteistd eri
tuloksia.

Kun eri ajokerroilla algoritmi yleensd tuottaa erilaisia tuloksia ja my6s algoritmin
ajoaika vaihtelee samoilla syotteilld tehtyjen satunnaisten valintojen perusteella, voidaan
puhua satunnaistetun algoritmin aikavaatimuksen odotusarvosta. Tamaé késite liittyy siis
algoritmin toimintaan samalla syGtteelld (ongelman samaa tapausta ratkotaan uudelleen
ja uudelleen). Sita ei pidé sekoittaa deterministisen algoritmin keskiméadriisen tapauksen
aikavaatimukseen, jossa tarkastellaan algoritmin aikavaatimuksen kayttaytymisté kaikilla
kysymykseen tulevilla tapauksilla.

Satunnaistettuja algoritmeja voidaan luokitella esimerkiksi seuraavasti:

e Numeerinen satunnaistettu algoritmiratkaisee likimé&araisesti jonkin numeerisen on-
gelman.

e Monte Carlo -algoritmi voi tuottaa vdédrdn tuloksen pienelld todennékoisyydelld,
mutta on yleensd determinististd algoritmia nopeampi.

e Las Vegas -algoritmi ei tuota koskaan vaaraa tulosta ja on keskiméarin nopea, mutta
ei vilttamatta 16yda ratkaisua ollenkaan.

e Sherwood-algoritmi tuottaa aina oikean ratkaisun. Sherwood-algoritmeja kiytetdin
nopeuttamaan hankalien tapausten késittelyéd, kun deterministinen algoritmi toimii
huomattavasti nopeammin keskim&irin kuin pahimmassa tapauksessa.

Numeerisista satunnaistetuista algoritmeista esitetdan vain yksi esimerkki. Siiné kéyte-
taan merkintdi uniform(a, b) vélilta [a, b) olevasta satunnaisluvusta.
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Esimerkki 8.1 (Numeerinen integrointi). Lasketaan funktion f(z) integraali vililla [0, 1],
kun 0 < f(z) <1, kuvan 8.1 algoritmilla.

Function hitormiss(f,n)
(1) k:=0
(2) for i :=1to n do
(3) x := uniform(0, 1)

(4) y := uniform(0, 1)

(5) if y < f(z) then k:=k+1
(6) od

(7)

7) return k/n

Kuva 8.1: Satunnaistettu integrointi.

Kuvan 8.1 satunnaistetulla integroinnilla on kiytdnnon merkitysta vain moniulotteises-
sa integroinnissa. Tavallisessa integroinnissa saadaaan yleensd parempi likiarvo helpom-
min jollain deterministiselld menetelmélld. Kuitenkaan mikdén deterministinen menetel-
mé ei toimi hyvin kaikilla mahdollisilla funktioilla, kun taas satunnaistettu integrointi
toimii aina.

O

8.1. Sherwood-algoritmit

Olkoon A deterministinen algoritmi, jolla Thye ja Tiax (keskimédriisen ja pahimman ta-
pauksen aikavaatimukset) ovat eri kertaluokkaa. Merkitééin ¢4 (x):1la tapauksen x ratkai-
semiseen tarvittavaa aikaa ja X,,:114 n:n kokoisten tapausten joukkoa. Olettaen, ettd jo-
kainen x € X,, on yhtd todennikoinen, A:n kiyttdmé keskimiaridinen aika n:n kokoisella
tapauksella on
ta(n) = Y ta(@)/|Xal-
z€Xn

(Merkinta | X| tarkoittaa joukon X kokoa.) Algoritmin A ominaisuuksista seuraa, etti
on olemassa tapaus y € X, jolle ta(y) > ta(n). Tavoitteena on muodostaa sellainen
satunnaistettu algoritmi B, ettd tp(z) = t4(n) + s(n) jokaiselle z € X,,, kun tz(z) on al-
goritmin B tarvitsema aika x:n ratkaisemiseen ja s(n) kustannusten tasauksen aiheuttama
lisikustannus.

Algoritmi B voi joskus viedd enemmén aikaa kuin ¢4(n) + s(n), mutta tdmé riippuu
vain B:n tekemistd satunnaisista valinnoista eikéi tapauksesta x. Nyt tg(n) = ta(n)+s(n),
joten B on keskimédrin s(n):n verran hitaampi kuin A.

Esimerkki 8.2 Jokainen lajittelualgoritmi, joka toimii keskim#érin paremmin kuin pa-
himmassa tapauksessa (esim. pikalajittelu), voidaan helposti muuntaa Sherwood-algoritmiksi

sekoittamalla lajiteltava aineisto riittavalla maaralld satunnaisia vaihtoja ennen lajittelua.
OJ
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Esimerkki 8.3 Tarkastellaan linkitettyja jirjestettyji listoja, joissa next-indekseji seu-
raamalla l6ydetddn listan alkiot suuruusjirjestyksessd kunnes next-indeksin arvo 0 il-
moittaa listan loppuneen (ks. alla olevaa taulukkoa). Pienin alkio on val(head) eli tdssi
tapauksessa val(head) = 1, silld head osoittaa neljittéd alkiota (ks. kuva 8.2).

i |1 2 345 67
val(i) [2 3 13 1 5 21 8
next(d) |2 5 6 1 7 0 3

Kuva 8.2: Jarjestetty lista.

Tehtavané on etsid alkio x listasta, jossa on n alkiota. Oletaan, ettd x todella esiintyy lis-
tassa ja ettd kukin alkio esiintyy listassa vain kerran. Jokainen deterministinen algoritmi
vie pahimmassa tapauksessa ajan O(n). Listan lapikdynnissi tarvitaan kuvan 8.3 funktio-
ta. Keskiméaariisessa tapauksessa deterministinen algoritmi saadaan toimimaan kuitenkin

ajassa O(y/n) (ks. kuva 8.4).

Function search(z, )
(1) while z > val(i) do ¢ := next(i) od
(2) return ¢

Kuva 8.3: Search.

Function D(x)
¢ := head

max := val(7)

N =

3) for j:=1to [\/n] do
4 y = val(y)
if max < y < x then
6 1:=7]
7 max =y
8 end

Ne)

od
return search(zx,1)

=~ o~ o~~~ —~ o~ —~ —
o ot
ol D222

—

Kuva 8.4: D.

Kuvan 8.4 algoritmi voidaan satunnaistaa. Tulokseksi saadaan algoritmi, joka toimii
keskimé&érin ajassa O(y/n) riippumatta alkiosta x ja listan tallennusjirjestyksestd (mer-
kitdan uniform(a . ..b):lla satunnaista kokonaislukua vélilta [a, b]) (ks. kuva 8.5). O

Esimerkki 8.4 (Universaali hajautus). Oletetaan, ettd kiytossé on kiinted hajautusfunk-
tio. Vaikka hajautusfunktio toimisi keskimaaréisessa tapauksessa hyvin, voidaan muodos-
taa syotteitd, jotka kiinted hajautusfunktio "hajauttaa" samaan osoitteeseen. Sherwood-
tyyppinen ratkaisu tdhén ongelmaan on tasoittaa hajautuksen hyvyys eri syotteilla. Taméa
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Function S(x)

=)

od
return search(z, 1)

—~

(1) i:= head
(2) max := val(7)
(3) for k:=1to |/n] do
(4) j := uniform(1...n)
(5) y = val(j)
(6) if max < y < x then
(7) Q=
(8) max :=y
9) end
10)
)

—~
—_
—_

Kuva 8.5: Satunnaistettu etsinti listasta.

on mahdollista, kun luovutaan kiintedstd hajautusfunktiosta, ja sen sijaan kiytetiddn ha-
jautusfunktioiden kokoelmaa, josta hajautusfunktio satunnaisesti valitaan. Nain hajautus
tulee riippumattomaksi syGtteestd (eli hajautettavasta avainten joukosta).

Olkoon tehtévind hajauttaa avainten joukko U vilille [0, ..., m —1], ja olkoon H jokin
tdmén hajautuksen suorittavien hajautusfunktioiden kokoelma. Kokoelmaa H sanotaan
universaaliksi, jos jokaisella erillisistd joukon U avaimista muodostuvalla parilla (z, y) sel-
laisten hajautusfunktioiden h € H lukumééra, jotka aiheuttavat ndiden avainten suhteen
yhteentérméyksen, on korkeintaan |H|/m, ts.

[{h € H| h(z) = h(y)}| < [H|/m.

Jos siis h valitaan satunnaisesti universaalien hajautusfunktioiden kokoelmasta H, niin
minké tahansa avainparin (z,y) yhteentorméyksen todennéikoisyys on korkeintaan 1/m.
Universaali hajautusfunktioiden kokoelma voidaan muodostaa esimerkiksi seuraavasti:
Olkoon p, p < m, alkuluku, ja olkoot s ja ¢ kokonaislukuja. Maaritelladan funktiot hg; :
U—{0,1,...,m— 1} siénndlld h,,(z) = ((sz +¢) mod p) mod m. Nyt

H = {h,|1<s<p, 0<t<p}

on universaali hajautusfunktioiden kokoelma. 0

8.2. Las Vegas -algoritmit

Vaikka Sherwood-algoritmi on kiyttaytymiseltddn tasapainoisempi kuin deterministinen
algoritmi, josta se johdettiin, se ei kuitenkaan ole alkuperaistd algoritmia nopeampi. Las
Vegas -algoritmi sen sijaan tarjoaa jossain tapauksissa mahdollisuuden nopeuttaa deter-
minististd algoritmia. Toisaalta haittana on se, ettd ratkaisun loytymiseen tarvittavalle
ajalle ei ole ylarajaa. Las Vegas -algoritmi ei edes valttamatta aina 16yda ratkaisua lain-
kaan.
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Las Vegas -algoritmilla on tavallisesti ulostuloparametri success, joka on tosi, jos rat-
kaisu on 16ytynyt. Tyypillinen Las Vegas -algoritmin kutsu tapauksen x ratkaisemiseksi
on muotoa LV (z,y, success), kun y on tulosparametri, johon mahdollinen ratkaisu tal-
lennetaan. Olkoon p(z) ratkaisun l6ytymistodennékoisyys, kun algoritmia sovelletaan ta-
paukseen z. Vaaditaan, ettd p(x) > 0 kaikilla tapauksilla z. Olkoot s(z) ja e(x) suoritus-
aikojen odotusarvot onnistumisen ja epdonnistumisen tapauksessa. Tarkastellaan kuvan
8.6 algoritmia.

Function A(x)
(1)
(2)
(3) until success
(4)

repeat
LV (z,y,success)

return y

Kuva 8.6: Algoritmi A.

Olkoon t(z) algoritmin A suoritusajan odotusarvo. Vilittaméttd silmukan hallintaan
menevistd ajasta saadaan palautuskaava

t(x) = p(z)s(z) + (1 = p(x))(e(x) + t(x)),
josta ratkaisemalla saadaan

1 —p(z)
p(z)

e(x).

Kun tavoitteena on arvon t(x) minimointi, on 16ydettévi sopiva kompromissi arvojen
p(z), s(x) ja e(x) vililla. Ei esimerkiksi ole vélttamattd jarkevad pyrkid kasvattamaan
arvoa p(x), jos se aiheuttaa arvon e(z) kasvamisen.

p S e t
1.00 114.0 114.0
1.00  39.6 39.6

0.88 225 36.7 252
049 135 15.1 29.0
026 10.3 88 35.1
0.16 93 73 46.9
0.14 91 7.0 535
0.13 9.0 7.0 56.0
0.13 9.0 7.0 56.0

O~ O Ot I W N+~ Ol

Kuva 8.7: Kuningatarten sijoittelu shakkilaudalle Las Vegas -algoritmilla.

Esimerkki 8.5 (Kahdeksan kuningattaren ongelma). Tehtévéind on sijoittaa kahdeksan
kuningatarta shakkilaudalle niin, etteivit ne uhkaa toisiaan. Ongelma voidaan ratkaista
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deterministisesti peruutusta kiyttien lapikdymalla eri sijoitusvaihtoehtoja, kunnes vaadit-
tu kuningatarten sijoittelu 16ytyy. Algoritmi voidaan satunnaistaa ja samalla nopeuttaa
sijoittamalla aluksi £, 0 < k£ < 8, kuningatarta laudalle satunnaisesti, ja sen jilkeen sijoit-
taa loput 8 — k£ kuningatarta deterministiselld algoritmilla. Koska kaikkia alkusijoituksia
ei voida tdydentdd koko ongelman ratkaisuksi, on kyseessid Las Vegas -algoritmi. Kuvassa
8.7 on annettu eri km arvoilla onnistumistodennékoisyys (p), tutkittavien asemien lu-
kuméaérin odotusarvo onnistumisen tapauksessa (s), epdonnistumisen tapauksessa (e) ja
néistd edelld esitetylld palautuskaavalla lasketut arvot (¢). Kun & = 0, niin kyseessi on de-
terministinen algoritmi. Huomataan, ettd yhden kuningattaren satunnaisen sijoittamisen
jalkeen loydetdédn aina ratkaisu. U

Esimerkki 8.6 Tarkastellaan identtisten prosessorien rengasta, jossa kaikki prosessorit
ovat yhteydessd kahteen naapuriinsa ja jokaisessa prosessorissa on sama ohjelma ja data.
Prosessorirenkaan hyodyntdmiseksi olisi usein tarkeda valita renkaalle johtaja, joka ja-
kaa tehtidvida muille prosessoreille. Deterministinen, kaikissa prosessoreissa samalla tavalla
toimiva algoritmi ei voi rikkoa renkaan symmetriaa ja 16ytda johtajaa.
Prosessorirenkaan johtaja voidaan 16ytda Las Vegas -tyyppiselld satunnaistetulla al-
goritmilla, jos kullakin prosessorilla on oma satunnaislukugeneraattiorinsa. Jokainen pro-
sessori valitsee satunnaisen kokonaisluvun valiltd 1...n. Ykkosen valinneet prosessorit
lahettavit téstd tiedon muille prosessoreille. Jos mikdan prosessori ei valinnut ykkosta,
toistetaan algoritmi. Jos ykkosen valitsi tasmélleen yksi prosessori, tulee siitd renkaan
johtaja. Jos ykkdsen valitsi useampi kuin yksi prosessori, jatkavat ndmé satunnaislukujen
valintoja, kunnes johtaja on yksikésitteisesti maératty.
O

8.3. Monte Carlo -algoritmit

Monte Carlo -algoritmi voi tuottaa viirdn tuloksen, mutta se loytdd kuitenkin oikean
ratkaisun suurella todennékoéisyydelld riippumatta tapauksesta. Monte Carlo -algoritmi
on p-oikea, jos se antaa oikean ratkaisun vahintddn todennikoisyydella p.

Esimerkki 8.7 Otetaan tehtéviksi selvittdd, onko taulukossa T'[1...n] majoriteettial-
kiota eli alkiota, jonka esiintymi& on enemmén kuin n/2 kappaletta. (Télle ongelmalle on
olemassa tehokas deterministinen algoritmi. Téssa esitettdvit algoritmit siis ainoastaan
havainnollistavat Monte Carlo -algoritmeihin liittyvia késitteit.)

Esitetddn ensin yksinkertainen 1/2-oikea algoritmi Maj (ks. kuva 8.8). Jos joukossa T’
ei ole majoriteettialkiota, Maj(7T') antaa aina oikean vastauksen epétosi. Koska algoritmi ei
aina 16ydéa oikeaa vastausta myonteisessi tapauksessa, sanotaan, ettd se on tosiharhainen
(true-biased).

Virhetodennakoisyyttd 1/2 voidaan pienentdd. Kuvan 8.9 algoritmi perustuu seuraa-
vaan paattelyyn. Jos majoriteettialkiota ei ole, niin jokainen algoritmin Maj kutsu palaut-
taa varmasti arvon epatosi. Néin tekee siis myos Maj2. Jos majoriteettialkio on olemassa,
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Function Maj(T[1...n])

(1) i := uniform(1...n)

(2) @ :=TTi]

3) k:=0

(4) for j:=1to n do

(5) if T[j] = = then k:=k + 1 end
(6) od

(7) return (k > n/2)

Kuva 8.8: Majoriteettialkion etsivd 1/2-oikea Monte Carlo -algoritmi.

palauttaa Maj arvon tosi todenndkdisyydelld p joka on vihintddn 1/2, samoin tekee Maj2
ensimmaiselld kutsulla Maj. Jos ensimmaéinen kutsu palauttaa epitoden (todennékoisyys
tialle on 1 — p), niin toinen kutsu voi vield palauttaa oikean vastauksen tosi todennikdi-
syydella p. Maj2 palauttaa siis oikean vastauksen tosi todennakoisyydella

p+(1—pp=1-(1-p)>3/4

Oikean vastauksen todennékoisyys kasvaa, koska perdkkiiset kutsut ovat toisistaan riip-
pumattomia.

Function Maj2(T)
(1) if Maj(7) then return true end
(2) else return Maj(7")
(3) od

Kuva 8.9: Parannettu versio majoriteettialkiota etsivistda Monte Carlo -algoritmista.

Kuvan 8.9 algoritmin ideaa voidaan yleistdd, ja saadaan algoritmi, joka l6ytd4 majori-
teettialkion ennalta asetetulla virhetodenndkdisyydelld e > 0. Taémaé algoritmi on esitetty
kuvassa 8.10. Sen aikavaatimus on O(nlog(1/¢)). O

Function Maj3(T,¢)

(1) k= [log(1/e)]

(2) for i:=1to k do

(3) if Maj(7T') then return true end
(4) return false

(5) od

Kuva 8.10: Majoriteettialkion etsivd e-oikea Monte Carlo -algoritmi.

Tarkastellaan luonnollisen luvun n jaottomuuden tutkimista. (Onko annettu luku n
alkuluku?) Deterministiselléd algoritmilla jaottomuuden tutkiminen vaatii ajan O(y/n),
silld on tutkittava jakojaannoksid n mod 4, kun ¢ saa arvot 2,...,y/n.
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Kuvassa 8.11 esitetiisin ajassa O(log®n) toimiva (todistus sivuutetaan) Monte Car-
lo -algoritmi MC-prime. Algoritmi perustuu ns. vahva niennéisalkuluku -ominaisuuden
tutkimiseen.

Oletetaan, ettd n on pariton ja n > 3. Olkoot s ja t sellaiset kokonaisluvut, etta
n —1 = 2°¢. Olkoon edelleen a jokin kokonaisluku valiltd [2...n —2]. Jos ¢’ =1 (mod n)
tai jos on olemassa sellainen luku i (0 < i < s), ettd a®* = —1 (mod n), niin 7 on vahva
ndennaisalkuluku kannan a suhteen. Vahvojen ndennéisalkulukujen kiyttd perustuu sii-
hen, ettd alkuluvut ovat vahvoja ndennaisalkulukuja kaikkien kantojen suhteen. Toisaalta
kaikki vahvat ndennéisalkuluvut eivit ole alkulukuja. Téasta syysta kuvassa 8.11 esitettava
algoritmi antaa joskus vadran vastauksen.

Function MC-prime(n)

—_

a :=uniform(2...n — 1)
s:=max{i | (n —1) mod 2" = 0}
t:=(n-—1)/2°

b:=a" modn

- N

N S . e N N e N S

ifb=1o0or b =n — 1 then return true end
for i:=1tos—1do

=~ o~~~ o~~~ —~ —
ot

7 b:=0b> modn

8 if b =1 then return false end

9 if b=n — 1 then return true end
(10) od
(11) return false

Kuva 8.11: MC-prime.

Kun algoritmi antaa vastauksen false, n on aina jaollinen. Kun algoritmi antaa vas-
tauksen true, n on jaoton todennikoisyydelld > 3/4. Algoritmin virhetodenn#koisyys on
siis pienempi kuin 1/4.

Esimerkki 8.8 Jos luvun 289 jaollisuutta tutkittaessa tulisi luvuksi a valittua 158, niin
algoritmi MC-prime hyviksyisi luvun 289 alkuluvuksi vaikka 289 = 172. Todellisuudessa,
289 on siis vain vahva ndennéisalkuluku kannan 158 suhteen. U

Jotta edelld esitetty algoritmi olisi kiyttokelpoinen, on a™ mod n voitava laskea te-
hokkaasti kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla a, m ja n. Kiytetdan merkintaé
(mk7 mg—1,...,My, mO)
luvun m binaariesityksestd (my on merkitsevin bitti). Kuvan 8.12 algoritmi laskee luvut a”

mod n, kun r kasvaa kakkosella kertomisten ja ykkosen lisdysten avulla nollasta m:aén.

Esimerkki 8.9 Lasketaan 7°°° mod 561. Luvun 560 binaariesitys on (1000110000), joten
k =9 ja algoritmin for-silmukka suoritetaan kymmenen kertaa. Alla olevassa taulukossa
on muuttujien 7 ja d arvot kunkin silmukan suorituskerran jilkeen. Tulokseksi saadaan
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Procedure moduloeksponentti (a, m,n)

{(mg, mg_1,...,mq,mg) on luvun m binaariesitys }
r:=0,d:=1

for i := k to 0 by -1 do

(1)

(2)

(3) ri=2r

(4) d:=d*> modn
(5) if mi=1thenr:=r+1,d:=(d*xa) mod n end
(6)
(7)

od
return d

Kuva 8.12: Jakojadnnoksen laskeminen.

9 8 7 6 5 4 3 2 1 0
1 0 0 0 1 1 0 0 0 0
r |1 2 4 8§ 17 35 70 140 280 560
7 49 157 526 160 241 298 166 @ 67 1

7560 2r+1

mod 561 = 1. Algoritmi laskee jakojainnoksisi a?” mod n tai a mod n kunnes

lopuksi lasketaan arvo ™ mod n. U

8.4. Satunnaistettu etsintapuu

Myos sanakirjaongelma voidaan ratkaista satunnaistetusti. Tarkastellaan aluksi ratkai-
sua, josta kiytetddn nimitystd satunnaistettu etsintdpuu. Samaan tapaan kuin pikalajit-
telu toimii keskiméadraisessa tapauksessa tehokkaasti, on my6s satunnaisesti muodostettu
etsintdpuu keskimédriisessi tapauksessa riittdvin tasapainoinen. (Pikalajittelun valinta-
alkiot itse asiassa madradvat etsintdpuun, silld jokaista valinta-alkiota voidaan pitdd oman
alipuunsa juurena, jonka suhteen jaljelld olevat alkiot jaetaan kahteen joukkoon eli juuren
vasemmaksi ja oikeaksi alipuuksi.) Ongelmaksi satunnaisesti muodostetun etsintdpuun
kohdalla tulevat mychemmaét lisdykset ja poistot, jotka useasti muuttavat puun listamai-
seksi, jos puun muotoa ei mitenkdin tasapainoiteta. Lisdysten ja poistojen vaikutus puun
muotoon voidaan eliminoida, kun tavanomaisten avainten (sanakirjajoukon alkioiden) li-
siksi puun jokaiseen solmuun liitetddn prioriteetti. Puu muodostetaan sellaiseksi, etté se
on etsintdpuu avainten suhteen ja kasa prioriteettien suhteen.

Kuvan 8.13 puu on etsintdpuu kirjaintunnusten aakkosjirjestyksen suhteen ja kasa
numeroilla ilmaistujen prioriteettien suhteen. Annetut avaimet ja prioriteetit madradvat
yksikésitteisesti puun muodon, joka siis on riippumaton niisté alkioista, jotka on aikai-
semmin lisdtty puuhun ja my6hemmin sieltd poistettu.

Kun avain lisdtddn puuhun, valitaan siihen liittyva prioriteetti satunnaisesti. Uusi sol-
mu on lisdttdva puuhun seké etsintdpuu- ettd kasaominaisuus siilyttden. Samoin on toi-
mittava solmuja puusta poistettaessa. Molemmat operaatiot voivat vaatia puussa tehtavii
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Kuva 8.13: Satunnaistettu etsintdpuu.

rotaatioita, mutta voidaan todistaa, ettd kutakin lisiys- ja poisto-operaatiota kohti riittaa
keskiméaariisessa tapauksessa kaksi rotaatiota.

Toinen satunnaistettu tapa ratkaista sanakirjaongelma on hyppylista (skip list). Tar-
kastellaan aluksi yhteen suuntaan linkitettya jérjestettyd listaa. Alkion etsimiseksi tésté
rakenteesta on pahimmassa tapauksessa tutkittava koko lista. Ratkaisua voidaan tehostaa
lisiamalla listan joka toiseen alkioon osoitin myos etéisyydelle 2. Nyt riittdd pahimmas-
sakin tapauksessa tutkia noin puolet alkioista. Tama idea voidaan yleistdd ja lisata joka
2¢. alkioon osoitin etiisyydelle 2¢. Niin saadaan listarakenne, joka vastaa tdydellistd tai
melkein tiydellistd binaaripuuta. Ongelmaksi tulee kuitenkin rakenteen yllédpito poisto-
ja lisdlysoperaatioiden suhteen. Hyppylista on listarakenne, jossa on edelld esiteltyjé "yli-
méaaraisia" osoittimia, ja jonka tasapainoa yllipidetdédn satunnaisesti.

Hyppylistan jokaiselle alkiolle on méa&rétty taso, joka ilmoittaa, montako osoitinta al-
kiosta ldhtee. Jokaisen alkion taso on vihintédan yksi. Alkion 7. osoitin osoittaa seuraavaan
alkioon, jonka taso on vihintddn ¢. Kun alkio lisdtddn hyppylistaan, sille maaratéaan taso
satunnaisesti jonkun edeltikésin valitun satunnaisfunktion perusteella. Voidaan kiyttaé
esimerkiksi jakaumaa

P{alkion taso = 1} = 0.5,
P{alkion taso = 2} = 0.25,
P{alkion taso = 3} = 0.125 jne.

Hyppylistan alkion suurin mahdollinen taso on etukiteen kiinnitetty vakio. Alkion et-
sintd hyppylistasta tapahtuu seuraavasti: Etsintd aloitetaan kdymalla lapi ylimmén tason
osoittimia kunnes huomataan, ettd seuraava alkio on suurempi tai yhtd suuri kuin etsit-
tava alkio. Tamaén jilkeen etsintdd jatketaan samalla tavalla mutta yhtd tasoa alempaa.
Etsintdéd jatketaan niin kauan, kunnes tasolla 1 ei voida enidd edetd, koska seuraava al-
kio on joko yhta suuri tai suurempi kuin etsittdva alkio.Viimeksi tarkistetaan, onko tdméa
alkio yhtd suuri kuin etsittdvd alkio. Lisdysalgoritmi etsii lisdyskohdan edelld esitetylld
etsintdalgoritmilla. Uuden alkion luonnin yhteydessd maarataédn sille taso satunnaisesti.
Uuden alkion luonnin yhteydessd on myds huolehdittava osoittimien paivityksestd. Tatéa
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varten on ylldpidettiva tietoa lisdyspaikan ylittavista eri tasoilla olevista osoittimista. Ne
osoittimet, jotka ovat korkeammalla tasolla kuin uuden alkion taso, pysyvit ennallaan.
Korkeintaan uuden alkion tasolla oleviin osoittimiin on tehtédva muutokset. Poistoalgorit-
mi on padpiirteissidn samanlainen kuin etsinté- ja lisdysalgoritmit. Erona lisdysalgoritmin
yhteydessé tehtéviin osoitinpaivityksiin on se, ettd nyt joitakin osoittimia "jatketaan" yli
poistokohdan.

Hyppylistarakenteen tirkein parametri on luku p, joka kertoo todennékoisyyden sille,
ettd vahintddn tasolla i oleva alkio on tasolla 7 4+ 1. Alkion tason méadrdaminen tapahtuu
toistamalla todennékoisyydelld p onnistuvaa koetta (kidytdnnossa p:std riippuvan ehdon
toteuttavan satunnaisluvun generointia) kunnes koe ei enéé onnistu tai on saavutettu ra-
kenteelle maédrdtty suurin mahdollinen taso. Tyypillinen p:n arvo on 0.5. Se antaa edelld
mainitut todennikdoisyydet 0.5, 0.25, 0.125 jne. alkioiden tasoille. Jos p pienenee, merkitsee
se alkioiden tasojen pienentymista ja lopulta sité, ettd rakenne alkaa muistuttaa tavallista
listaa.

Hyppylistan etsintdkustannuksen pahin tapaus on tietenkin O(n). Pahin tapaus sattuu
kuitenkin ddrimmaéisen harvoin. Keskiméaériisen tapauksen selvittdmiseksi on maarattiava
etsintdpolun pituuden odotusarvo, jonka voidaan osoittaa olevan korkeintaan

1 1 1

» 08, N + T—,
kun logaritmin kantaluku x on 1/p. Tyypilliselld p:n arvolla 0.5 saadaan sekd logaritmin
kantaluvuksi ettd kertoimeksi kakkonen. Lisdys- ja poisto-operaatioiden kohdalla tdhén
on vield lisdttava osoitinpaivityksiin kuluva aika. Kaikkien operusoperaatioiden aikavaa-
timusten odotusarvo eli hyppylistan keskiméaéraisen tapauksen aikavaatimus on kuitenkin
logaritminen.
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Luku 9

Rinnakkaisalgoritmeista

Perinteisen ajattelutavan mukaan tietokoneen peruskomponentit ovat (yksi) prosessori,
muisti ja oheislaitteet. Rinnakkaistietokoneissa on kuitenkin kiytossd monta prosessoria,
jotka yhteistyOssa ratkaisevat samaa algoritmista ongelmaa. Aluksi on syyta erottaa késit-
teet rinnakkaisuus (parallelism) ja samanaikaisuus (concurrency). Termid samanaikaisuus
kiytetddn, kun pyritddn hallitsemaan yhtdaikaa tapahtuvia toimintoja. Samanaikaisuu-
den hallintaa tapahtuu esimerkiksi tietokoneverkon ylldpidossa. Rinnakkaisuus puoles-
taan liittyy useiden prosessorien kidyttoon saman yksittdisen ongelman ratkaisemisessa.
Rinnakkaisohjelmoinnissa kiytettdvat prosessorit ovat yleensd keskenddn samanlaisia ja
ne kommunikoivat yhteisen muistin valityksella.

9.1. Peruskasitteita

Rinnakkaisalgoritmit esitetddn usein PRAM:ksi (parallel random acces machine, rinnak-
kaishajasaantikone) kutsutun teoreettisen mallin avulla. Mallin etuna on, ettei tarvitse
sitoutua mihinkdin erityiseen konearkkitehtuuriin. Samalla saadaan teoriasta ja algorit-
meista yleispitevid. Kiytdnnosséd tehtdvian ratkaiseminen tietyssd rinnakkaiskoneessa voi
vaatia lisiksi konekohtaista suunnittelua. PRAM-mallilla on seuraavat ominaisuudet:

e Prosessorit on numeroitu 1,...,p. Jokainen prosessori tietdd oman numeronsa.

e Kaikki prosessorit suorittavat samaa ohjelmaa synkronisesti; kukin prosessori P;
ylldpitdd omaa ohjelmalaskuria PC;.

e Kullakin prosessorilla on ddrettomén suuri oma muisti; prosessoreilla on my6s da-
rettomén suuri yhteinen muisti. Muisteissa yhteen muistipaikkaan voidaan tallentaa
adarettoman suuria lukuja, joiden késittelyn oletetaan olevan mahdollista yhdessa ai-
kayksikossa.

e Laskenta suoritetaan kiayttdmalla prosessoreiden omia muistipaikkoja seka yhteista
muistia.
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Riippuen siitd, miten yhteisen muistin muistipaikkaan kohdistuvat samanaikaiset saan-
tioperaatiot késitellain, saadaan PRAM:ista erilaisia versioita:

e EREW (Exclusive Read, Exclusive Write) Ei sallita yhtdaikaista lukua eikd kirjoi-
tusta yhteiseen muistiin.

e CREW (Concurrent Read, Exclusive Write) Sallitaan yhtdaikainen luku, mutta ei
kirjoitusta.

e CRCW (Concurrent Read, Concurrent Write) Sallitaan seké yhtdaikainen luku etté
kirjoitus.

Naistda EREW ja CRCW ovat yleisimméat. CRCW PRAM -mallista on vield useita eri
versioita riippuen siitd, miten samanaikainen kirjoitus hoidetaan.

Olkoon PRAM-mallien A ja B vililla relaatio A < B, jos mallissa A ei voida suorittaa
mitddn tehtdvid nopeammin kuin mallissa B. Toisin sanoen malli A on heikompi kuin
malli B. T&lloin malleille saadaan jarjestys EREW < CREW < CRCW.

Rinnakkaisalgoritmit kirjoitetaan samantapaisella pseudokoodilla kuin aikaisemmin on
kirjoitettu perdkkéisalgoritmit. Rinnaiskésittelyn mahdollistaa rakenne for i € X pardo,
joka tarkoittaa joukon X tehtdvien suorittamista rinnakkain. Téassd yhteydessd pitéisi
aina olla selvid, miten tehtévit jaetaan eri prosessoreille. TAmé tehtavi jatetddn tassa
tarkastelussa kddntdjin huoleksi. Ohjelman suoritusta jatketaan for ... pardo -lauseen
jalkeen, kun kaikki rinnakkaiset tehtévit on saatu suoritettua. Oletetaan, ettd kidntaja
huolehtii my6s synkronoinnista lisiamalla tyhjia operaatioita niihin ohjelmakohtiin, joiden
kesto on muita lyhyempi.

Ensimmaisend esimerkkind tarkastellaan ns. viestin levitys -ongelmaa, jossa tehtavana
on kopioida annettu tietoalkio x yhteensd n:ksi kopioksi yhteiselle muistialueelle tauluk-
koon C'. Taméi ongelma olisi helppo ratkaista vakioajassa, jos samanaikainen lukeminen
olisi sallittua. Talloin tarvittaisiin n — 1 prosessoria, jotka lukisivat yhtd aikaa kopioitavan
alkion ja kirjoittaisivat sen paikkaan C[p+1], missé p on prosessorin numero. Tarkastellaan
tilannetta, jossa laskennan malli on EREW PRAM. Saadaan kuvan 9.1 algoritmi.

Cll] ==z
foric[l...[logn]] do

(1) for j € 271 +1...min{2",n}| pardo
(2) Cljl=Clj —27]

(3) od

(4) od

Kuva 9.1: Viestin levitys EREW PRAM -mallissa.

Algoritmi perustuu kahdentamistekniikkaan, jossa jokaisella askeleella jo olemassa ole-
vista alkioista luodaan uusi kopio. Algoritmin kuvaus on annettu ns. isdnta-orjat -tyylilla:
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yksi prosessori on isénté ja se kutsuu orjiaan (muita prosessoreja) ainoastaan for ... par-
do -lauseessa. Kun kiytossé on p prosessoria, niin tehtévien jakaminen prosessoreille kiy
identiteettikuvausta kiyttden. Algoritmi voidaan esittdd myos siten, ettd kuvataan ai-
noastaan yksittiisen prosessorin toiminta (kuva 9.2). Talloin algoritmit ovat normaaleja
periikkiisalgoritmeja, mutta prosessorien vilisid kytkentoji (synkronointia) on vaikeampi
ymmartad. Jatkossa kiytetddn ensiksi esitettyd kuvaustapaa.

{# on prosessorin oma numero}
(1) if # =1 then C[1] := z end
(2) for i € [1...[log N]] do
(3) if # €271 +1...min{2",n}] then C[#]:= C[# — 2"]

Kuva 9.2: Viestin levitys -algoritmi yksittdisen prosessorin toimintana.

Rinnakkaisalgoritmien hyvyyttd analysoitaessa ollaan kiinnostuneita erityisesti seu-
raavista parametreista, jotka ilmoitetaan sy6tteen koon n funktiona:

e suoritusaika eli suoritettavien rinnakkaisaskelten lukuma&ara 7'(n) pahimmassa ta-
pauksessa,

e prosessorien lukuméérd P(n) ja

e kustannus P(n)-T(n).

Esimerkiksi edelld kuvattu viestin levitys -ongelman ratkaiseva algoritmi vaatii ajan
O(logn), kun tehtédvinid on tehdd annetusta alkiosta n kopiota ja kun kiytossd on n
prosessoria. Taten kustannus on O(nlogn).

Rinnakkaislaskennan perimméisend tarkoituksena on suunnitella algoritmeja, jotka
hyodyntavit kaytettiavissd olevia prosessoreja maksimaalisella tavalla ja jotka toimivat
niin nopesti kuin mahdollista. Tavoitteet voidaan tdsmaéallisemmin muotoilla seuraavasti:

1. Kustannusoptimaalisuus. Algoritmi on kustannusoptimaalinen, jos P(n) - T'(n) =
t(n), kun t(n) on parhaan mahdollisen perékkiisalgoritmin kiyttamé aika.

2. Aikaoptimaalisuus.

3. Algoritmien toimiminen mahdollisimman heikossa mallissa.

9.2. Rinnakkaisalgoritmien suunnittelutekniikoita

9.2.1. Raaka voima

Raa’an voiman menetelméan voisi tiivistdd seuraavaan lauseeseen:
Kéyta prosessoreita niin paljon kuin pystyt hyédyntadméan.
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Yleensd raa’an voiman kiytto tuottaa ongelmalle nopean ratkaisun, joka ei ole kuiten-
kaan kustannusoptimaalinen. Raa’an voiman kdytto esimerkiksi merkkijonon etsinnéssé
tapahtuu seuraavasti (kuva 9.3): tutkitaan syotteen jokaisesta kohdasta, 16ytyyko etsitté-
va malli sieltd. Jos sydtteen pituus on n ja etsittdvian mallin pituus on m, niin syotteessé
on n —m + 1 mahdollista aloituskohtaa. Jokaisesta aloituskohdasta tutkitaan m:lla pro-

sessorilla tdsm&dko malli. Tarvitaan siis yhteensd m(n — m + 1) prosessoria. Algoritmi
toimii CREW mallissa ajassa O(1).

{Sy6te taulukossa S ja malli taulukossa M }.
(1) for i € [1...n —m + 1] pardo
(2) parallel if (M[1] = S[i] and ... and M[m| = S[i + m — 1]) then
(3) Mallin esiintyma 16ytyi

Kuva 9.3: Merkkijonon haku raa’alla voimalla.

Kuvan 9.3 algoritmissa on kiytetty myos parallel if -vertailua, jossa kaikki erilliset
vertailut suoritetaan rinnakkain.

9.2.2. Turnaustekniikka

Tarkastellaan seuraavana esimerkkind maksimin madradmisti. Olkoon yhteiselld muistia-
lueella annettuna n alkiota. Tehtdvind on etsid annetuista alkioista suurin. Useimpien
rinnakkaisalgoritmien takaa 10ytyy jonkinlainen puurakenne. Puussa haarautuminen mer-
kitsee jakoa osatehtdviin, jotka voidaan ratkaista samanaikaisesti. Yksinkertaisimmillaan
kyseessda on tasapainoinen binaaripuutekniikka. Maksimin madrdmisen yhteydessd taté
kutsutaan turnaustekniikaksi. Siind maksimikandidaatit jaetaan pareihin ja pareja verra-
taan samanaikaisesti. Taté toistetaan, kunnes jéljelld on yksi alkio, maksimi. Algoritmis-
sa siis tavallaan kiydaan lapi tasapainoista binaaripuuta tasoittain lehtisolmuista ldhtien
kohti juurta.

(1) for i € [1...[logn]] do

(2) for j € 2771+ 1...n] pardo

(3) if (n — j) mod 2 = 0 then A[j] := max{A[j — 2"7!|, A[j]}
(4) od od

(5) return (Aln])

Kuva 9.4: Maksimin etsintd turnaustekniikalla.

Esimerkki algoritmin toiminnasta on kuvassa 9.5. Algoritmin toiminta on helppo ym-
martad, kun n on kakkosen potenssi. Télloin taustalla oleva puu on taydellinen. Algoritmi
toimii kuitenkin kaikilla n:n arvoilla. Algoritmin suoritusaika on O(logn), kun kiytossé on
n prosessoria. Algoritmin kustannus on O(nlogn). Koska samanaikaista lukua eiké kirjoi-
tusta suoriteta, algoritmi toimii EREW PRAM -mallissa. Suurimman osan ajasta useat
prosessorit ovat joutilaina, silli algoritmissa suoritetaan ainoastaan O(n) sijoituslausetta
(mutta O(nlogn) vertailua).
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Alkutilanne le‘ / |9 > |4 1 |2 3 |8
i=1 6 7 9 5 5 1 2 3 8
I — | — |
i=2 6 7 9 5 9 1 2 3 8
I ]
i=3 6 7 9 5 9 1 2 3 9
|
i=4 6 7 9 5 9 1 2 3 9

Kuva 9.5: Maksimin maaraaminen turnaustekniikalla

9.2.3. Lohkomistekniikka

Monet ongelmat voidaan ratkaista kustannusoptimaalisesti kiyttamalla lohkomistekniik-
kaa. Ajatuksena on jakaa ongelma ensin lohkoihin, méaéritd naiden lohkojen ratkaisut
perikkiisalgoritmilla ja vasta sitten yhdistdd lohkojen ratkaisut koko ongelman ratkai-
suksi. Tatd kutsutaan myos katkaisutekniikaksi. Voidaan nimittédin ajatella, ettd ongel-
maa jaetaan osiin hajota ja hallitse -periaatteella, mutta jakaminen katkaistaan normaalia
aikaisemmin, siis ennen kuin péddstadn vakiokokoisiin osaongelmiin.

Maksimiongelman yhteydessd lohkomistekniikka toimii seuraavasti (oletetaan, ettd
kiytossi on p prosessoria):

1. Jaa syote p:hen likimain yhtd suureen lohkoon; lohkon kooksi tulee enintdén [n/p],
kun n on syotteen koko.

2. Maaraa jokaisen lohkon maksimi rinnakkain. Kukin prosessori ratkaisee oman on-
gelmansa perikkaisalgoritmilla.

3. Maaraé lohkojen maksimien maksimi esimerkiksi turnaustekniikalla.

Algoritmin suoritusaika on O(n/p+logp) ja kustannus O(n+plogp). Jos p < n/logn,
niin kustannus on O(n), koska ensimméinen termi dominoi kustannuksia. Téten algoritmi
toimii logaritmisessa ajassa, vaikka kdytossé olisi vain n/logn prosessoria.

Tarkastellaan seuraavaksi alkusummien laskemista lohkomistekniikalla, jolloin algorit-
mista saadaan kustannusoptimaalinen. Alkusummatehtivissi on muodostettava annetun
lukuvektorin A[1, ..., n] kaikki alkusummat, ts. on muodostettava vektori

(AL, Al + A[2],.... ) AL Al
j=1 j=1
Oletetaan, ettd kiytossd on p prosessoria. Algoritmille saadaan seuraavat vaiheet:

1. Jaa sydte lohkoihin, joiden koko on n/p.
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2. Laske kunkin lohkon alkioiden summa samanaikaisesti perdkkaisalgoritmilla.

3. Laske lohkojen osasummille alkusummat ajassa O(logp) kiytossa olevilla p:11& pro-
sessorilla.

4. Lisaa kunkin lohkon ensimmaiseen alkioon edellisen lohkon alkusumma.

5. Laske alkusummat kunkin lohkon sisélla perdkkéisalgoritmilla.

Alkusummat voidaan myos laskea turnustekniikalla Algoritmin 9.4 tapaan.

9.2.4. Brentin lause

Viestin levitys -ongelmaa ja maksimiongelmaa ratkaistaessa oletettiin, ettd prosessorien
madrid voitiin aina lisdtd ongelman koon kasvaessa (rajoittamaton rinnakkaisuus). Kéy-
tdnndssd prosessorien méara on kuitenkin jokin ennalta kiinnitetty vakio, jonka suuruus
riippuu kiytossd olevasta rinnakkaiskoneesta (rajoitettu rinnakkaisuus).

Algoritmien suunnittelu on helpompaa, jos sallitaan rajoittamaton rinnakkaisuus. Seu-
raava lause kertoo, kuinka néitd algoritmeja voidaan soveltaa rajoitetun rinnakkaisuuden
tapauksessa. Lause sanoo myos, ettd usein tdrkeimpéda on analysoida algoritmissa suori-
tettavien operaatioiden lukuméairiaa kuin prosessorien maéraa.

Lause 9.1 (Brent) Jos laskenta C' vaatii ajan t, jona aikana suoritetaan yhteensd q ope-
raatiota, ja jos kdytossd on riittdvd mddard prosessoreja, jotka suorittavat operaatiot va-
kioajassa, niin C voidaan suorittaa p:lld prosessorilla ajassa t + q/p.

Todistus. Oletetaan, ettd askeleella ¢ suoritetaan s; operaatiota, kun ¢ € [1...¢].
Talloin 2221 s; = q. Kun kunkin askeleen operaatiot jaetaan tasan p:lle prosessorille,
voidaan askelta ¢ simuloida ajassa [s;/p]|. Téll6in laskenta C' voidaan suorittaa p:lla pro-
sessorilla ajassa

> [si/p] < Z(si/er 1)=t+ 1/szi =t+q/p.

i=1
O
Edellisen alakohdan lohkomistekniikkaa kéyttévin algoritmin tarvitsema aika on O(n/p+
log p). Samaan tulokseen padstdadn kuvan 9.6 rekursiivisella algoritmilla. Algoritmin toi-
mintaa on havainnollistettu taulukossa 9.1.
Algoritmin suoritusaikaa kuvaa differenssiyhtalo

1, kun n =1,
T(n) = { T(ln/2]) + 0(1), unn > 1.

Ratkaisuksi saadaan T'(n) = O(logn). Algoritmin suorittamien operaatioiden luku-
méaarad puolestaan kuvaa differenssiyhtalo
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1, kun n =1,
Sn) = { S(|n/2]) +O(n), kunn > 1,

jonka ratkaisu on S(n) = O(n). Brentin lauseen nojalla algoritmi toimii O(logn) ajassa,
vaikka kdytossé olisi vain n/logn prosessoria. Alkusummat voidaan siis maariata tauluk-
komuodossa kustannusoptimaalisesti ajassa O(logn) kiyttden EREW PRAM -mallia.

function alkusummat(A)
{syote taulukossa A, aputaulukot X,Y ja ratkaisu lasketaan taulukkoon S.}
(1) n:=|A|
(2) if n =1 then S[1] := A[l] end
(3) else
(4) for i € [1..[n/2]] pardo X[i] := A[2i — 1] + A[2i] od
(5) Y=alkusummat(X)
(6) for i € [1..[n/2]] pardo
(7) S[2i — 1] :== Y]
(8) S[2d] :=Y[i] + A[21]
(9)
(10)

od
end

Kuva 9.6: Alkusummien laskeminen rekursiivisesti.

31 2| 3

|
x|[7] 8] 4] 5] |
|

S|5| 7][14|15]16] 192124

Taulukko 9.1: Esimerkki rekursiivisen alkusumma-algoritmin toiminnasta.

9.3. Perusalgoritmeja

9.3.1. Listan rankkaus

Listan rankkaus on tarked apualgoritmi, jota tarvitaan monissa sovelluksissa. Ongelman
syotteend on sellainen taulukkoon tallennettu linkitetty lista, jossa jokaiseen alkioon on
liitetty osoite sen seuraajaan. Tehtdvina on laskea jokaisen alkion seuraajien lukumaara.
Oletetaan, ettd lista on tallennettu muistipaikkoihin L[i], missd 1 < i < n, ja alkioiden
jarjestys saadaan taulukosta S, ts. S[i] sisdltéd listan L alkiota L[i] seuraavan alkion indek-
sin. Listan rankkaus ratkeaa loppusummat-ongelman erikoistapauksena. Loppusummat-
ongelmassa syote on samanlainen kuin listan rankkauksessa, mutta tehtdvind on laskea
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(1) for i € [1...n] pardo R[i| := L[i] od

(2) for k =1 to [logn]| do

(3) for i € [1...n] pardo

(4) if S[i] # 0 then

(5) R[i] := R[i] + R[S[i]]
(6) Sl = S[ST]]

(7) end

(8)

8) od od

Kuva 9.7: Listan loppusummien laskenta.

alkioita listassa seuraavien alkioiden summat. Loppusummat-ongelmalle saadaan kuvan
9.7 algoritmi.

Kun listan L alkusisidltond on pelkkid ykkosid, saadaan ratkaistua listan rankkaus-
ongelma. Algoritmin suoritusaika on O(logn), koska jokainen for-lause voidaan suorittaa
vakioajassa. Prosessoreja tarvitaan n kappaletta, joten algoritmin kustannus on O(n logn).

9.3.2. Eulerin silmukka -tekniikka

Monet puualgoritmit voidaan muuntaa rinnakkaisiksi kisittelemélld jokaista puun tasoa
rinnakkain kuten maksimin etsinniissd turnaustekniikalla. Téllaisen algoritmin vaatima
aika riippuu lineaarisesti puun korkeudesta. Jos puu on ldhes tasapainoinen ja sen korkeus
on O(logn), kun n on puun solmujen lukumééré, algoritmi toimii hyvin. Mikéili puu ei
ole tasapainoinen, tarvitaan toisenlaista ratkaisua.

Olkoon T puu. Esitetdén 7' suunnattuna graafina 7" kahdentamalla 7T":n kaaret (kuva
9.8) niin, ettd jokaista T:n kaarta (a,b) vastaa T":ssa suunnatut kaaret (a,b) ja (b, a).

a

b e b//’
aN //\d

Kuva 9.8: Kaarien kahdentaminen.

Graafin 7" Eulerin silmukka on helppo muodostaa perdkkiisalgoritmilla. Graafi kéy-
déan lapi syvyyssuuntaisella etsinnéalld, jossa peruutus tapahtuu kddnnettyji kaaria pitkin.
Tama lahestymistapa voidaan muuntaa rinnakkaiseksi. Rinnakkaisalgoritmilla silmukkaa
muodostettaessa voidaan toimia esimerkiksi seuraavasti. Otetaan jokaista puun solmua
kohti kolme prosessoria, jotka nimetédin prosessoreiksi A, B ja C. Jos solmulla on va-
sen lapsi, niin solmun A-prosessori osoittaa vasemman lapsen A-prosessoria; muutoin A-
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Kuva 9.9: Eulerin silmukka.

prosessori osoittaa saman solmun B-prosessoria. Jos solmulla on oikea lapsi, niin solmun
B-prosessori osoittaa oikean lapsen A-prosessoria; muutoin B-prosessori osoittaa saman
solmun C-prosessoria. Jos solmu on vasen lapsi, niin sen C-prosessori osoittaa vanhem-
pansa B-prosessoria. Jos taas solmu on oikea lapsi, niin sen C-prosessori osoittaa vanhem-
pansa C-prosessoria. Juuren C-prosessori ei osoita minnekddn. Niin saadaan lista, jonka,
ensimmaéinen alkio on juuren A-prosessori ja viimeinen alkio juuren C-prosessori (kuva
9.9). Jatkossa oletetaan, ettd Eulerin silmukasta on poistettu solmujen sisiiset kaaret.

Muodostettua silmukkaa voidaan kiyttda puuongelmien ratkaisemisessa. Tarkastellaan
kahta esimerkkid: solmujen esijirjestyksen madrddmistd ja alipuun koon laskemista. Ol-
koon (i,7) Eulerin silmukan kaari. Kaarta (7, j) sanotaan eteneviksi kaareksi, jos solmu
i on lahempéné juurta kuin solmu j. Jos (i,7) on etenevé kaari, niin (j,7) on takautu-
va kaari. Muodostetaan listan rankkaus -algoritmilla kaarten rankkausnumerot R(i, 7).
Helposti ndhdédén, ettd (i,7) on etenevd kaari, kun R(i,j) > R(j,?). Koska kaaren (i, j)
kaksi ilmentyméa on yhdistetty osoittimilla toisiinsa, voidaan helposti selvittda, kumpi
on etenevé kaari. Kun merkitadn f(i,j):114 kaarta (i, j) seuraavien etenevien kaarten lu-
kuméérad Eulerin silmukassa, solmun j jarjestysnumero esijirjestyksessid on n — f(i, j),
kun n on solmujen lukumééré ja (7, j) solmuun j johtava etenevéd kaari. Kaarten f-arvot
voidaan laskea rinnakkain esimerkiksi loppusummat-algoritmilla.

Alipuiden koot saadaan myts maarattya f-arvojen avulla. Voidaan nimittéin osoittaa,
ettd solmun j jélkeldisten madra on f(7,5) — f(4,7), joten ongelma ratkeaa esijarjestyksen
méaarddmisen sivutuotteena. Siis sekd esijirjestys ettd alipuiden koot voidaan méarata
O(logn) ajassa EREW PRAM -mallissa.
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Alid] B[Ljl Ali2] B2l A[,3] B[3,] Ali4] B4

Kuva 9.10: Matriisien kertolasku.

9.3.3. Lajittelu taulukossa

Otetaan tehtaviksi lajitella n lukua n:114 prosessorilla, jotka ovat ketjussa, so. prosessori P;
on kytketty prosessoreihin P;_; ja P, ;. Tavoitteena on tilanne, jossa pienin lajiteltavista
luvuista on prosessorilla P;, toiseksi pienin prosessorilla P, jne. Alussa kullakin prosesso-
rilla on oma syotelukunsa. Algoritmi toistaa vuorotellen askelia odd ja even, kunnes koko
aineisto on lajiteltu:

e odd: P; 1 ja P,; vertaavat lukujaan ja vaihtavat tarvittaessa, kaikilla i : 1 < 2¢ < n.

e even: Py; ja Py vertaavat lukujaan ja vaihtavat tarvittaessa, kaikillaz : 1 < 2¢ < n.

Helposti nahdéén, ettd pahimmassa tapauksessa tarvitaan yhteensid n — 1 (odd- tai
even-) askelta, silld pienin luku voi alkutilanteessa olla prosessorilla P,. Algoritmin kus-
tannus on O(n?), joten algoritmi ei ole kustannusoptimaalinen.

Ratkaisu voidaan yleistdé niin, ettd kukin prosessori hallitsee k lukua. Tarkastellaan
tilannetta, jossa prosessoreita on vain kaksi. Pahimmassa tapauksessa pitdé suorittaa 2k
siirtoa prosessorilta toiselle. Toimintaa voidaan tehostaa seuraavasti: P; lahettdd suurim-
man alkionsa Ps:lle ja P, ldhettdd pienimmén alkionsa P;:lle. Néin jatketaan, kunnes Pj:n
suurin alkio on pienempi kuin P:n pienin alkio.

9.3.4. Matriisien kertolasku

Tarkastellaan tavallisten neliomatriisien kertolaskua. Jos kerrottavina ovat n x n -matriisit
A ja B, niin tulomatriisin C' alkiot ovat muotoa Cli, j| = > "7 _, A[i, k| B[k, j]. Jos jokaisen
tuloalkion laskemiseksi on kdytossd n prosessoria, niin alkiot voidaan laskea puuksi jér-
jestettyjen prosessorien avulla. Kuvassa 9.10 on esimerkki tilanteesta, jossa prosessoreita
on kiytossa nelja kappaletta.

Syotteet annetaan lehtisolmuille, jotka suorittavat kertolaskun ja vilittavit tulokset
ylospéin puussa. Sisdsolmut tekevit yhteenlaskuja ja lopulta juureen tulee alkion C[i, j]
arvo. Jos kiytossi on n3 prosessoria, niin jokainen tulomatriisin C' alkio voidaan laskea
omalla prosessorien puulla. Aikavaatimus on télloin O(logn). Algoritmi ei ole kustannus-
optimaalinen.
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