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Resumo

Neste trabalho estudaremos a existéncia e comportamento assintético da solucao fraca

para o problema
u” = p(t)Au+ h(u) = f em @

u = 0 sobre ',

du
How
u(0) = ug, u'(0) =wu; em Q

+ Bu’ = 0 sobre I'y,

onde Q = 2 x T é um dominio cilindrico, T" > 0 um ntmero real, sujeita a certas
condi¢des de fronteira I' = Ty U Ty, To N Ty = 0 com med(Ty), med(T1) > 0 e h uma
funcgdo continua satisfazendo a condicao de Strauss sh(s) > 0, Vs € R.

A existéncia de solucao forte serd feita utilizando o método de Faedo-Galerkin com
uma base especial para V N H%(2) como feito em [16] e resultado de compacidade cf
em Lions [11]. A existéncia de solugao fraca utiliza o Teorema de Strauss cf Strauss
[24] e resultados bem gerais de trago devido a M.Milla Miranda e L.A.Medeiros [20].
O comportamente assintotico é feito usando o funcional de Liapunov, juntamente com

técnicas multiplicativas como feito em Kormonik-Zuazua [9).

Palavras-chave: Estabilidade na fronteira, Base especial, Método de Faedo-Galerkin.



Abstract

We study the existence and asymptotic behavior of the weak solution to the problem

u" — u(t)Au + hu) = f,

u = 0 sobre I'y,

ou
Hou
u(0) = ug, u'(0) =u; em

+pu' =0em Iy,

where () is a cylindrical domain, 7" > 0 a real number, subject to certain boundary
conditions I' = Ty U Ty, Ty N Ty = @ with med(Ty), med(I'y) > 0 and h continues
function satisfying the Strauss’s conditions sh(s) > 0, Vs € R.

The existence of strong solution is made using the Faedo-Galerkin’s method with a
special basis to V N H2(Q2) as done in |16] and the result of compactness as done in
[12]. The existence of weak solution uses the theorem of Strauss as done in [24] and
results and general trace as done in [20]. The asymptotic behavior is done using the

Liapunov functional, with multiplicative techniques as done in Kormonik-Zuazua [9].

Key words: Boundary Stabilization, special basis, Faedo-Galerkin’s method.
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Notacoes e Simbologias

Q) é um aberto limitado de classe C? do R"

I' é uma variedade de dimensao n — 1 que representa a fronteira de {2
{T'y,I';} é uma particio de I' com [y NT; =0

Q = Q x (0,T) subconjunto de R™*!
Yo=Tyx(0,T)

¥, =Ty x(0,T)

Em designa a derivada na direcao normal exterior
— designa convergéncia fraca

= designa convergéncia fraca estrela

X' designa o dual topoléogico de X

— designa imersao

cont . . - .
— designa imersao continua

comp . . ~
— de81gna 1mersao compacta



Introducao

Neste trabalho estudaremos a existéncia e comportamento assintotico da solucao

fraca para o problema
u" — u(t)Au + hu) = f,

u = 0 sobre Ty,
ou g

I
v
u(0) = ug, u'(0) =u; em

onde Q = 2 x T é um dominio cilindrico, T" > 0 um numero real, sujeita a certas

+pu =0em Iy,

condigdes de fronteira I' = Ty U Ty, To N Ty = 0 com med(Ty), med(T1) > 0 e h uma
funcao continua satisfazendo a condicao de Strauss, sh(s) > 0, Vs € R.

Este trabalho esta dividido como segue abaixo:

No Capitulo 1 daremos alguns conceitos basicos sobre distribuigoes para funcgoes reais,
funcgoes vetoriais, espacos de Sobolev e resultados gerais de traco. Além disso, enunci-
aremos e demonstraremos alguns resultados de fundamental importancia no decorrer
deste trabalho e faremos a construcao da base especial para V N H?(Q) como feito em
Milla Miranda e L.A.Medeiros [16].

No Capitulo 2, mostramos a existéncia e unicidade de solucao forte, utilizando o mé-
todo de Faedo-Galerkin com a base especial para V N H?(Q) obtida no Capitulo 1
juntamente com resultado de compacidade cf em Lions [11]. A importancia dessa base
especial deve-se ao fato de que necessitaremos limitar o termo uf, (0) em L?(Q).

No Capitulo 3, mostramos a existéncia de solucao fraca, aproximando a funcao con-
tinua h pela sequéncia de Strauss, isto é, uma sequéncia de func¢oes lipschitizianas
satisfazendo o Teorema de Strauss cf em Strauss [24]. A solugdo fraca é obtida como

limite de uma sequéncia de solucoes fortes obtidas no Capitulo 2.
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No capitulo 4, mostraremos o decaimento da energia associada a solucao fraca do pro-
blema (1) usando o funcional de Liapunov e técnicas multiplicativas como feito em
Kormonik-Zuazua [9]. Obteremos o decaimento da enegia associada a solugao fraca
como limite inferior da energia associada a solucgao forte do Problema (1).

No apéndice A, daremos uma caracterizacao dos espacgos LP(0,7.X), onde X é um
espaco de Banach e p > 1. Demonstramos que se o dual X’ de X goza da propriedade
de que toda funcao de variacao limitada possui derivada quase sempre, podemos iden-
tificar (LP(0,7, X)) com L?(0,T, X’).

No apéndice B, faremos um resumo dos resultados utilizados nesta dissertacao e enun-
ciaremos e demonstraremos o Teorema de Carathéodory, que serd usado utilizado no
Capitulo 1. Além disso, mostraremos a existéncia de solu¢ao para o problema aproxi-

mado obtido no Capitulo 1.



Capitulo 1

Resultados Preliminares e Base

Especial

Nosso objetivo neste capitulo é obter ferramentas para a construcao de uma base
ortonormal no espaco vetorial V' N H?(Q)), ao qual chamaremos de base especial.
No que segue, apresentaremos algumas defini¢oes e conceitos basicos relacionados a
teoria das distribuic¢oes e andlise funcional, que serao de fundamental importancia no
decorrer deste trabalho. Além disso, seguindo o artigo de Milla Miranda e L.A.Medeiros
[16], construiremos a base especial em V' N H%()), no qual iremos usar amplamente no

capitulo 2.

1.1 Espacos funcionais

Dados €2 C R™ um aberto e f : € — R uma funcdo continua, definimos por
suporte de f, e denotamos por supp(f) o fecho em Q do conjunto {z € Q; f(z) # 0}.
Se este conjunto for um compacto do R™ entao dizemos que f possui suporte compacto.
Uma n-upla de inteiros ndo negativos a = (aq, as, ..., a,) é denominada multi-indice
e sua ordem é definida por || = a3 + @z + ... + .

Representamos por D o operador derivagao de ordem |«/, isto é,

olel

= Qa1 nas
010z ... Ggg

DO[

Observagao 1.1.1 Se a = (0,0,...,0) definimos D°u = u, para toda funcdo u.
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Denotaremos por C5°(Q2) o espago vetorial, com as operagoes usuais, das funcgoes infi-
nitamente diferencidveis e com suporte compacto.

Definicao 1.1.1 Seja Q um aberto do R™. Uma sequéncia (©n)nen em C§°(2) con-
verge para @ em C§°(Q2), quando as sequintes condigoes forem satisfeitas:
i) Existe um compacto K de Q tal que supp(yp), supp(p,) C K, ¥n € N™.
it) Para todo multi-indice o, tem-se D%p, — D*p uniformemente em K

O espago C§°(2), munido da nogao de convergéncia acima definida sera denotado
por D(Q2) e denominado de Espaco das Fungoes Testes sobre Q.

Uma distribuicao sobre 2 ¢ um funcional 7" : D(2) — R satisfazendo as seguintes
condigoes:
i) T'(ap + by) = aT(p) + bT(¢),Va,b € R e Vo, 1) € D(Q);
ii) T é continua, isto é, se ¢, converge para ¢ em D(Q), entdao T'(p,) converge para
T(p) em R.
Denotaremos o valor da distribui¢ao 7" em ¢ por (T, ) e por D'(£2) conjunto de todas
as distribuicoes sobre (2.

Lema 1.1.1 (Du Bois Raymond) Seja u € L, () tal que

loc

/ u(z)p(z)dr =0, Vo € D(Q).
Q
Entao, u =0 quase sempre em Q.

Demonstragao: Para a prova ver Brezis [3]. n
A seguir, daremos um exemplo de uma distribuigao.

Exemplo 1.1.1 Seja u € L}, (Q). O funcional T, : D() — R, definido por

loc

(Tog) = | uta)pla)ds
€ uma distribuicao.

Observagao 1.1.2 Segue do Lema de Du Bois Raymond que se u,v € L, (), entdo
T, =T, em D'(Q) se, e somente, se u=v. Desta forma, temos uma correspondéncia

biunivoca entre as distribuigoes do tipo T, com o espago Lj,.(Q).

Definicao 1.1.2 Seja T uma distribuicao sobre 0 e o um multi-indice. A derivada
DT de ordem || de T é um funcional D*T : D(2) — R definido por

(DT, @) = (=1)"(T, D%p).
Além disso, DT € uma distribuicao sobre €.

Observacao 1.1.3 Decorre da definicao acima que uma distribuicdo tem derivadas de

todas as ordens.



1.2 Espacos funcionais a valores vetoriais

Seja X um espaco de Banach. Denotaremos por D(0,7, X) o espaco localmente
convexo das fungoes vetoriais ¢ : (0,7) — X indefinidamente diferenciaveis com su-
porte compacto em (0, 7). Diremos que ¢, — ¢ em D(0,7, X) se:

i) Existe um compacto K de (0,7) tal que supp(p,), supp(¢) C K, ¥n € N;
ii) Para cada n € N, ¢,, — ¢ em X uniformemente em ¢ € (0,7).

O espago das aplicagoes lineares e continuas de D(0,7") em X sera denotado por
D'(0,T7,X),istoé, T € D'(0,7,X)se T :D(0,T) — X élinear e se 0,, — 6 em D(0,7)
entao (T,0,) — (T,0) em X.

Diremos que T,, — T em D'(0,T,X) se (T,,,0) — (T,0) em X, V0 € D(0,T). O es-
pago D'(0, 7T, X)) munido da convergéncia acima é denominado espaco das distribuicies

vetorias de (0,T) com valores em X

Observacao 1.2.1 Temos que o conjunto {0&,0 € D(Q),& € X} étotal em D(0,T, X).

Definicao 1.2.1 Dizemos que u € fortemente mensurdvel quando existir uma Sequén-

cia de fungoes simples (pn)nen tal que
on — @ em X, quase sempre em (0,T).
Denotaremos por LP(0,7, X) , 1 < p < 0o, o espaco de Banach das (classes de) fungoes

u, definidas em (0,7") com valores em X, que sdo fortemente mensuraveis e ||u(t)||x é

integravel a Lebesgue, com a norma

T 1

p

T ( / ||u<t>||§<dt) |
0

Por L>=(0,T, X ) representamos o espaco de Banach das (classes de) fun¢oes u, definidas
em (0,7") com valores em X, que sdo fortemente mensuréveis e ||u(t)|| x possui supremo
essencial finito em (0,7"), com a norma

[ull L 0.m.x) = sup esso<i<r|u(®)]lx (1.1)

Observagao 1.2.2 No caso p=2 e X um espago de Hilbert, seque que L*(0,T,X) ¢é

um espaco de Hilbert, cujo produto interno é dado por

(U7U)L2(O,T,X):/O (U(t),v(t))xdt



Se X é reflexivo, entao podemos identificar
[LP(0,T; X)]" = L%0,T; X"),

1 1
onde — + — = 1. No caso em que p = 1, identificamos
P q

[LY(0,T; X)) = L*=(0,T; X")

Essas identificacoes encontram-se demonstradas detalhadamente no Apéndice A.

Observacao 1.2.3 Quando 2 for um subconjunto limitado do R™, T > 0 e Q =
Q x (0,T) for o cilindro em R™ entdo, para 1 < p < oo temos

L2, T; LP(Q)) = LX(Q).

Definicao 1.2.2 Dada T € D'(0,T, X), definimos a derivada de ordem n como sendo

a distribui¢ao vetorial sobre (0,T) com valores em X dada por:

a'T n/ A"
<W790> = (-1 <T, W>,Vg0 € D(0,T).

Representamos por C([0,T], X) o espaco de Banach das fun¢oes u, definidas em

[0, 7] com valores em X, cuja norma é dada por

[uf|se = sup [Ju(t)]|x-
Por fim, denotaremos por H} (0,7, X) o espago de Hilbert
Hy(0,T,X) = {u e L*0,T, X);u € L*(0,T, X),u(0) = uw(T) = 0},
munido do produto interno
T T
(w0 = | (0O o)xde+ [ (@), 0)x

0 0

Identificando L*(0,T, X) com o seu dual (L*(0,T, X)), via o Teorema de Riesz,

obtemos a seguinte cadeia
D(0,T,X) — H}(0,T,X) — L*(0,T,X) — H*0,T,X) — D'0,T, X),

onde

H)(0,T,X) = (H*0,T, X))
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Proposigao 1.2.1 Seja u € L*(0,T,X). FEntao, existe um tnico f € H (0,7, X)
que verifica

(f,0¢) = ((u,0),£),v0 € D(0,T),V¢ € X

Demonstracao: Ver M. Milla Miranda [18]. u
Baseado na Proposicao anterior, identificamos v’ com f. Em razao disto, diremos

que se u € L*(0,T, X) entao v’ € H1(0,T, X).
Proposicao 1.2.2 A aplicacao

ue€ L*0,T,X)—u € H0,T,X)
onde X € um espaco de Hilbert, € linear e continua.

Demonstracao: Ver M. Milla Miranda [18]. u

Proposigao 1.2.3 Suponhamos que u,g € L'(0,T,X). Entao, as condigoes abaizo

sao equivalentes:
t

i) Existe £ € X, independente de t, tal que u(t) = f—l—/ g(s)ds quase sempre em
0

(0,7), (ué quase sempre uma primitiva de g);

T T
d
i1t) Para cada ¢ € D(0,T) tem-se / u(t)¢'(t)dt = —/ g()e(t)dt, (g = d—ltt deri-
0 0

vada no sentido das distribuicdes);

d
it1) Para cada y € X', %<u(t),y> = (g(t),y) no sentido das distribuicdes.
Demonstracao: Ver L. A. Medeiros [15] ou Temam [22]. n

Teorema 1.2.1 Sejam X, Y espacos de Hilbert tal que X DY euc Lr(0,7T,X),
u' € LP(0,T,Y), 1 <p<oo, entao u € C°([0,T];Y).

Demonstracao: Ver L. A. Medeiros [15]. u

1 1
Teorema 1.2.2 Seja — + — = 1. Sejam uw € [L9(0,T,X)]" ev € LP(0,T, X), entdo
P 4q

T
(U, V) [La(0,7,X))' x LP(0,T,X) :/ (u(t), v(t)) x < xdt.
0

Demonstracgao: Ver L. A. Medeiros [15]. u



1.3 Espacos de Sobolev

No que segue, definiremos o espacos de Sobolev e daremos algumas de suas prin-
cipais propriedades basicas. Consideremos ) um aberto limitado do R". Se u € L*(Q),
com 1 < p < oo, sabemos que u possui derivadas de todas as ordens no sentido das
distribuicoes, mas nao é verdade, em geral, que D%u é definida por uma funcao de
LP(2). Quando D%*u é definida por uma funcao de LP(Q2), definimos o espago de So-
bolev. Dado um nimero inteiro m > 0, representamos W™P(Q)) o espago vetorial de
todas as fungdes u pertencentes a LP((2), tais que para todo multi-indice |o| < m,

temos D%u pertence a LP(€2), isto é,
WmP(Q) = {u e LP(Q); Du € LP(Q),0 < |a] < m}.
Para cada u € W"P(Q), definimos a norma de u pondo

K Z / |D%ul? , oy, quando 1 < p < oo

la|<m

||| wrm.oe () = Z | D%u| oo ()(£2), quando p = oo.

laf<m

Observagao 1.3.1 Para p = 2, representamos W™P(Q) = H™(Q) devido a estrutura

Hilbertina de tais espacos.

Proposicao 1.3.1 Os espagos H™(Q)) munido do produto interno

(uvv)Hm(Q) - Z (Dauv DQU)L2(Q)

la|<m

sao espacos de Hilbert.

Demonstracao: Ver M. Milla Miranda e L. A. Medeiros [13]. n
Por fim, o fecho de C§°(Q2) em H™(Q2) denotamos por HJ'(2) e por H™™(Q2) o
seu dual topologico de H"(€2).

1.4 Espacos de Sobolev fracionarios

Nesta se¢do daremos uma outra caracterizacao dos espacos H™(f2), com m € N,

que servird de motivagdo para definir os espagos H*(2), quando s for um namero
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real positivo e {2 um aberto limitado do R™ com fronteira I' regular. No que segue,
apresentaremos algumas definicbes e propriedades destes espagos que serao utilizados
neste trabalho. Na secdo anterior, definimos os espagos W™P(Q)), onde Q2 C R" é um

aberto regular e limitado. No caso p = 2, temos

H™(Q) = {u € L*(Q); D*u € L*(Q),0 < |a| < m}. (1.2)

Defini¢ao 1.4.1 Seja f € LY(R™). A transformada de fourier de f, denotada por f,

€ uma funcao definida sobre o R™ pela formula

N

fe) = m)t [ exp ) flayd
onde (£, x) € o produto interno usual em R" e 1 = /—1.

Definicao 1.4.2 (Espago de Schwartz) O espaco de Schwartz ou espago das fun-
coes rapidamente decrescente no infinito, que denotaremos por F, € o subespaco vetorial

formado pelas fungoes p € C(R™) tais que

lim |z]|*D%(z) = 0,

[l]|—o0
qualquer que sejam k € N e a € N™.
Exemplo 1.4.1 Seja ¢ € C°(R™). Entao ¢ € F.
De fato, desde que ¢ € C(R™), existe um compacto K C R" tal que suppp C K.

Assim, consideremos o > 0 tal que K C R™. Logo, dados ¢ > 0, k € N e a € N,

tem-se para todo x € R™ tal que ||z|| > o
lz[*| D% (2)] = 0 <,
mostrando que p € F.

Definigao 1.4.3 (Distribuigdo Temperada) Um funcional linear T definido e con-
tinuo sobre F ¢ denominado distribui¢ao temperada, ao qual denotaremos por F' o

espaco vetorial dos funcionais lineares continuos sobre JF.

Vamos definir o espago H*({2) e, para tanto, consideremos o seguinte resultado:

Proposicao 1.4.1 Para todo m € N temos:

m
2

H™Q) ={uec F;(1+|z]|*)zaec L*(R™)}.
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Demonstracao: Ver M.Milla Miranda e L. A. Medeiros [13]. ]

Dessa forma, motivados pela proposicao anterior, definimos para s € R, s > 0,
H*(R") = {u € F/; (1 +|jz||*)2a € L*(R™)}.
munido do produto interno

() = [ (14 ol ila)oa)de.

Em Milla Miranda e L. A. Medeiros [13] podemos ver que

cont

H:(R™) — L*(R"™),
Proposicao 1.4.2 Para todo s > 0, H*(R™) é um espago de Hilbert.

Demonstragdo: Ver M. Miranda e L. A. Medeiros [13]. n

Observacao 1.4.1 Para todo s € R, denotaremos o dual topoldgico de H*(R™) como

sendo

H(RY) = (H*(R))
Quando €2 é um aberto limitado e regular do R", define-se o espaco H*(f2) como
H*(Q) = {vla;v € H*(R")}

munido da norma

|| s () = Inf{||w]] grsmny; Wl = u}

cont

Proposicao 1.4.3 Se 0 < 51 < sy entao H**(Q2) — H*'(Q).

Demonstracao: Ver Lions Magenes [14]. n

Observacao 1.4.2 Os resultados acima valem quando 2 for uwm aberto limitado e

reqular do R™.

Finalizaremos esta se¢do caracterizando o espaco H*(I'), onde I' é a fronteira de
um aberto limitado regular 2 do R". Enunciaremos também alguns resultados que
usamos de espacos de sobolev em variedades como feito em Lions-Magenes [14].

Sejam Q = {y;y = (Y, vu); Y| < Te =1 <y, <1}, QF = {y € Q;yn > 0}
e @ ={y € Q;y, < 0}. Além disso, seja >, = Q N {y, = 0} e considere-
mos {(U1,¢1), ..., (U, ¢x)} um sistema de cartas locais para I'. A cobertura aberta
Uy, Us, ..., U, de Q determina uma particio C* da unidade subordinada, isto é, exis-

tem 6y, 04, ...,0, € C5°(R™) tais que:
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(i) 0 <6, < 1;

k

(iii) Y 6i(x) =1,Vz € Q.

i=0
Consideremos v uma funcao integravel definida sobre I'. Desde que (7) vale, temos

k

u(z) = Z(@zu)(m) para quase todo z € I (1.3)

Definamos para cada 1 < i < k as funcgoes

ui(y) = (Oiu) (@™ ().

ub; -1

. il

(ug;)o q)l‘ =u;

Figura 1.1:

Notemos que

S(ub;) = {x € Q; (ub;) # 0} C supp(6;) NT C U; NT.

Dai, temos que S(u#;) é um compacto do R™, pois a interseccao de fechados é ainda

um fechado e U; NI é limitado. Segue dai que o conjunto

¢ um compacto de R"~! contido no aberto I, pois ¢;(S(ub;)) = S(u;) e o é continua e

S(ub;), como vimos, é um compacto. Note que supp(u;) C S(u;) C I'. Assim, podemos
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estender u; da seguinte forma:

i) = (udi) (¢~ (), sey €T (L4
0, sey € R""I\T

Da construcao acima, podemos ver que u; tem as mesmas propriedades de u;. Neste

caso, como u ¢é integravel, entao u; é também integravel e

/W1 u;(y)dy = /(]imru(a:)ei(x)Ji(x)dF

onde J;(x) é uma aplicagdo infinitamente diferenciavel sobre I'; = U NT'. Por outro

lado, se para cada 1 <i < k, 1; for integréavel, temos por (1.3) que u também sera e

[ utayar = Z [ () wyr - Z | a7

onde J(y) ¢ uma aplicacdo diferencidvel sobre R*~!. Denotando por dI" a medida sobre
I induzinda pela medida de Lebesgue, definiremos o espago LP(I") como sendo o espago

das fungoes LP das funcoes somaveis sobre I' para a medida dI’ com a norma

ol = ([ ptopar) 1 p <o (1)
r
[v]|zee = sup ess|v(z)],p = oo
zel
Equivaletemente, usando a particdo da unidade (6;), 1 < ¢ < k, definimos
M) ={v:T 5 Rvb 08 =d e lPR Y, i=1,... k),

munido da norma i X
P
el = 3 )
=1

que & equivalente a norma dada em (1.5). Definiremos o espago D(I') da seguinte

forma:
D) ={v:T =5 R;vf0p ' € C"(R"),VmeN,i=1,....k}
onde

cm(l) = {U:F%R;v@io@_l =1i; € C"(R" 1), YmeN,i=1,...,k}
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Consideremos a aplicagao

¢; D) — D(R”’l)ﬂ/ (16)
u— ¢i(u) =1; = ub; ot

Sendo v € D(R"™!), temos que

<¢i(u)7U>D’(R"*1)><D(Rn—1) = /

Rn—1

anl)dy = [ u@ @)@ (1)
uU;Nnr
onde J;(z) ¢ uma fungao infinitamente diferenciavel sobre U; N I". Definindo

O;(x)v(p;(x))J;i(x),x e U;NT
biv) = (@)v(pi(z))Ji(z), z €
0,z e T\U;NT

Entao, de (1.7) podemos escrever

(@s(u), v)pr(@n-1yxDE@RA-1) = /FU(:E)@/JZ(U)(:E)d:E,

ou ainda pelo fato de que 1;(v) € D(T), temos

(¢i(u), v)pr@n-—1yxp@n—1) = (U, ¥i(V)) D () xD(T)- (1.8)

Da igualdade em (1.8) e do fato de que D(I") ser denso em D'(I"), resulta que a aplicagao
definida em (1.6) se prolonga, por continuidade a uma aplicagdo, que continuaremos
denotando por ¢; de D'(T) em D'(R™1).

Definimos para todo s € R o espaco

H*(D) = {u; ¢i(u) € HS(R" )i =1,...,k},
munido da norma

1
By ) - (1.9)

e (ZH@

Mostra-se em Milla Miranda e L.A.Medeiros [13] que a defini¢do do espago H*(I") ndo

[l

depende do sistema de cartas locais de I'.
Seja {(U1,v1), ..., (U, ¥x)} outro sistema de Cartas locais de T satisfazendo as mesmas
propriedades que o sistema de cartas locais U de I'. Entao, a norma gerada por essa
cartas serd equivalente a norma em (1.9). Portanto, a defini¢do do espago H*(I") nao
depende do sistema de cartas locais.

Para uma exposicao completa dos espacos de sobolev em uma variedade, o leitor
interessado podera encontrar em Herby [7]. No entanto, enunciaremos os seguintes

resultados.
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Proposicao 1.4.4 O espago D(I") é denso em H*(T').

Demonstracao: Ver Lions-Magenes [14]. |

cont

Proposicao 1.4.5 O espaco H%(F) — L*(I).

Demonstracao: Ver Lions-Magenes [14]. |

1.5 Teoria do Traco

Consideremos 2 C R™ um aberto limitado bem regular do R™ com fronteira I
Por D(Q)) representamos o espago vetorial das funcoes reias definidas em €2, possuindo

derivadas parciais continuas de todas as ordens. Dada uma funcao u definida em €2,

representa-se por You a restricado de u a I'. Por D(f)) representa o conjunto de todas
as fungdes p : © — R que sdo restrigdes de fungoes pertencentes a C3°(R™) restrita a

Q. Em simbolos
D(Q) = {¢lg = p, ¢ € C3*(R")}

Proposicao 1.5.1 FExiste uma constante positiva C' tal que
ol 3.y < Clullzn ey

Demonstracao: Ver Milla Miranda e L.A. Medeiros [13]. n
De acordo com a Proposi¢ao 1.5.1 e pelo fato que D(Q) é denso em H'(1),

podemos estender a aplicacao
Yo : D(Q) — H2(T)
a uma Unica aplicacao linear e continua, ainda representada por o,

Yo : HY(Q) — Hz2 ()

_ (1.10)
u = Youlo, Vu € D(Q).
A aplicagdo dada em (1.10) é denominada a aplicacdo trago de ordem zero.
Teorema 1.5.1 O niicleo de v € o espago Hy ().
Demonstragao: Ver Milla Miranda e L.A. Medeiros [13]. n

Em face de D(2) ser denso em H™(2) podemos estender a aplicacao

v : D(Q) — H™973(T)
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a uma unica aplicagao linear e continua e tal que

o’ — .
i =vyu,YueD(),Vi=1,...,m—1
r

Assim, a partir das 7}3, podemos enunciar o seguinte Teorema:

Teorema 1.5.2 FExiste uma unica aplicacao linear e continua vy
m—1
v H™Q) = [[ #™ = (D)
§=0
U= yu = (7(%71’ s 77771—1)

m—1
com a topologia natural do espaco H Hm_j_%(F) dada por
§=0
Il g es-tey = 10l ey + 10 g gy o 0l
m—1
.1
onde w = (W, W1, ..., Wp_1) € H H™ 7 2().
5=0
Demonstragdo: Ver M. Miranda e L. A. Medeiros [13]. n

Observacao 1.5.1 A aplicagcao v acima é denominada aplicacao trago de ordem m.

1.5.1 Trago em L?*(0,T, H™(Q))

Nesta se¢ao apresentaremos alguns resultados de trago em L?(0,7T, H™(2)) devido a

M.Milla Miranda [18]. Pelo visto anteriormente, temos que existe uma aplicagio traco
v H™Q) = [ B2 (1.11)

que é linear, continua e sobrejetora.

Definamos a aplicagao

4 L*0,T, H™(Q)) — L ( (1.12)

z 3
tob—t
v

=0
u = Ju, (yu)(t) = yu(t),

onde yu(t) é a aplicagao (1.11) aplicado em u(t) € H™(€2). A aplicacao (1.12) é linear,

continua e sobrejetora.

Proposigdo 1.5.2 Seja u € L*(0,T, H™(Q)) com v’ € L*(0,T, H™(Q)) entdo yu' =

(yu)’

Demonstracao: Ver M. Milla Miranda [18]. u
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1.5.2 Trago em H (0,7, H™(Q))
No que segue, enunciaremos para funcoes de H (0, T, H™(Q)) um resultado de traco

devido a Milla Miranda cf [18], no qual vamos utilizar no Capitulo 3. Notemos que

para f € H'(0,T, H™(2)) implica que
f=0%+47, com ¢}, v € L*(0,T, H™(Q)).

Seja L = L?(0,T, H™(2)) x L*(0, T, H™(Q)) e M o subespago fechado de L dos vetores
{a, B} tais que

(o, v) r20,mmm () + (B0 L20,m.8m () = 0,

para todo v € H}(0, T, H™(Q2)) e M+ o complemento ortogonal de M. Entéo, definimos
a aplicacao

H7Y0,T, H™(Q)) — M*
fr {e}, 45,
onde {¢}, Y7} € & € tal que || f[| = [{¢3, ¥} e

éf = {{¢0,¢?} € ]L; (¢f7v) + (wfvv/) = (f,v),Vv € Hé(Q)},

isto é, o conjunto dos {¢f,ws} € L tais que f = ¢ +¢y. A aplicacdo defininda acima
¢ uma isometria linear e continua.

Para f € H (0,7, H™(2)) define-se 7f da seguinte forma:
T T
(.0 = [ O [ oy
0 0

comw € H! <O, T, H;”:_Ol Hm_j‘%(F)), que é linear e continua. Assim, temos estabe-
licido uma aplicagao

m—1

.1
5:HYN0,T,H™(Q)) - H* (O,T, 11 Hm‘J‘Z(F)>
§=0
f=1,

onde 7 é definido acima, que é linear e continua. Esta aplicacao é denominada aplicacao

trago para as funcgoes de H=*(0,T, H™()).



1.5.3 Trago em L'(0,T, F)

A seguir, consideraremos o espaco de Banach
E={velL”(Q):;Ave LYQ)}

Com a norma

[olle = vl @) + [AV]| L1 0)-

Podemos ver em M. Miranda e L. A. Medeiros [20] que existe uma aplicagao

1 1

F:E— Wr (D) x Wr=2P(T)
v =0 = (%0, 11v)

linear e continua.

1.6 Principais Resultados

Daremos a seguir resultados que serao utilizados neste trabalho.
Proposicao 1.6.1 Considere o nimeros reais p e p' tal que % + ]? =1
(i) p=2sen=1,2,3
(i) p> %5 sen >4
Entdo, a imersiao W*P(Q) — C°(Q) € continua.

Demonstracgao: Ver Milla Miranda e L. A. Medeiros [20].
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No que segue, vamos provar a existéncia e unicidade de solucao para o problema ho-

mogeéneo
—Au = fem Q(f € L}(Q))

u = 0 sobre I'y

0
a—:j = 0 sobre I';

(1.13)

Para tanto, usaremos o método da transposi¢do, como feito em Lions-Magenes [14].

Formalmente, pelo Teorema de Green, obtemos

/u(—Av)dx:/fvdx—l— 8—uvdfo—/ u@dfl.
QO Q To 81/ Ty 31/

Seja
1,p 2 8()0
P = QDGWF(; (Q)HW ’p<Q);5:OSObreFO s

(1.14)
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onde

WrP(Q) = {¢ € WP(Q); ¢ = 0 sobre I'p}.

Entao, de (1.14) temos

/u(—Av)dxz/fvdx, YveP (1.15)
Q Q

Adotaremos (1.15) com defini¢do de solu¢do do Problema (1.13). A existéncia e unici-
dade de problema (1.13), é dada no seguinte resultado:

Proposigdo 1.6.2 Seja f € L'(Q), entio eviste uma nica funcio u € L¥' (Q) satis-
fazendo (1.15). A aplicagio T : L'(Q) — LP(Q), Tf = u € linear, continua e —Au =
f

Demonstracao: Seja g € LP(Q2) e v uma solu¢ao do problema

—Av=gem
v = 0 sobre I'y (1.16)
v

En = 0 sobre Iy

Entao, pelo Teorema B.2.6, v € P. Considere a aplicagao
J: LP(Q) — C°(Q)
Jg— v,
onde v é solu¢do do Problema (1.16). Note que pela Proposigdo 1.6.1 a aplica¢do J
estd bem definida. Além disso, J é linear e continua.
De fato, sejam g, h,r +h € LP(Q) tal que J(r) = vy, J(h) = va e J(r+h) = vs,
isto é, vy, ve e v sdo solugdes do Problema 1.16. Desejamos mostrar que J(r + h) =

J(r)+ J(h). Como r + h € LP(Q2), temos que v3 é solugdo do problema

—Avs =71+ h em (,

v = 0 sobre Iy,

% = (0 sobre I';.
ov

Temos também para r € LP(Q2) que v; é solugdo do problema

—Av; =71 em (,

v, = 0 sobre I'y,

% = 0 sobre I';.
ov
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De modo andlogo, temos para h € LP()) que vq é solugdo do problema

—Avy = h em (),
ve = 0 sobre 'y,

Ovy = ( sobre I';.
v

Assim, (v, + v3) é solugdo do problema

—A(vy +v9) =7+ h em Q,

v1 + vg = 0 sobre I'y,
8(1}1 + ’UQ)
ov

Por unicidade de solugao do Problema 1.16 obtemos que v = vy + vg, ou seja,

= 0 sobre I';.

J(r+h) = J(r)+ J(h). Analogamente, mostraremos que J(Av) = Av, com \ € R.
A continuidade da aplicacao J segue da Proposicao 1.6.1.

Dessa forma, podemos definir a aplicacao adjunta
J*[COQ)] — LF(Q)

<J*9 ¢>LP (Q)xLrP(Q <9 J¢> CO(Q)]'XCO Q)7v¢ < Lr ( )

Provemos que a funcao v = J* f é solugao do problema 1.16. De fato, temos

(Jf,9) v (QxLP(Q) = = (/. Jg) [CO(Q)]) xCO(Q)

/Q J* fgdz = /Q fJgdz.
/Q w(—Av)de = /Q fudz.

Para a unicidade, sejam uy,uy € LP'(Q) satisfazendo (1.15). Entdo

isto é,

Assim, obtemos

/(u1 — ug)(—Av)dx = 0,Yv € P.
Q
Consideremos g € LP(Q2) e v solu¢ao do problema (P,), obtemos
/(u1 — ug)gdx = 0,Vg € LP(Q).
Q

Portanto, u; = us e a unicidade esta provada. Como u =T f e u = J*f, por unicidade

de solucao, tem-se T' = J*, e assim, T possui as mesmas propriedades. [
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Para o problema de fronteira nao homogéneo,

—Au =g em )

u = 0 sobre I'y (1.17)

@ = x sobre I'y
v

temos o seguinte resultado:

Proposicdo 1.6.3 Seja f € L'(Q) e x € Hz(Iy), entdo existe uma tinica solugdo
u € L (Q) para o problema (1.17).

Demonstragao: Seja {0, x} € H3(T) x H2(T) definida por

X sobre I'y
0 sobre I'y

X =

Pelo Teorema 1.5.2, existe £ € H*(Q) tal que (&) = (70€,71(£)) = (0, %). Seja w uma
solucao do problema
—Aw = f+ Af em Q,

w = 0 sobre 'y,

0
0_1: = 0 sobre I'y,

Note que f4+A¢ € LY(Q), entdo pela Proposicao 1.6.2 temos que w € LP (). Tomando
u = w+E, temos u € LP (Q) é solugdo para o Problema (1.17). Para a unicidade, sejam

uy, us duas solucoes do problema 1.17, entao v = u; — uy € solucao do problema

—Av =0 em §;
v = 0 sobre I'y;
v

Em = (0 sobre I';.

Por unicidade do Problema 1.13, temos v = 0, isto é u; = us. [
1.7 Construcao da base especial

A partir de agora, daremos alguns resultados que nos proporcionara a construcao
da base especial em V N H*(Q). A construcao desta base especial foi obtida por M.
Miranda e L. A. Medeiros [16]. Definamos o espago de Hilbert V' por

V ={ve H(Q);v = 0 sobre Ty},
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como sendo o subespago de H'(€) munido do produto interno e da norma

((u,v))V:/QVu(x)Vv(x)dx

e
lully = / V(). (1.18)
Q
respectivamente.
Neste trabalho, denotaremos o produto interno de L?*(2) por (-,-) e a norma
induzida por este produto interno por |-|. Também denotaremos o produto interno em
V por ((+,-)) e a norma em V por | - ||, afim de ndo sobrecarregar a notagao.

Proposicao 1.7.1 Em V wvale a desigualdade de Poincaré.

Para a prova da Proposi¢ao 1.7.1 ver Dautray Robert e Lions [6].
Consideremos o operador —A definido pela terna {V, L*(Q), ((u,v))v }. Decorre
da teoria Espectral, cf em Lions [12]| que

D(—-A) = {u c VN H*Q); g_u = 0 sobre Fl}.

v

A seguir, daremos um resultado que nos garantird a existéncia de solucao do

problema
—Au= fem Q,(f € L*(Q))
u = 0 sobre I'y, (1.19)
Ou

5, =9 sobre I'y, (g € H%(Fl))'

Lema 1.7.1 Dado f € L2() e g € H2(I'}) , eziste uma tnica u € V N H2(Q) solugio
do Problema (1.19).

Demonstracao: Seja a: V x V — R definida por
a(u,v) = ((u,v)), Yu,v €V
Temos que a é uma forma bilinear continua e coerciva. Seja L : V' — R dada por

(L,v>:(f,v)+/ gudl', Yv e V.
I8

Note que L. € uma forma linear e continua sobre V. De fato

i) L é linear
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Sejam v,w € V e a € R. Assim,

(L, av+w) = (f, ow—irw)—i—/

I

glav+w)dl' = a(f,v)+(f, w)—l—a/ gvdP+/ qudl =
1 '

r

:a(f,v)+a/

I

gudl’ + (f,w) + / gwdl’ = a(L,v) + (L, w).
I

ii) L é continua

cont

Pela desigualdade de Cauchy-Schwartz e pela imersao continua V < L%*(Q), com

constante de imersao C, temos

(L o) < [fllol + lglezwn lvlzn < Crlfllloll + lglezwn o]z

cont

Temos que Hz(I';) <3 LA(T'y). Além disso, pelo teorema do traco
Dali,

(L, 0} < Cilflllvll + Calglrawlolizey < Cilflllvll + Calgllv]
< Cilflvll + C2Csllv|| = Cv]]

1 <
H2(T) —

onde C'= C4|f| + CoCs|g|r2(ry).-

Pelo lema de Lax-Milgran, existe um tnico v € V tal que
a(u,v) = (L,v),

ou ainda
((u,v)) = (L, v).
Assim,

((u,v)) = (f,v) +/ gudl’;,  YveV. (1.20)

I
Em particular, (1.20) é valida para toda ¢ € D(2). Entao,

| V@ pta)da = [ fapota)ds

Pelo Teorema de Green, temos

/QAu(af)w(x)dm:/Qf(x)w(x)dx (1.21)
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Dai,
(—Au, ) = (f,¢), Yo D). (1.22)

Desde que D(Q) ¢ denso em L?(Q), segue de (1.22) que
(—Au,v) = (f,v), Yve L*(Q). (1.23)

Por (1.23), obtemos —Au = f em L*(Q2). De (1.21) e do Lema de Du Bois Raymond
obtemos que —Au = f quase sempre em (). Dai, segue por regularidade eliptica que
uweVnH*Q).

Por outro lado, desde que u € H*(Q) e Au € L*(Q), segue pela formula de Green que

<@> = (Au,0) + ((,0)). (1.24)
v H-5(T)xH3 T))

Por (1.20), temos substituindo em (1.24) que

0
<—u,v> :(Au,v)+(f,v)+/ gudl
W[ g o< ) I

0
<—u,v> = / gudl’
v H™3(T1)xH3 (1) Iy

Pelo teorema da Representacao de Riesz, obtemos

o que implica

ou
<3_’U> ! 'V <97U>H—%(r )xH2 (I'y)
v H™2(Iy)xH?Z () ! !

0 .
donde segue que a—u — g em H2(I';). Como g € H2(T,), resulta que
v

ou 1
5, — 9 em H=(I'y)

o que prova o resultado. [

Proposig¢do 1.7.2 Sejam f € L*() eg € H%(Fl). Entao, a solucao do problema

—Au=f em Q,

u =0 sobre 'y, (1.25)

0
a—:j = g sobre I'y,
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pertence a V N H?*(Q) e |lull g2y < [|f]r2@) + HgHH%(Fl)}.
Demonstragio: Seja {0,§} € H2(I') x H2(T') definido por

g, sobre I'y

N
I

0, sobre I'y

Pelo Teorema 1.5.2; existe h € H%(Q) tal que v(h) = (o(h),71(h)) = (0,9) e

[l sy < e {101+ 1313 0 ] = €llgll e (1.26)

Seja w solugao fraca do seguinte problema(a qual existe pelo Lema anterior)

—Au = Aw em €,

u = 0 sobre Ty (1.27)

0
(9_5 = (0 sobre I';.

Isto significa que

/VwVvdx:/fvda:—/(Ah)vdx, YveV.
Q Q Q

[l 20y < cllf = Ahlrzg)] < [l flr2) + |AR]L2 ) (1.28)
pelo Teorema B.2.6. Entdo, u = w+ h € V N H*(Q) é solu¢do do Problema (1.27) e
por (1.26) e (1.28), obtemos

ull 720y = lw + bl m2@) < |wllm2@) + [Pl H200) < ]| flz2@) + AR L2@)] + |12l H200) <

< cllflez@) + allhllaz@)] < el flrze) + 9l 4 1. ) )
onde ¢; e ¢y sao as constantes positivas. [ |

Proposigdo 1.7.3 Em V N H*(Q), as normas de H*(Q) e a norma

2 3
H%(rl)}

Demonstragao: Seja u € V N H%(Q). Pela Proposigao anterior, tem-se

2 1 } (1.29)

H2(T)

ou

u {\Au\Q—i— ' 5

sao equivalentes.

au

ol < Il + 3
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Por outro lado,

’AU|%2(Q) < HUHJ%I?(Q)' (1.30)
Pelo Teorema de traco )

ou

- < Collull2q (1.31)

‘ | ik (ryy @
Por (1.30) e (1.31), temos
dul|?
|Aul? + ' . < C’3||u||§{2(9). (1.32)
H3(Ty)

Portanto, de (1.29) e (1.32), segue que as normas em V N H?(Q) sio equivalentes. m
A seguir, vamos enunciar e demonstrar um resultado que permitird construir
uma base especial em V N H?(Q) e esta base sera utilizada para mostrar a existéncia

de solugao forte do Problema (1) no Capitulo 2. Antes, vamos assumir que vale
o (Hy) peWh(0,T) com pu(t) > po >0
® (HQ) ﬁ € Wl’oo(Fl) co1m ﬁ(l’) Z 60 > 0.

Proposigao 1.7.4 Suponhamos (H,)—(Hs) e queug € VNH?*(Q), u; € V e M(O)%—i‘
v

Buy = 0 sobre T'y. Entao, para cada € > 0, existem vetores z,w € V N H?(Q) tais que

Hw - UOHVOHQ(Q) <g, HZ - UlHV <é

0
M<0)a_z: + Bz =0 sobre I'y.

Demonstragao: Desde que uy € V e VN H?(Q) é denso em V, dado € > 0, existe
z € VN H*Q) tal que ||z — uy|| < e.

Consideremos o problema

—Au = f+ Aug em €,

u = 0 sobre I, (1.33)
@ = B(I)z sobre I'q, .
v p(0)

Observemos que Aug € L*(Q). Por outro lado, como z € H?(f2), segue pelo Teorema
1.5.2 que
(z) =z € H(IY).
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Por fim, consideremos as aplicacoes continuas

¢: L*(Ty) — L*(T'y)

u+— Pu

¢: HY(T'y) — HY(Ty)
u— Pu
e observemos que tais aplicagoes estao bem definidas, pois 8 € W1>(T';). Da imersao
continua H'(T';) — H%(Fl) — L*T;), temos por interpolagio dos espagos que a
aplicagao
¢: H2(Ty) — H2(Ty)
u— fu
é continua. Agora, observe que o problema (1.33) estd nas condigbes da Proposigao
1.7.2, dessa forma existe w € V N H*(Q) e assim pelo Teorema do trago

2

ow  OJuyg
1w — uol|Fnmz < |Aw — Augl _|_H_+_ _

VNH2(Q) L2(Q) o By b
Bz | B | o

- + uy <Clz—wml} < Ce

H Opu(0)  p(0) gty v
Além disso, por (1.33), obtemos
0
u(O)a—Z} + Bz = sobre T'y.

Portanto, a proposicao esta provada. [



Capitulo 2

Solucao forte

Neste capitulo, vamos provar a existéncia e unicidade de solucao forte do problema
(1), onde as condigbes iniciais sdo fungoes suaves. Para tanto, empregaremos o método
de Faedo-Galerkin, que consiste em aproximar a solucao que desejamos encontrar por
uma sequéncia de solucoes de problemas analogos, porém em dimensao finita.

No que segue, assumimos que  é um aberto do R" de classe C? com fronteira T
Seja I’ = ['yUI'y, com TyNT; = 0, med(Ty), med(T'1) > 0 e consideremos Q = Qx (0,7

um dominio cilindrico de R**!, com T > 0 um ntimero real.

2.1 Existéncia de solucao forte

Iniciaremos esta secao com o conceito de solucao forte.

Definicao 2.1.1 Dizemos que uma funcao u : (Q — R € uma solucao forte do problema
(1) se
u € L2(0,00; VN H*(Q) eu € L2(0,00; V)

loc

u" € L} (0,00, L*(Q))

loc
u' — pAu+h(u) = fem Li,.(0,00; L*(Q))
ou

o B =0 em L5, (0, 00; Hz(T,))

loc

u(0) = up e u'(0) = uy em Q.
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Sejam €2, @, I' como na introducao e f : Q@ — R, ug,uy : @ - R, g: Ty - R,
h:R—Repu:(0,7) — R satisfazendo

h : R — R uma fungao lipschitziana com constante C, e

sh(s) > 0, para todo s € R; 21
(ug,u1) € [VNH*(Q)] x V; (2.2)

B € Whe(T')) tal que B(x) > By > 0; (2.3)

p € Wh(0,T) tal que p(t) > po > 0; (2.4)
u(O)% + Buy =0 em T'y; (2.5)

f € HY0,T; L*()). (2.6)

Teorema 2.1.1 Considere as hipdteses (2.1)-(2.6). Entao, eziste uma unica fun¢ao
u: Q) — R tal que
u € L0, T; V)N L*0,T; H*(Q)),

W' € L=(0,T; V),
u" € L*(Q).
u" — pu+ h(u) = fem L¥(Q);
p@ + Bu’ =0 em L*(0,T; H%(Fl))S

v
u(0) = ug, ' (0) = uy em Q.

Demonstracao: Para a prova, empregaremos o método de Faedo-Galerkin com a base
especial em V N H%(Q). Como uy € VN H?(Q) e u; € V segue pela Proposigao 1.7 que

existem duas sequéncias ugy, uyx de vetores em V N H?() tais que

uor — g em VN H?(Q). (2.7)
Uy — U em V. (2.8)

Ougy,
w(0) 5 + B(z)ur = 0 em I'y, Vk € N. (2.9)

Fixemos k € N de forma que ugx, 1, sejam linearmente independente e tomamos

Uof; U1k
k lef

N HUOk:”VmH2(Q) B ”ulkH\/mH?(Q)
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os dois primeiros vetores ortonormais. Assim, pelo processo de ortonormalizacao de
Gram-Schimidt, construiremos uma base ortonormal em V N H?(§2) que representare-

mos por
B = {wi,wh, ... wh ...}, (2.10)

para todo k € N.

Se para cada k € N, os vetores sao linearmente dependentes, escolhemos

k Uok

ol VNH2(Q)

e wh qualquer vetor fora da reta Aug,. Continuando com este processo, obteremos uma
sequéncia (wf)jeN C VN H?(Q) de vetores linearmente independente.

Uk — [opk ok k
Para cada m € N, seja V,} = [wl,wQ,...,wm

} o subespago de V' N H%(Q)) gerado pelos
m primeiros vetores da base (2.10).

Vamos encontrar uma solucao uy,, € ani do tipo
j=1

onde g;im S0 as solugoes do sistema de equacoes diferenciais ordinérias

(W (1), v) + 10(8) (e (), v)) + (At (), v) + (Bt (£), V) p20y) = (f,0), Y0 € Vi§
Ukm(l’, 0) = Upk

U;Cm('r’ O) = Uik
(2.12)

Dessa forma, estamos diante de um problema de valor inicial de um sistema de equagoes
diferenciais ordinarias. Agora, note que a existéncia da solucao do problema aproxi-
mado (2.12) é garantida por ser um sistema de equacoes diferenciais ordinarias nas
condig¢oes do Teorema de Caratheodory, como feito em [5].(Ver Apéndice B).

Portanto, existe uma solugao aproximada para t € [0, tg,,) com t < tg,.

2.2 Estimativas a Priori

No que segue, obteremos estimativas a priori para as solu¢oes uy,(t) do sistema
(2.12), permitindo prolongar a soluc¢do ao intervalo [0, 7], como consequéncia do teo-

rema do prolongamento de solugdes, cf [5].
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Primeira Estimativa:

Tomando v = 2u}, (t) € V¥ em (2.12), tem-se

(W (£) 203 (8)) +12(8) (o (£), 20t (£)))F (A0t (1)) 20, (£))+ A B )ty () 201, (1)L =

= (f (1), 2u4, (1))

A partir de agora, analizaremos cada termo da igualdade acima separadamente.

(U (1), 20 (1) = 5 (1) (213)
) (ke (), 2, (1)) = (0) . i (D (2.14)

Observe que

[0 on (IZ] = 10 i O + (0) 0P

dt
implicando
) ()12 = ) () [ 6]
Portanto
) k(). 26, (1) = =2 Ol O + 5 [aOln ). (215

(MWMWJ%MWZJKﬁWWWV%MWM

t Uk (T,t)
Temos A(t) :/ h(s)ds. Entao A(ugy,(z,t)) = / h(s)ds. Dai,
0 0

2% [tk ))] = 2ot (1)t ()

o que implica
d /
2 [ — [ A wgm(z,t)]de =2 | h(ugn (2, t))uf, (@, t)d.
o dt Q

Pela duas altima igualdadades acima, temos

(h(upm(t), 2uy,, (t)) = Q/Q %[A(ukm(x,t))]dx. (2.16)
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Logo, de (2.13), (2.15) e (2.16), podemos escrever

(W (£), 20, (8)) () (o (), 20, (1)) + (At (1)), 20, (1)) + /F B(@) [t} (£)] “dT

d

= Gl OF =20 @) (O + 5 Ol O]+ 2 | 5 [N+

+ ] 8) [ty ()] AT = 2(f (1), U (1)).

Integrando no intervalo [0, tx,,], com t,, < T, obtemos
t
W () = i = / 1 (8) [tk (8)[|Pds + ()|t (E)|* = p2(0) [ ||* =
0
t
= 2/ A(ugm(z,t))dx — 2/ A(ukm(m,O))dx—l—Q/ / B(x) [ugm (2, 8)]*dTds = 1
Q Q 0o Jr,

—2 / (F(t), dy(5))ds.

Pela desigualdade de Cauchy-Schartz e Young, obtemos

[ (D)2 + () [k () + 2 f Mg (, £))d + 2/0 A B() [t (2, 5)?dlds <

< [el? + p0) o |2 + / () s + / g (5)| s / 1 (5) |tk () [P
+ /Q Auug(2))de.

Usando as hipoteses que p € Wh(0,T) , f € L*(0,T; L*(Q)) e as convergéncias dos

dados iniciais, obtemos

(D)2 + ol (8) 2 + 2 /
Q

t t t
< el + OV ae P+ [ 176)Pds + [ a9+ llmiory [ (5) P+
0 0 0

At (. £))d + 260 / t / Wl (x, s)2d0ds <
0 I

—l—/QA(uok(x))dx.
(2.17)

Desejamos utilizar o Lema de Gronwall, para tanto devemos mostrar que

/Q Augn(2))dz < C,

onde C' é uma constante que independe de k,m € N.

De fato, como sh(s) > 0 e 0 < s < t, segue que h(s) > 0. Da continuidade de h,



33

obtemos que
t
A(t):/ h(s) > 0,V € (0,T).
0

Além disso, devemos notar que h(0) = 0. Dai, obtemos

ugg () uok ()
/ / h(s)ds| < / / I(s)—h(0)]ds.
2 Jo QJo
Desde que h ¢ lipschitziana, temos

uok (z)
/ A(ugr(z))dz < / / Chls — 0|dsdx = Ch/ [uor (7)|?dx = Ch|ugr(z)].
Q 2 Jo Q

Portanto,

<2

) / Ao (2))dz < 2

g A(uog(z))dx

/ Ao (2)dz < Chlugw? (2.18)
Q
Dai, usando o fato que a imersao V < L?*(Q2) é continua, decorre de (2.7) que
/ Augr(x)dzr < ¢
Q

Logo, de (2.17)
t
O + i 01+ 2 [ Ao+ [ [ (o) dsar <
Q 0 JIn

t t
sp+/ﬁ%aww+mmmmﬂ/uwM@%m
0 0

onde P é uma constante positiva. Entao, pelo Lema de Gronwall podemos concluir que

h%@ﬁw%wW+AAwmmM%MSM, (2.19)

onde M é uma constante que independe de k,m € N, Vt € [0,T].

Dessa forma, podemos prolongar a solugdo aproximada ug,,(t) para todo t € [O,T],
devido ao teorema do prolongamento de solugoes.

Segunda Estimativa

Nosso objetivo agora sera obter uma estimativa para ukm(t) e, para tanto, consideremos

a derivada com respeito a t da equagao aproximada (2.12), isto é,

(). 0)+ 5 0) (8. 0)] + (0t (0. 00) + [ 30 ot =

= (f'(t), v).
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Considerando v = 2uj}, (t) € V¥ obtemos
(g (£), 201, (£) 1" () (ke (8), 208, (8))) 4 p2(8) (i, (1), 20, (1)) +

(B (e () ) g, (£), 200, (1)) + A B (@), (2, 1) 20, (, 1) dD =

= (F(0) 20, ()
Temos

) (o (0) 20, (60) = (0) o ) (2.20)
Observe que

O 1) = 10 i (O + 1 (2) (0]

o que implica

(0) ()12 = 0 (1) — ) D

Logo,
%IUQm(t)IZ + 201 () ((whm (), wn (1)) + %(u(t)lluzm(t)lf) — 1 () ug, (D)7 +
(P (ke (£)), 20, (1)) + 2 A B(@) e (), (1)L = 2(f'(F), U (1))
Integrando de 0 <t < T, temos
| ()7 + 2/0 1(8) ((um (8), W () s + p(t) |t ()] + 2/0 (B (wrm(8)), g (8)))ds+

+2/ B ) (2, 8) e (2, )T = Ui, (0)] + (0) ure|* + 2/ (f'(5), iy (5))ds+
0 JI't 0

T / W (0) i () | 2ds
Como t )
- / (W (11 (5)), 20t () < / [ (i (5)), 20t ()|

e pela hipotese (2.4) obtemos,

t

[ (D) + 2/0 1 (8) ((ttn (5), U ())) s + pu(8) |t (£)]+

2 / [ B0, )T < [ (OF + ) e+ / (B (s (3)), 20 (5)) s

2 / (), o (3))ds + 1] / et (5)1]ds.
" ’ (2.21)
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Desejamos novamente fazer uso do Lema de Gronwall, dessa forma, necessitamos mos-
trar que

luy, (0)|? & limitada em L*(€2). (2.22)

De fato, considerando ¢ = 0 em (2.12) e tomando v = uf, (0) € V£, temos
(4 (0), 0 (0)) + 11(0) (ki (0), 15, (0))) + (A1t (0)), 1, (0 / Bty (v, 0) i, (0)dT

= (f(0), 4, (0))

o que implica

[0 ()% + 1200) ((tiom (0), 15, (0))) + (Atkm (0)), 6 (0)) + [ Bty (2, 0ty (0)dI =

INT

= (f(0), 4, (0))
Dai,

[ (0 + (V12(0) e (0), Vi, (0)) + (R(ttom 0)) 1, (0)) + A B )ty (, 0) iy, (2, 0)d
= (£(0), 4, (0))-

Pela formula de Green, obtemos

O = [ A 0O 0]+ [ 0) P2t (0, 0)d0 + (bt (0). 1 0)

| B (@)t (2, 0) gy, (, 0)dI" = (f(0), ui, (0)).

Assim,

|t (0)[* = 11(0) /Q At (0) iy, (0) i + (A(ttg (0)), 11, (0)+

[ [0 T + ] .00 = (£10),,(0).
Segue por (2.9) que
0O = p0) | Bt (0)u (0)de -+ (bl (0)). 1 (0)) = (£(0) 1, 0).
Pela Desigualdade de Cauchy-Schwartz, tem-se
o O < (O] S (O)] + [ ey (0)] + FO) i, O]

Dai, obtemos

| (0)] < 1(0)[Avgr| + [A(uor)| + £ (0)].
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Usando a norma induzida de H?(Q) em V N H*(Q), por (2.7) segue que
Aug, — Aug em L*(Q)

e dai

| Augy| € limitada em L*(€2).

Por outro lado, de (2.2) e (2.7), temos

mwms/%mws%mm
Q

Portanto
| (0)° < L, (2.23)
onde L é uma constante positiva independente de ¢,k € N.

Observagio 2.2.1 Note que faz sentido calcular f(0), pois f € HY(0,T; L*(S2)), isto
é, f € L*0,T;L*Q)) e f' € L*0,T;L*)). Logo, pelo teorema 1.2.1 faz sentido
calcular f(0).

Observacgido 2.2.2 A limitagao de (uf, (0)) em L*(Q) é um dos pontos chave da prova.

t
No que segue, vamos analisar o termo 2/ 1 (8) ((ugm (t), uy,, (t))). Com efeito,
0

multiplicando ambos os lados do problema aproximado (2.12) por l::((zf)) e tomando
v =2u}, (t), obtemos
_ :u,(t) " :u,(t) 2
1 (8) ((urm (2), e, (1)) = ) (f(t), g (£)) — o) |t ()] —
T/ N VR
e b 0.1 (0) = B8 [ B irar. 220

Logo, substituindo (2.24) em (2.21), obtemos

O+ 0O +2 [ [ 300 +2 [ 10 ()5

p(s)
'u S) % ( ) " t,u/ t)
_2/0 p s) ro(8)[Pds — 2/0 () (h(wkm (), Uy (s)) — 2/0 o) Flﬁ(a:)ukm(s)ukm(s)ds

< [k () + 12(0) i | + 2/0 (W (o () Uy (5), Ui (5)) s + 2/0 (f'(8), ugm (s))ds +

t
Wﬂhwmz%A!thﬁwﬂa
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o que implica
t
| (0 + () [t ()12 +2/ : B() [t (2, 8)2dT < [y, (0)1* + p(0)]uase|*+
0 1

2 / (W (1t ()t (3), el ()l + 2 / () m())ds + (11 |01y / ldn(5) 2

(b n(oDlds + 2 [ A g Pds + 2 [ (), 61+

0

' u’(t)
(2.25)

/
t
Vamos analisar o termo 'l;((t)) B(z)uy,, (s)uy,,(s)ds da desigualdade acima.

Note que pela desigualdade de Holder e Young, obtemos

ar

N’(t) , y M/(t)
(0) Flﬁ(x)ukm(S)ukm(S)ds <2 D ﬁ( Yy, (s)ull, (s)ds

<2 [ (47 ﬂ(x)u;m(s)dr)gr{{/n[ T Par)} 22

/F1 B(z) [M’(ﬁu/ (t)rdPJr Bz)ul, (t)]2dT

(D)

Substituindo (2.26) em (2.25), resulta que
t
[ () + () e (2 || + 2/0 A B(@) [t (w, $)*dT <] 15y, (0) 2 +22(0) ure |+
t t t
+2/0 (h’(ukm(S)-ukm(S),UZm(S))dS+2/0 (f'(s), g (s))ds + HM'HLw(o,T)/O (OIS

v2 [l +2 [ (o) ds 2 [ (o))

// { Sugms} drds+//5 [l (s)]2dl'ds.
S

Assim,

¢
[ufl (E)]* + p(t) || ugm (0] +2/0 A B(x)[uy,,(z, ) dFds—/ A B(x)[uf,, (z,s)]*dlds <
¢

< [k () + p2(0) i || + 2/ (W (o () Uy (5), Ui, (5)) s + 2/ (f'(8), g (s))ds

i o) / i ()] ds”/ 0

[ s [ e [l

=

(ot (oDlds +2 [ 2 g ()P
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Portanto,
() + )i ()] + / [ (@)l o 5T < [ (O)F + (O) e+
2 / (W (1t (5) (), o (5))ds + 2 / (f'(s), i (5))dis

= [ () Pds 2 [ (706) (sl 2 |

2 /Oti((f))(h(“km( )l (s))ds + / / B(z { j "m(s)rdrds

No que segue, faremos a analise dos termos da direita de (2.27).

:u/<8) ! (S)|2d8+

/)
u m
p(s) "

(2.27)

.2 /0 (W (o () 2t (), " (5))ds

Sendo h Lipschitiziana, temos |h/(s)] < Cj quase sempre. Temos também pela De-
sigualdade de Cauchy-Schwartz e Young e pela imersao continua V < L2(f) com

constante de imersao ¢y, obtemos
t t
2/ (P (Ut (8) Uiy (8), Uy (5))ds < 2/ B (tem (8) Uy (8)) | [ (5) | s
0 0
t t t
<2 [ Cului (o) (o)l < €3 [ fip(o)Pds+ [ i, o)Pds < (228)
0 0 0
< Cheollud, (s ||2ds+/ . (s)|2ds.

o2 [ (7))

Observe que pela desigualdade de Cauchy-Schwartz e Young, obtemos

2/t(f()ukm ds<2/| )l (s) |ds<2/|f V! (s)|ds

/|f ]ds+/]u s)|%ds.

(f(s),uy, (s))|ds.

2[5

Pela desigualdade de Cauchy-Schwartz e Young e por (2.4), obtemos

2/ ‘/,Z(_(tt))Kf(S)’ dl (s ))I‘d < HuIIL 2l o= 0,7) / F(s)Pds +\IMIIL (0,17) /| 9 Pds

/ S // d
S
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Novamente pela desigualdade de Cauchy-Schwartz e Young, e pela imersao continua

V < L?(Q2), obtemos

“(s), I3 ||L (0.7)
2 [ sy pas < 2100m gy Py o

o 2 [ b))

Observe que pela primeira estimativa, pela desigualdade de Cauchy-Schwartz e Young,

por h ser Lipschitiziana, e pela imersao continua V < L?(f2) , obtemos
t t
1 (s) " /
2/ h(ugm(s)), Ug,(s))ds < 2
gg/“” (il < 280 [ 0y ag el p1as < 121
o | K(t) o Jo 7
/
+”“”0hc0/ [t (5)[2dls
Ho 0
t / 2
Kt }
. B(x U, ()| dl'ds
[ oo St
Novamente pela primeira estimativa, segue que

' ©) r BNzl [0 e [z
/0 /rl o [u(t) Hem{f)| TS < T /1“1 Hen(EI1dT < T M

Pela analise dos termos acima, da imersao continua V' < L?(Q) e por (2.9), podemos

1'(s)

(h(ugm (), Upy(s))ds <

escrever (2.27) da seguinte forma:
t
|t (D)7 + 0|, (8) 1 + / A B(@) [ (2, 8)]*dTds < [ufy, (1) + pu(t) e (8) "+
0 1
t t t
/ B(x)[u),, (v, s)]?dl'ds < C’hco/ ||u;€m(s)\|2ds—l—/ |ugm(s)|2ds—l—/ | f(s)|>ds+
0

Iy
/‘f ’d H/“LHL (0,T) /’ 2d8+2|‘u||L (0,T) /‘| H d5+

2
_mewm@mM+me0T o [ i ld_gmu N
0 0

Desde que f € H*(0,T,L*(f2)), temos

/ 1f(s)Pds < P e / |f/(s)|?ds < Ps.
0 0
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Logo, denotando por S a constante que limita o termo y(0)|lui||?, temos

O ol (OF + 0 [ [ o) < Cend W lwom] [ (6P
1

oy |14/ || oo co.7) +2||M | Looco.7) ot ||M||Loo<0T> }/ ! (s)[Pds+
Ho Ho
||5||Loor 111200 .
Rillaall? 0T)M+P1+P2+—H“”L OD) o+ L+ S
No Ho
(2.29)
B Loo(D) || || 00 "7 oo
Dai, denotando por D; = Bl H2 it (OT)M—I—P + P —|—MC}LCO+L+S,

0
/ / !
94 |4/ Lot I 2”“ =0 o + [ peetor Cheol,

= [Chcol + [|1]| pctor) € D3 =
Ho Ho Ho

resulta de (2.29) que

t
[ufl ()2 + pol|ul,, ()] +ﬁo/ /1“ uy, (z,5)]2dlds < D, +D2/ |}, (8) || ds+
1 0

+Dg/ W (s)[ds.
0

Portanto, pelo Lema de Gronwall, obtemos

luy (D) + |, (D)]|* + / /1“ uy, (z,5)]*dlds < N,¥t € [0, 7] (2.30)
1

onde N é uma constante que independe de k, m. Logo, da tltima desigualdade acima

e por (2.19), obtemos

(Ugm) € limitada em L>(0,7T;V)
(u),,,) € limitada em L>(0,7T;V)
(2.31)
(uf ) & limitada em L*(0,T; L*(T'y))

)

é limitada em L>(0,T; L*(2)).

m

(u

Além disso, h(ugy,) é limitada em L?(Q). De fato, por h ser Lipschitziana com constante

C}, e pela primeira estimativa, obtemos

t t
Hh(ukm)HLz(mT;Lz(Q)) = / / ’h(ukm<$,t)‘2d$dt S C}%/ / ‘Ukm(l’,t)‘zdé?df]? S Hukalg(O’T;Lz(Q))
0 JQ 0 JQ

Da imersao L%(0,T;V) < L*(0,T; L*(Q)), segue que h(uy,) é limitada em L?*(Q).

2.3 Passagem ao limite quando m — oo

No que segue, com as limita¢oes em (2.31), obtemos as seguintes convergéncias
quando m — oo.

U — up em L°(0,T;V); (2.32)
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up,, — 1 em L>(0,T;V); (2.33)
up —sem L*(Q). (2.34)
Pelo teorema do trago de ordem zero e da imersdo continua V — L?(Q), obtemos
)3 ) < 1)

Desta tltima desigualdade e (2.32), segue que (u}, ) é limitada em L**(0,T, Hz(T))
e, portanto,

Upy > uf em L(0,T, H2(T'y)). (2.35)

Mostraremos que s = uj, e seguindo o mesmo raciocinio podemos mostrar que r = uj.

Com efeito, a convergéncia em (2.32) é equivalente a

(W ) Lo (0.1 x 11 (0.7,v7) — (ks ) poo(0.mvy 107y, V0 € LY0, T3 V7).

Note que pelo Teorema 1.2.2, obtemos

T
(Wkms V) Loo 0,1,V x L1 (0,73V7) :/ (U (1), V(1)) v <y dt.
0

Dai
/0 <ukm(t)7 w(t»VXV’dt — /0 <uk<t>’¢<t)>V><V’dtavw S L1(07 T; V/)

Em particular
T T
/ <ukm<t>7 w(t>>V><V’dt — / <uk<t)7 w(t)>V><V/dt7 vw € L2(07 T7 L2<Q))
0 0

Temos como consequéncia do Teorema da Representacao de Riesz

(U (), () v xv = (Urm (), V(1)) L2,

logo
Ugm — uw em L*(0,T; L*(Q)) = L*(Q) (2.36)

Dai, por definicio de convergéncia fraca, para todo g € [LQ(Q)}Ia tem -se
(97 ukm)LQ(Q) — (ga uk)L2(Q)‘

Pelo teorema da Representacao de Riesz

/Q/OT U (0, ) (2, t)dxdt — /Q/OT u(z, ) (z, t)dadt
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isto é
/0 (s (), ()t / (un(£), (0))dt,

Seja 0 € D(0,T) e p € L*(Q) e considere k = 0p € L?(Q). Dai
T T
|ttt ptenpierie ~ [ ptenoterar,

implicando que

(wem(t), p) = (ur, p), em D'(0,T), ¥p € L*(Q) (2.37)
Da convergéncia (2.33), segue de forma anélogo ao que foi feito anteriormente que

U, — 7 em L*(Q),

e portanto podemos concluir que

(ke (1), p) = (r(t), p) em D'(0,T), Vp € L*(Q) (2.38)

Usando a derivada distribuicional em (2.37) resulta

(1), p) = - (ua(1), )
implicando
(1), ) = 5 (e(1). ) (2.39)
da unicidade do limite ]

Pela Proposicao 1.2.3, obtemos

Temos por (2.32) e da imersao continua L>(0,7;V) < L*(0,T;V) que
Upm — uy em L2(0,T, V).

Como L*(0,T;V) & reflexivo, temos ug, — up em L?(0,T;V) e consequentemente,
cont

(U )men € limitada em L*(0,T, H'(Q)), pois V. — H(Q).

De modo analogo, podemos concluir que

(U )men € limitada em L?(0,T; L*(9)).
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Sendo a imersao H'(Q) < L?*(2) compacta, segue do Teorema de Aubin-Lions cf em
[11] ou [22] que existe uma subsequéncia de (u,), que continuaremos denotando por
(ugm), tal que

U, — Uy em L2 (Q),
de onde segue cf em Brezis [3] que existe uma subsequéncia de (uy,,), ainda denotada
por (ugm), tal que

Upm — U quase sempre em ().

Da continuidade de h, obtemos
h(ugm) — h(ux) quase sempre em Q. (2.40)

Agora usando h(uy,,) ser limitada em L?(Q), por (2.40) e do Lema de Lions cf em [11],
obtemos

h(Upm) — h(ug) em L*(Q). (2.41)

Multiplicando ambos os lados de (2.12) por 8 € D(0,T), integrando de 0 a T e usando
as convergéncias (2.32), (2.34), (2.35), (2.41), obtemos por pasagem ao limite quando

m — OO

/0 (u’é(t),v)@dt—i—/o u(t)((uk(t),v))é’dt—i—/o (h(uk(t),v)th—i—/o A B(z)uy(z, t)v0dl dt

= /T(f(t),v)Gdt, Yo e VE V0 e D(0,T).
0 (2.42)
Desde que V¥ é denso em V N H?(), segue que (2.42) esta assegurado para todo v
e VN H*Q).

2.4 Passagem ao limite quando k£ — oo

Afirmamos que a primeira e segunda estimativas também sao garantidas para a

subsequéncia (ug). De fato, de (2.32), segue da Proposi¢io (B.2.3) que
||uk||Loo(0,T;V) < lim inf ||ukm|| < C, ‘v’k,m €N,

onde C' é uma constante que independe de k e m. Assim, passando o limite quando

k — oo em (uy) obtemos uma funcao u : @@ — R tal que

w, = u em L(0,T;V) (2.43)
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De modo analogo, obtemos
uf, = ' em L>(0,T;V) (2.44)
uh 25 o' em L0, T: H?(Ty)) (2.45)
Temos também, como feito anteriormente que
uf —u” em L*(Q) (2.46)
h(uy) — h(u) em L*(Q) (2.47)

Passando ao limite em (2.42)quando k — ooe usando as convergéncias (2.43)-(2.47) e

o fato de que V' N H?(2) é denso em V', obtemos
T T
/ (u"(t),v)0dt —i—/ p(t)((u(t),v))0dt +/ (h( v)fdt —i—/ / B(z)u'(x, t)vhdl dt
0 0

T
= [ Uw.va, voev. woe.1)
0
(2.48)
Tomemos Ov € A (isto &, 0 € D(0,T) e v € D(Q2))). Assim, para fv € A, obtemos

| 0.0t = 000001000
/Oﬂ(t)((u( v)vldt = (u(t) ))V>D’(Q)><D(Q)

T T
| a0t = [0t 00de = (0,00} 000
0 0
Como v € D(Q2) segue v = 0 sobre I'}, e portanto,
/ B(z)u (z, t)v0dldt = 0.
N}
Temos também
T T
/ (f(t), U)edt = / (f(t), €U>dt = <f, 6U>D’(Q)><D(Q)
0 0
Destes fatos acima, podemos escrever
(u", 0v)p(Q)xp(Q) + (AU, V) (@)xD(@) + (h, V) p(@)xDi@) = ([, V) D(Q)xD(Q)

o que implica

(u" — pDu + h(u), 0v)p(g)yxp@) =0, Vv € A. (2.49)
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Logo, pela densidade de A em D(Q), resulta de (2.49) que:
u" — pAu+ h(u) = f em D'(Q)
Portanto, obtemos pAu € L*(Q), pois u”, h(u), f € L*(Q) e assim,
u” — pAu+h(u) = f em L*(Q) = L*(0,T; L*(Q)). (2.50)

Como u € L*(0,T,L*(Q)) e A(pu) € L*(0,T,L*(f2)), resulta como feito em Milla
Miranda [18] que

Multiplicando ambos os lados de (2.50) por vf,com v € V e § € D(0,T), integrando
de 0 a T, obtemos

/0 (W (), v)0dt + /0 1(t) (=D, v)0dlt + /0 (h(u), v)dt = /0 (F(1), v)0dt.

Pela formula de Green, obtemos

/OT(u”(t),v)th+/OTu((u(t).v(t)))th—/OT <ﬂ%,v>_H fdt+

3()xH2 ()
T T
| b= [ (), v
0 0
(2.51)
Comparando (2.48) com (2.51), obtemos

T
/ <ﬂu/+ua—u,v> Odt =0 Yve Ve, V0e D0,T).
0 v H™3(Ty)xH? (Ty)

Portanto,

M(t)agl(/t) + Bu(t) =0 em H 2(Iy).

Como 8 € We(Iy) e o/ € L®(0,T;Hz(T,)), temos fu’ € L>(0,T, Hz(I';)). Por-

tanto,
ou

"ov

Para completar a prova do teorema, devemos provar que u € L*(0,7T, H*(Q2)). Consi-

+ Bu' =0 em L®(0,T, H2(T'y))

deremos o seguinte problema de fronteira

—A(pu(t)) = f(t) = u"(t) — h(u(t) em Q,

p(t)u(t) =0 em I'y x [0,77, (2.52)

Out)ud) _
Y. T —pu'(t) em I'y x [0,7].
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Sendo f(t) — u”"(t) — h(u(t)) € L*(Q), segue pelo Teorema (B.2.6)) que u(t)u(t) €
H?(2). Observe que uu € L>(0,T; H*(2)) e por (2.4) segue que u € L>(0,T; H*()).
Portanto, u € L*>(0,T;V N H?*()).

2.5 Condicgoes iniciais
Nesta se¢ao, mostraremos que u(0) = uy e que u’(0) = u;. Observe que
uw € L>(0,T;V N H*Q))
u € L>(0,T;V)

e VN H?*Q) o V, e entdo pelo Teorema 1.2.1, resulta que v € C°([0,7];V). Logo,

faz sentido calcula u(0). De modo analogo, temos
u' € L>(0,T,V)—=L*0,T;V)
u” € L?(0,T; L*(2))

cont . . L. .
e V <= L*). Dessa forma, seguindo o mesmo raciocinio, podemos concluir que

u € C°([0,T]; L*(2)). Portanto, faz sentido calcular u'(0).
Da convergéncia uy — u em L>(0,T;V), conclui-se que para toda § € C([0,7T]) com

O(T) =0e 6(0) =1, obtemos que
/T<uk(t),v>vxv/9/(t)dt — /T<u<t),7}>v/xv9/(t)dt,vv eV. (253)

Analogamente, da convergéncia u}, — u’ em L>(0,T,V), para toda § € C'([0,T]) com

O(T) =0e 0(0) = 1, obtemos
T T
/ (up,(t), v) v 0(t)dt —>/ (u(t), v)yy <y 0(t)dt,Yv € V (2.54)
0 0
Assim, de (2.53) e (2.54), resulta que:

A%{(uk(t)7v)9(t)]dt—> %[(uk(t),w@(t)]dt

0
implicando que

(up(T), 0)0(T) = (ur(0),0)8(0) = (u(T), v)0(T') — (u(0), v)6(0).

Dai,
(ug(0), vy = (u(0),v), Yo e V.
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Da imersao V < L%(Q)), segue que
(u(0),v) = (u(0),v), Yo € L*(Q). (2.55)

Pela convergéncia do dado inicial, temos que (uqy,) converge forte para ug em VN H?(Q),
e portanto converge forte em L?(Q) pois V N H?(Q)) esta imerso continuamente em

L?(92), logo converge fraco em L?(2). Assim,
(u(0),v) = (ug,v), Vo € L*(Q). (2.56)

Portanto, de (2.55) e (2.56) e pela unicidade de limite fraco, obtemos u(0) = uo. Com

0 mesmo reciocinio obtém-se que u'(0) = u;, mostrando as condigoes iniciais. [

2.6 Unicidade

Nesta se¢do, mostraremos que a solu¢ao do problema (1) com A sendo uma fungao
Lipschitiziana é tnica e, para tanto, usaremos o Lema de Gronwall. Suponha que

existam duas solugoes u, v nas condi¢oes do Teorema 1.2.1. Dai

u” — pAu+ h(u) = f em L*(0,T, L*(Q)) (2.57)

V" — pAv + h(v) = f em L*(0,T, L*(Q)). (2.58)

Definindo w = u — v e fazendo a diferenca entre (2.57) e (2.58), obtemos
w” — pAw + h(u) — h(v) =0 em L*(0,T; L*(Q)).
Como w' € L?*(0,T, L*(f2)), temos
(w”, w') = (A(pw), w') = (h(u) — h(v), w').

Pelo teorema de Green, resulta que

(w00 (0) + w0 (wie).w' ) + [ Z e = (o) = ), w'()
Desde que pu(t) (91(;)55) = fw'(t), temos que

(w"(t),w' (1) + p(t)(w(t), w' (1)) + [ B (t)*dl = (h(v) — h(u),w'(t)). (2.59)
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Segue da desigualdade de Cauchy-Schwartz e pela desigualdade de Young,

(w”(2), w'(£)) + p(®)((w(t), w'(t))) + | Blw'(t))dl = (h(v) = h(u), w'(t)) <

'y

h(w) — ()l (5] < 31A() ~ () + Sh/ (D)
(2.60)

Observemos que

|h(v)—h(u)]* = / \h(v(z,t)—h(u(z,t))Pdzdt = C’h/ lv(z,t)—u(x, t)*dedt = Crw(t)*.
Q Q
(2.61)
Substituindo (2.60) e (2.61) em (2.59), obtemos

1 d C

Ll (t) +

3l OF + 5uO Fle@ + [ swpar < JWOP (262)

2dt 2 2

Desde que V <3 L2(9), obtemos de (2.62) que

1d, 1 Che 1,
510 OF + a0 ]+ [ orar < SRl + gl

Notemos que

S @) = 5@ (@) + 500 ()]
o que implica
S0 Sl = 3 5 [T ®I?) — 5 @) () (263)
Substituindo (2.63) em (2.62), resulta que
551 OF + 5.5 DO @IF) = SOl + [ o) <
< SR+ ol (1)
implicando que
é%w«wﬁ+§%{mwmwwﬂ+»mﬁwmwfs
< T o)+ Sl (1) + 5 Olho(d) 7

Como [ B(w'(t))* > 0, obtemos
Iy

1d

’ 2 1d 0260
S OF + 52 O] <

1 1
—5 @I + 51 OF + 11z 0.m) 5 lw @)
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ou ainda
Ld ¢, o o1 Creo + |1 ]| Lo o,y ma(t) o L,
527 (W OF + p@)w®]] < . lw®)l? + Sl . (264)
Mo

Chreo + 1] Lo o,1)

Integrando (2.64) de 0 <t < T, e denotaremos a constante acima por M; = 5

Assim, obtemos
t t
' (#)]? + p(@)w(®)]? < {Jw'(0)* + [w(0)*} + M1/0 u(t)llw(t)\Ith+/0 ' (t)]dt.
Como w'(0) =0 e w(0) = 0, temos
t
' () + p(®) [w(®)]* <0+ Ml/o p(t)[lw(t)]|*dt
Pelo Lema de Gronwall, segue que
' () + p(t) [w(®)]* = 0

e assim w = 0, pois pu(t) > o > 0. Portanto, u = v.



Capitulo 3

Solucao fraca

Nosso objetivo neste Capitulo é obter solu¢do para o problema (1) com dados
inicias menos regulares, isto é, ug € V e u; € L*(Q). A correspondente solugao sera
chamada de solucao fraca. Para obtermos esta solugao, aproximaremos ug € u; por
sequéncias de vetores em V N H?()) e em V respectivamente e aplicaremos o resultado

de Teorema 1 (solucao forte).

3.1 Existéncia de Solucao Fraca

A solugdo fraca do problema (1) é entendida no seguinte sentido.
Defini¢ao 3.1.1 Uma funcio u: QQ — R é uma solugdo fraca do problema (1) se:

we LMM(0,00,V), o € L2(0,00; L2(Q)),

loc loc

u” — pAu+ h(u) = f em L, .(0,00; V' + L*()),

loc

; (3.1)
PO Bl = 0 em L (0,005 LA(I)),

u(0) = uy, v'(0) =wuy em Q.

O seguinte resultado estabelece a existéncia de solugao fraca para o problema (1) no
sentido acima.

Seja © um aberto limitado de classe C? com fronteira I'. Assumamos as seguintes
hipoteses:
(H1) BeWhe(Ty), B(x) > By > 0;
(H2) peWh(0,T), pu(t) > po > 0;
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(H3) h:R — R uma fun¢io continua e sh(s) > 0,Vs € R;
(H4) (ug,up, f) € V x L3(2) x L*(Q) e A(ug) € L(Q).
Observacao 3.1.1 A funcao

f: R - R
s o f(s) = Jsles

com p >0 e p € R satisfaz a condi¢ao de Strauss.

Teorema 3.1.1 Supondo (Hy) — (Hy). Entao, existe uma fun¢do u : Q — R tal que

u € L(0,T; L*()), (3.2)

u' € L=(0,T; L*(2)), (3.3)

u’ — pAu+ h(u) = f em LY0,T; V' + L'(Q)) (3.4)
u% + Bu' =0 em L*(0,T; L*(T'})) (3.5)

u(0) = ug, ' (0) = uy em Q (3.6)

Demonstracao: Desde que h é uma fun¢ao continua com sh(s) > 0, para todo s € R,
segue do Teorema de Strauss cf em [24](ver apéndice A) que existe uma sequéncia de
fungoes Lipchitzianas (h,),en tal que, para cada v fixado, h, : R — R é Lipschitziana

com constante C,. Além disso, sh,(s) >0,Vs € Re
h, — h uniformemente em conjuntos limitados de R. (3.7)

Sendo a condigao inicial ug nao necessariamente limitada , devemos aproxima-la por
fungoes limitadas de V. Para tanto, como feito em Kinderlehrer |8] consideremos as
funcoes
—7J, se s <]J
§i(s) =1 s, se|s| <j
7, se 8>
Considerando &;(ug(z)) = upj(x), temos que a sequéncia (ug;) C V ¢ limitada q.s. em
) e além disso,
ug; — ug forte em V (3.8)
Notemos inicialmente que
0, ses<j
§s)=]1,se|s| <j

0, ses>j
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Como &;(s) ¢ uma funcdo Lipschitiziana e £;(0) = 0, resulta do Teorema (B.2.2) que

0 , Oug(x
(€ (uole))) = o) " ¢ e(ug) =gy € V.
Temos que
0 Oug ()
a—xi(ﬁj (uo(x))) — “or, quase sempre em €2,
o que implica
0 2 Aup(z)|?
‘a—xi(fj (uo(x))| — Bz, quase sempre em §).
- 0 ; 2 8u0 aU() 1
: . < |— .
Afirmacao ‘axigj(uo)(x) < ’0@ , onde m € L'(Q)
0 2 , Oug(z) Oug ()
— . = . < .
De fato, observemos que o (&(up)(z)) &5 (uo())| o | = | Ton Como
Uo

ug € V, entao ug € H*(Q) e, portanto, € L*(Q). Desde que a imersio L*(Q) —

(9:172»
LY(Q) é continua, provamos a afirmagdo. Pela afirmagiao acima e pelo Teorema da
Convergéncia Dominada, segue que

2
0

dx—>/
/| Ak

Além disso, da ultima convergéncia acima, obtemos

0
o, 5i(t())

IV (&uo)ll = IVl

isto é

i (ug) = ug em V

Novamente pela imersao continua V' em L?(£2), obtemos uma subsequéncia de &;(ug) =

up;, que ainda denotaremos por wug;, tal que
Up; — Up quase sempre em §)

e portanto, (ug;) é limitada quase sempre em ().
Como D(—A) é denso em V, cf em Lions [12], segue que existe uma sequéncia (ug;,) C

D(—A) C VN H?*(R) tal que

Ugjp — Uoj forte em V. (39)
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Por outro lado, desde que V' ¢ denso em L?(2), dado u; € L?*(Q), existe uma sequéncia
(u1p) C V tal que
uy, — uy em L*(Q). (3.10)

Por fim, sabemos que H'(Q) é denso em L?(Q). Logo, dado f € L*(Q), existe uma
sequéncia (f,)pen C H'(Q) tal que

fp — fem L*(Q). (3.11)

Para cada termo (uqjp, u1p, fp) € [V N H*(Q)] x V x HY(0,T, L*()), existe uma tnica
funcao u;p, : @ — R satisfazendo as condi¢oes do Teorema 2. Dessa forma, pelos

mesmos argumentos utilizados no Capitulo 2, obtemos
t
|, ()1 + 0|z () II” + 2/ A (jp (7, 1)) da + 260/ / [t (, 8)]PdTds <
Q 0 JIy
t t
< |u1p|2 ‘l'N(O)HUUJ‘pHQ +2/ Alf(qup(x))dx“‘/ |fp(s)|2d5 —I—/ |U;‘pu|2d5+
Q 0 0

t
Il (0,7) / a0 (5) |2,
(3.12)

t
onde A, :/ h,(s)ds.
0

Queremos utilizar o Lema de Gronwall, entao precisamos obter uma estimativa para

[ A ()i

Q

Sendo wy; limitada q.s. em €, Vj € N, segue do Teorema de Strauss que
lim A, (ugj(x)) = h(upj(x)) q.s. em €,
V—r00

Assim
€

[ (s) = h(s)| < =, Vs € [-C, C,

= Q|

onde C' > 0 é uma constante tal que |ug;(x)| < C q.s. em 2. Mostraremos que

lim Ay(uojp(a:))dx:/Ay(uo(x))dx (3.13)

V—00 [¢) [¢)

e para tanto, usaremos o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue. De fato,

temos

uo; (x)
Ay (g (2)) = /0 o (5)ds.
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_ | / ot h(s)]ds|.

Dai,

ug; () uo; (z
[ ot ()~ Ay ()| = ‘ | mtois- / S)ds

Portanto,
uo;(z) o €
Asfuni(@) = M) < [ Gds < Ghuay(o)] <=
0 C C
e assim
Ay (ugj(x)) = A(uo;(x)) quase sempre em ).
Além disso

Ay (o (2))] =

ug; (z) ugj (z)
/0 h,(s)ds| = /o {[hu(s) — h(s)] + h(s)}ds| <

uoj (2) uoj(«) €
< [ )~ h@lds+ [ h(s)lds < & luny(@)] + Klus(o)] <
0 0

<e+ KC.
Pelo Teorema da Convergéncia Dominada, segue o resultado. Agora, usando a imersdo
continua V < L?(2) e por (3.9), segue do Teorema (B.2.9) que podemos extrair uma

subsequéncia de (ug;) ey @ qual ainda denotaremos por (ug;) tal que
Up; — Up quase sempre em §2.
Portanto, pela continuidade de A, temos
A(ug;) = Aup) quase sempre em ).

Queremos fazer novamente uso do Teorema B.2.10, mas para isto, resta mostrar que
A(ugj) < q(z), onde g(z) € LY(Q).

Com efeito, basta observarmos que :
|uo; ()] = [uo;(x) = uo(x) + uo(2)] < ugj(x) — [uo(z)| + uo ()] < €+ |uo(x)]

Fazendo € — 0, obtemos |ug;(z)| < |ug(z)|, para quase todo z € 2. Dessa forma,

uo; () luo ()|
At (2 >|—‘ / Ih(s)]ds| < / Ih(s)|ds.

Dai, tomando ¢(x) = A(Jug(x)|), segue do Teorema da Convergéncia Dominada de

teremos

Lebesgue que
lim A (ugj(z))dx = / A(up(x (3.14)

j*}OO



%)

Como ugj, — ug; forte em V, de forma analoga ao que foi feito anteriormente, temos

lim QAy(uojp(x))dx:/A,,(uoj(x))dx (3.15)

p—o0 Q

De (3.13), (3.14) e (3.15), obtemos

lim/A,,(uojp(x))dx :/Ay(uo(x))dx, quando j,p, v — 0.
Q Q

Portanto,
| Al (@))do < .
Q

onde P é uma constante positiva que independe de p e v. Logo, pelo Lema de Gronwall
t
i OF + s OF + [ [l (o 5)PaTds < (3.16)
0 1
onde R é uma constante que independe de j, p, v e, portanto,

(ujpy) € limitada em L™%(0,T;V);
(u),,) € limitada em L>(0,T; L*(Q
(ujpy) € limitada em L?(0,T; L*(Ty

)i
).

Da imersao continua L>(0,T; L*(Q)) < L?(0,T; L*()), segue que

)
)

(uf,) € limitada em L*(Q) = L*(0,T; L*(Q2)).

Também por (3.16), obtemos

() € limitada em L*(0,T, L*(Ty)) (3.17)
Além disso, temos
Mjpo \ 1o 2 2
=, ) ¢ limitada em L*(0,7"; L*(T'y)). (3.18)
v

Do Teorema 2, obtemos

Oy

o + puy, = 0 em L*(0,T; H2(TY)). (3.19)

Recorde que € WH(0,T), u(t) > po > 0e g € Wheo(Ty), B(x) > By > 0. Entao,
temos por (3.17) e (3.19) que

2 T
Iy Ho 0o Jry
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Logo,

ov

Desde que as limitagoes acima valem para todos os termos (j, p,v) € N3, em particular,

(%) ¢ limitada em L*(0,T; L*(T'y)). (3.20)

vale para (p,p,p) € N3,
Como (Uppp)pen € limitada em L>®(0,7,V) e L*(0,7,V’) é um espaco de Banach sepa-
ravel, entdo existe uma subsequéncia de (upyp)pen, a0 qual denotaremos apenas por

(up), e uma fungdo u : Q — R tal que
u, = u em L>(0,T;V). (3.21)

Como (uy,) € limitada em L*(0,T; L*(2)), e sendo L*(0,T; L*(2)) um espago de Banach

reflexivo, existe uma subsequéncia de (u;,), ao qual denotaremos por (u,) tal que
u, — u em L*(0,T; L*(Q)).

De forma andaloga, existe uma fungao ¢ : I'y x (0,7) — R tal que

% — Cem L2(0,T; LX(Ty)). (3.22)
1%

Como u,(t) € V, pelo Teorema do Trago em Milla Miranda e L.A.Medeiros [13] resulta
que u,(t) € H2 (1) e

ot @3, < Cllup(O)] (3.23)

Desde que u, Sowem L®(0,T; V), temos da Proposicao 1.2.2, cf em M.Milla Miranda
[18] que

w, —u' em H(0,T, Hz(T)).
Além disso, de u, = 4 podemos concluir que

Au, = Auem L®(0,T; V). (3.24)

Do Capitulo 2, decorre que u/) — pAu, + hy(u,) = f, em L*(0,T; L*(2)) e

u(t)w + B(@)uy,(z,t) =0 em T'y x (0,T). (3.25)

Como u), = u' em H~'(0, T} Hz=(I'y)) que esté imerso continuamente em H (0, T'; L2(I';))
0
e a_u — ¢ em L?(0,T; L*(Ty)) que estd imerso continuamente em H~'(0,7T; L*(T})),
v
entao

ps + Bu' =0 em H10,T; L*(Ty)).
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Da imersio L(0,T;V) <5 L2(0,T; H(Q)) e de u, — u em L>(0,T;V), segue que
u, = uem L2(0,T; H'(Q)). Desde que L*(0,T; H'(Q)) é reflexivo, obtemos
u, — u em L*(0,T; H'())

implicando que

(u,) é limitada em L*(0,T; H'(Q)). (3.26)

Por outro lado, uj, = u' em L*(0,T; L*(2)) e, portanto, teremos que

(ul,) € limitada em L*(0,T’; L*()). (3.27)
Além disso
HY(Q) T L2(). (3.28)

Portanto, segue do Teorema de Aubin-Lions, de (3.26), (3.27) e (3.28) que existe uma

subsequéncia de (uy)yen, a0 qual ainda denotaremos por (uy,)yen tal que
u, — u forte em L*(0,T, L*(Q)) = L*(Q),

e consequentemente, pelo Teorema (B.2.9) existe uma subsequéncia de (u,)peny a qual

ainda continuaremos denotanto por (u,) tal que
u, — u quase sempre em ().

Sabemos que h é continua, entao h(u,) — h(u) q.s em @, isto é, dado € > 0, existe
p1 € N tal que
€
|h(up($7t)) - h(U(l’,t))| < 57 para p Z pb1-

Por outro lado, desde que u, — u quase sempre em @, temos que para (z,t) fixado,
o conjunto {u,(z,t) : p € N} é limitada em R e, portanto, pelos Teorema de Strauss,
segue que

hp(up(2,1)) = h(uy(2, 1))
ou ainda, existe py € N tal que
€
[P (up(2,)) = h(up(@,t))] < 5, parap 2 ps.

Tomando p = max{pi, p2}, temos
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para todo p > pg. Assim,
hy(up) = h(u) q.s. em Q. (3.29)

Vimos que uy, — pAu,+hy(u,) = f, em L*(Q). Multiplicando a equagao por u, € L*(Q)

e integrando em Q, obtemos

/0 (1t (1)), 1y (1))t = / (1), up(t))dt + / (il (8), up (1))t

- / (W (2), 1y (1)) (0.

Vamos analisar cada termo da expressao acima separadamente.

/ (p(t) Auy(t), uy(t))dt = / / t)Au,(x, t)u,(x, t)dedt = / / tuy(z,t))dxdt.

Pelo Teorema de Green, temos

/ (1(8) By (£) 0y (£)) = / / O 0), o tyira-

/ /Vup z, )V u(t)uy(z,t) dmdt—i—/ / up(x, )1 aupa(x’t)dfdt—
Iy v

/ / Y (Vuy(z, ) Vuy(z,t)) / . B(x)uy, (x, t)uy(x, t)dldt —

- / () (up (1), (1))l

0

Observemos que

_/0 11(8) ((up (1), up(t)))dt <

/oT “(t)((“p(t)vup(t)))’dt

Da desigualdade de Cauchy-Schwartz, obtemos

T

—/0 p(t)((up(t), up(t)))dt < ||M||Loo<o,T>/O lup (8] < 00

pois a imersao u, € L>*(0,T,V) — L*(0,T,V) é continua e (u,) é convergente em

L*(0,T, V). Notemos que

Bl )uy, (2, t)uy(z, t)dth‘ /T |B(@)u, (0, t)uy(z, t)|dTdt <
o Jry

I
T
< [1Bllzeery) / (up (), up(t)) £2(ry) < ||5HLOO(F1>/ |up(®) 2 [uy (D)2, <

0 0
Bl [ Bl [
< \Up(t)‘%2(r1)dt+Tl/0 ) () Byt < C
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pois (uy,) & convergente e [[u,||L2(0,7,22(r1)) < kllupllz2(0.7,22(0)), onde k é a constante de

imersao V < L?(Q). Temos que

A<mm%wm@ﬂms41m®mwmwwﬁ

Novamente pela desigualdade de Cauchy-Schwartz e Young, obtemos

T

T T
/umwwmﬂﬁs/Nn@@@ﬁ+/hmmam<w
0 0 0

pois f, € H*(0,T, L*(2)), u, € L*(0,T, L*(2)) e sao convergentes. Por fim, como feito

em Temam [22], obtemos

1), (1)) = (1) ) + (a0 1)

o que implica
= (1 (1), up(t)) = == (1, (8), up(t)) + (1), 1, (1))
Integrando de 0 até T, obtemos

—A<%wwmmﬁ=%%@mwﬂwu%mwmm+A|%@Wa

pois u, converge em L>(0,T; V). Notemos que pelo Teorema 1, que u,(0), u,(T'), u,(0), up(T)

sao limitadasem L?*(Q2). Portanto, das limitagoes acima, obtemos
T
/ (hy (), up(t))dt < C, (3.30)
0

T
onde C' é uma constante que independe de p. Notemos também que / |, () |dt < oc.
0

Entao, por (3.29) e (3.30), segue do Teorema B.1.5 que

hy(u,) — h(u) forte em L'(Q) (3.31)

3.2 Passagem ao limite

De modo andlogo ao feito no Capitulo 2, multiplicando a equagao u; + pAu, +
hy(uy) = f, por v8 com v € D(Q) e § € D(0,T), integrando de 0 a T e usando as
convergéncias , (3.11), (3.21), (3.23) e (3.30) concluimos que

' — pAu+ h(u) = f em D'(Q).
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Como u € L*(0,7;V), obtemos que —Au € L*(0,7;V’). De fato, o operador lapla-
ciano dado por

AV =V
u— Au

é linear e continuo. Logo, ||Au(t)|v: < C|lu(t)||, donde segue que —Au € L>(0,T,V").

Vamos mostrar que u satisfaz o Problema (1), isto &,
u” — pAu+ h(u) = f em L0, T; V' + LY(Q)). (3.32)

Com efeito, sabemos que f € L?*(0,7;L*(?)) e que a imersao L?(0,T, L*(Q)) —
LY(0,T; V") é continua. Além disso, pAu € L>=(0,T;V") e h(u) € L*(0,T; L*(Q)), com
LY0,T; LY(Q)) < L'(0,T; V' + L'()) continua. Portanto, segue a igualdade (3.32).

ou
Para completar a prova do teorema, devemos mostrar que ¢ = Em e para tanto, usare-
v

mos os resultados do Capitulo 1.

De fato, temos
_A(u) = f — o — h(u), com f € LA(Q) e h(u) € L}(Q)

Desde que f(t) € L*()), pelo Teorema (B.2.6) existe um tnico y(t) € V N H*(Q)
solugdo do problema —Ay(t) = f(t).

De modo anélogo, existe tinico z(t) € V N H?(Q) solugdo do problema —Az(t) = u/(t).
Como h(u(t)) € L'(R), entdo existe uma tnica funcio v(t) € LP(Q) solugio do pro-

blema
—Av(t) = h(u(t)) em Q

v = 0 sobre I'y (3.33)
ov
% =0em Fl

Além disso a aplicacao T : LY(Q) — L¥(Q), T(h(u(t)) = v(t) & linear e continua,
conforme a Proposi¢io 1.6.2. Dai, v € L'(0,T; L” (2)). De fato

T T T
| 1Ol it = [ 17O o < € [ IHu)ne <o
mostrando que v € L'(0,T, L (Q)). Analogamente, usando o Teorema B.2.6, obtemos

y,z € LP(0, T,V N H*(Q)).
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Consequentemente
~A(pu) = —Ay + (Az) + Av em L' (0, T, V' + LY (Q)).
Dai, para w € D(Q2), temos

(—A(p)u(t), w) = (=Ay(t) + (Az(t)) + Av(t), w) € L'(0,T).

cont

Recordemos que L'(0,T) < D’'(0,T), assim para 6 € D(0,T'), temos

(Au@)u(t), w), 0())pr0 1) xp0r) = (AYE) + (A2(8)) + Av(t), w) , 0()) o 1)< Do) -

o que implica

/O (= A(u(E)u(t)), w) 6(t)dt = /0 (—Ay(t) + (A=(8)) + Av(t), w) 6(t)dt.

Logo,

</OT(—A(u(t)u(t))e(t)dt,w> _ </OT(_Ay(t) +(Az(t))’+AU(t))g(t)’w>'

implicando

/Q</OT(—A(M(t)U(t))9(t)dt) wdz = /Q </OT(_A?J(t)+(Az(t))'JrAv(t))&(t)dt) wdi.

Pelo Lema 1.1.1, obtemos

—/OTAu(t)u(t)Q(t)dt: —/OTAy(t)O(t)dt—i-/OT(Az(t))'G(t)dt—i—/oT Av(t)0(t)dt.

Usando derivada distribucional, obtemos

- /0 " Attt = — /0 " A8t /0 A8 ()t + /O " Au()8(t)dt

Assim, segue do Teorema B.2.12 que

—-A

/0 u(u()0(t)dt — /O y(1)0(t)dt — /0 z(t)ef(t)dt] A

/0 (—v(t))é’(t)dt] .

e, portanto, pela unicidade do problema de Dirichlet-Neumann, temos que

/0 ()0t dt — /O y(D0(t)dt — /0 ()0 (1)t = /0 (—u(t))0(t)dt.

Dai,
/ (u(t) — y(t) + 2'(t) + o(8))(t)dt = 0,¥0 € D(0,T).
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Logo, pelo Lema Du Boys Reymound, obtemos
ptyu(t) —y(t) + 2'(t) = —ov(t). (3.34)

Pela linearidade da aplicagao trago e por z € L*(0,7T, H?*(f2)), segue da Proposigao
(1.5.2) que

Y (p(t)u(t)) = ny(t) — 12 (t) — nolt) = nyt) — (rmz(t) —no(t). (3.35)

Pela aplicacio traco (1.12), temos vy € L2(0,T, Hz(I';)). Segue da imersiio continua
L*(0,T, H2(I'y)) < H~'(0,T, H3(})) que

vy € HH(0,T, H(I'y)). (3.36)
De modo analogo, temos que
vz € H Y0, T, H2 (Iy)). (3.37)

Como v € F , onde E = {U € LP(Q); Av € Ll(Q)}7 segue da aplicacao traco para E
visto no Capitulo 1 que

o € LY0,T; Wr2(Ty)) (3.38)
Portanto de (3.35)-(3.38), concluimos que
Yi(pu) € H™H0,T; H3 (L)) + LM0, T; We3(I))).

Recorde que
—A(pu), = fp — u;' — hy(u,) em L*(Q).
Pelo Teorema de Agmon-Douglis-Niremberg, existem tnicas func¢oes

Yp, Zps Up € LQ(O, T,V N HQ(Q))

tais que

Ay, = fp, —Az, = u; e — Av, = hy(uy).

Portanto, pelo mesmo raciocinio anterior, obtemos que

(1) = Yp = 2, = Up- (3.39)
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Motraremos que y, — y em L*(0,7,V N H*(Q)). De fato, observemos que

T
A / (O ot <

T T

<c / A, (1) dt = C / £ (0)Pdt =
0 0

= CprH%p(O,T;LQ(Q)) < 00,

por (3.11). Assim, (y,) é limitada em L?(0,T;V N H?*(2)) e sendo reflexivo, existe uma

subsequéncia de (y,), que denotaremos por (y,)pen, tal que

y, — x em L*(Q).
Desde que L2(Q) S D'(Q), entdo
Ay, = Ay em D'(Q) (3.40)
Por outro lado, Ay, = f, e por (3.11) segue que

Ay, = Ay em D'(Q). (3.41)

De (3.40) e (3.41), segue que Ax = Ay. Como Ay € L?(Q), por unicidade do problema

de Dirichlet, segue que y = y. Portanto, obtemos que
y, —yem L*(0,T;V N H*(Q))
Pela continuidade da aplicacao Traco, resulta que
Y1Yp — 1y em L*(0,T; H%(Fl)). (3.42)

Analogamente

z, — z em L*(0,T;V N H*(Q)). (3.43)
Por (3.43) e pela Proposicao 1.2.2, obtemos
z— 2 em H'(0,T;V N H*()),
implicando pela continuidade da aplicagao traco
Y17, = 717 em H0,T; H%(Fl)),

ou seja

(112,) — (z) em H™H(0,T; H2(T,)) (3.44)
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Por fim, mostraremos que

v, = vem L'(0,T; F)
De fato, devemos mostrar que
lvp = vl 08y = 0
De acordo com a Proposi¢ao (1.6.2), obtemos

T T
lvp = 0l 0.,y :/ [[op(2) —v(t)llef(Q)dtJr/ [Avy(t) = v() ]| () =
0 0

T

:/o IIT(hp(up(t)))—T(h(U(t)))lle'(mdtJr/o 1o (up(t)) = h(u(t))||dt <

<(C+ 1)/0 1o (up(t)) = h(w(®) | Lr@ydt = (C+ D[hy(t) = h(w)l| 210,101 = 0

quando p — oo. Portanto, por (3.11) e (3.30) concluimos que

HUp — UHLl(O,T,E) — 0.

Assim, como feito em Milla Miranda e L.A.Medeiros, (traco para funcoes de E)

1

YUp — Y10 em LY(0,T; W572’p,(1“1)) (3.45)

Portanto, usando a linearidade da aplicacdo traco e pelas convergéncias (3.42), (3.44)

e (3.45), obtemos
)y — () em H(0, 5 HE(T)) + V(0,5 W27 (1))

Observe que

cont

HN0,T; HA (D)) +LM0, T W2 =22 (1)) 5 H=H(0,T5 LX)+ L0, T; W2 =27(Iy)).
Portanto
Y1 (pa), — 1 (pu) em H-1(0,T; L*(Ty)) + LY(0,T; W%’Q’p/(f‘l)). (3.46)

Logo, de (3.22) e (3.46), obtemos

¢= U om 10,7 12(1)

e que

Y (pw), = 1 (pu) em L*(0,T; L*(Ty)).
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Observacao 3.2.1 As condi¢oes iniciais mostra-se como feito para solugdo forte.(Ver
Capitulo 1)

Observacao 3.2.2 Para h nas condigoes do Teorema, a unicidade é um problema em
aberto.



Capitulo 4

Comportamento assintotico

Neste capitulo, apresentaremos o decaimento exponencial da energia associada a

solugdo fraca do problema (1), onde essa energia sera dada pelo funcional

E(t) = % [ (&) + n(®)[[u@®)]]” + 2 /Q A(U(Ivt))dx]- (4.1)

Para obter este decaimento, construiremos o operador de Liapunov e utilizaremos téc-

nicas multiplicativas como feito em Kormonik-Zuazua [9]. Considerando a hipotese
w' (t) < 0 quase sempre em [0, 00) (4.2)

temos que o problema (1) tem uma solucdo global forte e fraca na variavel temporal t.

Antes de enunciarmos o teorema, vamos considerar algumas hipoteses:
Existe § > 0 tal que h(s)s > (24 J)A(s),Vs € R. (4.3)
Seja K uma constante positiva tal que A B(z)|v| < Kljv||? (4.4)
Seja zp € R" e m(z) = x — x¢, com = € R” tal que 1
Fo={z el :m@(z)<0} el ={zel m@w(z)>7>0}

No que segue, vamos considerar 5(z) = m(z).v(x), onde v(x) é o vetor normal unitario
exterior a I' e o niimero ||m| =) serd representado por R. Por fim, denotaremos A

como sendo o primeiro autovalor do problema espectral

((w,v)) = Mw,v),Yv € V.
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4.1 Decaimento Exponencial da Energia

Teorema 4.1.1 Suponhamos que (Hy)-(Hs) e que (4.2) e (4.3) estao asseguradas. En-
tao, dado (ug,uy) € V x L*(Q) emiste uma constante w > 0 tal que a energia (4.1)
satisfaz

E(t) < 4E(0)exp 2Vt > 0. (4.5)

Demonstracao: Provaremos a principio (4.5) para a energia E,(t) que é similar a £(?),
onde F,(t) ¢ a energia associada a solugdo forte obtida no Capitulo 2 e tomando o limite

inferior na energia F,(t), obteremos (4.5). Pelo Teorema 3 tinhamos a igualdade
up, — wduy + hy(up) = f, em L*(0,T; L*(2)).

Agora considerando f, = 0. Dai, dai podemos escrever a igualdade acima da seguinte

forma:

wy — puuy, + hy(u,) = 0 em L(0,T; L*(Q)).

Tomando o produto interno em L*(Q) com wu,(t) € L*(Q), obtemos

(u, (£), up, () — (u(t) Aup (t), 1wy (8) + (hp(up) (2), 1y, (1)) = 0. (4.6)
Observemos que
(uh(8), (1)) = 5 = (1)
(1) Ay (), 1y, (1)) = (Alp(t)up(t)], uy,(t)).

Pelo Teorema (B.2.4),

(Al (B)]. (1) = ~(Talt) 1), T (1) = e (), 0) + [ (D ar

= /1“ u;(t)u(t)a%y(t)df‘.

(4.7)
De (??), segue como foi feito no Capitulo 3

u(0 22 — ) )

Assim, de (4.7) tem-se

(Alu()up(®)], 1, (1) = =) ((up(t), up (1)) — [ Bla) g, (1)]*dT

Iy
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=05 w01 = [ B oPar (19
Notemos que,
5 Ol @) = i Ollup @) + ()] SO
implicando que
—(t) g I = SOOI — 3 5 (Ol (O

Portanto de (4.7), obtemos
(At g 1)), (1)) = 5 Ot DI — 3 % () 1))~

— [ B(a)[u(t)]*dr. (4.9)

I

Por fim, recordemos que

(o050 = 5 [ Myt

Assim, de (4.6) e das ultimas igualdades acima, obtemos

L = L@+

> (@ llup(B)*) + [ B[y (t)]2dT =0

1d
2dt r
o que implica

3 [ OF + 1O 0,y +2 [ Ayl 0)da] = 5Oyl ~
- [ B@Err < Bl
Logo,
By(t) < —Bolluy () e, (110

onde E,(t) é a energia associada a solucdo forte u,. Portanto, de (4.10) podemos
concluir que E,(t) é uma funcdo decrescente. Dado € > 0 arbitrario, definimos a
energia pertubada por

Epe(t) = Ep(t) + ey(1)

com

D) = 2(u, (8), mVuy(t)) + 0(w, (1), up (1)),
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onde 6 € (0,n) tal que
Iy > 0 tal que Oh(s)s > (2n + v)A(s), Vs € R. (4.11)

Observemos que a escolha desse 6 é possivel por (4.3). De fato, tomando algum -~ tal

que 0 < v < dn, temos
2n + vy
249

h(s)s = (2n +7)A(s),

onde
2n+~  2n+on  n(2+9)
0< < = =
246 240 2+ "

para 0 < 7 < dn. Agora, notemos que

0 [lu, ) 1®)llup®)ll L,
= + .
2 Ko A

R
()] < %|1t§,(15)|2 + Ru(t)[lup () 72,y +

Com efeito,
()] < 20(uy (1), mVuy ()] + 0| (uy, (1), up(2))]-

Pela desigualdade de Cauchy-Schwartz e Young e da imersao continua V < L?*(Q)

obtemos
[P (0)] < 21y ()] oo 0 [ Vup ()] + O, (8)]Jup (£)] <
28 Ol Tu0)]+ 05 0 0] <
p(t)
pt),
<2 0~ o Vo 0) (1) (1)
2| 500, Vs (D) ] +§[‘<“Z(O”‘ + o) (1)
onde R = ||m|[z~@) e ¢y a constante de imersdao. Do problema spetral ((w,v)) =

Aw,v), Vv € V, tomando w = v = u,(t) € V, pois u, € L>(0,7,V), segue que

((up(t), up(t))) = Alup(t), up(t))

implicando
1 1
(O = IO < 5 llO1,

onde A1 é o primeiro autovalor do problema espectral acima. Assim, temos que

[(t)] < %!%(t)!z + Ru(t) [y (8) +g '“p/:” N u(t)llgf(t)n |
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ou
R 0 1
O < |—+—[u,(OP + | R+ =— [ u@®)|lup,(t)]]* <
OIS [+ 5 i OF + | B g Ol (0] <
R 0 1 1 2R 4 0

<2l =+ —+R+—|| = | [lu,®) +p®)|u,(O)I*| | — + — + 2R+ — | E,(1),

isto é,
(1) < CLE,(1), (4.12)
2R 0 0
onde Cy = C1(R, p19,0,\1) = — + — + 2R + —. Recordemos que
Ho Ko A
Epe(t) = Ep(t) + ep(t).
Por (4.12), temos
[Epe(t) — Ep(t)] = |Ep(t) + eo(t) — E,(1)] = e|ib(t)] < eCLE(1),
ou ainda
(1 —€Ch)E,(t) < Epe(t) < (14 €Ch)E,(1).
1
Tomando 0 < € < 20 e da desigualdade acima, obtemos:
1
E,(t 3
”2( ) < E,(t) < 5Ep(t) < 2E,(t). (4.13)

Consideremos a derivada da fungiio ¥(t) ¢ usando que u/, — Au, +hy(u,) = 0, obtemos
W) = 2(uy(8), mVuy (1)) + 2(uj, (£), mVu,(£)) + 0(ug (), up(t)) + 6wy, (1), w,(t)) =
= 2(u(t) Aup(t) = hy(up), mVup(t)) + 2(u,(£), mVug,(£)) + 0(u(t) Auy (t)—
hyp (up (1)), up(£)) + Oy, ()7 = 20(t) (A (£), mVup (t)) = 2(hp (up), mVup(£))+
+2(u, (1), mVup (1)) + +6(8)(Aup(t), up(t)) — 0(hp(up(t)), up(t)) + Ol ()]

Pelo Teorema de Green, obtemos

() = 2p(t) (Aup(t), mVup(t)) = 2(hy (up), mVuy(t)) + 2w, (t), mVu, (1)) +

OO () T, )+ 00) (10, T ) 0000, 510)
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implicando que
U'(8) = 20(t) (Aup(t), mVup(t)) — 2(hp (), mVuy(t)) + 2(uy, (), mVug,(t)) + 0luy,(£)]*—

—=0p(®)lup(ON1* — 0(up(t), wy (1)) L2qry) — O0(hp(up(t), up(t))-
(4.14)

Vamos agora analisar cada termo de (4.14), e para tanto consideraremos por convini-
éncia apenas os termos com indice j.

Analise de
* (Aup(t) ) mVup(t) ) .

Pelo teorema de Green, temos

D?uy(t) Oy (1) _ 0 Ouy(t) Ouy(t) , duy(t) 0 Ouy(1)
o Ox? (mj oz )dx— 0 0x; Ov i ox; do = - o Ox; Ox; i ox; dart
Qup(t) — Oup(t) [ Oup(t) my Ouy(t) . [ Oup(t) — Ouy(t)
I 8IZ mj(x) 827]‘ 'UZdF_ Q 8$Z 8@ 81‘]‘ dr Q a{L‘Z mJ@xZ(%]dm—'—
Ouy (1) Ouy(t)
+/F1 oz, m;(x) o, dl
Sendo
O (Quy(t) Ouy(t)\ Ou, 0 du,, ou,  0u,
axj( 81‘, i 6@ N (%j 8951 i GIZ +a$1m]8l‘zl‘]
Assim

2
/ 0 (8up(t)m0up(t)>dx_ du, 0 (m é?up>dx+ aupm 0%, i,
Q

8:16]— @xz I @xl N Q 8_1'381'2 i 8271 Q afEl jaflfil’j
Entao, pelo teorema de Gauss, temos que
ou,  Ou, du, O du ou,  0u
G, dedl = [ 222 2P\ g / P, —Lda.
/1“833im]8$i1/] ! Qa%axi(m]awi) " Q " 0wy
Portanto
0%u,(t) Ou,y(t) u, Om; Ou 1 [ Ou,dm; Ou
, de — — p Oy OUlp 40y 2 p 91y Olp 4o
1 ou, Ou % o\ Ou

m; axjv]dx—i— . Oz m;(x) 3x~v2dx' (4.15)

J

2 r, 61:@

Tomando o somatério com 2,7 = 1,...,n, obtemos

Ou, Om; Ou,, 1 Ou, Om; Ou,,
_ R e ) il TP g
1 Oou, Ou Ou,, Ou,,

Iy, dr (1) 2224,
m; anvj + . 8x,;mj(x)8xjv

(Aup(t), mVuy(t)) =

2 ry 8@

Analise de
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o (hp(uy(t)), mVuy(t)).

Observemos que

/Q mj%xpj(t))dx: /Q mja%( /0 e hp(s)ds>dx: /Q mjh(up(t))ag];gt).

Assim,

(h(,(£)), (mjagf;gt)) iz — /Q WM%@))%S%: /Q mj%g(mdx.

Pelo Teorema de Green e pelo fato de w,(t) € V,

Ou( om;
(hp(up(t) mj 819)5 ) / 8xJA Ndx + [ miA,(uy(t)).vdl =
J J

O
/8m]A (up(t dx+/F E mjl/jAp(up(t))d:c:—/Qa—?/\p(up(t))dx+
j

1]1

n / () Ay (1 (1))

Tomando o somatério quando 7 = 1,...,n, obtemos
8m]~
(hp(up(t)), mVu,(t)) = — TAP< up(t))de + | miAy(uy(t)).vdl =
Q 0%; '
(9mj " 8mj
LA (up(t))da + | Y muA (uy(t)de = — 5o Mo (up(D)dart
L Q Yy

" / (1) Ay (up (1))t
1 (4.16)
Analise de

o (uy,(t), mVu(t))

p

u

= t)2d
Q mJ 3% )d /m] (>| z,

. a / / a /
pois, 2 [u (1) |[uy (1) = —ax.\up@)\?dx.
J

8:1:j
mj (3% )d— /mj - [ ( (z,t)*dz.

Assim,
De acordo com o Teorema de Green, segue que

/Qu;@) (mjag;;it))dx: /‘ZZJ( (1) 2da:+/mjv] N, 0)2de. (417)
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Substituindo (4.15), (4.16), (4.17) em (4.14), obtemos

1 8“17( ) am] aup( ) Auy(t) Om;j Ou,(t) _
B Ou,(t) Oup(t) ' Ou,(t) Oup(t) ‘ / om; B
u(t) o (R vl dl' +2pu(t) | on, m; D, v;dl' + 2 s Ap(uy(t))dx

5 /F (mw)A, (1, (1))dT" — / 8m]|u (1) 2da + / (1m0 [ty (1) 2 gy T -+ O]t (8) 2~

I'

—Op(t)lup()* = Oy (up(t)), up(t)) = =O(B(@) (1), up(t)) L2(r,).

m m
Dai, voltando ao somatoério E e E , temos

i=1  j=1

0 [ 32 (%) S Gty [ 3% S oy

Qup(t) — Jup(t) / Im; / 2T
+24(t) R L vidl + 2 92 o Ay (up) Fl(mu)|up(t)| dr

—Q/F () Ap(up) ’ 0y (17 = Oty ()17 — By (£), up () -

implicando que

/IVup )IPdz — /m”g(a@)

+2u(t) /F ag;i>mjag;i)uidf+2n /Q Ay(uy(t))dz + / (mw) |l ()] AT —

I8

—2/F (mw) A )l — nfu, (£)]* = O]u,()* = Op(t) up (E)]|* — O(hy(t), up () —

—H(ﬂu;(t), up(t))Lz(pl).

Portanto

V() = =) (n + ) up()* = (n = O)u, ()] =

1=

m o
VZ(?; )dP+
1 A
u

p(1)
r—
Ty vid

) | (o)
/ up(t)
+2n | (mv)A,(u,(t))dl + (mv)|up(t)| dl + 2u(t) | ——m;
Iy Iy r 0z
—0(hy(t), up(t)) = O(Buy(8), up(t)) 21y
(4.18)
No que segue, continuaremos analisando os termos de (4.18).

Analise de
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() /F l(mu)i (a%(f))ZdF.

i=1

Desde que sobre I'g, como feito em Milla Miranda e L.A.Medeiros [20],

ou\? LNV A
(5) =X ()

segue que

—~\ 9
= (4.19)
"~ [ Ou,(t)
+pu(t / mv P
o [ 3 ( L
Anailise de
Ouy(z,t)  Ouy(z,t)
20t LAk L
b /L( ) r 6.CEZ J arj
ou ou . . . .
Sobre I'1, tem-se . Vj(%), como feito em Milla Miranda e L.A.Medeiros [20].
J
Assim,

Ou,(t Ou,(t Ou,(t Ou,(t
2u(t) A 01;(- )mj 027(4 )VidF = 2M(t)/r ( 0py( ))mj 8:;(- )dF =
7 7 J
Ou,(t Ou,(t Ou,(t Ou,(t
= 2u(t) : ;V( )mj a;(.)dP—FQ/F u(t) 5;( )mj a’;(‘ )dF =
0 J 1 J
B Ou,(t) ‘ Oup(t) / Ou,(t) Oup(t) B
= 2u(t) L o m V= dl’ + 2 . () 5y M D, dl’ =

= 2u(t) Z(mm)(algy(t)) a2 | B (tym, 2l

J
Ty i—1 837]

dr,

o que implica

2u(t) /F 8up(t)mj8up(x,t) vl = 2u(t) / (my)<8up(t))2 i

83:2- 61’]- T ov
Ouy(t)
-2 o (t)m;———=dI.
r, /B(l‘)up( )mJ al’]
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Desde que () = m(z)v(x) e |mj(z)| < ||m(x)] < [[m| L~ = R, temos

5 (20) '

8;;7( dl’ <2 \/ t)\/ (mv) Ru /(mv)

-2 Ba)u,(t)m; u(t)

Pela desigualdade de Young, obtemos

) A B(x)uy, (t)m,; D (t )dF§

Quy(t) . Ouy(z,t)

r axz J axj

() o f o 5 (200

=1

20u(t) v,dl < 2u( (8“1’ ) dr+

Anaélise de

o —0(B(x)up(t), up(t)) 2(ry)-

Temos
—O(B( ) (£), up (1)) 2y = / 0B ()t (£)uy (£)dT =
_ [ VK \/_ \/_
B Fl \/— \/ \/_ \/_\/_

Novamente pela desigualdade de Young, obtemos

—0(B(x)uy(t), up(t)) 2ryy <

onde K > 0 é uma constante tal que B(x)|u,(t)]2dl < Kllu,(t)||* e € > 0 uma

I
constante positiva a ser escolhida. Entao,

0G0,y < 5o [ SR+ @ 2
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Substituindo (4.18), (4.19), (4.20) em (4.14), obtemos

(0 < =0 OOl 0] = (= 07 = tt) [ () (Z ) ar—

v

() /F () (a%:;t))?df%—% /Q A, (1, (8))dz: — 2 /F () )T+

—i—/F (my)|u;,(t)|2df—i—2,u(t)/F (mv) (%V(t)) dF—i—i2 (mu)|u;(t)|2df+

Ho Jry

) [ 5 (F22) dr =y + o [ Bl toPar+

S o 0y

implicando que

P(t) < —(N+9)M(t)!|up(t)ll2—(n—9)|u;(t)l2—9(hp(up(t))>up(t))+2n/gAp(up(t))dflf+

R2 02K A [(t) ,

Por (4.3), temos —60(h(s),s) < —(2n + §)A(s). Assim,

/ O, (1, (1), (£)) e < — / (20 + 6)A(u, (t))dz = —2n / Ay () dz—

1 [ Ayt
Dai
V(0 < =00 OO - (-l + (14 T 1) [ mlug(opars

D01~ [ Al ©)ds

Desde que &3 (u(0)Ju, (1)) < €E,(1), sege que

VO <+ B0~ 0= Ol 0F + (14 31 +1) [ luoars

+EE,(t) — vE,(t).
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Portanto,

Y (t) < max ( —(n+0),—(n—20), —’y)Ep(t) + < + Q—K + 1) / (mu)|u;)(t)|2df +EE,(t) =

208

. R?>  0’°K N
= —min (n—60,7)E,(t) + | — + +1 (m)|u, () [7dT + EE,(t).
po 2408 I
(4.22)
Consideremos a derivada em relagao a variavel t da expressao
Epe(t) = Ep(t) + ey(t)
e por (4.10) e (4.22) , temos
E,. = E,(t) + e’ (t) < =Bollu,(O)l172r,) — €min l(n —0),7) - 5} -
R?  0’°K
—€ (— + + 1) / (ml/)|u;,(t)|2df < —¢[min{(n — 0),v} — & E,(t)—
po 240§ r,
R?  0’°K
— | B(x)|u, dF—5<—+ +1)/ mv)|u () |Pdl —
. (@) (2)] T Fl( )| (2]
R?*  0’°K
—e [min{(n — 0),~v} — & E,(t) — / (mw)|u,(t)] dFE(— + + 1) +
Iy 2408
+ [ ) luOPdr = ~clmin{(n - 6),7} - SE, (1)~
Iy
R? 62 )
—1+(—+ +1 / mv)|u(t)]2dT .
2 2 3
Tomando 0 < e < (R + Dot + 1> el << min{n—@,y}, obtemos
Ho
R? 62 9
6[1 - (E - e - 1)] /Fl (mv) |w, ()] 72(q)dl > 0,
2 2
pois 1 — (— + + 1) > 0 e sobre I'y e mr > 0. Recorde que
fo 240§
E,(t
"0 < g0 <28,0) (4.23)
Assim, por (4.13) obtemos
w
Egl)e(t) + EEpe(t) <0,
2R 0 o\ "' (R? K '
com w = min < — (—R+ +2R+ — ) , <R —i—l) > (. Entao, a solucao
2\ po o A po 2408

da EDO acima satisfaz

E,(t) < Epe(0)exp™2 ¢, ¥t > 0. (4.24)
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Segue de (4.23) e (4.24) que

implicando que

E,(t) < 4E,.(0)exp~ 2 t,Vt > 0.

Desde que (u,) é limitada em L>(0,7,V) e (u,) ¢ limitada em L?*(0,T,L?*(f2)), se-
gue do Teorema de Aubin-Lions que existe uma subsequéncia de (u,), ao qual ainda

denotaremos por (u,) tal que

u, — u em L*(Q).

Pela Proposicao (B.2.3), existe uma subsequéncia de (u,), que ainda denotaremos por
(up) tal que

u, — u quase sempre em ().

Portanto,

up (-, t) = up(-, t) quase sempre em Q,Vt > 0
Sendo A, continua, segue que
Ap(u(-,t)) = Ay(u(-,t)) q.s em ,Vt > 0. (4.25)
Temos que h, — h em conjuntos limitados da R, e portanto
Ap(u(-,t)) = A(u(-, 1)) q.s em ,Vt > 0. (4.26)
Entao, por (4.25) e (4.26)
Ap(up(-,t)) = Alu(-, 1)) q.s em £,V >0 (4.27)

Temos ainda por (4.24) que

1

3 [|u1'p(t)|2 +p(®) u (O] + 2 /Q Ap(t) (up(, 1)) dzx | < 2E,(0) exp™ 5!

donde
/Q A1)y, 1)) < AE,(0)

pois exp~ 2t < 1. Da convergéncia dos dados iniciais e pelo fato que

/ Ap(ugp(z))dx — / A(ug(x))dz em R, ¢.s em Q, Vt >0,
Q Q
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obtemos,

lim inf / A, (u,(2))dz < 4E(0). (4.28)
p—oo  Jo

De fato,

1
liminf £,(0) = = {|u1|2 + ()| uo* + 2/ A(uo(x))dx} =4F(0).
p—00 2 Q
Assim,

liminf/ Ap(up(x,t))de < 4E(0).

p—o0

Por (4.28) e pelo Lema de Fatou, obtemos

/A u(z,t)) < liminf A p(up(z, t))de.

p—o0

Entao, de (4.28), temos
/ A(u(z,t))dz < 4E(0).
Q

Passando lim inf na expressio F,(t) < 4E,.(0)exp~2 t,Vt > 0 , obtemos

p—o0

p—0o0 p—o0

1

— | lim inf |u/ (t)]2—Himinfu(t)||up(t)||2+liminf2/ Ay (up(z,t))| < dexp™2!liminf E,(0),
2 P p—00 p—00 Q

o que implica

[|u'<t>|2 ol +2 [ A(u(x,t»} < dexp3" E(0).

N | —

isto é

E(t) < 4E(0)exp~ 2Vt > 0.
|

Observagao 4.1.1 A funcio f : R — R definida por f(s) = s satisfaz a condi¢io
4.3.



Apéndice A

Dual de espagos LP(0,T;X) (p > 1)

para funcoes vetoriais

No que segue, daremos uma caracterizagao do dual de L¥(0,T;X), com p > 1
e X um espaco de Banach. Demostraremos que se o dual X’ gozar da propriedade
de que toda fun¢do de variagao limitada f : [0,7] — X' possui uma derivada quase
sempre, entdo o dual de (LP(0,7; X)) = L9(0; T, X'), sendo 119 + % = 1. Este resultado

encontramos no artigo de F. M. R. Neyde [21].

A.1 Integral para fungoes de L”(0,T,X)

Nesta secao vamos definir um certo tipo de integrais para func¢oes de L?(0,7, X),
baseado na nocao de Riemann-Stieltjes. Usaremos esta integral para mostrarmos a

sobrejetividade da aplicacao

S (LP(0, T, X)) — V50,7, X")
U — [0}

Observagao A.1.1 Na pdgina 81, definimos os espagos VI(0,T,X) e Vi1(0,T, X).

Seu e C0,T,X) e ¢ € VY0,T, X'), correspondendo a uma particao D,, : 0 =ty <

t <...<t,=T epontos 7, tal que t,_; < 7, <t,. Dai, formamos a soma

n

5(Dn) = Z[¢(tv) - ¢(tv71)]u(7—v)

v=1
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que é um elemento de C'(0,7, X), pois u € C(0,7T, X). Seja entao
|D,| = max [t, — t,_1].
1<v<n

A prova de que, para uma sequéncia de parti¢oes (D;) com |D;| — 0, as somas 6(D,,)
tem um limite em C(0,7,X) que independe da sequéncia (D;), é feita de maneira

usual. De fato, temos que

n

S [t —6(t s \Zw vwmwzw bl

v=1 tv 1|p

16(Dn)| =

Pela desigualdade de Holder, temos

‘ < <Z H¢t _t |vq II)H )p(;Hu(Tva‘tv _tvl‘)p-

Mas como ¢ € V(0,T, X') e t — [Ju(t)|| é continua, passando ao limite quando n — oo,

tem-se |D,,| — 0 e portanto,

o lelty) = et )T,
DITILH—IW; |ty — tyr]o™t Vi)

e
n T
li Pt — to1| = t dt.
W%QWW HAMM
Portanto,
6 ( [ l6(t,) — ¢t 1)|7) * u ’
v—1 a . D p
7%Z|FMW\£QZH4M1)@%WWWM0

SWWAWWt

Logo, a série Z[gb(tv) — d(t,—1)u(T,)] é absolutamente convergente, pois ¢ uma sequén-
v=1

T
cia monotona limitada. Dai, seu limite sera denotado por / u(t)do(t). Pela desigual-
0

dade estabelecida, temos

/OTu(t)dsb(t)‘ <{Vi(g)}s e (/OT ||u(t)H§<>p = (V&) } |l oo.rx)-

Note que
U:C(0,T,X)

o [
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¢ um funcional linear sobre C' (0,7, X)) de norma {V9(¢)}. Como C'(0,T, X) é denso em
LP(0,T, X), podemos estender U a uma tinico funcional linear sobre LP(0,T, X) com a
mesma norma, que ainda denotaremos por U. Definimos entao para u € LP(0,T, X) ,

T
/ u(t)de(t) por esta extensdo. Assim, estd bem definido
0
U L2(0,T, X)

o [

o= | u<t>d¢<t>' < (VU lull o).

A.2 Preliminares

No que segue, X é um espaco de Banach tal que X’ satisfaz a condi¢dao de que
toda funcao de variacao limitada tem uma derivada quase sempre. Estudaremos o dual
dos espagos LP quando os elementos sdo fungoes definidas em um intervalo [0,T] e toma
valores em X. Para u : [0,7] - X e f : X’ — R denotaremos (f,u(t)) em vez de
S (u(t)).

Consideremos V?(0, 7T, X) o conjunto das fun¢oes u com valores em X, definidas quase
sempre em [0, 7] e tais que as somas

I 1)
Z yt —t

vl’

sao limitadas para todas as parti¢des {t,}, 0 = to < t; < ... < t, = T. Note que
faz sentido definirmos o supremos destas somas, logo denotaremos este supremo por
VP(u) . Definimos

lullveomx) = [[u(O)] + {V7(u)}>.

Se uw € VP(0,T, X), entao dizemos que u é uma funcdo de variacao p limitada. No caso
de p =1, dizemos simplesmente funcao de variacao limitada.

Denotaremos por VZ(0,7, X) um subconjunto de V?(0,T, X) para os quais u(0) = 0.
Considerando os espagos C'(0,7, X) e LP(0,T, X), mostra-se que C'(0,T, X) é denso
em LP(0,7, X) na norma de L*(0,7T, X).
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A.3 Uma primeira caracterizagao de (L?(0,7T, X))
Nesta segdo, vamos dar uma caracterizacdo do espaco (LP(0,7, X))’ no sentido

de definir uma aplicacao linear, sobrejetiva e que preserva norma.

Definamos para cada x € X e cada nimero real s, com 0 < s < T, a seguinte funcao:

Se s >0
Usy : [0, T] = X
t— us.(t)
onde
z,0<t<s
Us (1) =
0,s<t<T
e para s = 0, definiremos
Us (1) =0

Afirmacao 1: Para cada s € [0,7] e para cada * € X,us, € LP(0,7,X). De fato,

temos que
T s
| st = [ el < o
0 0
pois x € X.
Seja U € (LP(0,T,X))". Consideremos para cada s € [0, 7] a seguinte funcao:

o(s): X =R

= Uusz) = ¢(5)[z].
Desejamos que a aplicacao
S (LP(0, T, X)) — V0, T, X")
esteja bem definida, e para tanto, mostraremos que ¢ € Vi(0,T, X').

i) ¢(s) : X — R ¢ linear.
Com efeito, se s=0, temos ¢(s) = 0, logo linear. Agora, se s # 0, Vt € [0,T] temos

YT+ 22,0 <t < s pr1,0 <t <s 9,0 <t <s
Us, o429 = - +
0,s<t<T 0,s<t<T 0,s<t<T

= PUs gy + Us 3, 1560 €, U gy 125 (1) = QU 3, (E) +Us 2, (1), para todo z1, 20 € X e p € R,

o que implica
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o(s)[px1 + w2 = U(“Sﬁﬁxl-kxz (1) = U@t ey (1) + sz, (t) = OU (s zy) + Ults ) =
= @d(s)[x1] + &(s)[x2].
i) ¢(s) € X',Vs € [0,T]

De fato, ¢(0) = 0, logo ¢(0) € X’. Suponha agora s # 0. Desde que

T
ol = | ea(OlFe = s
isto &,
el rox) = 57|
Assim,
6(5)[2]] = U (us0)| < Ul tscll ooy = (U157 ],

mostrando que ¢ é continua e, portanto, ¢ € X'.

i) ¢ € V0,7, X") e VI(6) < U poozxyy-

Devemos mostrar que

" o(t,) — d(t,1)
; P <|uje,

para toda parti¢ao {t,} de [0,7]. Seja e > 0 e by,...,b, nimeros reais nao negativos.
Fixemos v. Consideraremos dois casos:

Caso i) b, > 0.

Neste caso, note que >0 e ||p(ty) — ¢(ty—1)|| = sup |o(ty)Ty — @(ty—1)x,|. Por

v llzll=1
definicao de supremo, existe ||Z,|| = 1 tal que
_ _ € _ €
BT — Dt )Tl > 16(1) = 9ltu )| = = = [6(t2) = Slte )Tl =~ (A1)
Multiplicando (A.1) por b, obtemos
— _ _ €
9(t0)buTy — P(t—1)buT0| > [[@(t,) — G(tu—1)[[|bsT0 || — n
Tomando z, = b,T,, obtemos
€
|9(to)zs — G(to-1)boy| > [|6(ts) — d(tu—1) ||z — n’ |y = by.
Caso ii)
Se b, = 0, tomaremos x,, = 0 e para os niimeros reais nao negativos by, ..., b, , existe
x, € X com ||z,|| = b, tal que

!MWMA—MMJMM>HﬂW—¢%4W%—%- (A.2)
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Por outro lado,

Z ’¢(tv)[xv] - v 1 :Cv | - Z ’U Utv :EU (ttv 1xv)‘ S
v=1

<UONY o =t = 100D ([ )= ) -
v=1
n T

=||U||Z( / ||xvx<tv_1tv<>||p) —||U||(Z||xv||pt . ) (A.3)
v=1

Por (A.2) e (A.3), segue que

=

n

>~ ot~ otte )l <o 3wt~ )

v=1

Assim, se b, = (”W”) - ¢(t”—1)”)? fazendo a, = 9(t)—d(te 1)l € Ay = [fu—tya],

|tv_tv—1|
Qy
be= ()
(&)

Dai, a desigualdade anterior ¢ dada por

obtemos

hSAS)

+

n n

OIS Sl

= <3 g )
v=1 =1 A} 1 Ay

v=

o que implica

> b <1 ) (A1)
—1 -1
v=1 Ag v=1 Ag
Elevando (A.4) a poténcia q e observando que g — 4_ 1, obtemos
p

£

el L <o

n q »
(>5)

Z Hgbt _t |q 1)” < HU”q

para toda partigao {t,} de [O, T], mostrando que ¢ € Vi/(0, T, X") com Vi(¢p) < ||U]||“.

ou seja

Logo, a funcao

S (LP(0, T, X)) — Vi(0,T, X")
U — 10)
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estd bem definida e é linear, pois ¢ é linear. Mostraremos agora que S é sobrejetiva.
Devemos mostrar que dado ¢ € Vi1(0,T, X'), existe U € (LP(0,T, X))’ tal que S(U) =
¢, ou seja, tal que, se s € [0,7] entdo para todo x € X, U(us,) = ¢(x).

De fato, se s = 0, entdo up, = 0, logo U(up,) = 0 = ¢(0)z, j& que ¢(0) = 0, pois
¢ € Vi

Suponha agora s > 0 e definiremos para x € X,

un(t) = § —n(t —s—L1)z, se s<t<s+1

0, se s—%gtST

Entao, para cada n € N, u,(t) € C(0,7,X) e

T s+1 1
/ l|un(t) — us o (t)||Pdt = / —n(t—s——):p
0 s n

Assim, (u,,) converge em LP(0,T, X) para us, e como U € (L*(0,T, X))’, temos que

p
dt — 0, quando n — oc.

Uup) = Ultss). (A.5)
Notemos que
U(u,) — ¢(s)z.

Com efeito,

Uluy) = /0 Tun(t)dgb(t): /0 Cdo(t) + / Sﬁ{ (t—s——) ]dgb() /j 0da(t).

Observemos que

n

/OS xdp(t) = lim Z[(b(tv)—gb(tv,l)]x = lim [p(t1)z—0d(to)x+o(t2)x, ..., d(tn_1)x—0(s)z]

|D|—0 |D|—0
v=1
= o(s)x

e dai,

U (un) — ‘/ [ ( +——t) }dgb(t)‘g
(ol )
(o)

< lim Z |p(t) — d(tu-1)

= [l]| lim Z!I¢(tv)—¢(tu71)

|Di[ -0 4
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1
onde s < p, < s+ —, o que implica
n

1
Ogn(s+——pv>§1.
n

e dai )
s+ n
/0 {n (s + - - t) x] dgb(t)’ < |Dhr|noz lo(ty) = d(to—1)]| <
L 1
< ||x||{ variacao de ¢ sobre (s + —)} — 0, quando n — oo.
n
Portanto,
lim |U(u,) — ¢(s)x| = 0. (A.6)
n—oo

Segue de (A.5) e (A.6) e pela unicidade do limite que U(us,) = ¢(s)x, mostrando a
sobrejetividade da aplicacao S.

Por fim, provaremos que S preserva norma, ou seja, devemos mostrar que

HS(U)HVO‘?(O,T,X) = HUHLP(O,T,X)’-

Notemos que

IS lIvgor.x) = lIellvgorx) = 16O0)x +{V'(@)} < [Ullwrorxy (A7)

Entao, resta-nos mostrar que

1T zeo,r,xy < 1S(U)|lvao,r,x) (A.8)

Com efeito, seja u,, : [0,7] — X uma funcdo simples que toma valor z, para o intervalo
to—1 <t <t, Mas

n n

Z[Xtv—l-tv]xv = xj7

v=1 v=1

S
3
—~
~
SN—
I
g
-
S
&
|
g
+
S
|
&
<
I

com t € (t;_1,t;]. Assim,

n

T n to n

Up, - Uty zy — Wty _q 224 Up, - Ty - Ly v ly—1

(t) [ J= [ llua(®)|Pdt |||t o[ty —tu—1]
0 v=1 Ylv-1 v=1

v=1

n

Z U(utvyxv>_U(utv—1yxv) =

v=1

n

Z ¢(tv) [xv] _(b(tvfl) [xv]

v=1

‘U(un)’ =

S Z H¢(tv>_¢(tv71)u Hva
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Pela Desigualdade de Hoélder, obtemos

) < (3 L5 ) (32 Il 1) = o

Logo, se uw € LP(0,T,X) e u, é escolhida tal que u, — u na norma de LP(0,7T,X),

teremos que
1
U (u)] < {V(@)}llulleo,r.x)
e dai

Ul rorxyy <AV} = [1SU)llveorxn-

Concluimos entao que a aplicagao

S (LP(0,T, X)) — V{0, T, X)
U— ¢
é linear, sobrejetiva e preserva norma, o que implica (LP(0,7, X)) é equivalente a

V50, T, X) sempre que X é um espago de Banach e % + % =1,1<p<oo.

A.4 O espago dual de L'(0,T,X)

Nesta secao, vamos mostrar que a aplicacao

L:VP0,T,Y) = LP(0,T,Y)

u—u

estd bem definida, preserva norma, ¢ linear e sobrejetiva. Vamos demostrar em alguns
Casos.

1) L esta bem definida.

De fato, seja u € VJ'(0,T,Y). Mostraremos que ¢ — u/(t) é fortemente mensuravel e
t— ||/ (t)]]y € LP(0,T,R).

Consideremos uma sequéncia de conjuntos finitos de pontos no intervalo [0,7], o m-

ésimo conjunto sendo t,, 1,tm 2, ..., tmn € tais que

lim max(t, y41 — tmw) =0
m—00 v

[como por exemplo se dividimos em 2™ partes iguais|. Definimos

u(tm,v—i-l) - u(tm,v)

tm,v+1 - tm,v

U (t) =

Y
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em cada intervalo ¢,,, <t < £y, ,41. Se t nao é um dos pontos t,,,, com t,,, <t <
tmv+1, podemos escrever

() = UW(tmpt1) —w(t) tmosr —t N U(tmp) —u(t) t—tmo _

tm,v—f—l —1 tm,v—i—l - tm,v tm,v —1 tm,v—i—l - tm,v

u tmv —ul(t tmv —1
= {u/(t) + o1 (1)} (o) = u(t) +{u/(t) + on(t)}
tm,erl —t tm,erl - tm,v

onde 03(t) < |[oy(t)]|+][o2(t)]], € o1 (2)]], [|[02(t)]] tendem a zero quando t,, 41 —Em — O.

= u'(t) + o3(t)

Assim,

lim ||, (t) — «'(t)| = 0 quase sempre
m—o0

isto é, existe uma sequéncia de fungoes simples convergindo fortemente para u' quase

sempre, logo u’ é fortemente mensuravel. Para cada m, u,, € L*(0,T, X), logo

t (D) € L(0, T, R)

DI”

||u o+t — Wtm (s )|
/”“ IPdt = Z L= tm Ip1 Z |t—tv 1|p1 p

mv+

Pelo Lema (B.2.5), segue que t — ||u/(t)|| é integravel e /T |/ (#)||Pdt < VP(u), isto &,
4l oirory < VP(0) 0
Portanto, L esta bem definida e
IL(W)|Lro.ry) = W ][ e ry) < llullveory). (A.9)
2) L preserva norma
Com efeito, por (A.9), é suficiente provar que
ullveory) < W] Lery)-
Para provarmos, iniciaremos definindo a funcao vetorial
v:[0,T] =Y
t— u(0) + /t u'(s)ds
0

e mostrando que v(t) = u(t), Vt € [0,7], para v’ € LP(0,T;Y)
Seja f € Y’ qualquer. Entao: é quase sempre derivével, isto &, ex1ste ; quase sempre.

De fato, para os t's tais que existe u/(t), temos

lim <f, u(t + h})l - u(t)> <f’ i ult + h})l - u(t)> )
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isto é
d d

Notemos que t — (f,u(t)) é absolutamente continua. De fato, dado ¢ > 0 e se I, =
5

1FI1(VP(u))>

(cvn, Bn) € uma sequéncia de intervalos dois a dois disjuntos, definindo § = ,

obtemos

1
p

S ulBa)=(Fulan))] < ALY llu(Ba)- %”<W(§ﬂum:%HD -

Dai,

(foate) = (a0 + [ Gl = () + [ Guto) yis = (1010,

Assim, Vf € Y e Vt € [0,T7], temos (f,u(t)) = (f,v(t)) e, portanto, u = v, isto é

u(t) = u(0) + /Ot u'(s)ds = /Ot u'(s)ds.

Seja agora P uma parti¢ao qualquer do intervalo [0, 7. Entao,

ty+1 ty ty+1
utusa) — H—H/ s — [ s < [T las
ty

Novamente pela desigualdade de Holder, obtemos

Ju(tusr) — u(ty)] < (/:Jrl ‘|u'<8)de$)’l’(/ot““ 1d$) -3

([ o)

Dai, para toda particao P de [O,T], obtemos

P T
Z Hu v+l — p))H S/ ||UI(S)||pdS,
[t — | 0

Logo,

donde
lullvaory) = V@3> < o llory) = L@ oy (A.10)
Portanto, de (A.9) e (A.10), temos ||u|| zr(0,7,v) = ||ul|vaeo,r,y)-
3) L é linear.
De fato, sejam u,v € Vi (0,7,Y) e a € R. Assim

Lu+v)=(u+v) =u+v = L(u) + L(v) e L(au) = (au) = au’ = aL(u)
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4) L é sobrejetiva.
Seja u € LP(0,T,Y"). Devemos mostrar que existe v € V?(0,T,Y") tal que L(v) =" =
u. Definimos
T
r(t) = / u(s)ds,0 <t <T.
0
Como u € LP(0,7T,Y) temos, por defini¢do, que existe uma sequéncia (p,,) de fungoes

simples tal que (¢, ) converge fortemente para u quase sempre e tal que

T
lim / HSOn - 'LL(S)Hde =0.
n—oo Jg

Mas,
H%M‘(t +h) —r(t)] — u(t)” = H% [/OHhu(S)ds - /Otu(s)ds} - u(t)H <
<[+ [t = entons = [ twts) — eutopas] |+

1

t+h
<5 ) I —euolas| +|;

%_‘Elln 9n(s) = on(®)llds| + [l@n(t) — ult)].

Observe que para cada n € N, tem-se (u — ¢,,) € LP(0,T,Y), logo, a funcao

s = [lu(s) — @n(s)ll € LP(0, T, R),

e dai
1 t+h
ti [ uts) - ms)nH r——
e
1 t+h
i |5 [ (o) = ol =0

quase sempre em [0, S|. Agora

H% {r(t . r(w] _ u(l‘)H < 2lju(t) - pu(®)] + ofh)

onde o(h) — 0 e como o membro esquerdo nao depende de n e pelo fato de ¢, — u

fortemente, temos que

Ve > 0,3n. € N tal que se n > n. = ||u/(t) — on(t)|| < ¢
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para quase todo t. Assim, tomando o limite quando h — 0, resulta que

gﬁH%P@+M—v@}—MﬂH:Q

para quase todo t € [0, 7] e, pela continuidade da norma, temos que existe '(t) = u(t)
para quase todo t € [0, 7.

Seja agora P uma particado qualquer do intervalo [0,7]. Entédo, pela desigualdade de

Holder
tyq1 % lyt1 1—%
< (/ ||u(3)|\pds) (/ 1ds>
to ty

ty+1
I (tosn) — u(t,)]| = H [ utsas
t?]
tyer) — r(t ot z
||7“( v+1) Tg)” < (/ Hu(8)||pd8> .
|tv+1 _tv| P to

Logo,
|7 (tos1) = ()P _
§j ) =TI sy eas,
|tv+1_t| 0

e como P é qualquer particao de [0,7] temos,

Assim,

ap 3 ) = (el

TR

Portanto, r € V¥ (0,T,Y), pois v(0) = 0 e L(v) = u. Por (1),(2),(3), (4), obtemos que

VP (0,T,Y) é equivalente a LP(0,T,Y).

Tomando Y = X' e p = ¢, temos V;/(0,7, X") ~ L4(0,T, X'). Mas foi provado anteri-

ormente que (LP(0,7T, X)) ~ Vi1(0,T, X'), e dessa forma podemos concluir que
(LP(0,T, X)) = L0, T, X").

Observacao A.4.1 A condicao imposta ao dual de que toda funcao de variacao limi-

tada possui uma derivada quase sempre é satisfeita pelos espacos de Sobolev H™(S2).

Observacao A.4.2 Seja H um espaco de Hilbert com produto interno denotado por
(-,). Entao, a func¢ao

()B@TMXBOTM%R

uvt—)/ t))pdt

define um produto interno em L*(0,T; H) que nos fornece a norma

T
T / () .
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Assim, L*(0,T; H) é um espago de Hilbert, logo reflexivo. Desde que H é reflexivo,
H satisfaz a condicao de que toda funcdo de variacao limitada possui derivada quase
sempre. Dai, teremos por exemplo para os espagos de Sobolev H*(S2), onde 2 é um

aberto limitado do R™ que

(L7(0, T Hg" (2))) = LA(0, T; H™™(82))

Seja V*°(0,T; X) o conjunto de todas as fungées f : [0, 7] — X Lipschitiziana, ou seja,
feve(,T,X) se, e somente se,

L) — sup W) = Sl _

T1,T2 ’xl - xZ‘

Observagao A.4.3 O conjunto V>°(0,T; X) € um espago vetorial munido da norma

£ lveezx) = IIF O] + L(S)-

Observacao A.4.4 No caso p = 1, mostra-se de forma andloga ao feito anteriormente
que L'(0,T; X) = L>(0,T; X).

Agora, vamos enunciar e demonstrar um resultado que foi usado de forma siginificativa

neste trabalho.

Proposigao A.4.1 Sejam X' o dual de um espaco de Banach reflexivo X e 1 < p <

p

1e(0,00; X7), entao existe uma subsequéncia

p
loc

00. Se (frx) € uma sequéncia limitada de L

de (fx) que converge fraco para uma funcio de L7 (0,00; X')(fraca estrela no caso

p=00).

Demonstracao: Por hipotese, (fz) é uma sequéncia limitada de LP(0,7; X’) para
todo T'> 0 e T € R. Em particular, (fz) é uma sequéncia limitada de LP(0,1; X’).
Pela compacidade fraca de L?(0, 1; X’)(fraca estrela no caso p = o), temos que existe
uma subsequéncia (f}) tais que

i) fI — fl(fraca estrela no caso p = o0)

Ora, (f{) é limitada em LP(0,1,X’), entdo seguindo raciocinio anterior, existe uma
subsequéncia (f7) de (f}) e uma funcao f? tais que

ii) f7 — f?* (fraca estrela no caso p = 00).

De forma indutiva, define-se uma subsequéncia () de (f;.) e uma fungao f7 tais que
iii) fI' — f7 (fraca estrela no caso p = 00)

Por unicidade do limite fraco (fraco estrela no caso p = 00), temos

fl=ftvtelo, T -1 (A.11)
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Seja a sequéncia diagonal (fF). Dado T € R, observamos que
(&) é uma subsequéncia de (f). (A.12)
Assim, de (A.12) podemos concluir que
fE —~ fT( fraca estrela no caso p = co) (A.13)

Por (A.11), podemos definir a fungdo f(t) = f7, se t € [0,T]. Logo, de (A.13) conclui-
mos que

fE— fem L (0,00, X")( fraco estrela no caso p = o).



Apéndice B

Resultados utilizados

No que segue, apresentaremos algumas defini¢coes e resultados que usamos na

dissertacao. Alguns destes resultados serao demonstrados.

B.1 Teorema de Carathéodory

Nesta secao enunciaremos o Teorema de Carathéodory que sera utilizado no Ca-
pitulo 2. O teorema fornece a existéncia de solucao para um problema de Cauchy em
um intervalo [0, ¢,,], para cada m € N.

Seja © C R™™! um conjunto aberto cujos elementos sao denotados por (¢, ), onde
teR, x € R" e seja f: Q2 — R"™ uma funcao.

Consideremos o problema de valor inicial

'(t) = f(t,z(t)),

ZE(to) = 29

(B.1)

Dizemos que f : {2 — R” satisfaz as condigoes do teorema de Caratheddory sobre 2
se:
(i) f(t,x) é mensuravel em ¢ para cada z fixo

(ii) f(t,x) é continua em x para cada t fixo

(iii) Para cada compacto K C €, existe uma fungao real my(t), integravel, tal que

1t 2)||er < mi(t),V(tz) € K
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Teorema B.1.1 (Teorema de Caracthéodory) Seja f : Q@ — R" satisfazendo as
condi¢oes de Carathéodory sobre Q. Entao, existe uma solu¢io x(t) de (B.1) sobre

algum intervalo |t — to| < 3, onde 5 > 0 € uma constante positiva.

Observacao B.1.1 A demonstracao desse teorema serd feita quando f estiver definida
em R: |t —to] <aem|z—E <b.

Demonstracao: A prova do teorema sera obtida por limites de solucoes aproximadas.
Vamos construir a solugao para t > tp, e a construgao no caso de t < ¢y é anéloga.

Defina M (t) da seguinte forma:

0, set <ty

M(t) = t
/ m(s)ds, se t € [to,to + al.
to

(B.2)

Note que M é continua, ndo-decrescente e M (ty) = 0. Por continuidade de M existe
B > 0 tal que (t,xo + M(t)) € R, para algum intervalo to <t <ty + 8 <t + a, onde
£ é uma constante positiva. Escolhendo  para que isto seja verdade, definiremos a

sequéncia de solucoes aproximadas como:

& seto <t <tlo+75
u;(t) = 12 8 (B.3)
§+/ f(s,u;(s))ds, se t0+;<t<t0+ﬁ.
t

0

Temos que u; esta definida em tg < t <ty + 3, para qualquer constante . Fixemos

p

j € N qualquer. Dai, a primeira formula de (B.3) define u; no intervalo to <t < to+~—.
J

Sendo (t,€) € R para ty <t < ty+ é , a segunda formula de (B.3) define u; como
J
g

uma funcao continua no intervalo to + — < t < ¢y + —5 Por outro lado, desde que

|f(t,z)| < mg e pela definigdo de M, obtemos
jus(t) — € < M (t - ?) | (B.4)

k
Suponhamos que u; estd definida para ¢y, < t < ¢, + —5 para 1 < k < j. Entao,
J

k k+1
a segunda formula de (B.3) define u; para o intervalo t, + —ﬁ <t <ty+ ﬂ

Y

kB
sendo apenas necessario o integrando mensuravel no intervalo ty <t < tg+ —. Temos

(k+1)p

k
também que em ty+ —6 <t<ty+ , a funcao u; satisfaz a desigualdade (B.4),
J
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devido a |f(t,x)] < mg e pela defini¢do de M. Portanto, todas as u; sdo definidas

como func¢oes continuas em tq <t <ty + [3, satisfazendo

uj(t)zfemtogtgtg—l—é
J

|uj(t)_§|§M(t—§) emt0—|—§<t§t0+ﬁ

(B.5)

Seja N = {uj D] > jo}. Mostraremos que N satisfaz as hipoteses do teorema de

Ascoli-Arzela. Sendo M continua no intervalo [to, to+ ], segue que M é uniformemente

continua. De fato, dado € > 0, existe 6 > 0 tal que para |t; — ta| < ¢
J J
Pela desigualdade triangular
|uj(t) — uj(t2)| < Mty — ta].

Tomando § = %, obtemos

g () — uy(t2)] < e

mostrando que (u;) ey ¢ uniformemente equicontinua em [tg, to + 3]. Por outro lado,

dado t € 1, tem-se que (u;);jen é uniformemente limitada, pois m é integréavel.

Entao, pelo teorema de Ascoli-Arzeld, existe uma subsequéncia de (u;);en, que ainda

denotaremos por (u;);en tal que

u; — u uniformemente em [to, to + f]

Como f ¢é continua em z, fixado ¢, temos que f(t,u;(t)) — f(¢, u(t)) quando j — oc.

Além disso, |f(t,u;(t))] < m. Logo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de

Lebesgue, temos

t

lim f(s,uj(s))dSZ/t F(s,u(s))ds, vt € [to, to + A,

J]—00 to

Entao, vamos escrever

wO) =t [ S [ reaes

Passando ao limite quando j — oo, a tdltima integral se anula e assim

u(t) = uo +/t f(s,u(s))ds.

mostrando o resultado.
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Teorema B.1.2 (Teorema do prolongamento) Seja 2 = [O,T} X B com T > 0,
B = {z e R"||z|| < b}, onde b > 0 é uma constante positiva e ||-|| a norma euclidiana
do R™. Suponha que f é uma funcao que satisfaz as duas primeiras condi¢oes do

teorema de Carathéodory e que exista uma funcao m(t) integrdvel tal que
\f(t,z)| < m(t),m(t) € L(0,T), para todo (z,t) € €.

Seja x(t) wma solug¢do de (B.1) e suponha que x(t) estd definida em I, satisfazendo
lz(t)] < M, M independente de I e M < b para todo t € I. Entdo, x(t) pode ser

prolongada a todo intervalo [0,T]

Demonstragao: Ver Coddington-Levinson [5]. |

comp

Teorema B.1.3 (Aubin-Lions) Sejam X, B e Y espacos de Banach com X —

cont

B =Y, X eY reflexivos. Seja 1 < pg,p1 < 0o, e W 0 espaco
W ={ue L™(0,T; By);v € L¥(0,T; By)}

munido da norma ||ullw = ||ullzro0.1;80) + ||Ul|lr1 0181y Entdo, W é um espago de
Banach, e a imersao W em LP°(0,T; B) é compacta.

Demonstracao: Para prova ver Lions [12] ou Temam [22]. u

Observagao B.1.2 Uma consequéncia do Teorema de Aubin-Lions é que se (U, )nen €
uma sequéncia limitada em L*(0,T; By) tal que (u!)nen € uma sequéncia limitada em
LP(0,T; By) para algum p > 1. Entdo (uy)nen € limitada em W, isto €, existe uma

subsequéncia de (u,)nen que converge forte em L*(0,T; B).

Teorema B.1.4 (Strauss) Seja Q) um aberto com medida de Lebesgue finita, X eY
espagos de Banach. Seja (u,) uma sequéncia de fungoes fortemente mensurdveis de 2

em X. Seja (F,) uma sequéncia de funcgoes de Q x X em'Y tal que

(i) Fo(z,u,(x)) € uniformemente limitada de Y em ) x B, para qualquer conjunto
B limitado de X;

(i1) F,(z,u,(x)) € fortemente mensurdvel e
/ | (7)| x| F (2, up(2))]ydr < C < oo;
Q

(111) |F(z,un(x)) —v(x)]y — 0 quase sempre em §2;

Entao, ve LY(QY) e / |F(z,upn(x)) — v(x)|ydz — 0.
Q
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Demonstracao: Ver Strauss [24]. n
A seguir enunciaremos o teorema de Strauss para funcoes de uma varidvel, pois

este teorema que usaremos nesta dissertacao.

Teorema B.1.5 (Strauss) Seja Q um aberto limitado do R"™ e (u,) uma sequéncia de
fungoes reais mensurdveis definidas em ). Vamos considerar as sequéncias de funcoes
reais (Fy,) e (G,) tal que Fyou, e G,ou, mensurdveis sobre ) para n € N. Suponhamos
que:

) F,, ou, converge para v quase sempre em, €;
(13 / |F(un ()G (un () |de < C) onde C é uma constante independente de n € N;

(17i) Gy, — oo quando F,, — oc.

Entao,
(iv) A fungao v € L'(Q);

(v) F, ou, converge para v forte em L().

Demonstracao: Ver L. A. Medeiros [15]. n

Observacao B.1.3 A notacdo F), owu, representa a funcao (F, o uy,)(x) = F,(u,(x)),
Vo € Q. A hipdtese (iii) equivale a dizer que para cada M > 0 existe N > 0 indepen-
dente de n € N, tal que se

|F.(s)| > M entao |G,(s)| > N, Vs € R.
Observagao B.1.4 Suponhamos que G, : R — R ¢é definida por G,(s) = s, Vs € R e
Vn € N. As hipdteses do Teorema B.1.5 modificam e sdo:
(1) F, owu, converge para v quase sempre em €;
(i4) / |F (1 (2) ) () |d < C, ¥ € N:
Q

(1i1) s — oo quando F,(s) — oc.
Entao, segue (iv) e (v) do teorema B.1.5.

Corolario B.1.6 (Lema de Lions) Seja (u,) uma sequéncia de fungdoes mensurd-
veis, limitada em L1(Q2), 1 < g < oo e converge para u quase sempre em ). Entao,

(1) up — u (forte) em LP(Q2) para todo 1 < p < o0;

(13) up, — u (fraco) em L1(S2).

Demonstracao: Ver L. A. Medeiros [15] ou Lions [12]. u

Lema B.1.1 (Sequéncia de Strauss) Seja F' : R — R wma func¢do real continua,

com sF(s) >0, Vs € R. Entao, existe uma sequéncia (F,) satisfazendo as condigoes:
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(i) sFn(s) >0,Vs R eVn;
(ii) F, € lipschtiziana para cada n;
(iii) F, converge uniformemente em limitados de R.

Demonstracao: Para cada n € N defina
(

Aqs, seOﬁsS%;
k(G(s—k%)—G(s)), se £ <s<my

Ay, se s > k;

3=

Ass, se — = < s<0;

—n(G(S—i— 1) —G(S)), se —n<s<—3;

Ay, se s < —n.
\

onde G(s) = / F(§)d¢ e para cada n € N, Ay, Ay, A3 e Ay sdo escolhidas de forma a
0

tornar F,, continua. Entao, considere

i)y
Ay = n? <G(n 4 %) - G(n)) ;

welel o)
A= —n (G (n - %) _ G(n)) ,

A demostracao sera feita em etapas.

Etapa 1
Vamos mostrar que para todo n € N, tem-se sF,(s) > 0
1
1 w
(i) se 0 < s < —, temos F,(s) :/ F(&)d¢ >0
n 2

1 :
i) — < s <mn, segue como em (i
(i) & <5< ()
(iii) se s > n, segue analogamente como em (i)

(iv) se L <s5<0, temos Fy(s) = —n2( - /O F(g)d§+/0 F(g)dg) —

n _2 =1
n n

-t [ P <o
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Observacao B.1.5 A prova dos itens (v), (vi), (vii) seque como em (iv), provando a

Etapa 1

Etapa2

Provaremos que para cada n, F,, é uma funcao Lipschitiziana. Tomando a; = —n,as =
1 . .

— as =0,a4 = - e as = n e consideremos os intervalos [} = (—o0, a1}, Iy = [ay, as),

I3 = [ag, a3], Iy = |ag.a4), I5s = |ay,as] e Is = |as,00). Observe que (F),) sdo fungoes

diferencidveis em cada [;, 7 = 1,...,6 e pelo teorema de Valor Médio,
[Fa(s) = Falt)] = FL(E)[t — s, com € € [t, 5.
Observe que
(i) se s € I, temos |F,(s) — Fi,(t)] =0, Vs, t € I.
(ii) se s € Iy, temos F/(s) = —n( — F(s)+ F(s — %)) <nC,Vs,t € I,

onde C' = max|F(s)| < oo. Seguindo este raciocinio para [;,j = 3,4,5,6, concluimos
que

|F,(s) — E(t)] < M|s — ], Vs, t € R,

onde M ¢é as varias constantes que aparecem. Portanto, F}, é Lipschitiziana.
Etapa3
Mostraremos que (F),) converge uniformemente para F' em limitados da reta. Seja [
um intervalo limitado e b € R tal que I C [—b,b]. A principio, provaremos que (F},)
converge uniformemente para F' no intervalo [0,b]. De forma anéaloga, prova-se que
(F,) converge uniformemente para F' em [—b,0].

s+
Afirmagao: Defina ¢,(s) = n|G(s+ 1) — G(s)] = n/ F(&)d¢. Entao, ¢n(s)
converge uniformemente. |
Notemos que F' é continua no compacto [0, b], logo F' & uniformemente continua. Dado

e > 0, existe k € N tal que se |t — s| < 1 entao
|F(s) — F(t)| <e.

Pelo Teorema do Valor Médio, existe ¢ € [t, s] tal que

/fi F(&)de = <t L1 t) F(c)

n
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implicando que

Portanto,

|on(s) = en(B)] = [F(s) = F(t)] = <

n/;ﬁ F(s)dé — n/ttﬁ F(s)d¢

t+% 1
< / F(s) - F(t)| < -= <<,
t

mostrando a afirmagao.

Por fim, provaremos que Fj, — F uniformemente em [0,b], para tanto, usaremos a
afirmacao acima. De fato, dado € > 0, seja k; € N tal que k; > b. Como F' é continua,
existe § > 0 tal que |F(s)| < Z, for all s € [0,0]. Seja agora ko > k; e é < 6. Pela

afirmacao, existe k3 € N com k3 > ks tal que
lou(s) — F(s)] < Z,vs € [0,8], V& > ks.

Observemos que

| =

Pr (%) = F (%) e pi(s) = Fi(s), se

Assim, para k > k3, temos

() ¢ <s<k=[Fls) — Fo) = louls) — Fls)] <

=1 M

(i) 0<5< 1< 5= Fils) ~ Fls) < IFs)| + [F(s)] < [FDI+ 5 = o)l +

€ €
1 + |[Fi(s)| + 1 < g, (F} é crescente em (0, %))7
o que mostra que (Fy) converge uniformemente para F em limitados da reta. m

Definicao B.1.1 Seja I um intervalo. Dizemos que uma funcdo u € absolutamente
continua quando u € WH(T).

Lema B.1.2 (Desigualdade de Gronwall) Seja z(t) uma funcdo real, absolutamente

continua em [0,a) tal que para todo t € [0, a[ tem-se

t
2(t) < C+/ z(s)ds, (B.6)
0
onde C' € uma constante nao negativa. Entao,
2(t) < Ce' )Vt € [0, al.

Consequéntemente, z(t) é limitada.
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Demonstracao: Considere

Dai, obtemos que w'(s) = z(s). Observe que por (B.6) temos

w'(s) < C +w(s).

S

Multiplicando ambos os membros da desigualdade acima por e™*, obtemos

e*w'(s) < e *C +w(s)e™?,

ou ainda

Integrando de 0 a t, obtém-se

Assim,

w(t) < Ce' - C. (B.7)

Portanto, de (B.6) e (B.7), resulta que

2(t) < Ce'.

B.2 Resultados Auxiliares

No que segue, enunciaremos sem demonstra-los resultados importantes que foram
utilizados neste trabalho. Consideramos 2 como um subconjunto aberto limitado bem
regular do R"™.

Teorema B.2.1 Suponha que X seja um espago de Banach reflexivo e (x,) uma

sequéncia limitada em X. Entao, existe uma subsequéncia (z,,) de (x,) que converge

na topologia fraca.

Demonstracao: Ver Brezis [3]. u

Teorema B.2.2 Seja X um espaco de Banach separdvel e seja (f,) uma sequén-
cia limitada em X'. Entdo, existe uma subsequéncia (f,,) de (fn) que converge na

topologia fraca*.
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Demonstragao: Ver Brezis [3]. |

Lema B.2.1 (Desigualdade de Young) Sejam p,q > 1 tal que % - % = 1. Entao,

1 1
ab < —a? + -b%,Ya >0 e Vb > 0.
p q

Demonstragao: Ver Brezis [3]. |

Lema B.2.2 (Imersdes de Sobolev) Seja Q um aberto regular de R", m € N e
1 <p < oo. Entao, para qualquer j € N, as imersoes abaizo sao continuas.

i) Sem < 2, entao ijm’p(Q) — Wj’f](Q),q €L, 25

@) Sem =2, entao W2HMP(Q) — W(€2),q € [1, 00);

i) Sem > 2, entdo W/HP(Q) — Ci(Q),

onde C7(Q) ¢ o conjunto das funcoes continuas limitadas.

Demonstracao: Ver M. Milla Miranda e L. A. Medeiros [13]. |

Teorema B.2.3 (Rellich-Kondrachov) Suponha que Q é um aberto limitado de
classe C*, 7 € N. Entdo temos que as imersoes sao compactas:
i) Sem < 2, entdo Witmp(Q) — W(Q), q € [1, )

i) Sem =2, entdo W/HmP(Q) — W(Q), ¢ € [1,00).

Demonstracgao: Ver M. Milla Miranda e L. A. Medeiros [13]. [ ]

Proposicao B.2.1 Suponha que Q é um aberto limitado de classe C', j € N. Entdo
temos as sequintes imersoes:
1) Se Q € limitado e p < n, entdao WHP() o L1(Q), para, 1 < 2

—mp’
11) Se Q € limitado e p < n, entao W'P(Q) o Li(QY), para, 1 < o= p
Demonstracao: Ver M.Milla Miranda e L.A. Medeiros [13]. ]

Observacao B.2.1 O numero p* é conhecido como expoente critico de Sobolev.

Teorema B.2.4 (Férmulas de Green) 1) Se p € H*(Q), entio
dp 1
VpVudr = — | Apdx + | ——udx,Vu € H ().
Q ) r aV
1) Se p € HY(Q), entao
(Ap, U)LQ(Q) + ((pa u))V = <71pa 70u>H7%><H*%’vu € Hl(Q)

Demonstragao: Ver M. Milla Miranda e L. A. Medeiros [13]. [ ]
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Teorema B.2.5 (Representacao de Riesz) Sejam 1 < p < 0o e ¢ € (LP(Q)).

FEntao, existe um dnico u € LP(Q), onde % + é =1, tal que

(p, f) = /Qufdm, VfelP(Q).

Além disso, se verifica

[ullzr = llell 2 ()
Demonstracao: Ver Brezis |3]. |

Teorema B.2.6 (Agmon-Douglis-Niremberg) Suponha que Q) é um aberto de classe
C? com fronteira T' limitada. Seja 1 < p < oco. Entdo, para todo f € LY (Q), existe

uma unica solu¢cao do problema
—Au+u=femQ
Além disso, se Q € de classe C"™2 e se [ € W™P(Q), m € N, entdo
u € W2(Q) ¢ [lullynszn < Cllullwnse.

Demonstragao: Ver Brezis [3]. |

Teorema B.2.7 (Lax-Milgran) Seja a(u,v) uma forma bilinear, continua e coer-

civa. Entao, para todo f € H'(espago dual de H) existe inico u € H tal que
a(u,v) = (f,v),Yv € H.
Demonstracao: Ver Brezis [3]. u
Teorema B.2.8 (Gauss-Green) Se u € C'(Q), entdo
Bntou,,dv = /yuuidv; (1=1,2,...,m)
Demonstracao: Ver M.Milla Miranda e L.A. Medeiros [13]. n

1
Lema B.2.3 (Desigualdade de Hoélder) Sejam f € LP(Q) e g € LI(QY), com — +
p

1
—=1el<p<+oo. Entio, fge L}(Q) e
q

/Q Folde < 1111l gl ooy

Demonstragao: Ver Brezis 3. |
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Lema B.2.4 (Desigualdade de Poincaré) Suponhamos que Q0 é um aberto e limi-

tado em alguma direcio x;. Entao, eriste uma constante C = c¢(Q) tal que:
HuHLp(Q) < C(Q)HVUH[;}(Q),VU € Wol’p(Q), (1 <p< —|—OO)

. . . . 1 .
Em particular, o expressio ||Vu||r) € uma norma equivalente em Wy'(2), equiva-

lente a norma ||ul[wir(q).

Demonstragao: Ver Brezis [3] ou M. Milla Miranda e L. A. Medeiros [13]. n
Proposigao B.2.2 (Regra da Cadeia) Seja g € C'(R) tal que g(0) =0 e |¢'(s)| <
M, Vs € R e para alguma constante M. Seja u € WHP(Q2) com 1 < p < oo. Entao,

gou € Wh(Q) e aii(gou):(g'ou)ggi, i=1,2,...,n.

Demonstracao: Ver Brezis [3]. n
Proposicao B.2.3 Seja (f,) uma sequéncia em X'. Entdo,

i) Se f, > f & se, e somente se, (fn,r) — (f,z),Vz € X.
i) Se f, = f, entdo || f.| € limitada e || f| < liminf | f,]|.

Demonstragao: Ver Brezis [3]. |

Teorema B.2.9 Seja (f,) uma sequéncia em LP(Q) e f € LP(Q) tal que | f, —
fI(2) — 0. Entao, existe uma subsequéncia (fn,) e uma func¢io h € LP(QY) tal

que

(@) for(2) = f(2)
(0) |fu ()| < h(x),Vk € N, quase sempre em S

Demonstragao: Ver Brezis |[3]. |

Teorema B.2.10 (Teorema da Convergéncia Dominada) Seja (f,,) uma sequén-

cia de fungoes em L'(Q) que satisfaz as condigoes:
(i) fn(x) — f(z) quase sempre em $;

(ii) Eziste uma funcio g € L'(Q) tal que para todo k € N, |fu.(z)| < g(x) quase
sempre em ). Entao,

feLl*Q)ellf.— [l — 0.

Demonstracao: Ver Brezis [3]. n

Lema B.2.5 (Lema de Fatou) Seja (f,) uma sequéncia de funcoes em L'(Q) que

satisfaz as condigoes



107

(i) para todo n, f,(x) >0 quase sempre em $Q;

(ii) sup/ fndx < o0.
n Jo

Para quase todo x € Q, considere f(x) = liminf f,(z)dx < co. Entdo,

n—0o0
ferl(Q)e /fdx < liminf/ fndz.
Q " Q
Demonstragao: Ver Brezis [3]. |
Proposicao B.2.4 O espaco LP(0,T;X) é denso em D'(0,T; X).
Demonstracao: Ver Brezis-Cazenave [4] |

Observacao B.2.2 C(K) denota o espaco das fungoes continuas sobre espagos métri-
cos compactos K com valores em R e L(X,Y) o conjunto das aplicagoes lineares de X

em Y.

Teorema B.2.11 (Ascoli-Arzeld) Seja K um espago métrico compacto e H um sub-

conjunto limitado de C(K). Suponha que H é uniformemente continuo, isto é,
Ve > 0,30 > 0 tal que d(z,y) <6 = |f(z) — f(y)| <e,VfeH

Entao, o fecho de H é compacto.

Demonstragao: Ver Brezis [3| |

Teorema B.2.12 (Hille) Sejam X,Y espagos de Banach, A € L(X,Y) e f € L(I,X),
onde I é um intervalo da reta. Entao, Af € L'(I,Y) e

A (/If(s)ds) _ /I(Af)(s)ds.

Demonstragao: Ver Brezis-Cazenave [4] n

B.3 Existéncia de solucao para o Problema Aproxi-
mado (2.12)

Para cada k, m € N, denotamos por

o espago gerado pelos primeiros m vetores da base especial {w*} de VN H%(Q) definida

na secao 1.7.
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Definamos

m
U () € VE se, e somente se, up, (t) = Zgjkm(t)wf.
j=1

(W (1), w) + p(8) (e (£), ) + (B (8)), ) + (Bt (£), 0) 220y = (£(£), w), Y € V5.
U (2, 0) = uog
Wy, (2,0) = Uy
No que segue, obteremos um problema aproximado equivalente ao problema aproxi-
mado acima para que o mesmo esteja nas condicoes do Teorema de Carathéodory.

Consideremos no problema aproximado w = wj, j = 1,..., m. Entao, obtemos que

(W (£), w05) () (ke (), w5 )+ (P (1)), w5+ (B (£), V) L2001y = (fw;), 5 = 1, m.
Substituindo wug,,(t) na equagdo acima, obtemos

(7 GOy 08 ) - put) (s gm0l ) ) + (RO G (Bt )

+ | B@) Y Gm(Owfuwr = (f(1), )

(’LU]f, wli) (w§> wl}:) ce (wfm wli) glllkm(t)
(wf, wp) (w5, wf) (wh,, w}) Ypem (1)

(Whwp) (whup) . (whwp) )\ g
—p() (b wh))  —p@(whu) . )k w) ) [ gm®)
| Ot ks = hed) || g
) ((wk,wk)) —p() (k) o @)k wh)) |\ g ()
/ B(2) S om (Dbt dr
(R Gl (D0, 0])) b= (f(t),wh)
(W G (O ) | /Fﬁ@)Zlg}km(wwfwédF | @, )
(W gl (B0, ) o (F(t), wh)
’ [ B@ Y o ututr



Vamos denotar cada matriz acima da seguinte forma:

k 1

(wi,wy) (w5, wy) ...

k k

(wl ) wl%) (UJQ,U)]?;) T

C:

k

(wllc7wlzn) (w27wzl)

—p(t)((wi,wy))  —p) (w5, wi)) ...
—p()((wy, w3))  —p()(ws, ws)) ..

A=
—p(®) (Wi, wy,))  —p(t)((wh,wy,)) .
(R G ()], w))
o | BEh Ot |
(RO G (W] w))
(f(t), wy) Gukm (1)
F— <f<t>7 wg) ’ Z(t) _ 92k7?1(t)
(f(t)’ wﬁz) gmk’m(t)

Sabemos que as condigoes iniciais sao dadas por

(W, W)

(wy wi)

(Wi, wy?)
—p(t)((wy,,

U (0) = Zgjkm(o)wf = Ugg = Z A0},
j=1 j=1

—p(t)((wy,, wy,))

109
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de onde podemos concluir que g;xm(0) = @jgm, para j = 1,2,...,m. De modo analogo,
concluimos que g5, (0) = Bjkm, para j = 1,2,...,m. Assim, tomando

Z(O) = [Oékl, Ce ,Oékm]
e

Z/(O) = I:/Bkla cee 7614:771}7

obtemos o sistema de equacoes ordinarias abaixo

C2'(t) + Az(t) + GZ/'(t) + H(z(t)) = F
Z(O) = [Oék;h PN ,Ozkm}, Z/(O) = [ﬁkla ce ,Bkm} .

Inicialmente, provaremos que a matriz C é invertivel.

De fato, sendo C' uma matriz real e simétrica entao C é auto-adjunta e, portanto,

diagonalizavel, ou seja, existe uma matriz M inversivel tal que
D=M"'CM,

¢ uma matriz diagonal.
Logo, para mostrarmos que C ¢ invertivel é suficiente provar que D é inversivel ou,
equivalentemente, que zero nao é autovalor de D.

Suponhamos, por absurdo, que zero ¢ um autovalor de D. Entao, existe um vetor

U1

V2

Un,

nao nulo do R™ tal que Dv=0. Sendo M inversivel e, portanto, M~ = 0 < ) = 0,

resulta que o vetor CMv é igual a zero. Denotando

©1

Pn
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temos:

Sotutel) | [ (L et
j=1 j=1
et | | (Do)
j=1 =1

Sttty || (L embt)
j=1 i=1

Logo, (Zg@wf.wf) = 0, para todo 7 = 1,...,m, donde resulta que o vetor a =
j=1

m
Z @jwf.wf é ortogonal & todo vetor de V¥. Assim, (o, a) = 0, implicando que a = 0.
j=1

m
Portanto, Zgojwf = 0. Mas sendo {wf} uma base, entao p; = 0V =1,...,m, ou
seja, p = Oj.zf)esde que M ¢ inversivel, a tranformacao linear definida por M é injetora,
o que resulta v = 0, contrariando o fato de v ser autovalor de D. Concluimos entao
que a matriz C' é de fato invertivel.

Assim, podemos escrever o sistema de equagoes diferenciais ordinarias da seguinte

forma:

2'(t) + C7 Az(t) + C1GZ (t) + CTYH(2(t)) = C7'F

Z(O) = [akl, e ,Oékm}, Z/(O> = [6@, . ,ﬁkm}

Definamos
Yilt) = 2(0), alt) = #(t) e

Entao

Yi(t) #(t) Yi(t)
YJ(t) 24 (¢) —C7TAY (t) — CT'GYL(t) — CTH(2(t)) + CT'F
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B 0 . 0 I Yi(t)
C-1F — C~1G(Ya(t)) —C1A —Clg Ya(t)

Assim, temos o seguinte problema de valor inicial

(

0 0 1
Y'(t) = + y(t)
C'F — C’lGYg(t) —C71A 0
Y (0) =Y,
\
onde
0
v [ =0
2'(0)

Provaremos, a seguir, que o problema acima possui uma solucao local utilizando Teo-

rema de Carathéodory. Consideremos a aplicagao
h:[0,T] x R*™ — R*™
definida por

0 0 I
hty)=|{ + B ) y(t),
C1G(Ya(t)) —C'A —C7'G

onde r = (517 s 7€m>€m+1a <. 7£2m)-

Inicialmente, iremos verificar que a aplicacdo h estd nas condicoes do teorema de Ca-

rathéodory. Com efeito,

(i) Para cada y € R*™ fixo, tem-se que h(t,y) ¢ mensuravel, pois h nao depende de

te fe L20,T,L*(Q))

(ii) Para cada t fixo, tem-se que h é continua com fungio de y. De fato, C71F &

constante e C~'H(z(t)) é continua, pela continuidade da fungdo h. Note que a

aplicacao
N : R?™ — R?™
0 I
Yy —
-CctA —-C7'@

é linear e, portanto, continua.
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(iii) Seja K C [0,7T] x R*™ um conjunto compacto, entio
1Rt y)llzem < NICTH (2(8) 2 + | Ny g2

Como H e N sao continuas em R?™, temos que sdo continuas em qualquer com-

pacto K de R?>™. Assim, existe um My > 0 tal que
|CT H (2(t)) |gzm, | Nyllgem < M,

para todo (f,y) € K. Portanto, podemos concluir que existe uma constante
positiva M satisfazendo

1A (t, y)|lrem < 2Mc.

Assim, por (1), (i), (4i7) as condi¢bes do Teorema de Carathéodory estdo satisfeitas e,

como consequéncia, existe uma solugdo Y (t) do problema de valor inicial

Y'(t) = h(t,y)

em algum intervalo [0, t,,), com tg, > 0.



Bibliografia

1]

2]
131

4]

[5]

6]

17l

18]

19]

[10]

[11]

ARARUNA, F.D and MACIEL, A.B., Existence and boundary stabilization of the
semilinear wave equation, Nonlinear Analysis 67(2007),1288-1305.

A. KUFNER, Functions Spaces, Czechoslovakia, Noordhoff, 1977.

BREZIS, H., Functional Analysis, Sobolev Spaces and Partial Differential Fquati-

ons, New York, Springer, 2011.

BREZIS, H and CAZENAVE, T., Nonlinear Evolution Fquations, IM-UFRJ, Rio,
1994.

CODDINGTON, E. and LEVINSON, N., Theory of Ordinary Differential Equa-
tions, McGrall-Hill, New York, (1955).

DAUTRAY ROBERT E LIONS, Functional and Variational methods, Springer,
Berlin, 2000.

E. HEBEY, Nonlinear Analysis on Manifolds: Sobolev Spaces and Inequalities,
New York, Courant Institute of Mathematical Sciences, 1999.

KINDERLEHRER, D. and STAMPACCHIA, G., An Introduction to Variational
Inequalities and their Applications, Academic Press, New York, (1980)

KORMONIK, V and ZUAZUA, E., A direct method for the boundary stabilization
of the wave equation, J. Math. Pure Appl. 69(1990),33-54.

KORMONIK, V., Exzact Controllability and Stabilization, The muitiplier Method,
Jonh Willey and Sons and Masson, 1994.

LIONS, J.L., Quelques Methods de Resolutions des Probléems aux Limites Non-
Linaires, Dunod, Paris.1969.



[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

18]

[19]

[20]

[21]

22]

23]

[24]

[25]

115

LIONS, J.L., Equations auz dérivées partielles interpolation, Volume I Euvres

choisies de Jacques-Louis Lions, SMAI, EDP Sciences, Paris, 2003.

L.A. MEDEIROS and M. MILLA MIRANDA, Espacos de Sobolev (Iniciag¢ao aos
Problemas Eliticos Nao Homogéneos), Editora IM-UFRJ, 5% edi¢ao, 2006.
LIONS, J.L.. and MAGENES., Probléms aux Limites Non Homogeénes et Applica-

tions, Vol.1, Dunod, Paris,1968.

MEDEIROS, L. A; Tépicos em Equacoes Diferenciais Parciais, Parte I, IM-UFRJ,
Rio de Janeiro, (2006).

M. MILLA MIRANDA and MEDEIROS,L.A., On a boundary value problem
for wave equations: FExistence-uniquenes-assymptotic behavior, Rev. de Mat.

Appl.,Univ. de Chile 17(1996), 47-73.

MATOS, M. P. - Integral de Bochner e Espacos LP(0,7T, X ), Notas de Aulas do
Curso de Verao, UFPB, Joao Pessoa, 1998.

M. MILLA MIRANDA, Traco para o dual dos espacos de Sobolev, Bol. Soc. Paran.
Matematica (2% série) 11(2) (1990), p.131-157.

M.MILLA MIRANDA., Andlise Espectral em FEspacos de Hilbert, Textos de Mé-
todos Matemdticos, vol. 28, IM-UFRJ, Rio de Janeiro, (1994).

M. MILLA MIRANDA and L.A. MEDEIROS; Hidden regularity for semilinear
hyperbolic partial differential equations, Ann. Fac, Sci. Toulouse 9 (1)(1988),
103-120.

NEYDE F. MARTINS RIBEIRO; Dual dos espagos LP(0,T,X) de fungoes veto-
rias, Lisboa, 1975.

R. TEMAM; Navier-Stokes Fquations. Theory and Numerical Analysis, Stud.
Math. Appl., vol. 2, North-Holland, Amsterdam-New York-Oxford, 1977.

R.E.EDWARDS., Functional analysis, Theory and Aplication, Holt, Rinehart and
Winston, 1965.

STRAUSS, W.A., On weak solutions of semilinear hyperbolic equations, An. Acad.
Brasil. Ciénc. 42(1970),645-651.

S. BOCHNER ANN A.E.TAYLOR, Annals of Mathematics-2, Vol. 39,1938.



