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RESUMEN

El método de biseccion es usado para aproximar ceros de funciones continuas de variable
real y valor real. En este trabajo se propone el uso del método de biseccion para aproximar los
ceros de funciones continuas de dos variables complejas y valor complejo. La propuesta se basa en
expresar la funcién compleja en sus partes real e imaginaria, las cuales resultan en dos funciones de
cuatro variables reales y valor real; luego se aplica el método de biseccion a la composicion de la
funcién de cuatro variables y la funcién que define un segmento que une dos puntos del dominio de
dicha funcion, tanto para la parte real como para la parte compleja; finalmente se eligen aquellos
puntos, de las partes compleja y real, que estdn a cierta distancia épsilon. Los segmentos se
seleccionan ordenadamente al realizar una particion equiespaciada del dominio de la funcién. Los
resultados permiten obtener bosquejos de los puntos de superficies complejas dadas en forma
implicita.

PALABRAS CLAVE: Biseccion, superficies complejas, puntos de superficies complejas.
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ABSTRACT

The bisection method is used to approximate zeros of continuous functions of real variable and real
value. In this paper we propose the use of the bisection method to approximate the zeros of
continuous functions of two complex variables and complex value. The proposal is based on
expressing the complex function in its real and imaginary parts, which result in two functions of
four real variables and real value; then the bisection method is applied to the composition of the
four-variable function and the function that defines a segment that joins two points of the domain
of said function, both for the real part and for the complex part; finally those points are chosen,
from the complex and real parts, which are at a certain distance epsilon. Segments are selected in
order when performing an equally spaced partition of the function domain. The results allow to

obtain sketches of complex surface points given implicitly.

KEYWORDS: Bisection, complex surfaces, points of complex surfaces.
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INTRODUCCION

La aproximacién de los ceros de funciones complejas se aplica a situaciones reales
(Dubbelday, 1983). Se han realizado diversos trabajos para dar solucién al problema de la
aproximacion de ceros de funciones complejas (Herbert, 1978; Vrahatis, y otros, 1997;
Yakoubsohn, 2005). No obstante, estos trabajos se limitan, en general, a funciones de una variable
compleja y valor complejos.

En este trabajo se aproximan los ceros de funciones continuas de dos variables complejas y
valor complejo mediante el método de biseccion. Para ello se empez6 por verificar que los
teoremas de conservacion de signo, de Bolzano y de valor intermedio se cumplen para funciones
continuas de dos variables complejas y valor complejo. Luego, se enunci6 y verificd un teorema
que definia el método de biseccion para funciones continuas de dos variables complejas y valor
complejo. Seguidamente, se realizaron las interpretaciones geométricas de los resultados.
Finalmente, se elabor6 la implementacion computacional de los resultados.

La metodologia que se utilizd tiene un enfoque cuantitativo, un disefio experimental, un
nivel descriptivo y es de tipo basica.

Este trabajo se realiz6 porque no se registra el uso del método de biseccion para aproximar
los ceros de funciones continuas de dos variables complejas y valor complejo y para aportar la
generalizacion del método de biseccion en la aproximacién de los ceros de funciones continuas de
dos variables complejas y valor complejo, lo que permitié obtener puntos que pertenecen a la
grafica de superficies complejas definidas en forma implicita.

En la basqueda de antecedentes relacionados con este trabajo de investigacion se pudo
tener acceso virtual a cuatro articulos (Herbert, 1978; Vrahatis, y otros, 1997; Dubbelday, 1983;
Yakoubsohn, 2005).

Esta tesis consta de cuatro capitulos. En el primer capitulo se abordan los aspectos de la
problemética. En el segundo capitulo se desarrolla el marco tedrico. En el tercer capitulo se redacta

el marco metodoldgico. Y en el cuarto capitulo se brindan los resultados y la discusién.



l. ASPECTOS DE LA PROBLEMATICA

1.1. DESCRIPCION DE LA REALIDAD PROBLEMATICA

La aproximacion de los ceros de funciones complejas se aplica a situaciones reales
(Dubbelday, 1983). Si bien es cierto que el método de Newton admite una generalizacion para
aproximar ceros de funciones de n variables complejas y n valores complejos, este método exige el
calculo del jacobiano y no permite aproximar ceros de funciones de m variables complejas y n
valores complejos. Por otra parte, se han realizado diversos trabajos para dar solucion al problema
de la aproximacién de ceros de funciones complejas (Herbert, 1978; Vrahatis, y otros, 1997,
Yakoubsohn, 2005). No obstante, estos trabajos se limitan, en general, a funciones de solamente

una variable compleja y valor complejos.

1.2.  FORMULACION DEL PROBLEMA DE INVESTIGACION

¢Es posible aproximar los ceros de funciones continuas de dos variables complejas y valor

complejo mediante el método de biseccion?

1.3.  JUSTIFICACION E IMPORTANCIA DE LA INVESTIGACION

Este trabajo se realiz6 porque no se registra el uso del método de biseccidn para aproximar
los ceros de funciones continuas de dos variables complejas y valor complejo.

Este trabajo se realiz6 para aportar la generalizacién del método de biseccion en la
aproximacion de los ceros de funciones continuas de dos variables complejas y valor complejo.
Esto permitird obtener puntos que pertenezcan a la grafica de superficies complejas definidas en

forma implicita.

1.4. OBJETIVOS

1.4.1. Objetivo general

Aproximar los ceros de funciones continuas de dos variables complejas y valor complejo

mediante el método de biseccion.

1.4.2. Obijetivos especificos

e Verificar que los teoremas de conservacion de signo, de Bolzano y de valor intermedio
se cumplen para funciones continuas de dos variables complejas y valor complejo.
e Enunciar y demostrar un teorema que defina el método de biseccion para funciones

continuas de dos variables complejas y valor complejo.



e Realizar las interpretaciones geométricas de los resultados.

e Realizar la implementacion computacional de los resultados.

II.  MARCO TEORICO

2.1. ANTECEDENTES DE LA INVESTIGACION

Un primer trabajo corresponde a (Herbert, 1978). En este articulo se presenta un método
numérico para resolver ecuaciones polinomiales. EI médulo bésico de este método usa sucesiones
de Sturm para contar los ceros que estan en un rectangulo dado del plano complejo. Este articulo se
relaciona con la investigacion en curso en que obtiene ceros de funciones complejas, aunque las
funciones son polinomiales y de una sola variable compleja y valor complejos.

Un segundo trabajo es el articulo presentado por (Vrahatis, y otros, 1997). En dicho
articulo se estudian los ceros complejos de las funciones de Bessel de orden real, de primera y
segunda especie y sus primeras derivadas. La nocién del grado topolégico es usada para el calculo
del nimero exacto de estos ceros dentro de una region abierta y limitada del plano complejo, asi
como para la localizacion de estos ceros. Este trabajo es pertinente con la investigacion aqui
planteada en el sentido que aproxima ceros de funciones complejas, sin embargo, las funciones son
de un tipo particular (de Bessel) y de una sola variable compleja y valor complejo.

Un tercer trabajo de (Dubbelday, 1983). En este articulo se encuentran las raices complejas
de las relaciones de dispersion, mediante una nueva técnica numérica. El algoritmo basico indica la
ubicacion de una raiz relativa a una linea situada cerca de la raiz. Al disminuir sucesivamente el
espaciado de dos pares de lineas mutuamente perpendiculares, la raiz se encierra dentro de un
cuadrado de tamafio arbitrariamente pequefio. Este trabajo a similitud de la investigacion aqui
propuesta aproxima ceros de funciones complejas, aunque son funciones vinculadas con las
relaciones de dispersidon para ondas elasticas en una placa cargada de fluido y de solamente una
variable compleja y valor complejo.

Un cuarto trabajo de (Yakoubsohn, 2005) establece resultados precisos sobre la
complejidad de un método de biseccion exclusiva para localizar ceros de funciones analiticas
univariadas contenidas en un cuadrado. La salida de este algoritmo es una lista de cuadrados que
contiene todos los ceros. EI método propuesto en este trabajo es eficiente, pero se limita a

funciones univariadas, es decir de una variable compleja y valor complejo.

2.2. BASES TEORICAS

Este trabajo se basa en el método de biseccion, para aproximar ceros de funciones
continuas reales y de valor real, el cual se generaliza para aplicarse a funciones continuas

complejas y de valor complejo.



2.2.1. Teorema de conservacion del signo

Sea f continua en c y supongamos que f(c) # 0. Existe entonces un intervalo {c — 6, ¢ +

&) en el que f tiene el mismo signo que f(c) (Apostol, 2001).

2.2.2. Teorema de Bolzano

Sea f continua en cada punto del intervalo cerrado [a, b] y supongamos que f(a) y f(b)
tienen signos opuestos. Existe entonces por lo menos un ¢ en el intervalo abierto (a, b) tal que
f(c) = 0 (Apostol, 2001).

2.2.3. Teorema del valor intermedio para funciones continuas

Sea f continua en cada punto de un intervalo [a,b]. Si x; < x, son dos puntos
cualesquiera de [a, b] tales que f(x;) # f(x3), la funcion f toma todos los valores comprendidos

entre f(x;) y f(x;) por lo menos una vez en el intervalo (x;, x,) (Apostol, 2001).

2.2.4. Ceros de una funcién de una variable real y valor real

Sea f una funcion continua, de dominio D c R y valor real, los ceros de f son los
elementos del conjunto 6 = {x € D|f(x) = 0}.

Los ceros de tal funcion son puntos de la recta real (R) que satisfacen f(x) = 0. Por
ejemplo, la Figura 1 muestra los ceros de la funcion

f(x)=xsenx—1enD:-2<x < 2.

Figura 1. Ceros de la funcién f(x) = xsenx —1lenD: -2 < x < 2.

2.2.5. Ceros de una funcion de dos variables reales y valor real

Sea f una funcion continua, de dominio D c R? y valor real, los ceros de f son los

elementos del conjunto 6, = {(x,y) € D|f(x,y) = 0}.



Los ceros de tal funcién son puntos del plano (R?) que descansan sobre la curva
f(x,y) = 0. Por ejemplo, la Figura 2 muestra los ceros de la funcion
fl,y)=x3+y3—3xyenD:—2<x<2A-2<y<2.

Figura 2. Ceros de la funcion f(x,y) =x3 +y3 —3xyenD: -2 <x <2A-2<y <2

2.2.6. Ceros de una funcion real de varias variables reales

Sea f una funcion continua, de dominio D c R™ y valor real, los ceros de f son los

elementos del conjunto ©; = {x € D|f(x) = 0}.

2.2.7. Método de biseccion

Supongamos que f es una funcion continua definida en el intervalo [a, b] con f(a) y f(b)
de signos diferentes. De acuerdo con el teorema del valor intermedio, existe un nimero p en (a, b)
tal que f(p) = 0. El método requiere dividir varias veces a la mitad los subintervalos de [a, b] y,

en cada paso, localizar la mitad que contenga a p (Burden & Faires, 2002).

2.2.8. Algoritmo para el método de biseccion

En este trabajo usaremos un algoritmo que se basa en el propuesto por (Burden & Faires,
2002). Se ha modificado para que no se tenga en cuenta el nimero maximo de iteraciones.



Biseccion

Para encontrar una solucion a f(x) = 0 dada la funcion continua determinada f en el intervalo
[a, b], donde f(a) y f(b) tienen signos opuestos:

ENTRADA puntos finales a, b; tolerancia TOL.
SALIDA solucién aproximada gq.
Pasol Seai=1;

FA = f(a).

Paso 2 Mientras 0.5(b — a) = TOL haga los pasos 3 — 5.

Paso3 Seaq = 0.5(a + b);

FQ = f(®.
Paso4 SiFQ =00 |FQ| < TOL entonces
SALIDA (q)
PARE.
Paso5 SiFA*FQ > 0, entoncesa = q
FA=FQ
b=q.

Paso 6 SALIDA (q)

2.2.9. Programa para el método de biseccion en el Mathematica

Con base en el algoritmo del apartado 2.2.8, previo, codificaremos el programa que

usaremos en este trabajo.

Bisection[fun ,var ,a ,b ,TOL ]:=
Module [ {f=Function[var, fun],A=a,B=b,FA,q, FQ},
FA=f[a];
While[0.5(B-A)>=TOL,
g=0.5(A+B) ;
FO=f[qg];
f[FQ==0]| |Abs [FQ]<TOL,Return[g];Break];
If [FA*FQ>0, A=q; FA=FQ, B=q];
1;
q
]

2.2.10. Intervalo cerrado

Sean a,b € R. Si a < b, se indica por [a, b] el conjunto de todos los x que satisfacen las

desigualdades a < x < b y se denomina intervalo cerrado de a a b (Apostol, 2001).



2.2.11. Particiones

Un intervalo [a, b], se supone descompuesto en n subintervalos fijando n — 1 puntos de

subdivision, x;, x5, ..., X,_4 Sujetos Unicamente a la restriccion

Aa<x <Xy < <xp_1<h. 1)
Es conveniente designar el punto a por x, y el b por x,. Un conjunto de puntos que satisfacen (1)
se denomina una particion P de [a, b], y se utiliza el simbolo

P = {xg, %1, ..., X}

para designar tal particion. La particién P determina n subintervalos cerrados

[x0, 1], 1, %21, ) [Xn—1, Xa] -
[x%—1,xx] indica uno de estos subintervalos cerrados y se dice que es precisamente el subintervalo
cerrado k-ésimo de P (Apostol, 2001).

2.2.12. Particiones equiespaciadas

Diremos que una particion P = {xg, x4, ..., X, }, de un intervalo [a, b], es equiespaciada si
se cumple que

X — Xp—1 = (b—a)/n, k=1,..n.

2.2.13. Segmento cerrado

Sean @, b € R™. El segmento de recta de extremos a, b es el conjunto

[@,b] = {(1 —)a+ tb|0 <t < 1} (Lima, 1999).

2.2.14. Particiones en dos dimensiones

Sea Q un rectangulo, producto cartesiano de dos intervalos cerrados [a, b] y [c,d],
Q =[a,b] x[c,d] ={(x,y)Ix € [a,b] e y € [c,d]}.
Consideremos dos particiones P, y P, de [a, b] Y [c, d], respectivamente
Py = {x0, X1, v, Xn-1,%n} Y P2 = {0, Y1, ) Ym—1,Ym}
donde xg =a, x, = b, yo =c, y, =d. Se dice que el producto cartesiano P; X P, €S una
particion de Q. Puesto que P; descompone [a, b] en n subintervalos y P, descompone [c,d] en m

subintervalos, la particion P = P; x P, descompone Q@ en mn subrectangulos (Apostol, 2002).

2.2.15. Particiones en dimensiones mayores que dos

Un intervalo cerrado n-dimensional [a@, b] es el producto cartesiano de n intervalos

unidimensionales cerrados [ay, by], en donde @ = (a4, ...,a,) Y b = (by, ..., by). Si Py, ..., P, son
7



particiones de [aq, by], ..., [an, by ], respectivamente, el producto cartesiano P = P; X ... X B, sera

una particion de [@, b] (Apostol, 2002).

2.2.16. { Qué es Mathematica?

Todo lenguaje computacional hace del computador una herramienta de propoésito general,
pero entre estos Mathematica es uno muy especial, por varias razones.

Sin disponer de un dominio completo del paquete, en las primeras sesiones de trabajo, es
posible obtener la solucién a gran cantidad de problemas de la matematica y de sus aplicaciones.
Un extenso conjunto de elaborados métodos pueden ser aplicados directamente, sacando provecho
de la herramienta sin necesidad de ocuparse de ella como lenguaje de programacién.

Pero, aunque Mathematica dispone de gran cantidad de procedimientos ya definidos, en
todos los campos de la matemaética y sus aplicaciones, adquiere su verdadera potencia cuando
permite utilizarlos para redefinir y crear nuevos procedimientos. En este aspecto agrega a los
tradicionales recursos de los lenguajes de programacion, renovados recursos para hacer calculo
numérico y la construccion de graficos y nuevas herramientas para hacer calculo simbolico,
creando un nuevo paradigma de programacion: la programacion simbolica.

Con todo ello Mathematica se convierte en una extension del lenguaje de la matematica,
gue permite no solo representar y transformar informacion o conocimientos, si no que le da a la
matematica una nueva dimensiéon al posibilitar el ensayo y la exploracién, como medio habitual de

aproximarse a los problemas y su solucién (Arce, 2002).

2.2.17. Programacion en el lenguaje Mathematica

Mathematica aparte de admitir su uso como una super calculadora también constituye un
lenguaje de programacion que soporta maltiples paradigmas de programacion (Gray, 1994; Wellin,
Kamin, & Gaylord, 2005).

= Programacion funcional. Es la que involucra el uso de funciones de orden superior;
entendiéndose como funcion de orden superior a aquella funcién que toma entre sus argumentos

una 0 mas funciones diferentes.

Mathematica

—

La funcién Map (funcién de orden superior) toma como argumento la funcion f.

Map|f,{a,b,c,d,e}l;
{flal. f[b], flcl fd]. fe]}




Mathematica

Calculo del promedio de un conjunto de niimeros usando programacion funcional.

f = Plus@@#/Length[#] &;

f[{al bl Cl d! e}]
1
g(a+b+c+d+e)

= Programacion basada en reglas. Se caracteriza por transformaciones repetidas de objetos de
datos como un término, grafico, situacion de prueba o almacenamiento de restricciones. Las

transformaciones son descritas por reglas que especifican el calculo de un objeto que pretende

reemplazar otro objeto descrito por un patron.

Mathematica

-

Una forma comun de usar las reglas.

{f[11, f12], f[3], f[4]. F[5], fl6l, f[7), f[8], f[9), f[101}/. f: > g;
{9111, 9121, g[3], 9141, 9[5]. g[6], 9171, 9[8], 9191, 9[10]}

Mathematica ‘

Calculo del promedio de un conjunto de nimeros usando programacion basada en reglas.

f[list_]: = (list/. List: > Plus)/Length[list]
fl{a,b,c,d,e}]
%(a+b+c+d+e)

= Programacion procedural. Se trata de un estilo de programacion basado en estructurar el codigo

de un programa en componentes, que reciben el nombre de procedimientos, subrutinas o

funciones.

Mathematica

Calculo del promedio de un conjunto de nimeros usando programacion procedural.

f[list_]: = Module[{s = 0,n = Length[list], i}, Do[s = s + list[[i]], {i, n}]; s/n]



fl{a,b,c,d,e}]

1
g(a+b+c+d+e)

Mathematica

Segunda forma de calcular el promedio de un conjunto de nimeros usando programacion procedural.

flist_] == Module[{s = 0,n = Length[list],i},For[i = 1,i < n,i + +,
s = s+ list[[i]]]; s/n]
fl{a,b,c,d, e}l

1
g(a+b+c+d+e)

-

Mathematica

Tercera forma de calcular el promedio de un conjunto de nimeros usando programacion procedural.

flist_] :== Module[{s = 0,n = Length[list],i = 1}, While[i < n,s = s + list[[i]];
i++];s/n]
fl{a,b,c,d,e}]

1
g(a+b+c+d+e)

Programacion recursiva. Es aquella que se basa en invocar una funcion dentro de la definicion

de la misma.

Mathematica

Célculo del promedio de un conjunto de nimeros usando programacion recursiva.

fllist,i_/;i> 0,n_/;n > 0]: = If[i == n,list[[i]]/n,list[[i]]/n + f[list,i + 1,n]]
fl{a,b,c,d, e}, 1,5]
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» Programacion basada en listas. Utiliza listas de elementos para definir las funciones.

Mathematica

Caélculo del promedio de un conjunto de nimeros usando programacion basada en listas.

f[list_]: = Apply|[Plus, list] /Length[list]
fl{a,b,c,d,e}]

1
g(a+b+c+d+e)

= Programacion grafica. Se rescata el hecho que todos los objetos graficos (obtenidos con
comandos como Plot, ParametricPlot, ContourPlot, etc.) son generados, con base en
complejos algoritmos, mediante los llamados objetos gréficos primitivos (Point, Line,
Polygon, etc.), lo que permite crear nuevos programas aprovechando la funcionalidad de los

comandos existentes.

Mathematica

-

Gréfica de la curva x? — y? = 1y su campo vectorial normal unitario.

Show[graf = ContourPlot[x? — y? == 1, {x, —2,2}, {y, —2,2}], graf/.
Graphics[GraphicsComplex[pts_ ad_],add_]: >
Graphics[Arrow[{#, # + {#[[1]], —#[[2]]}/Sqrt[#. #]}]&/@pts],
PlotRange — All, AspectRatio — Automatic]
Ver Figura 3

Figura 3. Bosquejo de la hipérbola x? — y2 = 1y su campo vectorial normal unitario.
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2.2.18. Operaciones algebraicas con los nUmeros complejos

Segun (Bolgov & otros, 1983), se denominan numeros complejos toda clase de pares
ordenados z = (x,y) de los numeros reales, para los cuales las operaciones de adicion y
multiplicacion vienen definidas del modo siguiente:

(x1,¥1) + (x2,¥2) = (1 + %2, 51 +¥2),
(x1,¥1) (%2, ¥2) = (1% — Y1Y2, X1Y2 + X2Y1) -

El conjunto de todos los nUmeros complejos se designa por el simbolo C.

Los numeros reales x e y llevan el nombre de partes real e imaginaria del nimero complejo
z = (x,y) y se denotan mediante los simbolos R(z) e J(z), respectivamente.

Dos numeros complejos z; = (x1,y1) Y 2z, = (x3,y,) se dicen iguales cuando, y so6lo
cuando, x; = x, € y; = Y,.

De las definiciones de adicion y multiplicacién se deduce que todo nimero complejo (x, y)
puede escribirse del modo siguiente:

(x,y) = (x,0) + (0,1) (y,0) .

Si, ahora, identificamos los nimeros complejos del tipo (x, 0) con los nimeros reales, y

designamos el nimero (0,1) por el simbolo i, entonces la Gltima igualdad tendréa la expresion
z=x+1iy
y se denominara forma algebraica del nimero complejo z = (x, y).
Las operaciones de adicion y multiplicacion de los nimeros complejos poseen las
siguientes propiedades:

a) zy + z, = z, + z; (conmutatividad de la adicién);

b) (z1 + z5) + z3 = z; + (2, + z3) (asociatividad de la adicion).

C) z,z, = z,z, (conmutatividad de la multiplicacién);

d) (z,z,) z3 = z,(z,23) (asociatividad de la multiplicacién);

e) z1(zy + z3) = 212, + 2,73 (ley de la distributividad).

f) Vz,,2z, # 0,3z (z, z = z;). Tal nUmero z se llama cociente de la division de z;
entre z, y se designa mediante el simbolo j—; Sizy=x1+iy1 Y 25 = x5 +iy,,

V4 X1X2+ . Xo2—X
entonces: 2% = ~1222X1%2 4 172 Ta)2
Zy x2+y2 x2+y2

Al adicionar y multiplicar los nimeros complejos, representados en la forma algebraica,
podemos tratarlos igual que los binomios del tipo a + ib, teniendo en cuenta adicionalmente que
i2=(0,1)(0,1) = (-1,0) = -1+ 0i.

Si en un plano se ha introducido un sistema de coordenadas rectangulares cartesianas 0XY,
entonces a todo nimero complejo z = x + iy se le puede asignar cierto punto M(x, y) de abcisa x

y ordenada y.
12



En este caso suele decirse que el punto M(x, y) representa el nimero complejo z = x + iy.
El plano, en el que se representan los numeros complejos, se denomina plano complejo, el eje 0X,
eje real y el OY, eje imaginario.

El nimero r = \/x? + y? se llama mddulo del nimero complejo z = x + iy y se denota
por el simbolo |z|. EI m6dulo del nimero z es igual a la distancia entre el punto M que representa
este nimero y el origen de coordenadas.

Toda solucidn ¢ del sistema de ecuaciones
X y
—_—, senp = ————
;xz + y2 ;xz + y2

recibe el nombre de argumento del nimero complejo z = x + iy # 0. Todos los argumentos del

cos @ =

namero z difieren en numeros enteros multiples de 2m y se designan por el simbolo Gnico Arg z.
Cada valor del argumento coincide con la magnitud ¢ de cierto angulo al cual se debe girar el eje
Ox hasta que coincida con el radio vector OM de punto M (en este caso ¢ > 0, si el giro se realiza
en sentido antihorario, y ¢ < 0, en el sentido contrario). Se denomina valor principal del
argumento al valor de Arg z que satisface la condicion 0 < Arg z < 2m, y se denota mediante el
simbolo arg z.

En algunos casos se llama valor principal del argumento el valor de Arg z que satisface la
condicion —m < Argz < m.

De las igualdades para cos¢@ y sen¢ se deduce que para todo nimero complejo z se
verifica la igualdad

z = |z|(cos @ + isen ),

Ilamada forma trigonométrica del nimero z.

El nimero complejo x — iy se llama conjugado del nimero complejo z =x + iy y se
designa por el simbolo Z. Se cumple que:

a) z+z=2R(2). e) z1+z, =721+ 7;.
b) z—27Z=2i3(2). ) z1z; = 72;7;.
c) (@ =z 7\ _ &
) ¢ 9 (2)-2
d) |z] =lzl. _ 5
h) zzZ=|z|.
) |z122] = |z4]|2,].
. Z1 _@
D=

K) Argz;+ Argz, = Arg (z,2,).
— = Z
) Argz, —Argz, = Arg (ZZ).
m) La magnitud |z; — z,| es igual a la distancia en el plano complejo entre los puntos

M; y M,, que representan los nimeros complejos z; Y z,.

n) lzy+ z| < |z1] + |z,
13



0) |zy—2z| = ||Z1| - |Zz||-
Sea ¢ un namero real arbitrario. Mediante el simbolo e'? se denota un nimero complejo
cos ¢ + i sen¢. Con ayuda de esta designacion todo nimero complejo z = |z|(cos ¢ + i sen ¢)

puede escribirse en la forma exponencial

z=|z|e'®.
Se cumplen las siguientes propiedades:
a) Vnez (eiZTm =1). %) elP1pl®2 = pl(P1te2)
b) el(P = e_lfpl d) e':‘Pl _ ei((pl_(PZ).
el®P2
elPyeie elP—_eg~i®

€) cosg = , sen@ =

2 2i
f) Siz=re'”, entonces z" = r"e™® = r"(cosne + i sen ng).
Sea a = re'® un nimero complejo fijo. Entonces, la ecuacién z™ = a, n € N, tiene
exactamente n diferentes soluciones z, z4, ..., Z,_1, con la particularidad de que dichas soluciones

se determinan por la formula

zk—’{/_e( _)—’V_<cos

+ 21wk + 2wk
¢ isen¢—),k=0,1,...,n—1

(aqui ¥/r es un nimero positivo real). Los ndmeros z,, k = 0,1, ...,n — 1, se denominan raices de

n —ésimo grado del nimero complejo a y se designan por el simbolo */a.

2.2.19. Concepto de funcion de variable compleja y valor complejo

Segun (Bolgov & otros, 1983), el conjunto de puntos E del plano complejo extendido se
Ilama conexo, si cualesquiera dos puntos suyos pueden unirse por una curva continua, todos los
puntos de la cual pertenecen al conjunto dado. El conjunto abierto conexo de los puntos del plano
complejo se llama region y se designa mediante D, G, etc. La region D se llama simplemente
conexa, si su frontera es un conjunto conexo; en el caso contrario la region D lleva el nombre de
region mdaltiplemente conexa. Por ejemplo, el circulo |z — zy] < R es una regién simplemente
conexay el anillo 0 < r < |z — zy| < R, una regién maltiplemente (doblemente) conexa.

Si a todo numero complejo z = x + iy perteneciente a la regidén D , segun cierta regla, esta
puesto en correspondencia uno o varios nimeros complejos w = u + iv, entonces se dice que en el
conjunto D esta definida la funcion y se escribe simbolicamente:

w=f(z)=u+iv=ulxy)+iv(x,y),
donde
ulx,y) =R(f(2), vixy) =3(f(2).

Uno de los procedimientos méas empleados para definir la funcion, la definicion con ayuda

de formulas, puede llevar tanto a las funciones uniformes como a las multiformes. Asi pues, la

funcion w = z2 es uniforme en el plano complejo extendido, y que a todo z le corresponde un
14



valor de w = z2 y la funcién w = +/z, en virtud de la definicion de la raiz del nimero complejo, es
biforme en todos puntos, excepto los puntos z = 0 y z = o en los cuales es uniforme; tales puntos
suelen Ilamarse puntos de ramificacion.

La funcion uniforme f(z) definida geométricamente en D puede considerarse como
aplicacion de la region D del plano (z) sobre cierto conjunto G del plano (w), que es coleccion de
los valores de f(z) correspondientes a todo z € D.

La funcion w = f(z) se llama unifoliada en la region D, si a los distintos cualesquiera

valores arbitrarios z; # z, tomados de la region D, les corresponden distintos valores de la funcién

f(z1) # f(22).

2.2.20. Ceros de una funcion de una variable compleja y valor complejo

Sea F una funcion continua, de dominio D c C y valor complejo, los ceros de F son los
elementos del conjunto © = {z € D|F(z) = 0}.

Dado que, si z = x + i y entonces

F(z)=F(x+iy) = ¢(x,y) +in(x,y) =0.

Se puede afirmar que los ceros de tal funcién son puntos del plano (C = R?) que satisfacen
$(x,y) =0,
n(x,y) = 0.
Por ejemplo, la Figura 4 muestra los ceros de la funcion

F(Z)=0(:>{

F(z)=zsenz—ienD:—-2<R(z)<2A-2<J(z) <2

Figura 4. Ceros de la funcién F(z) = zsenz—ien D:—2 < R(z) <2A-2<3J(2) < 2.

15



2.3. GLOSARIO DE TERMINOS BASICOS

2.3.1. Aproximacion

Segun la RAE, aproximacién es el resultado inexacto, pero préximo al exacto, que se

obtiene en una medicién o en un célculo cuando no se puede precisar absolutamente.

2.3.2. Error absoluto

La diferencia entre el valor aproximado y el valor exacto de un namero, se llama error
absoluto de dicho valor aproximado (Burden & Faires, 2002).

2.3.3. Error relativo

Se Ilama error relativo de un nimero aproximado, la razon de su error absoluto al nimero
exacto (Burden & Faires, 2002).

2.3.4. Algoritmo

Un algoritmo es un procedimiento que describe, sin ambigiiedades, una serie finita de
pasos a realizar en un orden especifico. EI objeto del algoritmo es poner en practica un
procedimiento para resolver un problema o aproximarse a una solucion del problema (Burden &
Faires, 2002).

2.4. HIPOTESIS

Es posible aproximar los ceros de funciones continuas de dos variables complejas y valor

complejo mediante el método de biseccion.

I1l. MARCO METODOLOGICO

3.1. ENFOQUE

Este trabajo tiene un enfoque cuantitativo ya que tiene como objetivo encontrar la respuesta

a una consulta por medio de evidencia numérica.

3.2. NIVEL

Este trabajo tiene un nivel descriptivo ya que responde a la pregunta: ;Como aproximar los
ceros de funciones continuas de dos variables complejas y valor complejo mediante el método de

bisecciéon?
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33. TIPO

Este trabajo es de tipo basico ya que tiene como finalidad la obtencién y recopilacién de
informacion para ir construyendo una base de conocimiento que se va agregando a la informacién

previa existente.

3.4. METODOS Y PROCEDIMIENTOS

Se expresara la funcion
F: €C* - C
(z,w) = F(z,w)
en la forma
F: C? - C
(x+iy,u+iv) > F(x+iy,u+iv).
Luego, se expandira la funcion para expresarla en la forma
F(x+iy,u+iv) =¢(x,y,uv)+inlx,yuv).
Después, se generard una particion equiespaciada del dominio y con base en los teoremas de
conservacion de signo, de Bolzano y de valor intermedio aproximar las soluciones del sistema de

dos ecuaciones con cuatro variables reales

{(;b(x, y,u,v) =0,
n(x,y,u,v) =0.

Estas soluciones constituiran las aproximaciones de los ceros de la funcion F. Los resultados
obtenidos permitirdn enunciar un teorema que defina el método de biseccién para funciones
continuas de dos variables complejas y valor complejo.

Los ceros de la funcion F son puntos que descansan sobre la superficie compleja

M:F(z,w)=0.
Estos ceros podran ser visualizados usando un modelo para representar objetos de R* (Velezmoro,
Ipanaqué, & Mechato, 2019).

Finalmente, se elaboraran algoritmos que permitiran codificar programas para automatizar
todo el proceso. En particular se usara el software de calculo simbélico Wolfram Mathematica
v.11.2, instalado en una computadora portétil de las siguientes caracteristicas:

e Nombre del dispositivo: DESKTOP-0DHVLOC,
e Procesador: Intel(R) Core(TM) i7-6500U CPU @ 2.50GHz 2.60 GHZ
¢ RAM instalado: 8.00 GB (7.30 GB usable)
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35. ASPECTOSETICOS

Se utilizara una licencia del Mathematica v.11.2 financiada por la Universidad Nacional de
Piura para realizar investigaciones.

Tres articulos consultados no son de acceso libre (Dubbelday, 1983; Vrahatis, y otros,
1997; Herbert, 1978), sin embargo, se utiliz6 como alternativa el repositorio Sci-hub (Wikipedia,
2018) para tener acceso al contenido de dichos articulos.

Este trabajo de investigacion es original no siendo copia parcial ni total de un trabajo de

investigacion desarrollado, y/o realizado en el Peru o en el Extranjero.

IV. RESULTADOS Y DISCUSION

A continuacion, se enunciaran algunas definiciones y comentarios que permitiran inducir,

de manera natural, el cumplimiento de los objetivos planteados.

Los teoremas de conservacion de signo, de Bolzano vy de valor intermedio se cumplen para

funciones continuas de dos variables complejas y valor complejo.

4.1. CEROS DE UNA FUNCION DE DOS VARIABLES COMPLEJAS Y
VALOR COMPLEJO

Sea F una funcién continua, de dominio D < C? y valor complejo, los ceros de F son los
elementos del conjunto 0 = {(z,w) € D|F(z,w) = 0}.

Los ceros de tal funcion son puntos del hiperplano (C? = R*) que descansan sobre la
superficie

¢ (x,y,u,v) =0,
n(x,y,u,v) = 0.

Por ejemplo, la Figura 5 muestra los ceros de la funcion

F(z,w) =0 @{

F(zyw) =z2+w? -1
eNn—-1<R2D<IA-1<F@)<IA-1<RW)<1IA-1<T(w) <1

4.2. TEOREMAS PARA FUNCIONES CONTINUAS DE VARIAS VARIABLES
REALES Y VALOR REAL

Dadas las funciones ¥: R - R™ con ¢(t) =(1 —t)a+th y f:[a,b] €D c R* - R,

definiremos la funcion compuesta £:[0,1] — R en R tal que

f@) = (f = )(¢) (Figura 6).
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De este modo, los ceros de f en [0,1] constituyen los ceros de f en [C_l, l_)]. Asi pues, los teoremas
de conservacion de signo, de Bolzano y de valor intermedio se cumplen de manera natural para
funciones continuas de varias variables reales y valor real sobre segmentos contenidos en el
dominio de estas.

En particular, si se genera un mallado rectangular equiespaciado en el dominio, D de f, se

obtendran segmentos paralelos a los ejes coordenados, sobre los cuales resultara sencillo aproximar

los ceros de f.

Figura 5. Ceros de la funcion F(z,w) = z? + w? — 1

N-1<RE<IA-1<I(@Z)<IA-1<RW) <1A-1<I(W) <1.

R

0t 1 T((t))

Figura 6. Esquema de la funcién compuesta £.
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43. METODO DE BISECCION PARA FUNCIONES CONTINUAS DE VARIAS
VARIABLES REALES Y VALOR REAL

Sea f una funcién continua en [0,1] de valor real, con £(0)-f(1) < 0. La sucesion
{xn}nen, tal que
aTer n=1vf(x1(a,b))=0,
xn(a,b) = {xn_l(xl(a,b),b) £(0) - f(x1(0,1)) >0,

>1.
xn_l(a, x4 (a, b)) otro caso.

converge a p, con f(p) = 0, tan rapido como {(%)n} ’ converge a cero. Donde f(t) se define
ne

segun la seccién previa.

44. EJEMPLOS EN SEGMENTOS ARBITRARIOS

Dada la funcion f:R?2-> R tal que f(x,y)=x3+y3—3xy y el segmento
[(0.5,0.5), (1,0)] se construye la funcién £(t) = f((1 — t)(0.5,0.5) + t(1,0)) y se aproxima el
respectivo cero (Figura 7).

Mathematica

Aqui se define la funcion f(x,y) = x3 + y3 — 3xy

flxoy 3 =x3+y*—3xy

Mathematica

-

Aqui se definen las funciones ¥ (t) = (1 — t)(0.5,0.5) + t(1,0) y £(t) = f(¥ ().

a = {0.5,0.5}; b = {1,0};
Ylt]:=(1 —t)a+th
flt] = flplel
f1tl//Simplify
—0.5 + 1.5¢2
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Mathematica

-

Aqui se aplica el método de biseccién a la funcion fen [0,1], con una tolerancia 0.001, para aproximar el

respectivo cero de f. Luego se calcula el punto asociado al cero aproximado. Finalmente, se verifica que el punto

calculado constituye una aproximacion al cero de f.

p = Bisection[f][t],t,0,1,0.001]
0.576171875
P =1[p]
{0.7880859375,0.2119140625}
flP]
—0.0020389556884765625

Dada la funcién f:R3 - R tal que f(x,y,z) =x3+y3+2z3—3xyz y el segmento
[(0.5,—1,0.25),(1,—0.5,0)] se construye la funcion f(t) = f((1 —t)(0.5,—1,0.25) +

t(1,—-0.5,0)) y se aproxima el respectivo cero.

Mathematica

-

Aqui se define la funcion f(x,v,z) = x3 + y% + z3 — 3xyz

fle_y_z=x3+y3+23—3xyz

Mathematica

[ |

Aqui se definen las funciones ¥ (t) = (1 — £)(0.5,—1,0.25) + t(1,—0.5,0) y £ (t) = f(¥(0)).

a ={0.5,—1,0.25}; b = {1,—0.5,0};
Y[t]:= (1 —t)a+ th;
flt] = fly[t]]
fltl//Simplify
—0.484375 + 1.640625t — 0.703125t% + 0.421875t3
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Figura 7. Cero aproximado de la funcion f(x,y) = x3 + y® — 3xy en el segmento [(0.5,0.5), (1,0)].

Mathematica

-

Aqui se aplica el método de biseccion a la funcién fen el intervalo [0,1], con una tolerancia 0.001, para aproximar

el respectivo cero de f. Luego se calcula el punto asociado al cero aproximado. Finalmente, se verifica que el

punto calculado constituye una aproximacion al cero de f.

p = Bisection[f[t],t,0,1,0.001]
0.333984375
P =ylp]
{0.6669921875, —0.8330078125,0.16650390625}
f1P]
0.000854373094625771

Dada la funcion f:R* - R tal que f(x,y,zw)=x3+y3+2z3+w3—-3xyzw y el
segmento [(0.5,0.5,0.5,0.5), (1,0,0.5,0.5)] procederemos a realizar la construccion de la funcion

f(©) = £((1 - 1)(0.5,0.5,0.5,0.5) + t(1,0,0.5,0.5)) y a aproximar el respectivo cero.
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Mathematica

Aqui se define la funcion f(x,y,z,w) = x3 + y3 + z3 + w3 — 3xyzw

flx_y_zwl} =x3+y3+23+w3 - 3xyzw

Mathematica

-

Aqui se definen las funciones 1 (t) = (1 — t)(0.5,0.5,—1,0.5) + ¢(1,0,0.5,-0.5) y £(t) = f(¥(©)).

a = {0.5,0.5,—1,0.5}; b = {1,0,0.5,—0.5};
Y[t]:= (1 —t)a+ th;
flt] = fiplell
flel//Simplify
—0.25 + 2.4375t — 3.75t2 + 3.6875t3 — 1.125t*

Mathematica

-

Aqui se aplica el método de biseccion a la funcion fen [0,1], con una tolerancia 0.001, para aproximar el

respectivo cero de f. Luego se calcula el punto asociado al cero aproximado. Finalmente, se verifica que el punto

calculado constituye una aproximacion al cero de f.

p = Bisection[f][t],t,0,1,0.001]
0.123046875

{0.5615234375,0.4384765625,—0.8154296875,0.376953125}

—0.00023833757040847559

45. EJEMPLOS EN SEGMENTOS SOBRE PARTICIONES EQUIESPACIADAS
4.5.1. Particiones en un espacio 1D

Mathematica

Obtencion de ceros en segmentos sobre particiones equiespaciadas 1D.
fl{x3]:=x%—3x
x1 =-2;xn = 2; n = 20;
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XP = Flatten[Table[
a={x1+i(xn—x1)/(n—1}
b={xl+(i+1) (xn—x1)/(n— 1}
Y[t]:= (1 —t)a + tb;

fIt]:= fPIe]L;

IFf[0]f[1] < O,

p= Bisection[}[t],t, 0,1,0.001];

P =[p];

Point[P],

Nothing], {i, 0,n — 2}]];

Show[Plot[{0, f[{x}]}, {x, —2,2}],
Graphics[{AbsolutePointSize[5], XP/.{x_} = {x, 0}}]]
Ver Figura 8

L
L

-2

Figura 8. Gréfica de la funcion f(x) = x3 — 3x y sus ceros en [—2,2].

4.5.2. Particiones en un espacio 2D

Mathematica

Obtencion de ceros en segmentos sobre particiones equiespaciadas 2D.

fIELy =2 +y° —3xy

x1=-2;xn=2;y1=-2;yn=2;n=20;,m = 20;

XP = Flatten[Table[
a={xl+i(n-x1)/(n—1),yl+j(yn—yl)/(m- 1)}
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b={xl1+(@{+1)&n—x1)/(n—1),yl+j(yn—-yl)/(m—-1}
Y[t ]:= (1 —t)a + tb;

Fled:= FIplel)
IFf[0]f[1] < 0, p = Bisection[f[¢], ¢,0,1,0.001]; P = [p];
Point[P],
Nothing],{i,0,n — 2}, {j,0,m — 1}]];
YP = Flatten[Table[
a={xl+i(xn—x1)/(n—1),yl1+j(yn—-yl)/(m—-1)};
b={xl+i(xn—x1)/(n—1),yl+ G+ 1) (yn—yl)/(m—1};

Y[t]:= (1 —t)a + th;

fIed:= fIplel)

If[f[0]f[1] < O, p = Bisection[f[t], t,0,1,0.001]; P = [p];
Point[P],
Nothing], {i,0,n — 1}, {j, 0,m — 2}]];

Show[Plot3D[{f[{x, y}],0}, {x, —2,2},{y, —2,2},
PlotRange — All, BoxRatios — 1],
Graphics3D[{AbsolutePointSize[5], {XP/. {x_y_} = {x,y,0}, YP/.{x_y_} = {x,y, 0}}}]]
Ver Figura 9

Figura 9. Grafica de la funcion f(x,y) = x3 + y* — 3xy y sus ceros en [—2,2] X [-2,2].
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4.5.3. Particiones en un espacio 3D

Mathematica

Obtencion de ceros en segmentos sobre particiones equiespaciadas 3D.

floyoz)l= (a2 +y2 -7 +2° -4

x1 = —6;xn=6;y1 = —6;yn = 6;z1 = —2;zn = 2;
n=15m = 15;1 = 15;

XP = Flatten[Table[

a=
x1+i(xn—x1)/(n—1),y1+j(yn—-yl)/(m—1),z1 +
k(zn—-z1)/(l— 1}

b=
x1+({+1)(xn—x1)/(n—1),y1+j(yn—-yl)/(m—1),z1+
k (zn —21)/( - D}
Pt]:= (1 —t)a+ th;
FIE1 = FRPLE
I/ [01f11] < O,
p= Bisection[]:[t],t, 0,1,0.001];
P =1[pl;
Point[P],
Nothing],{i,0,n — 2},{j,0,m — 1},{k, 0,1 — 1}]];
YP = Flatten[Table[

d:
x1+i(xn—x1)/(n—1),y1+j(yn—y1)/(m—1),z1 +
k(zn—z1)/(l— 1D}

b=
x1+i(xn—x1)/(n—1),y1+(G+1) (yn—yl)/(m—1),z1 +
k(zn—z1)/(l— 1}
Y[t ]:= (1 —t)a + tb;
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IFF[01f[1] < O,

p = Bisection[f[t], ¢, 0,1,0.001];
P =9y[p];
Point[P],

Nothing],{i,0,n — 1}, {j, 0,m — 2},{k, 0,1 — 1}]];
ZP = Flatten[Table[

a=
x1+i(xn—x1)/(n—1),yl+j(yn—y1)/(m—1),z1 +
k(zn —z1)/(l— D};
b={xl+i(xn—-x1)/(n—1),yl+j(yn—y1)/(m—1),z1 +
(k +1) (zn —z1)/(l — D}
Y[t]:= (1 —t)a + tb;

FIE): = FRpLel);
IFF[0]f[1] < O,

p = Bisection[f][t],t,0,1,0.001];
P =9[p];
Point[P],

Nothing],{i,0,n — 1}, {j,0,m — 1},{k, 0,1 — 2}]];
Graphics[{AbsolutePointSize[5], XP/. {x_} = {x, 0}}]
Ver Figura 10
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Figura 10. Ceros de la funcion f(x,y,z) = (Vx2 + y2 — 4)? + z2 — 4 en [—6,6] x [—6,6] X [—2,2]

4.5.4. Particiones en un espacio 4D

Mathematica

Obtenci6n de ceros en segmentos sobre particiones equiespaciadas 4D.

flixoyozwli=x2+y?+z2—w?—-1

n=10;m =10;1 = 10;h = 10;

x1=-2;xn=2;yl1=-2;yn=2;z1 =-2;zn = 2; wl = —2; wn = 2;
XP = Flatten[Table[

a=

x1+i(Gxn—x1)/(n—1),y1+j(yn—yl)/(m—1),z1 +
k(zn—z1)/(l—-1),wl+q(wn—wl)/(h—1};
b=

x1+(+1)(En—-x1)/(n—1),y1+j(yn—yl)/(m—1),z1+

k(zn—z1)/(l—-1),wl+q(wn—wl)/(h—1};
Yt ]:= (1 —t)a + th;
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IFf[0]/[1] <0,
p= Bisection[}[t], t,0,1,0.001];
P =1[p];
Point[P],
Nothing], {i,0,n — 2}, {j,0,m — 1}, {k, 0,1l — 1},{q,0, h — 1}]];
YP = Flatten[Table[

a=
x1+i(xn—x1)/(n—1),yl1+j(yn—y1l)/(m—1),z1 +
k(zn—z1)/(l—-1),wl+q(wn—wl)/(h—1)}

b=
x1+i(xn—-x1)/(n-1),y1+(G+1)(yn—-yl)/(m—-1),z1+
k (zn—21)/(L = 1), w1 + q (wn — w1)/(h — D)},
Y[t ]:= (1 —t)a + th;
Fled:= FRplel)
IfFI0]f[1] < O,
p= Bisection[}[t],t, 0,1,0.001];

P =1[p];

Point[P],

Nothing],{i,0,n — 1}, {j,0,m — 2},{k,0,l — 1},{q, 0, h — 1}]];
ZP = Flatten[Table[

a=
x1+i(xn—x1)/(n—1),y1+j(yn—y1)/(m—1),z1 +
k(zn—z1)/(l—1),wl+q(wn—wl)/(h— 1)}
b= x1+i(xn—x1)/(n—1),yl1+j(yn—yl)/(m—1),
z1+(k+1)(zn—-2z1)/(l—1),wl+q(wn—wl)/(h—1)};
Y[t ]:= (1 —t)a + tb;

fIe]:= fIPlell;

If[f[0]f[1] < O,
p= Bisection[}:[t],t, 0,1,0.001];
P =y[p];
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Point[P],
Nothing],{i,0,n — 1}, {j,0,m — 1},{k, 0,1l — 2},{q, 0, h — 1}]];
WP = Flatten[Table[

a=
x1+i(Gxn—x1)/(n—1),y1+j(yn—yl)/(m—1),z1 +
k(zn—z1)/(l—1),wl+q(wn—wl)/(h— 1}

b=
x1+i(xn—x1)/(n—1),y1+j(yn—y1)/(m—1),z1 +
k(zn—z1)/(l—1),wl+(¢g+1)(wn—-wl)/(h—1)}
Y[t]:= (1 —t)a + th;

fltl:= FIplel);

IFf[0]/[1] <O,
p= Bisection[}[t],t, 0,1,0.001];
P =1[p];
Point[P],
Nothing],{i,0,n — 1}, {j,0,m — 1},{k, 0,1 — 1},{q, 0, h — 2}]];
Graphics4D[{XP, YP, ZP, WP}, PlotRange — All]
Ver Figura 11

Figura 11. Ceros de la funcion f(x,y,z,w) = x> + y? + z2 —w? — 1 en [-2,2] x [-2,2] X [-2,2] x [-2,2].
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46. TEOREMAS PARA FUNCIONES CONTINUAS DE DOS VARIABLES
COMPLEJAS Y VALOR COMPLEJO

Dada la funciéon F, continua en [(ay, ay), (b1, b,)] € D c C? y de valor complejo, desde
que
F(z,w) = F(x + iy,u+iv) = ¢(x,y,u,v) + in(x,y,u,v)
definiremos las funciones ¢, 7 continuas en [0,1] de valor real de la siguiente manera

P) = ((1 - t)(‘ﬁ(al),S(al),iR(az),i”s(az)) + t(m(bl):S(bl)'m(bz);s(bz))) )

ii(s) = n ((1 = $)(R(a), I(ar), R(az), 3(az)) + s(R(by), 3(b1), R(b2), I(b)) ) -
De este modo, los ceros de ¢ (t) y 7j(s) en [0,1] constituyen los ceros de

¢ ((1 - t)(m(aﬂ's(aﬂ'm(az)'s(az)) + t(m(bﬂ;5(b1):m(b2):3(b2)))

7 ((1 = 9)(R(ar), 3(a1), R(22),3(a)) + s(R(b1), 3(by), R(b), 3(b2))),
respectivamente, en [(R(ay),I(ar), R(az),3(az)), (R(by), I(by), R(by),I(h,))] € R* = 2.
Como ya se vio en el apartado 4.2, los teoremas de conservacion de signo, de Bolzano y de valor

intermedio se cumplen de manera natural para las funciones continuas, ¢ yn, de cuatro variables

reales y valor real sobre segmentos contenidos en el dominio de estas.

Teorema del método de biseccidon para funciones continuas de dos variables complejas y valor

complejo.

47. METODO DE BISECCION PARA FUNCIONES CONTINUAS DE DOS
VARIABLES COMPLEJAS Y VALOR COMPLEJO

Sean ¢ y 7j dos funciones continuas en [0,1] de valor real, con ¢(0) - (1) < 0y 7(0) -

71(1) < 0. Las sucesiones {x, }nen Y {¥nlnen, tal que

a+b

= n=1v@(x(ab))=0,
xn(a,b) = {xn_l(xl(a,b), b) ¢(a) ¢(x1(a b)) >0,

>1.
xn_l(a,xl(a,b)) otro caso.
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# mzlvﬁ(y(c,d))=0,
ym(c,d) = {ym_l(yl(c. d),d) i) - (31 (e, d) > 0,

1.
ym_1(c, y1(c, d)) otro caso. >
convergenapy g, con ¢(p) = 0y 7j(q) = 0, tan rapido como {(;)n}neN y {G)m}mew convergen

a cero, respectivamente. Las funciones ¢(t) y 7j(t) se definen segln la seccion previa. Para un

€ > 0 bastara elegir aquellos ceros que cumplan

() —fi(s)| <€

para aproximar un cero de F (vea seccion previa).

Interpretaciones geométricas y la implementacion computacional de los resultados.

48. EJEMPLOS PARA FUNCIONES CONTINUAS DE DOS VARIABLES
COMPLEJAS Y VALOR COMPLEJO

Por ejemplo, dada la funcién F:C? — C tal que F(z,w) = z% + w? — 1, se aproximaran
los ceros de F. Puesto que
F(z,w) =

=F(x+iyu+iv)=x+iy)’+ (u+iv)> -1

=x2—y2+iQxy) +u?—v?+iCuv) -1

=x2—y2+u? —v?—-1+i2xy + 2uv)
conx,y,u,v € R, entonces los ceros de F seran las soluciones de

F(zzw)=z24+w?-1=0,

esto es, las soluciones del sistema

{xz—y2+u2—v2—1=0,
2xy + 2uv = 0.

A continuacién, se usaran los resultados de los apartados 4.6 y 4.7, asi como el

Mathematica para realizar los calculos respectivos.

Mathematica

Aqui se definen las funciones f(x, v, u,v) = x2 —y2 +u2 —v2 — 1y g(x,y,u,v) = 2xy + 2uv.

flixoy_u,vyi=x2—y?+u? —v?2 -1
glx_y_u,v }]:=2xy + 2uv

|7 Mathematica |

. . - - Y, u,v) =0,
Aqui se procede a aproximar las soluciones del sistema {f(x Y v) L
gx,y,u,v) =0.
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x1=-2;xn=2;y1 =-2;yn=2;ul = —2;un = 2;vl = —2;vn = 2;
n=20;m=20;1=20;h =20;

tol = 0.1;e = 0.5;

XP = Flatten[Table[

d:
x1+i(xn—x1)/(n—1),y1+j(yn—yl)/(m—1),ul +
k(un—-ul)/(l-1),vli+q(n—-v1)/(h— 1}

b=
x14+({+1)(xn-x1)/(n—1),yl+j(yn—yl)/(m—1),ul +
k(un—-ul)/(l—1),vl1+q(vh—v1)/(h— 1}
Yt ]:= (1 - t)a + tb;

fIt]:= fIPIE]L;

glt]:= gly[el];

Which[(*inicio*)
£10] == 0&&g[0] == 0, Point[[0]],
F[1] == 0&&g[1] == 0, Point[[1]],

fIOIf11] < 0&&g[0]g[1] <O,

pl = Bisection[]:[t], t,0,1, tol];

p2 = Bisection[g [t], ¢t 0,1, tol];

If[Abs[p1 — p2] < €, P = yY[p1]; Point[P], Nothing],

True, Nothing(*fin*)], {i,0,n — 2},{j,0,m — 1}, {k, 0,1 — 1},{q, 0, h — 1}]];
YP = Flatten[Table[

d:
x1+i(xn—x1)/(n—1),y1+j(yn—yl)/(m—1),ul +
k(un—-ul)/(l-1),vli+q(n—-v1)/(h— 1}

b=
x1+i(xn—x1)/(n—1),y1+(G+1) (yn—yl)/(m—1),ul +
k(un—-ul)/(l-1),vli+q(vn—-v1)/(h— 1}
Y[t]:= (1 —t)a + th;



fltl:= fIplel);

glt]:= gly[tl);
Which[(*inicio*)
£10] == 0&&g[0] == 0, Point[1[0]],

f[1] == 0&&g[1] == 0, Point[y[1]],

FI01f11] < 0&&g[0]g[1] <0,

pl = Bisection[);[t], t,0,1, tol];

p2 = Bisection[é [t].t,0,1,tol];

If[Abs[pl — p2] < €, P = Y [p1]; Point[P], Nothing],

True, Nothing(*fin*)], {i,0,n — 1}, {j, 0, m — 2},{k,0,l — 1},{q, 0, h — 1}]];
UP = Flatten|[Table[

a=
x1+i(xn—x1)/(n—1),y1+j(yn—y1)/(m—1),ul +
k(un—-ul)/(l-1),vl1+q(vh—v1)/(h— 1}
b={xl+i(xn—-x1)/(n—1),yl+j(yn—y1)/(m—1),ul +
(k+1)(un—-ul)/(l-1),vl+qg(vh—v1)/(h—1)}
Yt ]:= (1 —t)a + th;

fIe):= fIvlell;

glt]:= gly[tl);
Which[(*inicio*)
£10] == 0&&g[0] == 0, Point[3[0]],

fI1] == 0&&g[1] == 0, Point[y[1]],

FI01f11] < 0&&g[0]g[1] <0,

pl = Bisection[];[t], t,0,1, tol];

p2 = Bisection[é [t].t,0,1,tol];

If[Abs[pl — p2] < €, P = Y [p1]; Point[P], Nothing],

True, Nothing(*fin*)],{i,0,n — 1}, {j,0,m — 1}, {k, 0,1 — 2},{q, 0, h — 1}]];
VP = Flatten[Table|[

a=
x1+i(xn—x1)/(n—1),y1+j(yn—yl)/(m—1),ul +
k(un—-ul)/(l—1),vl1+q(vh—v1)/(h— 1)}
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B:
x1+i(xn—x1)/(n—1),y1+j(yn—yl)/(m—1),ul +
k(un—-ul)/(I-1),vli+(q+1) (vo—v1)/(h— 1}
Y[t ]:= (1 —t)a + tb;

fItl:= FIplel);

glt]:= gly[el];
Which[(*inicio*)
£[0] == 0&&g[0] == 0, Point[[0]],

f[1] == 0&&g[1] == 0, Point[y[1]],

FI01f11] < 0&&g[0][1] <O,

pl = Bisection[];[t], t,0,1, tol];

p2 = Bisection[é [t], ¢t 0,1, tol];

If[Abs[pl — p2] < €, P = [p1]; Point[P], Nothing],

True, Nothing(*fin*)],{i,0,n — 1}, {j,0,m — 1}, {k, 0,1 — 1},{q, 0, h — 2}]];
ceros = Graphics4D[{XP, YP, UP, VP}, PlotRange — All]

Ver Figura 12

Figura 12. Ceros de la funcion F(z,w) = z2 + w? — 1 en R(z) € [-2,2],3(2) € [-2,2] y R(w) € [-2,2],F(w) €
[-2,2].
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Mathematica

A continuacion, se genera la grafica de los ceros aproximados de F(z,w) = z2 + w? — 1 junto con la grafica de
zZ+w? =1
Show|

ComplexPlot[{—V1 — z2,V1 — z2},{z,—2 — 21,2 + 2I},
Axes = True, AxesLength - {{—3,3},{—3,3}, {—3,3},{—3,3}}, Mesh — False],

Ceros

Ver Figura 13

l.'
-
n

Figura 13. Grafica de los ceros aproximados de F(z,w) = z? + w2 — 1 junto con la grafica de z? + w? = 1.

A modo de otro ejemplo considere la funcion F: C*> - C tal que F(z,w) = z2 —w? — 1, se

aproximaran los ceros de F. Puesto que
F(z,w) =

=F(x+iyu+iv)=x+iy)2—(u+iv)> -1
=x2—y2+iQxy) —u?+v?—iQCuv) -1
=x?2—y2—u?+v2-1+i(2xy — 2uv)

conx,y,u,v € R, entonces los ceros de F seran las soluciones de

F(zw)=2z2-w?-1=0,
esto es, las soluciones del sistema

{xz—yz—u2+v2—1:0,
2xy — 2uv = 0.
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A continuacion, se usardn los resultados de los apartados 4.6 y 4.7, asi como el

Mathematica para realizar los célculos respectivos.

Mathematica

-

Aqui se definen las funciones f(x, v, u,v) = x> —y? —u? +v2 — 1y g(x,y,u,v) = 2xy — 2uv.

f[{X_,y_,u_,v_ ]:: x? _yz —u?+v?-1
gl{xoy_u, v }]:=2xy — 2uv

Mathematica
[ |

. . . . ,y,u,v) =0,
Aqui se procede a aproximar las soluciones del sistema {f(x Yt v) .
g(x,y,u,v) =0.

x1=-2;xn=2;yl =-2;yn=2;ul = =2;un = 2;vl = —=2;vn = 2;
n=20;m=20;1=20;h =20;

tol = 0.1;e = 0.5;

XP = Flatten[Table[

a=
x1+i(xn—x1)/(n—1),y1+j(yn—yl)/(m—1),ul +
k(un—-ul)/(l-1),vli+q(vn—-v1)/(h— 1}

b=
x1+(+1)(xn—-x1)/(n—1),yl1+j(yn—yl)/(m—1),ul +
k(un—-ul)/(l-1),vl1+q(vh—v1)/(h— 1)}
Y[t ]:= (1 —t)a + tb;

FIE]: = FIIET
glt]:= g[yle]l;
Which[(*inicio*)

£10] == 0&&g[0] == 0, Point[3[0]],

f[1] == 0&&g[1] == 0, Point[y[1]],

FI01F[1] < 0&&g[0]g[1] < 0,
pl = Bisection[];[t], t,0,1, tol];

p2 = Bisection[g|[t], t, 0,1, tol];
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If[Abs[p1 — p2] < €, P = y[p1]; Point[P], Nothing],

True, Nothing(*fin*)], {i,0,n — 2}, {j,0,m — 1},{k,0,l — 1},{q, 0, h — 1}]];

YP = Flatten[Table[

a=
x1+i(xn—x1)/(n—1),y1+j(yn—yl)/(m—1),ul +
k (un —ul)/(l — 1),v1 +q (vn —v1)/(h — D}

b=
x1+i(xn—x1)/(n—1),y1+(G+1) (yn—yl)/(m—1),ul +
k(un—-ul)/(l-1),vli+q(vn—-v1)/(h— 1}
Y[t ]:= (1 —t)a + tb;

fltl:= FIplel);

gltl:= gly[tl);

Which[(*inicio*)
£10] == 0&&g[0] == 0, Point[1[0]],
F[1] == 0&&g[1] == 0, Point[y[1]],

FI0If[1] < 0&&g[0]g[1] < O,

pl = Bisection[f]t], ¢, 0,1, tol];

p2 = Bisection[g|[t], t, 0,1, tol];
If[Abs[pl — p2] < €, P = Y [p1]; Point[P], Nothing],

True, Nothing(*fin*)], {i,0,n — 1}, {j, 0, m — 2},{k,0,l — 1},{q, 0, h — 1}]];

UP = Flatten[Table[

a=
x1+i(xn—x1)/(n—1),yl+j(yn—y1)/(m—1),ul +
k(un—-ul)/(l-1),vl1+q(vh—v1)/(h— 1)}
b={xl+i(xn—x1)/(n—1),yl+j(yn—y1)/(m—1),ul +
(k+1)(un—-ul)/(l-1),vl+q(vh—v1)/(h—1)}
Y[t ]:= (1 —t)a + th;

fltl:= fIplel);

glt):= g[y[tl];
Which[(*inicio*)
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£10] == 0&&g[0] == 0, Point[1[0]],

f[1] == 0&&g[1] == 0, Point[y[1]],

fI01f[1] < 0&&g[0]g[1] <0,

pl = Bisection[}[t], t,0,1, tol];

p2 = Bisection[é [t].t,0,1,tol];

If[Abs[pl — p2] < €, P = Y [p1]; Point[P], Nothing],

True, Nothing(*fin*)],{i,0,n — 1}, {j,0,m — 1}, {k, 0,1 — 2},{q, 0, h — 1}]];
VP = Flatten[Table[

a=
x1+i(xn—x1)/(n—1),y1+j(yn—y1l)/(m—1),ul +
k(un—-ul)/(l-1),vl1+q(vh—v1)/(h— 1)}

[_):
x1+i(xn—x1)/(n—1),y1+j(yn—yl)/(m—1),ul +
k(un—-ul)/(I-1),vli+(q+1) (vn—-v1)/(h— 1}
Y[t ]:= (1 — t)a + tb;

flel= flylell; glt]:= glwlell;
Which[(*inicio*)
£10] == 0&&g[0] == 0, Point[[0]],

f[1] == 0&&g[1] == 0, Point[y[1]],

FI01f11] < 0&&g[0][1] <O,
pl = Bisection[}z[t], t,0,1, tol];
p2 = Bisection[:é [t].t,0,1,tol];
If[Abs[pl — p2] < €, P = [p1]; Point[P], Nothing],
True, Nothing(*fin*)],{i,0,n — 1}, {j,0,m — 1}, {k, 0,1 — 1},{q, 0, h — 2}]];
ceros = Graphics4D[{XP, YP, UP, VP}, PlotRange — All]
Ver Figura 14
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Figura 14. Ceros de la funcion F(z,w) = z? — w? — 1 en R(z) € [-2,2],3(2) € [-2,2] y R(w) € [-2,2],F(w) €
[-2,2].

Mathematica

-

A continuacion, se genera la gréfica de los ceros aproximados de F(z,w) = z2 —w? — 1 junto con la gréfica de

z?—w?=1.

Show|

ComplexPlot[{—Vz2 — 1,Vz2 — 1},{z,—2 — 21,2 + 2I},
Axes — True, AxesLength — {{—3,3},{—3,3}, {—3,3},{—3,3}}, Mesh — False],

Ceros

Ver Figura 15

Figura 15. Grafica de los ceros aproximados de F(z, w) = z? — w? — 1 junto con la grafica de zZ — w? = 1.

Como un ejemplo adicional considere la funcion F:C? - C tal que F(z,w) =senz +
cosw — 1, se aproximaran los ceros de F. Puesto que
F(z,w) =
=F(x +iy,u+iv) = sen(x + iy) + cos(u + iv) — 1
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=senx coshy + cosucoshv — 1+ i(cos x senhy — senu senh v)
conx,y,u,v € R, entonces los ceros de F seran las soluciones de
F(z,w)=senz+cosw—1=0,
esto es, las soluciones del sistema

{senx coshy + cosucoshv—1=0,
cosx senhy — senusenhv = 0.

A continuacién, se usaran los resultados de las secciones 4.6 y 4.7, asi como el

Mathematica para realizar los calculos respectivos.

Mathematica

—

Aqui se definen las funciones f(x,y,u,v) = senxcoshy + cosucoshv —1y g(x,y,u,v) = cosxsenhy —

senusenhv.

fl{x_y_u_v_}]:=senxcoshy+ cosucoshv —1

gl{x,y_u_,v_}]:=cosxsenhy — senusenhv

|> Mathematica |

. . . . Y, u,v) =0,
Aqui se procede a aproximar las soluciones del sistema {f(x Yt v) .
gx,y,u,v) =0.

x1=-2;xn=2;y1l =-2;yn=2;ul = —2;un = 2;vl = —2;vn = 2;
n=20;m=20;1=20;h =20;

tol = 0.1;e = 0.5;

XP = Flatten[Table[

a=
x1+i(xn—x1)/(n—1),y1+j(yn—yl)/(m—1),ul +
k(un—-ul)/(l-1),vl1+q(vh—v1)/(h— 1)}

b=
x1+({(+1) (xn—-x1)/(n-1),yl1+j(yn—yl)/(m—1),ul +
k(un—-ul)/(l-1),vl1+q(vh—v1)/(h— 1)}
Ylt]:= (1 —t)a+ th;
FIE1: = FRPLET]
glt]:= glyltl);
Which[(*inicio*)
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£10] == 0&&g[0] == 0, Point[1[0]],

f[1] == 0&&g[1] == 0, Point[y[1]],

FI01f11] < 0&&g[0][1] <O,
pl = Bisection[}[t], t,0,1, tol];

p2 = Bisection[g|[t], t, 0,1, tol];
If[Abs[pl — p2] < €, P = Y [p1]; Point[P], Nothing],

True, Nothing(*fin*)],{i,0,n — 2}, {j,0,m — 1}, {k, 0,1 — 1},{q,0,h — 1}]];

YP = Flatten[Table[

a=
x1+i(xn—x1)/(n—1),y1+j(yn—y1l)/(m—1),ul +
k(un—-ul)/(l-1),vl1+q(vh—v1)/(h— 1)}

l‘_) =
x1+i(xn—x1)/(n—1),y1+(G+1) (yn—yl)/(m—1),ul +
k(un—-ul)/(l-1),vli+q(n—-v1)/(h— 1}
Y[t ]:= (1 — t)a + tb;
fItd: = FIPLA
gltl:= glylel];
Which[(*inicio*)
£10] == 0&&g[0] == 0, Point[[0]],
f11] == 08&g[1] == 0, Point[y[1]],

fI01f[1] < 0&&g[0]g[1] <0,

pl = Bisection[}[t], t,0,1, tol];

p2 = Bisection[é [t].t,0,1,tol];

If[Abs[pl — p2] < €, P = Y [p1]; Point[P], Nothing],

True, Nothing(*fin*)],{i,0,n — 1}, {j,0,m — 2}, {k, 0,1 — 1},{q,0,h — 1}]];
UP = Flatten[Table[

a=
x1+i(xn—x1)/(n—1),y1+j(yn—yl)/(m—1),ul +
k(un—-ul)/(l—1),vl1+q(vh—v1)/(h— 1)}

b={xl+i(xn—-x1)/(n—1),yl+j(yn—y1)/(m—1),ul +
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(k+1)(un—-ul)/(l-1),vl+q(vh—v1)/(h—1)}
Y[t ]:= (1 —t)a + tb;

fIe]:= flwlel);
glt]:= gly[el];
Which[(*inicio*)
£[0] == 0&&g[0] == 0, Point[[0]],

f[1] == 0&&g[1] == 0, Point[y[1]],

FI0If[1] < 0&&g[0]g[1] < O,

pl = Bisection[}[t], t,0,1, tol];

p2 = Bisection[:é [t].t,0,1,tol];

If[Abs[pl — p2] < €, P = yY[pl]; Point[P], Nothing],

True, Nothing(*fin*)],{i,0,n — 1},{j,0,m — 1}, {k, 0,1l — 2},{q, 0, h — 1}]];
VP = Flatten[Table[

d:
x1+i(xn—x1)/(n—1),y1+j(yn—yl)/(m—1),ul +
k(un—-ul)/(l—1),vl1+q(vh—v1)/(h— 1)}

B:
x1+i(xn—x1)/(n—1),y1+j(yn—yl)/(m—1),ul +
k(un—-ul)/(l-1),vli+(q+1) (vo—v1)/(h— 1)}
Y[t ]:= (1 — t)a + tb;

fItl:= fIplel);

glt]:= glyltll;
Which[(*inicio*)
£10] == 0&&g[0] == 0, Point[[0]],

f[1] == 0&&g[1] == 0, Point[y[1]],

FI01f11] < 0&&g[0][1] <O,
pl = Bisection[}[t], t,0,1, tol];
p2 = Bisection[é [t], ¢t 0,1, tol];
If[Abs[pl — p2] < €, P = Y[p1]; Point[P], Nothing],

True, Nothing(*fin*)],{i,0,n — 1},{j,0,m — 1}, {k, 0,1 — 1},{q,0,h — 2}]];



ceros = Graphics4D[{XP, YP, UP, VP}, PlotRange — All]

Ver Figura 16
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Figura 16. Ceros de la funcion F(z,w) = senz + cosw — 1 en R(z) € [-2,2],3(2) € [-2,2] y
Rw) € [-2,2],Iw) € [-2,2].



CONCLUSIONES

Los teoremas de conservacion de signo, de Bolzano y de valor intermedio se cumplen para
funciones de varias variables reales y valor real sobre segmentos dentro del dominio de tales
funciones.

Los teoremas de conservacion de signo, de Bolzano y de valor intermedio se cumplen para
funciones continuas de dos variables complejas y valor complejo al expandir la expresion
analitica de tales funciones en sus partes real y compleja.

El método de biseccion para funciones continuas de dos variables complejas y valor complejo
se definid a partir de un teorema enunciado con base en las conclusiones previas.

Las interpretaciones geomeétricas de los resultados con ayuda de los comandos incluidos en el
software cientifico Mathematica permitieron constatar que las aproximaciones obtenidas
pertenecen a la superficie compleja constituida por los ceros de una funcién dada.

La implementacién computacional de los resultados usando el lenguaje de programacion del

software cientifico Mathematica facilitéd y simplifico la realizacion de los diversos célculos.
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RECOMENDACIONES

Se hace las siguientes recomendaciones:

1.

A otro tesista, utilizar un método diferente de aproximacion de ceros para aproximar los ceros
de funciones continuas de dos variables complejas y valor complejo.

A otro tesista, realizar una investigacién similar a la de este trabajo con un software libre.

Al lector interesado, utilizar una computadora de caracteristicas superiores a una Intel(R)
Core(TM) i7-6500U CPU @ 2.50GHz 2.60 GHZ para ejecutar los ejemplos mostrados en este
trabajo.
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ANEXOS



ANEXO 1

Titulo: APROXIMACION DE CEROS DE FUNCIONES CONTINUAS DE DOS VARIABLES COMPLEJAS Y
VALOR COMPLEJO MEDIANTE EL METODO DE BISECCION

Nombre del tesista: Amelia Merced Fiestas Galan

Problemas

Objetivos

Hipotesis

Metodologia

General

¢Seré posible aproximar los

ceros de funciones continuas de

dos variables complejas y valor

complejo mediante el método

de biseccion?

Especificos

1. ¢Seré posible que los
teoremas de conservacion
de signo, Bolzano y valor
intermedio se cumplan para
funciones continuas de dos
variables complejas y valor
complejo?

2. ¢Sera posible definir el

método de biseccion para

General

Aproximar los ceros de

funciones continuas de dos

variables complejas y valor

complejo mediante el método

de biseccidn.

Especificos

1. Verificar que los teoremas
de conservacién de signo,
Bolzano y valor intermedio
se cumplen para funciones
continuas de dos variables
complejas y valor
complejo.

2. Enunciar y demostrar un

teorema que defina el

General

Es posible aproximar los ceros de

funciones continuas de dos variables

complejas y valor complejo mediante el
método de biseccion.

Especificos

1. Es posible verificar que los teoremas
de conservacion de signo, Bolzano y
valor intermedio se cumplen para
funciones continuas de dos variables
complejas y valor complejo.

2. Es posible definir el método de
biseccion para funciones continuas de
dos variables complejas y valor
complejo.

3. Esposible realizar las

Enfoque: Cuantitativo.

Disefio: Experimental.

Nivel: Descriptivo.

Tipo: Basica.

Métodos

- Teoria de funciones complejas.

- Particién equiespaciada de dominios.
- Meétodo de biseccion para aproximar
los ceros de funciones complejas.

- Programas en el software de célculo
simbdlico Wolfram Mathematica

v.11.2.




funciones continuas de dos
variables complejas y valor
complejo?

¢Sera posible realizar las
interpretaciones
geométricas de los
resultados?

¢Sera posible realizar la
implementacion
computacional de los

resultados?

método de biseccion para
funciones continuas de dos
variables complejas y valor
complejo.

Realizar las
interpretaciones
geomeétricas de los
resultados.

Realizar la implementacion
computacional de los

resultados.

interpretaciones geométricas de los
resultados.
4. Es posible realizar la implementacion
computacional de los resultados.
Justificacion
Este trabajo se realiza porque no se
registra el uso del método de biseccion
para aproximar los ceros de funciones
continuas de dos variables complejas y

valor complejo.

Importancia

Este trabajo se realiza para aportar la
generalizacion del método de biseccion en
la aproximacion de los ceros de funciones
continuas de dos variables complejas y
valor complejo. Esto permitira obtener
puntos que pertenezcan a la gréafica de
superficies complejas definidas en forma

implicita.
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