
Un algoritmo cuasi Newton inexacto global para
problemas de complementariedad no lineal

Carlos Andrés Arias Torres

Universidad del Valle
Facultad de Ciencias Naturales y Exactas

Departamento de Matemáticas
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5.1. Teoŕıa de convergencia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

5.2. Experimentos numéricos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62
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CAPÍTULO 1

INTRODUCCIÓN

Sea F : Rn −→ Rn, F (x) = (F1(x), F2(x), ..., Fn(x))T , donde Fi : Rn −→ R, una
función no lineal y continuamente diferenciable. El problema de complementariedad no
lineal, PCNL(F), consiste en hallar un vector x∗ ∈ Rn tal que

x∗ ≥ 0 ; F (x∗) ≥ 0 ; F (x∗)Tx∗ = 0, (1.1)

donde la expresión y ≥ 0, para un vector y ∈ Rn, significa que todas sus componentes
son no negativas.

Como se puede ver, (1.1) implica que, para todo i = 1, 2, ..., n, xiFi(x) = 0 y por tanto,
que xi = 0 o Fi(x) = 0 , siendo esta la razón por la cual el problema recibe el calificativo
de complementariedad. Esta condición trae consigo impĺıcitamente la búsqueda de un
equilibrio entre la variable del problema y el valor que toma la función que define el
problema en dicha variable. Aśı, el concepto de complementariedad es un sinónimo del
concepto de sistema en equilibrio [29].

Por lo mencionado anteriormente, problemas de complementariedad no lineal surgen de
forma natural en campos como la ingenieŕıa y la f́ısica; por ejemplo, cuando se pre-
sentan situaciones de contacto mecánico [29], equilibrio del tráfico [63] y problemas de
lubricación elasto-hidrodinámicos [44], aśı como también en el campo de la economı́a,
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Introducción 2

particularmente cuando se busca un equilibrio en los sistemas económicos [29].

Por lo anterior, ha sido de gran interés para la comunidad matemática el estudio de
diversos métodos que permitan solucionar problemas de complementariedad no lineal,
entre ellos, métodos de homotoṕıa, que son derivados de métodos de punto fijo [23, 64];
métodos basados en redes neuronales [47, 48, 66], método de ecuaciones no diferenciables
[21, 20] y métodos suavizados [13].

En general, los últimos dos métodos mencionados anteriormente, el método de ecuaciones
no diferenciables y los métodos suavizados, se basan en la solución de un sistema de
ecuaciones (diferenciable o no diferenciable) equivalente al PCNL(F), por tal razón, es
natural pensar en la implementación de métodos tipo Newton o Cuasi Newton para la
solución de estos.

Como es de esperarse, el método de ecuaciones no diferenciables consiste en reescribir
el problema (1.1) como un sistema de ecuaciones no diferenciable, lo que conlleva al uso
de herramientas como el Jacobiano Generalizado [14, 15, 16] para poder implementar
métodos tipo Newton o cuasi Newton. Por otro lado, los métodos suavizados consisten en
resolver una sucesión de problemas (sistemas de ecuaciones) diferenciables que aproximan
al PCNL(F).

Hasta el momento, se han propuesto métodos tipo Newton exactos [13, 41, 46] e inexactos
[27, 40, 58, 62] para resolver el problema (1.1) mediante sistemas de ecuaciones diferencia-
bles y no diferenciables, los cuales, en general, bajo algunas condiciones de regularidad,
convergen cuadráticamente a la solución del problema en el caso de los métodos exac-
tos y convergen superlinealmente a la solución del problema en el caso de los métodos
inexactos. Cabe mencionar que si bien esta estrategia se ha mostrado exitosa tanto en
su versión exacta como en su versión inexacta, el hecho de tener que recurrir a la dife-
renciación generalizada y trabajar con los elementos del jacobiano generalizado hace que
esta clase de métodos sean poco eficientes en término de tiempo de ejecución.

De la misma manera, se han propuesto métodos cuasi Newton exactos [4, 6, 11, 50]
para resolver las respectivas reformulaciones del PCNL(F), los cuales, bajo condiciones
de regularidad similares a las exigidas para los métodos tipo Newton, presentan una
convergencia superlineal a la solución del problema. En este caso, en cada iteración
de los métodos propuestos, se realiza una aproximación a algún elemento del jacobiano
generalizado, lo cual los convierte, en la práctica, en métodos más eficientes en cuestiones
de tiempo de ejecución. Lastimosamente, el tiempo ahorrado a través de esta estrategia
no se ve reflejado cuando se intentan resolver problemas de gran tamaño ya que en cada
iteración será necesario resolver, de forma exacta, un sistema de ecuaciones lineales de
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gran tamaño.

Teniendo en cuenta lo anterior y con el ánimo de proponer un método eficiente (en
términos de tiempo) que permita resolver Problemas de Complementariedad no Lineal
de gran tamaño, sin tener que recurrir a la diferenciación generalizada, en este trabajo
de investigación, proponemos y desarrollamos un método cuasi Newton inexacto global
para resolver el problema (1.1) de una manera indirecta: en primer lugar, reescribiremos
el PCNL(F) como un Problema de Complementariedad Horizontal (PCH) [2, 7] y pos-
teriormente, reescribiremos el PCH como un problema de minimización. Cabe destacar
que abordar el PCNL(F) de esta manera nos permitirá trabajar con reformulaciones
diferenciables de la versión original del problema.

Por otro lado, debemos destacar que el método que proponemos en esta investigación,
bajo una leve modificación, también es capaz de encontrar, de una manera eficiente,
las ráıces positivas de sistemas de ecuaciones no lineales de gran tamaño (problemas
con más de mil ecuaciones e incógnitas). Ahora bien, teniendo en cuenta que este es un
problema presente en muchos campos de aplicación como la qúımica, la f́ısica nuclear y
las matemáticas, hemos decido presentar en este documento, de manera adicional, los
resultados obtenidos en esta dirección.

Finalmente, debemos decir que los avances teóricos presentados en esta investigación
justifican el uso de los métodos computacionales para la resolución de problemas como
los aqúı abordados. Es de amplio conocimiento que el método de Newton, teóricamente
se muestra como el método más eficaz; sin embargo, se debe tener en cuenta que dada la
precisión con la que trabajan las máquinas, en la mayoŕıa de los casos de interés, nos ten-
dremos que conformar con muy buenas aproximaciones tanto a las derivadas requeridas
como a la solución de los sistemas de ecuaciones involucrados. Aśı, el desarrollo teórico
de los métodos cuasi Newton y los métodos inexactos se convierten en justificaciones
teóricas del uso de las máquinas en la resolución de problemas matemáticos.

El documento está organizado de la siguiente forma: en el Caṕıtulo 2, mencionamos
algunos hechos histórico relevantes en el desarrollo de la teoŕıa de complementariedad.
De igual manera, describimos algunos de los problemas más reconocidos de la familia
de problemas de complementariedad y que se encuentran estrechamente relacionados con
el PCNL(F). En este mismo caṕıtulo, presentamos, de forma concisa, las estrategias
de resolución mencionadas anteriormente; reformulación v́ıa sistemas de ecuaciones no
diferenciables y métodos de suavización. En el Caṕıtulo 3, proponemos un Algoritmo
cuasi Newton inexacto global para resolver el PCNL(F) a través de su reformulación
como un PCH y mediante la solución de un problema de optimización. De igual manera,
en este caṕıtulo, desarrollamos la teoŕıa de convergencia global del algoritmo propuesto.
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En la primera parte del Caṕıtulo 4, presentamos los resultados numéricos obtenidos al
resolver con el algoritmo cuasi Newton inexacto global propuesto, algunos problemas de
complementariedad no lineal que son reconocidos para probar algoritmos y comparamos
estos resultados con los obtenidos al resolver los mismos problemas con el algoritmo
tipo Newton inexacto propuesto recientemente en [2]. En la segunda parte, analizamos
numéricamente detalles del desempeño de nuestro algoritmo al resolver un problema
emergente en las matemáticas y un problema de aplicación en economı́a. En el Caṕıtulo
5, extendemos el algoritmo propuesto en el Caṕıtulo 3 para hallar las ráıces no negativas
de un sistema de ecuaciones. Realizamos algunos comentarios con respecto a su teoŕıa de
convergencia y realizamos algunos ensayos numéricos con dos problemas de aplicación:
uno en el campo de la qúımica y otro en el campo de la f́ısica nuclear. Por último, en el
Caṕıtulo 6, hacemos algunos comentarios finales y una propuesta para futuros trabajos
en el tema.



CAPÍTULO 2

PRELIMINARES

Relacionados con el PCNL(F) (1.1) se encuentran los Problemas de Complementariedad
Lineal (PCL) [18, 19], Problemas de Complementariedad mixtos (PCm) [24, 29], Proble-
mas de Complementariedad Horizontal (PCH) [2, 7], Problemas de Complementariedad
Vertical (PCV) [8, 29] y Desigualdades Variacionales (DV) [28, 35]. Esta clase de pro-
blemas se enmarcan dentro de una gran familia de problemas conocidos como problemas
de complementariedad, algunos de los cuales son descritos brevemente más adelante en
este caṕıtulo.

En general, hablar de problemas de complementariedad nos conlleva inmediatamente
a pensar en su principal caracteŕıstica: las condiciones de complementariedad. Dichas
condiciones, al igual que en (1.1), exigen que el producto de dos o más cantidades no
negativas sea cero. En este contexto, cada una de las cantidades es una variable de
decisión o una función que depende de las variables de decisión.

La condiciones de complementariedad hicieron su aparición por primera vez cuando
William Karush, en su tesis de maestŕıa en 1939, derivó las condiciones de optimalidad
para problemas de programación no lineal (PPNL) con restricciones de desigualdad. En
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efecto, si consideramos el PPNL

Minimizar f(x)
s.a hi(x) = 0 ∀i ∈ E

hi(x) ≥ 0 ∀i ∈ I

entonces, bajo algunas condiciones de regularidad de las funciones involucradas en el
problema, se puede garantizar que si x ∗ es una solución local del PPNL entonces existen
multiplicadores λ∗i ≥ 0 tal que

∇xL(x ∗, λ∗) = 0,

hi(x
∗) = 0 ∀i ∈ E ,

hi(x
∗) ≥ 0 ∀i ∈ I,
λ∗i ≥ 0 ∀i ∈ E ∪ I,

λ∗ihi(x
∗) = 0 ∀i ∈ E ∪ I, (2.1)

donde L(x , λ) es la respectiva función lagrangiana del PPNL [53]. Como podemos ver,
la condición (2.1) es la condición de complementariedad que deben satisfacer los multi-
plicadores y las restricciones del PPNL. Cabe mencionar que las anteriores condiciones
son conocidas como las condiciones necesarias de primer orden de optimalidad para el
PPNL o simplemente condiciones KKT (Karush-Kuhn-Tucker).

Sin embargo, debemos resaltar que las condiciones de complementariedad van mucho más
allá, ya que ellas aparecen en el estudio de problemas de equilibrio y surgen naturalmente
en problemas provenientes de la economı́a, la ingenieŕıa y las ciencias, razón por la cual el
estudio de esta área ha sido de gran interés durante los últimos 60 años para la comunidad
matemática.

La principal motivación para el estudio de Problemas de Complementariedad Lineal se
debió a que las condiciones KKT para problemas de programación lineal y cuadrática
constituyen en śı mismas un PCL o un PCL mixto [19]. Sin embargo, el estudio de PCL
no fue de gran interés para la comunidad matemática hasta que, en 1963 J. T. Howson,
en su tesis doctoral, y Lemke y Howson en [45] mostraron que el problema de hallar
el punto de equilibro de Nash de un juego bimatrix es equivalente a resolver un PCL y
desarrollaron un ingenioso y eficiente método para resolver el problema; este método es
conocido como el algoritmo del pivote complementario [18]. En 1968, la unificación de
los problemas de programación lineal y cuadrática, y los juegos bimatrix bajo el formato
de PCL realizado por Cottle y Dantzing en [18] fue visto como un gran avance en el
campo y, “el estudio de los problemas de complementariedad de repente floreció”[8].
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El Problema de Complementariedad No Lineal fue introducido por primera vez en 1964
por Cottle en su tesis doctoral y su estrecha relación con los problemas de desigualdades
variacionales fue presentada por Hartman y Stampacchia en 1966 con el objetivo de
calcular puntos estacionarios de PPNL. Cabe mencionar que si bien el PCNL y los
problemas de desigualdades variacionales fueron presentados poco después de la aparición
de los problemas de complementariedad lineal, no fue sino hasta principio de los años 70
que los algoritmos para resolver esta clase de problemas hicieron su aparición. Desde ese
instante y hasta el momento, miles de investigaciones, con distintos métodos y estrategias
para resolver problemas de complementariedad, han sido publicadas [20, 21, 23, 47, 48,
64, 66].

Teniendo en cuenta que el PCNL(F) es el principal objetivo de esta investigación, en
la siguiente sección mencionaremos y estableceremos la relación entre algunos de los
más importantes problemas de la familia de problemas de complementariedad y el Pro-
blema de Complementariedad no Lineal, los cuales serán descritos en mayor detalle, a
modo de apéndice, al final de este documento. Posteriormente, presentaremos una breve
descripción de cómo reescribir el PCNL(F) como un sistema de ecuaciones no lineales (di-
ferenciable o no diferenciable) y algunas de las estrategias más destacadas para resolver
problemas de complementariedad por esta v́ıa.

2.1. Familia de problemas de complementariedad

2.1.1. Problema de Complementariedad Lineal

Dados M ∈ Rn×n y q ∈ Rn, el Problema de Complementariedad Lineal PCL(M,q)
consiste en hallar x ∈ Rn tal que

Mx + q ≥ 0, x ≥ 0 y x T (Mx + q) = 0.

El caso en el que q = 0 es llamado Problema de Complementariedad Homogéneo y tiene
la particularidad de que si x ∗ es una solución del PCL(M ,0) entonces, para cualquier
escalar λ > 0, λx ∗ también es solución del PCL(M ,0). Es claro que el PCNL(F) es
equivalente al PCL en el caso en que F es una función af́ın.
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2.1.2. Problema de Complementariedad mixto

Sean F : Rn → Rn una función diferenciable, l = (l1, l2, . . . , ln), y u = (u1, u2, . . . , un)
con li, ui ∈ R, i = 1, 2, . . . , n, donde R = R ∪ {+∞,−∞}. El Problema de Comple-
mentariedad mixto, PCm(F ), consiste en hallar vectores x ,w , v ∈ Rn tal que

F (x )−w + v = 0 (2.2)

l ≤ x ≤ u (2.3)

(x− l)Tw = 0 (2.4)

(u − x)Tv = 0 (2.5)

w,v ≥ 0. (2.6)

Vale la pena destacar que la desigualdad (2.3) significa que li ≤ xi ≤ ui para cada
i = 1, 2, . . . , n. Observe que si para todo i, li = −∞ y ui = ∞ entonces (2.4) y (2.5)
implican que w = v = 0, por lo tanto, el PCm(F ) se transforma en un sistema de
ecuaciones no lineales. Quizá esto muestra por qué muchas de las técnicas desarrolladas
para resolver problemas de complementariedad se basan en reformular el problema como
un sistema de ecuaciones.

Otro caso interesante sucede cuando li = 0 y ui = ∞. En este caso, el PCm(F ) se
convierte en un PCNL(F ). Si F es una función af́ın entonces el PCm(F ) se convierte
en un PCL(F ).

2.1.3. Problema de Complementariedad Horizontal

Sea H : Rn+m+n −→ Rn+m una función continuamente diferenciable. El Problema de
Complementariedad Horizontal, PCH(H), consiste en hallar x ∈ Rn, y ∈ Rm, y w ∈ Rn

tal que

H(x ,y ,w) = 0,

x Tw = 0,

x ,w ≥ 0.
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En particular, observemos que si F : Rn → Rn es una función continuamente diferencia-
ble y definimos la función H(x ,w) = F (x )−w entonces el PCNL(F) es equivalente al
PCH(H). Es decir, todo Problema de Complementariedad no Lineal se puede ver como
un problema de Complementariedad Horizontal.

Observe que el PCH(H) no exige ninguna condición especial sobre la variable y y por
tanto, se considera una variable libre en el problema, es más, en muchos casos esta
variable podŕıa no existir, como aquel caso mencionado en el párrafo anterior.

2.1.4. Problema de Complementariedad Vertical

Si F : Rn → Rn es continuamente diferenciable, es fácil probar que el PCNL(F) es
equivalente a resolver el problema de minimización por componentes que consiste en
hallar x ∈ Rn tal que

mı́n(x, F (x)) = 0.

Observemos que en esta formulación intervienen dos funciones, una de ellas es la función
identidad y la otra es F. Sin embargo, existen problemas en los que su formulación
conlleva a resolver el problema de hallar x ∈ Rn tal que

mı́n(F 1(x ), F 2(x)) = 0,

donde F 1, F 2 : Rn → Rn son funciones continuamente diferenciables. Por supuesto que
este problema se puede extender a una cantidad finita de funciones y este problema es el
que se conoce como Problema de Complementariedad Vertical (PCV). Matemáticamente,
el problema consiste en hallar x ∈ Rn tal que

mı́n(F 1(x), F 2(x), . . . , F k(x)) = 0,

donde F j : Rn → Rn, para j = 1, 2 . . . , k.

Claramente, si x∗ es una solución del PCV entonces F j
i (x∗) ≥ 0, para todo i = 1, 2, . . . n

y j = 1, 2, . . . ,m. Además, se puede asegurar que para cada ı́ndice i existe por lo menos
un ı́ndice j tal que F j

i (x ∗) = 0, de donde, para cada i = 1, 2, . . . , n

k∏
j=1

F j
i (x∗) = 0.
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2.1.5. Desigualdades Variacionales

Sean X un subconjunto no vaćıo, cerrado y convexo de Rn y F : X → Rn una función
diferenciable. El Problema de Desigualdades Variacionales, DV (X,F ), consiste en hallar
un vector x ∈ X tal que

F (x)T (y− x) ≥ 0, para todo y ∈ X.

En muchas aplicaciones, X es un poliedro de Rn. En particular, si X = Rn
+, donde

Rn
+ es el octante no negativo de Rn, entonces, el DV (X,F ) es equivalente al PCNL(F).

En el apéndice, al final de este documento, ampliamos los detalles que demuestran tal
equivalencia.

2.1.6. Problema de Complementariedad Generalizado

Sean F,G : Rn → Rm funciones continuamente diferenciables y K un cono convexo y
cerrado en Rm entonces el Problema de Complementariedad no Lineal Generalizado
PCG(F,G,K) consiste en hallar un vector x∗ ∈ Rn tal que

F (x∗) ∈ K, G(x∗) ∈ K◦, F (x ∗)TG(x ∗) = 0,

donde K◦ representa el cono polar de K; es decir,

K◦ = {y ∈ Rm : wTy ≥ 0 ∀w ∈ K}.

En particular, si m = n, K = Rn
+ y G es la función identidad entonces el PCG(F,G,K)

se transforma en el PCNL(F ).

Como podemos ver, diseñar estrategias para resolver Problemas de Complementariedad
Horizontal, Vertical, Desigualdades Variacionales o el Problema de Complementariedad
Generalizado conlleva inmediatamente a tener una estrategia para resolver el PCNL(F)
(1.1). Por esta razón, en esta investigación, optamos por diseñar una estrategia para
solucionar Problemas de Complementariedad Horizontal y con esto, no solo abordamos
el PCNL(F) sino un conjunto más grande de problemas.

En la siguiente sección, mostraremos cómo reformular el PCNL(F) como un sistema de
ecuaciones diferenciables y no diferenciables y sus respectivas estrategias de solución.
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De igual forma, presentaremos las propuestas realizadas recientemente en [2] y [7] para
resolver Problemas de Complementariedad Horizontal y con ello el PCNL(F).

2.2. Reformulación y solución del PCNL

En general, el método de ecuaciones no diferenciables y los métodos suavizados para
resolver el problema (1.1) se basan en la reformulación del PCNL(F). Para este fin, es
necesario el uso de una función ϕ : R2 −→ R tal que

ϕ(a, b) = 0 ⇐⇒ a ≥ 0, b ≥ 0, ab = 0 , (2.7)

la cual es conocida como función de complementariedad [41, 65].

Geométricamente, a partir de (2.7), se infiere que la traza de la función ϕ obtenida por
la intersección con el plano xy es la curva formada por los semiejes positivos x y y , la
cual no es diferenciable en (0, 0) , razón por la que ϕ no es diferenciable [4].

Dos de las funciones de complementariedad más utilizadas en la solución de PCNL(F)
son la función mı́nimo [55, 59] y la función de Fischer-Burmeister [30, 31], definidas
respectivamente por

ϕ(a, b) = mı́n{a, b} ϕ(a, b) =
√
a2 + b2 − a− b .

En 1998, Kanzow y Kleinmichel [41] presentaron una familia de funciones de comple-
mentariedad ϕλ dependientes de un parámetro λ ∈ (0, 4), definida por

ϕλ(a, b) =
√

(a− b)2 + λab− a− b . (2.8)

Observemos que esta familia de funciones incluye la función de Fischer-Burmeister como
un caso particular, cuando λ = 2, y converge a un múltiplo de la función mı́nimo cuando
λ tiende a cero.

Ahora bien, si definimos la función Φ : Rn −→ Rn por

Φ(x ) =

 ϕ(x1, F1(x))
...

ϕ(xn, Fn(x))

 , (2.9)

donde ϕ(a, b) es cualquier función de complementariedad entonces, un vector x∗ es



2.2. Reformulación y solución del PCNL 12

solución del PCNL(F), si y solo si, x∗ es solución del sistema de ecuaciones

Φ(x) = 0. (2.10)

Como consecuencia de la no diferenciabilidad de ϕ , el sistema de ecuaciones no lineales
(2.10) es no diferenciable. De esta forma, el PCNL(F) es reformulado como un sistema de
ecuaciones no lineales, no diferenciable, por lo tanto, si se piensa en la implementación de
algún método tipo Newton o cuasi Newton para la solución de este, es necesario recurrir
al concepto de jacobiano generalizado.

En 1973, Frank H. Clarke, en su tesis doctoral [14] y algunos de sus art́ıculos [15, 16],
expuso lo que hoy en d́ıa llamamos jacobiano generalizado, el cual se define, para una
función no necesariamente diferenciable G : Rn −→ Rn y Lipschitz continua1, como el
conjunto

∂G(x) = conv
{

ĺım
k→∞

G′(xk) ∈ Rn×n : ĺım
k→∞

xk = x, xk ∈ DG

}
,

donde DG es el conjunto de todos los vectores de Rn en los que G es diferenciable y
conv{A} representa la envolvente convexa del conjunto A .

Ahora bien, con el ánimo de proponer algoritmos globalizados [22] que permitan la
solución del PCNL(F) (1.1), la comunidad cient́ıfica recurre a una clase especial de
funciones llamadas funciones de mérito [53]. La función de mérito más utilizada en el
caso de sistemas de ecuaciones no lineales de la forma G(x) = 0 , es la función f
definida por f(x) = 1

2
‖G(x)‖2

2.

Haciendo uso de esta función de mérito, y bajo algunas hipótesis razonables, se puede
garantizar que todo minimizador global del problema de minimización

Minimizar f(x) (2.11)

x ∈ Rn

es una solución del sistema de ecuaciones G(x) = 0.

Cabe destacar que toda solución del sistema de ecuaciones G(x) = 0 es un minimizador
de (2.11), sin embargo, pueden existir soluciones locales de (2.11) que no son soluciones

1Una función G : Rn −→ Rn es Lipschitz continua si, y solo si, existe una constante positiva K tal
que

‖G(x)−G(y)‖2 ≤ K ‖x− y‖2
para todo x y y ∈ Rn
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del sistema de ecuaciones no lineales asociado.

Teniendo en cuenta lo anterior, con el fin de globalizar algún método tipo Newton o cuasi
Newton que busque hallar una solución a (2.10), recurriendo al jacobiano generalizado
de Φ, se puede hacer uso de la función de mérito asociada a (2.10), Ψ : Rn −→ R ,
definida por

Ψ(x) =
1

2
Φ(x)TΦ(x) =

1

2
‖Φ(x)‖2

2. (2.12)

Con esta nueva función, se puede reformular nuevamente el sistema de ecuaciones no
lineales, no diferenciables (2.10) como el problema de minimización

Minimizar Ψ(x) . (2.13)

x ∈ Rn

En [41], Kanzow y Kleinmichel prueban que, si se usa la familia de funciones de comple-
mentariedad ϕλ dada en (2.8) para reformular el PCNL(F) (1.1), entonces la función de
mérito resultante Ψ es continuamente diferenciable y para cualquier matriz H ∈ ∂Φ(x),
se tiene que ∇Ψ(x) = HTΦ(x). Además, sugieren reescribir la función de mérito Ψ co-
mo

Ψ(x) =
n∑
i=1

ψλ(xi, Fi(x)),

donde ψλ : Rn −→ R se define como

ψλ(a, b) =
1

2
(ϕλ(a, b))

2 =
1

2

(√
(a− b)2 + λab− a− b

)2

,

con el fin de demostrar que una condición suficiente para que un vector x∗ ∈ Rn sea
solución del PCNL(F) es que x∗ sea un punto estacionario de Ψ y que el jacobiano,
F ′(x∗), sea una matriz P0

2.

En general, los algoritmos tipo Newton o cuasi Newton exactos y globalizados para
resolver (1.1) mediante el problema de minimización (2.13) tienen la siguiente estructura
[5, 6, 41]

2Una matriz M ∈ Rn×n es una matriz P0, si para cualquier vector no nulo y ∈ Rn, existe un ı́ndice
i0 = i0(y) ∈ {1, 2, . . . , n} , tal que yi0 6= 0 y yi0 [My]i0 ≥ 0.
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Algoritmo 2.1. Algoritmos tipo Newton y cuasi Newton globalizados

P.0 Inicialización.
P.1 Criterio de parada.
P.2 Búsqueda direccional: Calcule dk tal que

Φ(xk) +M(xk)dk = 0, (2.14)

donde M(x) es una matriz en el jacobiano generalizado de Φ evaluada en x
para los métodos tipo Newton o una aproximación a esta para los métodos
cuasi Newton.

P.3 Búsqueda lineal.
P.4 Actualización de parámetros.

Cabe mencionar que los algoritmos tipo Newton inexactos para resolver el problema (1.1)
mediante la reformulación dada en (2.13) difieren de los métodos exactos en el sentido
en que la dirección de descenso calculada en P.2 se halla de forma aproximada; es decir,
dado un parámetro θk ∈ [0, 1), la idea es encontrar una dirección dk tal que

‖Φ(xk) +M(xk)dk‖ ≤ θk‖Φ(xk)‖,

donde M(x k) es una matriz en el jacobiano generalizado de Φ en xk. Es importante
resaltar que hasta el momento no se han propuesto métodos cuasi Newton inexactos para
resolver el PCNL(F) a través de esta reformulación.

Ahora bien, con el fin de reformular (aproximar) el PCNL(F) (1.1) como un sistema de
ecuaciones diferenciable, se han propuesto diversos métodos de suavización de las fun-
ciones de complementariedad [13, 46, 56], los cuales consisten en introducir una variable
unidimensional positiva al problema (2.10) y propender porque esta tienda a cero.

Por ejemplo, si se define ξ : R2 −→ R como

ξ(ω, ε) =

√
ω2 + 4ε2 + ω

2

entonces una aproximación suave de la función mı́nimo [56] es

φ(a, b, ε) = a− ξ(a− b, ε) (2.15)
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y una suavización de la función de Fisher-Burmeister [13] se puede definir como

φ(a, b, ε) =
1

2

(
a+ b−

√
a2 + b2 + 2ε2

)
(2.16)

de tal manera que el sistema de ecuaciones

Φ̃(x, ε) =

 φ(x1, F1(x), ε)
...

φ(xn, F (xn), ε)

 (2.17)

es un sistema de ecuaciones diferenciable para todo ε > 0. Claramente, lo que se desea
a través de este enfoque es que

ĺım
ε→0
‖Φ̃(x , ε)− Φ(x )‖ = 0.

Similar al caso no diferenciable, si se considera la función escalar Ψε : Rn × R −→ R
dada por Ψε(x) = 1

2
‖Φ̃(x, ε)‖2 entonces es posible hallar una solución del PCNL(F) (1.1)

resolviendo el problema de minimización

Minimizar Ψε(x) (2.18)

x ∈ Rn

siempre que ε→ 0.

En general, los algoritmos tipo Newton o cuasi Newton globales y suavizados propuestos
para resolver el PCNL(F) tienen la siguiente estructura

Algoritmo 2.2. Algoritmos tipo Newton y cuasi Newton globalizados y sua-
vizados

P.0 Inicialización.
P.1 Criterio de parada.
P.2 Búsqueda direccional: Calcule dk tal que

Φ̃(x, ε) +M(x, ε)dk = 0, (2.19)

donde M(x, ε) es igual a Φ̃′x(x, ε) o una aproximación a ésta.
P.3 Búsqueda lineal.
P.4 Actualización de parámetros.



2.2. Reformulación y solución del PCNL 16

Nuevamente, los métodos tipo Newton inexactos basados en las aproximaciones suaves de
(2.10) difieren del método exacto en la forma como es calculada la dirección de descenso
dk, en P.2.

Cabe mencionar que se han propuesto diversas maneras de seleccionar el parámetro ε en
la reformulación suave del problema (1.1), como por ejemplo, incluirlo como una variable
más del problema original y hallar su valor resolviendo el sistema de ecuaciones en P.2
o forzar un decrecimiento monótono del mismo de la siguiente manera:

εk+1 = mı́n

{
Φ̃(x k+1, 0),

1

2
εk

}
.

Como podemos ver, en ambos enfoques, sistemas de ecuaciones no diferenciables y méto-
dos suavizados, se han propuesto métodos tipo Newton y cuasi Newton exactos, los cua-
les se comportan bien experimentalmente para problemas relativamente pequeños. Entre
tanto, cuando se piensa en resolver problemas de gran tamaño, las propuestas existentes
(tipo Newton inexactas) necesitan el uso de las derivadas de la función que define el
problema, lo cual los convierte en métodos costosos computacionalmente.

Por otro lado, en [2], los autores proponen un método de punto interior para resolver
el problema de Complementariedad Horizontal y por ende, el PCNL(F). Este método
usa direcciones tipo Newton inexactas y salvaguardan factibilidad haciendo uso de gra-
dientes proyectados. En este art́ıculo, los autores muestran que el método es global en
el sentido que todo punto de acumulación de la sucesión generada por el algoritmo es
un punto estacionario del problema de minimización emergente. De igual manera, en [1],
los autores prueban que si se hace uso de direcciones de Newton exactas en el método
propuesto por Andreani et al en [2] entonces el método goza de buenas propiedades de
convergencia locales. Entre tanto, en [7], los autores prueban que el método tipo New-
ton inexacto propuesto en [1] goza de buenas propiedades de convergencia (convergencia
lineal, superlineal y cuadrática).

Nuevamente, podemos ver que los avances realizados en esta dirección requieren del uso
exacto de las derivadas de las funciones involucradas en los problemas.

En el siguiente caṕıtulo, proponemos un algoritmo cuasi Newton inexacto para resol-
ver Problemas de Complementariedad Horizontal y por ende, dada la relación explicada
en la Sección 2.1.3, para resolver Problemas de Complementariedad no Lineal. Cabe
mencionar que el método que proponemos desemboca en la solución de un problema de
minimización diferenciable y que por tanto no será necesario recurrir a la diferenciación
generalizada ni a aproximaciones suavizadas del mismo. De la misma manera, es im-
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portante decir que el método se basa en la aproximación a las derivadas de la función
resultante al reescribir el problema original, lo cual lo hará menos costoso computacio-
nalmente. Además, resolverá de forma inexacta los sistemas de ecuaciones lineales resul-
tantes en cada iteración, haciéndolo propicio para resolver problemas de gran tamaño.



CAPÍTULO 3

ALGORITMO CUASI NEWTON
INEXACTO Y TEORÍA DE

CONVERGENCIA

En este caṕıtulo, abordaremos el Problema de Complementariedad Horizontal PCH(H)
expuesto en la sección 2.1.3 y propondremos un algoritmo cuasi Newton inexacto para
resolverlo. Cabe mencionar que la propuesta que presentaremos a continuación se realizó
con el ánimo de resolver Problemas de Complementariedad no Lineal y que por ende, todo
el desarrollo teórico se enriqueció de la relación existente entre los problemas, PCNL(F)
y PCH(H). Sin embargo, debemos resaltar que el método propuesto es capaz de resolver,
en teoŕıa, “cualquier tipo” de Problema de Complementariedad Horizontal siempre y
cuando las matrices que aproximen la matriz jacobiana en cuestión satisfagan un par de
condiciones clásicas en este tipo de estudios.

Teniendo en cuenta que a partir de este momento el eje central de la investigación será el
PCH(H) y la respectiva reformulación del PCNL(F) (1.1) como un PCH, nos permitimos
definir nuevamente ambas situaciones.

Sea H : Rn+m+n −→ Rn+m continuamente diferenciable; el Problema de Complementa-

18
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riedad Horizontal (PCH(H)), consiste en hallar una terna de vectores x ∈ Rn, y ∈ Rm

y w ∈ Rn tal que

H(x,y,w) = 0

xiwi = 0, i = 1, 2, . . . , n (3.1)

x,w ≥ 0,

donde y es una variable libre del problema la cual podŕıa, incluso, no existir. En parti-
cular, si tenemos en mente el PCNL(F) (1.1) y definimos H(x,w) = F (x)−w entonces
el problema (1.1) es equivalente al Problema de Complementariedad Horizontal

H(x ,w) = 0,

x Tw = 0, (3.2)

x ,w ≥ 0.

En lo que sigue nos ocuparemos del problema (3.1) y haremos algunas acotaciones,
cuando sea necesario, para referirnos al problema (3.2).

Observe que si escribimos z = (x,y,w) para denotar el vector

 x
y
w

 y

Ω = {(x,y,w) ∈ Rn+m+n : x,w ≥ 0},

entonces podemos reescribir el PCH(H) como el sistema de ecuaciones

G(z) = 0, z ∈ Ω, (3.3)

donde G : Rn+m+n −→ Rn+m+n está definida por

G(z) =


H(z)
x1w1

...
xnwn

 .
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Con el ánimo de proponer un método global que resuelva el sistema de ecuaciones (3.3),
consideramos el problema de minimización con restricción

Minimizar f(z)
s.a z ∈ Ω,

(3.4)

donde f(z) = 1
2
‖G(z)‖2 y ‖·‖ denota la norma euclidiana. En adelante, PΩ(v) indicará

la proyección ortogonal del vector v sobre Ω.

En [1, 2, 3, 7], los autores presentan un método tipo Newton inexacto de punto interior
para resolver Problemas de Complementariedad Horizontal y desarrollan la teoŕıa de
convergencia en la que, entre otras cosas, se destaca su convergencia global en el sentido
en que el algoritmo genera sucesiones que, bajo hipótesis razonables, converge a un punto
estacionario del problema (3.4) con una tasa de convergencia acorde a lo esperado para
métodos tipo Newton inexactos.

Ahora, teniendo en cuenta que, aunque los métodos tipo Newton gozan de buenas pro-
piedades en cuanto a su tasa de convergencia, es bien sabido que una de sus principales
debilidades es el uso de la matriz jacobiana de G, lo cual, en problemas densos o de
gran tamaño, resulta ser costoso computacionalmente. Por esta razón, la comunidad ma-
temática se ha preocupado por desarrollar métodos que gocen de buenas propiedades de
convergencia pero que resulten ser más económicos computacionalmente. Aśı pues, se da
cabida a una nutrida lista de métodos cuasi Newton para resolver una gran variedad de
problemas y en los que la principal diferencia con respecto a los métodos tipo Newton es
el uso de aproximaciones a la matriz jacobiana de G en lugar de usar la matriz exacta.

Teniendo en cuenta lo expuesto hasta el momento, a continuación presentamos un método
cuasi Newton inexacto de punto interior para resolver el problema de minimización (3.4)
en el que usamos, siempre que podamos, una dirección cuasi Newton inexacta y en el
que, para garantizar factibilidad, tan solo en algunas iteraciones, se deba proyectar dicha
dirección. Esto con el objetivo de retener la buenas propiedades de convergencia de los
métodos cuasi Newton.

La estructura general del algoritmo cuasi Newton inexacto, con direcciones Proyectadas
(CNIDP) es la siguiente:
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Algoritmo 3.1. Sean ε > 0, z0 ∈ Ω, B0 ∈ Rn×n no singular, θ ∈ (0, 1), β ∈ (0, 1)
λ ∈

(
0, 1

3

)
τ ∈ (0, 1), cbig > csmall > 0, csmall < 1 , {σk} y {γk} sucesiones decrecientes

tales que kσk → 0 y γk → 0. Para k = 0, 1, . . . hacer

P.1 Criterio de parada: Si ‖G(zk)‖ ≤ ε pare. Sino, siga los pasos 2 a 6.

P.2 Dirección cuasi Newton Inexacta: Calcule

dCNIk ∈ Rn

tal que
‖Bkd

CNI +G(zk)‖ ≤ θk‖G(zk)‖, θk ∈ (0, θ). (3.5)

Si ‖dCNIk ‖ ≤ cbig y

0 ≤ xkiwi + xi(d
k
w)i + wi(d

k
x)i ≤ γk

(xk)Twk

n
, i = 1, 2, . . . , n (3.6)

entonces defina pk = dCNIk sino, pase a P.4.

P.3 Tamaño de paso máximo: Dado τk ∈ [τ, 1), calcule

αbreakk = máx{α ∈ [0, 1]|zk + αpk ∈ Ω} (3.7)

y haga αmaxk = τkα
break
k . Si αmaxk ≤ csmall, pase a P.4, de lo contrario,

pase a P.5.

P.4 Direcciones proyectadas: Escoja τk ∈ [τ, 1), haga αk = τk y defina

p+ = PΩ(zk + dCNIk )− zk y p− = −p+

P.4.1 Si ‖G(zk+αkp+)‖ ≤ [1−λ(1+αk)]‖G(zk)‖+σk defina pk = p+

y pase a P.6

P.4.2 Si zk+αkp− ∈ Ω y ‖G(zk+αkp−)‖ ≤ [1−λ(1+αk)]‖G(zk)‖+σk
defina pk = p− y pase a P.6

P.4.3 haga αk = βαk y vuelva a P.4.1

P.5 Búsqueda lineal: calcule αk = αmaxk máx{βl : l = 0, 1, 2, . . .} tal que

‖G(zk + αkpk)‖ ≤ [1− λ(1 + αk)]‖G(zk)‖+ σk (3.8)

P.6 Actualización: Haga zk+1 = zk + αkpk y actualice Bk+1

Fin.



Algoritmo y teoŕıa de convergencia 22

Sobre este algoritmo, es importante tener en cuenta algunas observaciones,

1. Si ∇fTp+ 6= 0 entonces p+ es una dirección de descenso o p− lo es, por lo tanto,
el ciclo en P.4 terminará en un número finito de repeticiones.

2. Por construcción, podemos garantizar que si αk ∈ (0, 1) entonces z k +αkp+ ∈ Ω.
Sin embargo, no es posible garantizar que zk + αkp− ∈ Ω, por esta razón, es
necesario verificar en P.4.2 la permanencia de zk + αkp− en Ω.

3. Una condición necesaria para garantizar que el ciclo en P.5 termine en un número
finito de repeticiones es que la dirección dCNIk sea una dirección de descenso. En
[60], los autores demuestran que usando el método de gradientes conjugados para
resolver el sistema (3.5) podemos construir direcciones de descenso para f.

4. Dada la escogencia inicial de αk en cada iteración y la condición requerida en
P.4.2 , es trivial ver que zk ∈ int(Ω) para todo k ≥ 0, razón por la cual podemos
garantizar que p+ 6= 0 para todo k.

Las hipótesis bajo las cuales desarrollamos la teoŕıa de convergencia del algoritmo pro-
puesto son:

H0. Existe z∗ ∈ Ω tal que G(z∗) = 0.

H1. Si {zk} es una sucesión generada por el algoritmo CNIDP y {Bk} es una sucesión

de matrices que aproxima a G′(zk) entonces existe k̃ tal que, para todo k > k̃, Bk

es no singular y ademas existe T > 0 tal que ‖B−1
k ‖ ≤ T.

H2. G′(z) es una función lipschitz continua en Ω , es decir, existe una constante L > 0
tal que, para todo z, z′ ∈ Ω,

‖G′(z)−G′(z′)‖ ≤ L‖z− z′‖.

Con respecto a las hipótesis ya establecidas, debemos observar que una consecuencia
inmediata de la hipótesis H2 es que, para todo z, z′ ∈ Ω,

‖G(z′)−G(z)−G′(z)(z′ − z)‖ ≤ L

2
‖z′ − z‖2. (3.9)
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El anterior resultado se puede deducir partiendo del hecho que

G(z′)−G(z)−G′(z)(z′ − z) =

∫ 1

0

[G′((z′ − z)t+ z)−G′(z)] (z′ − z) dt,

luego, si z, z′ ∈ Ω entonces, tomando normas en ambos lados de la anterior igualdad y,
teniendo en cuenta la hipótesis H2, es posible probar (3.9).

En el primer teorema que presentamos, demostramos que el algoritmo CNIDP genera
una sucesión tal que G(zk) converge a cero.

Teorema 3.1. Si {zk} es una sucesión generada por el algoritmo CNIPD entonces

ĺım
k→∞

G(zk) = 0 (3.10)

Demostración: Sean pk una dirección calculada en P.2 o P.4 y αk el tamaño
del paso calculado en las búsquedas lineales llevadas a cabo en P.4.1 , P.4.2 o P.5 ,
entonces,

‖G(zk+1)‖ ≤ (1− λ(1 + αk))‖G(zk)‖+ σk

≤ (1− λ)‖G(zk)‖+ σk

≤ (1− λ)(k+1)‖G(z0)‖+ (k + 1)σk+1,

pero como λ ∈
(
0, 1

3

)
y kσk → 0 entonces podemos concluir que ‖G(zk)‖ −→ 0 siempre

que k −→∞ de lo cual inferimos el resultado deseado. �

En el siguiente teorema, demostramos que bajo una condición de regularidad, el algoritmo
CNIDP genera sucesiones que convergen a la solución del problema (3.3).

Teorema 3.2. Asuma la hipóteis H1. Si {zk} es una sucesión generada por el algoritmo
CNIDP y z∗ es un punto de acumulación de la sucesión tal que G′(z∗) es no singular
entonces ‖G(z∗)‖ = 0 y además,

ĺım
k→∞

zk = z∗ (3.11)

Demostración: En primer lugar, como z∗ es un punto de acumulación de {z k} en-
tonces existe una subsucesión {zkj} tal que zkj −→ z∗ cuando j −→ ∞. Luego, como
G es continua entonces

G(zkj) −→ G(z∗).

Ahora, por el Teorema 3.1, sabemos que G(zk) −→ 0, por lo tanto, podemos inferir
que G(z∗) = 0.
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En segundo lugar, sea K = ‖G′(z∗)−1‖ y sea δ lo suficientemente pequeño tal que, para
todo y ∈ B(z∗, δ) se cumple que

i. G′(y)−1 existe.

ii. ‖G′(y)−1‖ < 2K.

iii. ‖G(y)−G(z∗)−G′(z∗)(y− x∗)‖ ≤ 1

2K
‖y− z∗‖.

Cabe mencionar que la existencia de tal δ la podemos garantizar gracias a los Lemas
1.1 y 1.2 en [26].

Observemos que si y ∈ B(z∗, δ) entonces

‖G(y)‖ = ‖G′(z∗)(y− z∗) +G(y)−G(z∗)−G′(z∗)(y− z∗)‖
≥ ‖G′(z∗)(y− z∗)‖ − ‖G(y)−G(z∗)−G′(z∗)(y− z∗)‖

≥ ‖G′(z∗)(y− z∗)‖ − 1

2K
‖y− z∗‖.

Ahora,

‖y− z∗‖ = ‖G′(z∗)−1G′(z∗)(y− z∗)‖ ≤ ‖G′(z∗)−1‖ · ‖G′(z∗)(y− z∗)‖ = K ‖G′(z∗)(y− z∗)‖

aśı que,
1

K
‖y− z∗‖ ≤ ‖G′(z∗)(y− z∗)‖,

por lo tanto,

‖G(y)‖ ≥ 1

2K
‖y− z∗‖;

es decir,
‖y− z∗‖ ≤ 2K‖G(y)‖ para todo y ∈ B(z∗, δ). (3.12)

Por otro lado, sea ε ∈ (0, δ/8) dado. Como z∗ es un punto de acumulación de {zk} y
G(z∗) = 0 entonces existe un k suficientemente grande tal que

zk ∈ Sε =
{

y : y ∈ B(z∗, δ/2), [M(1 + θ)]‖G(y)‖ < ε y σk <
ε

K

}
,

donde M = máx{K,T} y T es la constante de la hipótesis H1, por lo tanto,
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‖dCNIk ‖ =
∥∥B−1

k [−G(zk) +G(zk) +Bkd
CNI
k ]

∥∥
≤ ‖B−1

k ‖
[
‖G(zk)‖+ ‖G(zk) +Bkd

CNI
k ‖

]
≤ M [‖G(zk)‖+ θ‖G(zk)‖]

= M(1 + θ)‖G(zk)‖ (3.13)

< ε.

Ahora, como ε ∈ (0, δ/8) entonces podemos inferir que ‖dCNIk ‖ ≤ δ
2
. Por otro lado, por

propiedades de la proyección,

‖PΩ(zk + dCNIk )− zk‖ = ‖PΩ(zk + dCNIk )− PΩ(zk)‖
≤ ‖dCNIk ‖ (3.14)

En consecuencia, en cualquiera de los casos en que sea calculada la dirección pk, podemos
garantizar que ‖pk‖ ≤ δ

2
, de donde,

‖zk+1 − z∗‖ = ‖zk + αkpk − z∗‖
≤ ‖zk − z∗‖+ |αk|‖pk‖

<
δ

2
+
δ

2
= δ.

Por lo tanto, zk+1 ∈ B(z∗, δ). Ahora, como

‖G(zk+1)‖ < ‖G(zk)‖+ σk <
ε

M(1 + θ)
+ σk ≤

ε

K(1 + θ)
+

ε

K

y por (3.12)
‖zk+1 − z∗‖ < 2K‖G(zk+1)‖,
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concluimos que

‖zk+1 − z∗‖ < 2ε

1 + θ
+ 2ε <

2

1 + θ
· δ

8
+
δ

4
<
δ

2
,

por lo tanto, zk+1 ∈ Sε.

En resumen, para todo k mayor que un k suficientemente grande, se cumple que zk ∈ Sε
y como ‖G(zk)‖ −→ 0, de (3.12), concluimos que zk −→ z∗ cuando k −→∞. �

En el siguiente lema, garantizamos que las direcciones pk generadas por el algoritmo
CNIPD se encuentran acotadas superiormente.

Lema 3.1. Bajo la hipótesis H1. Si pk es la dirección calculada en P.2 o P.4 entonces
existe una constante κ tal que

‖pk‖ ≤ κ‖G(zk)‖.

Demostración: De (3.13) y (3.14), inferimos que

‖p−‖ = ‖p+‖ ≤ ‖dCNIk ‖ ≤ T (1 + θ)‖G(zk)‖ ≤ 2T‖G(zk)‖,

luego, para todo k ≥ 0, existe κ = 2T tal que

‖pk‖ ≤ κ‖G(zk)‖.

�

A continuación, establecemos una condición necesaria para garantizar la existencia de
una dirección cuasi Newton inexacta que satisfaga (3.5) y (3.6).

Teorema 3.3. Sea z ∈ Ω tal que G(z) 6= 0. Si existe d 6= 0 tal que

‖G(z) +Bd‖ < ‖G(z)‖

y
0 ≤ xiwi + xi(dw)i + wi(dx)i = µi, i = 1, 2, . . . n (3.15)

entonces existe θmin ∈ [0, 1) tal que, para cualquier θ ∈ [θmin, 1), existen d ∈ Rn+m+n

y λ ∈ [0, 1) tal que
‖G(z) +Bd‖ ≤ θ‖G(z)‖ (3.16)

y
xiwi + xi(dw)i + wi(dx)i = µi + λxiwi.
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En particular, si ‖G(z) + Bd‖ = 0 y xiwi + xi(dw)i + wi(dx)i = µi = 0 entonces,
para cualquier γ ∈ (0, 1) y θ ∈

[
0, γ

n

)
, existe d ∈ Rn+m+n tal que (3.16) se cumple y

además,

xiwi + xi(dw)i + wi(dx)i ≤ γ
xTw

n
.

Demostracion. Claramente, d 6= 0. Sean

θ =
||G(z) +Bd||
||G(z)||

(3.17)

y

d =
1− θ
1− θ

d , (3.18)

con θ ∈ [θ, 1). Observemos que

||G(z) +Bd|| =

∣∣∣∣∣∣∣∣G(z) +B · 1− θ
1− θ

d

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣(1− θ)G(z) + (1− θ)Bd

1− θ

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣G(z)− θG(z) +Bd− θBd + θG(z)− θG(z)

1− θ

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣(θ − θ)G(z) + (1− θ)(G(z) +Bd)

1− ||G(z)+Bd||
||G(z)||

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣

≤ (θ − θ)||G(z)||+ (1− θ)||G(z) +Bd||
||G(z)||−||G(z)+Bd||

||G(z)||

=

[
θ||G(z)|| − θ||G(z)||+ ||G(z) +Bd|| − θ||G(z) +Bd||

]
||G(z)||

||G(z)|| − ||G(z) +Bd||
.

Por (3.17), sabemos que
θ ||G(z)|| = ||G(z) +Bd||,

por lo tanto,
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||G(z) +Bd|| ≤ θ (||G(z)|| − ||G(z) +Bd||)||G(z)||
||G(z)|| − ||G(z) +Bd||

= θ ||G(z)||.

Aśı, si definimos θmin = θ, tenemos (3.16).

Ahora, de (3.15) y (3.18),

xiwi + xi(dw)i + wi(dx)i = xiwi +

(
1− θ
1− θ

)
(xi(dw)i + wi(dx)i)

= xiwi +

(
1− θ
1− θ

)
(µi − xiwi)

≤ µi +

(
1− 1− θ

1− θ

)
xiwi

por tanto, si λ = 1−
(

1−θ
1−θ

)
entonces existe d ∈ Rn+m+n tal que (3.16) se cumple y

xiwi + xi(dw)i + wi(dx)i ≤ µi + λxiwi.

Finalmente, supongamos que ‖G(z )+Bd‖ = 0 y que xiwi+xi(dw)i+wi(dx)i = µi = 0
entonces θ = 0 y λ = θ. Aśı, para cualquier θ ∈ [0, 1), existe d ∈ Rn+m+n tal que
(3.16) se satisface y, además,

xiwi + xi(dw)i + wi(dx)i ≤ θxiwi;

en consecuencia, si θ ∈
[
0, γ

n

)
con γ ∈ (0, 1) entonces

xiwi + xi(dw)i + wi(dx)i ≤ γ
xTw

n
.

�

Observemos que

G′(z) =

(
H ′x(z) H ′y(z) H ′w(z)
W 0 X

)
,
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donde W = diag(w1, w2, . . . , wn) y X = diag(x1, x, . . . , xn). En particular, para la fun-
ción G obtenida a partir del Problema de Complementariedad Horizontal (3.2), tenemos
que

G′(z) =

(
H ′x(z) −I
W X

)
=

(
F ′(x) −I
W X

)
.

Luego, si Ak es una aproximación de F ′(xk) y

Bk =

(
Ak −I
W X

)
(3.19)

es la respectiva aproximación a G′(zk) tal que satisface la hipótesis H1 entonces podemos
garantizar que, para cada k, existe dk = −B−1

k G(zk) tal que ‖G(zk)+Bkdk‖ < ‖G(zk)‖
y xiwi + xi(dw)i + wi(dx)i = 0. Aśı, por el teorema que hemos acabado de probar,
concluimos que en cada iteración es posible encontrar una dirección dCNIk que satisfaga
(3.5) y (3.6) para cualquier θ ∈

(
0, γk

n

)
.

La principal conclusión del teorema que presentamos a continuación es que, eventualmen-
te, la dirección usada en la rutina del algoritmo CNIDP será la dirección cuasi Newton
inexacta calculada en P.2 . Es decir, solo será necesario proyectar las dirección dCNI en
algunas primeras iteraciones.

Teorema 3.4. Asuma la hipótesis H1. Sea {zk} una sucesión generada por el algoritmo
CNIDP. Si z∗ un punto de acumulación de la sucesión tal que G′(z∗) es no singular
y cbig ≥ 2T entonces, para k suficientemente grande, la dirección pk, para k ≥ k, es
definida por el paso P.2 del algoritmo.

Demostración: Por el Teorema 3.2, sabemos que zk −→ z∗ y que G(zk) −→ 0,
luego, existe k > 0 tal que H1 se satisface y además, ‖G(z k)‖ < 1 para todo k ≥ k,
en consecuencia, si k ≥ k entonces

‖dCNIk ‖ =
∥∥B−1

k

[
−G(zk) +G(zk) +Bkd

CNI
k

]∥∥
≤ ‖B−1

k ‖
[
‖G(zk)‖+ ‖G(zk) +Bkd

CNI
k ‖

]
≤ T (1 + θk)‖G(zk)‖
≤ 2T

≤ cbig;

por lo tanto, la dirección calculada en P.2 será aceptada. �
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El siguiente teorema es fundamental para demostrar las buenas propiedades de conver-
gencia (en cuanto a velocidad) del algoritmo CNIDP pues en él, básicamente, demostra-
mos que el tamaño de paso “completo”, eventualmente, será aceptado.

Teorema 3.5. Asuma la hipótesis H1 y sea {zk} una sucesión generada por el algoritmo
CNIDP. Si z∗ ∈ Ω es un punto de acumulación de dicha sucesión, G′(z∗) es no singular,

cbig ≥ 2T y γk es tal que γk
(xk)T wk

n
≤ γkx

k
iw

k
i ≤ xkiw

k
i entonces,

ĺım
k→∞

αbreakk = 1

Demostración: Por el Teorema 3.2, sabemos que zk −→ z∗, k −→ ∞ y por el
Teorema 3.4, inferimos que la dirección dCNIk calculada en (3.5) será aceptada en el
paso P.2 del algoritmo. Ahora, como G′(z∗) es no singular entonces existe k tal que
G′(zk) es no singular para todo k ≥ k, pero como

G′(zk) =

(
H ′x(zk) H ′y(zk) H ′w(zk)
Wk 0 Xk

)

entonces podemos inferir que xki y wki no se anulan simultáneamente. Sin pérdida de
generalidad, supongamos xki > 0 para i = 1, 2, . . . , n.

De (3.6), sabemos que

0 ≤ xkiw
k
i + xki (d

k
w)i + wki (d

k
x)i ≤ γk

(x k)Twk

n
(3.20)

y por hipótesis, tenemos que

γk
(x k)Twk

n
≤ xkiw

k
i , i = 1, 2, . . . , n (3.21)

en consecuencia,
xki (d

k
w)i + wki (d

k
x)i ≤ 0, (3.22)

pero como xki > 0 y wki ≥ 0 entonces (dkx)i ≤ 0 o (dkw)i ≤ 0 pero no puede suceder
que ambos sean no negativos simultáneamente, es decir, no es posible que (dkx)i = 0 y
(dkw)i > 0 y viceversa. Por tal razón, hemos considerado los siguientes casos posibles:

Caso 1: (dkx)i = (dkw)i = 0.
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Caso 2: (dkx)i < 0 y (dkw)i ≥ 0.

Caso 3: (dkx)i < 0 y (dkw)i < 0.

Caso 4: (dkx)i ≥ 0 y (dkw)i < 0.

Si el Caso 1 ocurre para todos los ı́ndices i entonces la iteración actual es solución del
problema, por lo tanto, supondremos que los casos 2, 3 o 4 ocurren por lo menos para
algún ı́ndice i. Ahora bien, de (3.7), inferimos que αbreakk debe ser tal que

xki + αbreakk (dkx)i ≥ 0 y wki + αbreakk (dkw)i ≥ 0. (3.23)

Luego,

• Si i es un ı́ndice para el cual el Caso 1 ocurre entonces (3.23) será satisfecho por
cualquier αbreakk ≥ 0.

• Si i es un ı́ndice para el cual el Caso 2 ocurre entonces (3.23) será satisfecho
siempre que

αbreakk ≤ − xki
(dkx)i

(3.24)

• Si i es un ı́ndice para el cual el Caso 3 ocurre entonces (3.23) será satisfecho
siempre que

αbreakk ≤ mı́n

{
− xki

(dkx)i
,− wki

(dkw)i

}
. (3.25)

• Finalmente, si i es un ı́ndice para el cual el Caso 4 ocurre entonces (3.23) será
satisfecho siempre que

αbreakk ≤ − wki
(dkw)i

. (3.26)

Como αbreakk debe satisfacer (3.24), (3.25), y (3.26) simultáneamente entonces

αbreakk = mı́n
i∈I,j∈J,l∈L

{
− xki

(dkx)i
,mı́n

{
− xj

(dkx)j
,− wj

(dkw)j

}
,− wl

(dkw)l

}
,

donde I es el conjunto de ı́ndices para los cuales el Caso 2 ocurre, J es el conjunto de
ı́ndices para los cuales el Caso 3 ocurre y L es el conjunto de ı́ndices para los cuales el
Caso 4 ocurre.
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Observe que en los Casos 3 y 4 wki 6= 0, ya que de lo contrario, (3.20) implica que
(dkw)i = 0, lo cual no es posible. Por otra parte, como G′(z∗) es no singular entonces,
por el Teorema 3.2, G(z∗) = 0, luego, por las condiciones de complementariedad y no
negatividad, x∗i = 0 o w∗i = 0. Ahora, como

G′(z∗) =

(
H ′x(z

∗) H ′y(z
∗) H ′w(z∗)

W ∗ 0 X∗

)
,

de la no singularidad de G′(z∗) deducimos que x∗i y w∗i no se pueden anular simultánea-
mente. Nuevamente, sin pérdida de generalidad, supongamos x∗i = 0.

Como wki → w∗i 6= 0 y por el Lema 3.1 existe una constante κ > 0 tal que
‖dk‖ ≤ κ‖G(zk)‖ entonces

ĺım
k→∞
− wki

(dkw)i
=∞. (3.27)

Aśı, para k suficientemente grande, podemos asumir que

αbreakk = mı́n
i∈I∪J

{
− xki

(dkx)i

}
.

Ahora, por (3.6) e hipótesis del teorema,

0 ≤ xkiw
k
i + xki (d

k
w)i + wki (d

k
x)i ≤ γkx

k
iw

k
i ,

por lo tanto,∣∣xki + (dkx)i
∣∣wki − ∣∣xki (dkw)i

∣∣ ≤ ∣∣(xki + (dkx)i)w
k
i + xki (d

k
w)i
∣∣ ≤ γkx

k
iw

k
i .

Aśı que, ∣∣xki + (dkx)i
∣∣ ≤ xki

(
γkw

k
i +

∣∣(dkw)i
∣∣

wki

)
. (3.28)

Nuevamente, por el Lema 3.1, tenemos que para k suficientemente grande existe una
constante κ tal que ‖dk‖ ≤ κ‖G(zk)‖ luego,

∣∣(dkw)i
∣∣ ≤ κ‖G(zk)‖ y como G(zk) → 0,

podemos concluir que
∣∣(dkw)i

∣∣ → 0. Por otro lado, para los Casos 3 y 4, tenemos que
wki → w∗ 6= 0 y como γk → 0 entonces
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ĺım
k→∞

(
γkw

k
i +

∣∣(dkw)i
∣∣

wki

)
= 0.

Luego, de (3.28), deducimos que xki + (dkx)i = o(xki ). En consecuencia,

ĺım
k→∞
− xki

(dkx)i
= 1,

lo cual completa la prueba del teorema. �

Corolario 3.1. Sea {zk} una sucesión generada por el algoritmo CNIDP. Si z∗ ∈ Ω
es un punto de acumulación de dicha sucesión, G′(z∗) es no singular, cbig ≥ 2T y
τk −→ 1, k −→∞ entonces

ĺım
k→∞

αmaxk = 1

Demostración: Como αmaxk = τkα
break
k entonces, del teorema anterior, podemos deducir

que αmáx
k → 1. �

En el siguiente teorema, demostramos las buenas propiedades de convergencia del algo-
ritmo CNIDP. En él, establecemos condiciones bajo las cuales podŕıamos garantizar una
tasa de convergencia superlineal.

Teorema 3.6. Asuma las hipótesis H1 y H2 y sea {zk} una sucesión generada por el
algoritmo CNIDP. Si z∗ ∈ Ω es un punto de acumulación de dicha sucesión, G′(z∗) es
no singular, cbig ≥ 2T, τk −→ 1, θk −→ 0 y además,

ĺım
k→∞

‖(G′(zk)−Bk)pk‖
‖pk‖

= 0 (3.29)

entonces,
αk = αmaxk

para k suficientemente grande y además, zk −→ z∗ superlinealmente.

Demostración: Por el Teorema 3.4, sabemos que pk = dCNIk para todo k suficien-
temente grande. Ahora,

G(zk + αkpk) = G(zk) +

∫ 1

0

G′(zk + tαkpk)αkpkdt

= (1− αk)G(zk) + αk(G
′(zk)pk −Bkpk +Bkpk +G(zk)) +∫ 1

0

[G′(zk + tαkpk)−G′(zk)]αkpkdt.
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Por tanto, y teniendo en cuenta que αk ∈ (0, 1), H2 y que ‖pk‖ ≤ κ‖G(zk)‖,

‖G(zk + αkpk)‖ ≤ (1− αk)‖G(zk)‖+ αk
‖(G′(zk)−Bk)pk‖

‖pk‖
· ‖pk‖+ αk‖Bkpk +G(zk)‖+∫ 1

0

‖G′(zk + tαkpk)−G′(zk)‖‖αkpk‖dt

≤ (1− αk)‖G(zk)‖+ αk
‖(G′(zk)−Bk)pk‖

‖pk‖
· κ‖G(zk)‖+ αkθk‖G(zk)‖+

L

2
α2
k‖pk‖2

≤
[
(1− αk) + κ

‖(G′(zk)−Bk)pk‖
‖pk‖

+ θk +
L

2
κ2‖G(zk)‖

]
‖G(zk)‖,

pero como G(zk) −→ 0 entonces L
2
κ2‖G(zk)‖ ≤ 1

6
para k suficientemente grande.

Ahora, por simplicidad, denotaremos

µk =
‖(G′(zk)−Bk)pk)‖

‖pk‖
.

Observemos que

1− αk + µkκ+ θk +
1

6
≤ 1− 2λ (3.30)

siempre que

αk ≥
1

6
+ 2λ+ (µkκ+ θk),

pero como λ ∈ (0, 1/3) entonces será suficiente que

αk ≥
5

6
+ (µkκ+ θk) (3.31)

para garantizar que (3.30) se cumpla.

Finalmente, por el Corolario 3.1, sabemos que αmaxk −→ 1 y como por hipótesis
µk, θk −→ 0 entonces, para k suficientemente grande, αmaxk satisface (3.31) y por tanto
(3.30), de tal manera que

‖G(zk + αmaxk pk)‖ ≤ (1− 2λ)‖G(zk)‖
≤ [1− λ(1 + αmaxk )]‖G(zk)‖,

es decir, αmaxk satisface la condición (3.8) en el paso P.5 del algoritmo y por tanto,
αk = αmaxk , para k suficientemente grande.
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Por otro lado, como G′(z∗) es no singular entonces, para k suficientemente grande, se
tiene que G′(zk) es no singular y además, ‖G′(zk)−1‖ ≤ 2‖G′(z∗)−1‖ = 2K de donde,

‖zk+1 − z∗‖ =
∥∥zk + αmaxk pk − z∗ +G′(zk)

−1G(zk)−G′(zk)−1G(zk)
∥∥

≤
∥∥zk − z∗ −G′(zk)−1G(zk)

∥∥+
∥∥G′(zk)−1[G(zk) +G′(zk)pk]

∥∥+ |αmaxk − 1|‖pk‖
≤

∥∥G′(zk)−1
∥∥ ‖G′(zk)(zk − z∗) +G(z∗)−G(zk)‖+∥∥G′(zk)−1
∥∥ [∥∥∥G(zk) +G′(zk)pk +Bkpk −Bkpk

∥∥∥]+ (1− αmaxk )κ‖G(zk)‖

≤ LK‖zk − z∗‖2 + 2K
[
‖G(zk) +Bkpk‖+ ‖G′(zk)pk −Bkpk‖

]
+

(1− αmaxk )κ‖G(zk)‖

≤ LK‖zk − z∗‖2 + 2K
[
θk‖G(zk)‖+ µk‖pk‖

]
+ (1− αmaxk )κ‖G(zk)‖

≤ LK‖zk − z∗‖2 + 2K
[
θk + µkκ

]
‖G(zk)‖+ (1− αmaxk )κ‖G(zk)‖.

Ahora, por el teorema del valor medio, sabemos que existe ξk en el segmento que une a
zk con z∗ tal que

‖G(zk)‖ = ‖G(zk)−G(z∗)‖ ≤ ‖G′(ξk)‖‖zk − z∗‖,

pero como zk −→ z∗ y G′ es continua, podemos asegurar que existe una constante
R > 0 tal que, para k suficientemente grande, ‖G′(ξk)‖ ≤ R; aśı pues,

‖G(zk)‖ ≤ R‖zk − z∗‖

y por lo tanto,

‖zk+1 − z∗‖ ≤ LK‖zk − z∗‖2 + 2K
[
θk + µkκ

]
R‖zk − z∗‖+ (1− αmaxk )Rκ‖zk − z∗‖

≤
[
LK‖zk − z∗‖+ 2KR(θk + κµk) + (1− αmaxk )Rκ

]
‖zk − z∗‖

con lo cual podemos garantizar la convergencia superlineal de la sucesión pues zk −→ z∗,
µk, θk −→ 0 y αmaxk −→ 1. �
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Como se puede ver, hemos demostrado que el algoritmo CNIDP genera sucesiones que
mantienen factibilidad y que, bajo hipótesis razonables, convergen, con una tasa de
convergencia superlineal, a la solución del problema. Vale la pena destacar que el hecho
de resolver de forma inexacta el sistema de ecuaciones Bkd

CNI
k = G(zk) y el hecho de no

tener que proyectar, en cada la iteración, la dirección cuasi Newton inexacta calculada en
P.2 permiten inferir que el algoritmo CNIDP es un algoritmo competitivo con respecto
a los métodos tipo Newton conocidos hasta el momento para resolver Problemas de
Complementariedad Horizontal y Problemas de Complementariedad no Lineal.

Con el objetivo de ratificar los resultados teóricos demostrados en este caṕıtulo y eva-
luar las expectativas generadas alrededor del algoritmo CNIDP, en el siguiente caṕıtulo,
presentamos los resultados numéricos obtenidos al resolver algunos problemas de Com-
plementariedad no Lineal reformulándolos como Problemas de Complementariedad Hori-
zontal y comparamos estos resultados con los obtenidos al resolver los mismos problemas
con el algoritmo tipo Newton propuesto en [2].



CAPÍTULO 4

EXPERIMENTOS NUMÉRICOS

En este caṕıtulo, reportamos los resultados obtenidos tras realizar experimentos numéri-
cos con varios problemas que permiten resaltar las fortalezas del algoritmo CNIDP . Con
este propósito, los códigos de los algoritmos fueron escritos en Matlabr y realizamos
las pruebas numéricas en un computador con procesador Intel(R) Core(TM) i7 con 3
GHz en cada núcleo y una RAM de 16 GB.

Como criterio de parada, usamos ‖G(z)‖ ≤ ε = 10−6. Los valores para los parámetros
requeridos en la implementación del algoritmo fueron los siguientes: la norma máxima
permitida para dCNI en P.2 fue de 104 ( cbig = 104 ), la cota inferior para el tamaño
de paso máximo en P.3 fue csmall = 10−4. La contracción en cada iteración interna
de la búsqueda lineal en P.4 y P.5 fue β = 0.5. De igual manera, en P.4 y P.5 ,
λ = 10−4 y σk = 1/k2. La contracción que permite mantener las iteraciones factibles
(en el interior de Ω ) fue τk = τ = 0.9995; el número máximo de iteraciones que
permitimos realizar fue N = 1000 y el procedimiento con el que hallamos la dirección
cuasi Newton inexacta en P.2 fue el de gradientes conjugados (cgs), aunque también
presentamos algunos resultados positivos al realizar las pruebas con otros procedimientos
incluidos en Matlabr para resolver (3.5).

Uno de los aspectos más importantes en la implementación del algoritmo CNIDP es la

37
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forma cómo se deben actualizar las aproximaciones a la matriz jacobiana G′ en cada ite-
ración. Teniendo en cuenta la hipótesis H1, hemos realizado los experimentos numéricos
haciendo uso de las actualizaciones secantes de cambio mı́nimo. Estas actualizaciones
satisfacen la ecuación secante y su cambio, medido en alguna norma, es mı́nimo con
respecto a la aproximación actual Bk.

Con respecto a esta familia de actualizaciones, se debe resaltar que el hecho de que
satisfagan la ecuación secante y el cambio entre una aproximación y otra sea mı́nimo,
permiten que la sucesión de matrices {Bk} satisfagan la propiedad de deterioración
acotada [10][22], la cual garantiza que las matrices de la sucesión permanezcan en una
vecindad de G′(z∗). Esta propiedad, en general, es muy importante ya que esta nos
permite, por ejemplo, garantizar que la sucesión {‖Bk‖} o incluso, la sucesión {‖B−1

k ‖},
es acotada.

En particular, hemos llevado a cabo nuestros experimentos numéricos haciendo uso de
la actualización “mala” de Broyden [9], la cual tiene la siguiente forma,

Bk+1 = Bk +
(yk −Bksk)y

T
kBk

yTk yk
, (4.1)

donde yk = G(zk+1)−G(zk) y sk = zk+1 − zk.

A continuación, reportaremos los resultados obtenidos al resolver algunos problemas de
prueba generados de forma aleatoria, el Problema de los Valores Propios Complementa-
rios y un problema emergente en el campo de la economı́a. De igual forma, comparamos
los resultados obtenidos con el algoritmo CNIDP con los resultados obtenidos al resol-
ver los problemas con tres algoritmos más. El primero de ellos, es una versión similar al
CNIDP , sin embargo, en este, la dirección en (3.5) es obtenida de forma exacta, dicho
algoritmo lo denominaremos CNDP. El segundo de los algoritmos con los cuales compa-
raremos el desempeño de la propuesta hecha en esta tesis es el algoritmo propuesto en
[2], este es un método tipo Newton inexacto en el cual se hace uso del gradiente proyec-
tado cuando la dirección calculada en P2 no satisface los requerimientos necesarios, este
método lo denotaremos PGIN. El tercer algoritmo con el cual compararemos el método
CNIDP es una versión de este en el que se hace uso de la matriz jacobiana exacta, es
decir, éste también es un método tipo Newton. Este método será denotado NIDP.

En las tablas en las que reportamos los resultados, usamos las siguientes convenciones:

Método: denota el algoritmo usado para resolver los problemas; estos serán CNIDP ,
CNDP, PGIN o NIDP.
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k : es el número de iteraciones que realizaron los algoritmos para resolver los problemas.

It. In.: identifica el número de iteraciones internas llevadas a cabo por el método cgs o
sus similares en los algoritmo CNIDP , NIDP y PGIN.

Proy.: indica el número de iteraciones en las que los algoritmos hicieron uso de sus
respectivas direcciones proyectadas.

z0 : es el punto inicial con el cual se probó cada algoritmo.

−− : indica que el método no convergió.

n: denota el tamaño de cada problema.

Act.: indica la actualización secante de cambio mı́nimo usada: BB (Broyden Buena) y
BM (Broyden Mala).

RelRes = ‖zk+1−z∗‖
‖zk−z∗‖ .

t : denota el tiempo cpu de cada uno de los algoritmos cuando éstos resolvieron los
problemas propuestos.

En lo que sigue, presentamos una breve descripción de cada uno de los problemas y los
resultados obtenidos para cada uno de ellos.

4.1. Funciones de prueba

En esta sección, describiremos dos problemas con los cuales se llevaron a cabo los ex-
perimentos numéricos aqúı presentados. Cabe mencionar que esta clase de problemas
son clásicos en la realización de experimentos numéricos concernientes al campo de la
complementariedad y han sido usados por varios autores para probar sus algoritmos
[33, 34, 49, 55]

El primer Problema de Complementariedad no Lineal está dado por la función
F : Rn −→ Rn, definida por

Fi(x ) = −xi+1 + 2xi − xi−1 +
1

3
x3
i + 1, i = 1, . . . n (4.2)
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en la que, x0 = xn+1 = 0 [34].

De acuerdo a lo mencionado en el caṕıtulo anterior, este PCNL(F) es equivalente al
PCH(H)

F (x )−w = 0

x Tw = 0

x ,w ≥ 0,

donde H(x ,w) = F (x )−w .

En la Tabla 4.1, mostramos los resultados obtenidos al resolver este problema, variando
su tamaño, haciendo uso de la actualización Broyden mala y tomando como punto inicial
el vector de unos del tamaño apropiado.

Método n k It. In. Proy. t (s)
CNIDP 100 15 105 6 0.1094
CNDP 100 15 * 6 0.0781
PGIN 100 121 1381 33 0.7031
NIDP 100 14 92 5 0.1250
CNIDP 1000 18 178 8 1.3594
CNDP 1000 16 * 10 1.6250
PGIN 1000 115 1129 51 7.8281
NIDP 1000 13 141 5 0.9844
CNIDP 5000 13 114 6 20.4848
CNDP 5000 13 * 7 45.4688
PGIN 5000 – – – –
NIDP 5000 48 56 44 76.4531
CNIDP 10000 18 291 4 112.3750
CNDP 10000 13 * 7 305.4219
PGIN 10000 – – – –
NIDP 10000 48 56 44 282.5156
CNIDP 25000 23 349 4 801.5313
CNDP 25000 – * – –
PGIN 25000 – – – –
NIDP 25000 – – – –

Tabla 4.1: Algoritmos CNIDP , CNDP, PGIN y NIDP para el PCNL(F) 4.2.
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Como se puede ver, el método CNIDP fue exitoso en todos los casos, notándose una
superioridad, en términos de tiempo, cuando el problema a resolver fue de gran tamaño
(n = 5000, 10000 y 25000). De igual manera, queremos destacar las pocas iteraciones
internas de cgs que efectuaron los métodos CNIDP y NIDP en relación al tamaño
de cada problema y el número de iteraciones externas de cada uno de ellos. En este
mismo sentido, es satisfactorio notar la poca cantidad de proyecciones que realizó el
algoritmo CNIDP con respecto al número total de iteraciones necesarias para resolver
cada problema.

Con el ánimo de analizar el comportamiento en detalle del algoritmo CNIDP, en la
Tabla 4.2, mostramos los valores obtenidos para αmaxk , αbreakk , αk y RelRes en cada
iteración al resolver el anterior problema con tamaño n = 10000.

k αbreakk αmáx
k αk θ RelRes

1 0.2904 0.2903 0.1451 0.7 0.9965
2 1 0.9995 0.2498 7× 10−11 0.9832
3 0.4914 0.4911 0.2455 7× 10−11 0.9731
4 * 0.9995 0.9995 7× 10−11 0.9650
5 * 0.9995 0.9995 7× 10−11 0.8731
6 0.0037 0.0036 0.0036 7× 10−11 0.6540
7 0.6704 0.6700 0.1675 7× 10−11 0.3211
8 0.0103 0.0102 0.0102 7× 10−11 0.2731
9 0.0041 0.0040 0.0040 7× 10−11 0.2321
10 * 0.9995 0.9995 7× 10−11 0.1516
11 * 0.9995 0.9995 7× 10−11 0.0321
12 0.0359 0.0358 0.0358 7× 10−11 0.0121
13 0.6006 0.6002 0.6002 7× 10−11 0.0102
14 0.7128 0.7124 0.7124 7× 10−11 0.0087
15 0.8024 0.8019 0.8019 7× 10−11 0.0056
16 0.8846 0.8842 0.8842 7× 10−11 0.0021
17 0.9366 0.9361 0.9361 7× 10−11 0.0005
18 0.9412 0.9407 0.9407 7× 10−11 0.0001

Tabla 4.2: Algoritmo CNIDP con n = 10000 y z 0 = (1, 1, . . . , 1)T .

En esta tabla, el śımbolo ∗ indica que en la respectiva iteración, el método CNIDP
hizo uso de la dirección cuasi Newton proyectada. Como se puede ver, este experimento
ratifica los resultados demostrados en los Teoremas 3.1, 3.4 y 3.5, ya que solo fue
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necesario proyectar algunas de las primeras iteraciones y los tamaños de paso máximo
αbreakk y αmaxk convergen a 1. De igual manera, el hecho que RelRes→ 0 indica una tasa
de convergencia superlineal, acorde con lo demostrado en el Teorema 3.6.

Ahora bien, teniendo en cuenta que la forma en la que se aproximan las matrices jaco-
bianas y que el método inexacto para encontrar dk en P.2 son dos factores que pueden
alterar notablemente el desempeño del algoritmo, a continuación presentamos los resul-
tados numéricos obtenidos al variar estos dos factores.

Cabe mencionar que, teóricamente, se ha demostrado que las direcciones obtenidas a
través del método de gradientes conjugados (cgs) son direcciones de descenso para la
función f del problema de minimización (3.4); sin embargo, hasta el momento, no se
han obtenido resultados teóricos acerca del comportamiento de las direcciones obtenidas
por algún otro método. Por esta razón, hemos decidido presentar en este documento los
avances numéricos obtenidos en esta dirección.

Método n k It. In. Proy. t (s)
cgs 100 15 105 6 0.1094
gmres 100 11 30 5 0.0156
bicg 100 12 43 4 0.0156
bicgstab 100 10 23 4 0.0156
cgs 1000 18 178 8 1.3594
gmres 1000 14 82 5 0.5781
bicg 1000 17 179 7 1.3750
bicgstab 1000 19 174 9 1.7031
cgs 5000 13 114 6 20.4848
gmres 5000 – – – –
bicg 5000 16 141 8 26.8438
bicgstab 5000 – – – –
cgs 10000 18 291 4 112.3750
gmres 10000 – – – –
bicg 10000 17 181 7 108.1250
bicgstab 10000 – – – –

Tabla 4.3: Algoritmo CNIDP , Act. BM y z 0 = (1, 1, . . . , 1)T .
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Método n k It. In. Proy. t (s)
cgs 100 13 62 8 0.1719
gmres 100 13 41 8 0.1250
bicg 100 9 63 5 0.0625
bicgstab 100 11 88 4 0.0156
cgs 1000 14 56 10 1.0313
gmres 1000 16 52 10 0.9688
bicg 1000 10 62 6 0.6563
bicgstab 1000 9 38 6 0.5469
cgs 5000 18 39 15 30.0313
gmres 5000 14 32 10 12.2969
bicg 5000 10 62 6 15.2344
bicgstab 5000 9 61 5 13.8281
cgs 10000 18 39 15 112.8750
gmres 10000 15 32 11 45.1875
bicg 10000 10 62 6 58.3438
bicgstab 10000 13 141 5 78.2813

Tabla 4.4: Algoritmo CNIDP , Act. BB y z 0 = (1, 1, . . . , 1)T .

En las Tablas 4.3 y 4.4, reportamos los resultados obtenidos al resolver, con el algoritmo
CNIDP , el PCNL(F) determinado por la función F definida en (4.2) al variar el método
con el cual fue calculada la dirección en P.2. En la primera de ellas, se muestran los
resultados cuando la actualización usada para aproximar las matrices jacobianas fue la
actualización Broyden mala y, en la segunda, se muestran los resultados al usar la
actualización Broyden buena.

Estos experimentos numéricos sugieren que podŕıa ser posible hacer uso del algoritmo
CNIDP cuando éste se implemente con algún método inexacto diferente al cgs. En
muchos de los casos incluso, tanto el número de iteraciones externas como el número
de iteraciones internas y el tiempo de ejecución se vio considerablemente disminuido.
Cabe resaltar que estos son apenas unos resultados preliminares y que por tanto abren
la puerta a futuras investigaciones en esta dirección.

Por otro lado, con el ánimo de evaluar la cualidad de convergencia global del algoritmo
CNIDP, realizamos pruebas con éste y el PCNL(F) determinado por la función F definida
en (4.2) variando el punto inicial con el cual se ejecutó. Los resultados obtenidos son
presentados en la Tabla 4.5.
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Método z 0 k It. In. Proy. t (s)
CNIDP 0.1 ∗ (1, 1, . . . , 1)T 11 11 8 1.2012
CNDP 0.1 ∗ (1, 1, . . . , 1)T 35 * 12 2.9000
PGIN 0.1 ∗ (1, 1, . . . , 1)T 111 1362 23 3.7304
NIDP 0.1 ∗ (1, 1, . . . , 1)T 12 44 4 0.4844
CNIDP 5 ∗ (1, 1, . . . , 1)T 27 58 7 1.4063
CNDP 5 ∗ (1, 1, . . . , 1)T 36 * 23 3.7304
PGIN 5 ∗ (1, 1, . . . , 1)T – – – –
NIDP 5 ∗ (1, 1, . . . , 1)T 11 13 5 1.2813
CNIDP 10 ∗ (1, 1, . . . , 1)T 19 62 7 0.7813
CNDP 10 ∗ (1, 1, . . . , 1)T – * – –
PGIN 10 ∗ (1, 1, . . . , 1)T – – – –
NIDP 10 ∗ (1, 1, . . . , 1)T 12 44 4 1.4375
CNIDP 50 ∗ (1, 1, . . . , 1)T 59 242 16 1.5629
CNDP 50 ∗ (1, 1, . . . , 1)T – * – –
PGIN 50 ∗ (1, 1, . . . , 1)T – – – –
NIDP 50 ∗ (1, 1, . . . , 1)T 11 41 4 2.3594
CNIDP 100 ∗ (1, 1, . . . , 1)T 102 315 21 4.3594
CNDP 100 ∗ (1, 1, . . . , 1)T – * – –
PGIN 100 ∗ (1, 1, . . . , 1)T – – – –
NIDP 100 ∗ (1, 1, . . . , 1)T 51 60 3 7.4063

Tabla 4.5: Variación de z 0, n = 1000.

Como se puede ver, los algoritmos CNIDP y NIDP fueron exitosos en todos los casos, sin
embargo, el método CNIDP fue más rápido, en términos de tiempo, que su contraparte,
el método Newton inexacto.

En conclusión, los experimentos llevados a cabo con el PCNL(F) determinado por la
función F definida en (4.2), nos permitieron ratificar algunos de los resultados teóricos
más importantes demostrados en el caṕıtulo anterior. De igual forma, nos permitieron
evaluar su caracteŕıstica de ser un método global e incluso, nos permitieron generar algu-
nas hipótesis con respecto al uso de diversos métodos inexactos para la implementación
de algoritmos tipo Newton inexactos.

El segundo Problema de Complementariedad no Lineal con el cual realizamos diversas
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pruebas numéricas corresponde al problema definido por la función F : Rn → Rn donde

Fi(x ) = xi

(
n∑
j=1

xj

)
− n. (4.3)

Vale la pena destacar que la matriz jacobiana de F es una matriz densa y que por lo tanto
no es posible, en este caso, tomar ventaja de la estructura de la misma. De igual manera,
es importante mencionar que en este problema se hizo uso del paquete de diferenciación
automática de Matlabr para calcular la respectiva matriz Jacobiana en los casos en los
que esta fue requerida. En la Tabla 4.6, mostramos los resultados obtenidos al resolver
el PCNL(F) definido por (4.3), variando su tamaño y tomando como vector inicial al
vector z 0 = 10× (1, 1, . . . , 1)T .

Método n k It. In. Proy. t (s)
CNIDP 10 3 4 0 0.0003
CNDP 10 3 * 0 0.0003
PGIN 10 4 6 1 0.1875
NIDP 10 3 4 0 0.1875
CNIDP 30 5 6 0 0.0008
CNDP 30 5 * 0 0.0313
PGIN 30 4 7 1 1.2188
NIDP 30 4 6 0 1.1563
CNIDP 50 5 6 0 0.0013
CNDP 50 5 * 0 0.0518
PGIN 50 4 7 1 4.2813
NIDP 50 4 6 0 4.1875
CNIDP 100 5 6 0 0.0064
CNDP 100 5 * 0 0.0619
PGIN 100 4 7 1 27.5781
NIDP 100 4 6 0 27.7969
CNIDP 200 5 6 4 0.0215
CNDP 200 5 * 0 0.1250
PGIN 200 4 7 1 202.9375
NIDP 200 4 6 0 202.1094
CNIDP 500 5 6 0 0.0781
CNDP 500 5 * 0 0.3221
PGIN 500 4 7 1 2.964× 103

NIDP 500 4 6 0 2.964× 103

Tabla 4.6: Algoritmos CNIDP , CNDP, PGIN y NIDP para el PCNL.



4.1. Funciones de prueba 46

Con estos resultados, podemos apreciar el alto costo computacional de los métodos tipo
Newton en contraste con la rapidez, en términos de tiempo, de los métodos cuasi Newton.
Este es un claro ejemplo que sustenta la necesidad de proponer estrategias basadas en
métodos tipo Newton que no tengan la necesidad de hacer uso de las derivadas de las
funciones en juego. Es evidente que en muchos de los problemas de la vida real que son
modelados matemáticamente, es muy dif́ıcil acceder a una expresión que represente sus
derivadas e incluso, cuando es posible acceder a ellas, el costo computacional es bastante
elevado, como se pudo apreciar en este ejemplo, de aqúı la razón para proponer y hacer
uso de métodos cuasi Newton.

En la Tabla 4.7, analizaremos el comportamiento detallado del algoritmo CNIDP
cuando este resolvió el anterior PCNL, de tamaño n = 200 y tomando como punto
inicial el vector z 0 = 50× (1, 1, . . . , 1)T .

k αbreakk αmáx
k αk θ RelRes

1 1 0.9995 0.9995 0.5000 0.9765
2 0.5541 0.5539 0.2769 0.2500 0.9324
3 1 0.9995 0.9995 0.1111 0.7115
4 0.2164 0.2163 0.2163 0.0625 0.6514
5 1 0.9995 0.9995 0.0400 0.5321
6 1 0.9995 0.9995 0.0278 0.4184
7 1 0.9995 0.9995 0.0204 0.2956
8 1 0.9995 0.9995 0.0156 0.1503
9 1 0.9995 0.9995 0.0123 0.0956
10 1 0.9995 0.9995 0.0100 0.0542
11 1 0.9995 0.9995 0.0083 0.0125
12 1 0.9995 0.9995 0.0069 0.00068

Tabla 4.7: Algoritmo CNIDP con n = 200 y z 0 = 50× (1, 1, . . . , 1)T .

Estos resultados permiten ratificar nuevamente los hechos teóricos demostrados en los
Teoremas 3.1, 3.4 y 3.5 ya que, en este caso, el algoritmo CNIDP aceptó la dirección
cuasi Newton en todas su iteraciones, es decir, no fue necesario la proyección de las
mismas sobre el ortante positivo de Rn. De igual manera, podemos observar que αmáx

k =
αk converge a 1 y además que RelRes converge a cero a medida que θ converge a cero,
lo cual refleja la convergencia superlineal del algoritmo.

Finalizaremos los experimentos numéricos con el PCNL(F) definido por (4.3) mostrando,
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en la Tabla 4.8, el comportamiento del algoritmo CNIDP cuando este fue ejecutado
desde distintos puntos iniciales. Para ello, realizamos pruebas con 500 puntos iniciales
seleccionados de forma aleatoria y cuyas componentes se encuentran distribuidas uni-
formemente en el intervalo [0, 10]. En la Tabla 4.8, mostramos el porcentaje de éxito
del algoritmo CNIDP para cada uno de los problemas de distinto tamaño y compa-
ramos los resultados con el algoritmo cuasi Newton local para resolver Problemas de
Complementariedad no Lineal presentado en [4].

n CNIDP Alg. Local
10 100 % 62.2 %

100 100 % 51.2 %
500 99.8 % 61 %

1000 99.6 % 44 %

Tabla 4.8: Análisis de globalidad del algoritmo CNIDP.

Como se puede ver, el método CNIDP convergió, en promedio, en un 99.8 % de los ex-
perimentos realizados mientras su contraparte, el algoritmo local, convergió en promedio,
en un 54.6 % de los experimentos realizados. Estos experimentos muestran la importan-
cia de incluir estrategias de globalización a los algoritmos propuestos para resolver, no
solo Problemas de Complementariedad, sino problemas más generales.

En la siguiente sección, mostramos y analizamos los resultados obtenidos al resolver un
problema reconocido por la comunidad matemática como un problema complejo.

4.2. Valores Propios Complementarios

Dada una matriz A ∈ Rn×n y una matriz definida positiva B ∈ Rn×n, el problema de
los valores propios complementarios (EiCP por sus siglas en inglés), consiste en hallar
un escalar λ > 0 y un vector x ∈ Rn \ {0} tal que

w = (λB − A)x,
xTw = 0,
x ≥ 0, w ≥ 0.

(4.4)

Este problema surge en diversas aplicaciones de la ingenieŕıa y la f́ısica, por ejemplo
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en el estudio de la frecuencia de resonancia de estructuras y la estabilidad de sistemas
dinámicos [17].

Para cualquier solución (λ,x) del EiCP, λ es llamado valor propio complementario del
par (A,B) y x es su correspondiente vector propio complementario. Ahora bien, como el
conjunto de vectores propios complementarios asociados a un valor propio complemen-
tario es un cono entonces no hay pérdida de generalidad al considerar solo las soluciones
que satisfagan ‖x‖1 = eTx = p con p > 0 y e un vector de unos.

En este problema, la estructura de la matriz A juega un rol importante. Por ejemplo, el
caso en el que las matrices A y B son simétricas ha sido ampliamente estudiado en [36, 37,
57] y en estos y otros art́ıculos los autores muestran que el EiCP es equivalente a hallar un
punto estacionario de un programa de optimización diferenciable que envuelve el cociente
Rayleigh en un simplex. Por otro lado, el caso en el que B es simétrica y A es una matriz
no simétrica es abordado en [36, 38] y en sus art́ıculos los autores proponen diversas
formas de abordar el problema. Proponen reescribir el problema como un Problema de
Programación Matemática con restricciones de complementariedad o reescribirlo como
un problema de optimización global o como un Problema de Complementariedad no
Lineal. Para nuestros experimentos, abordaremos el caso en el que A no es simétrica y
transformaremos el EiCP (4.4) en un problema de complementariedad no lineal; para tal
fin, observemos que (4.4) puede ser reescrito como

w = Bx− xn+1Ax,
eTx = p
xTw = 0,
x ≥ 0, w ≥ 0, xn+1 ≥ 0,

donde xn+1 = 1
λ
. Por lo tanto, si una nueva variable no negativa wn+1 se introduce y es

tal que
wn+1 = eTx− p, y xn+1wn+1 = 0

entonces el EiCP (4.4) es equivalente al PCNL(F), donde F : Rn+1 → Rn+1 está definida
por

F (x, xn+1) =

(
Bx− xn+1Ax
eTx− p

)
. (4.5)

Para llevar a cabo nuestros experimentos, hemos seguido las indicaciones dadas en [38]
con el ánimo de comparar nuestros resultados con los obtenidos por los autores. Para
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tal fin, B = In y A fue generada de forma aleatoria de tal manera que sus elementos
estuvieran uniformemente distribuidos en el intervalo [0, 1] o [−50, 50]. Estos dos tipos
de experimentos los agrupamos en los conjuntos A1 y A2, respectivamente.

Cabe mencionar que en esta sección compararemos el algoritmo CNIDP con los algorit-
mos PATH [25] y CASET [39] e incluiremos en este comparativo los resultados obtenidos
al resolver los mismos problemas con el algoritmo PGIN.

En la Tabla 4.9, encontramos el desempeño de los algoritmos antes mencionados en
términos de número de iteraciones y tiempo CPU cuando estos intentaron resolver los
problemas del grupo A1.

n Método k t(s) n Método k t(s)
3 CNIDP 33 0.01 30 CNIDP 291 0.46

PGIN 11 0.01 PGIN 15 0.03
CASET 7 0.00 CASET 63 0.00
PATH – – PATH 136 0.92

6 CNIDP 40 0.01 40 CNIDP 294 0.70
PGIN 9 0.01 PGIN 23 0.02
CASET 14 0.00 CASET 85 0.00
PATH 105 0.91 PATH 133 0.80

10 CNIDP 66 0.04 50 CNIDP 282 0.64
PGIN 9 0.00 PGIN 20 0.06
CASET 25 0.00 CASET 102 0.01
PATH 101 0.85 PATH – –

20 CNIDP 120 0.39 100 CNIDP 290 0.85
PGIN 13 0.01 PGIN 34 0.02
CASET 53 0.00 CASET 203 0.05
PATH 134 0.97 PATH 212 1.21

Tabla 4.9: Resultados grupo A1.

Con este grupo de experimentos, podemos destacar el hecho de que el algoritmo CNIDP
convergió en todos los experimentos y lo hizo en un rango de tiempo aceptable. Si bien
no fue el más rápido de los algoritmos, tuvo un desempeño mejor que el algoritmo PATH
el cual es ampliamente usado para resolver problemas que envuelven condiciones de
complementariedad.
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En la Tabla 4.10, podemos ver los resultados obtenidos por los algoritmos al resolver
el conjunto de problemas pertenecientes al grupo A2.

n Método k t(s) n Método k t(s)
3 CNIDP 31 0.01 30 CNIDP 287 0.91

PGIN 15 0.04 PGIN 216 0.14
CASET 3 0.05 CASET 183 0.02
PATH – – PATH – –

6 CNIDP 61 0.03 40 CNIDP 315 2.81
PGIN 14 0.01 PGIN 251 2.83
CASET 7 0.03 CASET 241 0.00
PATH – – PATH – –

10 CNIDP 136 0.07 50 CNIDP 387 3.34
PGIN 68 0.03 PGIN – –
CASET 25 0.02 CASET 323 0.03
PATH – – PATH – –

20 CNIDP 292 0.39 100 CNIDP 1303 6.17
PGIN 165 0.78 PGIN – –
CASET 71 0.02 CASET 1050 0.19
PATH – – PATH – –

Tabla 4.10: Resultados grupo A2.

En este caso, vemos nuevamente al algoritmo CNIDP como un algoritmo competitivo
con respecto a los algoritmos PGIN y PATH. De igual forma, destacamos el hecho de que
el algoritmo CNIDP convergió en el 100 % de los experimentos. Sin embargo, debemos
decir que para el experimento con n = 100 fue necesario extender el número máximo de
iteraciones permitidas a 1500 para lograr resultados satisfactorios tanto con el algoritmo
CNIDP como con el algoritmo CASET.

En la siguiente sección, mostraremos y analizaremos los resultados obtenidos al resolver
un problema de complementariedad no lineal emergente en el campo de la economı́a.
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4.3. Equilibrio económico

En esta sección, analizaremos los resultados obtenidos al resolver el problema de equili-
brio económico conocido como “Spatial Price Equilibrium Problem” [61].

Este problema consiste en hallar el punto de equilibrio entre el flujo de cierta mercanćıa
por una red vial y el precio de esta en las distintas tiendas en las que debe ser distribuida.
A continuación, incluimos una tabla con la información de la notación usada para este
problema.

Śımbolo Significado

N Número de nodos (tiendas) en la red.
T (n) Número de arcos que salen del nodo n.
H(n) Número de arcos que llegan al nodo n.

A = [Ana] Matriz de incidencia nodo/arco, Ana =


1 si a ∈ T (n)

−1 si a ∈ H(n)

0 en otro caso

Pij Conjunto de caminos entre los nodos i y j.

p ∈ Pij Camino entre los nodos i y j.
hp, h Flujo en el camino p y vector de flujo en los caminos respectivamente.
fa, f Flujo en el arco a y vector de flujo de arcos respectivamente.
Ca(f ) Precio del servicio de transporte sobre el arco a.
πn, π Precio del producto en el nodo n y vector de precios respectivamente.
Sn(π) Suministro del producto en el nodo n.
Dn(π) Demanda del producto en el nodo n.

Tabla 4.11: Notación spatial price problem.

De acuerdo a los presentado en [61], el problema que nos ocupa en esta sección satisface
las siguiente condiciones:
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1. No negatividad de precios y flujo en los arcos,

fa ≥ 0, Dn ≥ 0, Sn ≥ 0, πn ≥ 0 ∀n, a.

2. Conservación de los suministros, demandas y flujo en los arcos,

Dn − Sn +
∑
j

∑
p∈Pnj

hp −
∑
i

∑
p∈Pin

hp = 0 ∀n.

3. El precio del producto entregado es igual al precio del producto local si el flujo en
el arco es positivo,

fa ≥ 0, a = (i, j) =⇒ πi + ca = πj ∀a.

4. El flujo en el arco a es cero si el precio de entrega excede el precio local,

πi + ca > πj, a = (i, j) =⇒ fa = 0 ∀a.

En [32], los autores mostraron que si la función de costo sobre los arcos Ca(f ) es positiva
y las funciones de suministro y demanda son tales que

πn = 0 =⇒ Dn(π)− Sn(π) ≥ 0

entonces (f , S,D,π) es una solución del problema spatial price equilibrium si y solo si
resuelve el PCNL(F), donde F es la función definida por

F (x ) = F

(
f
π

)
=

(
C(f ) + ATπ

S(π)−D(π) + Af

)
(4.6)

La notación usada hasta el momento parece ser para el transporte de un solo producto
sin embargo, dado que en general las funciones usadas están acopladas, las formulaciones
para múltiples productos se pueden realizar mediante el uso de múltiples copias de la
red.

En nuestros experimentos, hemos supuesto dos casos: uno en el que se debe distribuir
un único producto y otro en el que se deben distribuir dos productos entre 5 tiendas
(nodos).

La red diseñada para estos experimentos se muestra en la figura (4.1)
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Figura 4.1: Red de distribución.

Las funciones de costo, suministro y demanda son como las sugeridas en [61]. La función
de costo tiene la forma

Ck
a (f ) = Γka + Ωk

a(f
k
a )4 +

∑
j 6=k

∆kj
a f

j
a ,

la función de suministro tiene la forma

Skn(π) = Bk
n + Jkn(πkn)2 +

∑
j 6=n

uknjπ
k
j

y la función de demanda es de la forma

Dk
n(π) = Ek

n +Gk
n(πkn)2 +

∑
j 6=n

wknjπ
k
j .
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Donde el supeŕındice k hace referencia al producto que será distribuido y los valores
de los parámetros necesarios en cada una de las anteriores funciones son dados en las
Tablas 4.12, 4.13 y 4.14.

a k Γka Ωk
a ∆12

a ∆21
a a k Γka Ωk

a ∆12
a ∆21

a

1 1 1.0 2.00× 10−4 0.1 – 9 1 3.0 2.00× 10−4 0.2 –
2 2.0 1.00× 10−4 – 0.1 2 1.0 2.00× 10−4 – 0.1

2 1 2.0 1.98× 10−5 0.2 – 10 1 1.0 1.98× 10−5 0.4 –
2 4.0 3.96× 10−5 – 0.2 2 2.0 7.92× 10−5 – 0.2

3 1 3.0 3.00× 10−4 0.3 – 11 1 2.0 1.00× 10−4 0.1 –
2 2.0 1.00× 10−4 – 0.4 2 4.0 4.00× 10−4 – 0.7

4 1 1.0 1.60× 10−3 0.2 – 12 1 3.0 3.00× 10−5 0.2 –
2 1.0 4.80× 10−3 – 0.5 2 4.0 4.00× 10−5 – 0.2

5 1 2.0 2.00× 10−4 0.1 – 13 1 1.0 1.00× 10−3 0.3 –
2 2.0 3.00× 10−4 – 0.6 2 4.0 4.00× 10−3 – 0.1

6 1 3.0 5.94× 10−5 0.4 – 14 1 2.0 2.00× 10−3 0.4 –
2 4.0 3.96× 10−5 – 0.3 2 1.0 1.00× 10−3 – 1.0

7 1 1.0 4.00× 10−4 0.5 – 15 1 3.0 3.00× 10−4 0.2 –
2 2.0 2.00× 10−4 – 0.2 2 6.0 6.00× 10−4 – 0.3

8 1 2.0 1.60× 10−3 1.0 – 16 1 1.0 1.00× 10−3 0.1 –
2 2.0 1.60× 10−3 – 0.1 2 1.0 1.00× 10−3 – 0.2

Tabla 4.12: Parámetros para la función de costos.

u1
ij u2

ij
H
HHH

HHi
j

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5

1 0.00 0.02 0.01 0.01 0.00 0.00 0.04 0.02 0.02 0.00
2 0.05 0.00 0.02 0.00 0.02 0.10 0.00 0.04 0.00 0.04
3 0.04 0.02 0.00 0.02 0.04 0.08 0.04 0.00 0.04 0.08
4 0.03 0.00 0.02 0.00 0.02 0.06 0.00 0.04 0.00 0.04
5 0.00 0.01 0.01 0.04 0.00 0.00 0.02 0.02 0.08 0.00

Tabla 4.13: Parámetros para las funciones de suministros y demanda.
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Es de anotar que para todos los experimentos se tomó wkij = −ukij.

n k Bk
n Jkn Ek

n Gk
n

1 1 15.0 0.02 40.0 0.02
2 20.0 0.03 30.0 0.03

2 1 20.0 0.04 60.0 0.04
2 10.0 0.06 80.0 0.06

3 1 15.0 0.04 20.0 0.04
2 10.0 0.06 60.0 0.06

4 1 40.0 0.02 60.0 0.02
2 40.0 0.03 50.0 0.03

5 1 30.0 0.01 40.0 0.01
2 10.0 0.02 80.0 0.02

Tabla 4.14: Parámetros para las funciones de suministros y demanda.

En la Tabla 4.15, presentamos los resultados al resolver el problema resultante de la
red diseñada en la Figura (4.1) y suponiendo que se debe distribuir un único producto.

Método z 0 k It. In. Proy. t (s)
CNIDP 0.1 ∗ (1, 1, . . . , 1)T 35 159 13 0.1563
CNDP 0.1 ∗ (1, 1, . . . , 1)T – * – –
NIDP 0.1 ∗ (1, 1, . . . , 1)T – – – –
CNIDP (1, 1, . . . , 1)T 42 202 15 0.1875
CNDP (1, 1, . . . , 1)T – * – –
NIDP (1, 1, . . . , 1)T 32 157 10 1.3721
CNIDP 5 ∗ (1, 1, . . . , 1)T 39 161 13 0.1721
CNDP 5 ∗ (1, 1, . . . , 1)T 10 * 1 0.0313
NIDP 5 ∗ (1, 1, . . . , 1)T 23 112 6 1.1542
CNIDP 10 ∗ (1, 1, . . . , 1)T 14 21 7 0.0469
CNDP 10 ∗ (1, 1, . . . , 1)T – * – –
NIDP 10 ∗ (1, 1, . . . , 1)T 9 92 3 0.3221
CNIDP 50 ∗ (1, 1, . . . , 1)T 24 157 12 0.0933
CNDP 50 ∗ (1, 1, . . . , 1)T – * – –
NIDP 50 ∗ (1, 1, . . . , 1)T – – – –

Tabla 4.15: Variación de z 0. Un producto por distribuir.
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Estos resultados ratifican al algoritmo CNIDP como un método global en el sentido
que convergió a la solución del problema desde todos los puntos iniciales con los cuales
fue probado. Por otro lado, como era de esperarse, en los casos en que los método
cuasi Newton con dirección exacta, CNDP, y Newton con dirección inexacta, NIDP,
convergieron, estos los hicieron en una cantidad inferior de iteraciones que el método
CNIDP ; sin embargo, este último fue más rápido en términos de tiempo que sus dos
contrapartes.

De igual manera, destacamos el bajo número de iteraciones internas que debió realizar el
algoritmo CNIDP , en cada uno de los ensayos, con respecto al tamaño del problema a
resolver. En este sentido, el algoritmo CNIDP realizó en promedio 7 iteraciones internas
por cada iteración externa, lo que equivale a 1/6 del tamaño original del problema.

En la Tabla 4.16, vemos el resultado de los experimentos llevados a cabo suponiendo
que esta vez se deben distribuir dos productos. Esta suposición duplica el tamaño del
problema y por ende la complejidad del mismo.

Método z 0 k It. In. Proy. t (s)
CNIDP 0.1 ∗ (1, 1, . . . , 1)T 108 1101 18 0.2132
CNDP 0.1 ∗ (1, 1, . . . , 1)T – * – –
NIDP 0.1 ∗ (1, 1, . . . , 1)T 154 121 147 3.2136
CNIDP (1, 1, . . . , 1)T 109 981 21 0.2234
CNDP (1, 1, . . . , 1)T – * – –
NIDP (1, 1, . . . , 1)T 84 632 12 2.4215
CNIDP 5 ∗ (1, 1, . . . , 1)T 102 661 25 0.2233
CNDP 5 ∗ (1, 1, . . . , 1)T 65 * 31 0.5631
NIDP 5 ∗ (1, 1, . . . , 1)T 81 625 10 2.8722
CNIDP 10 ∗ (1, 1, . . . , 1)T 124 1321 32 0.2297
CNDP 10 ∗ (1, 1, . . . , 1)T 109 * 6 0.9393
NIDP 10 ∗ (1, 1, . . . , 1)T 101 934 21 3.4215
CNIDP 50 ∗ (1, 1, . . . , 1)T 193 1351 28 0.3733
CNDP 50 ∗ (1, 1, . . . , 1)T 78 * 23 0.5624
NIDP 50 ∗ (1, 1, . . . , 1)T 106 1034 9 3.5612

Tabla 4.16: Variación de z 0. Dos productos por distribuir.

Estos resultados evidencian, nuevamente, una superioridad, en términos de tiempo, del
algoritmo CNIDP frente a sus dos homólogos. Como era de esperarse, la complejidad
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de este problema se vio reflejada en el incremento del número de iteraciones externas
en cada uno de los experimentos. Con estos resultados, también podemos verificar el
bajo número de iteraciones internas que el algoritmo CNIDP debió realizar por cada
iteración externa; en este caso, fueron en promedio 11 iteraciones internas por cada
iteración externa, lo que equivale aproximadamente a 1/8 del tamaño del problema a
resolver.

Con los experimentos llevados a cabo, podemos enmarcar el algoritmo CNIDP como
un algoritmo competitivo y de bajo costo computacional, hecho que se ve reflejado en
el tiempo de ejecución al resolver los problemas a los que fue enfrentado. Además, el
hecho de resolver los problemas de prueba y desde distintos puntos de inicialización lo
muestran como un método robusto. Si bien somos consientes de que antes de emitir
un juicio sobre el algoritmo CNIDP , es necesario realizar muchas mas pruebas, los
resultados mostrados en este caṕıtulo dejan entrever un futuro prometedor para el nuevo
método propuesto.

Por otra parte, como resultados de los experimentos llevados a cabo, queremos destacar el
hecho de dejar abiertos nuevos problemas de investigación tales como el uso de diversos
métodos inexactos que garanticen un descenso en la función de mérito que se desea
minimizar. Cabe resaltar que avances en esta dirección serán de gran aporte no solo a
las temáticas concernientes a la complementariedad sino a la optimización en general.

En el siguiente caṕıtulo, mostraremos cómo el algoritmo CNIDP , tras una pequeña
modificación, es capaz de resolver sistemas de ecuaciones no lineales con restricciones de
no negatividad, manteniendo la buenas propiedades de convergencia que se demostraron
teóricamente en el Caṕıtulo 3.



CAPÍTULO 5

SISTEMAS DE ECUACIONES CON
RESTRICCIONES

Como lo hab́ıamos mencionado en la introducción de este documento y como se ha
podido ver a lo largo del desarrollo teórico del mismo, el algoritmo CNIDP podŕıa even-
tualmente resolver sistemas de ecuaciones con restricciones de no negatividad. Claro
está, es necesario incluir algunas modificaciones para tal fin, pero vale la pena decir
que tales modificaciones no alterarán significativamente la demostración de los teoremas
presentados en el Caṕıtulo 3.

Con respecto a la clase de problemas que abordaremos en este caṕıtulo, es importante
decir que estos llaman la atención de la comunidad matemática debido a su aparición en
diversos campos de aplicación. En particular, al finalizar este caṕıtulo, presentaremos los
resultados numéricos al resolver dos problemas emergentes en los campos de la qúımica
y la f́ısica nuclear.

Para ser más precisos, el problema que abordaremos en este caṕıtulo será el de resolver
el sistema de ecuaciones

G(z) = 0, z ∈ Ω, (5.1)

58
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donde G : Rn → Rn es una función continuamente diferenciable y

Ω = {z ∈ Rn : z ≥ 0}.

Hemos decidido usar las mismas convenciones que las usadas en el Caṕıtulo 3 para
identificar la función que define el sistema de ecuaciones y el conjunto en el cual deseamos
hallar la solución; sin embargo, debemos tener en cuenta que, en este caso, G es una
función cualquiera y Ω es el octante no negativo de Rn.

En este sentido, el sistema de ecuaciones (5.1) puede ser reformulado como el problema
de minimización con restricciones

Minimizar f(z)
s.a z ∈ Ω,

(5.2)

donde f(z) = 1
2
‖G(z)‖2, y ‖ · ‖ denota la norma euclidiana.

Como se puede ver, matemáticamente, el problema (5.2) es idéntico al problema (3.4), de
ah́ı nuestro interés en mostrar el algoritmo CNIDP como un algoritmo capaz de resolver
sistemas de ecuaciones con restricciones de no negatividad.

Con el ánimo de no repetir las mismas ĺıneas describiendo el algoritmo CNIDP expuesto
en el Caṕıtulo 3, queremos resaltar que la única modificación que hemos realizado en
este método, para abordar sistemas de ecuaciones más generales, es la eliminación del
requerimiento (3.6) ya que, como se puede ver, (3.6) es una condición relacionada direc-
tamente con el Problema de Complementariedad Horizontal. A este método modificado
lo bautizaremos método CNIDP+. Claramente, la eliminación de (3.6) trae consigo por
lo menos una consecuencia y es que, a no ser que se establezca una condición similar
a (3.6), teóricamente, solo será posible demostrar que el algoritmo CNIDP+ genera
sucesiones que convergen a soluciones que se encuentran en el interior de Ω.

En el estudio que hemos realizado, no hemos establecido condiciones adicionales o simi-
lares a (3.6), por lo tanto, nos enfocaremos en problemas cuya solución sea estrictamente
positiva. En este sentido, dejamos la puerta abierta a futuras investigaciones en el tema
que puedan conllevar a establecer condiciones que garanticen un buen desempeño del
algoritmo incluso cuando las soluciones de los problemas se encuentren en la frontera de
Ω.

A continuación, presentamos los resultados de convergencia del algoritmo CNIDP+.
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5.1. Teoŕıa de convergencia

Con respecto a los resultados presentados en esta sección, vale la pena decir que, salvo
un teorema, los demás (incluidas sus demostraciones) son similares a los presentadas
en el Caṕıtulo 3. De igual manera, debemos decir que las hipótesis bajo las cuales se
desarrolla esta teoŕıa de convergencia son las mismas hipótesis expuestas en el Caṕıtulo
3, por tal razón, solo escribiremos los enunciados de los teoremas que constituyen la
teoŕıa de convergencia del algoritmo y hacemos la demostración solo del teorema que
difiere de aquellos presentados en el Caṕıtulo 3.

Teorema 5.1. Si {zk} es una sucesión generada por el algoritmo CNIDP+ entonces

ĺım
k→∞

G(zk) = 0. (5.3)

Teorema 5.2. Asuma la hipóteis H1. Si {zk} es una sucesión generada por el algoritmo
CNIDP+ y z∗ es un punto de acumulación de la sucesión tal que G′(z∗) es no singular
entonces ‖G(z∗)‖ = 0 y además,

ĺım
k→∞

zk = z∗. (5.4)

Lema 5.1. Bajo la hipótesis H1. Si pk es la dirección calculada en P.2 o P.4 entonces
existe una constante κ tal que

‖pk‖ ≤ κ‖G(zk)‖.

El siguiente teorema tiene una leve modificación con respecto a su homólogo, el Teorema
3.3. Sin embargo, su demostración sigue las mismas ideas de la prueba realizada en el
Caṕıtulo 3.

Teorema 5.3. Sea z ∈ Ω tal que G(z) 6= 0. Si existe d 6= 0 tal que

‖G(z) +Bd‖ < ‖G(z)‖, (5.5)

entonces, para cada θ ∈ [0, 1), existe d ∈ Rn tal que

‖G(z) +Bd‖ ≤ θ‖G(z)‖. (5.6)

Nuevamente, gracias a la hipótesis H1 y en virtud del Teorema 5.2, podemos garantizar
que para k suficientemente grande, existe d = −B−1

k G(z) tal que (5.5) se satisface. En
consecuencia, podemos garantizar la existencia de una dirección cuasi Newton inexacta
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que satisfaga (5.6) para cualquier θ ∈ (0, 1).

Teorema 5.4. Asuma la hipótesis H1. Sea {zk} una sucesión generada por el algoritmo
CNIDP+. Si z∗ un punto de acumulación de la sucesión tal que G′(z∗) es no singular
y cbig ≥ 2T entonces, para k suficientemente grande, la dirección pk es definida por el
paso P.2 del algoritmo.

El siguiente teorema es la principal novedad en este desarrollo teórico y con él podremos
demostrar que el tamaño de paso “completo” será eventualmente aceptado siempre y
cuando la solución del problema sea estrictamente positiva.

Teorema 5.5. Asuma la hipótesis H1 y sea {zk} una sucesión generada por el algoritmo
CNIDP+. Si z∗ ∈ int(Ω) es un punto de acumulación de dicha sucesión, G′(z∗) es no
singular y cbig ≥ 2T entonces

ĺım
k→∞

αbreakk = 1.

Demostración: Como z∗ ∈ int(Ω) entonces existe δ > 0 tal que B(z∗, δ) ⊂ int(Ω).
Ahora, por el Teorema 5.2, sabemos que zk −→ z∗, luego, existe k > 0 tal que
zk ∈ B

(
z∗, δ

2

)
para todo k > k. Por otro lado, por el Teorema 5.1 y Lema 5.1,

sabemos que ‖dCNIk ‖ −→ 0 luego, existe k̃ tal que ‖dCNIk ‖ < δ
2

siempre que k > k̃.

Aśı, si k > máx{k, k̃} entonces

‖zk + dCNIk − z∗‖ ≤ ‖zk − z∗‖+ ‖dCNIk ‖ < δ

2
+
δ

2
= δ;

es decir, zk + dCNIk ∈ int(Ω) y por tanto, αbreakk = 1 para todo k suficientemente
grande. �

Corolario 5.1. Sea {zk} una sucesión generada por el algoritmo CNIDP+.
Si z∗ ∈ int(Ω) es un punto de acumulación de dicha sucesión, G′(z∗) es no singular,
cbig ≥ 2T y τk −→ 1, k −→∞ entonces

ĺım
k→∞

αmaxk = 1.

Teorema 5.6. Asuma las hipótesis H1 y H2 y sea {zk} una sucesión generada por
el algoritmo CNIDP+. Si z∗ ∈ int(Ω) es un punto de acumulación de dicha sucesión,
G′(z∗) es no singular, cbig ≥ 2T, τk −→ 1, θk −→ 0 y además,

ĺım
k→∞

‖(G′(zk)−Bk)pk‖
‖pk‖

= 0 (5.7)
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entonces
αk = αmaxk

para k suficientemente grande y además, zk −→ z∗ superlinealmente.

Como pudimos ver, el hilo teórico seguido anteriormente es similar al desarrollo presen-
tado en el Caṕıtulo 3, por lo que las eventuales conclusiones que podamos hacer acerca
de este algoritmo serán similares a las hechas para el algoritmo CNIDP. Para verificar
el potencial del algoritmo CNIDP+ para resolver sistemas de ecuaciones no lineales
con restricciones de no negatividad, en la siguiente sección, presentamos los resultados
numéricos al resolver dos problemas de aplicación. Uno en el campo de la qúımica y otro
en el campo de la f́ısica nuclear.

5.2. Experimentos numéricos

En esta sección, reportamos los resultados obtenidos tras realizar experimentos numéricos
con dos problemas que permiten resaltar las propiedades del algoritmo CNIDP+. Al
igual que los experimentos presentados en el Caṕıtulo 4, los códigos de los algoritmos
fueron escritos en Matlabr y realizamos las pruebas numéricas en un computador con
procesador Intel(R) Core(TM)2 Duo de 3 GHz en cada núcleo y una RAM de 4 GB.

Los valores de los parámetros requeridos para la ejecución del programa fueron exacta-
mente los mismos usados para llevar a cabo los experimentos del Caṕıtulo 4. De igual
manera, el método de actualización de las matrices Bk fue el de Broyden malo.

A continuación, reportaremos los resultados obtenidos al resolver dos problemas prácticos
que surgen en la qúımica y la f́ısica. De igual forma, comparamos los resultados obtenidos
con el algoritmo CNIDP+ con los resultados obtenidos al resolver los problemas con dos
algoritmos más. El primero de ellos, es una versión similar al CNIDP+, sin embargo, en
este la dirección es obtenida de forma exacta en P.2 , dicho algoritmo lo denominaremos
CNDP. El segundo de los algoritmos con los cuales compararemos el desempeño de la
propuesta hecha en esta tesis es el algoritmo propuesto en [51], en el cual, en cada
iteración, los autores proponen proyectar la dirección cuasi Newton obtenida al resolver,
de forma exacta, el sistema de ecuaciones

Bkd
CNI = −G(zk),

este algoritmo lo denotaremos DP.
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En las tablas en las que reportamos los resultados, usamos las siguientes convenciones:

Método: denota el algoritmo usado para resolver los problemas; estos serán CNIDP+,
CNDP o DP.

k : es el número de iteraciones que realizaron los algoritmos para resolver los problemas.

It. In.: identifica el número de iteraciones internas llevadas a cabo por el método cgs en
el algoritmo CNIDP+.

Proy.: indica el número de iteraciones en las que los algoritmos CNPD y CNIDP+

hicieron uso de sus respectivas direcciones proyectadas como direcciones de descenso.

z0 : es el punto inicial con el cual se probó cada algoritmo.

−− : indica que el método no convergió.

n: denota el tamaño de cada problema.

RelRes = ‖zk+1−z∗‖
‖zk−z∗‖ .

t : denota el tiempo cpu de cada uno de los algoritmos cuando estos resolvieron los
problemas propuestos.

En lo que sigue, presentamos una breve descripción de cada uno de los problemas y los
resultados obtenidos para cada uno de ellos.

5.2.1. Equilibrio Qúımico

El primero de los problemas con los que realizamos las pruebas nos traslada al campo
de la qúımica. Este problema, conocido como problema de equilibrio qúımico [42][52],
gira en torno a la combustión de propano (C3H8) en el aire para formar 10 productos. A
continuación, presentamos el sistema de ecuaciones resultante, tras realizar las manipula-
ciones estequiométricas necesarias para cada producto. Las incógnitas, zi, i = 1, . . . , 10,
representan el número de moles del producto i formado por mol de propano consumido.
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z1 + z4 − 3 = 0

2z1 + z2 + z4 + z7 + z8 + z9 + 2z10 −R = 0

2z2 + 2z5 + z6 + z7 − 8 = 0

2z3 + z9 − 4R = 0

K1z2z4 − z1z5 = 0

K2

√
z2z4 − z6

√
z1p

zT
= 0 (5.8)

K3

√
z1z2 − z7

√
z4p

zT
= 0

K4z1 −
z4z8p

zT
= 0

K5z1

√
z3 − z4z9

√
p

zT
= 0

K6z
2
1 −

z2
4z10p

zT
= 0

zi ≥ 0, i = 1, 2, . . . , n.

En este caso, R es un parámetro que expresa las cantidades relativas de combustible y
aire, p es la presión en atmósferas y Ki, i = 1, . . . , 5 son las constantes de equilibrio.
Cabe resaltar que las constantes de equilibrio son f́ısicas y son obtenidas por medición
[52]. En general, los valores dados en la Tabla 5.1 son recomendados para propósitos de
prueba de algoritmos.

Constante Valor
K1 1.930× 10−1

K2 2.597× 10−3

K3 3.448× 10−3

K4 1.799× 10−5

K5 2.155× 10−4

K6 3.846× 10−5

Tabla 5.1: Constantes de equilibrio.

Se debe tener en cuenta que las soluciones f́ısicas de este problemas son tales que zi ≥ 0
para todo i, aunque existen soluciones del sistema (5.8) que no satisfacen esta restricción.
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En la Tabla 5.2, mostramos los resultados obtenidos al resolver el problema de equilibrio
qúımico con los algoritmos CNIDP+, CNDP y DP. Cabe destacar que con el fin de
evaluar la globalidad del algoritmo, hemos realizado varios experimentos variando el
punto inicial con el que fueron ejecutados.

Método z0 k It. In. Proy. t (s)
CNIDP+ (1, 1, . . . , 1)T 57 147 11 0.0820
CNDP (1, 1, . . . , 1)T 49 * 10 0.0780
DP (1, 1, . . . , 1)T −− * −− −−
CNIDP+ 5× (1, 1, . . . , 1)T 67 132 9 0.0564
CNDP 5× (1, 1, . . . , 1)T 43 * 9 0.0624
DP 5× (1, 1, . . . , 1)T −− * −− −−
CNIDP+ 10× (1, 1, . . . , 1)T 43 99 10 0.0732
CNDP 10× (1, 1, . . . , 1)T −− * −− −−
DP 10× (1, 1, . . . , 1)T 220 * 220 0.3520
CNIDP+ 50× (1, 1, . . . , 1)T 220 857 21 0.4124
CNDP 50× (1, 1, . . . , 1)T 263 * 62 0.4212
DP 50× (1, 1, . . . , 1)T 461 * 461 0.6552
CNIDP+ 0.1× (1, 1, . . . , 1)T 53 151 11 0.0870
CNDP 0.1× (1, 1, . . . , 1)T 50 * 11 0.0936
DP 0.1× (1, 1, . . . , 1)T −− * −− −−

Tabla 5.2: Algoritmos CNIDP+, CNDP y DP para el problema de equilibrio qúımico.

Los resultados presentados en la Tabla 5.2 nos permiten confirmar la globalidad del
método CNIDP+ ya que convergió en todos los ensayos a la solución del problema, a
diferencia de los métodos CNDP y DP, los cuales divergieron para algunos puntos inicia-
les. De igual forma, estos experimentos muestran un algoritmo CNIDP+ competitivo
frente a sus dos homólogos ya que, a pesar de converger en un mayor número de iteracio-
nes (en casi todos los experimentos), este requirió menos tiempo para hallar la solución
del problema, aspecto que es caracteŕıstico de los métodos inexactos.

Una situación particular se presentó cuando el punto inicial fue el vector 50×(1, 1, . . . , 1)T

ya que en este caso, los tres métodos convergieron pero el algoritmo CNIDP+ lo hizo
en menos iteraciones que los otros dos algoritmos. Este comportamiento at́ıpico lo atri-
buimos, posiblemente, al hecho que el método CNIDP+ proyectó, considerablemente,
menos direcciones que los métodos CNDP y DP, razón por la cual suponemos que estos
métodos necesitaron de más iteraciones para converger a la solución del problema.
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Finalmente, queremos decir que presentamos los resultados obtenidos al resolver el pro-
blema de equilibrio qúımico porque a pesar de ser un problema relativamente pequeño
(de orden 10), el método inexacto se mostró a la altura de los métodos exactos los cuales,
teórica y experimentalmente, han mostrado un mejor desempeño en estos casos.

En la Tabla 5.3, mostramos el comportamiento detallado del método CNIDP+ cuando
el punto inicial fue el vector 10× (1, 1, . . . , 1)T

k αbreakk αmáx
k αk θ RelRes

31 0.5471 0.5468 0.5468 0.0323 0.7343
32 * * 0.9995 0.0313 0.7841
33 * * 0.9995 0.0303 0.7211
34 0.7643 0.7639 0.7639 0.0294 0.4325
35 0.9327 0.9322 0.9322 0.0286 0.3126
36 1 0.9995 0.9995 0.0278 0.2507
37 1 0.9995 0.9995 0.0270 0.1831
38 1 0.9995 0.9995 0.0263 0.1245
39 1 0.9995 0.9995 0.0256 0.0842
40 1 0.9995 0.9995 0.0250 0.0231
41 1 0.9995 0.9995 0.0244 0.0076
42 1 0.9995 0.9995 0.0238 0.0021
43 1 0.9995 0.9995 0.0232 0.0002

Tabla 5.3: Algoritmo CNIDP+ con z0 = 10× (1, 1, . . . , 1)T .

Como podemos ver, para k suficientemente grande, αbreakk y αk = αmaxk convergen a
1, como lo mostramos en los Teoremas 5.5 y 5.6. Más aun, RelRes → 0, lo cual
refleja una convergencia superlineal del método. El śımbolo (*) indica que en la k−ésima
iteración el método usó una dirección proyectada. Observe que para k suficientemente
grande, la dirección cuasi Newton inexacta siempre fue aceptada.

5.2.2. Ecuación H de Chandrasekhar

En el campo de la radiación atmosférica, la función H de Chandrasekhar aparece como
solución (de la ecuación denominada con su mismo nombre) a problemas relacionados
con la dispersión y la transferencia radioactiva [12]. Si c ∈ (0, 1) entonces la ecuación H
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adopta la siguiente forma

H(µ)−
(

1− c

2

∫ 1

0

µH(ν)

µ+ ν
dν

)−1

= 0. (5.9)

Si discretizamos la anterior ecuación, aproximando la integral a través de la regla del
punto medio; es decir, haciendo∫ 1

0

g(µ)dµ ≈ 1

n

n∑
j=1

g(µj)

donde µi = (i − 1/2)/n, para i = 1, 2, . . . , n, entonces el problema discreto que
tendŕıamos que resolver seŕıa el sistema G(z) = 0 de n ecuaciones, con el mismo
número de variables, zi = H(µi), donde

Gi(z) = zi −

(
1− c

2N

N∑
j=1

µizj
µi + µj

)−1

.

Se sabe que tanto la ecuación (5.9) como el problema discreto resultante, tienen dos
soluciones para cada c ∈ (0, 1) [43]. Sin embargo, solo una de ellas, la positiva, tiene un
significado f́ısico de trascendencia.

En la Tabla 5.4, podemos ver los resultados obtenidos al intentar hallar la solución
positiva de la ecuación H de Chandrasekhar con los algoritmos CNIDP+, CNDP y
DP. Cabe mencionar que los experimentos fueron llevados a cabo variando el número de
nodos en la discretización de la ecuación (5.9), lo cual evidentemente varió el tamaño del
respectivo sistema de ecuaciones a resolver. De igual manera, resaltamos que todos los
experimentos fueron llevados a cabo con c = 0.9. Los resultados presentados en la Tabla
5.4 fueron llevados a cabo tomando como punto inicial el vector z0 = (1, 1, . . . , 1)T .
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Método n k It. In. Proy. t (s)
CNIDP+ 100 7 13 0 0.1404
CNDP 100 6 * 0 0.1502
DP 100 6 * 6 0.1560
CNIDP+ 1000 7 10 0 5.3600
CNDP 1000 6 * 0 11.6485
DP 1000 6 * 6 11.7937
CNIDP+ 3000 8 15 0 53.0559
CNDP 3000 7 * 0 285.2322
DP 3000 7 * 7 279.1482
CNIDP+ 5000 8 15 0 147.1089
CNDP 5000 7 * 0 1206.5432
DP 5000 7 * 7 1184.6754

Tabla 5.4: Algoritmos CNIDP+, CNDP y DP para la ecuación de H.

Este experimento permite resaltar la ventaja de usar procedimientos inexactos para
hallar la dirección dCNI

k . Como podemos observar, cgs requirió aproximadamente de
dos iteraciones internas por cada iteración externa para resolver el sistema (3.5), efecto
que se ve reflejado en el tiempo de ejecución de cada algoritmo. Es claro que el algoritmo
CNIDP+ muestra un mejor desempeño, en términos de tiempo, a partir de 1000 nodos
y esta ventaja se incrementa a medida que aumenta el tamaño del sistema a resolver; es
decir, a medida que aumenta el número de nodos en la discretización.

En la Tabla 5.5, podemos ver el desempeño de los métodos CNIDP+, CNDP y DP
cuando éstos fueron ejecutados variando el punto inicial y dejando el número de nodos
fijo en n = 1000.
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Método z0 k It. In. Proy. t (s)
CNIDP+ 0.1× (1, 1, . . . , 1)T 8 12 0 5.1984
CNDP 0.1× (1, 1, . . . , 1)T 7 * 0 15.8655
DP 0.1× (1, 1, . . . , 1)T 7 * 7 14.6017
CNIDP+ 10× (1, 1, . . . , 1)T 25 47 0 20.5175
CNDP 10× (1, 1, . . . , 1)T −− * −− −−
DP 10× (1, 1, . . . , 1)T 16 * 16 41.7927
CNIDP+ (1, . . . , 1, 0, . . . , 0)T 16 28 0 9.8125
CNDP (1, . . . , 1, 0, . . . , 0)T 9 * 0 19.1569
DP (1, . . . , 1, 0, . . . , 0)T 9 * 9 15.5421
CNIDP+ (1, 0, . . . , 0)T 10 15 0 5.9124
CNDP (1, 0, . . . , 0)T 9 * 0 19.2037
DP (1, 0, . . . , 0)T 9 * 9 10.3157

Tabla 5.5: Algoritmos CNIDP+, CNDP y DP para la ecuación H. n = 1000

Como se puede ver, este experimento nuevamente exalta la robustez del algoritmo CNIDP+,
pues convergió en todos los ensayos, para distintos puntos iniciales y con un buen desem-
peño en términos de tiempo con respecto a los otros dos algoritmos.

Para finalizar los experimentos referentes al problema de Chandrasekhar, en la Tabla 5.6,
reportamos el comportamiento detallado del algoritmo CNIDP+ cuando este resolvió
la respectiva ecuación con n = 1000 y tomando como punto inicial el vector z0 =
(1, . . . , 1).

k αbreakk αmáx
k αk θ RelRes

1 1 0.9995 0.9995 0.5000 0.5256
2 1 0.9995 0.9995 0.3333 0.4334
3 1 0.9995 0.9995 0.2500 0.3123
4 1 0.9995 0.9995 0.2000 0.1044
5 1 0.9995 0.9995 0.1667 0.0855
6 1 0.9995 0.9995 0.1429 0.0093
7 1 0.9995 0.9995 0.1250 0.0002

Tabla 5.6: Algoritmo CNIDP+ con n = 1000 y z0 = (1, 1, . . . , 1)T .



5.2. Experimentos numéricos 70

Los resultados presentados en la Tabla 5.6 nos permiten ver un buen despeño del
algoritmo CNIDP+, pues los tamaños de paso máximo αbreakk = 1 y αk = 0.9995
fueron aceptados en todas las iteraciones. Cabe resaltar que este comportamiento fue
mucho mejor que el garantizado por los Teoremas 5.5 y 5.6. De igual manera, podemos
observar una convergencia superlineal de la sucesión que genera el algoritmo a la solución
del problema, lo cual se ve reflejado en el hecho que RelRes→ 0 a medida que θ → 0.

Finalizamos la presentación de este documento realizando algunos comentarios sobre el
trabajo realizado, los logros obtenidos y los posibles trabajos de investigación que pueden
surgir a partir de este.
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COMENTARIOS FINALES

Resolver el Problema de Complementariedad Horizontal a través del problema de mini-
mización (3.4) es importante en el sentido que da robustés a los algoritmos cuyo objetivo
es resolver el sistema de ecuaciones no lineales (3.3), los cuales por śı solos ya son bastante
significativos en la solución de problemas de este tipo.

En este trabajo, propusimos un algoritmo cuasi Newton inexacto global (CNIDP) para
resolver Problemas de Complementariedad Horizontal y en particular, para resolver Pro-
blemas de Complementariedad no Lineal. Este método puede ser útil, en primer lugar,
cuando la matriz jacobiana de la función que define el problema es costosa de calcular
y en segundo lugar, cuando el usuario no tiene información de la posible solución del
problema. El algoritmo que propusimos es un algoritmo de punto interior y se basa en
el uso, siempre que sea posible, de direcciones cuasi Newton inexactas para generar una
nueva iteración. En el caso en que una dirección cuasi Newton inexacta no sea aceptada
o genere una nueva iteración por fuera de la región de factibilidad, dicha dirección es
proyectada sobre el octante positivo de Rn+m+n.

Cabe resaltar que el método CNIDP es un método libre de derivadas en el sentido en que
no es necesario conocer la matriz jacobiana de la función que define el PCH para realizar
la búsqueda lineal. De igual manera, se demostró que el método propuesto goza de buenas
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propiedades de convergencia y que, bajo algunas hipótesis razonables, este puede tener
una convergencia hasta superlineal. Los experimentos llevados a cabo y aqúı reportados
dejaron ver un buen desempeño del algoritmo CNIDP para resolver problemas de gran
tamaño.

También, propusimos una leve modificación al método CNIDP para resolver sistemas
de ecuaciones no lineales con restricciones de no negatividad más generales. Ante tal
modificación, realizamos el respectivo desarrollo teórico y probamos, bajo el supuesto
de buscar soluciones estrictamente positivas, que el método goza de buenas propiedades
de convergencia. Los experimentos numéricos llevados a cabo en problemas emergentes
en la qúımica y la f́ısica permitieron mostrar la potencialidad de este algoritmo cuando
no se conoce la solución del problema y cuando el tamaño del problema a resolver es
considerablemente grande.

Consideramos que este trabajo abre la puerta a otras investigaciones relacionadas con
el uso de métodos tipo Newton. Por ejemplo, es de gran interés ahondar en la investiga-
ción sobre posibles actualizaciones de las matrices jacobianas que eventualmente podŕıan
mejorar el rendimiento del algoritmo. De igual manera, creemos que pensar en posibles
condiciones sobre la dirección dCNIk similares a la condición (3.6) daŕıan un gran espal-
darazo al método CNIDP+ para resolver sistemas de ecuaciones con restricciones de no
negatividad. En este mismo sentido, consideramos viable generalizar el estudio del méto-
do CNIDP+ a problemas con restricciones sobre conjuntos por lo menos convexos, lo
cual, evidentemente, conllevaŕıa a la propuesta de un método para resolver el Problema
de Complementariedad Generalizado presentado en la Sección 2.1.6.

Finalmente, destacamos el hecho de que como producto de este trabajo de investigación
se escribieron tres art́ıculos titulados: “Global inexact quasi-Newton method for nonli-
near system of equations with constrains”, “A new global inexact quasi-Newton method
for nonlinear complementarity problems” y “Fast convergence of an inexact interior
point method for horizontal complementarity problems”[7]. Con respecto a los dos pri-
meros, vale la pena decir que se encuentran en proceso de evaluación y con respecto al
tercer art́ıculo, es importante mencionar que ya se encuentra publicado en la revista Nu-
merical Algorithms. De igual manera, queremos mencionar que algunos de los resultados
de esta investigación fueron expuestos en dos eventos internacionales: Latin American
Wokshop on Optimization and Control (LAWOC-2016) llevado a cabo en la ciudad de
Tandil (Argentina) e International Conference on Applied Mathematics and Informatics
(ICAMI-2017) llevado a cabo en la ciudad de San Andrés (Colombia).
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APÉNDICE

En este caṕıtulo analizaremos, con un poco más de detalle, los problemas de comple-
mentariedad de la familia mencionada en la Sección 2.1.

Iniciaremos este análisis con el problema de complementariedad que quizá dio pie a
la comunidad matemática para investigar en temáticas concernientes al campo de la
complementariedad, dicho problema es el problema de complementariedad lineal.

Si bien este problema era ya conocido por la comunidad a principio de los años 60, no
fue sino hasta 1963 que llamó la atención de los matemáticos, en particular, de Howson
y Lemke [45] quienes demostraron que el problema de hallar el punto de equilibrio de
Nash era equivalente a resolver un PCL. Sin embargo, solo hasta 1968 este problema se
logró consolidar como un problema de gran interés en las matemáticas pues fue en ese
año que Cottle y Dantzing en [18] mostraron que los problemas de programación lineal
y cuadrática y el problema de los juegos bimatrix se pod́ıan expresar como un PCL. Es
más, existen muchos autores que atribuyen la propuesta del PCL a Cottle y Dantzing y
ubican, en la historia, la aparición de este problema en el año 1968.

Ahora bien, recordemos que si M ∈ Rn×n y q ∈ Rn son, respectivamente, una matriz
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y un vector cualquiera, el PCL(M,q) consiste en hallar x ∈ Rn tal que

Mx + q ≥ 0, x ≥ 0 y x T (Mx + q) = 0. (7.1)

Con respecto a este problema se han escrito y publicado centenares de art́ıculos y varios
libros en los que, en algunos, se desarrollan métodos para hallar soluciones al problema
y, en otros, se establecen condiciones bajo las cuales se puede caracterizar el conjunto
solución del problema [4, 6, 18, 19, 21, 28, 40, 54], entre otros.

Por otro lado observemos que, si suponemos que F (x) = Mx + q , entonces, (7.1) se
podŕıa escribir como

F (x) ≥ 0, x ≥ 0 y x TF (x) = 0.

Claramente, la anterior expresión es más general e hizo pensar a la comunidad matemáti-
ca en el caso en el que F no fuera una función lineal. Aśı pues, en 1964, Cottle, en su
tesis doctoral, introdujo por primera vez el problema de complementariedad no lineal.

En los años posteriores se fue desarrollando la teoŕıa relacionada con las condiciones de
complementariedad y se fueron estableciendo los problemas de la “familia de problemas
de complementariedad ”presentada en la Sección 2.1. Como es de esperarse, existen ca-
sos en los que, bajo algunas condiciones, uno de los problemas de la familia es equivalente
a otro de los problemas de la misma. En las lineas escritas en el Capitulo 2, tratamos
de establecer las relaciones entre cada uno de los problemas y el PCNL, en particular,
queremos destacar el hecho de que, bajo algunas consideraciones, cada problema de la
familia se puede reducir a un PCNL. En efecto,

1. Claramente el PCL es un caso particular del PCNL, por lo tanto, cualquier estrate-
gia propuesta para resolver problemas de complementariedad no lineal es aplicable
a problemas de complementariedad lineal.

2. Con respecto al problema de complementariedad mixto presentado en la Sección
2.1.2, es fácil ver que si li = 0 y ui = ∞ para i = 1, 2, . . . , n entonces, la
desigualdad (2.3) se reduce a x ≥ 0, la igualdad (2.4) se transforma en xTw = 0
y la igualdad (2.5) implica que v = 0, por lo tanto, el PCm(F) se transforma en
el problema de hallar x,w ∈ Rn tal que

F (x )−w = 0

xTw = 0

x ,w ≥ 0
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el cual, evidentemente, es un PCNL(F).

3. Con respecto al problema de complementariedad horizontal, en el Caṕıtulo 3 y en
particular en (3.2), vimos bajo qué condiciones un PCH equivalente a un PCNL.

4. Claramente, si en un problema de complementariedad vertical intervienen dos fun-
ciones en su formulación y una de ellas es la función identidad entonces el problema
se reducirá a un PCNL, tal como se vio en la Sección 2.1.4

5. Finalmente, con respecto al problema de desigualdades variacionales, aprovechare-
mos estas lineas para demostrar la equivalencia, en un caso particular, entre éste y
un PCNL. Recordemos que dados un Conjunto no vaćıo y convexo X y una función
continuamente diferenciable F , el problema de desigualdades variacionales consiste
en hallar x ∈ X tal que

F (x)T (y− x) ≥ 0, para todo y ∈ X. (7.2)

El caso particular donde se obtiene la equivalencia entre un problema de desigual-
dades variacionales y un PCNL sucede cuando X = Rn

+, donde Rn
+ es el octante

no negativo de Rn.

En efecto, en primer lugar, observe que si x∗ es una solución del PCNL(F) y
y ∈ Rn

+ entonces,

F (x∗)T (y− x∗) = F (x∗)Ty− F (x∗)Tx∗ = F (x∗)Ty

pero como F (x∗) ≥ 0 (por ser x∗ solución del PCNL(F)) y y ≥ 0 podemos inferir
que F (x∗)Ty ≥ 0 en consecuencia,

F (x∗)T (y− x∗) ≥ 0

y como y ∈ Rn
+ es cualquier vector, concluimos que x∗ es una solución del

DV (Rn
+, F ).

Rećıprocamente, si x∗ es una solución del DV (Rn
+, F ) entonces, x∗ ≥ 0 y (7.2)

se satisface para cualquier vector y ∈ Rn
+. En particular, si y = 0 y si y = 2x

obtendŕıamos respectivamente que: F (x∗)Tx∗ ≤ 0 y que F (x∗)Tx∗ ≥ 0 por lo
tanto, concluimos que

F (x∗)Tx∗ = 0.

Análogamente, si suponemos que y = x∗ + e i, donde e i es el i-ésimo vector
canónico de Rn entonces, de (7.2), podemos concluir que Fi(x

∗) ≥ 0 para cada
i = 1, 2, . . . , n, en consecuencia, F (x∗) ≥ 0 y por lo tanto, x∗ es una solución del
PCNL(F).
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Lo anterior demuestra que el conjunto solución del DV (Rn
+, F ) y el conjunto solu-

ción del PCNL(F) son iguales.

Si bien en este apéndice nos hemos centrado en resaltar los casos en los que los diversos
problemas de la familia de complementariedad son equivalentes al PCNL, es bien sabido
que existen muchos casos en los que tales equivalencias no son posibles y para ello,
se deben diseñar métodos que aprovechen la estructura de cada uno de los problemas.
En este sentido, en esta investigación nos preocupamos por proponer un método para
resolver el problema de complementariedad horizontal el cual, por lo mencionado en
el item 3, también es capaz de resolver problemas de complementariedad no lineal y,
en este mismo sentido, invitamos a aquellas personas interesadas en investigar en estos
temas, a proponer nuevas estrategias que permitan resolver los diversos problemas de
complementariedad existentes.
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