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Zusammenfassung

Gegenstand dieser Arbeit ist die FErstellung von residualen und hierarchischen
a posteriori Fehlerschédtzern fiir zeitharmonische elektromagnetische FEM-BEM-
Kopplungsprobleme auf Lipschitz-reguliren Gebieten € im R3.

Dabei betrachten wir zuerst eine symmetrische gekoppelte variationelle Formulierung
zu einem Wirbelstromproblem (Hiptmair 2000) in einem beschrinkten Leiter €2 mit
Rand I'. Die Unbekannten sind das zu einem vorgebenen Induktionsstrom sich ein-
stellende elektrische Feld E € H(curl,2) und die Randvariable A := curlE x n €
curlp H/2(T). Fiir das Galerkin-Verfahren werden die konformen Finite-Element-Riume
ND; C H(curl, Q) und curly S; C curly HY/2(T") verwendet. Hierbei bezeichnen N'D;
den Raum der Nédélec-Elemente erster Ordnung und S; den Raum der global stetigen,
stiickweise bilinearen Splines.

Danach betrachten wir eine weitere Kopplungsformulierung, diesmal zu einem Streupro-
blem (Levillain 1991, Ammari & Nédélec 1999) fiir einen stark verlustbehafteten Korper
Qc¢, der von einer dielektrischen Schicht Qp umgeben ist. Gesucht werden das Gesamt-
feld E € H(curl, ;) und die Randvariable X := curlE x n € TH, "/*(divy,Tp) auf
dem aufleren Rand I'p. Fiir das Galerkin-Verfahren verwendet man Nédélec-Elemente
ND; C H(curl, Qp) und Raviart-Thomas-Elemente R7; C THF/z(diVD I'p).

Fiir beide Formulierungen konstruieren wir p-hierarchische und residuale Fehlerschétzer.
Die hierarchischen Fehlerschitzer beruhen auf stabilen Zerlegungen der , hoheren“ An-
satzraiume ND; und curlr S, bzw. R7, und setzen Saturationsannahmen voraus.
Hierfiir zeigen wir Zuverldssigkeit und Effizienz. Die residualen Fehlerschétzer beru-
hen auf L2-Abschiitzungen der Residuen. Man erhélt Terme auf Volumenelementen und
deren Seitenflichen, in denen die singuldren, schwach singuléren und hypersingulidren
Randintegraloperatoren aus den variationellen Formulierungen vorkommen. Hierfiir zei-
gen wir Zuverlassigkeit.

Beide a posteriori Fehlerschétzer beriicksichtigen sowohl die Finiten Elemente wie auch
die Randelemente. Durch die Anwendung von adaptiven Methoden fiir Kopplungspro-
bleme auf elektromagnetische Problemstellungen erweitern wir Ergebnisse von Hiptmair
& Wohlmuth (1999) und von Carstensen & Stephan (1996,1997).

Schlielich belegen wir Zuverlassigkeit und Effizienz des residualen Fehlerschéitzers (fiir
die h-Version) zum Wirbelstromproblem durch numerische Tests. Fiir verschiedene rech-
te Seiten, fiir verschiedene Werte der elektrischen Konduktivitdt o, und auf Hexaeder-
wie auf Tetraeder-Gitter stellen wir die erwartete Konvergenzrate von 1 des Galerkinver-
fahrens und des Fehlerschétzers fest. Ein Beispiel mit adaptiver Verfeinerung rechtfertigt
die Verwendung des Fehlerschétzers als Fehlerindikator.

Schlagworter. Maxwell-Gleichungen, symmetrische Kopplung, a posteriori Fehler-
schétzer



Abstract

This thesis is concerned with the construction of residual and hierarchical a posterio-
ri error estimators for time-harmonic electromagnetic fem-bem coupling problems on
Lipschitz regular domains in R3.

We first consider a symmetric coupled variational formulation for an eddy current pro-
blem (Hiptmair 2000) in a bounded conductor Q2 with boundary I'. The unknowns are
the electric field E € H(curl, Q) resulting from a given inducing current and the boun-
dary variable X := curl E x n € curly H'/2(I'). For the Galerkin method we use the
conforming finite element spaces N'D; C H(curl, ) and curlr S; C curly H/2(T'). He-
re N'D; denotes the spaces of first degree Nédélec elements and S; the space of globally
continuous, piecewise bilinear splines.

We then consider a further coupling formulation, now pertaining to a scattering problem
(Levillain 1991, Ammari & Nédélec 1999) for a highly lossy body ¢ surrounded be a
dielectric layer Qp. We search the total field E € H(curl, ) and the boundary variable
A :=curlE xn ¢ THF/Q(din,FD) on the exterior boundary I'p. For the Galerkin
method we use Nédélec elements N'D; C H(curl, Q) and Raviart-Thomas elements

RT; C TH; " (divr, T'p).

We construct p-hierarchical and residual error estimators for both formulations. The
hierarchical error estimators rely on stable decompositions of the “richer” ansatz spaces
ND,y and curly S, resp. RT 5 and require a saturation assumption. For these estimators
we show reliability and efficiency. The residual error estimators are based on L?-estimates
of the residuals. We obtain terms on the volume elements and their faces in which the sin-
gular, weakly singular and hypersingular boundary integral operators of the variational
formulations appear. For this we prove reliability.

Both a posteriori error estimators take into consideration the finite elements as well as
the boundary elements. By applying adaptive methods for coupling problems to elec-
tromagnetic problems we extend the results of Hiptmair & Wohlmuth (1999) and of
Carstensen & Stephan (1996,1997).

Finally, we underline reliability and efficiency of the residual error estimator (for the
h-version of the fem-bem coupling) for the eddy current problem through numerical
tests. Using various right hand sides, different values for the electric conductivity o and
hexahedral as well as tetrahedral grids we assert the expected convergence rate of 1
for the Galerkin method and for the error estimator. An example using adaptive mesh
refinement justifies the use of the error estimator as error indicator.

Key words. Maxwell’s equations, symmetric coupling, a posteriori error estimators
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1. Einleitung

Das zentrale Anliegen dieser Dissertation ist es, fiir zwei verschiedene elektromagneti-
sche Kopplungsformulierungen (ein Wirbelstrom- und ein Streuproblem) auf Lipschitz-
reguldren Gebieten hierarchische und residuale Fehlerschétzer zu finden, und numeri-
sche Berechnungen fiir den residualen Fehlerschétzer fiir das Wirbelstromproblem durch-
zufithren. Bevor wir zu dem Aufbau dieser Arbeit kommen, wollen wir zunéchst einmal
ndher beleuchten, worum es hier geht.

1.1. Einfiihrung

Das Verhalten elektromagnetischer Felder in einem Gebiet Q@ C R? mit Rand I' und
elektrischer Permitivitidt e = €e(x) > 0, magnetischer Permeabilitit u = p(x) > 0
und elektrischer Konduktivitit ¢ = o(x) > 0 wird durch die Mazwell-Gleichungen
bestimmt. Wir betrachten hier den Fall zeitperiodischer elektromagnetischer Felder, der
in vielen Anwendungen eine Rolle spielt. Dazu halten wir eine Frequenz w € R fest und
bezeichen mit E,H,J : Q x R, — C3 das elektrische Feld, das magnetische Feld und
die Stromdichte zur Frequenz w. Die Maxwell-Gleichungen haben dann die Form:

curl E =iwuH in €,
curlH= —iweE +J in Q.

Wir nehmen nun an, dafl 2 beschréankt sei. Die naheliegendste variationelle Formulierung
hierzu lautet: Finde E € H(curl, §2), so da8

(1" curl E, curlv)g — w?*(¢E, v)q — iw(0E, v)o = w(J, v)a + (1~ wE, %v)r

fiir alle v € H(curl, Q). Hierbei ist H(curl, ©2) der Raum der Funktion aus L?(Q), de-
ren Rotation (curlu := V x u) wieder in L*(Q) liegt. Die Spuroperatoren auf I' sind
definiert durch vu := n x (u x n), 1,‘u := u x n und yyu := 7, curlu, wobei n
die in den Auflenraum gerichtete Normale bezeichnet. Offensichtlich miissen zur Losung
des Problems die Randdaten yyE oder v, E vorgegeben sein. Mochte man auch den un-
beschrinkten, als homogen vorausgesetzten Auflenraum Qg := R? \ Q betrachten, so

11



1. Einleitung

bietet sich dazu die Randelementmethode (BEM) an, die mit Hilfe von Potentialen das
AuBlenraumproblem auf ein Problem auf dem Rand I' reduziert. Frithe Beispiele von
Randelementmethoden bei Maxwell-Problemen in drei Dimensionen finden sich unter
anderem bei MacCamy & Stephan [65, 66, 67, 68] und Nédélec [82, 83]. Als Unbekannte
treten hierbei meist die Spuren v E oder yyE auf, manchmal auch die Normalenspur
n-E auf I'. Hervorragende Uberblicke iiber die Theorie der Integralgleichungen zu elek-
tromagnetischen Fragestellungen finden sich bei Colton & Kress [40] und Nédélec [81].
Bei einem Transmissionsproblem, in dem sowohl €2 wie 2z betrachtet werden, verbindet
man die Formulierungen von Innen- und Auflenraum durch die vorgeschriebenen Spriinge
der Randdaten iiber I" und erhélt eine sogenannte (FEM-BEM-)Kopplungsformulierung.
Levillain leitet in seiner Dissertation [64] einige Formulierungen fiir elektromagnetische
Kopplungsprobleme her. In allen oben genannten Arbeiten und Monographien wird der
Rand I" als glatt vorausgesetzt. Obwohl sich viele Autoren mit Randelementmethoden fiir
elektromagnetische Fragestellungen auf nicht-glatten Gebieten beschéftigt haben, sind
fiir uns insbesondere die neueren Arbeiten von Buffa, Costabel, Hiptmair und Schwab
[32, 30, 58, 59] interessant, denn dort werden die Resultate von Buffa, Ciarlet, Costabel
und Sheen [28, 29, 31] {iber die Spurrdume von H(curl, 2) in Polyeder- oder Lipschitz-
gebieten verwendet. In dieser Dissertation néamlich wollen wir Polyeder-Gebiete (bzw.
dazu dquivalente Lipschitz-regulidre Gebiete, also stiickweise glatte Gebiete) betrachten.

Nach Erlangung einer variationellen Formulierung stellt sich die Frage nach der Dis-
kretisierung der Funktionenrdume. Zur Diskretisierung von H(curl, Q) empfehlen sich
die Nédélec-Elemente N'Dy(7;,) erster Art vom Grad k zu einer Triangulierung 7;, von
Q2 in Hexaedern (genauer: in Spaten) oder in Tetraedern. N'Dy(7},) ist eine echte Teil-
menge des Raumes der stiickweisen Polynome von Grad k auf 7;,. Zur Diskretisierung
der Spurrdume bieten sich dann die entsprechenden Spuren von Nédélec-Elementen
an. So gelangt man zu dem Raum der verallgemeinerten Raviart-Thomas-Funktionen
RT(Ky) (der auf dem Spurgitter K, auf I' C R? definiert wird). Dieser Raum ist eine
echte Teilmenge des Raumes der stiickweisen Polynome vom Grad k auf IC;. Nédélec-
Elemente erster Art wurden zuerst in [84] eingefiihrt, Raviart-Thomas-Elemente in [89].
Finite-Elemente dieser Art werden oft als Kantenelemente bezeichnet, da ihre Freiheits-
grade niedrigster Ordnung kantenorientiert sind. Eine Betrachtung dieser Rdume aus
dem Blickwinkel der Differentialformen (und die Erkenntnis, daf§ diese Raume in ge-
wissem Sinne natiirliche Diskretisierungen der entsprechenden kontinuierlichen Réume
darstellen) bietet Hiptmair [54]. Eine erste Erweiterung dieser Réume sind die Nédélec-
Elemente zweiter Art [85], die den ganzen Polynomraum vom Grade k ausnutzen. Als
weitere, sehr flexible Verallgemeinerung existieren die hp-Elemente von Demkowicz et
al. (vgl. [44, 45, 46, 47] und die darin enthaltenen Referenzen) mit lokal variabler (so-
gar richtungsvariabler) Polynomordnung. In dieser Arbeit bleiben wir bei den Nédélec-
Elementen erster Art.
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1.2.  Uberblick iiber die vorliegende Arbeit

Hat man einmal eine variationelle Formulierung mit zugehorigem Galerkin-Verfahren, so
kann man durch eine Folge stets feiner werdender Gitter immer bessere Naherungslosun-
gen finden: die h-Version der Finiten-Element-Methode. Eine solche Gitterfolge kann
durch wiederholte uniforme Verfeinerung eines Ursprungsgitters gewonnen werden. Lei-
der sind die so erstellten Gitter gerade bei Funktionen mit singulérem Verhalten nicht op-
timal — das Gitter ist {iberall gleich fein, unabhéngig vom tatséchlichen lokalen Approxi-
mationsfehler. Eine adaptive Gittersteuerung dagegen besteht darin, bei jedem Verfeine-
rungsschritt im wesentlichen nur die Elemente zu verfeinern, auf denen der Fehler ,,groff*
ist. Da der exakte Fehler [[u—uy||7 auf einem Element T" aber unbekannt ist, braucht man
eine Ndherung, einen sogenannten lokalen Fehlerschétzer nr. Wir betrachten hier zwei
Arten von lokalen Fehlerschitzern, hierarchische und residuale. Eine gute Einfiihrung
und Ubersicht iiber verschiedene Techniken zur a-posteriori-Fehlerabschitzung im allge-
meinen findet man bei Verfiirth [94]. Einen Uberblick iiber Fehlerschétzer insbesondere
fiir Kantenelemente im Elektromagnetismus (und iiber weitere Literatur zu dem Thema)
findet sich in dem Ubersichtsartikel [13]. Mit Fehlerschitzern fiir Kopplungsprobleme ha-
ben sich unter anderem Carstensen, Stephan et al [34, 35, 36, 37, 79] beschéftigt.

Hierarchische Fehlerschétzer beruhen auf einer Saturationsannahme und einer Defekt-
korrektur in einem ,reicheren” Finite-Element-Raum, der sich zerlegen 148t in den ur-
spriinglichen Raum (aus der die Naherungslosung ist) und einem Zusatzraum, bestehend
aus entweder Finite-Element-Funktionen auf einem feineren Gitter, also N'D1(7},/2) bzw.
RT1(Kh2) statt N'Di(7;) bzw. RT (k) (h-hierarchisch) oder Funktionen héheren
Grades, also N'Dy(7;,) bzw. R7T2(K}) statt N'D1(7;,) bzw. R7T1(K,) (p-hierarchisch),
der sich wiederum in lokale Anteile zerlegen 1at. Um Stabilitdt dieser Zerlegungen zu
gewihrleisten, mufl die Helmholtz-Zerlegung dieser Raume beriicksichtigt werden. Er-
gebnisse hierzu stammen aus den Arbeiten von Hiptmair et al. [13, 15, 55].

Beim residualen Fehlerschétzer wird die Fehlernorm durch die Norm des Residuums
abgeschétzt und dann von der Tatsache Gebrauch gemacht, dafl die Defektgleichung als
stetiges Funktional betrachtet fiir jede Funktion aus dem Finiten-Element-Raum Null
ergibt. Es gilt, eine diskrete Funktion e; zu finden, die moéglichst gut den echten Fehler
e := u—uy approximiert. Dazu sind Interpolationsoperatoren auf H(curl, ©2) und seinen
Spurrdumen notig. Dabei wird wieder die Helmholtz-Zerlegung herangezogen.

1.2. Uberblick iiber die vorliegende Arbeit

Wir geben in dieser Arbeit erstmalig einen a posteriori Fehlerschétzer fiir elektromagne-
tische Kopplungsprobleme mit Hilfe von Finiten Elementen und Randelementen an.
Gerade fiir Lipschitzgebiete gestaltet sich dies etwas umstédndlich, da nicht nur mit
Helmholtz-Zerlegungen in €2, sondern auch auf dem nicht-glatten Rand I' gearbeitet
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1. Einleitung

werden mufl. Im folgenden soll die Gliederung dieser Arbeit dargestellt und dabei er-
klart werden, welche Hilfsmittel wir neu erstellt und welche Ergebnisse wir erzielt haben:

Im ersten Abschnitt 2.1 fithren wir verschiedene Sobolev-Réume wie H(curl, Q) und

H(div, Q) auf © ein, wie auch solche auf dem Rand I, insbesondere THF/ *(divp, I)

und THII/ 2(curlp, I'). Gleichzeitig definieren wir die Spuroperatoren 7, v, vnx und 7,
und die Fliachendifferentialoperatoren grady, curly, divy und curlp. Die Lemmata 2.1.1
bis 2.1.5 geben Abbildungseigenschaften dieser Spuroperatoren an. Die fiir diese Arbeit
wichtigsten Ergebnisse sind, dal die Abbildungen

v : H(curl, Q) — TH11/2(curlp, ),

%"+ H(curl, Q) — TH, "*(divr, I')
stetig und surjektiv sind. Die Lemmata 2.1.6 und 2.1.7 befassen sich mit den Helmholtz-
Zerlegungen dieser Rdume. Diesen Zerlegungen kommt nachher bei der Konstruktion
der Fehlerschitzer (hierarchischen und residualen) eine zentrale Rolle zu. Die Resultate
aus diesem Abschnitt stammen hauptsiachlich von Buffa, Ciarlet, Costabel und Sheen
[28, 29, 31], die zum Teil Erweiterungen fritherer Ergebnisse auf glatten Randern (Girault
& Raviart [50], Alonso & Valli [2], de La Bourdonnaye [22]) darstellen.

Im néchsten Abschnitt 2.2 beschéftigen wir uns dann mit den Maxwell-Gleichungen, de-
finieren die fiir die Randelementmethode bendtigten Randintegraloperatoren und geben
dafiir in den Lemmata 2.2.2 bis 2.2.10 Abbildungseigenschaften und Sprungbedingungen
an. Schliellich zitieren wir in den Lemmata 2.2.11 bis 2.2.14 Darstellungsformeln fiir die
Felder E und H auf beschrinkten und unbeschrinkten Gebieten. Diese Ergebnisse iiber
Randintegraloperatoren auf Polyeder- und Lipschitzgebieten entnehmen wir Arbeiten
von Buffa, Costabel, Hiptmair, Mitrea, Pipher und Schwab [32, 30, 58, 76|, die wieder
Verallgemeinerungen von Ergebnissen auf glatten Réndern von z.B. MacCamy, Levillain,
Nédélec und Stephan [64, 68, 86] sind.

Abschnitt 3.1 beschiftigt sich mit der Diskretisierung von H(curl,€2) und seinen
Spurrdumen THF/Q(din,F) und THII/z(curlp,F), namlich N'Dy(7), RT(Ky) und
TND(K}p). Dabei beschrinken wir uns in unseren Betrachtungen meist auf den Fall
k =1, also auf N'Dy(7},), RT (K;,) und TND;(K}). In diesem und anderen Abschnitten
dieser Arbeit werden Ergebnisse fiir R7(K;) und TND;(K;) in der Regel aus Ergeb-
nissen fiir N'D1(75,) mittels der Spurabbildungen

NDL(Th) 25 RT1(K),
NDy(T,) =5 TND,(K)

erzielt. Die Freiheitsgrade der Finiten-Element-Raume R7(K;) und TND;(K},) sind
Gegenstand der Lemmata 3.1.2, 3.1.3, 3.1.7 und 3.1.8. Fiir die Implementierung eines
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1.2.  Uberblick iiber die vorliegende Arbeit

Galerkin-Verfahrens ist es insbesondere wichtig, die Transformationsgesetze zwischen
Basisfunktionen auf einem beliebigen Element und solchen auf dem Referenzelement
darzulegen. Fiir Nédélec-Elemente sind diese Gesetze bekannt, wie auch fiir Raviart-
Thomas Funktionen in der Ebene (die sogenannte Piola-Transformation). Bei unseren
verallgemeinerten, auf I' C R? definierten Spurrdumen standen diese Untersuchungen
noch aus — wir fithren sie in den Lemmata 3.1.4, 3.1.5, 3.1.9 und 3.1.10 durch. Des-
weiteren zeigen wir in den Lemmata 3.1.6 und 3.1.11 Approximationseigenschaften von
RT1(Kp) und TND:(K},) in der THF/Z(diVF, I')- bzw. in der TH11/2(cur1p, I')-Norm,
und so insbesondere, dafl die Raviart-Thomas-Elemente sich fiir die Diskretisierung von
THF/ ?(divp, T') genauso eignen, wie es schon fiir H(div,I'), I C R? bekannt ist. Die-
se Approximationssitze gewinnen wir aus der Approximationseigenschaft von N'D;(7p,)
(Lemma 3.1.1).

Auf die Theorie iiber hierarchische Fehlerschéitzer und stabile Zwei-Level-Zerlegungen
von N'Dy(7,) und RT5(Kp) wird in Abschnitt 3.2 eingegangen. Aus [13, 15] ist eine
p-hierarchische Zerlegung von N'Dy(7;,) auf Tetraedern bekannt. Wir erweitern hier das
Resultat auf Hexaeder. Die in [13, 15] gewdhlten Unterrdume in der Zerlegung erweisen
sich dabei als etwas zu ,,gro“ — die Zerlegung ist fiir Hexaeder keine direkte Summe
mehr, und wir miissen die Rdume ein wenig verkleinern. Hierbei ist es uns wichtig, die
Basen dieser Rdume explizit anzugeben. Dazu dient Abschnitt B.4 im Anhang, in dem
wir die Basisfunktionen von N'Dy(T) aufgelistet haben. Lemma 3.2.1 gibt die Stabi-
litdtsresultate fiir diese Zerlegungen an, aus denen dann hierarchische Fehlerschétzer
zum Problem: Finde u € N'D1(7},), so daf

a(up,vi) = f(vi) Vv, € NDi(Tp)

konstruiert werden. Hierbei ist a(u, v) eine auf H(curl, Q) x H(curl, ©2) definierte stetige
und positiv definite Bilinearform und f € H(curl,Q)". In Satz 3.2.4 steht die schon
bekannte Aussage iiber Effizienz und Zuverlissigkeit des Fehlerschétzers fiir tetraedrische
Gitter, in Satz 3.2.5 dann das entsprechende Resultat fiir hexaedrische Gitter mit der von
uns gefundenen Zerlegung. Danach verwenden wir die Zerlegungen von N'Dy(7,), um
durch Spurbildung THF/ ?(divr, I)-stabile Zerlegungen von RT (k) fiir Dreiecks- und
Parallelogramm-Gitter zu finden. Diese ebenfalls neuen Resultate stehen in Lemma 3.2.6.
Wieder konstruieren wir hierarchische Fehlerschétzer, diesmal fiir das Problem: Finde

my, € R7,(K), so daff
b(mh,wh) = g(Wh) Vwy, € RTl(]Ch)

mit einer auf THF/ Q(din, I) x THF/ Q(din, ') definierten stetigen und positiv defi-

niten Bilinearform b(m, w) und einer rechten Seite g € THF/ ?(divp, ). Die Effizienz-
und Zuverléssigkeitsaussagen hierzu stehen dann in den Sétzen 3.2.9 und 3.2.10. Die
bisher nicht erwdhnten Lemmata 3.2.2, 3.2.3, 3.2.7 und 3.2.8 dienen dem Beweis der
Satze 3.2.4, 3.2.5, 3.2.9 und 3.2.10.
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Wie im letzten Abschnitt erwdhnt, beinhaltet die Konstruktion von residualen Feh-
lerschétzern die Verwendung von Interpolations- oder Projektionsoperatoren. In Ab-
schnitt 3.3 untersuchen wir die Operatoren P! : H'Y(Q) — S(75), B} : HI(Q) —
NDy(Ty), ph + HYX(T) — Si(Ky), RY : THY*(T) — RT(K;,) und NP : TH/*(I) —
TND,(K},). Die Operatoren P! und B} stammen aus [90] bzw. [14] und sind iiber loka-
le Integrale definiert (,,local averaging interpolation operators®). Fiir diese Operatoren
beweisen wir Stabilitdts- und Approximationsabschitzungen in verschiedenen Normen,
auf Volumenelemente und auf den Seitenflachen solcher Elemente. Die Ergebnisse fiir
Pl stehen zum Teil in [90], zum Teil stammen sie von uns. Die Ergebnisse fiir 9}, stehen
in [14], allerdings grofitenteils ohne Beweis, so daf§ wir hier die fehlenden Beweise nach-
tragen. Die auf T' definierten Operatoren p;, R) und N} sind neu. Wir beweisen hierzu
die entsprechenden Approximationseigenschaften. Die Aussagen zu sdmtlichen hier an-
gefiihrten Interpolationsoperatoren stehen in Satz 3.3.3. In den vorangehenden Lemma-
ta 3.3.1 und 3.3.2 werden Abschéitzungen bereitgestellt, die wir fiir die Approximations-
und Stabilitdtsabschiatzungen benoétigen. In Satz 3.3.4 beweisen wir schliellich Appro-
ximationsabschéitzungen fiir P! und 9, auf Elementkanten. Dafiir miissen wir bei den
Funktionen eine etwas stérkere Regularitéit voraussetzen.

Im letzten Abschnitt 3.4 des Kapitels beschéftigen wir uns mit hdngenden Knoten auf
Gittern mit hexaedrischen Elementen. Als Vorlage dienten Arbeiten von Becker, Braack
und Moore [16, 77|. Frithe Veroffentlichungen zu diesem Thema finden sich z.B. in
[12, 33]. Die Verwendung von hidngenden Knoten erlaubt es, genauere Verfeinerungen
durchzufiihren als es bei reguléren Gittern der Fall ist, insbesondere bei hexaedrischen
Elementen. In der Regel werden die hingenden Knoten (oder Kanten bei Kantenele-
menten) aus dem Galerkin-Gleichungssystem durch Hinzunahme von zusétzlichen Glei-
chungen entfernt. In dieser Arbeit schlagen wir vor, schon die Basisfunktionen dement-
sprechend zu modifizieren, und geben an, wie diese fiir knoten- und kantenorientierte
Funktionen in zwei und drei Dimensionen aussehen.

Nachdem wir uns obige Werkzeuge zurechtgelegt und erarbeitet haben, sind wir bereit,
die Theorie auf tatséichliche Kopplungsprobleme anzuwenden. Dazu nehmen wir uns in
Kapitel 4 als erstes Beispiel eine Kopplungsformulierung fiir ein Fddy-Current-Problem
(Wirbelstromproblem) im Niederfrequenzbereich her, bei dem ein vorgegebener Strom
das elektromagnetische Feld induziert. Eine ausfiihrliche Beschéftigung mit dem hier
zugrunde liegenden mathematischen Modell findet sich bei Ammari, Buffa & Nédélec
[3]. Das Hauptergebnis daraus stellen wir in Satz 4.1.1 vor. Die Herleitung der von uns
verwendeten Kopplungsformulierung und des Galerkin-Verfahrens stammen von Hipt-
mair [58]. Als Unbekannte treten hier E € H(curl, Q) und ywE € TH™*(div; 0,
auf. Es ergibt sich, daf§ E im Auflenraum harmonisch ist, und dafl die Flachendivergenz
von vy E verschwindet. So bendtigen wir nur Randintegralgleichungen mit Laplace-Kern,
auferdem kann die Randvariable durch Flichenrotationen (curlr) von Hutfunktionen
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angendhert werden. Die Sétze 4.1.2; 4.1.3 und 4.1.4 stammen im wesentlichen aus [58]
und konstatieren die Losbarkeit der Formulierung und des Galerkin-Verfahrens. In Ab-
schnitt 4.2 konstruieren wir hierzu einen p-hierarchischen Fehlerschéitzer mit den Mitteln
aus Abschnitt 3.2. Effizienz und Zuverlissigkeit fiir hexaedrische und tetraedrische Git-
ter stehen in den Sdtzen 4.2.1 und 4.2.2. Abschnitt 4.3 befaf3t sich mit der Konstruktion
eines residualen Fehlerschétzers. Dazu miissen mehrere Sachen bedacht werden. So fin-
den wir in Lemma 4.3.1 eine orthogonale Helmholtz-Zerlegung fiir H(curl, ©2), die selbst
unstetige Koeffizienten p und o beriicksichtigt. Aulerdem zeigen wir in Lemma 4.3.2,
dafl einige Fldchendivergenzen von Randintegraloperatoren (die bei der Verwendung
Greenscher Formeln auf I entstehen) verschwinden. Fiir andere Randterme miissen wir
zeigen, daf sie quadratintegrierbar sind, schliefSlich soll der Fehlerschétzer aus berechen-
baren L2-Normen bestehen. Dies geschieht in Lemma 4.3.3. Zum Schluf8 erhalten wir
einen aus mehreren Termen bestehenden Fehlerschétzer, dessen Zuverlassigkeit wir in
Satz 4.3.4 angeben. Beim residualen Fehlerschétzer ist keine Unterscheidung zwischen
hexaedrischen und tetraedrischen Gittern nétig.

Als weiteres Beispiel betrachten wir in Kapitel 5 eine in [8] und [64] vorgestellte sym-
metrische Kopplungsformulierung fiir ein Streuproblem, in dem ein einfallendes Feld auf
einen perfekt leitenden Korper trifft, der von einer dielektrischen Schicht umbhiillt ist, und
von diesem gestreut wird. Beide Arbeiten gehen von einem glatten Rand aus. In [64] wird
fiir das System keine inf-sup-Bedingung gezeigt, in [8] dagegen schon, allerdings werden
dort die Variablen Helmholtz-zerlegt, so dafl man eine Formulierung in vier statt in zwei
Variablen erhilt. Wir leiten die Formulierung (in den zwei Variablen E € H(curl, Q) und
vvE € TH™Y?(divp 0,T) ) neu her, so daB sie auch fiir Lipschitz-regulire Gebiete gilt.
Auflerdem miissen wir in Lemma 5.1.1 die Helmholtz-Zerlegung aus Lemma 2.1.6, 1 fiir
gewisse nicht-konvexe Gebiete verallgemeinern. In Annahme 5.1.2 postulieren wir dann
eine inf-sup-Bedingung fiir die Kopplungsformulierung. Fiir glatte Rénder kénnen wir
die inf-sup-Bedingung mit Hilfe des Ergebnisses aus [8] beweisen, dafiir brauchen wir ge-
wisse Norméquivalenzen. Diese zeigen wir in Lemma 5.1.3. Annahme 5.1.4 und Satz 5.1.5
befassen sich dann mit dem Galerkin-Verfahren. Wie fiir das Eddy-Current-Problem ent-
wickeln wir auch hier einen p-hierarchischen (Sétze 5.2.1 und 5.2.2) und einen residualen
Fehlerschitzer (Satz 5.3.1). Beim Streuproblem ergeben sich, abgesehen von der Geo-
metrie, einige wesentlichen Unterschiede im Vergleich zum Eddy-Current-Problem: So
geniigt das Losungsfeld im AuBlenraum einer Vektorhelmholtz-Gleichung mit Wellenzahl
ungleich Null, auflerdem ist die Randvariable hier nicht divergenzfrei. Damit benétigen
wir Randintegraloperatoren mit echten Helmholtzkernen, und zur Diskretisierung von
vnE miissen nun Raviart-Thomas-Elemente herhalten.

In Kapitel 6 kommen wir dann zu den numerischen Berechnungen. Wir haben das
Galerkin-Verfahren und den residualen Fehlerschétzer zum Eddy-Current-Problem aus
Kapitel 4 implementiert. Dabei kamen uns die ausfiihrliche Beschéftigung mit den Kan-
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tenelementen in Kapitel 3 und mit den Randintegraloperatoren in den Kapiteln 2 und
4 zugute. In verschiedenen Beispielen rechnen wir das Galerkin-Verfahren auf einer Fol-
ge uniformer hexaedrischer Gitter und vergleichen dabei den Galerkinfehler mit den
Werten des residualen Fehlerschiitzers (in graphischer und tabellarischer Form). Dabei
kommen wir zu dem Ergebnis, das sich der Fehlerschétzer tatsdchlich wie der Galer-
kinfehler verhalt. In einem letzten Beispiel verwenden wir den Fehlerschétzer, um eine
Folge adaptiv verfeinerter Gitter zu erzeugen (mit hexaedrischen Elementen, aber ohne
hingende Knoten).

Zur mathematischen Schreibweise in dieser Arbeit sei angemerkt, dafl grundsétzlich Vek-
toren und vektorielle Funktionenrdume fettgedruckt sind, skalare dagegen normal. So
schreiben wir z.B. u = (uy, ug, u3)" € L2(Q) = (L?(2)). Es gibt nur wenige Ausnahmen:
die (vektorwertigen) Finite-Element-Réume N'D, TND und R7 sind aus dsthetischen
Griinden nicht fettgedruckt, auBlerdem schreiben wir (IPg)™ fiir Py x - - - x Py, (Polynome
vom Grad k) und natiirlich R". Bei Abschitzungen verwenden wir in der Regel die Sym-
bole < und >, dabei bedeutet f(z) < g(z), dal es eine Konstante C' unabhéngig von
x gibt, so daB f(x) < Cg(z) fir alle . Das Symbol ~ bedeutet ,, < und >“. Die Kon-
stanten solcher Abschéitzungen sind auch grundséatzlich unabhéngig von einer eventuell
vorhandenen Gitterweite h. Taucht doch mal in einer Abschéitzung eine explizite Kon-
stante C' auf, so ist sie stets als generische Konstante zu verstehen. Zu allen sonstigen

Bezeichnungen siehe das Symbolverzeichnis.

An dieser Stelle bedanke ich mich bei Herrn Prof. Dr. E. P. Stephan fiir die Anregung zu
dieser Arbeit und fiir seine intensive Betreuung, auch und insbesondere in schwierigen
Zeiten. Ebenfalls bedanke ich mich bei Herrn Priv.-Doz. Dr. M. Maischak fiir die vielen
hilfreichen mathematischen Diskussionen und fiir seine unschétzbare Betreuung bei der
Programmierung. Weiter mochte ich Herrn Prof. Dr. N. Heuer und Herrn Prof. Dr. R.
Rodriguez von der Universidad de Concepcion danken. Zum Schlufl méchte ich mich
noch bei all denen bedanken, die mich iiber die Zeit der Promotion ertragen und mir
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hier an Herrn Dipl.-Math. M. Baer fiir das abschlieBende Korrekturlesen.
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2. Die Maxwell-Gleichungen

2.1. R&dume und Spuroperatoren

In dieser Arbeit sei QO C R? ein beschrinktes, Lipschitz-regulires Gebiet mit Rand
I' .= 0Q¢. Lipschitz-regulir bedeutet, dafi I' global Lipschitz-stetig und stiickweise glatt
ist, d.h. wir konnen I" in ' = |J;_; I'; zerlegen, so dafl es zu jedem Punkt x € T eine
Umgebung U C R? und eine injektive, Lipschitz-stetige Abbildung ¥ = (1,19, 13)
von U nach R? gibt mit 1! Lipschitz-stetig auf (U) und Qe NU = {y € Q: 95 <
0}, und weiter zu jedem Punkt x € T; \ OT; (i = 1,...,n) eine Umgebung V C R?
und eine injektive Abbildung ¢, = ( gi),¢g),q§§i)) von V nach R?® mit ¢; € C=(V),
7t e (¢, (V) und Qe NV = {y € Qc : ¢ < 0}. Die Mannigfaltigkeiten I' bzw.
I; (i =1,...,n) werden also lokal durch die Gleichungen 15(x) = 0 bzw. ¢\’ (x) = 0
dargestellt. Weiter sei Qg := R3\ Q¢ der unbeschriinkte Auienraum. Im folgenden steht
die Bezeichnung 2 fiir ,,Q2¢ oder Qg“.

Wir setzen weiter voraus, dafl Q¢ konver und I' somit einfach zusammenhdngend ist.
Dies sind insbesondere fiir die Zerlegungssiitze wesentliche Bedingungen®.

Ein einfach zusammenhéngendes, Lipschitz-reguldres Gebiet ist in jedem Punkt lokal
C>-diffeomorph zu einer Umgebung eines Randpunktes eines Polyeders. Wir werden
uns also im folgenden auf Polyeder beschréanken.

Durchgéngig bezeichnen (u,v)q und (X, {)r die komplexen Dualitdtspaarungen. Fiir
u,v € L?(Q) und A, ¢ € L3(T) ist

(u,v)o ZZ/Qu(X)-V(x) dx,
(A = / A(x) - ) dx.

Da I' Lipschitz-regulér ist, braucht die Normale n nur fast iiberall auf I" definiert zu
sein. Folgende Definitionen gelten fiir alle x € I', fiir die auch n(x) existiert:

I'Wir kénnten I' auch etwas allgemeiner als Vereinigung endlich vieler paarweiser disjunkter einfach
zusammenhéngender Mengen zulassen, ohne dafl uns dies zusétzliche Schwierigkeiten bereiten wiirde.
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Fiir eine skalare Funktion ¢ € H'(2) bezeichnet v¢ die Spur der Funktion auf T'. Fiir
eine vektorielle Funktion u € C(2)3 heifit

yu(x) :=ur :=n(z) x (u(x) x n(x)) = (I — n(z)n(z)")u(x)

der Tangentialanteil oder die Dirichlet-Spur von u auf I'. Der gedrehte Tangentialanteil
auf I' wird durch

v u(x) ;= u(x) x n(x)
definiert.

Es seien V = (a%, 6%, %) der Ableitungsoperator, u eine skalare Funktion und u ein

Vektorfeld u in 2. Dann heiflen

gradu := Vu der Gradient von wu,
divu:=V - u die Divergenz von u,
curlu:=V xu die Rotation von u,
Au:=V -Vu =divgradu der Laplace von u,
Au:= (Aug, Aug, Aug) der vektorielle Laplace von u.

Es gilt curlcurlu = (grad div — A)u.

Es sei ¢ € H?*(Q) eine skalare Funktion. Wir definieren dann den Flichengradient auf T
von ¢ als

grady ¢ := y,(grad ¢)

und den vektoriellen Flichencurl auf I' als

curlr ¢ ;= (grad ¢) = grad ¢ x n.

Der skalare Flichencurl auf T' einer vektoriellen Funktion u € H?(Q) mit u-n = 0 auf
I ist durch
curlpu :=curlu-n

gegeben, und die Flichendivergenz auf I' durch

divp u := div(yu) = — curlp(u x n).

Obige Definitionen gelten fiir alle reguldren Punkte aus I', also insbesondere fiir al-
le x € T'\ U, 9T;. Man kann die Tangential- bzw. Flidchen-Differentialoperatoren
auch stiickweise definieren, so z.B. grady, ¢ := y/(grad ¢) auf I'; \ OI'; und demnach
grady ¢(x) := gradp, ¢(x) fir x € I; \ 9I;.
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2.1. Raume und Spuroperatoren

Die Definitionen dieser Fliachen-Differentialoperatoren kénnen nun auf Tangentialvek-
torfelder u und skalare Funktionen ¢, die nur auf I' definiert sind, erweitert werden.
Dazu muf3 der Definitionsbereich der Funktion u bzw. ¢ folgendermafien auf eine Um-
gebung von I' erweitert werden: Da I'; regulér fiir jedes ¢ = 1,...,n, gibt es 6 > 0 und
eine Umgebung Us; von I'; \ OI'; definiert durch

U(sﬂ' = {XE]R3Z (30<7"<(5, yx€Fi7: X:yx—l_rn(yx»}v

und eine Projektion Pr, : Us; — I'; \ OI'; mit Pr,x := yx. Mit den auf Us; definierten
Funktionen u; := uo Pr, und 51 := ¢ o Pr, kénnen wir dann curlr; u, divr; u, grady; ¢
und curlp; ¢ wie oben auf I'; \ OI'; definieren, und erhalten durch Zusammensetzung
dieser stiickweise definierten Operatoren schlieflich Operatoren auf I'\ [J;, oT;. Auf
Gebieten mit glatten Réndern I' gelten folgende Beziehungen:

<grad1" (ba u>F = _<¢7 diVF u>F7
(curlp ¢, u)r = (¢, curlp u)r.

Mittels dieser Dualitdten und mit Dichtigkeitsargumenten kénnen die Definitionsberei-
che der Flidchen-Differentialoperatoren auf verschiedene Sobolevrdume erweitert wer-
den. Diese Erweiterungen und die Abbildungseigenschaften dieser Operatoren wurden
in [28, 29] erarbeitet. Wir werden die wichtigsten Ergebnisse daraus vorstellen, nachdem
wir die notigen Rdume eingefiihrt haben.

Neben den gewthnlichen Sobolevraumen H*(2) fiir skalare Funktionen und H*(Q2) fiir
vektorwertige Funktionen von der Ordnung s € R (wir gehen davon aus, dafl dem Leser
diese Rdume wohl vertraut sein werden, falls nicht vgl. die Standardwerke von Adams
[1] tiber Sobolev-Rdume und Grisvard [51] insbesondere fiir Lipschitzgebiete) definieren
wir zusétzlich die Rdume

H(curl, Q) := {u € L*(Q) : curlu e L*(Q)},
Hy(curl,Q) := {fu € H(curl,Q): uxn=0auf I'},
H(curlcurl, Q) := {u € L*(Q) : curlcurlu € L*(Q)},
) =
)=

H(div, Q) := {u € L*(Q) : divu € L*(Q)},

Hy(div,Q2) :={u e H(div,Q): u-n=0auf I'}.

Steht zusétzlich eine 0 hinter dem Differentialoperator, so bedeutet dies, dafl der Kern
des Operators betrachtet wird — so ist z.B.

H(div 0,Q) := {u € H(div,Q) : divu=0}.

Ebenfalls als bekannt vorausgesetzt werden die Raume H*(I"), H*(I';) mit |s| < 1 fiir
skalare Funktionen (siche [51, Abschnitt 1.3.3]).
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Wir gehen nun nach [28, 29, 59] vor: Seien I'; und I'; zwei Fldchen mit einer gemeinsamer
Kante e;;. Definiere t;; als Einheitstangentenvektor zu e;; und t; := t;; X n;. Das Paar
{t;;,t;} ist dann eine Orthonormalbasis zur von I'; generierten Fldche. Weiter sei Z;
die Menge der Indizes i, so dafl die Flidchen I'; und I'; eine gemeinsame Kante haben.
Definiere damit fiir vektorwertige Funktionen die Rdume

TL*D) :={uel?*D): uyr, - n=0 Vj=1,...,n},
TH*(T) = {u e TL*() : uy,- tj,upr, t; € H*T,) Vi € T;,Vj=1,...,n}

und die Funktionale

| () — (u-ty)(x) = (u-ty)(y) ;g
S AS(x)dS(y)

-yl

und

LN . (u-ti)(x) — (u-t5)(y) o
N;j(a) = /F /Pj I dS(x)dS(y).

-y

Hiermit definieren wir folgende Unterriume von THY?(I'):

THi/Q(F) — {u c THi/Q(F) : A/;']j(u) <oo Vj=1,....,.nVie Ij},

THY(T) := {u c THY2(T): Ni(u) <oo Vj=1,...,nVi ij}v

i7j

und mit THF/Z(F) bzw. THIl/Q(F) bezeichnen wir den Dualraum zu THﬁ/Q(F) bzw.

THIL/Q(F). Es folgen nun die wichtigsten Eigenschaften der anfanglich vorgestellten Dif-
ferentialoperatoren:

Lemma 2.1.1. Ist I" Lipschitz-regulir, so kénnen die Differentialoperatoren grady und
curly zu linearen und stetigen Operatoren

grad,, : H'/*(T) — TH, (D),

curly : H/*(T') — TH, "*(T)

fortgesetzt werden, und die dazu adjungierten Operatoren
divp : THY(I') — H-V3(D),

curlp : THﬁm(I’) — HY2(T)

sind linear, stetig und surjektiv. Auferdem gilt

Ker(curlr (TH,Y*(I"))) = Im(grad,(H'/2)),

Ker(divp(TH, '*(I"))) = Im(curly (H'/?)).
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Beweis. Siehe [28, Abschnitt 2.1] und [29, Abschnitt 3.2]. O

Wir halten hier nochmals die Dualitédten fest:

(grad; ¢, u)r = —(¢,divru)r, V¢ € HY2(I),u e TH/(I),
(curly ¢, u)p = (¢, cwrlruy, Vo € HYX(I),u € TH/*(I).

Mit Hilfe dieser Differentialoperatoren definieren wir nun die Spurrdume

TH, " (divr, T) = {u € TH (1) : divru e H-2(T)

TH,/*(curly, T) := {u e TH, /() : cwlru e H_I/Q(F)} '

Das néchste Lemma behandelt die Abbildungseigenschaften der Spuroperatoren +; und
v, die spéter in dieser Arbeit von grofiler Bedeutung sein werden:

Lemma 2.1.2. Ist I Lipschitz-reguldr, so sind die Spuroperatoren

v s HY(Q) — TH/*(D),

1/2
77 HY(Q) — TH(D)
linear, stetig und surjektiv. Die Erweiterungen

v : H(curl, Q) — TH11/2(CUI'11", r),
v, H(curl, Q) — TH_I/Q(diVF, )

sind ebenfalls linear, stetig und surjektiv.

Beweis. Diese Aussagen finden sich bei Buffa & Ciarlet [28, Proposition 1.7, Theorem
2.9, Theorem 2.10]. ]

Als einfache Folgerung haben wir die folgende Charakterisierung:

Lemma 2.1.3. Definiere den Drehoperator RA :=n x X. Dann sind

R: TL*T) — TL*(I),
. TH,*(I') — TH*(I),

R
R: TH,V*(T) - TH,"*(D),
R

: THF/Q(diVF7 ) — THI_l/Q(CUI'lr, I)
Isomorphismen mit R~! = —R.

Beweis. Siehe [31, Abschnitt 2]. O
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Wir fithren noch folgende Spuroperatoren ein, die wir spéter in dieser Arbeit bendtigen

werden: Fiir u € H(curl curl, Q) definieren wir die Neumann-Spur ~yn durch
(yvu,vv)r = (curlu, curlv)g F (curlcurlu,v)g Vv € H(curl, Q). (2.1.1)

Hierbei sind die oberen Vorzeichen bei 2 = Q)¢ zu verwenden, die unteren bei €2 = Q.
Es gilt yyu = 7, (curlu). Weiter definieren wir die Normalenspur , fiir u € H(div, 2)
durch

(s, G = (divu, 6)o + (u,grad )g Vo € H(Q). (2.1.2)

Fiir u € C'(Q)? gibt dies 7,u = u - n. Es gelten die Abbildungseigenschaften
Lemma 2.1.4. Ist I Lipschitz-requldr, so sind die Spuroperatoren

v : H(curlcurl Q) — THF/Q(din, L),

¥, : H(div, Q) — H~Y4(I)
linear, stetig und surjektiv.

Beweis. Die Stetigkeit von vy steht in [58, Abschnitt 3] und folgt sofort aus der Dar-
stellung vy = 7/ curl und Lemma 2.1.2. Die Stetigkeit von ~, findet sich bei Girault &
Raviart [50, Theorem 2.5]. O

Weiter gilt
Lemma 2.1.5. Fir u € H(curl, Q) gilt

divp(u X n) = curlpu = v, curlu = n - curlu.
Beweis. Siehe [28, Abschnitt 2.2]. O

Ein wichtiges Werkzeug im Umgang mit den oben vorgestellten Rdumen sind die soge-
nannten Hodge- oder Helmholtz-Zerlegungen.

Lemma 2.1.6. Es sei Q) ein konveres Gebiet im R3.
1. Es gilt die H(curl, Q)-orthogonale Zerlegung
H(curl, Q) = M(Q) @ grad H'(Q)/C, (2.1.3)

d.h. zu jedem v € H(curl,Q) ezistieren eindeutige Funktionen v+ € M(Q) :=
Hy(div 0,Q) N H(curl, Q) und ¢ € HY(Q)/C mit v = v+ + grad, so dafi die
Abschdtzungen

v ) S leurl vy, llgrad iz < [|v]|HEurLo) (2.1.4)

gelten.
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2.1. Raume und Spuroperatoren

2. FEs sei I Lipschitz-requldr, dann gelten die L?-orthogonalen Zerlegungen

T e, T) = el 10/ grad, 14T
TH,"*(curly, T) = grady H/*(I')/C & curly H(T)/C
mat
H(T) == {ue H'()/C: Apue H ()}

mit dem Laplace-Beltrami-Operator Ar¢ := divyr grady ¢ = — curlp curlp ¢. Man
beachte, dafs die Orthogonalitit im Sinne von Grenzwerten zu verstehen ist (man

ersetze 3 € HY*(T') durch lim, .o Bn, B € HY(T')), da das Ly-Skalarprodukt sonst
nicht definiert ist.

3. Es sei T Lipschitz-regulir, dann gelten die nicht L?-orthogonalen (jedoch direkten)
Zerlegungen

TH; " (divr,T') = curly H'/*(I)/€ + THY(D),

TH, ' (curly, I) = grad, H/*(I')/C + TH*(T").

Fiir eine Funktion ® € TH,/*(divy,T) mit ® = curly ¢ + p, ¢ € HY*(I)/C,

pE THIL/Q(F) gelten die Abschdtzungen

chrlF ¢”THW1/2(F) < H(I)HTH[lm(divF,F)’ HpHTHi/Q(F) < Hdin(I)HH71/2(F).

Fiir eine Funktion U € TH,"*(curly,T) mit ¥ = gradp ¢ + o, 1 € HY2(T)/C,
o€ THlL/Z(F) gelten die Abschitzungen

ngadF ¢||TH11/2(F) < ||\D||TH11/2(curlr,F)’ ||J||THﬁ/2(F) < ||Cur1F\Ij||H*1/2(F)'
Beweis. Zu 1: Die H(curl)-orthogonale Zerlegung
H(curl, Q) = M(Q) ® grad H'(Q)/C

mit M(Q) = Ho(div 0,2) N H(curl, ) wird z.B. in [14, Abschnitt 3] ohne Beweis ver-
wendet und folgt sofort aus der L2-orthogonalen Zerlegung

L*(Q) = Hy(div 0,9Q) ® grad H'(Q2)/C

fiir zusammenhéngende Lipschitz-Gebiete (siehe z.B. [42, Band 3, Chap. IX, §1,
Prop. 1]). Die Abschétzungen erhalten wir folgendermaflen: Es ist M(Q2) C X1 () :=
Hy(div, Q) NH(curl, Q), und [9] entnehmen wir die stetige Einbettung X7(2) C H'(2)
(Theorem 2.17) fiir konvexe Gebiete und die Norméquivalenz ||w||x @) ~ ||curl w||y2q)+
|divw||r2@) fir w € Xp(2) (Corollary 3.16). Damit erhalten wir die gesuchte
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2. Die Maxwell-Gleichungen

Abschitzung ||V |lm ) < ||curlv|rz). Die zweite Abschitzung folgt sofort aus der
H(curl, ©)-Orthogonalitét:

HVH%-I(curl,Q) = Hvl”%l(curl,ﬂ) + ngadwu%{(curl,ﬂ) = ”grade%-I(curl,Q) = ngade]z;Q(Q)

Zu 2 und 3: Den Beweis der Zerlegungen aus 2. und 3. findet man bei Buffa & Ciarlet
[29, Theoreme 4.1 und 4.3] und ist (fur THF/ ?(divy,T)) eine Verallgemeinerung der
Zerlegung von Armel de La Bourdonnaye [43] fiir Gebiete mit glatten Randern. Wir
werden hier kurz den Beweis der ersten Zerlegung aus 3. angeben, um damit die darauf-
folgende Normabschitzung begriinden zu konnen, die wir wiederum in Abschnitt 5.3
bendtigen werden: Es sei ® € TH,"/*(divr,I'). Dann ist § = divr ® aus H~V/2(T).
Nach Lemma 2.1.1 ist divp : THi/Q(F) — H~Y2(T) stetig, linear und surjektiv, so daf
nach dem Satz iiber offene Abbildungen ein p € THlL/ *(T') existiert mit divp p = ¢ und

00 gegtzy S 18117200y = dive @l -orsey

Da nun divp(® — p) = 0, gibt es nach Lemma 2.1.1 ein ¢ € HY?(I") mit curly ¢ = ® — p.
Die zweite Abschéatzung folgt folgendermaflen:

chrlF ngTH[l/Q(F) < H(I)H'I‘Hﬁlﬂ(r) + HPHTH[UQ(F)
S ||CI)||TH_1/2(F) + ”pHTHi/Q(F)

S L) PRV Py

Als Folgerung aus dem zweiten Teil des Lemmas ergibt sich:

Lemma 2.1.7. Die Riume THFM(din, I') und TH11/2<CUI'11", I') sind zueinander dual
beziiglich des L?-Skalarprodukts.

Beweis. Diese Aussage findet sich in [29, Ende Abschnitt 4]. Wir schreiben hier den
Beweis explizit hin: Fiir ¢ € THFQ(diVF, [), Ve THIl/Q(curlp, [') mit ® = curly ¢+
grady o, mit p; € HY?(T), ¢y € H(T') und ¥ = grady. ¢, + curly ¢, mit ¢, € HY?*(T),

wz c H(F) gllt
(@, V)r = (curlr ¢ + gradp ¢,, grady 1y + curlp io)p

= (curly @1, curly o)1 + (grady ¢, gradp ¢q)r (2.1.5)
= — (1, Arha)r — (Area, Y1)r.

Fiir ®, ¥ € TL(T) ist (®, ¥)r das TL*(I)-Skalarprodukt. Fir & € TH,/*(divp,T),

v € THll/ 2(curlp,F) definiert (2.1.5) gerade die Dualitétspaarung zwischen

TH, "*(divr, ) und TH, "*(curlp, T). O
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2.2. Das physikalische Grundproblem

Wir betrachten das Verhalten von elektromagnetischen Wellen in einem isotropen Me-
dium Q C R? (weiterhin mit Lipschitz-regulirem Rand) mit elektrischer Permitivitét
(dielektrischer Konstante) € = €¢(x) > 0, magnetischer Permeabilitiat y = p(x) > 0 und
elektrischer Konduktivitit (Leitfihigkeit) o = o(x) > 0 2. Gilt € = €y, u = po, 0 = 0y
fiir Konstanten €y, g, 09 € R, so heifit das Material homogen, anderenfalls nennt man es
inhomogen. Fin Medium mit ¢ = 0 nennen wir dielektrisch. Ist o dagegen sehr grof3, so
kann man vereinfachend das Material (meist ein Metall) durch ein Medium mit unend-
licher Konduktivitdt ersetzen. Dieses (natiirlich fiktive) Medium nennen wir dann einen
perfect conductor, einen perfekten Leiter.

Bezeichen wir mit £, H, J : QxR — C? das elektrische Feld, das magnetische Feld und
die Stromdichte, so sind die Beziehungen zwischen diesen Groflen durch die Mazwell-

Gleichungen
d .
curl£ = —u%H in €, (2.2.6)
d
curl H = 6%5 +J in{ (2.2.7)
gegeben.

In vielen Anwendungen spielen zeitperiodische elektromagnetische Felder eine Rolle.
So fiithrt z.B. eine zeitperiodische Quelle F nach kurzer Zeit (nach Abklingen eines
Zusatzfeldes) auf stabile, zeitperiodische Felder £ und H mit gleicher Periode wie die
Quelle. Wir schreiben ein solches zeitperiodisches Quellfeld F mit Periode T als Summe
einfacher harmonischer (monochromatischer) Funktionen

F(x,t) =Y Fp(x)e ™ (2.2.8)

mit Frequenz w = 27/T und komplexen vektorwertigen Funktionen F,,. Nun erzeugt
eine Quelle der Form F(x,t) = F(x)e™*! Losungsfelder

E(x,t) = E(x)e™™!
H(x,t) = H(x)e ™!

J(x,t) = J(x)e ™!

2Die Bezeichung isotrop bezieht sich auf die skalaren Funktionen €, ¢ und o. Im allgemeinen Fall eines
anisotropen Materials sind diese Grofien als reelle, symmetrische, positiv definite (3 x 3)-Matrizen
definiert. Im isotropen Fall hat z.B. die dielektrische Matrix die Form (é g 8) und man schreibt

€

einfach e.

Y
Y

(2.2.9)
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mit gleicher Periode T'" und damit gleicher Frequenz w, so dafl wir aufgrund der Li-
nearitat der Maxwell-Gleichungen jede Losung (€,H) zu einem gegebenen zeitperiodi-
schen Quellfeld als Summe von Lésungen zu monochromatischen Quellfeldern darstellen
konnen. Weiter gilt, dafl nur die Realteile von £ und H physikalisch bedeutsam sind, so
dafl wir uns letztendlich auf den Fall

mit F,E, H,J : Q — C3 beschrinken kénnen.

Setzen wir die Darstellung (2.2.9) in die Gleichungen (2.2.6),(2.2.7) ein, so erhalten wir
die reduzierten Mazwell-Gleichungen

curl E = jwpH  in Q, (2.2.10)
curlH = —iweE+J in Q. (2.2.11)

Nun gilt in einem isotropen Leiter das Ohmsche Gesetz
J =o€, (2.2.12)

das die Stromdichte durch die Konduktivitit beschreibt, und damit erhalten wir aus
(2.2.10),(2.2.11) die Formulierung

curl E = iwyuH, (2.2.13)
curl H = —iwe'E (2.2.14)

mit €* = E—f—i%.

Bemerkung 1. Es ist genauso moglich, anstelle von (2.2.8) den Ansatz

F(x,t) =Y Fp(x)e™ (2.2.15)

m=1

zu wahlen. Dann lauten die reduzierten Maxwell-Gleichungen

curlE = —wpuH in Q,
curlH = iweE +J = iwe'E  in Q

mit € = € —iZ. Wir machen diese Bemerkung, da wir in Kapitel 4 diese Darstellung
verwenden werden.
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2.2.  Das physikalische Grundproblem

Indem man die erste Gleichung (2.2.13) durch p teilt und darauf den curl-Operator an-
wendet, dann den Term curl H mittels Gleichung (2.2.14) ersetzt, gegen v € H(curl, R?)
testet und schliefllich (2.1.1) verwendet, gelangt man zu einer ersten schwachen Formu-
lierung des Maxwell-Problems:

Finde E € H(curl, Q), so daf
(' curlE, curl v)g — w?(eE, v)q — iw(oE, v)g = £{u 'ywE, 3 v)r (2.2.16)

fiir alle v € H(curl, Q).

Das positive Vorzeichen auf der rechten Seite gilt fiir das beschrankte Gebiet 2 = Q¢,
das negative fiir das Auflengebiet 2 = Q. Obige Maxwell-Gleichungen und die Identitét
A F = grad div F' — curl curl F' ergeben das folgende

Lemma 2.2.1. Es sei ) homogen. Sind E und H Lésungen der Mazwell-Gleichungen
(2.2.13), (2.2.14), so gilt divE = divH = 0. Auflerdem geniigen sie den Vektor-
Helmholtz-Gleichungen

AE+KE=0 und AH+EIH=0

mit Wellenzahl k = wy/e*u. Ist umgekehrt E (bzw. H) eine Lisung der Vektor-
Helmholtz-Gleichung mit divE = 0 (bzw. divH = 0), dann geniigen E und H =

—w% curlE (bzw. H und E := - curlH) den Mazwell-Gleichungen.

we*

Beweis. Siehe Colton & Kress [40, Theorem 6.4]. O

Nun wollen wir uns den Potentialen zuwenden. Es sei

1 etklx—yl

CD(Xa y) = <I>k’(xa Y) = E ‘X _ y’a

X7y
die Fundamentallosung der Helmholtz-Gleichung; es gelten also fiir alle x # y
AO(x,y) = —k®(x,y) (2.2.17)

und
grad, ®(x,y) = —grad, ®(x,y). (2.2.18)

Beachte, dafl wir hierbei vereinfachend ® anstatt ®, schreiben. Das skalare Einfach-
schichtpotential ist fiir v € L?(T") durch

V() (x) = / (x,y)u(x) dS(y), x¢T

r
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2. Die Maxwell-Gleichungen

definiert. Der Operator V kann zu einer stetigen Abbildung V' : H~Y2(I') — H}

loc

(R?)
fortgesetzt werden und geniigt den Sprungbedingungen

YWV (uw)lr=0, [ygradV(u)]lr=—un

mit der nach auflen gerichteten Normalen n auf I', wobei [yu]r := v u —~~u der Sprung
der Spur v einer Funktion u iiber den Rand T ist. Hierbei bezeichnen v+ und ~~ jeweils
die aus Qg bzw. ¢ kommende Spur. Aus der zweiten Beziehung folgt

[vngrad V(u)|r = —u, [grad V(u)]r = 0.
Dies fithrt auf die Definition der Randintegraloperatoren
Vu(x) :=~Vu(x), xel (2.2.19)

und
Su(x) := v grad Vu(x) = gradp Vu(x), xel. (2.2.20)

Es ist bekannt (siehe z.B. Costabel [41]), daB8 der Randintegraloperator V : H=Y/2(T") —
H'Y2(T) stetig ist und eine positive definite Bilinearform auf H~1/2(I") definiert. Um die
restlichen benotigten Randintegraloperatoren definieren zu kénnen, brauchen wir zuerst
das Vektoreinfachschichtpotential, welches fiir A € TL*(T') durch

V) (x) = / (x,y)A(y) dS(y), x&T

r

definiert ist.
Lemma 2.2.2. Der Operator V kann zu einer stetigen Abbildung

Vv : TH, (') — H]

I loc

(R%)

fortgesetzt werden.

Beweis. Siehe Hiptmair [58, Abschnitt 5] oder Buffa et al. [32, Theorem 3.8]. O
Ein niitzliches Ergebnis stellt das folgende Lemma dar:

Lemma 2.2.3. Fir A € TH[l/Q(divF, I) gilt

divV(X) = V(divr A) in Ly(R?).

Beweis. Siehe [58, Lemma 5.2]. O
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2.2.  Das physikalische Grundproblem

Weiter definieren wir das Vektordoppelschichtpotential fiir A € THII/ 2(I‘) durch
K(A) :=curl V(n x A)
und zusétzlich
W(A) = curl K(A\) = k*V(n x A) + grad V(divp(n x A)). (2.2.21)

Die letzte Gleichung folgt mit der Identitdt curl curl = grad div— A, der Eigenschaft
AP = —k*® und schliefllich Lemma 2.2.3. Aus dieser Gleichung folgt wiederum, dafl
curl W(X) = k% curl V(n x A) gilt, so dafl man insgesamt

curlK = W, curl W = k’K (2.2.22)
erhélt. Die Vektorschichtpotentiale erfiillen folgende Stetigkeitsbeziehungen:
Lemma 2.2.4. Die Operatoren
K : TH,"*(curly, T') — Hyyo(curl curl, R? \ I),
W THII/Z(curlp, ') — Hjye(curlcurl, R* \ T)
sind stetig.

Beweis. Die Aussage findet sich bei [32, Abschnitt 3.3] und folgt sofort aus Lemma 2.2.2
und (2.2.22). O

Wir wollen nun die Spuren dieser Integraloperatoren auf I' betrachten. Dazu definieren
wir die Randintegraloperatoren als Spuren vom Auflengebiet (2g her kommend:

V(A) =% V(A),

K(A) == 7%"K(QA),

K = VA) = () KA xn) = k> {W(X x n),
WA) = WK(QA) = (3)"W(A).

Die Umformungen folgen sofort aus den Definitionen der Spuroperatoren und (2.2.22).

(2.2.23)

Wir erinnern zusétzlich an die Definition des Randintegraloperators S aus (2.2.20). Als
néchstes interessiert uns, wie sich die angegebenen Randintegraloperatoren verhalten.
Dazu geben wir als erstes folgende Stetigkeitsaussagen an:

Lemma 2.2.5. Die Operatoren

Vv TH,*(T) — TH/*(I),
L1/2(curlp, I')—- TH| /(curlp,F),
3(dive, T) — TH, /?(divr, T),
W TH,"?(cwlr, ) — TH; " (divr, I),
S: HY*T) — TH"*(curly, T)

TH
H

sind stetig.
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Beweis. Alle Aussagen folgen sofort aus der Definition der Operatoren und durch sukzes-
sive Anwendung der Stetigkeitsaussagen fiir die Spuroperatoren (Lemmata 2.1.2, 2.1.3
und 2.1.4) und der fiir die Integraloperatoren (Lemmata 2.2.2 und 2.2.4). O

Das Verhalten der Randintegraloperatoren als Grenzwerte von Operatoren in {2 wird
durch die Sprungrelationen beschrieben:

Lemma 2.2.6. Fir X aus THF/Q(F) gilt

VN =0,
(INVA)]e = =

Fiir A aus TH, () gilt

[ K(N)]r

A,
(WK (A)]r =0

Beweis. Siehe Buffa et al [32, Abschnitt 3.3]. O

E .
S sel 1 1

Po(x,y) == rx—y| XFYy
die Fundamentallosung der Laplace-Gleichung, dann bezeichnen wir mit Vj, Vg, Ko,
W, Vo, Ko, l@o, Wy und S, die entsprechenden Integraloperatoren mit Kern ®, anstelle
von ®. Die Operatoren mit Index 0 sind natiirlich nur Spezialfille der Operatoren ohne
Index (nédmlich die fir £ = 0), so dafl simtliche bisherigen Aussagen fiir V, IC, K und S

auch fiir Vy, Ko, Ko und Sy gelten.

Lemma 2.2.7. Es gelten die folgenden Figenschaften der Randintegraloperatoren:

1. Die durch Vy auf THF/Q(diVF 0,1") induzierte Bilinearform ist symmetrisch und

koerzitiv, d.h. es gibt eine Konstante ¢ > 0 so daf

(Vou, w)r > cllull . vu € TH, "/ (divp 0,T).
I

(divp 0,T")

2. Der Randoperator Ky ist adjungiert zu Ko — I, d.h.

Kou, vir = (u, (Ko — Id)v)r vu e TH, '/ divp 0, ,VETH_1/2 curlp, I').
[ €

3. Es qilt
Wou, v)r = —(Vp(curlpu), curlpr v)_1or Vu,v € TH /2 curlp, I'),
/2, il

wobei V : HY(T') — HY2(T) der gewdhnliche Einfachschichtoperator auf T ist.
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4. Die durch Wy auf THII/Q(curlp, ') induzierte Bilinearform ist symmetrisch und
negativ semidefinit, insbesondere gibt es eine Konstante ¢ > 0 so daf

—(Wou, ujr > cllewrlpul? oy Yu € TH,V?(cmlr, T).
Beweis. Zu allen Beweisen siehe [58]. Es sei angemerkt, dafl 4. direkt aus 3. folgt. O

Wir werden jetzt die genauen Darstellungen dieser Randintegraloperatoren fiir Dich-
ten aus TL*(T") betrachten. Dann némlich sind die Operatoren als Cauchy-Hauptwert-
Integrale darstellbar. Dazu brauchen wir ein paar neue Operatoren: Fiir v € L*(T),
X € TL*(I") und x € I definiere

Cu(x) = / B(x, y)uly) dS(y),
: (2.2.24)
LA(x) = / B(x, y)A(y) dS(y),

r

und fiir A € TL*(T") und x € T definiere den folgenden Randintegraloperator als Cauchy-
Hauptwert-Integral:

MA(X) = / curl, (B(x, y)A(Y)) dS(y) = / grad, d(x,y) x Aly) dS(y).

r r

Es ist

(0 x MX)(x) = / n(x) x (grad, ®(x,y) x A(y)) dS(y)

r N (2.2.25)
~ [ terad, w30 M) = A) e sy

und

(n - MA)(x) n(x) - (grad, ®(x,y) x Aly)) dS(y)

(2.2.26)

T— T —

(n(x) x grad, ®(x,y)) - A(y)) dS(y),

wobei wir die Entwicklungssétze (A.1.2) und (A.2.11) aus dem Anhang verwendet haben.
Definiere auflerdem als Cauchy-Hauptwert-Integral

MAG) = fﬁ—’ngy) aS(y).
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Lemma 2.2.8. Fiir \,¢ € TL*(T") gilt

<)‘7 £C>F = <'C>‘7 C>F>
(A, M0 x ) = —(n x MA, Or

Beweis. Die erste Aussage folgt sofort durch Vertauschen der Integrale, fiir die zweite
Aussage benotigt man zusétzlich grad, ®(x,y) = —grad, ®(x,y) und

Aly) - (grad, ®(x,y) x {n(x) x ((x)}) = (n(x) x {grad, ®(x,y) x A(y)}) - {(x)

mit den Entwicklungssitzen fiir das Kreuzprodukt (sieche Anhang A). O

Die Sprungrelationen lassen sich dann wie folgt schreiben:

Lemma 2.2.9. Es sei A € TL*(I'). Mit x* bezeichnen wir einen Punkt aus Qg, mit x~
einen Punkt aus Q¢ und mit xg einen Punkt aus T, fiir den die Normale n(xq) definiert
ist. Dann gelten folgende Grenzwerte

1. lim VA(x) = LA(x0),

X—X0

2. lim n(xo) - grad VA(x) = MA(xo) F %)\(xo),

X:t —X0

3. lim curl VA(x) = MX(xq) F %n(xo) X A(Xp),

xT—xg

4. lim n(x) x curlcurl VA(x) = k*n(x) x LA(x) +n(x) x grad L£(divp A).

X—X0

Beweis. Siehe entweder Mitrea [76, Abschnitt 3] oder Colton & Kress [40, Abschnitt 6.3]
(in [40] werden die Ergebnisse nur fiir C2-Rénder angegeben). O

Die in (2.2.23) definierten Randintegraloperatoren haben dann die folgende Form:
VA :=—nx (nx L),
KX :=M(mnx )+ %)\,
EX i —nx M — %A, (2.2.27)
WA = —k*n x L(n x X) —n x grad £(divp(n x A))
= —k’n x L(n x A) — curlp L(curlp ).

Es gilt
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Lemma 2.2.10. Die Randintegraloperatoren

S xxa <
H
e
GCIGIGHG)
!
=
e
GGG

sind stetig.

Beweis. Siehe Mitrea et al [76, Abschnitt 3 und Theorem 5.1]. Dieses Lemma ist nur eine
kleine Auswahl der dort gezeigten Abbildungsverhalten fiir vom Einfachschichtpotential
abgeleitete Pseudodifferentialoperatoren auf I'. Die Autoren betrachten dort insbeson-
dere, wie diese Operatoren als Isomorphismen zwischen LP(I")-verwandeten RAumen
wirken. ]

Ein wesentliches Werkzeug bei der Verwendung von Randintegralmethoden fiir partielle
Differentialgleichungen sind Darstellungsformeln, die die gesuchte Lésung als Kombina-
tion von Potentialen angeben. Dazu definieren wir zuerst fiir u € L*(Q) das Vektor-
Newton-Potential

Gl (x) = / B(x,y)uly) dy.

G ist eine stetige Abbildung von L?(Q) nach H?(Q) [76, Beweis zu Lemma 3.1]. Es folgt
der erste Darstellungssatz, er gilt im beschrankten Lipschitz-Gebiet Q¢:

Lemma 2.2.11. Es sei u € H(curlcurl, Q) N H(div, Q¢). Dann gilt fir alle x € Q¢

u(x) = — k*Gg.u(x) + Go (curl curlu)(x) — grad G (div u)(x)
— K(u)(x) + grad V(n - u)(x) — V(n x curlu)(x).

Beweis. Siehe Mitrea et al [76, Theorem 3.2] oder Hiptmair [58, Abschnitt 4] (fiir den
Fall k = 0). O

Offensichtlich fallen die G-Terme weg, falls diva = 0 und somit curlcurlu =
grad divu— A u = k%u gilt. Dies sind aber nach Lemma 2.2.1 gerade Eigenschaften von
Losungsfeldern E und H der Maxwell-Gleichungen in einem homogenen Gebiet. Damit
erhalten wir als einfache Folgerung aus dem letzten Lemma:

Lemma 2.2.12. Fir E;H € H(curlcurl,Q¢) Lisungen der Mazwell-Gleichungen
(2.2.13), (2.2.14) in Q¢ gelten die Stratton-Chu-Formeln

E(X) = —K(’)/tE)(X) + 1) + ]2, X € Qc,
H(X) = —K(fYtH>(X) + Jl + JQ, X & QC
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2. Die Maxwell-Gleichungen

mait

I, =gradV(v,E) = é grad V(divr(H x n)) = grad V (divp 7y E),

w2er
I, =iwpV(H x n) = V(yyE),
L+ 1, = —L* curl K(vH),
we .
J; =gradV(y,H) = S grad V (div(E x n)),
Wi
Jo = —iwe*V(E x n) = =V (yvH),

Ji + Jy = — curl K(,E).
Wit
Alle Spuroperatoren v sind als Spur aus Q¢ kommend, also als v~ zu lesen.

Beweis. Die Aussage folgt sofort aus dem letzten Theorem, es sind nur die Umformungen

der Iy, I, Ji, Jy zu erkldaren. Mit Lemma 2.1.5 und (2.2.14) gilt v,E = - divp(H x n),

we*

woraus sofort die Darstellung von [; folgt. Die Gleichung fiir I, folgt sofort aus (2.2.13).

Um die Darstellung von I; + I zu beweisen, beachte man, dafl wegen A ® = —k*® und
curlcurl = grad div— A gilt:

curl K(1yH) = —curlcurl V(H x n) = —graddivV(H x n) + A V(H x n)
= —grad V(divp(H x n)) — w?¢*uV(H x n).

Die Gleichungen fiir J;, J> folgen genauso. O

Liegt das x aus Lemma 2.2.11 und Lemma 2.2.12 in Qp = R3\ Q¢, so zeigt man leicht:

Lemma 2.2.13. Fir E;H € H(curlcurl, Q¢) Léisungen der Mazwell-Gleichungen
(2.2.13), (2.2.14) in Q¢ gilt mit den Bezeichnungen aus Lemma 2.2.11

0= —K(’)/tE>(X)+Il+IQ, XEQE,
0= —K(”ytH)(X)+J1+J2, X € QE‘

Alle Spuroperatoren v sind als Spur aus Q¢ kommend, also als v~ zu lesen.

Beweis. Siehe Colton & Kress [40, Gleichungen (6.11), (6.12)]. Hier in aller Kiirze die
Begriindung: Das u(x) auf der linken Seite der Gleichung in Lemma 2.2.11 wird durch
die Singularitdt von ®(x,y) bei x =y erzeugt (vgl. [40, Beweis zu Theorem 6.1]). Ist
x € Qp, so ist ® analytisch in Q¢, und man erhélt eine Null anstelle des u(x). O
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2.2.  Das physikalische Grundproblem

Wir betrachten nun das unbeschrinkte Gebiet 2z, das ebenfalls als homogen vorausge-
setzt wird. Um zu einer zu Lemma 2.2.11 und Lemma 2.2.12 analogen Formulierung zu
gelangen, bedarf es einer Voraussetzung an das Feld u, ndmlich der Abklingbedingung

curlu(x) x — — iku(x) = o <i) (2.2.28)

] |

fiir |x| — oo gleichméfig in alle Richtungen ﬁ Eine Losung u der Vektor-Helmholtz-
Gleichung (A +k*)u = 0, die (2.2.28) erfiillt, heifit abklingend. Man sieht leicht: Sind
E.H € H(curl, Qg) abklingende Losungen der Maxwell-Gleichungen (2.2.13), (2.2.14)
in g, so gelten die Silver-Miiller-Abklingbedingungen

Ve E(x) x — +iH(x) = o < ! ) (2.2.29)

| |

und

VEHx) x — — Ve B(x) =0 <§) (2.2.30)

x|
Hiermit beweist man das folgende Lemma:

Lemma 2.2.14. Fir E/H € H(curlcurl, Q) abklingende Lisungen der Mazwell-
Gleichungen (2.2.13), (2.2.14) in Qg gelten die Stratton-Chu-Formeln

Ex)=KwE)(x)—L — L, x¢€Qg,
H(X) = K(’}/tH)(X) —J — JQ, X € QE,
mit
I =gradV(v,E) = L* grad V(divr(H x n)) = ;—— grad V(divr ywE),
we wer
I =iwpV(H x n) = V(yyvE),
I+ I = —— curl K(+H),

we*

J; =grad V(y,H) = S grad V(div(E x n)),
Wit
Jo = —iwe*V(E x n) = =V (yvH),

J+ S = L curl K(vE).
Wit

Alle Spuroperatoren ~ sind als Spur aus Qp kommend, also als v* zu lesen.

Beweis. Die Aussage folgt aus Lemma 2.2.12, indem man das beschrinkte Gebiet (g N
Bpr betrachtet, wobei Bg eine Kugel um ¢ mit Radius R ist (die Vorzeichen drehen sich
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2. Die Maxwell-Gleichungen

um im Vergleich zu Lemma 2.2.12, da die Normale n auf I" nun in das Gebiet hineinzeigt).
Dadurch kommen Integrale {iber den Teilrand 0Bpg hinzu, fiir die gezeigt werden muf3,
daf} sie fiir R — oo gegen Null laufen. An dieser Stelle kommt die Abklingbedingung
(2.2.28) ins Spiel, aus der man faBR|u|2ds = O(1) fiir R — oo folgert. Siehe dazu [40,
Theorem 6.6] oder [76, Abschnitt 6]. O
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3. Diskretisierung

Im folgenden Kapitel geht es um die Diskretisierungen der Finite-Element-Réume und
um damit verwandte Themen wie p-hierarchische Zerlegungen, Interpolationsoperatoren
und Gitterverfeinerung. Ein Begriff, der des 6fteren auftauchen wird, ist der der Regu-
laritdt. In dieser Arbeit sei ein Gitter 7;, reguldir, falls es nur regulidre Knoten (also keine
hiangenden) beinhaltet, und falls das Gitter form-regulér ist. Form-requldr bedeutet, dafl
die Elemente nicht beliebig ,,spitz* werden diirfen, d.h.

h
LT < VTET,
rT

wobel hr den Durchmesser eines Elements T bezeichnet und
rp := max{r : es existiert eine Kugel K mit Radius r, K, C T}

und c¢; eine globale Konstante ist. Weiter bezeichne hr den Durchmesser einer Flédche
F'. Dann impliziert die Regularitit eines Gitters lokale Uniformitét, d.h. es existiert eine
Konstante ¢y, so daf3

hr < cohr VT,T, S 7;“ TNnT ?é 0.

AuBlerdem gilt
hr < cshr VT €71, VF Flache von T

fiir eine Konstante c3. Ein reguléres Gitter 7;, in €2 induziert ein reguléres Gitter Ky, (das
Spurgitter von 7) auf I'.

Wir behandeln hier zwei Arten von drei-dimensionalen Gittern 7;,: Solche mit tetraedri-
schen Elementen (also Elemente mit vier Seiten) und solche mit Spat-Elementen (auch
Parallelepipede genannt). Spate sind Hexaeder (also Kérper mit sechs Seiten), die durch
eine affin-lineare Transformation aus einem Wiirfel hervorgehen. Jede Seitenfléche eines
Spats ist ein Parallelogramm. Wir sprechen dabei im folgenden vereinfachend von te-
traedrischen und hezxaedrischen Gittern. Bei zwei-dimensionalen Gittern K verwenden
wir dementsprechend die Bezeichnungen dreieckig und viereckig, obwohl mit viereckigen
Elementen auch hier in Wahrheit Parallelogramme gemeint sind.
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3. Diskretisierung

Z A
(0,0,1)
€5 Y
(0,1,0)
€3
€9 el €6
(07050) €1 (1a010) ‘;

Abbildung 3.1.: Das tetraedrische Referenzelement T
3.1. Finite-Element-Raume

3.1.1. Diskretisierung von H(curl, )

In [84] definiert Nédélec eine Familie konformer Finiter Elemente fiir H(curl, 2). Wir
betrachten hier nur den einfachsten Fall stiickweiser trilinearer Funktionen. Dazu sei
T := {T;}; eine regulire Zerlegung von 2 in Tetraeder und

T={xeR®: 2;>0,i=1,2,3, &1 + a3+ 25 < 1} (3.1.1)

das Referenzelement mit den Kanten e;, j = 1,...,6 (vgl. Abb. 3.1). Der Gebrauch von
gekriimmten Elementen ist durchaus moglich, doch gehen wir hier vereinfachend davon
aus, dafl () ein Polyeder ist, und damit exakt in nicht-gekriimmte Elemente zerlegt werden
kann.

Wir definieren unseren lokalen Finite-Element-Raum durch
ND(T) ={u=a+Bxx: a,BcR’} cC(P(T))?
was den globalen Finite-Element-Raum
ND\(T,) = {m), € H(curl, Q); n,p € NDy(T)VT € T,}
liefert. Der Index 1 bezieht sich auf den Gebrauch trilinearer Funktionen, und P (7))

bezeichne den Raum der Polynome vom Grad k. Auf Tetraedern ist ein Monom wvom
Grad k, wenn die Summe der Exponenten hochstens k ergibt.
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3.1. Finite-Element-R&aume

Die lokalen Freiheitsgrade sind durch
ENDl(T) = C»—>/C-t]~ds;j:1,...,6 (3.1.2)

gegeben, wobei t; der Tangentialvektor ist, der e; beschreibt. Man beachte, daf3 =ND(T)
und N'D;(T) beide die Dimension sechs haben. Fiir die Approximation von Hy(curl, Q)
(im Gegensatz zu H(curl,Q)) definiert man kanonisch die Radume ND;,(T) und
ND;y(7T), indem man die Freiheitsgrade auf Kanten, die in I" liegen, weglisst.

Weiter definieren wir IIVP*(Mu € N'Dy(T) als die eindeutige Interpolierende von u €
(C>=(T))3, so daB
a(u—IVP1Dy) =0 VYo e ZVPY(T).

Das oben beschriebene Finite Element ist konform in H(curl, 2) [84, Theorem 1] — diese
Eigenschaft ist dquivalent zur folgenden Bedingung [84, Lemma 6]:

e Seien 77 und T, zwei Elemente mit einer gemeinsamen Flache F' und sei u €
(C*(Ty UT)). Dann sind die Tangentialanteile von ITNVP1 M)y und TIVP T2y
gleich auf F, d.h.

%HNpl(Tl)u = %HNDl(TQ)u auf F.

~

Nun sei {b,, & € EVP(T)} die duale Basis von N'D;(T) beziiglich ZVP1(T), d.h.

/ b,, -tids=0;  Vi,j=1,...,6. (3.1.3)

i

Auf dem Referenzelement 7' erhalten wir (wobei wir b; statt lA),{j und (z,y,z) statt
(21, z9, x3) schreiben):

1 —Z =y 0 Y 0
b1 == 0 + X s b2 == 1 +| —x—=z y b3 == 0 + y
0 T 0 Y 1 —T -y
z 0 Y
by = 0, bs = z |, b= | —=x
— —y 0
Ist ein Element T das Bild von T unter der durch
x=Bx+d, Bel(T,R%,deR? (3.1.4)
beschriebenen Transformation, dann erhélt man eine Basis auf 7" durch
b;(x) = (B")'b;(x), j=1,...,6. (3.1.5)
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Abbildung 3.2.: Das kubische Referenzelement T

ND ist also invariant unter affinen Transformationen, vorausgesetzt wir verwenden die
obige Basistransformation [84, Theorem 2.

Die globalen Formfunktionen erhélt man wie gewohnt durch Zusammenfassen der zu
einer gemeinsamen Seite gehdrenden lokalen Basisfunktionen. Damit haben wir einen
Freiheitsgrad pro Kante von 7,.

Die Konstruktion von Nédélec Finiten-Elementen auf Hexaedern geschieht in analoger
Art und Weise:

Es sei 7;, := {T;}; eine regulire Zerlegung von (2 in Hexaeder (eigentlich Spate, vgl. Seite
39) und

I={xeR’: -1<z;<1,i=1,2,3}=[-1,1P (3.1.6)

das Referenzelement mit den Kanten e;, j =1,...,12 (vgl. Abb. 3.2).

Es sei Py m(T") der Raum der Polynome in drei Variablen (z,y, z) mit maximalen Gra-
den k in z, [ in y und m in z. Auf Hexaedern sei Py := Pjr, (im Gegensatz zur
Definition von Py (7") auf Tetraedern, vgl. Seite 40). Definiere dann den lokalen Finite-
Element-Raum

ND1<T) = {u DU € ]PO,I,l(T)au2 S P170,1(T),U3 € ]PLLO(T)}'

Wir definieren den globalen Finite-Element-Raum N'D;(7;,), die Freiheitsgrade ZVP1(T')

und den Interpolationsoperator ITVP1(T) genauso wie im tetraedrischen Fall auf den

Seiten 40f. Diesmal haben ZVP1(T) und N'D;(T) die Dimension zwdolf. Wieder ist der
Finite-Element-Raum konform in H(curl, 2) [84, Theorem 5].
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3.1. Finite-Element-R&aume

Die duale Basis {b,, x € ZVP(T)} von N'Dy(T) beziiglich VPt (T) ist dann

L G=pa-a\  (Api-2)
bl—g 0 5 b2:§ 0 5
0 0
LU=ty (Gt
bgzg 0 y b4:§ 0 5
0 0
1 0 1 0
bs=-|(1-2)(1-2)], bs=-|(1+2)(1-2)],
8 8
0 0
1 0 1 0
b;=-|(1-2)1+2)|, bg=g|I+2)(1+2)],
8 8
0 0
1 0 0
bgzg 0 ; by = - 0 ;
(1-2)(1-y) (I+2)(1—y)
0 0
N 1 A 1
bll—g 0 ; by = - 0
(1-2)(1+y) (I+2)(1+y)

Wie bisher ist N'D invariant unter der affinen Transformation (3.1.4) wenn wir die
Basisfunktionen mittels (3.1.5) umformen, und wir erhalten die globalen Basisfunktionen
durch Zusammensetzen der zu einer Kante gehorenden lokalen Basisfunktionen.
Bemerkung 2. Sowohl fiir Tetraeder wie auch fiir Hexaeder rechnet man einfach nach,
dafl der Ausdruck by -t; in (3.1.3) konstant auf e; ist, so dafl man fiir Nédélec-Elemente
niedrigster Ordnung die Freiheitsgrade

/ by, - t;ds = |ex, b,

7

-t

erhiilt. Insbesondere ist by, - t; = 0 fiir i # j.

Fiir tetraedrische wir hexaedrische Elemente gilt die folgende Approximationseigen-
schaft:

Lemma 3.1.1. Firu € H*(T) C H(curl,T) und ein Element T mit Durchmesser hr
qilt

Ju — TVPr D g eurry < chrlulpe

Beweis. Siehe [84, Theorem 2]. Das Beweisprinzip ist genau das Gleiche wie das, wel-
ches wir spéater in Lemma 3.3.3 ausfiihrlich anwenden. Hier in aller Kiirze: Zuerst wird
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3. Diskretisierung

die Aussage iiber eine Stabilititsabschitzung fiir IV?1(T) und die Aquivalenz der H!-
Seminorm auf H' /Py zur H!-Norm auf dem Referenzelement T’ gezeigt, und diese dann
mittels der Transformation (3.1.4) auf 7" iibertragen. Schliefilich wird von der Beziehung
|det B| ~ hp (dies folgt aus der Form-Regularitét, siche [38, Theorem 3.1.3]) Gebrauch
gemacht. O

3.1.2. Diskretisierung von THFﬂ(diVF,F) und TH11/2(CUT1F,F)

Als néchstes suchen wir einen Finite-Element-Raum zur Diskretisierung von
THF/ 2(din,F). Wir haben vorhin vereinfachend angenommen, dafl €2 ein Polyeder,

I' also stiickweise eben ist. Anderenfalls wiirden wir €2 durch einen Polyeder Q ersetzen

und das diskrete Randwertproblem auf [ := 00 statt auf I' 1osen.

Nach Lemma 2.1.2, 2 wissen wir, daf§ der Raum THF/ 2(din, ') gerade der gedrehte

Tangentialspurraum von H(curl, §2) ist. Wir haben soeben dargestellt, wie H(curl, §2)
mittels dem Raum der Nédélec-Elemente diskretisiert werden kann. Folglich liegt es nahe,
dessen gedrehte Tangentialspur zur Diskretisierung von THF/ 2(din, ') zu verwenden.
Es ist bekannt [55, Lemma 2.4], dafl der gedrehte Tangentialspurraum von N'D), gerade
der Raviart-Thomas Finite-Element-Raum der Ordnung £ in zwei Dimensionen ist, hier
mit R7;, bezeichnet:

v s NDp(T,) — RT 1(Ky), (3.1.7)

wobei K}, das aus dreieckigen bzw. viereckigen Elementen bestehende Spurgitter von
7, ist. Eine Definition der Raviart-Thomas-Raume findet sich z.B. in [25, 84]. Es gilt
sogar, daf} die durch diese Abbildung induzierten Freiheitsgrade mit denen fiir R7
ibereinstimmen [55].

Da wir nur den Fall £ = 1 betrachten, nehmen wir uns die Zeit, diese Behauptung zu
iiberpriifen und dabei ein bifichen mehr ins Detail zu gehen.

Es sei T das Referenzelement (3.1.1), und sei I' = K die ,untere” Seite von f, also das
durch
K:i={xeR’: 2;>0,i=1,225=0, ) + x5 <1}

definierte Dreieck mit den Kanten ey, s, e und dem Normalenvektor n = (0,0, —1)T.
Um Verwirrung zu vermeiden, schreiben wir jetzt e statt es. Die gedrehte Tangential-
spurabbildung ~;¢ bilde also von T nach K ab. Man priift schnell nach, dal folgende
Beziehung gilt:

NDY(T) 25 RT\(R) = {a + fx: e € R%, G e R} € Py(K),

wobei wir bei Vektoren aus R7; die dritte Dimension weglassen, da diese Komponente
stets Null ist. Wenn nétig, identifizieren wir (z,y)" € R? mit (z,y,0)T € R?. Die
Definition von P auf Dreiecken ist analog zu der auf Tetraedern (vgl. Seite 40).
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3.1. Finite-Element-R&aume

Wir definieren die Basisfunktionen

. <7 0 —x . i —1 x
Lpl::’)/tblz(l)—'—(_y); ¢2:7tb2:<0)+(y>a

N i T
cp:zybz().
3 t 6 y

Die Aussagen der folgenden zwei Lemmata 3.1.2 und 3.1.3 werden in [55, Lemma 2.4]

(3.1.8)

bewiesen.

Lemma 3.1.2. FEs gilt

/cfoi-(nxtj)ds:&j Vi7j:1,2,3,
€j

wobei t; den Tangentialvektor in Richtung e; darstellt.

Beweis. Zur Vereinfachung schreiben wir jetzt bs an Stelle von bg. Dann haben wir
@, =1 x b; auf der Kante e; (,j = 1,2, 3). Hieraus erhalten wir

(%, %) t; = ((n-m)b; — (b)) - t; = by -t

Aus der Definition von b, folgt

5Z-j:/15i-tde:/(§oixn)-tjds:/cfoi-(nxtj)ds.

€j €5 €j

]

Dieses Lemma definiert unsere Freiheitsgrade =*71(K) fiir R7;, die mit den in [25]

gegebenen Freiheitsgraden fiir R7, iibereinstimmen. Die Dimension von ZR71(K) ist
natiirlich drei, passend zu den drei Kanten des dreieckigen Elements K. Wieder definiert
dies die Interpolierende TIR71(8) ¢ einer Funktion ¢ € (C*(K))?, analog zu ITVP My

im letzten Abschnitt:
a(p — MR p)y =0 Va e ZRT(K).

Erneut erhélt man die globalen Formfunktionen durch Zusammenfassen zweier zu einer
gemeinsamen Kante gehorenden lokalen Basisfunktionen.

Bemerkung 3. Wie bei den Nédélec-Elementen niedrigster Ordnung erhélt man, dafl
@, - (n x t;) auf e; stets eine Konstante ergibt, so dafl die Freiheitsgrade fiir Raviart-
Thomas-Elemente niedrigster Ordnung die Form

/goi -(n x t;)ds = |ej|p; - (n X t))

€j

haben, und es gilt ¢, - (n x t;) = 0 fiir ¢ # j.
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3. Diskretisierung

Sei T" ein Tetraeder und K eine Seite von T'. Aufgrund von Lemma 3.1.2 und der Kon-
struktion von ITR71(5) erhalten wir sofort:

Lemma 3.1.3. Seiu € (C®(T))3. Dann ist o TINP1(Dy = [IRT 1K)y Xy,

Nun wollen wir das Abbildungsverhalten analog zu (3.1.5) zwischen Basisfunktionen auf
dem Referenzelement K und auf einem Element K bestimmen. Dazu sei das Volumenele-
ment T das Abbild von 7' unter der durch (3.1.4) beschriebenen affinen Transformation
F(x) = Bx + d. Die Matrix B habe die Gestalt B = (a;, ag, a3) mit Spaltenvektoren
aj,az, a3 € R3. Die Seiten von T seien mit K6, K134, Kags, Kus6 bezeichnet, so da K,
das Bild von [?Z-jk unter F' ist. Hierbei ist [?ijk die von den Kanten e;, e;, e, aufgespannte
Seite von T (vgl. Abb. 3.1). Mit 73, bzw. 45, bezeichnen wir die Abbildung ~;* von T

nach Kjj, bzw. von T nach Kjjy.

Lemma 3.1.4. Mit den Bezeichnungen von oben gelten fiir die Basisfunktionen ¢, :=
Y by auf den Seiten von T (wobei g : {1,2,3} — {1,...,6} die Zuordnung zwischen
RT -Basisfunktionen und N'D-Basisfunktionen auf einer Seite K von T beschreibt) die
Transformationen

1
X)) = —(C 7C 7 )A( 319
‘pf( ) Hcl % C2H( 1 2)‘)06( ) ( )
mat
PR Ny z
Ci 1= ay, C2 1= A, Py(X) 1= @y(X), X = (Q) auf Kz,
< A ey~ z
C1 = ay, € 1= a3, Py(X) 1= Py(X), X = (2) auf Kz,
C1 1= Ay, Cp 1= &3, Py(X) 1= Py(X), X = (Z) auf Kass,
N Ny - T
Ci:=a; —ag, Cy1=ay —az, @,(X) = —@,(X), X = (g)) auf Kyse.

Es sind @, die Raviart-Thomas Basisfunktionen auf [/(\'126 = K wie in (3.1.8) definiert.
Die Numerierung der ¢, erfolgt passend zu der der @,, d.h. ¢, und ¢, gehéren zu den
Kanten von K;j, mit den Richtungsvektoren ¢ und ca, @5 gehdrt zu der dritten Kante
von K;j, (mit Richtungsvektor ¢; — cg).

Beweis. Nach (3.1.5) gilt b;(x) = (BT) 'b;(x), wobei b, die Basisfunktionen auf

dem Referenzelement bezeichnen. Fiir B = (a;,as,a3) rechnet man die Darstellung
(BT)il = m(ag X ag,ag X a;,a; X ag) nach. Die Seite K126 = F(KlQG) wird von
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3.1. Finite-Element-R&aume

” o .
||:><:§||' Damit gilt mit

dem Entwicklungssatz (A.2.10) im Anhang fiir mehrfache Kreuzprodukte

den Vektoren a, a; aufgespannt und besitzt die Normale n = —

~

X 1 — T*l_ — a] Xag .A
’}/126[)9([) = —nx (B ) b = a1 xaz|| a1-(azxa3) X (a2 X ag,az X ag,a; X 82) bg(g)

||a1><az||a1 a2><a3)( a; X aQ a3)a2’ _<<a1 X a2) ’ a3)al7 0) ’ bg(g)

~ 0
= 7||al>1<32” (az, —ai, 0) . bg(f) = 7||a1>1<a2” (al, ag, O) . bg(f) X (_01)

_ 1 CAX T _ 1 L
T Jlar xaz]] (al’ az, 0) 7126bg(5) ~ a1 xaz]| (ala aZ) Py

Damit ist die Aussage des Lemmas fiir K156 bewiesen. Die Umrechnungen fiir die anderen
Seiten folgen durch Koordinatentransformation. So besitzt K134 die Normale n = 21x23

llaxxas||?
woraus
X 2 _ —aj Xas . .
Vi3abg(e) = Tarxas o (aaxay) < (a2 X ag,az X ap,a; X a2) by
1 (_ o= 1 -k 9
o ||al><a3H( a,0,a) by (e \\alxas\l(al’o’ag) By(e) <é>

_ 1 . —b3
~ Jlaixas]| (al’a3) ( by )

1 b 0
- m(al,ag,()) : gs X <Pl>
2

folgt. Sei nun x := G(x) := Dx mit D =

OO
[ =J=]

g) die Abbildung von [/(\'134 auf das

Referenzelement K. Es ist (DT)~! = D. Nach dem Transformationsgesetz (3.1.5) gilt,
daf3 R
. b R
buo(®) = (1 ) () = (D7) Mbyo(x)
2
eine Nédélec-Basisfunktion auf dem Referenzelement i 126 ist. Also ist der gedrehte Tan-
gentialanteil von Bg(@ (%) eine Raviart-Thomas-Basis-Funktion auf K1s6, d.h.

(5 ) 60 () =Buni) < () = 250

Bei den anderen zwei Flachen verfahrt man genauso. Fiir K456 rechnen wir noch einmal
vor: Die Richtungsvektoren der ersten zwei Kanten der Fléiche sind ¢; = a; — az und

_ . : : _ (ai—a3g)x(ag—a3) _ a ><a2+ag><a1+ag><a3
cy, = ap — ag, folglich ist n = o e x(ar—as)] — Tar—as)x(ee ool die Normale auf K s56.
Damit gilt
X 1 _ aj; Xas+agzXaj+as Xas . A
4 b = T (a1—a3) x(az—a3)||a1-(az xa3) X (a2 X ag,az X ag,a; X ag) bg(g)

71 ~
= T —ay)x ey (82 — @s,a3 — a1, a1 — &) - by

_ -1 . o 3 bs—bs
= T x (@ —ay)] (&1 ~ @3, 32 — a3) <131 133)

— 1 ( 0) b3 bl > 8
~ Ter—an) < ma—ag) A1 8882 783,07 | by b o)
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3. Diskretisierung

1

Es ist G(%) = D% + d mit D = ( o 1 81) und d = <§) die Abbildung von Ky nach

K196. Wegen (D7)t = <1 | j) erhélt man wie oben

01
00 -1

b3—by N 0 13 N 0 n o~
(h) 60 () = =00 () =)
mit X := G(x). Damit ist der Beweis abgeschlossen. O

Zur Konstruktion des Raviart-Thomas-Raums auf viereckigen Finiten Elementen gehen
wir in genau gleicher Weise vor:

Als Referenzelement nehme man
K:={xeR®: —1<umz,ay<1}=[-1,17

die untere Seite von T wie in (3.1.6) definiert. Es hat die Kanten ey, eg, e5 and eg. Unter
Auslassung der iiberfliissigen dritten Dimension erhalten wir die Abbildung

ND(T) 2% RT(K) ={u: uy € Py, uy € Py}

(die Definition von Py ; ist analog zu der auf Hexaedern, vgl. Seite 42, und es ist Py :=
Py 1) und die Basisfunktionen

. 1 0 - 1 0
7 = ><.l) = — 7 = ><l) - -
1 Ve P1 4 (1 B y) ) Po Ve D2 4 (1 + y) )

. - 1 /—-1+=x . - 1/-1—x

Wie vorhin sind die Freiheitsgrade durch Lemma 3.1.2 definiert (nur lauft j jetzt von

(3.1.10)

1 bis 4), und sowohl die darauffolgende Bemerkung 3 wie das Lemma 3.1.3 behalten
ihre Giiltigkeit. Das Abbildungsverhalten zwischen Raviart-Thomas-Basisfunktionen auf
einem Parallelogramm K und denen auf dem Referenzelement K ist wie in Lemma 3.1.4
gegeben, wir geben hier das analoge Ergebnis ohne Beweis an:

Lemma 3.1.5. Mit den Bezeichnungen analog zu denen von Lemma 3.1.4 gelten fir die
Basisfunktionen @, := v by auf den Seiten eines Hexaeders T die Transformationen

e) = L (e e)@(), (3.1.11)

|C1 X CQH
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3.1. Finite-Element-R&aume

Q>

b
I

C1 = ag, Cg = ag, Qbe(f() = Sbe(X), auf Ks 7911,

mit
A e T
C1 = aj, Cg := Ay, ‘PZ(X) = SOZ(X)7 X = (gj) auf K256,
A P T
C1 = aj, C2 = ay, SOe(X) = _‘PZ(X>7 X = (g}) auf K347,
A P T
Cy 1=ay, Cy 1= a3, P,(X) = @,(X), X = (2) auf Ki 39,10,
. NP T
Cp = ay, Cy 1= ag, P,(X) = —@y(X), X = ( ) auf Kz 41112,

0 L

~ ~

Cy = Qg, Cy := ag, ‘foe(fc) = _90€(X>’

b
Il
W LD

(

Es sind @, die Raviart-Thomas Basisfunktionen auf [?1,275,6 — K wie in (3.1.10) defi-
niert. Die Numerierung der @, erfolgt passend zu der der @,, d.h. ¢, und ¢, gehiren

) auf K6,8,10,12-

zu den Kanten von K ji; mit dem Richtungsvektor ci, und @5 und ¢, gehdren zu den
Kanten von K, ;1 mit dem Richtungsvektor cs.

DaB wir die obigen Transformationen erhalten haben, ist keine Uberraschung — es
war sogar zu erwarten, denn in [25] findet sich die Normalenanteil-erhaltende Piola-

Transformation 1

2% = [ DFR)
als Abbildung von H(div, K) nach H(div, K) fir K, K € R*, K 3 x = F(X) € K.
Betrachten wir nun unser Referenzelement K als Teilmenge des R? statt des R? (also
K ~ K x {0}) und damit F' als Abbildung von R? nach R3, also F(x) = Ax + a mit
A = (aj,ag, F2222.) (F bildet die Normale n = (0,0, —1) von K auf die Normale

llay xaz|]

+-21X22 yon K ab). Wegen DF(x) = A, |det A| = ||a; X as|| und $3(x) = 0 entspricht

llax xaz|

(3.1.9) bzw. (3.1.11) gerade der Piola-Transformation.

DF()¢(%)

1

[det BF| F|d/1:/gb in [25] schlieft man fiir die Flachendivergenz

Analog zur Aussage divep =

divrp(x) div @. (3.1.12)

e x e

Es bleibt die Frage, wie gut R7; den Raum THF/ 2(divr, ') approximiert. Das folgende
Lemma beinhaltet eine Approximationseigenschaft analog zu Lemma 3.1.1.

Lemma 3.1.6. Firuc TH*?(K) c TH "*(divy, K) und ein Element K mit Durch-

messer h gilt

Ju— HRTI(K)H||TH*1/2(diVF,K) < Ch||u||H3/2(K)-
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3. Diskretisierung

Beweis. Wir schreiben ||| -1/2.aiv fir |||l ppr—1/2(givp )+ B sei U € H*(T') C H(curl, 7))
mit (U x n)x = u. Mit der Stetigkeit von 7;°, Lemma 3.1.3 und Lemma 3.1.1 erhalten
wir

||11 - HRTI(K)UH,l/Q’diVF S CHU - HNDl(T)UHH(cur],T) S ChHUHH?(T) (3113)
Definieren wir die H3>2-Norm auf K durch

= inf P ,
1Bl = i, Il

so erhalten wir

||1’l X u||H3/2(K) == 1nf ||U||H2(T)
UcH?(T)

U g=uXn

Da wegen u-n = 0 jedes U mit Ujx = u x n die Bedingung (U x n)|x = u erfiillt, fiihrt
(3.1.13) auf

Hu — HRTl(K)uH,UQ,diVF S Ch”l’l X u||H3/2(K) S ChHUHHS/Q(K).
U

Dieses Resultat erweitert die in [84] gegebene Fehlerabschétzung fiir R7; und u ausrei-
chend regulér:
Hu — HRTI(K)U_HH(diV,K) S chHuHHz(K).

Zum Schlufl dieses Abschnitts beschreiben wir den Finite-Element-Raum zur Dis-

kretisierung von THIl/ ?(curly, T). Nach Lemma 2.1.2, 2 wissen wir, daf der Raum

THII/ ?(curlp, T) der Tangentialspurraum von H(curl, Q) ist und damit das Bild von

THF/ ?(divp, T) unter dem Drehoperator R (siche Lemma 2.1.3). Wir definieren also

den diskreten Raum ZND;, (T angentialanteile von N'D) durch

bzw. dquivalent dazu

R: RTk(ICh) — TNDk(Kh) (3.1.15)

Auf dem iiblichen Referenzdreieck K erhalten wir somit die Basisfunktionen
N R 1 — N R 0 Y
A Y R — T
] = — 7 g y
py n xes (_ :c)

20

(3.1.16)
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und auf dem Referenzquadrat die Basisfunktionen
o e 11—y o o L1 +y

. . 1 0 ~ ~ 1 0
¢3'—%b5—1(1_x>; ¢4'_7tb6—1<1+x>~

Hierbei haben wir uns beim Ausfithren des Kreuzprodukts die dritte Komponente der

(3.1.17)

Funktionen ¢, (welche gleich Null ist) dazugedacht, und sie danach zur Darstellung von
p; wieder weggelassen. Aus Lemma 3.1.2 folgt damit sofort das folgende

Lemma 3.1.7. Es gilt

/@thds:éw Vi,j:172,3,

J

wobei t; den Tangentialvektor in Richtung e; darstellt.

Dieses Lemma definiert unsere Freiheitsgrade Z7VP1(K) fiir TAD;, die beruhigender-

weise mit denen von N'D; (vgl. (3.1.2)) iibereinstimmen, und damit ist auch die Inter-
polierende IT7VP1(K)y einer Funktion u € (C*°(XK))? bestimmt.

Bemerkung 4. Natiirlich gilt auch hier, daf$ 1), - t; auf e; stets eine Konstante ergibt, so
daBl die Freiheitsgrade fiir tangentiale Nédélec-Elemente niedrigster Ordnung die Form

/% tyds = |ejl; -ty
€j

haben, und es gilt 9, - t; = 0 fiir 7 # j.

Sei T ein Tetraeder und K eine Seite von T. Aufgrund der Konstruktion von IT7VP1(K)

erhalten wir sofort:

Lemma 3.1.8. Sei u € (C=(T))%. Dann ist nIINP1Tu = TIP1(E)

Das Abbildungsverhalten zwischen Basisfunktionen auf dem Referenzelement K und auf
einem Element K ergeben sich aus den Lemmata 3.1.9 und 3.1.10. Man erhélt:

Lemma 3.1.9. Mit den Bezeichnungen aus Lemma 3.1.4 gelten fiir die Basisfunktionen
P, = Ybgw auf den Seiten eines Tetraeders T' die Transformationen

1 -

P,(x) = (cz X (€1 X €3), (€1 X €g) X cl)wg(fc) (3.1.18)

ler x cof|?
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3. Diskretisierung

mat
Ci = ay, Cp = ay, P, (X) == P, (X), X = (;) auf K,
i = ay, Cy = ay, P, (X) == P, (X), X = (i) auf K34,
C1 1= ay, Cy := ay, P, (X) =P, (X), X = (g) auf K35,

M
I

~ ~ T
C = a; —ag, Cy i= Ay — a3, Y,(X) := P,(X), (@) auf Kyse.
Es sind 12)5 die TN'D Basisfunktionen auf Kiog = K wie in (3.1.16) definiert. Die Nu-
merierung der W, erfolgt passend zu der der p,, d.h. 1, und 1, gehdren zu den Kanten
von Kijr, mit den Richtungsvektoren ¢ und cq, 15 gehort zu der dritten Kanten von
Kiji (mit Richtungsvektor ¢, — c3).

Lemma 3.1.10. Mit den Bezeichnungen analog zu denen von Lemma 3.1.4 gelten fir die
Basisfunktionen 1, := by auf den Seiten eines Hexaeders T die Transformationen

1 ~

P,(x) = (CQ X (€1 X €g), (€1 X €3) X cl)tpg(fc) (3.1.19)

e X calf?

mat

M
Il
=

C; := aj, Cy := ag, ’(Npe(f(> = 'lbg(i), (lUf K1,2,5,67

M
Il
=2 S

C; := aj, Co := ag, ’(Tbe(f(> = 'lbg(i), (lUf K3,4,7,87

)
)
) ot e
)
)
)

Nl

C1 = ap, C2 1= ag, 17)12(?2) = {W(i)a

M
Il
=>

C1 = ap, C2 = ag, {[)e(ﬁ) = {W(i)a

an K2,4,11,127

N>

M
|

C1 = ag, C2 = ag, {ﬂz(i) = {[’e(i)a

M

I
/‘\/\@/—\/—\

> S

N L

an K5,7,9,11;

xz

auf K6,8,10,12-

N D

Cy = az, Cy = ag, @z’z(i) = 7:[)@(5(); (

Es sind 1, die TND Basisfunktionen auf _[?172’5’6 = K wie in (3.1.17) definiert. Die
Numerierung der 1, erfolgt passend zu der der 12)6, d.h. 1y und v, gehiren zu den
Kanten von K j ., mit dem Richtungsvektor ¢, und 15 und 1, gehoren zu den Kanten
von K; j; mit dem Richtungsvektor c;.
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3.2.  Zwei-Level-Zerlegungen und hierarchische Fehlerschétzer

Die Formel fiir den Flichencurl einer Funktion % (x) unter der oben beschriebenen Trans-
formation folgt aus der Beziehung curlpep = divp(?p x n) und der Formel (3.1.12). Man
erhélt

+1 — -
Curlr’lp(X) = mcurhb, (3120)
mit positivem Vorzeichen falls n = — IIEKEEII und negativem falls n = IIEKZII'

Zum Schluff kommen wir zur Approximationseigenschaft der ZAV/D-Elemente analog zu
Lemma 3.1.6, der Beweis lduft genauso wie dort.

Lemma 3.1.11. Fir u € THY*(K) ¢ TH Y?(curly, K) und einem Element K mit
Durchmesser h gilt

= TP o, < oz

3.2. Zwei-Level-Zerlegungen und hierarchische
Fehlerschatzer

Fiir die im letzten Abschnitt vorgestellten Finite-Element-Raume suchen wir nun stabile
Zwei-Level-Zerlegungen, um letztendlich damit hierarchische Fehlerschéatzer zu definie-
ren.

Erst seit kurzem gibt es Ergebnisse iiber stabile Zerlegungen von Nédélec- und Raviart-
Thomas-Raumen, meist im Zusammenhang mit Multigrid-Methoden. So findet man
z.B. H(curl)-stabile, allerdings nicht hierarchische Multilevel-Zerlegungen von ND;
in [56, 55, 10, 13] oder H(div)-stabile Multilevel-Zerlegungen von R7; in [91, 92].
Einen ausfiihrlichen theoretischen Vergleich zwischen verschiedenen a posteriori Feh-
lerschitzern (residuale, hierarchische und weitere) fiir ein gemischtes Problem in
H(div,Q) x L? findet man in [60]. In [13] beschéftigen sich die Autoren auch mit ei-
ner p-hierarchischen Zwei-Level-Zerlegung von N'D, und beschreiben die Konstrukti-
on eines hierarchischen Fehlerschitzers auf Tetraedern. Auf dieses fiir unsere Zwecke
niitzliche Resultat wollen wir jetzt nidher eingehen, dieses auf Hexaeder erweitern und
schliefllich mittels der Abbildung (3.1.7) daraus THF/ *(divr, I)-stabile Zerlegungen
von RT5(K;) und Fehlerschitzer ableiten. Zur Definition des Nédélec-Raumes zweiter
Ordnung N'D5(7;,) und des Raviart-Thomas-Raumes erster Ordnung R7 »(K;) siehe
Anhang B.
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3. Diskretisierung

3.2.1. Zerlegung von N'Dy(7},)

Es sei 7}, eine reguldre Zerlegung von 2 mit Durchmesser h. Es bezeichnen M die Anzahl
der Kanten, N die Anzahl der Flachen und L die Anzahl der Elemente. Wegen des grofien
Kerns des curl-Operators mufl eine Multilevelzerlegung von N'D;, die stabil sein soll,
die Helmholtz-Zerlegung (2.1.3) beriicksichtigen, denn diese spaltet ja gerade den Raum
in Kern des Differentialoperators, also grad H*(€2), und sein orthogonales Komplement
M auf. Das diskrete Pendant zum wirbelfreien Anteil grad H'(Q) ist durch grad Sy,
gegeben, wobei wir mit S(7;,) den global stetigen Raum der stiickweisen Polynome vom
Grad k mit der Dimension dim 8 (T) = ¢(k+1)(k+2)(k +3) mit T € 7, fiir Tetraeder
und dim 8, (T') = (k + 1)? fiir Hexaeder bezeichnen. Als Problem stellt sich heraus, daf§
das diskrete orthogonale Komplement

ND(T;) = {u, € NDi(T5) : (uy, grad ¢p)rz2i) = 0 Yoy, € Sp(Tn)}
von grad S nicht verfiighar ist, da es keine lokale Basis besitzt [55]. Auflerdem gilt
sowohl N'DiH(T,) ¢ M als auch N'Dif(Ta,) ¢ N'DiH(Ty,), was diesen Raum endgiiltig
unbrauchbar macht. Aus diesem Grund muB ein diskreter Raum N'D;, (7;) als Ersatz
herhalten.

Bezeichnen wir nun mit ,§k den Raum Sy \ S;—1 (hierarchischer Zusatzraum). Dann gilt
nach Hiptmair et al. [13, 15] auf Tetraedern die Zerlegung

NDy(Ty) = NDy(Th) @ grad 85(Th) & N'D, (T (3.2.21)

mit
ND, (Th) = {un € NDo(T3) : (un, t). = 0, ¢ Kante von T;}.

Man tiberpriift schnell durch Zusammenzéhlen der Freiheitsgrade auf einem Element T,
daB (3.2.21) eine direkte Summe ist: die Dimension von N'D;(T) ist gleich der Anzahl der
Kanten von 7', also 6, und die Dimension von Sy(T') ist gleich 10—4 = 6 (ebenfalls gleich
der Anzahl der Kanten). Wir schreiben grad gg(ﬂ) = span{grad ¢{°V), ... grad ¢(em)}.
Der Raum N'Dy(T) hat die Dimension 20, entsprechend 2 Basisfunktionen auf jeder
Kante und zwei auf jeder Seitenfléche von T'. Die Basisfunktionen auf den Seiten spannen
gerade den Raum A?T);(T) auf, der damit die Dimension 8 hat. Wir schreiben also fiir

ein tetraedrisches Gitter
— 1
N'D, (Th) = span{b{"™, b{™, .. b{F) ™)},

der Raum, der von den ,seitenorientierten® Basisfunktionen aufgespannt wird (in N'Dy
gibt es bei tetraedrischen Elementen zwei Basisfunktionen pro Seite, siche Anhang B.1).
So konnen wir die Zerlegung (3.2.21) weiter herunterbrechen:

M N
NDy(T,) = NDi(T,) ® Z span{grad ¢(“)} @ Z span{bgFj), béFj)}. (3.2.22)

i=1 j=1
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3.2.  Zwei-Level-Zerlegungen und hierarchische Fehlerschétzer

In [13, 15] wird nur der Fall tetraedrischer Elemente betrachtet. Wir wollen nun die
dortigen Resultate auf Hexaeder erweitern. Wir werden sehen, dafl wir die Zerlegung
(3.2.21) nicht einfach iibertragen konnen. Woran liegt das? Fiir Tetraeder ist (3.2.21) eine
direkte Summe, auf Hexaedern dagegen ergibt das Zusammenzéhlen der Freiheitsgrade,

~ — 1
daB sich die Rdume grad Sy(7T') und das oben definierte N'D, (T)) iiberschneiden: die
Dimension von N'D;(T) ist gleich der Anzahl der Kanten von T', also 12, die Dimension
von Sy(T) ist gleich 27—8 = 19 (entspechend einer Funktion pro Kante, einer pro Fliche

— 1
und einer im Inneren) und die Dimension von N'D, (T) betrigt 30 (entsprechend vier
Funktionen pro Flidche und sechs im Inneren). Die Dimension von N'Dy(T) ist aber 54,
so daB dim(grad S,(T) NN'Dy (T)) = 7 gelten mus.

Wir schreiben
grad gg(T) = span{grad ¢°"), ... grad ¢'?) grad ¢! ... grad ¢!'® grad ¢1}

und
— 1
ND, (T) = span{b{™, .. by .. bl b " . b}

(in N'Dy gibt es bei hexaedrischen Elementen vier Basisfunktionen pro Seite und sechs
Basisfunktionen pro Element, siehe Anhang B.1. Die Basisfunktionen von N'Dy(T') sind
in Anhang B.4 aufgelistet). Wir miissen nun feststellen, welche 7 Basisfunktionen wir

~ — 1
aus der Vereinigung der Basen von grad S;(7T") und N'D, (T') weglassen kénnen: Durch
direktes Ausrechnen (anhand der Auflistung in Anhang B.4) stellt man fest, dafl sich die

Flichenfunktionen aus grad S,(T') durch Flichen- und Volumenfunktionen aus ./\//\'2/?2l (T)
darstellen lassen, so ist z.B.

32
grad o) = grad(1 — 2*)(1 — *)(1 — 2) = (b5 + bY™ by — b — b{")

und entsprechend fiir die iibrigen grad ¢(¥3). AuBerdem gilt

4
grad ¢'7) = grad(1 — 2%)(1 — y?)(1 — 2%) = —%(bgﬂ +b{"” +b{").

Um zu einer direkten Summe zu gelangen, kénnen wir also z.B. die Basisfunktion ¢(*) aus
der Basis von Sy(7T') entfernen und die Basisfunktionenpaare béFj ), bz(le ) (j=1,...,6)

1 , ,
aus der Basis von N'D, (T') durch bgF’) — bELFJ) (j =1,...,6) ersetzen. Damit erhalten
wir die Rdume

S5 (T,) = span{o'®) ¢ i=1,.. . M,j=1,...,N}
und

— 1, ) ) ) )
ND, ™ (T3) = span{b\™ bl bl —p) pT  pdD 51 N ¢=1,... L}

%)
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~ — -
Natiirlich gibt es unzdhlige Moglichkeiten, die Raume Sy (7,) und ND, (T) auszu-
suchen (d.h. Basisfunktionen aus Sy(7;) und ./\77/32L (T) zu entfernen), so daB Sy (7) +

NLV_ . . . . . . .
ND, (T) eine direkte Summe ergibt. Die obige Wahl schien uns einfach am ,,symme-
trischsten®.

Folglich gilt auf Hexaedern die Zerlegung
~ — 1 -
NDy(T;) = NDy(T;) & grad S5 (Tp) @ N'D, (Ty). (3.2.23)

Auch diese Zerlegung brechen wir weiter herunter:

=z

M
NDy(T,) = NDy(T,) @ Z span{grad ¢\*)} @ Z (span{grad iy

i=1 =
L
@ span{b{"”, b{"” b’ — bf”}) @Y span{b{™ .. b{}.
(3.2.24)

Wir gehen von einer auf (H(curl, 2))? stetigen und positiv definiten Bilinearform
a(u,v) = (acurlu, curlv)g + (fu, v)q (3.2.25)
mit o, 3 € C\ {0}, § ¢ Ro aus. Sei

Ve = Ivlle = la(v. v)['/?

die durch a induzierte, zu ||-||g(curt,0) dquivalente Energienorm.
Fiir das weitere Vorgehen ist die Stabilitit der Zerlegung (3.2.22) bzw. (3.2.24) entschei-
dend. Dazu definieren wir fiir Tetraeder die Unterraum-Projektionen
P1 . NDQ(,];Z) — ND1<7;L>,
"L NDy(T;) — span{bi”, b},
R : N'Dy(T;,) — span{grad ¢},

und fiir Hexaeder die Projektionen

Dy(7h) — ND1(Th)a

P(F) : N'D, 7?1) — span{b{"” b b b{"},
) — span{b1 e ,béT)},

)

)

— span{grad ¢/},
:rh — span{grad ¢},

26



3.2.  Zwei-Level-Zerlegungen und hierarchische Fehlerschétzer

so daB wir die Zerlegungen (3.2.22) bzw. (3.2.24) dann als

M N
Uy = Plllg + Z R(ei)UQ + Z P(Fj)UQ (3226)
i=1 =1
bzw.
M N L
Uy = Plllg + Z R(Ei)UQ + Z (R(Fj)UQ + P(Fj)ll2> + Z P(Tk)llg (3227)
i=1 j=1 k=1

fiir uy € N'Dy(7},) schreiben konnen.

Lemma 3.2.1. Die Zerlegung (3.2.22) bzw. (3.2.24) ist stabil bzgl. der Energie- (und
damit auch der H(curl, Q) )-Norm, d.h. fir alle uy € N'Do(T},) gilt

M N
a3 ~ 1 Praallg + Y IR us|l5 + > I[P 3 (3.2.28)
i=1 Jj=1

bzw.

M N L
|G ~ [Pl + D IR aalg + D (IR ws|[g + [PFwsa[3) + Y 1P usf5.
i=1 j=1 k=1

(3.2.29)

Beweis. Dieses Lemma ist die Zusammenfassung von Lemma 3 und Lemma 4 aus [15]
(dort nur (3.2.28), also fiir tetraedrische Gitter). Wir geben den Beweis fiir (3.2.28)
wieder. Man sieht, dafl das Ergebnis ohne weiteres auch fiir (3.2.29) gilt.

Zuerst stellen wir fest, dafl wegen der Eindeutigkeit der Zerlegung (3.2.22) die Abbildung
|-l definiert durch

M N
luzllz o) == [ Pruslliag) + ZHR(Q)‘MH%(Q) + ZHP(Fj)uﬂﬁ?(Q) = ZHPUQH%Q(Q)
i=1 7

j=1

eine Norm ist. Mit der Lokalitét der L2-Norm und Gleichung (3.3.66) aus Lemma 3.3.1,2.
(aus dem néchsten Abschnitt) gilt

luelie = > Muslifeqy =D > IPuslliee ~ > D hrllPisllf, 7, (3.2:30)

TeT, P TeT, P TeT,

wobei v(X) = BTv(x) (mit den Bezeichnungen von Seite 41) die Transformation von
v auf das Referenzelement 7' ist. Dabei hiingt die Aquivalenzkonstante nur von der
Form-Regularitéit des Gitters ab. Nun gilt

Ibellzery = D 1Pl ~ ellzes
P
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fiir iy € N'Dy(T), da auf einem endlich-dimensionalen Raum alle Normen fquivalent
sind. Die Aquivalenzkonstante hierbei hingt nur von der Zerlegung auf T ab (genauge-
nommen von den Winkeln zwischen den Unterrdumen). An (3.2.30) ankniipfend erhélt
man so (wieder mit (3.3.66))

luallei) ~ D hrlltelez ~ D lueliem = [l

TeTy, TeT,
Nun ist zu zeigen, dafl auch
lcurlus||rz) ~ [|curlug||rz )

gilt, dann sind wir fertig. Dies folgt mit der gleichen Argumentation wie oben, wobei
wir zur Transformation auf das Referenzelement jetzt die Gleichung (3.3.71) aus Lem-
ma 3.3.1,3. zu verwenden haben (da curluy, € R7, fiir uy € N'Dy). Dabei ist zu
beachten, dafi die Zerlegung

curluy, = curl Pju, + Z curl R uz + Z curl P! ])ug

J=1
tatsichlich eindeutig ist, denn: Sei curlu, = 0. Dann gilt auch curl Plu, =
curl IIVPlu, = 0 (siehe B.3 im Anhang), auBerdem ist curlRe = 0 wegen

curlgrad = O Wegen (3.2.26) muf dann curlz PFiu, = 0 gelten — das heifit
aber, daB Z , P¥Du, = grad i, fiir ein wg € Sg(ﬂ) ist. Da die Summe (3.2.21)
aber dlrekt ist, ist 1 = 0 und damit P = 0 fiir alle j. Insbesondere ist auch
curl PFiu, = 0 fiir alle J. Somit folgt aus curl uy, = 0, dafl auch P curlu, = 0 fiir alle
Projektionsoperatoren P. Insgesamt gilt also

llazllc2) ~ llazllLe(o),

lcurluy||rz) ~ |[curluy|/rz (o)

unabhéngig von der Gitterweite h, und somit die Aussage des Lemmas fiir die
H(curl, 2)-Norm und die dazu dquivalente Energienorm. O

Nun kommen wir zur Konstruktion eines hierarchischen Fehlerschétzers fiir das Galer-
kinverfahren zur variationellen Formulierung

Finde u € H(curl, 2), so daff
a(u,v) = f(v) (3.2.31)

fiir alle v.e H(curl, Q)
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3.2.  Zwei-Level-Zerlegungen und hierarchische Fehlerschétzer

fiir eine rechte Seite f € H(curl, ). Seien u; und uy die Losungen der entsprechenden
Galerkin-Formulierungen auf N'D;(7,) bzw. N'Dy(7,). Als wesentliche Voraussetzung
geht nun die Saturationsannahme ein: Es gebe eine Folge (d;), mit 6, < 6 < 1, so dafl

Hll—llQH@ < (5hHu—uhH¢. (3232)
Hieraus folgert man, daf§ der Fehler |ju — u|| dquivalent zu ||[uy — uy|| ist, genauer:

Lemma 3.2.2. Gilt die Saturationsannahme (3.2.32), so folgt

fezlle < lu — wifle < ——lea]

e u—u e

2lle < nlle < 7—5l€zlle

mit dem Fehlerterm ey := uy; — uy,.

Beweis. Siehe [15, Lemma 1] oder [11, Gleichung (4.13)]. O

Gesucht ist also eine moglichst lokale Abschétzung von ||es||e. Dazu beachte man, daf
ey = uy — uy, die Defektgleichung

a(ey,n) =r(n) = f(n) —alun,n) Vn € NDy(7) (3.2.33)

erfiillt. Sei nun a die auf N'Dy(7;,) x N'Dy(7},) definierte Bilinearform, die sich aus der
Bilinearform @ und den Zerlegungen (3.2.26) bzw. (3.2.27) ergibt, d.h.

M N
a(uy, va) = a(Pyug, Pvy) + Z a(R(ei)ug, R(ei)VQ) + Z a(P(FJ')uQ, P(Fﬂ')vz) (3.2.34)
i=1 j=1
fir Tetraeder und
M

d(u%V?) = a(P1u2, P1V2) + ZG(R(ei)u27 R(ei)VQ)
=1

N
+ ) (a(R%ug, RYDvy) + a(PUDay, PYvy)) + )~ a(PTHuy, PTHv,)

L
k=1

J=1

(3.2.35)

fiir Hexaeder. Lemma 3.2.1 besagt gerade, dafl a eine zu a dquivalente Bilinearform ist,
d.h. es gilt a(uy, uy) ~ a(ug, uy). Definiere dann den Fehlerterm €, € N'Dy(7},) durch

a(é,m) = aley,n) =r(n) = f(n) —alu,m) V¥ € NDy(Tp). (3.2.36)

Man sollte erwarten, dafl €, eine gute Approximation von ey € NDy(7}) ist, und
tatséchlich gilt
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3. Diskretisierung

Lemma 3.2.3. Fir das durch (3.2.36) definierte € gilt
[€2]le ~ llex]le.

Beweis. Siehe [15, Lemma 2]. Wir fiigen hier den kurzen Beweis ein: Nach Lemma 3.2.1
gilt a(ug, uz) ~ a(ug, uy) fiir alle ug € N'Dy(7,). Damit, mit der Definition (3.2.36) von
€, und mit der Stetigkeit von a folgt

€25 = a(€z,&:) < a(€2,82) = aer, &) < [lea]ellézlle,
also ||€2]|e < ||ez2]|e. Genauso gilt
ex]le = alez, e2) = a(€2,€2) < ||€2]|ellez]|e,

also [[ezf|e < [l€2[e- U

Sei nun P ein Projektionsoperator aus (3.2.26) bzw. (3.2.27) und Vp C N'Ds(7;,) der da-
zugehorige Unterraum. Da die Bilinearform a die einzelnen Unterrdume Vp vollstandig
entkoppelt, ist die Defektgleichung (3.2.36) lokal l6sbar. Man erhélt also die Defektglei-
chungen

a(Péy,n) =1(m) = f(n) —aluy,m) Vn € Ve C NDy(T},). (3.2.37)
Insbesondere gilt fiir Ve = N'D;(7;,) die lokalisierte Gleichung
a(Préy,m) = f(n) —a(un,m) =0 Vo € NDy(Ty).

Damit ist Pié, = 0, so dafl &, tatsichlich in ./\71/)2(%) := NDy(7,) \ ND{(73), dem
hierarchischen Zusatzraum, liegt. Ansonsten ergibt (3.2.37) fiir Tetraeder die eindimen-
sionalen Teilprobleme

Firi=1,...,M finde ¢¥'*) € span{¢“)}, so daf
(Bgrad ) grad ¢“))q = r(grad ¢'*) (3.2.38)

und die zweidimensionalen Teilprobleme

Firj=1,...,N finde ¥ ¢ span{bgFj),bgFj)}, so daf
a(UD b)) =r(by) Vbi e span{bgFj),béFj)}. (3.2.39)
Es gilt grad ¢(®) = P&, und V) = P(Fg,. Wir definieren nun

0 := [|grad vle,
O = 9le

und erhalten aufgrund der Stabilitét (3.2.28):
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Satz 3.2.4 (Theorem 1 aus [15]). Es gelte die Saturationsannahme (3.2.32). Dann gilt
fiir die Losung uy, des Galerkinverfahrens zu (3.2.31) auf einem Gitter mit tetraedrischen
Elementen

1
<llu— < -
n < lu—ue < 1_577

mit dem Fehlerschdtzer
M N
— Z @(ez) 4 Z
i=1 j=1

Beweis. Die Behauptung folgt sofort aus den Lemmata 3.2.2 und 3.2.3. Es ist n =

€2l 0
Die Kanten eines Elements T entsprechen nun oBdA den Indizes i = 1,...,6, und die
Seiten entsprechen den Indizes 7 = 1,...,4. Dann betrachtet man auf diesem Element
den Anteil

| —

6 1 4
Zk— ‘Z (%)

an dem Gesamtfehlerschitzer n? fiir [[u — up||%, WObel k; die Anzahl der Elemente be-
zeichnet, die sich die zum Index ¢ gehorende Kante teilen. Ein adaptiver Algorithmus
besteht darin, nach dem Berechnen von uy, fiir jedes Element T von 7, den leicht zu
berechnenden lokalen Fehlerschétzer ny zu ermitteln. Uberschreitet dieser einen gewis-
sen Grenzwert (der je nach Verfeinerungsstrategie anders aussehen kann), dann ist das
Element 7" im néchsten Schritt zu verfeinern. Zum Schluf} fithrt man noch zusétzliche
Verfeinerungen zur Erhaltung der gewiinschten Gitterregularitiat durch.

Eine letzte Vereinfachung ergibt sich aus der Tatsache, da8 das Teilproblem fiir grad ¢(¢?)
eindimensional ist, man erhéilt ndmlich

|f(grad ¢')) — a(uy, grad ¢'©)))|
lgrad ¢{9||

Leider 148t sich ||U7)||¢ nicht so einfach hinschreiben, da es sich dort um ein zweidi-

ol —

mensionales Gleichungssystem handelt. Es gilt
= [0 = bl + bl e

wobei (1, k2)T Losung des LGS
a(b b)) am b)) ()_ F6) — a(uy, b{)
F F F F - F F
a(b{”, by aby” b)) | \ ke FBS) — a(u,, b))

Fiir Hexaeder ergibt diese Vorgehensweise den folgenden Satz; die Definitionen der ver-

1st.

schiedenen © folgt danach.
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3. Diskretisierung

Satz 3.2.5. Es gelte die Saturationsannahme (3.2.32). Dann gilt fir die Losung u, des
Galerkinverfahrens zu (3.2.31) auf einem Gitter mit hexaedrischen Elementen

1
< Jla— < -
n<u—wlle S 1_577

mait dem Fehlerschdtzer

M N L
=30 (0E) 4+ 3 ((G@))? N <@gFj))2) +3° (0T,
i=1 j=1 k=1

Der lokale Anteil auf einem Element T hat die Form

12

1= ]:
Dabei sind
0© = |f(grad ¢9)) — a(uy, grad 1))
|lgrad ¢(9|| ¢ ,
e\ . | f(grad ¢'F)) — a(uy, grad ¢'9))|
' |lgrad ¢ || ¢ ;

0y := [|ribi" + kbl + r3b{" e,

wobei BgF) = bgF) - ble) und (K1, k2, ki3)" Losung des LGS

a(by”)b") (b, BY") a(by by f(0)") — alw,, b;")
a(bi”), b)) a(By”, By a(by” By | | ke | = | f(By") —a(wby”)
a(b{™, by"7) a(by”, b)Y a(by”, b)) \ks F(b5”) = auy, ")

ist, und
6
@(T) = ||Z I{gbéT)H@,
=1
wobei (k1,...,ke) Losung des LGS

(@ b kit 6(ke)imt..c = (FBL) — a(un, b)), ..o

3.2.2. Zerlegung von R7T,(K;)

Nun wenden wir uns dem Spurraum THF/ *(divp, I') zu. Wir wollen mit Hilfe der Zer-

legungen aus Abschnitt 3.2.1 TH, '/ divr, I')-stabile Zerlegungen von R7 (k) finden.
Il

Es bezeichnen m die Anzahl der Kanten und n die Anzahl der Elemente in X;, dem aus
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3.2.  Zwei-Level-Zerlegungen und hierarchische Fehlerschétzer

dreieckigen bzw. viereckigen Elementen bestehende Spurgitter von 7,. Als erstes wenden
wir die Spurabbildung (3.1.7) auf die N'Dy(7},)-Zerlegung (3.2.21) fiir Tetraeder an und
erhalten die Zerlegung

~ — 1
RTQ(’Ch) = RTl (Kh) D curlp SQ(ICh) D RTZ (Kh), (3240)
fiir Dreiecke, wobei
RT (Kp) :={un, € RT2(Kp) : (up,t). = 0, e Seite von Kj}

und gk(lCh) = Sk(Kp) \ Sk—1(Kp). Hierbei ist S (Kp,) der Raum der stiickweisen Poly-
nome in zwei Dimensionen vom Grad k.

Fir K € K, gilt |Sp(K)| = 2(k + 1)(k + 2). Nach der Definition des Raumes R7»(K)
aus Anhang B ist |RT»(K)| = 8. Das entspricht zwei Basisfunktionen fiir jede Seite
und zwei Funktionen fiir die Flache. Das Gesamtelement K ist eine Seitenflédche eines
Elements T' € 7, und die drei Seiten von K = Tjr entsprechen den drei ,unteren®
Kanten von 7. So sind die drei Basisfunktionen von R7(K) gerade die Bilder der
drei ,,unteren“ Basisfunktionen von N'D;(T) unter der Spurabbildung ~,*, die drei Ba-
sisfunktionen von Sy(K) die Bilder der drei ,,unteren® Basisfunktionen von Sy(7) und
die zwei Basisfunktionen von 7/2’7; (K) die Bilder der zwei ,unteren“ Basisfunktionen
von A//TZ/)IL(T) Zusammenzihlen der Basisfunktionen ergibt wieder, daf (3.2.40) eine di-
rekte Summe ist. Wir schreiben curlp gg(lCh) = span{curlp AV ... curlp A*»)} und

73’1/';(1@) — span{e{", o) o) oY Lokalisierung der Zerlegung (3.2.40)
(bzw. Anwendung von (3.1.7) auf (3.2.22)) ergibt

RT2(Ky) = RT1(Kn) @ Y spanfeurle A} @ > span{i™ ). (3.2.41)
i=1 j=1
Fiir das Spurgitter eines hexaedrischen Gitters erhalten wir die Zerlegung

RT(Kp) = RT1(Kn) ® curly 85(K) @ RT,  (Kh), (3.2.42)

wobei wir curlp Sy(K) = {curlp XV .. curlp A curlr A5} und 7/3\’]/';_(]() =
{5 P o) — LN schreiben. Man zihlt nach, daB 3.2.42 tatséchlich eine di-
rekte Summe ist (es ist dim R7(K) = 12 fiir viereckige Elemente in 2D) und ihre
Lokalisierung hat die Form

RT(Kn) = RT1(Ky) @ Z span{curlp A}

i=1
K; K; K.
@Z(Span{curlp A }@Span{sol 790§, )’(p; 3) —904(1 J)}>'

(3.2.43)
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Vordringlichste Aufgabe ist es, die Stabilitéit von (3.2.41) bzw. (3.2.43) zu zeigen. Dazu
definiere mit Hilfe der Laplace-Einfachschicht-Randoperatoren V und Vy (vgl. Seite 32)
die auf THF/ *(divp, T) stetige und positiv definite Bilinearform

b(m,w) = a(Vy divp m, divr w)r + S(Vom, w)r (3.2.44)

mit o, 8 € C\ {0}, § ¢ R und die durch b induzierte, zur TH™'/?(divy,T')-Norm

dquivalente Energienorm

Il = [b(m, m)|"2,

auBerdem fiir Dreiecke die Projektionen
Po - RTg(]Ch) — RTl(’Ch),
p™) : RT5(Kn) — span{ef™, @i},
7 RT(Kp) — span{curlp \(¢}

und fiir Vierecke die Projektionen

po : RT2(Kp) — RT1(Kh),
Pt RT5(Ky) — span{epf™, @i o — o},
) RT,(Kp) — span{curlp A€},
r ) RTH(K) — span{curlp A5},

so daB die Zerlegungen (3.2.41) bzw. (3.2.43) dann als

my = ppmy + Z rlem, + Zp(Kf)mg (3.2.45)
i=1 j=1
bzw. " n
my = pomy + Z rmy + Z (T’(Kj)mQ + p(Kj)mz) (3.2.46)
i=1 j=1

geschrieben werden koénnen.
Es gilt

Lemma 3.2.6. Die Zerlegung (3.2.41) bzw. (3.2.43) ist stabil bzgl. der Energie- bzw.
TH Y?(divy,T)-Norm, d.h. fir alle my € RT5(K}) gilt

[[ma|[2 ~ [[poma|[2 + ) [Ipmy|2 + ) [lp" 5 my||? (3.2.47)
i=1 j=1
bzw.
[ma|[2 ~ [[poma[2 + ) [Ip“my||2 + ) ([Ir" I my |2 + [[p" I my|?) . (3.2.48)
i=1 j=1
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Beweis. Wir fithren die Aussage auf die Stetigkeit der NDs-Zerlegung aus Lem-
ma 3.2.1 zuriick. Sei my beliebig aus R72(Kp). Wir zerlegen my nach (3.2.41) in

my — f:g” m, ;. Nach dem Satz iiber offene Abbildungen existiert ein linearer, ste-

tiger Fortsetzungsoperator R : THF/Q(diVF, I') — H(curl, Q) als rechtsseitige Inverse

zu . Definiere dann u, := [IVP2Rmy € N'D,(7;,) und Uy 1= HNDQRmQJ € NDy(Ty).
Da VP2 und R linear sind, gilt uy = > 7" ¢" uy;. Weiter gilt mit der Vertauschbarkeit
der Freiheitsgrade von N'Dy und R7 ;. (siehe Seite 178)

’}/tx Uy = ’}/tx HNDQRIHQ = HRT2’)/tX RmQ = 1Mo,

und genauso auch v, ‘ug,; = my; (i = 1,...,m + n). Mit der Stetigkeit der Interpola-
tionsoperatoren R7 5 und N'Dy und der Spur- und Fortsetzungsoperatoren 7, und R
erhalten wir dann die Aquivalenzen

2| B(eurt) ~ ||m2||TH*1/2(divF,F)7

||u2,i||H(curl,Q) ~ ||m2,i||TH—1/2(diVF7F)7 t=1,...,m+n.
m-+n

Lemma 3.2.1 liefert wiederum die Aquivalenz Yoo Tzl HeurLo) ~ |[u2]|H(curt,o), womit
die Aussage des Lemmas bewiesen ist. l

Wir suchen jetzt einen Fehlerschitzer fiir das Galerkinverfahren zum Problem

Finde m € THFQ(din, ), so daf
b(m,w) = g(w) (3.2.49)

fiir alle w € THFp(divF, I)

mit einer rechten Seite g € THF/ ?(divp, I')'. Nachdem wir im letzten Lemma die Sta-

bilitdt der Zerlegung (3.2.41) bzw. (3.2.43) bewiesen haben, ist der Hauptteil der Ar-
beit getan. Der Rest lduft analog zur Konstruktion des Fehlerschétzers fiir die Nédélec-
Elemente:

Es seien my; und my die Losungen der entsprechenden diskreten variationellen Formu-
lierungen auf R7 (k) bzw. RT2(Kp). Wie fir Nédélec-Elemente auf Seite 59 setzen
wir hier die Saturationsannahme

|m — myl, < 0p|lm — my, (3.2.50)
mit 9, < < 1 voraus. Damit gilt analog zu Lemma 3.2.2:

Lemma 3.2.7. Gilt die Saturationsannahme (3.2.50), so folgt

1
lexlle < flm —mpfle < -—

lealle

mit dem Fehlerterm €1 := my — my,.
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Beweis. Siehe [15, Lemma 1] oder [11, Gleichung (4.13)]. O

Analog zu (3.2.34) und (3.2.35) definiere nun mit den obigen Zerlegungen die neue
sentkoppelnde® Bilinearform b auf R75(Kj) x RT o(K;) durch

m

b(my, wo) = b(pomy, pows) + Z b(r©my, D wy) + Z b(pEDmy, pEilw,) (3.2.51)
i=1
fiir Dreiecke und

m

b(my, wy) = b(pomy, pows) + Z b(r®my, rw,)
=1

(3.2.52)
+ Z Dmy, r"wy) + b(pF I my, pFw,))

fiir Vierecke. Definiere dann den Fehlerterm &, € R75(K},) durch

b(€1,€) = b(er, €) = g(n) = b(mn,¢) ¢ € RT(Kn). (3:2:53)
Es gilt
Lemma 3.2.8. Fir das durch (3.2.53) definierte &, gilt

€1l ~ llexlfe

Beweis. Siehe Lemma 3.2.8. 0

Aus den letzten beiden Lemmata folgen sofort mit n = ||g||. die zwei folgenden Sétze:
Satz 3.2.9. Es gelte die Saturationsannahme (3.2.50). Dann gilt fir die Losung my, des
Galerkinverfahrens zu (3.2.49) auf einem Gitter mit dreieckigen Elementen
< m - my <
m —m —
77 ~ hlle ~ 1 _ 577

mit dem Fehlerschdtzer

n

zm: Qg(el) Z (79(;9.))2 _
=1

J=1

Der lokale Anteil auf einem Dreieck K (dessen Seiten oBdA den Indizes i = 1,2,3
entsprechen) ist

1 .
o= 330 (0 (990
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mit
|g(curlp A(©)) — b(my,, curly A(©)|

9@ =
|curly A,

und
= et + e
wobei (1, k2)! Losung des LGS

bt el™) beh” ) (): 9(ei ) = blmn, 1)
b1, @) bl o) ) k2] \a(h™) — b, )

Auf einem Gittern aus viereckigen Elementen lautet die entsprechende Aussage:

ist.
Satz 3.2.10. Es gelte die Saturationsannahme (3.2.50). Dann gilt fir die Losung my,
des Galerkinverfahrens zu (3.2.49) auf einem Gitter mit viereckigen Elementen

1
< — <
1S m—mylle S 7—=n

mit dem Fehlerschdtzer

:if; (0) +Z((0<K ) (ﬁéKj))Q).

Hier sind die lokalen Anteile (die Seiten eines Vierecks K entsprechen oBdA den Indizes
i=1,2,3,4)
9 1o (e:)\ 2 (K)\? (K5

und die einzelnen Terme lauten

|g(curlp A®)) — b(my, curlp A(©))]
||curly A©)||, ’

g . lg(eurle A%) — b(my, curly AT)|

b [curly X[, :

+ H2¢é :

9 =

K K
R + rap5 e

wobei {5& )= gaéK) goflK) und (K1, k2, k3)" Losung des LGS

K K K K K K K
b(so§ >,¢§K>> b(so§K>,so§K>> b(¢§K),<P§K)) K1 g<so§K>>—b<mh,so§K>>
bw»% )@%Kp b(so%K;,:o%K;) b(@%}(i@%}(;) ko | = g<¢%K§>—b<mh,¢o§K;>
b(‘Pl y P1 ) b(‘PQ y P1 ) b(‘Pg y P1 ) K2 g(‘PB )—b(mh,<p3 )
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3.3. Interpolationsoperatoren

In diesem Abschnitt wenden wir uns Interpolationsoperatoren
Pl: HY(Q) — S1(Tp)
und
B} : H(curl, Q) — N'D,(T3,)
zu. Desweiteren werden wir auf dem Rand I' Interpolationsoperatoren
pi,: H2(T) = Si(K),
L TH(D) — RT (K,

» : TH/*(I') — TNDy(K»).

CA:

betrachten.

Das besondere an den Operatoren P! und 93} soll ihre Eigenschaft sein, homoge-
ne Randbedingungen zu erhalten, d.h. es soll gelten P! : H{(Q) — 810(75) und
B, : Hy(curl, Q) — ND;o(7,). AuBerdem werden sie (wie auch die Randinterpola-
tionsoperatoren p;, R} und N}!) giinstige Approximationseigenschaften aufweisen, so
daf3 wir sie bei der Konstruktion residualer Fehlerschétzer in den Abschnitten 4.3 und
5.3 werden verwenden konnen. Literatur zu derartigen Operatoren findet sich z.B. in
[90, 88] fiir den H!'-Fall und in [39, 14] fiir den H(curl, Q)-Fall (stets fiir allgemeine
Polynomgrade k € N). Aus diesen Arbeiten stammen auch die Definitionen der Opera-
toren P} und 9B} . Wir werden hier exemplarisch den Fall von tetraedrischen Elementen
betrachten, aber selbstversténdlich sind sémtliche Argumente und Konstruktionen ohne
weiteres auf hexaedrische Elemente {ibertragbar.

Als erstes wollen wir klidren, warum die kanonischen Interpolationsoperatoren I1°" und
ITVP! diesen Zweck nicht erfiillen. Wir erinnern an die Bezeichnungnen N, fiir die Men-
ge der Knotenpunkte der Triangulierung 75, ¢y die zum Punkt y € N, gehérende
Hutfunktion, &, die Menge der Kanten aus 7, und by, die stiickweise trilineare Nédélec-
Basisfunktion zur Kante e. Dann ist

I = > (y)ey
YEN,

der kanonische Interpolationsoperator in den Raum S;(7},) der stiickweise linearen Funk-
tionen. Dieser Operator erhélt sehr wohl homogene Randbedingungen, allerdings ist er
wegen der Punktauswertung v(y) nicht fiir alle ¢ € H'(Q) definiert (¢ kann durchaus
unbeschrénkt in einem Knotenpunkt auf dem Rand von €2 sein). Auch der kanonische

HNqu = Z/ td(f&

ecép

Interpolationsoperator
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3.3. Interpolationsoperatoren

ist nicht fiir alle q € H(curl, Q) definiert (vgl. z.B. [89, §I11.3.3]), auBerdem muf} keines-
wegs IIVPiq x n = 0 auf T fiir g x n = 0 auf I" gelten *.

Um einen wohldefinierten Operator auf H'(Q2) zu erhalten, miissen wir die Punktaus-
wertung durch eine Integralauswertung ersetzen. Dabei gehen wir folgendermafien vor:
Es sei F;, die Menge der Flichen aus 75, dann ordnen wir jedem y € A, eine Fliche
Fy, € F}, zu, so dafl y € Fy. Dabei liegen dieser Zuordnung keine weiteren Einschrénkun-
gen zugrunde, bis auf

F,eF, CcTl fallsyerl. (3.3.54)

Es sei nun F' eine Fliche und N (F) = {y1, y2,y3} die Menge der Knoten auf F'. Definiere
dann lineare Funktionen pi (i =1,2,3) auf F' durch die Bedingungen

[ s dnc=5,; (1=1.2.3) (3.3.55)
F

wobei &;; das Kroneckerdelta ist. Die pf bilden also eine zu den Hutfunktionen auf F
duale Basis bzgl. des L*-Skalarprodukts. Den Interpolationsoperator P} definieren wir
folgendermaflen:

Pivin) = 3 [, v € doe) eyt (33.56)

Anhand von (3.3.56), (3.3.55) und (3.3.54) iiberpriift man leicht, da P! homogene
Dirichletrandbedingungen erhélt, denn:

Sei ¢ = 0 auf I' und sei F' € Fi mit N(F) = {y1,y2,y3}. Dann ist

3

[ Pio© o) doe =3

j=1

- / B(E) pF (€) doe = 0.
Fy, :6“

0() 75, (€ doe) [ 4,00, (x)do

Fy,

Da die p} eine Basis von S;(F) bilden, gilt damit P}t = 0 auf F.

Die Konstruktion von 9} erfolgt analog zu der von P}. Diesmal betrachten wir &, die
Menge der Kanten der Triangulierung 7. Jeder Kante e ordnet man eine Flache F, € F},
mit e € F, zu, wobei man die Einschrankung

F,eF cl fallsecT (3.3.57)

zu beachten hat. Es sei nun F' eine Fliche und E(F) = {e1, €2, e3} die Menge der Kanten
von F. Es seien b,, € N'D1(7,,) (j = 1,2,3) die zu den Kanten e; aus £(F) gehérenden

'Fiir Nédélec-Riaume hoheren Grades (k > 1) dagegen erhiilt V- homogene Randbedingungen, wie
man an den Freiheitsgraden in Abschnitt B.1 im Anhang sofort sieht.
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Nédélec-Basisfunktionen. Man definiere lineare Funktionen pf (i = 1,2,3) auf F' durch
die Bedingungen

/F(bej(x) xn)-pl(x)dox =6, (j=1,2,3). (3.3.58)

Damit bilden die pfi eine zu den Nédélec-Basisfunktionen auf F' duale Basis bzgl. des
obigen Skalarprodukts. Den Interpolationsoperator 3} definieren wir dann wie folgt:

Biato = 3 (| (ate) xm) o ) doc)buf). (33.59)
ec&p
Mit (3.3.59), (3.3.58) und (3.3.57) weist man nach, da auch 3, homogene Dirichletbe-
dingungen erhélt: Sei g x n = 0 auf I" und sei F' € F,(I') mit E(F) = {e1,e2,e3}. Es
gilt

/F (PLa(€) x n) - pF () do

—Z( [, (at€ %) oE € doe) | o) xm)- ) o
- / (al€) x m) - pf (€) dorg = 0.

€4 -

Nach (3.1.7) gilt Bjq x n € RT1(7,,T), und da die pf nach Konstruktion eine Basis
des Dualraums von R7 {(F') bilden, folgt Biq x n = 0 auf F.

Folgendes Lemma wird uns beim Nachweis der Stabilitdts- und Approximations-
eigenschaften der Interpolationsoperatoren niitzlich sein. Es beschreibt das Verhal-
ten verschiedener Normen beim Ubergang von einem Element auf das Referenzele-
ment. Dabei werden die Transformationen beriicksichtigt, die bei H'—, H(curl)—
und H(div)—konformen Finiten Elementen benutzt werden. Unter der H'—Seminorm
|v|1(q) einer skalarwertigen Funktion v verstehen wir die L*-Norm ihres Gradien-
ten. Fiir eine vektorwertige Funktion v = (vy,...,v,) gilt die naheliegende Definition

" 1/2
\V|H1(ﬂ) = (Z@-=1|Ui|%11(9)> :

Lemma 3.3.1. Es seien T € T, ein Element mit Durchmesser hy und F € F;, ei-
ne Fliche mit Durchmesser hg, und es seien T und F das Referenzelement und die
Referenzfliche (vgl. dazu Abschnitt 3.1). Dabei gelte T = ((T') mit

x=((X) = Bx+b, BeL(l,R®, beR’

Weiter seien ¢ : T — R, ¥ : T — R zwei skalarwertige und ¢ : T — R3, q: T — R3
zwet vektorwertige Funktionen.
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1. Die Funktion i) gehe aus 1& durch die H'-konforme Transformation

¥(x) =D (%)) (3.3.60)
hervor, dann gelten

3.3.61
3.3.62
3.3.63
3.3.64

1ll2ery ~ B2 oy,
[y ~ B0,
1l 2cey ~ Rl 2y
[k () ~ W’Hl(ﬁ)-

o~ o~ o~ o~
~— — ~— —

2. Die Funktion q gehe aus q durch die H(curl)-konforme Transformation
a(x) = (B 4(t'x) (3.3.65)
hervor (vgl. (3.1.5)), dann gelten

3.3.66
3.3.67
3.3.68
3.3.69

||q||L2(T) ~ hl/2||d||L2(’f)7
|q|H1(T) ~ h_l/QIQ‘Hl(fy
HQ||L2(F) ~ |’€l||L2(ﬁ)7

~~ —~ —~
— — ~—  —

|l m () ~ h_l‘q,Hl(}?‘)'

3. Die Funktion q gehe aus q durch die H(div)-konforme Transformation

B 1
~ det B

q(x) Bq(l'x) (3.3.70)

hervor (vgl. (3.1.9)), dann gelten

3.3.71
3.3.72

lallL2ery ~ hilp”‘i”m(ﬂ’ )
)
3.3.73)
)

(
[l () ~ 72|l 7, (
lallezey ~ 27 gz m), (
|almr ) ~ h %Al gy (3.3.74

Beweis. Es handelt sich hierbei um Standardaussagen, die zum Teil in [90] und [14]
verwendet werden. Séamtliche Aussagen folgen durch Ersetzen von q durch q mittels der
jeweiligen Transformationsformel. Wir rechnen hier exemplarisch (3.3.66) — (3.3.69) vor.
Wegen (3.3.65) gilt

lallZecey < Idet BB 1211 7,
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Dabei haben wir ||B7!|* wegen der Submultiplikativitit der Matrixnorm hervorziehen
konnen, und das |det B| erscheint als Folge der Substitution x — x. Umgekehrt gilt

.z, < det B BI [ale.

Nun gelten aufgrund der Regularitidt unserer Triangulierung die Abschéitzungen || B|| ~
h, |B7|| ~ h~! und |det B| ~ h3, so daBl wir (3.3.66) gezeigt haben. Genauso gilt

ey < Idet BBl 7,
wobei hier ein zusitzliches ||[B7![|? aufgrund der Kettenregel auftaucht (Man bedenke,
dafl in der HY(T')-Norm nach x = ¢~!(x) abgeleitet wird). Damit (und mit der umge-
kehrten Ungleichung) folgt (3.3.67).

Fiir den Nachweis von (3.3.68) und (3.3.69) bendtigen wir die Einschrankung der Abbil-
dung ¢ von T nach T als Abbildung vom zwei-dimensionalen Referenzelement F nach
F. Seien dazu a;, ¢ = 1,2, 3, die Spaltenvektoren von B, also B = (aj, as, a3). Definiere
dann A = (aq, as, IIZiizzll) und schreibe F = {(F) mit

x=0(x) =A% +d, AecL(F,R%,deR> (3.3.75)
Es gelten ||A|| ~ h, |A7'|| ~ h~! und |det A| = ||a; X as|| ~ h%. Genau wie vorhin gelten

lal e < det A A7, g,

und

Al < ldet AL Al 5

wie auch die umgekehrten Ungleichungen, und damit sind (3.3.68) und (3.3.69) bewiesen.
U

Lemma 3.3.2. Fiir die in (3.3.55) und (3.3.58) definierten Funktionen p% und pf gelten

o llzoe(py < R Nlpe ey < b
Beweis. Die Aussage fiir pf findet sich in [90, Lemma 3.1], die fiir p¥" in [14, Beweis zu
Lemma 4]. Der Bewies in [14] lduft {iber das explizite Ausrechnen der Funktion p". Wir
folgen hier dagegen fiir pf und fiir p!" den Beweis aus [90].

Es sei ¢ die in (3.3.75) definierte Abbildung von F nach F und A die dort angegebene
Transformationsmatrix. Dann gilt fiir y;,y; € N(F)

0ij = /F Py, (%) py, (x) dox = /ﬁ py, (%)) py, (£(%)) det(A) dox

_ /F By, (%) pF (I(%)) det(A) do,
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also folgt (da die duale Basis eindeutig ist)

Py, (%) = det(A) py, ((%)),
und damit gilt R

Genauso folgt

pL(%) = det(4) pf ((%))

K3

und das Lemma ist bewiesen. O

Im folgenden bezeichnen wir mit Dy bzw. Dp bzw. D, die Menge der Elemente aus 7p,,
die mindestens eine gemeinsame Ecke mit dem Element T" bzw. der Fliche F' bzw. der
Kante e haben, und mit Di. bzw. D} die Menge der Elemente aus 7y, die mindestens
ein gemeinsames Randstiick mit 7" bzw. F' haben.

Satz 3.3.3. Es sei Q ein Polyeder im R?, T, eine Triangulierung (in Tetraedern oder
Hezxaedern) von Q, T € T, ein Element der Triangulierung, F C T eine Seitenfliche
von T und e C T eine Kante von T. Weiter sei K, eine Triangulierung (in Dreiecken
oder in Vierecken) von I' = 0%, deren Elemente ebenfalls mit F' bezeichnet werden.

1. Fiir den in (3.3.56) definierten linearen Projektionsoperator P} : H(Q) — S1(73)
und fiir alle ¢» € HY(Q) gilt

Priby, =y, (3.3.76)

| Patb| 2y S hell¥l (o) (3.3.77)
|Patblmery S 10 or),s (3.3.78)

1Y = Pyollacry S heltlm (o), (3.3.79)
1 = Pyl 2y < hil? U] (Dp)- (3.3.80)

Die Konstanten in den Abschditzungen hdngen nur von der Reqularitit des Gitters
ab.

2. Fiir den in (3.3.59) definierten linearen Projektionsoperator B : HY(Q) —
NDy(T;,) und fiir alle g € HY(Q) gilt

IBhallezry < llalla o), (3.3.81)
||Cur1%kQ||L2(T) S |q|H1(D1T)a (3.3.82)
la — Brallez) < hrlalui(py), (3.3.83)
la = Bralrzer < v lalm o). (3.3.84)

Die Konstanten in den Abschdtzungen hdngen nur von 0 und von der Reqularitdit
des Gitters ab.
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3. Diskretisierung

3. Es existiert ein linearer Projektionsoperator py : HY*(I') — S1(Ky), so daf fiir
alle p € HY*(T) gilt

1/2
16 = Pz < B [0l
fiir ein v € HY(Q2) mit gradpv = grady ¢ und
ngadUHLz(Q) S HCLII‘]F (ﬁHHA/Q(F).

Die Konstanten in den Abschdtzungen hdngen nur von 2 und von der Regularitdt
des Gitters ab.

4. Es existieren lineare Projektionsoperatoren R} : THlL/Z(I‘) — RT1(Kp) und N} -

THiﬂ(F) — TND1(Ky), so daf fiir alle ¢ € THIL/2(F) und alle & € THi/2<F)

gelten

16 = Rigllace) S T 1S pggr oy
1€ = Naélleeqr < b 1€ lprt 2y

Die Konstanten in den Abschdtzungen hdngen nur von der Regularitdt des Gitters
und von € ab.

Beweis. Die Abschéitzungen (3.3.76), (3.3.78) und (3.3.79) aus dem ersten Teil werden
in [90] bewiesen, und (3.3.77) und (3.3.80) folgen ohne viel Aufwand. Die Abschétzungen
(3.3.81) — (3.3.84) finden sich in [14] (allerdings zum Teil ohne expliziten Beweis). Da sich
die Beweismethoden aus [90] und [14] etwas unterscheiden, und (3.3.80) und die Aussagen
aus 3. und 4. noch zu beweisen sind, werden wir hier der Klarheit halber sdmtliche
Aussagen nochmals nachweisen, und zwar in einer einheitlichen Vorgehensweise.

zu 1: Sei x € NV}, und ¢, die zugehorige Hutfunktion. Dann ist

Pli@x = </F Px(€) ,05(5) da&)@x = ¥x;

womit (3.3.76) bewiesen ist. Zum Nachweis der Stabilitétseigenschaft (3.3.77) brauchen
wir Lemma 3.3.2, aus welchem direkt die Abschétzung ||pf]|r2r) < k7' und daraus

~

mittels der klassischen inversen Abschétzung fiir Polynome (siehe z.B. [38, Theorem
3.2.6]) schlieBlich

~1/2
||Pf||H—1/2(F) S hp /

folgt. Damit gilt dann fiir alle y € N, (F), F € F,

S HwHHl/Q(F)Hpgqul/Q(F)

< BP0l ey < 2100 op)- (3.3.85)

/F B(€) o (€) do
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Eine Abschétzung iiber die Lo-Stabilitiat der Freiheitsgrade von Finiten Elementen [56,
Abschnitt 2.5] ergibt fir v, € S1(Q, 7p)

”UhH%P(T) < hy Z un(y)?.
YEN(T)
Damit und mit der Definition der Hutfunktionen gilt

2

V(&) py (&) dog

Fy

1Pl ey S hp Y

YENL(T)

(3.3.85) B
< hp Z hg 190 (o
YENL(T)

< Wl o,

also ist (3.3.77) bewiesen. Erneute Anwendung der inversen Abschétzung fiir Polynome
ergibt
Pty S 19w or)-

Nun mochten wir die H'-Norm auf der rechten Seite durch die H'-Seminorm erset-
zen. Dazu benutzen wir das Resultat aus [38, Theorem 3.1.1], welches besagt, dafl die
H*1(D)-Seminorm eine Norm auf dem Quotientenraum H**1(D)/P;, fiir Lipschitz-
stetige Gebiete D beschreibt. Insbesondere bedeutet dies

. - 3.3.86
pkelﬂl;lk(D)”w + Dl () < [¥lre (o) ( )

mit einer nur vom Gebiet D abhéingigen Konstante. Ist nun py konstant auf Dy, dann
ist grad Plpy = grad py = 0 auf T, so da8 fiir alle py € Py gilt

lgrad Py 21 = |lgrad P (¢ + po) || z2(ry < [|¥ + poll i (pp)-

Mit (3.3.86) gilt dann

lgrad Byl oy S inf (o + pollarpry S [l o), (3.3.87)
po€Po (D)

also ist auch (3.3.78) bewiesen.

Zum Beweis der Approximationsabschéitzungen gehen wir zuerst zum Referenzelement
iiber und verwenden anschliefflend die Ungleichungen aus Lemma 3.3.1,1., da wir H'-
konforme Elemente benutzen.

Die Dreiecksungleichung und (3.3.77) liefern

(K P}M’Hrﬂ(ff) < ||¢||L2(’f) + ||P}1¢||L2(7A“)
S Ml oy + 10l og) < 19l 0y),
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wobei Dz das zum Makroelement Dr gehdrende Referenzmakroelement ist. Wieder
mochten wir die H'-Norm auf der rechten Seite durch die H'-Seminorm ersetzen. Ist
nun po konstant auf Dr, dann ist Plpy = py auf T, so daB fiir alle py € P gilt

1 — Prspll oy = 19+ po — Pr(dh + po) oy < 1146+ pollin(o,)-
Mit (3.3.86) gilt dann

. L ) — .
[ — PthLz(T) S ﬁoeﬁjfél(ch)Hw +p0HH1(Df) < |1/1|H1(Df)- (3.3.88)

Die Ungleichungen (3.3.61), (3.3.62) und (3.3.88) zusammenfassend erhalten wir die
Approximationsabschétzung (3.3.77).

Fiir den Nachweis von (3.3.79) gehen wir in gleicher Weise vor:

[ — PiiquL?(ﬁ) < ‘WHB(}?’) + HPWHB@)
S Wl e + IWllmr oy S 1Yl
wobei Dz das zum Makroelement Dy gehérende Referenzmakroelement ist. Dabei sind
wir von der Norm auf der Referenzfliche F' zur einer Norm im Raum iibergegangen. Da
wir uns auf dem Referenzelement befinden, miissen wir uns dabei keine Gedanken iiber

h-Potenzen machen. Ist nun py konstant auf Dp, dann ist Plpy = py auf F, also folgt
mit (3.3.86)

bh— PYbll s o < inf |l +p < | . 3.3.89
1Y = Potdll oy S ﬁoeggwﬁ)llib + bollmr g S [Wlu oy ( )

Mit (3.3.63), (3.3.62) und (3.3.89) erhalten wir die gesuchte Abschétzung (3.3.79).

zu 2: Als erstes beweisen wir die Stabilitdtseigenschaft (3.3.81). Dazu stellen wir wie
vorhin mittels Lemma 3.3.2 die Abschéatzung

Hp5||H—1/2(F) S h;1/2

fest. Damit gilt dann fiir alle £ € &,(F), F € F,

/F a(€) x 1+ pF(€) do

S Hq||H1/2(F)HPSHH*U?(F)
—1/2 -1/2
< b Pllalls ez < pr Nl oy)- (3.3.90)

Die vorher erwéihnte Abschétzung iiber die Lo-Stabilitéit der Freiheitsgrade von Finiten
Elementen [56, Abschnitt 2.5] ergibt fiir v, € ND1(Q,7})

2

IVallRairy S hr Y
eegh(T)

(3.3.91)

/Vh(X) -t dsx

€
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Damit und mit der Definition der Nédélec-Elemente gilt

2

IBhallfe < hr >

e€E(T)

Shr ) byl

e€&(T)

/ a(€) x n - pF (€) do

e

q||?{1<p;)

< Nl oy

und (3.3.81) ist bewiesen.
Zum Beweis der Stabilitdtseigenschaft (3.3.82) stellen wir erstmal fest, daf

curlhat) = 3 ( [ (al) x n) - pl () doe) curt b, x)

ecly, €

und damit curlBiq € RT1(2,7,), da curlv, € RT, fir v, € N'D; (siche Ab-
schnitt B.3 im Anhang). Analog zu (3.3.91) sind auch die Freiheitsgrade der Raviart-
Thomas-Réume Lo-stabil [56, Abschnitt 2.5]: Fiir v, € R71(7;,) gilt

2

Vallizry S he' )

FeF(T)

(3.3.92)

/ Vi (X) - np doy
F

Dies, zusammen mit Cauchy-Schwarz und (3.3.90), ergibt

2 2

leurlBiallfo <hs' > >

FeF,(T) e€€,(T)
<hs' Y0 D htlalin ey leurlbe|[fe e Inllfeey . (3.3.93)

FEF,(T) e€€n(T)

/F a(€) x 1+ pf(€) do

/ curlb.(x) - ndoy
F

— A

wobei ¢ die Kante des Referenzelements 7' ist, die auf e abgebildet wird, b, die N'D;-
Basisfunktion zur Kante é darstellt und curl die Rotation beziiglich der Koordinaten
x = (71(x) bedeutet. Wir kénnen also (3.3.73) anwenden und erhalten

leurlbe|[r2(r) < hp?lleurl byl oy < by
Dies und ||n||?,,,, = meas(F)? < h} ergeben mit (3.3.93) die Stabilititsaussage
L2(F) F

lcurl Brallezcry < llalle o) (3.3.94)
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Um die H'-Norm auf der rechten Seite durch die H'-Seminorm zu ersetzen, verwenden
wir wieder (3.3.86). Da die Konstante in dieser Abschitzung vom Gebiet D (in unserem
Fall also von h) abhéngt, miissen wir uns auf das Referenzelement begeben, bevor wir
sie anwenden. Betrachte also (3.3.94) auf dem Referenzelement:

||CllI‘l SB;IAL(AIHLQ(QA“) < ||61HH1(D1T)7

wobei le das zum Makroelement D} gehorende Referenzmakroelement ist. Ist py kon-
stant auf DL dann ist B} py = po auf T, und damit curlP}py = 0. Es gilt also

- 1 A . ~ ~ N
||curli]3hq||L2(f) S | ;nfle)quLpOHHl(D%) < |q|H1(D1f)- (3.3.95)

PocPo

Da P, q € H(curl) und damit curl®B;q € H(div), kénnen wir (3.3.71) und (3.3.67) aus
Lemma 3.3.1 zur Anwendung bringen und erhalten

IICurl‘Biqllem < h‘lﬂllcurl‘mélllm(f) und |Q|H1(D1T) < h1/2|q|H1(D1T)~

Also kommen insgesamt bei der Hin- und Zuriicktransformation zwischen Element und
Referenzelement keine h-Potenzen hinzu, und so liefert (3.3.95) die gewiinschte Unglei-
chung (3.3.82).

Auch bei den Approximationsabschiatzungen, die wir nun beweisen werden, gehen wir
zum Referenzelement iiber und verwenden dabei die Ungleichungen aus Lemma 3.3.1,2.,
da wir H(curl)-konforme Elemente benutzen.

Die Dreiecksungleichung und (3.3.81) liefern
la = Bralleez) < lallgez) + 1Brallez )
< ||61HL2@) + ||CAIHH1(D1%) < ||61HH1(D1T)-
Ist po konstant auf DL, dann ist B} po = po auf T. Mit (3.3.86) gilt dann

A 1A . ~ A N
la = Bralleazy < ;HED%)HqupoIIHl(D;) < lale (oy)- (3.3.96)

po€Po
Die Ungleichungen (3.3.66), (3.3.67) und (3.3.96) zusammenfassend erhalten wir die
Approximationsabschétzung (3.3.83).

Fiir den Nachweis von (3.3.84) gehen wir in gleicher Weise vor:
la— sBflzélHL?(ﬁ) < ||€1||L2(13) + ||£B}LQHL2(13)
< llallpeey + lallw o) < lallm o),

wobei D7 das zum Makroelement Dy gehorende Referenzmakroelement ist. Ist nun po
konstant auf D}, dann ist B} po = po auf F, also folgt mit (3.3.86)

q— B g & S inf q-+p <19 . 3.3.97
la mthLQ(F) ~ e ;H(D%)Hq Pollm(p1) S |Q|H1(D%) ( )

L
€Py F
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Mit (3.3.68), (3.3.67) und (3.3.97) erhalten wir die gesuchte Abschétzung (3.3.84).

zu 3: Sei ¢ € HY%(T). Dann existiert eine stetige Fortsetzung w € H'(2) von ¢.
Wegen 7, gradw = curlpw;r = curlp ¢ ist damit insbesondere die Abbildung ~;*
von grad H'(2) nach curlr H'/?(T) surjektiv. Sie ist ebenfalls stetig, denn nach Lem-
ma 2.1.2 ist 7,* stetig von H(curl, 2) nach THF/Q(din, I'), und wegen I einfach zusam-
menhingend gilt grad H(Q) = H(curl0,9) und curly H/%(T) = THrm(divF 0,1).
Zusammenfassend haben wir also, da v : grad H'(Q)) — curly H'/?(T') stetig, linear
und surjektiv ist. Nach dem Satz {iber offene Abbildungen existiert damit eine stetige
Inverse zu ~,°, d.h. zu jedem ¢ € H'?(T') existiert ein vy, € H'() mit

v grad v, = curlp v, = curly ¢, (3.3.98)
||gradv¢||L2(Q) S ||CllI‘11“ ¢||H*1/2(F)' (3399)

Aus (3.3.98) folgt gradp(¢ — vy) = 0, also ¢ — vy = ¢4 auf I' mit einer Konstanten
Co e C.

Definiere nun den Operator p;, durch pj¢ := yPlvs + ¢y mit P} aus Teil 1 des Lemmas.
Dann gilt (wir lassen jetzt die ¢-Indizes weg) mit (3.3.79):

¢ — prdllrzr) = v+ ¢ — Py(v+¢)||l 2y < hi?||grad v||L2(Dp)-

zud: Sei( € THIL/2(F). Dann existiert nach Lemma 2.1.2 (und mit dem Satz iiber offene
Abbildungen) eine Funktion q € H*(Q) mit gxn = ¢ auf I' und ||q|m ) < HCHTHUZ(F)'

€L
Definiere R} ¢ := P, q x n mit P} aus Teil 2 des Lemmas. Somit gilt

1€ = Rillle@my = (@ — Bra) x 0l < la— Brallwer

1/2 1/2
< i lalieop S PGy

Genau analog dazu konstruiert man den Operator N}, indem man zu jedem £ €

THﬁ/Q(F) ein g € H'(Q) mit n x (g x n) = ¢ auf I’ und ||q||m@) < ||€||THﬁ/2(1")

findet und dann NJ¢ :=n x (P} q x n) setzt. O

Zum Schluf} dieses Abschnitts wollen wir noch zeigen, dafi man mit den Interpolations-
operatoren P! und B} auch L*-Abschitzungen auf den Kanten eines Elements erhalten
kann, analog zu denen in Lemma 3.3.3 fiir Volumenelemente und deren Fliachen. Aller-
dings lassen sich die Ergebnisse aus dem Lemma nicht einfach so auf Kanten iibertragen.
Dies liegt vor allem an dem Fehlen geeigneter Spursétze, genauer genommen daran, dafl
die Einbettung H'(R?) — L%*(R) nicht stetig ist. Wir setzen also im néichsten Satz eine
stiarkere Regularitdt an die Funktionen voraus.

Satz 3.3.4. Es gelten die Bezeichnungen aus Lemma 3.3.3.
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3. Diskretisierung

1. Fiir den in (3.3.56) definierten linearen Projektionsoperator P} : HY(Q)) — S(74)
und fiir alle b € H3?(Q) gilt

1Pr ey S 1Y), (3.3.100)

|PY ey < B2 [90]m op.s (3.3.101)

[ — Pyl < [0lm e, (3.3.102)

— Patolimngey S hp [l o), (3.3.103)
1) — Pyip| <h

1Y — Pitdll ey < [¥]mi (o) (3.3.104)

Die Konstanten in den Abschdtzungen hdingen nur von der Regularitit des Gitters
ab.

2. Fiir den in (3.3.56) definierten linearen Projektionsoperator B, : HY(Q) —
ND(T},) und fiir alle q € HY?(Q) gilt

lcurl ByqllL2ry < lalm ), (3.3.105)
leurl Brallear) < b ?lalm oy, (3.3.106)
lcurl(q — Bra)lL2r) < lalu ), (3.3.107)
leurl(q — Pha) 2 < ke lalm o), (3.3.108)
la = Brallr2e) < lalmoy)- (3.3.109)

Die Konstanten in den Abschdtzungen hdangen nur von der Reqularitit des Gitters
ab.

Beweis. zu 1.: Es ist

grad PLux) = > ([ 0(€) o} (€) doe) grad vy (x)

yeN, “Fy

und damit grad P!y € N'Dy(7,), da grad ¢, € N'D; fiir ¢y, € S; (siehe Abschnitt B.3
im Anhang). Mit dem Pendant zu (3.3.91) fiir Flichen und mit Cauchy-Schwarz gilt
dann

\’gradph¢|’L2(F < Z Z

e€ER(F) yeENR(F)

2

py (€) doe

grad ¢y (x) - t. dsx

Man rechnet leicht nach, daB fiir eine Hutfunktion ¢y auf 7' (T" Tetra- oder Hexaeder)
gilt: grad ¢, ist bis auf das Vorzeichen die Summe der drei Nédélec-Basisfunktion der
drei zum Punkt y gehorenden Kanten. Damit ist ! [, grad ¢y (x) - t, dsx‘ =1fallsy €
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3.3. Interpolationsoperatoren

e (was fiir genau zwei Kanten e € &,(F) gilt) und Null sonst. Wir erhalten folglich
Zeegh(F) ‘fe grad SOY(X) “te d5x|2 = 2 und somit

2

< Z Hﬂ’”iﬂ(p)”ﬂfﬁrl

YENL(F)

lgrad Pl [Zar < S0

YENL(F)

w<s> y (&) dog

(3.3.110)
Wegen > . N () Px =1 auf F' und der Definition der pg als duale Basis zu den @y gilt

X)dsx = /(px pE(€) dse = 1.
J i X[ ek

xEN} (Fy)
Aus diesem Grund diirfen wir auf py die Abschéitzung
lullg-1(ry S hrellull2ry  Vu € L*(F) mit / uds =1
F
aus [80, Theorem 2.1] anwenden? und erhalten mit (3.3.110) und Lemma 3.3.2 insgesamt

lgrad Py ||tz m < Z 103 oy he oy 122y S 191y
YENL(F)

Da grad Plp, = grad p, = 0 fiir py € Py konnen wir wie gehabt mittels (3.3.86) die H;-
Norm auf der rechten Seite durch die H'-Seminorm ersetzen und haben damit (3.3.100)
bewiesen. An Stelle von (3.3.110) kénnen wir auch

~1/2 ~1/2
|grad P/%@Z)H%P(F) S E ||¢||?{1/2(F)||95||%{—1/2(F) < hp / ||¢||12111/2(F) < hp / ||¢||12111(DF)
YEN(F)

rechnen und erhalten (3.3.101). Die Approximationsabschitzungen (3.3.102),(3.3.103)
folgen direkt aus den gerade gezeigten Stabilitdtsabschiatzungen.

?In [80] wird die Aussage fiir u mit [ ruds = 0 betrachtet und bewiesen, aber letztlich ist die Art der
Regularisierung von u unerheblich: Im Beweis zu [80, Theorem 2.1] wird das Randwertproblem

—Az=u in R,
0z
e 0 auf 0S

betrachtet, das wegen [, uds = 0 eine eindeutige Losung z € H?(F)/R besitzt. Fiir den Fall
f uds =1 mul man blof} die zweite Gleichung des Randwertproblems durch

0
8_121 =c¢ auf 0S
mit ¢! = — [, ds ersetzen. Dann némlich gilt [ uds = — [ Azds = — [, 22 ds = 1, und

wieder besitzt das Randwertproblem eine eindeutige Losung z € H?(F)/R.
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3. Diskretisierung

Nun zur Abschétzung (3.3.104): Setze oBdA die Kante e = (¢,0,0), ¢t € [0, h]. Definiere
dann den Interpolationsoperator Q. : H'(F) — L?(F) durch Q.v(t,y,z) = v(t,0,0) fiir
alle v € H'(F) und (z,y,2) € F. Dann ist

1Y = Pipll iz = 1Qet — Qe(Pr)|l 2y S h2(|Qetd — Qe(Pi)) | r2(ry

wegen der Regularitdt des Gitters. Mittels der Dreiecksungleichung erhalten wir somit

[ = Patllzzey S B2 {110 = Brablliagey + (1 = Pat) = Q¥ — Prab)ll 2y } -

Den ersten Term innerhalb der geschweiften Klammer schitzen wir mittels (3.3.80) durch
h},/z Y| 1 (ppy ab. Da Qepo = po fiir konstante Funktionen py, erfiillt Q. die Approxima-
tionseigenschaft ||[v — Qcvl|r2(ry < hlv|gip fiir v € H'(F) (vgl. [38, Theorem 3.1.4]),
also konnen wir den zweiten Term in den geschweiften Klammern durch bt — Pyo)| g (p)
abschétzen. Wir erhalten

1 — Patpllzae) S 101 (pgy + W20 — Pial (.-

Hierauf die Ungleichung (3.3.103) angewendet ergibt dann die gesuchte Abschétzung.

zu 2: So wie in Lemma 3.3.3 verlduft hier der Beweis fiir den Operator B} analog zu
dem in 1 fiir den Operator P}. Dabei beachte man, daf§ curlq, € S fiir q;, € ND;.
(sieche Abschnitt B.3 im Anhang). O

3.4. Hexaedrische Gitter im R’ mit hingenden Knoten

Bisher sind wir von einem Gitter 7;, ohne hingende Knoten ausgegangen, d.h. war ein
Punkt x Eckpunkt eines Gitterelements, so war x auch Eckpunkt aller Elemente T' € 7,
mit x € T'. Leider sind solche Gitter fiir unseren Zweck, ndmlich den der adaptiven Ver-
feinerung, nicht immer optimal. Betrachte dazu ein regulires Gitter 7y, das sogenannte
Ursprungsgitter (zum Begriff der Regularitét eines Gitters siche Seite 39). Ein Gitter i}
gehe aus dem vorhergehenden Gitter 7;_; durch die Verfeinerung beliebiger Elemente
(die z.B. mittels eines lokalen Fehlerschitzers ausgewihlt worden sind) vor. Ein Element
werde verfeinert, indem man es in jede Richtung halbiert (und damit insgesamt in acht
kleinere Elemente teilt). Das Gitter 7; gehe aus ’j; durch Nachverfeinerung nach gewissen
Kriterien vor, die man festzulegen hat.

Ein iibliches Kriterium ist es, simtliche hangenden Knoten zu beseitigen. Ist ein Element
T wie oben beschrieben in allen drei Ebenen (hier z-, y- und z2-Ebene genannt) verfeinert
worden, so miissen dann auch alle Elemente in der gleichen y- und z-Ebene wie T in
x-Richtung verfeinert werden, alle Elemente in der gleichen x- und z-Ebene wie T' in
y-Richtung und alle Elemente in der gleichen x- und y-Ebene wie T in z-Richtung
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3.4. Hexaedrische Gitter im R?® mit hingenden Knoten

verfeinert werden. Dies fithrt vor allem bei Losungen mit Punktsingularitéten zu einer
starken Uberverfeinerung des Gitters, auBerdem zieht diese Verfahren den Verlust der
Form-Regularitéit nach sich (da durch die Verfeinerungen in nur eine Richtung beliebig
schmale Elemente entstehen konnen). Aus diesem Grund ist bei hexaedrischen Gittern
die Verwendung von hidngenden Knoten vorzuziehen. Allerdings wollen wir dabei nicht
beliebige Konstellationen von hingenden Knoten zulassen, sondern auch hierbei gewisse
Kriterien (Verfeinerungsgesetze) an das Gitter stellen, die wir gleich vorstellen werden.
Wir orientieren uns dabei an den Arbeiten von Becker, Braack und Moore [16, 77].
Grundsitzlich haben die Symbole z, e, F', T, N, F, £, T folgende Bedeutungen:

x : ein Knoten, N : eine Menge von Knoten,
e : eine Kante, £ : eine Menge von Kanten,
I : eine Flache, F : eine Menge von Flachen,
T : ein (3D-)Element, 7 : eine Menge von Elementen.

Weiter seien N (e), N'(F) bzw. N(T) die Mengen der Eckpunkte von e, F bzw. T; £(F)
bzw. £(T') die Mengen der Kanten von F' bzw. T; F(T) die Menge der Flichen von
T. Umgekehrt seien E£(x) die Menge aller Kanten mit z € N (e); F(z) bzw. F(e) die
Mengen aller Flichen mit © € N(F) bzw. e € E(F); T (), T (e) bzw. T (F) die Mengen
aller Elemente mit z € N (T), e € E(T) bzw. F € F(T). Mit F; bzw. .7?] bezeichnen wir
die Menge der Flichen zum Gitter 7; bzw. ’f}

Ein Element sei von der Ordnung k, wenn es bei angenommener uniformer Verfeinerung
im Verfeinerungsschritt vom Gitter 7;_; nach 7, entstanden wére.

Ein Makroelement S des Gitters 7; sei ein Element des Gitters oder eines fritheren
Gitters, d.h. die Vereinigung von 8 (p € N) Elementen T' € 7;, so dal S € 7; fiir
irgendein [ < j.

Eine Fliche F' eines Elements T € 7; heifit verfeinert, falls es 47 (p € N) Fléchen
Fy,....Fp € .7::] gibt mit F' = Ufil F;. Dies ist dquivalent dazu, dafl das Flachennach-
barelement S zu T beziiglich F' (das ist das Makroelement S gleicher Ordnung wie T’
mit S N7T = F) existiert und zur Verfeinerungsstufe j schon verfeinert worden ist.

Eine Kante e eines Elements 7" € 7; heifit fast-reguldr, falls beide Flachen Fy, Fy € F(T)
mit e € E(F) N E(Fy) verfeinert sind und das Kantennachbarelement S zu T beztiglich
e (das ist das Makroelement S gleicher Ordnung wie 7" mit S N7 = e) existiert und
zur Verfeinerungsstufe j schon verfeinert worden ist. Dies ist dquivalent dazu, dafl beide
Fldchennachbarelemente Sy, S5 zu T beziiglich F} bzw. F, und das Kantennachbarele-
ment S zu T beziiglich e existieren und zur Verfeinerungsstufe j schon verfeinert worden
sind.
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3. Diskretisierung

3.4.1. Verfeinerungsgesetze

Wir kommen nun zu den Verfeinerungsgesetzen, die ein aus hexaedrischen Elementen
bestehendes Gitter 7 im R?, das hingende Knoten enthalten darf, erfiillen soll, um eine
gewisse Regularitat sicherzustellen.

Das erste Verfeinerungsgesetz soll dafiir sorgen, dafl keine zu starken Spriinge von einem
Element zum néchsten auftreten:

e Gegeben sei ein Element T' der Ordnung k. Dann diirfen sédmtliche Elemente, die
T in mehr als einem Punkt schneiden, héchstens der Ordnung & + 1 sein.

Dies ist gleichbedeutend damit, dafl sich nicht mehr als ein héingender Knoten auf einer
Kante eines Elements 7' € 7; befinden darf. Besitzt also eine Kante eines Elements
T e i} drei hidngende Knoten (mehr kénnen es nach dem Verfeinerungsschema nicht
sein), so muf} dieses Element ebenfalls verfeinert werden. Dieses Gesetz vereinfacht die
Beschreibung des Gitters und der dazugehorigen Splinerdume ungemein, denn hierdurch
werden obere Schranken gesetzt, z.B. fiir die Anzahl der Elemente, die der Triger einer
Basisfunktion umfassen kann, oder fiir die Anzahl der Basisfunktionen, deren Trager ein
bestimmtes Element umfaft.

Die néchsten zwei Gesetze sollen zur Homogenitéat des Gitters beitragen. Im Groben
bedeuten sie, dafl ein Element der Stufe j nicht von zuvielen Elementen der Stufe j + 1
umgeben sein darf. Das erste Gesetz lautet:

e Hochstens vier Flachen eines Elements diirfen verfeinert sein.

Sind also mindestens fiinf der insgesamt sechs Fléchen eines Elements T € 7; schon
verfeinert, so mufl auch 7" verfeinert werden. Liegt eine Fliache F' von T auf dem Rand
des Gebietes, so hat T beziiglich F' natiirlich keine Nachbarn, doch zéhlen wir F' als ver-
feinerte Flache. Eine naheliegende Sprechweise ist: Nicht vorhandene Fldchennachbarn
gelten als verfeinert. Das néchste und letzte Gesetz lautet

e Hochstens eine Kante eines Elements darf fast-regulér sein.

Sind also mindestens zwei der insgesamt zwolf Kanten eines Elements T' € 7 fast-
reguldr, so mufl T verfeinert werden. Auch hier gilt: Nicht vorhandene Flichen- und
Kantennachbarn gelten als verfeinert.

Es stellt sich die Frage, wie diese Regeln zu implementieren sind, schliefllich kénnen
die Gesetze sich gegenseitig beeinfluflen. Ein in [12] vorgeschlagener Algorithmus (dort
allerdings fiir ein zwei-dimensionales Gitter) behandelt das Problem, in dem es die
vom Fehlerschétzer diktierten und die nach den drei Verfeinerungsgesetzen aufgezwun-
genen Verfeinerungen gleichzeitig behandelt und von der Tatsache Gebrauch macht,
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3.4. Hexaedrische Gitter im R?® mit hingenden Knoten

dafl die Verfeinerung eines Elements 7" nur die maximal 18 Kanten- und Fldchennach-
barn TM ... T8 ¢ T (die Elemente T € 7 hochstens gleicher Ordnung wie 7' mit
TYUNT = o mit o Kante oder Fliche von T) beeinfluBt. Es sei 7 ein Gitter bestehend aus
nt Elementen T}, ..., T,;. Die Eigenschaft F'S(T") bedeute, da} das Element 7" aufgrund
des Fehlerschétzers verfeinert werden muf, G(7") bedeute, da8 T' zwecks Erhaltung der
drei Gesetze im aktuellen Gitter verfeinert werden mufl. Der Algorithmus, auf unseren
Fall {ibertragen, lautet folgendermaflen:

Prozedur VERFEINERN

i=1
Fir ¢ < nt:
Fiir 7 =1 bis 18:
Gilt G(T"), dann TEILE(T?)
Gilt FS(T;), dann TEILE(T})
i=i+1

Prozedur TEILE (T)

nt =nt+8
Erstelle Tyii1, ..., Thits

Streiche T aus dem Gitter

Der Algorithmus geht also die Elemente nach einer Liste einzeln durch und priift je-
weils, ob ein Element durch Vorgabe des Fehlerschitzers verfeinert werden mufl. Davor
allerdings wird geschaut, ob seine Nachbarelemente nach den drei Gesetzen verfeinert
werden miissen, und diese werden dann gegebenenfalls verfeinert. Erst dann wird das
Listenelement selbst, falls notig, verfeinert. Alle durch Verfeinerung neu entstandenen
Elemente werden zum Gitter hinzugefiigt, indem sie hinten an die Liste gesetzt werden.
Verfeinerte Elemente werden selbstversténdlich von der Liste genommen. Nun wird zum
néchsten Element auf der Liste iibergegangen. Hat der Algorithmus alle urspriinglichen
Elemente gepriift, so macht es mit den bisher neu entstandenen weiter (die ja stets am
Ende der Liste angehéngt wurden). Diese Elemente kénnen natiirlich nicht aufgrund
des Fehlerschitzers verfeinert werden (da es sie noch nicht gab, als der Fehlerschétzer
erstellt wurde), aber ihre Nachbarn konnten als Folge der drei Gesetze verfeinert werden.
Da jedes neue Element auch sieben ,neue“ Nachbarn hat, ist garantiert, dafl jedes neu
entstandene Element in Hinblick auf die Verfeinerungsgesetze gepriift wird.
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3.4.2. Basisfunktionen

In Gittern mit héngenden Knoten/Kanten kann man die Basisfunktionen (sog.
Nichtstandard-Basisfunktionen) als Linearkombinationen von Standard-Basisfunktionen
(solche, die auf einem reguldren Gitter definiert sind) darstellen. Bei der Implementation
rechnet man gern mit lokal (elementweise) definierten Basisfunktionen und setzt diese
dann zu globalen Basisfunktionen zusammen. Wie dies bei Standard-Basisfunktionen
funktioniert, seien sie nun Knoten-, Kanten- oder sonstwie orientiert, ist hinlanglich be-
kannt und wurde z.B. hier in Abschnitt 3.1 fiir Kantenelemente (Nédélec- und Raviart-
Thomas-Funktionen) ausfiihrlich dargestellt. Bei Nichtstandard-Basisfunktionen gibt es
zwei Vorgehensweisen:

Erste Moglichkeit ist, auf jedem Element die lokalen Standard-Basisfunktionen zu ver-
wenden. Beim Zusammensetzen der Systemmatrix werden dann die Gleichungen in den
hiangenden Knoten/Kanten gestrichen und durch Gleichungen ersetzt, die die erforder-
lichen Stetigkeitsvoraussetzungen in den hingenden Knoten/Kanten erzwingen (so ist
z.B. bei global stetigen, stiickweise trilinearen Funktionen der Funktionswert in einem
héngenden Knoten der Mittelwert der Funktionswerte in den zwei benachbarten Kno-
ten). Dieses ist die zweifellos einfacher zu implementierende Methode, und sie wird wohl
deswegen hauptséchlich verwendet [77, 16]. Ein unerwiinschter Effekt hierbei ist aber,
daB sich das Gleichungssystem wegen der zusétzlichen Interpolationsgleichungen nicht
verkleinert. Dies kann verhindert werden, indem man die zusétzlichen Interpolations-
gleichungen gleich als Matrixumformungen auffafit (vgl. [33]). Dies ist allerdings bei
einer diinnen (sparse, also bei einer elementweisen) Speicherform der Matrix nur schwer
durchfithrbar und 14uft letztlich auf Anderungen der lokalen Basisfunktionen hinaus.

Wir schlagen hier stattdessen vor, gleich schon lokal die Nichtstandard-Basisfunktionen
zu verwenden. Wie diese im einzelnen aussehen, werden wir im folgenden genauer zu
betrachten haben, und zwar sowohl im zwei- wie auch im dreidimensionalen Fall, da wir
uns in dieser Arbeit mit einer Kopplungsformulierung beschéftigen. Dazu werden wir
zuerst die Begriffe reguldr und hingend prézisieren.

Hut- und Kantenfunktionen in zwei Dimensionen

Ein Knoten z heiit regulir (oder nichthdngend), falls x ein Eckpunkt von F ist fiir alle
Elemente F' mit x N F # (). Die Menge der regulidren Knoten bezeichnen wir mit 9.

Ein Knoten x heifit hdngend, falls x nicht regulér ist, d.h. falls es ein Element F' mit
r N F # () gibt, so da e kein Eckpunkt von F darstellt. Die Menge der hingenden
Knoten bezeichnen wir mit ;.

Die Mengen DM, und N, bilden eine Partition von A, d.h. jeder Knoten ist entweder
reguldr oder héngend.
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Abbildung 3.3.: Von drei Makroelementen sind zwei verfeinert worden. Knoten a und b
sind regulédr, Knoten ¢ ist hdngend.

Eine Kante e heifit regulir (oder nichthingend), falls e eine vollstindige Kante von F
ist fiir alle Elemente F' mit e N F' # (). Die Menge der reguliren Kanten bezeichnen wir

Eine Kante e heifit hdngend, falls e nicht regulér ist, d.h. falls es ein Element F' mit
eNF # () gibt, so daB e die Hilfte einer Kante von F darstellt. Die Menge der héingenden
Kanten bezeichnen wir mit &;.

Die Mengen &, und €&, bilden eine Partition von &£, d.h. jede Kante ist entweder regulér
oder hingend.

Zu jedem hédngenden Knoten x gehoren zwei reguldre Knoten y,y2, so daf§ x den Mit-
telpunkt der Strecke 7775 bildet (die Strecken 777, Tys sind aus €, stellen also héingende
Kanten dar). Diese Knoten yy, y, bilden die Menge My (x). Umgekehrt kann es zu jedem
reguldren Knoten x bis zu vier hingende Knoten y; geben, so dafi x € 9y(y;). Die Menge
dieser y; bezeichnen wir mit 9 (x). Zu jeder hingenden Kante e; gehort eine benach-
barte hdngende Kante e; und ein Element ' mit e, es C F, so dafl e := e; U e; Kante
von F' ist. Die Menge solcher zusammengesetzten Kanten e bezeichnen wir mit €&,.

Es ist S1(F) der Raum der lokal bilinearen, global stetigen Funktionen bzgl. der Tri-
angulierung F. Eine Basis von &;(F) ist durch die Menge der stiickweisen trilinearen
Funktionen ¢,,, z; € 9y mit

O, (25) = 635 Va; €Ny
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Abbildung 3.4.: Von drei Makroelementen sind zwei verfeinert worden. Kanten a und b
sind reguldr, Kante c ist hdngend.

gegeben. Ein solches ¢, stellt eine Nichtstandard-Hutfunktionen dar, denn ihr Tréger
kann Elemente F' mit x ¢ F' beinhalten (vgl. Abbildung 3.5). Die lokale Definition einer
Hutfunktion ¢, auf einem Element F' sieht dann folgendermaflen aus: Fiir x € M, gilt

L, y=z
v (y) =4 1/2, yeM(x),
0, sonst

und fiir z € 9y haben wir

¢£<y>={1/2’ y=r

0, sonst

Wir fassen dann in einem reguléren Knoten z alle (maximal vier) lokalen Basisfunktionen
ol mit F € F(z) zuziiglich den (maximal vier) ¢! mit y € My(z), F € F(y) und z ¢ F
zu der globalen Basisfunktion ¢, zusammen.

Es sei nun Ry(F) € {ND1(F), RT1(F)} entweder der Raum der Nédélec- oder der der
Raviart-Thomas-Elemente niedrigsten Grades auf dem Gitter F. Beide Rdume bestehen
aus vektorwertigen, lokal bilinearen Funktionen, die stetig beziiglich gewissen kantenori-
entierten Freiheitsgraden k., (e; € €, U €,) sind (siehe hierzu Abschnitt 3.1 oder An-
hang B). Eine Basis von R;(F) ist durch gewisse bilinearen Funktionen b,,,e; € €, U €,
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3.4. Hexaedrische Gitter im R?® mit hingenden Knoten

F1 F2
Y1 x
’ ’
Fy Fs
Y2 Ys
s ® F3
F7 Fs

Abbildung 3.5.: Es ist ¢, := @, — }lgbym wobei ¢, bzw. ¢,, die Standard-Hutfunktionen
in z (bzgl. dem groben Gitter) bzw. in y, (bzgl. dem feinen Gitter)
bezeichnen. Als Summe von lokalen Basisfunktionen ausgedriickt ist
Ve = Pt + @52 + 5% + OfF 4 ot + ol
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Fi e Fy e3

€s € e F,

F5 ey Fy eq

Abbildung 3.6.: Es ist b, := lN)6 — if)el — if)eQ, wobei l~)6 bzw. Bei die Standard-
Kantenfunktionen zu e (bzgl. dem groben Gitter) bzw. zu e; (bzgl. dem
feinen Gitter) bezeichnen. Als Summe von lokalen Basisfunktionen aus-
gedriickt ist b, = bl® + b2 + bl%.

mit
Ke,; (bei) = 61‘]’7 Vej e EyUE,

gegeben, wobei

b) [ b-teds, Ry=ND
Ke =
[b-n.ds, Ry=RT,

und t. bzw. n. die Tangente bzw. Normale zu e darstellen. Ein solches b, stellt eine
Nichtstandard-Kantenfunktion dar, denn ihr Tréger kann bis zu drei Elemente beinhal-
ten (vgl. Abbildung 3.6). Es bezeichne b fiir e € €, F' € F(e) die iibliche lokale Basis-
funktion zur Kante e auf einem Element F'. Die lokale Definition einer Nichtstandard-
Kantenfunktion b, sieht dann folgendermaBen aus: Fiir e € &, U &, gilt bY = b | fiir
e € € gilt bl = %Bf Ist e € &g, so faBt man die (maximal zwei) lokalen Basisfunktio-
nen b!” mit F' € F(e) zu der globalen Basisfunktion b, zusammen. Ist dagegen e¢ € €,
mit e = e; U ey, so fait man die lokalen Basisfunktion b!” mit F' € F(e) und die zwei
lokalen Basisfunktionen b mit F; € F(e;) (i = 1,2) zu der globalen Basisfunktion b,
zusammen.

Hut- und Kantenfunktionen in drei Dimensionen

Ein Knoten z heiit reguldr (oder nichthingend), falls x ein Eckpunkt von 7' ist fiir alle
Elemente T' mit x N T # (). Die Menge der reguliren Knoten bezeichnen wir mit 9.

Ein Knoten x heifit halbhdngend, falls es ein Element T' gibt, so dafl x auf der Mitte einer
Kante von T liegt. Dies ist dquivalent zu: x ist nicht regulédr, und fiir alle Elemente T’
mit z NT # () gilt x € e fiir eine Kante e von T'. Die Menge der halbhingenden Knoten
bezeichnen wir mit 9 /5.

90



3.4. Hexaedrische Gitter im R?® mit hingenden Knoten

Abbildung 3.7.: Von drei Makroelementen sind zwei verfeinert worden. Knoten a ist
regulér, b ist halbhdngend und c ist total hdngend.

Ein Knoten z heifit total hdngend, falls x weder regular noch halbhéngend ist, d.h. falls
es ein Element T mit x NT # () gibt, so dal x nicht Element einer Kante von T ist. Die
Menge der total hingenden Knoten bezeichnen wir mit 91;.

Die Mengen 9y, My /2, Ny bilden eine Partition von N, d.h. jeder Knoten ist entweder
reguldr, halbhéngend oder total hédngend.

Eine Kante e heif3t requldr (oder nichthingend), falls e eine vollstandige Kante von T ist
fiir alle Elemente 7' mit e N'T # (). Die Menge der reguliren Kanten bezeichnen wir mit

&.

Eine Kante e heifit halbhdingend, falls es ein Element T gibt, so dal e die Hélfte einer
Kante von T' darstellt. Die Menge der halbhéingenden Kanten bezeichnen wir mit €, ;.

Eine Kante e heifit total hingend, falls e weder reguldr noch halbhingend ist, d.h. falls
es ein Element T mit e NT # () gibt, so dafl e nicht Teilmenge einer Kante von T ist.
Die Menge der total hiingenden Kanten bezeichnen wir mit .

Die Mengen €, €, /5, €; bilden eine Partition von &, d.h. jede Kante ist entweder regulér,
halbhédngend oder total héngend.

Zu jedem halbhéngenden Knoten x gehoren zwei reguldre Knoten vyi,1y., so dafl x
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3. Diskretisierung

Abbildung 3.8.: Von drei Makroelementen sind zwei verfeinert worden. Kante a ist re-
gulér, b ist halbhéngend und c ist total hingend.
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3.4. Hexaedrische Gitter im R?® mit hingenden Knoten

den Mittelpunkt der Strecke 77, bildet und die Strecken 7,7, 7y, aus €/, sind, also
halbhédngende Kanten darstellen. Diese Knoten yi, 3, bilden die Menge My (x). Umge-
kehrt kann es zu jedem reguldren Knoten x bis zu sechs halbhéngende Knoten y; geben,
so dal = € My(y;). Die Menge dieser y; bezeichnen wir mit ‘ﬁl/Q(x). Zau jedem total
héngenden Knoten z gehoren vier halbhidngende Knoten vy, y2,y3, ¥4, so dal x den ge-
meinsamen Mittelpunkt der Strecken iys,y3ys bildet (die Strecken o, Tys, UsT, TUs
sind aus €, stellen also total hingende Kanten dar). Diese Knoten yi,y2,ys, ys bil-
den die Menge My /o(x). Weiter gibt es zu dem total héngenden Knoten z vier re-
guldre Knoten 21, 29, 23, 24, so dal x den Mittelpunkt des Vierecks z;z52324 bildet. Diese
Knoten 21, 29, 23, z4 bilden die Menge D%y(z). Fiir einen total hingenden Knoten x gilt
MNo(z) = Uy€m1/2(x) Mo(y). Umgekehrt kann es zu jedem halbhéngenden Knoten z bis zu
vier total héingende Knoten y; geben, so da8 z € 9 5(y;). Die Menge dieser y; bezeichnen
wir mit 9% (x). Weiter kann es zu jedem reguléren Knoten x bis zu acht total hingende
Knoten y; geben, so dafl € My(y;). Die Menge dieser y; bezeichnen wir ebenfalls mit
My (z).

Za jeder halbhéngenden Kante e; gehort eine benachbarte halbhéngende Kante e; und
ein Element T mit e, es C T, so dafl e := e; U ey Kante von T ist. Die Menge solcher
zusammengesetzter Kanten e bezeichnen wir mit &,.

Es ist §1(7) der Raum der lokal trilinearen, global stetigen Funktionen bzgl. der Tri-
angulierung 7. Eine Basis von §;(7) ist durch die Menge der stiickweisen trilinearen
Funktionen ¢, , z; € 9y mit

pri(xj) = (5ij Vr; €Ny

gegeben. Ein solches ¢, stellt eine Nichtstandard-Hutfunktionen dar, denn ihr Trager
kann Elemente 7" mit x ¢ T beinhalten.

Die lokale Definition einer Hutfunktion ¢, auf einem Element T sieht dann folgender-
mafen aus: Fiir x € N, gilt

L, y==x

Sy = 172, y € Nyy(x)

’ 1/47 Y € ml(.ilj)
0, sonst
fir x € My 5 ist

1/2, y==x

oo (W) =4 1/4, yeM(a),
0, sonst
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3. Diskretisierung

und fiir z € 9, haben wir

on(y) = {1/4’ e

0, sonst

Wir fassen dann in einem reguldren Knoten z alle (maximal acht) lokalen Basisfunktio-
nen ¢} mit T € T (z) zuziiglich den (maximal achtzehn) ¢ mit y € Mya(z), T € T (y)
und = ¢ T und den (maximal vierundzwanzig) ¢, mit y € My(z), T € T(y) und z ¢ T
zu der globalen Basisfunktion ¢, zusammen.

Wir betrachten nun N'D;(7), den Raum der Nédélec-Elemente niedrigsten Grades auf
dem Gitter 7. Dieser Raum besteht aus vektorwertigen, lokal trilinearen Funktionen,
die stetig beziiglich gewissen kantenorientierten Freiheitsgraden r.; (e; € €, U €,) sind
(siehe hierzu Abschnitt 3.1 oder Kapitel B im Anhang). Eine Basis von N'D;(7) ist
durch gewisse trilinearen Funktionen b,,,e; € &, U &, mit

Ke, (bei) = 5@' \V/Gj e EyUE,

gegeben, wobei
Ke(b) = /b - teds.

Ein solches b, stellt eine Nichtstandard-Kantenfunktion dar, denn ihr Tréger kann bis
zu sieben Elemente beinhalten.

Es bezeichne BeT fir e € €, T € T (e) die ubliche lokale Basisfunktion zur Kante e auf
einem Element T. Die lokale Definition einer Nichtstandard-Kantenfunktion b, sieht
dann folgendermafen aus: Fiir e € & U &, gilt b7 = b7, fiir e € &; gilt b = 1b7. Ist
e € €, so fafft man die (maximal vier) lokalen Basisfunktionen b? mit 7" € 7 (e) zu
der globalen Basisfunktion b, zusammen. Ist dagegen e € €, mit e = e; U ey, so fafit
man die (maximal drei) lokalen Basisfunktion b? mit 7' € 7 (e) und die (maximal sechs)
lokalen Basisfunktionen bl* mit T; € T (e;) (i = 1,2) zu der globalen Basisfunktion b,
zusamimen.
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4. Das Eddy-Current-Problem

4.1. Problemstellung

Setzen wir zusétzlich einen Quell- bzw. Induktionsstrom Jy voraus, der die elektroma-
gnetischen Felder erzeugt, so gilt fiir den Gesamtstrom J

J =0+

an Stelle des Ohmschen Gesetzes (2.2.12), und man erhélt die Maxwell-Gleichungen

d
curlég = curl £ = —M%H,
d
curlH =e¢—&g + c& + Jo

dt

fiir das dann sogenannte Wirbelstromproblem (eddy-current Problem). Wir bleiben wei-
terhin beim zeitharmonischen Fall, ersetzen also das zeitperiodische 7y durch die Fourier-
transformierte Jg zur Frequenz w € R und kénnen so zum Frequenzbereich iibergehen
und erhalten

curlE = —iwpH, (4.1.1)
curl H = iweEq + oE + J,. (4.1.2)

Hierbei haben wir den Ansatz aus Bemerkung 1 auf Seite 28 gewéhlt, um mit der Schreib-
weise von Hiptmair [58] konsistent zu bleiben.

Desweiteren soll die Silver-Miiller-Abklingbedingung

1
Vi H(x) x % — Ve Ex) =o (m) gleichmaBig fiir |x| — oo (4.1.3)

gelten (vgl. (2.2.30)). Ist nun das Medium von hoher Leitfihigkeit (wie bei Metallen
meist der Fall) und betrachten wir nur niedrige Frequenzen, d.h. gilt

we KL 0,
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4. Das Eddy-Current-Problem

so konnen wir den Term iweE¢g (den sogenannten Verschiebungsstrom) vernachlissigen
[48, 87] und erhalten so die vereinfachte Formulierung

curlE = —iwuH, (4.1.4)
curlH = oE + J,. (4.1.5)

Aus der Abklingbedingung (4.1.3) kénnen wir
1
H(x)=0 (ﬂ) gleichmafig fur |x| — oo, (4.1.6)
X
1
E(x)=0 (ﬂ) gleichmaBig fiir |x| — oo (4.1.7)
X

folgern (vgl. [40, Gleichung (6.19)]). Gleichungen (4.1.4) bis (4.1.7) beschreiben unser ma-
thematisches Modell des Wirbelstromproblems. Die Autoren Ammari, Buffa und Nédélec
beschiftigen sich in dem Artikel [3] (aus dem wir noch einige Ergebnisse zitieren werden)
ausfiihrlich mit diesem Modell des Wirbelstromproblems.

Wir wollen jetzt etwas spezifischer werden: Dazu seien ¢, I' und Qg wie in Ab-
schnitt 2.1 definiert; es ist also (2¢ ein beschranktes, konvexes Lipschitz-reguléres Gebiet
und Qp = R3\ Q¢. Q¢ repriisentiere hierbei einen moglicherweise inhomogenen Leiter
mit Konduktivitit o € L>(R3), o1 > o(x) > 09 > 0 und magnetischer Permeabilitét
p € L®(R3), u1 > u(x) > po > 0 mit positiven Konstanten og, o1, po, p1. Die Au-
Benregion Qg représentiere Luft, und es gelte dort (als Ndherung) ¢ = 0 und durch
Normierung p = 1. Der Quellstrom Jg sei in H(div, R?) mit supp(Jo) C Q. Es gilt also
J-n =0 auf I' (J fliet nicht durch I'). Wegen ¢ = 0 im Auflenraum ist E dort nicht
eindeutig definiert. Eine erste Einschriankung an E besteht darin, eine Funktion p in Qg
vorzugeben und div E = p zu verlangen. Im einfachsten Fall bedeutet dies:

divE=0 in Q. (4.1.8)

Diese Bedingung an E bezeichnet man als Coulomb-Eichung.

Ein abklingendes Vektorfeld E (das somit (4.1.7) geniigt), und fiir das AE = 0 und
divE = 0 in einer Umgebung von Unendlich gelten, verhélt sich im Unendlichen so-
gar gleichméaBig wie O (#) (siehe [76, Abschnitt 6] oder [3, Proposition 3.1]). Damit
geniigen die Losungsfelder E; H sogar den Abklingbedingungen

1
H(x)=0 (W) gleichmafig fir |x| — oo, (4.1.9)
X
1
E(x)=0 (W) gleichmafig fur |x| — oo. (4.1.10)
X
Hieraus folgt, dafl die Felder E und H aus L?(IR?) sind, was folgende variationelle For-

mulierung des Wirbelstromproblems rechtfertigt:
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4.1. Problemstellung

Finde E € H(curl, R*) N H(div0,Qg), so daf

(' curlE, curl v)gs + iw(oE, v)q. = —iw(Jo, V)q (4.1.11)

C

fiir alle v.€ H(curl, R*) N H(div0,Qg).

Trotz der Coulomb-Eichung (4.1.8) ist das E immer noch nicht eindeutig bestimmt [3,
Theorem 3.2]. Genauer: Fiir jede Losung (E, H) von (4.1.4)-(4.1.8) ist auch (E+E, H)
fiir alle Ey € Dg eine Losung. Hierbei ist Dg der Raum der harmonischen Dirichletfelder
im AuBenraum, also der Raum der v € L?(Qg) mit curlv = divv = 0 (womit auch
AV =0 gilt) und v x n = 0 auf I'. Auch die schwache Formulierung (4.1.11) besitzt
eine nur bis auf harmonische Dirichletfelder im Auflenraum eindeutige Losung E €
H(curl, R?*) N H(div0,Qg). Weiter gilt: Ist E eine Losung von (4.1.11), so sind die
Felder E und H := ﬁ curl E Losungen von (4.1.4)—(4.1.8). Man beachte, dafl das so
gewonnene magnetische Feld H eindeutig bestimmt ist (da curlEq = 0). Interessiert
man sich also in erster Linie fiir das magnetische Feld, so ist die Eindeutigkeit von E
nicht notig.

Es stellt sich nun als erste Frage, wann eine Losung E denn eindeutig ist. Die Antwort
findet man in [3, Theorem 3.2]: Verlangen wir zusétzlich zu (4.1.4)—(4.1.8) die Bedingung

/E-n:Q (4.1.12)
T

so existiert hierzu eine eindeutige Losung E.

Als zweite Frage stellt sich, wie denn (4.1.11) zu 16sen ist, wenn die Unbekannte E nicht
eindeutig ist. Eine mogliche Losung ist die folgende: Man definiere den Raum V durch

H(curl, R*) N H(div0,Qz) =V & Dg

und 16se anstelle von (4.1.11) das Problem

Finde E €V, so dafs

(' curlE, curl v)gs + iw(oE, v)q, = —iw(Jo, V)a, (4.1.13)
fiir alle v € V.
Hierzu braucht man natiirlich Kenntnisse iiber den Raum V. Wir werden sehen, dafl
die nachfolgende Kopplungsformulierung dieses Problem umgeht, indem sie sich auf die

eindeutigen Anteile von E beschriankt (némlich Ejq,, vE und yyE). Doch dazu gleich
mehr.

Zuerst wollen wir der Vollsténdigkeit halber noch ein wichtiges Ergebnis aus [3] angeben,
das iiber die Giite des mathematischen Modells Auskunft gibt:
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4. Das Eddy-Current-Problem

Satz 4.1.1. Das wurspringliche Problem (4.1.1)—(4.1.3) besitzt genau eine Ldsung
(E*,H*), und fir (E,H) eindeutige Lisung des Problems (4.1.4)—(4.1.8),(4.1.12) gilt

IE* — EllL2(0pnsg) < CW, (4.1.14)
IH" — H||2(0pnpg) < Cw?, (4.1.15)

mit p = 2 falls divJ = 0 in Q¢ und p = 1 sonst, wobei Bg eine Kugel mit Radius R
darstellt, so daf$ Qe C Bgr. Weiter gilt: E ist auch eindeutige Losung der variationellen
Formulierung (4.1.13).

Beweis. Siehe [3, Abschnitt 7]. O

Wir sehen also, dafl unser Modell fiir niedrige Frequenzen w (und insbesondere fiir einen
divergenzfreien Induktionsstrom) eine brauchbare N#herung fiir die Losung des ,un-
verfilschten® Modells liefert.

Hiptmair leitet in [58] die von uns verwendete Kopplungsformulierung zu dem Problem
(4.1.11) her; wir werden die wesentlichen Schritte hier im folgenden nachvollziehen:

Als erstes mochten wir die Bedingung divE = 0 in Qg in der variationellen Formu-
lierung im schwachen Sinne als Gleichung einbauen, anstatt sie als Bedingung an den
Losungsraum zu stellen, was uns zu folgender (symmetrischen) Formulierung bringt:

Finde E € H(curl,R3),p € H'(Qg)/C, so daf

(' curl E, curl v)gs + iw(ocE, v)o. + (grad p,v)q, = —iw(Jo, V)a,

4.1.16
(E,grad q)q, =0 ( )

fiir alle v.€ H(curl,R3),q € H'(Qp)/C.

Da wir E und H in H(curl, R?) suchen, miissen wir fordern, dafl sowohl die Tangential-
spur von E wie die von p~! curl E stetig iiber I" sind, d.h. es gelten die Transmissions-
bedingungen

VElr =0, [n'ywE]r=0. (4.1.17)

Nach den Ausfithrungen auf Seite 97 wissen wir, dal E in Q¢ eindeutig gegeben ist.
Aufgrund der Stetigkeitsbedingungen (4.1.17) wissen wir somit, dafi auch v,'E = ~, E
und 7 E = vy E (da g = 1 in Q) eindeutig bestimmt sind.

Obwohl also E im Auflenraum nicht eindeutig ist — die Tangentialspur +,"E und die
Neumannspur 73, E sind es schon. Wir werden uns nun, was Qp angeht, auf diese Spuren
beschranken. Wir schreiben ab jetzt u statt E, um anzudeuten, daff uns nur die ein-
deutigen GroBen ujg, = Ejq,, vvu = %E und g~ 'yyu = p'yyE interessieren. Fiir u
gelten natiirlich die gleichen Transmissionsbedingungen wie fiir E:

[yeur =0, [p~tyvulr = 0. (4.1.18)
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Nun wollen wir das Problem wegen den unterschiedlichen Eigenschaften von )¢ und
Qg in Innen- und AuBlenraumproblem trennen. Dafiir werden wir Randdaten auf T’
benotigen. Definiere
—1/2
g :=yue TH, '“(curly,I'),

A=~ yyu € TH, (dive, T).

Somit erhalten wir das innere Dirichlet-Problem

Finde u € H(curl,Q.), vwa =g, so dafs

(p ! curlu, curl v, +iw(ou, v)q. = —iw(Jo, V)ae (4.1.19)
fir alle v € Hy(curl, Q)
oder das innere Neumann-Problem
Finde u € H(curl, ), so daff
(! curlu, curl v)g, +iw(ou, v)q,. = —iw(Jo, V)a, + (X, 7V)r (4.1.20)
fir alle v € H(curl, Q),
deren starke Forumulierungen
curl(z ! curlu) + iwou = —iwJy in Q¢, yu =g auf I, (4.1.21)
bzw.
curl(z ! curlu) + iwou = —iwJy in Qo, p 'yyu= X auf T (4.1.22)
lauten. Das duflere Dirichlet-Problem hat die Form:
Finde u € H(curl, Qp), yya =g und p € H(Qg)/C, so daf
(curlu,curlv)g, + (gradp,v)q, =0, (4.1.23)
(u,gradq)g, =0
fiir alle v € Hy(curl,Qz),q € H'(Qg)/C
mit der dazugehorigen starken Formulierung
curlcurlu=0, divu=0in Qg, yu=gaufl. (4.1.24)
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Das duflere Neumann-Problem hat die Form:

Finde u € H(curl, Qp),p € H'(Qg)/C, so dafs

(curlu,curlv)g, + (gradp, v)g, = (A, %V)r,

(4.1.25)
(u, grad g)o, =0
fiir alle v.€ H(curl,Qg),q € H'(Qg)/C.
Die starke Formulierung dazu lautet:
curlcurlu+gradp =0, diva=0in Qp,
sracy N (4.1.26)

You=0, yyu=A\aufl.

In (4.1.24) finden wir curlcurlu = 0 in Qp, wihrend wir aus (4.1.26) die Beziehung
curlcurlu+gradp = 0 in Qp erhalten. Es muf} also grad p = 0 gelten. Wahlt man als
Testfunktion v = grad ¢, ¢ € H'(Qg) in (4.1.25), so erhélt man

(grad p,grad ¢)o, = (A, v grad ¢)r = (A, gradpé)r = —(divrA, ¢)r.

Es gilt also gradp = 0 genau dann wenn divpA = 0. Wir haben also festgestellt,
dafl die Randvariable yyu = X aus THF/ ?(divp 0,T) sein muB. Dieses Ergebnis folgt
auch aus folgender Uberlegung: Wegen curlcurlu = 0 in Qp gilt divp(curlu x n) =

curlp(curlu) = n - curlcurlu = 0 auf T, also yyu € THFm(divr 0,1).

Nun wollen wir Innen- und Aulenraumproblem koppeln. Dazu wihlen wir im Innenraum
die Neumann-Formulierung

(ntcurlu, curl v)g, + iw(ou, v)a, — (yhu, 1:v)r = —iw(Jo, V)ae, (4.1.27)

wobei wir g~y durch 4, ersetzt haben. Fiir den Auflenraum suchen wir eine geeignete
Randintegralgleichung. Dazu verwenden wir Lemma 2.2.14, die Darstellungsformel fiir
abklingende Losungen der Maxwell-Gleichungen (bzw. der dazu &quivalenten Vektor-
Helmholtz-Gleichung). Es sind divu = 0 und curlcurlu = 0 und somit Au = 0 in Qg,
so dafl wir Lemma 2.2.14 mit £ = 0 anwenden kénnen und

u = Ky(v,/u) — Vo(v5u) — grad Vo (7, u) (4.1.28)

erhalten. Wir erinnern daran, dafl der Index 0 auf die Verwendung des Laplace-Kerns
(also auf Wellenzahl k = 0) hinweist. Hierauf wenden wir nun die Spuroperatoren 5, 7;"
an und erhalten somit

7t+u = ’Co(%ﬂl) - Vo(%J\rfu) - 30(7:11)7 (4.1.29)
Teu = Wo(v ) = Ko(viu). (4.1.30)
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Es ist 3, u € TH11/2(cur1p,F) nach Lemma 2.1.2, wir konnen also (4.1.29) nach

Lemma 2.1.7 gegen { € TH[l/z(divF,F) testen. Wir testen sogar nur gegen ¢ €

TH '/?(divp 0,T) — das hat den Vorteil, daB der Term Sy(v; u) verschwindet, da

(8¢, C)r = (gradp Ve, ()r = (Vo,divr¢)r = 0.

Damit fallt der einzige Ausdruck weg, in dem die Normalenspur ;" u vorkommt. Dies ist
tatsdchlich notwendig, wenn wir mit der Kopplung fortfahren wollen, denn gerade die
Normalenspur wird durch unsere Transmissionsbedingungen (4.1.18) nicht erfait. Sie
ist, im Gegensatz zu der Neumannspur ~yy, zu gegebenen Dirichletdaten nicht eindeutig
(vgl. Ausfithrungen ab Seite 97). Wiirde sie am Ende noch in unserer Kopplungsformu-
lierung stehen, so miissten wir die Zusatzbedingung ~;" = 0 (die man aus der starken
Formulierung (4.1.26) des &dufileren Neumann-Problems erhilt) in unsere Formulierung
aufnehmen (dies entspréiche der Bedingung (4.1.12)). Dies bleibt uns also erspart.

Damit haben wir

(v, O)r = (Ko(y/u), ¢)r — Vo(viw), Or - V¢ € TH*(divr 0,T). (4.1.31)

Wir erhalten nun folgendermafien unsere Kopplungsformulierung: Als erste Gleichung
nehmen wir (4.1.27), und ersetzen darin den Ausdruck v;u durch (4.1.30). Als zweite
Gleichung nehmen wir (4.1.31). Zum Schluf ersetzen wir alle vu durch die neue Rand-
variable A € THF/ ?(divp 0,T). Insgesamt erhalten wir (wobei wir nun ur anstelle von
y¢u schreiben):

Finde u € H(curl,Q.), A € THF/Q(divF 0,T), so daf

(u~ ' curlu, curl v)g, + iw(ou, v)a, — Wour, vr)r + (Ko, vr)r = —iw(Jo, V)a,

(I = Ko)ur, ¢)r + Vo, C)r =0
(4.1.32)

fir alle v.e H(curl,Q.),¢ € TH[l/Z(divF 0,1).
Man beachte, dafl die Formulierung (4.1.32) block-schiefsymmetrisch ist.
Es gilt

Satz 4.1.2 (Theorem 7.1 aus [58]). Die durch (4.1.32) implizierte Bilinearform A
ist stetig und koerzitiv auf (H(curl, ) x THrﬂ(divF 0,1))%

Beweis. Die Stetigkeit folgt sofort aus der Stetigkeit der einzelnen Randintegralopera-
toren (Lemma 2.2.5) und der gleichméBigen Beschranktheit von o und p. Fiir die Koer-
zitivitdt bendtigen wir zusétzlich die Koerzitivitdt von Vy und W, (Lemma 2.2.7,1,4)
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4. Das Eddy-Current-Problem

und die Adjungiertheit von Ky zu Ky — I (Lemma 2.2.7,2), denn:

|A(u, A\;u, A)| = (7! eurlu, curlu)g,, + iw(ou,u)q, — (Wour, ur)r
+ <’€0A, uF>r + <(] - ICO)UF, )\>1" + <VOA7 )\>p|

= |(/f1 curlu, curlu)g, +iw(ou,u)q. — Wour, ur)r + VoA, A)r|

2 2
> (curlu,curlu)o+ (W, + el sy 1l e o,

2 ||u||%l(curl,QC) + ||)\||2TH[1/2(divr,F)‘

0

Damit besitzt die variationelle Formulierung (4.1.32) genau eine Losung. Da (4.1.32) aus
der variationellen Formulierung (4.1.16) hervorgegangen ist, gilt fiir jede Losung (E, p) €

~1/2, 4.
H(curl, R?) x Hy(Qg) von (4.1.16), daB (Ejq,, 74 u) € H(curl, Q) x TH, (divp0,T)
Losung von (4.1.32) ist. Nun sind die Komponenten Eq, und 7E eindeutig, so daf
diese die eindeutige Losung von (4.1.32) sein miissen. Es gilt also folgendes:

Satz 4.1.3. Es sei (u, A) € H(curl, Q) x THFH(din 0,1") die eindeutige Lisung der
Kopplungsformulierung (4.1.32) und (E,p) € H(curl,R?) x H}(Qg) eine Lisung der
variationellen Formulierung (4.1.16). Dann gilt Ejq, = u, vE = yu und TRE =X

Die Neumann-Spur v, u ist unbekannt und entspricht nicht unbedingt +E, da diese
GroBe nicht eindeutig ist (wie bereits héufig erwihnt). Dennoch kénnen wir aus der
Losung (u,A) € H(curl, ) x THF/Q(diVF 0,I") der Kopplungsformulierung (4.1.32)
eine Losung E von (4.1.16) konstruieren, indem wir v E = 0 fordern (entsprechend
(4.1.12) und wie schon in (4.1.26) geschehen). Dann ist ndmlich Ejq, = u wie gehabt

und Ejq, = Ko(1E) — Vo(A) nach (4.1.28).

4.1.1. Das Galerkin-Verfahren

Es sei 7}, eine reguldre Triangulierung (mit tetraedrischen oder hexaedrischen Elementen)
von Q¢ und K, = {TNT : T € 7,} die induzierte Triangulierung auf I'. Wir benutzen den
in Abschnitt 3.1 vorgestellten H(curl, Q)-konformen Finite-Element-Raum N 'D;(7},) zur
Diskretisierung der Variablen u € H(curl, €)). Es stellt sich die Frage, wie der Raum
der Randvariable A € THF/ *(divp 0,T) zu diskretisieren ist. Der naheliegendste konfor-
me Unterraum ist RT(Kp) := {An € RT1(Ky), diveA, = 0}, mit dem in Abschnitt 3.1
vorgestellten THF/ ?(divp, T')-konformen Finite-Element-Raum RT{(K}). Ist T einfach
zusammenhingend (so wie wir es vorausgesetzt haben), so gilt R7%(K;) = curlpSp(Ky,)
(vergl. Lemma 2.1.6 und Satz B.3.1). Fiir [' nicht einfach zusammenhéngend wird
die Situation etwas schwieriger, siehe dazu [58, 54]. Also suchen wir anstelle eines
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An € RT1(K}) eine Funktion ¢, € §1(Ky)/C (und setzen danach A, := curlrypy). Die
Regularisierung von ¢y, geschieht, indem wir fr on(x)dSx = O fordern. Dies erreichen wir
durch Hinzunahme der Gleichungen P (¢, ) fr on(x fr Th = (. Man
beachte, dafl die Bilinearform P(p, 7) positiv semi-definit 1st \ fr x) dSx|?),
und dafl die dazu gehérende Matrix im Gleichungssystem Rang 1 hat. Unser Galerkm—
Verfahren lautet also:

Finde up, € ND(Tp), o € S1(Kp)/C, so dafs

-1

(u~ " curluy, curlvy)q, +iw(oup, vi)a.

—Woyaan, vevi)r + (Ko curlppn, vvi)r = —iw(Jo, vi)ae,
((I = Ko)veup, curlpry,)r + (Vo curlryy, curlpmy)r + Plen, 1) =0
(4.1.33)

fiiT alle vy, € NDl(’Th), T € Sl(ICh)/CD

Wegen der Konformitdt der diskreten Rdume gilt nach Satz 4.1.2, daf (4.1.33) eine
eindeutige Losung (uy, Ap,) € ND1(7;,) X curlpS;(K},) besitzt, und fiir diese ergibt sich
folgende Konvergenzaussage:

Satz 4.1.4 (vgl. Theorem 8.1 aus [58]). Fir die Losung u des Eddy-Current-
Problems (4.1.32) gelte u, curlu € H*(Q¢). Dann gilt

[u = upl[HEeurra,) + A — Ah||TH (g S h ([l @) + lcurlullgeq.)) -

Die Konstante der Abschdtzung hdingt nur von der Geometrie §2, der Regularitit des
Gitters Ty, und den Materialparametern o, i ab.

Beweis. Nach dem Lemma von Céa gilt
||u - uhHH(curl,Q + ||A AhHTH 1/2((11\71" F)

< inf u—v cur + [|A — “1/2, ,
(Vi $n)ENDL(TR) X RTY(K}) {H hHH( L) H ChHTHII 1/2(d1vF,F)}

wobei die Konstante der Abschétzung nur von der Geometrie 2 und den Material-
parametern o,y abhingt. Wir wihlen v, = INPiu und ¢, = 4 IVP curlu (es ist
curlu € H(curl, Q) und damit *TIVPt curlu € R7Y(K})). AuBerdem bedenke man,
daBl A = yyu = 7 curlu. So gilt mit der Approximationseigenschaft aus Lemma 3.1.1
und der Stetigkeit von v (Lemma 2.1.2)

||11 — HNDluHH(curl,Qc) < h||u||H2(QC)’

A — ChHTH[l/Q(diVF,F) < [lcurlu — VP curlu|geur ) < hllcurlul|gzo).
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4. Das Eddy-Current-Problem

Eine etwas allgemeinere Aussage fiir weniger regulére Funktionen, ndmlich solche u mit
u, curlu, curlcurlu € H*(Q¢) fiir s > § findet sich bei Hiptmair [58]. In diesem Fall
gilt die Konvergenzrate min{s, 1}. O

4.2. Ein p-hierarchischer Fehlerschatzer

Wir wollen nun die Theorie aus Abschnitt 3.2 zur Herleitung eines p-hierarchischen
Fehlerschétzers fiir das Eddy-Current-Problem verwenden. Dazu sei

A, A v, ¢) := (u ' curlu, curl v)q,, +iw(ou, v)g, — Wour, vr)r

_ (4.2.34)

+ (Ko, vr)r + (I = Ko)ur, C)r + VoA, Q)r
die Bilinearform aus (4.1.32), X := H(curl, Q) x TH;"*(divy 0,T) und £(v,¢) € X"
die durch (4.1.32) gegebene rechte Seite; es ist £(0,¢) = 0. Nach Satz 4.1.2 induziert A
eine zur natiirlichen Norm ||-||x auf X" dquivalente Norm. Wir definieren auf X x X die
Bilinearform

Q(u, \; v, ¢) = (u * curlu, curl v)q,. + iw(ou, v)a, + Vo, {)r

:=a(u,v) :=b(X\,€)

und auf H(curl, 2.) bzw. THF/ ?(divp 0,T) die Energienormen

Ve = la(v, V)],

€S = 12(¢, Ol

Man beachte, daf§ die Bilinearform a dem a aus (3.2.25) mit a = g~ und 3 = iwo, die
Bilinearform b dem b aus (3.2.44) mit 8 = 1 entspricht. Der a(V, divr A, divr ¢)r-Anteil
aus (3.2.44) kommt hier nicht vor, da wir es ja mit divergenzfreien Funktionen auf I' zu
tun haben. Weiter definieren man die , entkoppelnde® Bilinearform

Q(u, \;v,¢) = a(u,v) +b(X,¢)

mit @ aus (3.2.34) bzw. (3.2.35) und b aus (3.2.51) bzw. (3.2.52).

Seien jetzt (u, A) aus &' die Losung von (4.1.32), (un, Ap) die Galerkinlosung zu (4.1.33)
auf X, := N'Dy(7,) x curlpgl(lCh) und (uy, A2) die Losung der entsprechenden Formu-
lierung auf dem , feineren® Raum X, := N'Dy(7},) X curlpgg(lCh). Wir bezeichnen mit
M die Anzahl der Kanten in 7, mit m < M die Anzahl der Kanten in ), (also die auf
I'), mit N die Anzahl der Fléchen in 7;, mit n < N die Anzahl der Fléchen in K} (also
die auf I') und mit L die Anzahl der Elemente in 7,,. Wir verfahren nun analog zu Mund
& Stephan [79]:

104



4.2.  FEin p-hierarchischer Fehlerschitzer

Definiere die Fehlerfunktionen (e, &5) € &5 durch
Qez,&2;v,¢) = L(v,€) — Aup, Ap; v, ¢) V(v,() € Xy

und (&g, &5) € Xy durch

Q(&s,82;v,¢) = Qez,€9;v,¢) V(v,() € Ao
Mit den Bezeichnungen aus Kapitel 3.2 definiere fiir tetraedrische Gitter
@(e,-) = ”P(ei)éQHQE; 1 = 17,,,,]\47
O .= |RDg|le j=1,...,N,
9le) . — |‘T(€i)é2“e i=1,...,m.
Es gilt dann (weiterhin mit den Bezeichnungen aus Kapitel 3.2)

o _ |Llgrad ¢, 0) — A(uy, Ay; grad 6<), 0)]
Jarad 61« ’
6 = lubf”) + e

wobei (1, k2)! Losung des LGS

a(b® by o bl (m): L®),0) = A(up, A; b, 0)
a(bi”, i) a(bf”,by"7) | \r2) — \ L£(bS",0) — A(us, Au; b7, 0)
ist, und

|A(uh7 An,; 0, Curlr/\(e))|

9@ —
|curlpA©) ||,

Die Grofen 959 = ||pfi)&,||, kommen hier nicht vor. Sie fallen weg, da wegen &, €
curlr:S; (und da (3.2.26) bzw. (3.2.27) eine direkte Summe ist) p(fi)&, = 0 gilt.

Wie gehabt setzen wir die Saturationsannahme voraus: Es gelte
||(11 — Ug, A— AQ)”X S 5h||(u — Up, A— Ah)HX (4235)
mit einem §;, < § < 1. Dann gilt der

Satz 4.2.1. Es gelte die Saturationsannahme (4.2.35). Dann gilt mit den obigen Be-
zeichnungen auf einem Gitter mit tetraedrischen Elementen

1S (w—un A=)l £ 57

mit dem Fehlerschdtzer

M N m
e 2 2 e\ 2
i=1 j=1 i=1
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4. Das Eddy-Current-Problem

Beweis. Mit der Stetigkeit und Koerzitivitiat von A (Satz 4.1.2) haben wir
[(uz —up, Az — Ah)“?\{ S A(uz —up, Ag — Apsug — up, Ag — Ay)
= L(ug — up, Adg — Ap) — A(up, Ap;uz — up, Ads — Ap)
= Q(ez,2;u2 — up, Az — Ayp)

< [l(e2, €2) [/l (w2 — wn, Az = An) |-

Damit gilt ||(uz — up, Ao — Ap)|lx < ||(e2,€2)||x- Die umgekehrte Ungleichung erhalten

~

wir wie folgt:

(2, €2)[|% = Qles, €25 €2, €2)
= L(ez,€2) — A(un, Ap; €2, €2)
= A(u2 — Uy, A2 - Ah7 €o, 52)

< [[(ug = up, Ap = An)l x| (€2, €2) 2,
also || (e, €2)||x < ||(ue —up, Aa —Ap) ||, und damit haben wir insgesamt die Aquivalenz
(€2, €2) [l ~ [ (02 =, Ap = An)lx-

Nach den Lemmata 3.2.3 und 3.2.8 gilt weiter n := ||(€3,&2)||x ~ ||(e2,€2)]|x, so daBl die
Behauptung bewiesen ist. O

Wir verfahren genauso fiir hexaedrische Gitter und erhalten die Grofien

“C(grad ¢(e), O) B A(uha )\h; grad ¢(e)’ O)‘

o) .= ;
lgrad ¢

o ._ |L(grad ¢, 0) — A(us, Ap; grad ¢, 0)]

L lgrad ¢(") | ’

03" = ribi" + kab” + k3b{" e,

wobei EéF) = bgF) - bf) und (K1, k2, ri3) " Losung des LGS

a(bi", b)) a@%j,lgg’) a(by” By
a(by”).by")) a(by"By) a(by” by | | o
a(bi™, by"”) a(by” b)Y a(by”, b)) \ns

LB 0) = a(ay, Ap; b, 0)
= ‘C<béF)7 O) - a(uha )‘ha bgF)a O) )
£, 0) = a(up, Ap; b, 0)
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4.3. FEin residualer Fehlerschétzer

ist, und
6
0D =3 kb{"e,
=1
wobei (k1,...,kq)" Losung des LGS

(@®" b))kt (k)16 = (LB ,0) = A(up, An: b, 0))emr s,

ist, und
.A(uh, )\h; 0, curlp)\(e))]
|curlpA©) ||,

9E) — |A(uy, Ap; 0, curlpA()|
o |curlp ()|,

9 = |

Y

Satz 4.2.2. Es gelte die Saturationsannahme (4.2.35). Dann gilt mit den obigen Be-
zeichnungen auf einem Gitter mit hexaedrischen Elementen

1S (a—un A=)l < =57

mit dem Fehlerschdtzer

4.3. Ein residualer Fehlerschatzer

Als néchstes nehmen wir uns einen residualen Fehlerschétzer fiir das Eddy-Current-
Problem (4.1.32) vor.

Es sei A die in (4.2.34) definierte Bilinearform zur Beschreibung der Kopplungsformulie-
rung, £ die rechte Seite. Wir iibernehmen ebenfalls die Definitionen der Rdume X und
X, aus dem letzten Abschnitt. Es seien (u, A) € X bzw. (up, Ap) € &), die Losungen der
kontinuierlichen bzw. diskreten (Galerkin-) variationellen Formulierungen, und es seien
e:=u—uy, und € = A — A,. Wir entscheiden uns dafiir, den Fehler in der Energienorm
zu betrachten; definiere dazu

[v[[& :== (n~" curl v, curl v)o, +w(ov, v)ae ~ |V[fcuro,)
f = <VOC7§'>F ~ HCH?{—UZ’ INE
<]l )

Mit der Koerzitivitéit von A (Satz 4.1.2) gilt die Abschitzung

||eH2€+ H€||2 S |A(e,€;e,€)| = |£(e,€) - A(umAh;e? €)|
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4. Das Eddy-Current-Problem

Fiir beliebiges (e, €p) € &), gilt aber die Gleichung
A(uap, A en,en) = L(en, €n),
so dafl wir dies oben einsetzen konnen und

lelle + llells < [L(e —en, e —en) — Alun, Ayse — e, e — )]

— |—iw(J0 +ouy, e —ey)q — (u ! curluy, curl(e — ey))q

+Worra, — KoAn, e — veen)r + (Ko — I)yiup, — Vo, € — €n)r
(4.3.36)

erhalten. Im weiteren Vorgehen werden wir zum Teil auf [14] zuriickgreifen, das einen
lokalen residualen Fehlerschétzer fiir das einfache (FEM-)Eddy-Current-Problem mit
Nullrandbedingung liefert. Nun haben wir es mit einer Kopplungsformulierung zu tun,
d.h. wir haben keine Nullrandbedingung, dafiir aber zusétzlich einen BEM-Anteil.

Bevor wir mit den Abschéatzungen beginnen, treffen wir noch ein paar Vorbereitungen.
Um der Realitdt etwas nidher zu kommen, verlangen wir fiir die Konduktivitdt und die
Permeabilitiit in Q¢ nicht mehr nur o, u € L>=(RR3), sondern zusitzlich grad o € L>*(R?)
und o stiickweise H! in Q¢, d.h. es gebe eine endliche Partition {Qy,...,Qx} von Q¢
mit o € H'(Q) fiir alle k¥ = 1,..., N. Natiirlich gilt weiterhin oy > ¢ > 0y > 0,
1 > > g > 0in Qo und 0 = 0, p = 1 in Qg. Dies entspricht der Tatsache,
dafl Q)¢ aus verschiedenen leitenden Materialen bestehen kann, die Konduktivitdt und
die Permeabilitéit also beim Ubergang von einem Material zu einem anderen springen
konnen. Befinden wir uns auf der gemeinsamen Flache zweier Elemente, so bezeichnen
wir mit o4 bzw. us den Mittelwert der o bzw. pu.

Wie gehabt stellt 7, die Menge der Elemente unseres Gitters dar. Wir verlangen von
unserem Gitter, dafl es die obige Partitionierung von ¢ beriicksichtigt, es sollen also
o, i elementweise H' sein. Wir benétigen zusiitzlich Fy,, die Menge der Flichen, F; =
{F € F, : F C T}, die Menge der duBeren Flichen, und F¢ = F, \ Fi, die Menge
der inneren Flachen. Weiter bezeichnen wir mit Ar den maximalen Durchmesser eines
Elements T € 7, und mit hr den maximalen Durchmesser einer Fliche F € F,. Die von
uns vorausgesetzte Regularitiat des Gitters bedeutet insbesondere, dafl

hT’ShT VT7T/€7717TQT/7£®’
he < hr VF € Fo(T)

gilt (vgl. Seite 39). Hier ist Fp(7") die Menge der Flichen des Elements T' € 7. Ist
F € F{ die gemeinsame Fliche zweier Elemente T}, Ty, und ist n(x), die Normale auf
F, so gerichtet, dafl sie in T, hinein zeigt, so definieren wir den Sprung

[n : (I]F =DqQrecn — N Q-
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4.3. FEin residualer Fehlerschétzer

Ist F € F}, so ist einfach
n-qlp:=n-qp.

Analog definiert man den Sprung

M x qlp:=nx qrcr, — DX Qrcr, FE ]_—-}?’

[0 x qglr :==nxqp, FeF.

Um den Fehler e analysieren zu kénnen, zerlegen wir ihn in einen rotationsfreien und
einen schwach solenoidalen Anteil. Dazu konnten wir die H(curl, Q)-orthogonale Zer-
legung H(curl, Q,) = M(Q¢) @ grad H'(Q¢) nach Lemma 2.1.6 verwenden. Diese
Zerlegung ist wegen o1 > 0 > 0y > 0 in ()¢ stabil bzgl. der Energienorm, d.h. zerlegen
wir v € H(curl, Q) in vt € M und grad ) € grad H'(Q¢), so gilt

IvIle ~ [vIIe + llgrad ¢ .

Dieses Ergebnis wiirde uns reichen, doch wollen wir hier mit etwas mehr Aufwand eine
beziiglich der Energienorm sogar orthogonale Zerlegung beweisen:

Lemma 4.3.1. Es sei Q ein zusammenhdingendes, konvexes Lipschitz-Gebiet im R3
und o, erfillen die Voraussetzungen von Seite 108. Dann gilt die zur Energienorm
orthogonale Zerlegung

H(curl, Q) = M, () ® grad H'(9), (4.3.37)
d.h. 2u jedem v € H(curl,Q) existieren eindeutige Funktionen v: € M,(Q) =

Hy(div(c-)0,9) N H(curl, Q) und v, € HY(Q)/C mit v = v+ + grad),, so daf die
Abschitzungen

Hvi_”Hl(Q) S HCU.I‘lVHLQ(Q), wH\/EgI‘adi/}UH[p(Q) S HVHG (4338)

gelten. Hierbei ist der Operator div(ec-) lokal zu betrachten.

Beweis. Es ist zu beachten, dafl o nur stiickweise H' und global L* ist. Es sei ) disjunkt
zerlegt in Q = QU --UQy, wobei 0 € H () fiir alle k = 1,..., N sei. Wir betrachten
oBdA den Fall N = 2. Es sei S := 00;N0€2, die Grenzflache (das Interface) der Partition.
Nach Lemma 2.1.6 erhalten wir fiir v € H(curl, Q) eine Zerlegung v = v + grad ¢ mit
vi e M(Q) = Hy(div0,Q) N H(curl,Q), v € HY(Q)/C, so daB

”VLHHl(Q) S ”CLII'IVHLz(Q), ngadd}H]ﬁ(Q) S HVHH(CUI‘LQ)' (4339)
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Definiere dann p € H'(Q)/C durch das folgende Neumann-Transmissionsproblem:

div(o grad p) = — div(ov?') in Q,
div(o grad p) = —div(ov") in Q,
dp

5 =0 auf 0%, (4.3.40)
n
[ag—ﬁ] = —[ov®™-n] auf S,

[p] =0 aufsS.

Definieren wir f € L?(Q) stiickweise durch f := div(ov'), so lautet die zu (4.3.40)
Aquivalente variationelle Formulierung: Finde p € H*(Q)/C, so daB

/ Jgradp-gradqda:+/ agradp-gradqda::/fqda:—/[avL-n]qu (4.3.41)
1 Qa Q S

fiir alle ¢ € H'(Q)/C. Diese besitzt nach dem Lax-Milgram-Lemma eine eindeutige
Losung (vgl. [25, §1.4, Example 4.1] und [24, Kapitel II, §3]).

Wir wollen als niichstes zeigen, daf die Funktion g := o gradp aus H'(2) ist: Gemif
(4.3.40) und den Voraussetzungen an o gilt

divg = —div(ov') = —grad o - v — odivv’ € L*(Q),
curlg = curl(c grad p) = grad o x grad p € L*(Q2), (4.3.42)

g-nza@zo auf 0€).
on

Daher gilt (vgl. Beweis zu Lemma 2.1.6, 1) g € Hy(div, ) N H(curl, Q) ¢ H(Q2) und
1glla ) < |lcurlg|lrz) + [|divg|L2). Hieraus folgt dann mit den Umformungen aus
(4.3.42) und durch das Abschétzen von o nach oben und nach unten und grad o nach
oben

lgrad pllui o) < llgrad pllLa) + [V [laaiv.0)-
Es ist ||grad p|lr2) < [[div(ovh)||g-1) < [V |lLz) nach (4.3.41), so daBl wir schlieB-
lich
lgrad plla ) < v m(@) (4.3.43)
erhalten. Diese Ungleichung werden wir gleich noch gebrauchen.
L

o

Wir definieren nun die Funktion vi := v+ + grad p. Sie ist Losung des Transmissions-

problems
curl vi = curlv* in Q,
div(ovy) =0 in Q,
div(ovi) =0 in Q, (4.3.44)
vi-n=0 aufdQ,

[ovi-n] =0 auf S,
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4.3. FEin residualer Fehlerschétzer

insbesondere gilt vi € M, (Q). Mit ¢, := 1 — p ist die Zerlegung v = v + grad 1,
also (4.3.37), gezeigt.

Fiir die erste Abschitzung aus (4.3.38) reicht es nach (4.3.39), [[vi|lmi) durch
v |le2() abzuschiitzen. Dies gilt aber sofort nach der Definition von v, und (4.3.43).
Fiir die zweite Abschitzung aus (4.3.38) reicht es nach (4.3.39), ||gradp||r2(q) durch
| V|| (curl,0) abzuschétzen (wieder werden o und grad o durch Konstanten abgeschétzt).
Es ist aber (siehe oben)

lgrad pllze) < [V [z < IV e < lleurl vz < 1vIaeur,o)-

Damit ist der Beweis abgeschlossen. O

Wir kehren nun zum Anfang des Abschnitts und zur Ungleichung (4.3.36) zuriick: Zuerst
zerlegen wir den Fehler e in

e=e"+e’ e =grady, e c M,(Q), ¥ H (Q)/C (4.3.45)

mittels (4.3.37). Als néchstes miissen wir uns die diskreten Funktionen (ep,e,) € A&
aussuchen. Mit Hilfe der Projektionsoperatoren P} und B}, aus Satz 3.3.3 wihlen wir

e, = Pjet +grad Ply € NDy(T;,)

mit et ¢ aus (4.3.45).

Betrachten wir nun den Randfehlerterm €. Da € € THF/ ?(divp 0,T), existiert ein ¢ €
HY2(T') mit & = curlp¢ (siche Lemma 2.1.6,2). Wihle dann ¢, = pi¢ mit p} aus
Satz 3.3.3 und &), = curlr¢y,.

Hiermit kniipfen wir nun an (4.3.36) an:
lellz + llell = lle™ & + €]l + llel?
< |—iw(Jo + oy, e — Pret o, — (0! curluy, curl(e™ — Pret))a,.

+ Worean — Kodn, et — %‘B}lzelﬁ‘

+ ’—z’w(.]o—i—auh, grad ¢ —grad P))q,.
+ <W07tuh_I€0)\h7 grady v —grady P}%WF‘

- ’((ICO — Dy, — VoA, curlpg — curlpp,llgb)p‘ .

(4.3.46)

Der néchste Schritt besteht darin, die Differentialoperatoren auf den rechten Seiten der
Dualitédtspaarungen mittels partieller Integration zu beseitigen. Dazu schauen wir uns
die Terme nacheinander genau an:
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4. Das Eddy-Current-Problem

Auf den Ausdruck (p~!curluy,curl(et — PB}et))q, moéchten wir die Greensche For-
mel (2.1.1) zur Anwendung bringen. Da aber u;, nur elementweise aus H(curl curl) ist,
diirfen wir (2.1.1) nur elementweise anwenden und erhalten (eckige Klammern bezeich-
nen Spriinge iiber Fliachen, siehe Seite 108):

(n~* curluy, curl(et — Pret))g, = Z (1" curluy, curl(e™ — Preb))r

TeT,
- Z ((curl(p~" curluy),e" — Pret)r + (W yvup, et — v Bre )or)
TGTh
= (curl(p ! curluy), et — ‘,B,lleL)Qc + Z ([u~! curluy, x n]F,'yteL — v Bret)r.
FeFy

(4.3.47)

Hierbei haben wir ausgenutzt, daf die Ausdriicke p~! curluy, x n und vet — 3 Biet
in L*(0T) liegen (da upp ein Polynom und e, Pret € HYT)), so daf wir die
THF/Q(diVF,aT) - TH11/2(Curlp,E?T)-Dualit'at (, Yor als L*(0T)-Dualitit auffassen
und flichenweise betrachten konnen. Auflerdem diirfen wir wegen der Regularitdt von
uy, den Ausdruck yyuy, als curluy, X n schreiben.

Wir gehen in gleicher Weise mit dem Term (Jo+ouy, grad ¢y—grad Pl)g, um. Diesmal
verwenden wir die Greensche Formel (2.1.2) und miissen dabei beachten, daf§ u, nur
elementweise aus H(div) ist. Man erhalt

(Jo+ouy, grad ¢ —grad Py )q,,
= —(div Jo+divouy, — Pl)g, + Z ([ouy, - m]p, v —Plp)p.  (4.3.48)

FeF,

Auch hier haben wir wegen der Regularitit von wy, die H=Y/2(9T) — HY2(0T)-Dualitét
als L?(9T)-Dualitit auffassen und somit elementweise betrachten kénnen und auierdem
den Ausdruck v,uy als uy, - n geschrieben. Es tauchen keine Spriinge von Jg - n iiber I"
auf nach den Voraussetzungen an J, auf Seite 96.

Als niichsten Term in (4.3.46) betrachten wir (Wyyuy, — KoAn, grady ¢ —gradp Pl)r,

der eine THFﬂ(din7 r) — TH11/2(CUI'1F, I')-Dualitdtspaarung darstellt (die linke Sei-
te ist nach Lemma 2.2.5 aus THF/ 2(din,F), die rechte Seite ist als Tangentialspur

einer H(curl, Q. )-Funktion aus THIl/Q(curlp,F)). Nach (2.1.5) gilt fiir Funktionen
® € TH;"*(divr, ) und ¥ € TH, " (curly, I):
(@, W) = —(p1, Artpa)r — (Arps, Y1)r
= <g01, Cul‘lp \I/>r — <diV[‘ q), ¢1>1"
mit ¢ = curlp ¢ + grad 92 und ¥ = grad ¢, + curly ¥,. Dies angewendet ergibt

Woyeas, —KoAn, gradr o —grady Prp)r = —(dive Woya, —dive Ko, ¥ — Prp)r.
(4.3.50)

(4.3.49)
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4.3. FEin residualer Fehlerschétzer

Nun kommt uns das folgende Lemma zur Hilfe:

Lemma 4.3.2. Fiir u € H(curl, Q,), A € TH; V*(divr 0,T) gelten

1. divpKoA = 0 in HV2(D),

2. divpWyyru = 0 in H-V2(T).

Beweis. Fiir n € HY/2(I") gilt mit den Definitionen von divy, K und ~y

<diVF/€0>\7 mr = —</€0>\7 gradrn)r = — (73 Vo, gradrn)r
= / curl Vo - curlgrad n — curlcurl Vo - grad ¢ dx.
Qp

Nun ist curlgradn = 0, auflerdem ist curlcurl VoA = (graddiv— A)VoA =
graddivVgA, da AVy = 0 in R3 \ I'. Nach Lemma 2.2.3 gilt graddivVo\ =
grad Vo(divpA) = 0 wegen A € THF/Q(diVF 0,1"). Damit ist auch curlcurl VoA = 0,
also insgesamt <din/€o)\, n)r = 0, womit die erste Aussage bewiesen wire. Der Beweis

der zweiten Behauptung vollzieht sich nach demselben Schema:

(diveWoya, p)r = —(Woveu, gradpp)r = —(yn curl Vo(n x u), gradppu)r

= / curlcurl Vy(n x u) - curlgrad p — curlcurlcurl Vy(n x u) - grad pdz.
Qp

Wieder ist curlgrad o = 0, auflerdem ist curlcurlcurl Vj = — curl A Vy = 0, wieder
wegen A Vo =0 auf R?\ T'. Also folgt (divpiWyyu, p)r = 0. O

Somit folgt aus (4.3.50)

(thuh—leo)\h, grad ¢ —gradp Pl)p = 0. (4.3.51)

Als letzten partiell zu integrierenden Term aus (4.3.46) haben wir ((Ky — I)yuy, —
Von,curlpg — curlpp)¢)r als Dualitdtspaarung  zwischen THll/ 2(curlp,f‘) und
TH, '*(divr, T') (die linke Seite ist nach Lemma 2.2.5 aus TH "/*(curly, T'), die rechte

Seite ist als vektorieller Flichencurl einer H'/?(T")-Funktion aus THF/ ?(divp, T), siche
Lemma 2.1.6, 2). Mit (4.3.49) erhalten wir

(Ko —I)ypun — Vo, curlpg — curlpp, ¢)r = (curlp (Ko — I)yuy, — curly Yoy, ¢ — phd)r.
(4.3.52)
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Mit den Gleichungen (4.3.47), (4.3.48), (4.3.51) und (4.3.52) kénnen wir also die
Abschitzung (4.3.46) weiter umformen und erhalten

lell2 + [lel|? < Z |(—iwJy — iwouy, — curl(p curluy,), et — Pjet)r|

TETh
+ > |{[n "t curluy, x n)p, ye™ — v PBhet)p|
Ferfg
£ 3 [ curlug x n— Wy, + Ko et — Bhe )l
FeFl
(4.3.53)
+ Z |lw div Jo + wdivouy, ¥ — Ply)r|
TeT,
+ > |w(low, - nlp, v — Pr)pl + ) lw({ow, - n,9 — Pl gl
Fery FeFy
+ Z |(curlpy,uy — curlp Ko (ypuy) + curlp VoA, ¢ — p,llqb>p|
FeFL

Wir fahren fort, indem wir die restlichen Skalarprodukte mittels Cauchy-Schwarz-Un-
gleichungen abschitzen. Dabei wollen wir L?-Normen verwenden, da wir schliefllich an
einem berechenbaren Fehlerschétzer interessiert sind. Dazu miissen wir zeigen, dafl die
Randintegralterme in L?*(T") sind.

Lemma 4.3.3. Die Abbildungen

W : TNDy(K},) — TLA(I),
curlp Ko : TNDo(Ky) — L*(T),

Ko : TL*(T') — TL(I),
curlpV, : TLA(T) — L*(T)

sind stetig.

Beweis. Es sei u € THII/Q(curlp,F). Fir x ¢ I' gilt nach Definition von K;, mit
curl curl = grad div — A und mit Lemma 2.2.3

curl Ky(u) = curlcurl Vy(n x u)
= grad div Vy(n x u)
= grad Vj(divp(n x u)) = — grad V(curlr u)

in H'(Qp). Da die Terme curl Ko(u) und grad Vp(curlp u) in L?(Qg) sind, gilt per
Dichtigkeit die Gleichung

curl Ky(u) = — grad Vg(curlpu)  in L*(Qg). (4.3.54)
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4.3. FEin residualer Fehlerschétzer

Also haben wir
Wou = yvKou = 7/ curl Kgu = —; gradVy(curlru).

Sei nun vy, € TNDy(K;). Dann gilt curlruy, € Po(T) C L*(T'). Da nun der Operator
gradVj von L?(T") nach TL*(T") abbildet [76], ist

Wouy, = n x gradVy(curlruy,) € TLA(T)

und die erste Behauptung damit bewiesen. Genauso gilt mit (4.3.54) fiir den zweiten
Term:
curlpCou = v, curl Kgu = —~,, grad Vj(curlru). (4.3.55)

Nun ist 7, grad V gerade das adjungierte Doppelschichtpotential (vgl. Lemma 2.2.9,
2) fiir das Laplace-Problem, das ebenfalls von L?*(T') nach L?(T") abbildet [93], so daf}
curlpKouy, € L3(T) fiir uy, € TNDy(Ky) ist. Damit ist die zweite Behauptung bewiesen.
Die letzten zwei Behauptungen findet man wieder bei Mitrea et al [76, Seite 16 und
Theorem 5.1]. I

Somit folgt mit Cauchy-Schwarz und den Approximationseigenschaften aus Satz 3.3.3:

1/2
lel2 + [le]l? < {(Z B2 /7 (iwdo + i wouy, + curl (47! curluh))Hg,T)

TeT,

1/2
< Z hp||v/ialp™ Leurluy, x n|p ||(2)F>

FeF¢

_ . 1/2
+ ( Z hFH\/ﬁ 1cuI‘luh Xn— \/,EWO%uh + \/[_/JICO)\hHg’F) |#9L|H1(Qc)

FeF]

{(Z h3 wH\/_ dleo—O—divauh)Hg,T)l/2

TeT),

(X hrellva ownleli )

FeFf

1/2
+ (X hrwlvow mlp) b Ve lVE grad vl

FeF]

1/2
+ < Z h ||curlpyuy, — curlp Ko(yeuy) + curlpVO)\hHg’F) |curlr@||g-1/2(r)-
FeF]
(4.3.56)

Mit o, auf ' ist stets das innere o, y4, also die Spur von ¢ kommend, gemeint. Es
ist w [lv/o grad ¥|r2.) = ||l€°]le und [|curlp|[g-1/2ry ~ [|€]le, auBerdem konnen wir
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4. Das Eddy-Current-Problem

mit Lemma 4.3.1 den Term |—=e~|g1 (o) durch ||e||¢ abschitzen, so daB wir letztendlich

1
Wi
folgenden Satz bewiesen haben:

Satz 4.3.4. Es gilt

e, s (0002 + G+ 0+ () + ()2 + )2 + (i )?)

mait
1/2 1/2
0T :=(Z<nf>2) G=0,1), nf’ctz(Z(nf’ >2> G=0,1),
TeT) FeFrg
1/2
. ( 3 (nf’F)2> (G=0,1,2)
FeFf
und

n = hrvw ||\/E_1(div Jo + divouy)||or,

= helliypwdo +iyiwou, + peurl(p™t curluy)flor,
e = Vhpw||oa " [ou, - n)pllor,
7o = Vhr |v/Ea [ curluy, x nplor,
= vhrw [Vou, - nlor,
"= Ve Vi eurlu, o o, £ i KoM
m " = V/hp [Jeurlru, — curlpKowy, + curly Voo,

Bemerkung 5. Wir wollen ein paar Vereinfachungen betrachten:

Verwenden wir Nédélec-Elemente niedrigster Ordnung, so ergibt sich

-1, ..
ng = hT\/@ H\/E (le Jo + grada : uh>H0,T,
n = hrlliv/mwdo + iy/pwouy, — \/ﬁf?’ grad p x curluy,||or,
da dann divu, = 0 und curl uy, elementweise konstant, also curl curlu, = 0 gilt (es sind

div(ouy) = grad o - u, + o divuy, curl(p~! curlu,) = p~ ! curl curluy, + grad(p=1) x
curlu, und grad(p™') = —p 2 grad u.)

Sind o, pu stetig iiber eine Fliche F', so kénnen wir zwei der Fehlerindikatoren etwas
einfacher formulieren:

7}5’0 = W\I\/E[uh -n|plo,r,
¢ = v/he ||V eurlw, x nlrlo r.

116



4.3. FEin residualer Fehlerschétzer

Etwas interessanter ist ein anderer Fall: Sind o, u konstant auf einem Element 7" (oder
auf jeweils zwei Elementen mit gemeinsamer Flache F'), so vereinfachen sich die Fehler-
indikatoren folgendermaflen:

770T = hpVwo™!||divJg + o div ug o7,

ni = heyp||iwdo + iwowy, + p~t curl curluy,||o 7,

ne’C = \/hpwo ||[ouy - n]pllor,

0EC = Vg N~ curluy x ol
ne" = Vhpwo ! ||lowy, - 0o e,
" = Vhep ||t eurlw, x n— Wouy, + Ko lo.r,
it = /hp |Jcurlpuy, — curlp Koy, + curlp VoA ||o,r-
Verwenden wir Nédélec-Elemente niedrigster Ordnung, so ergibt sich sogar (siehe oben)
m = hrVwo||div Jo[lor,
nl = hrwy/it || Jo + oup oz

Bemerkung 6. Die Potentiale, die in nf T und 775 T vorkommen, kénnen wir mit den in
(2.2.27) aufgestellten Identititen fiir L*(T')-Dichten berechnen: Fiir Wyu erhalten wir
mit (2.2.27), (2.2.24) und k = 0 die Darstellung

Woun(x) = —n(x) x gradpVo(dive(n x up))(x)
=—curlpuy, (4.3.57)
= /F(n(x) x grad, ®(x,y)) curlruy,(y) dSy,

wihrend wir Ky nach (2.2.27) und (2.2.25) als

1

KoAn(x) = —n(x) x curly /F Qo (x,y)(An(y)) dSy — ékh(x)

. a(I)()(X, y) 1
= /F n(x) An(y) dSy /Fgradx Qo (x,¥)(An(y) - n(x)) dSy 2>‘h(X)
(4.3.58)
schreiben konnen. Aus (4.3.55) und mit Lemma 2.2.9, 2 folgt

curlpCouy (x) = —7, grad Vy (curlruy, ) (x)

0P (x,y) 1 (4.3.59)
o) curlpuy(y) dSy + 5 curlpuy (x),

und mit Lemma 2.2.9, 3 und (2.2.26) erhalten wir schlielich

curlrVouy, (x) = v, - curl Vouy(x) = /(n(x) x grad, ®o(x,y)) - un(y)dSy. (4.3.60)
r

Damit sind sdmtliche Terme in Integrale mit Kern ®( oder grad &, umgewandelt worden.
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5. Das Streuproblem

5.1. Problemstellung

Nehmen wir an, ein einfallendes Feld (£, H™) treffe auf ein Hindernis Q¢ und werde von
diesem gestreut. Das einfallende Feld stelle dabei eine Losung der Maxwell-Gleichungen
(2.2.6), (2.2.7) im R? dar. Das gestreute, abklingende Feld bezeichnen wir mit (£%¢, H*).
Die Aufgabe lautet nun, das resultierende Feld £ = £ + £%¢, H = H™ + H*°, welches
die Maxwell-Gleichungen (2.2.6), (2.2.7) in Qp erfiillt, zu bestimmen. Wie bisher be-
schranken wir uns auch jetzt auf den zeitharmonischen Fall und betrachten daher wieder
die Fourier-Transformierten E = E™ + E*, H = H™ + H*¢ zur Frequenz w.

Die Streuung am Hindernis kénnen wir unter gewissen Voraussetzungen durch Randbe-
dingungen an I'c := 00 ndherungsweise beschreiben. Ist {0 von hoher Konduktivitét,
so kénnen wir die Leontovich-Randbedingung [4, 5, 7]

E xn+ uc(l—i)dn x (n x H) = O(§*) auf '

annehmen, wobei § = i ist und pe bzw. o¢ die Permeabilitdt bzw. die Konduktivitét

innerhalb von ¢ darstellen. Ist o¢ sehr grof3; so kénnen wir sogar zur perfect-conductor-
bzw. perfekter-Leiter- Randbedingung

Exn=0

iibergehen.

Nehmen wir also an, dafl das beschrinkte Gebiet ¢ einen perfekten Leiter darstellt,
dal der Auflenraum 2 dielektrisch ist und dafl das gestreute Feld die Silver-Miiller-
Abklingbedingung (2.2.30) erfiillt, so lauten die Maxwell-Gleichungen

curlE =iwpH in Qp,
curl H = —iweE in Qp,
Exn=0 auflg,

X

lim /EH™ x — — \/eE* =0,

|x|—00 |X|
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5. Das Streuproblem

Abbildung 5.1.: Der verlustbehaftete Kérper Q¢ mit dielektrischer Schicht Qp (im Quer-
schnitt).

Wir wollen eine Verallgemeinerung des obigen Problems betrachten, indem wir zwischen
dem Hindernis ¢ und dem Auflenraum Qg ein weiteres Gebiet 2p legen. Sei also €2
ein beschrianktes, konvexes Lipschitz-reguldres Gebiet und Q¢ C € ein Lipschitzgebiet,
so daBl Qp = Q\ Q¢ zusammenhingend ist. Weiter seien I'c := 9Q¢, I'p := 9Q und
Qp = R3\ Q (sieche Abb. 5.1). Das gesamte Aufengebiet Qp U Qp sei dielektrisch
und isotrop, wobei (g zuséitzlich homogen sei. Dies entspricht dem Fall eines stark
verlustbehafteten Korpers (also ein Korper von sehr hoher Leitfahigkeit) umgeben von
einer dielektrischen (also nicht-leitenden) Schicht, um das herum sich Luft befindet. Die
Parameter o, ¢, i erfiillen 0 = 0 in Qp U Qp, e, u € L¥(R?) N HY(Qp), auBerdem gelte
€1 > €(x) > € >0, g > p(x) > po > 0in Qp mit positiven Konstanten €, €1, po, i1
und durch geeignete Skalierung ¢ = u =1 in Q. Die Maxwell-Gleichungen lauten nun

curlE =iwpH in Qp UTp UQE,

curlH = —iweE in QpUI'p UQg,

Exn=0 auflyg, (5.1.1)
X

lim /EH* x — — /eE* = 0.

|x|]—00 |X|
Dabei sind E = E” + E*¢ und H = H"™ + H*¢ mit

curl E" = jwpH™, curl H" = —iweE™ in R?
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und
curl E* = qwuH* in Qp UTp UQE,
curl H* = —iweE* in QpUT'p UQg,
E*“xn=—-E"xn auf I,
i (/H x Iil — JeE* = 0.
xX|—00 X
Da wir die Nullrandbedingung nur auf I'c, nicht aber auf I'p haben, werden wir es nun
mit E auf ['p zu tun haben. Hierfiir fithren wir auf I'p die gleiche Randvariable wie beim
Eddy-Current-Problem ein, ndmlich

A= E =iw(y))TH. (5.1.2)

Wie bisher bezeichnet 4T die Spur aus Q0 kommend. Wir fordern auf I', die natiirlichen
Transmissionsbedingungen

[vE] =0, [ ywE] = [iwyH] =0

(vgl. [58] und (4.1.18)). Wir fordern sogar, da8 diese Transmissionsbedingungen fiir das
einfallende und fiir das gestreute Feld, also fiir E™ und fiir E*¢ gelten.

Wir wollen nun ein gekoppeltes, symmetrisches System in E und X herleiten. Dieses Sy-
stem findet sich bei Levillain [64] (dort formulation (S) genannt) und spéter bei Ammari
& Nédélec [6, 8], in beiden Fillen allerdings fiir glatte Rédnder I. Wir werden die Formu-
lierung hier mit den Ergebnissen aus Kapitel 2 fiir Lipschitz-regulére Rénder herleiten.
AuBlerdem werden in [6, 8] die Variablen E und A anhand ihrer Helmholtz-Zerlegungen
zerlegt, so dafl die Autoren dort eine Formulierung in vier Variablen erhalten. Dieses
Vorgehen iibernehmen wir nicht, allerdings gehen wir zum Schlufl dieses Abschnitts ein
wenig darauf ein, da wir die inf-sup-Bedingung aus der Arbeit benotigen werden. Zu-
vor allerdings wollen wir die eben angesprochene Helmholtz-Zerlegung beweisen. Wir
konnen nédmlich nicht ohne weiteres die Zerlegung aus Satz 2.1.6, 1 verwenden, da Qp
nicht konvex ist. Allerdings kommt uns hier die Bedingung v x n = 0 auf I'c zu Gute,
die es uns erlaubt, Satz 2.1.6, 1 ohne grofle Schwierigkeiten zu erweitern:

Lemma 5.1.1. Die Gebiete €, Q¢ und Q2p erfillen die Voraussetzungen auf Seite 120,
dann gilt die H(curl, Q)-orthogonale Zerlegung

H . (curl, Q) = M. (Q2p) ® grad Hyr, (),

d.h. zu jedem v € Hyr(curl, Q) existieren eindeutige Funktionen vt € Myr,(Qp) :=
Hyr,(div0,Qp) "Hyr.(curl, Q) und ¢ € H&’FC(Q) mit v = v+ +grad 1, so daff die
Abschdatzungen

Vil ) S lleurl vz,  llgrad ¢l < [IV[aEuo,)
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gelten.

Der Index ' bedeutet dabei, daf$ die entsprechende Nullrandbedingung nur auf dem Teil-
rand ¢ gilt. So ist Hyp (Q) := {¢p € H'(Q) : ¥ =0 auf T¢} und Hor,(curl, Qp) =
{v. € H(curl,Qp,) : v xn = 0aufl¢c}. Genauso ist Hor,(div0,Qp) = {v €
H(div0,Qp): v-n=0 aufI'p}.

Beweis. Diese Zerlegung wird in Ammari & Nédélec [6] (dort fiir glatt berandete Ge-
biete) angegeben und verwendet, allerdings nicht bewiesen. Den einfachen Beweis holen
wir hier nach:

Man erweitere die Funktion v € Hyr.(curl,Q,) durch v = v in Qp, v = 0 in Q¢ zu
einer auf ganz () definierten Funktion v. Wegen v x n = 0 auf I'c gilt v € H(curl, Q).
Nun existiert gemifl Lemma 2.1.6, 1 (man beachte, dafl € konvex ist!) eine eindeutige
Zerlegung v = v+ + grad ) mit v € M(Q) := Hy(div0,Q) N H(curl, Q) und ¢ €
HY(Q)/C, deren Einschrinkung v = v + grad ¢ auf Qp die gesuchten Eigenschaften
erfiillt. Man beachte, daB aufgrund der Eindeutigkeit v+ = grad ) = 0 in Q¢ gilt. O

Eine erste Gleichung in Qp erhalten wir wie gehabt: Fir E € Hor,(curl,Q,), X €
TH;"*(divr, I'p) gilt

(' curlE, curl v)g, — w?(€E,v)a, — (X, 7:v)r, =0 Vv € Hyr.(curl, Q). (5.1.3)

Hierbei ist Hor,(curl, Q) := {u € H(curl, Q) : u xn = 0 auf I'c}. Eine zweite
Gleichung erhalten wir folgendermaflen: Wir betrachten zuerst das gestreute, abklin-
gende Feld E*® und A* = y{E* = jw(y, ) TH**. Indem wir auf die Darstellungsformel
aus Lemma 2.2.14 fiir E*® im Auenraum den Spuroperator v,” auf I'p anwenden (und
dabei die Definitionen der Randintegraloperatoren aus (2.2.23) und die Stetigkeit des
Tangentialanteils von E*¢ beachten), erhalten wir:

1
’ytESC = IC(’YtESC) - E gradFV(diVF)\sc) 2.
Da das einfallende Felderpaar (E™ H™) Losung der Maxwell-Gleichungen in Q¢ U
Ic U Qp ist, kénnen wir fir E™ im AuBenraum €z die Darstellungsformel aus Lem-
ma 2.2.13 verwenden und dann wie oben den Spuroperator v,” auf I'p anwenden. Mit
A" = EET = dw(y ) TH™ erhalten wir:
. 1 ) ,
0= K(vE™) — — gradpV (diveA™) — VA™.
w

Addition dieser beiden Gleichungen liefert

1 : sc mn
K(vE) — 3 gradV(divpA) — VA = 3, E*° = yE — ,E™,
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5.1.  Problemstellung
so daf fiir alle ¢ € TH; "/ (divr, T'p) gilt:

<(’C - I)’VtEv C)FD + %<V(di"r)\)7 diVFC>FD - <V)‘7 C>FD = _<7tEm> C)FD' (5'1'4)

Die Gleichungen (5.1.3) und (5.1.4) ergeben zusammen eine Kopplungsformulierung des
Streuproblems, die offenbar noch nicht von symmetrischer Struktur ist. Wir verwenden
die gedrehten Tangentialspuren (7,*)™ auf I'p der Darstellungsformeln aus Lemma 2.2.14
fiir H* und Lemma 2.2.13 fiir H™ und erhalten analog zu (5.1.4) die Darstellung

A =iwH xn=—KX - curlpV(curlpE) — w*V(E x n) x n + iwH™ x n.

Hiermit ersetzen wir nun das A im Ausdruck (A,,v)r, in der Gleichung (5.1.3). Zu-
sammen mit der zweiten Gleichung (5.1.4), die wir mit —1 multiplizieren, ergibt sich
dann die variationelle Formulierung (in der wir nun vr statt ;v schreiben):

Finde E € Hor,.(curl,Q,), X € TH,/*(divr, T'p), so daf

(p ' curlE, curlv)g, — w?(eE, v)q, + (V(curlEr), curlpve)r,
—w2(V(E X n),v X n>FD + <’CA, VF)FD = <Hzn X n, VF)FD’

<([ — ]C)EF, C)I‘D — w72<V(din)\), diVI‘C)FD + <V)\, C)I‘D = <E%n, C>FD-
(5.1.5)

fiir alle v € Hop,, (curl, ), ¢ € TH; *(divp, I'p).

Fiir jede Losung (E, H) der Maxwell-Gleichungen (5.1.1) gilt, da (E, yyE) Losung von
(5.1.5) ist.

Es gibt wichtige Unterschiede zwischen der obigen Formulierung (5.1.5) des Streupro-
blems und der Formulierung (4.1.32) des Eddy-Current-Problems von Seite 101. So findet
beim Eddy-Current-Problem der Finite-Elemente-Anteil im konvexen Gebiet Q¢ statt,
beim Streuproblem in einem nicht-konvexen Gebiet 2. Wir konnen allerdings das Eddy-
Current-Problem auch fiir dieselbe geometrische Konfiguration wie beim Streuproblem
betrachten, denn solange wir uxn = 0 auf I'¢ fordern, steht uns die Helmholtz-Zerlegung
aus Lemma 5.1.1 zur Verfiigung.

Ein viel wesentlicherer Unterschied ist der folgende: In beiden Formulierungen ist ¢ = 0
im Auflenraum (g, doch wurde beim Eddy-Current-Problem zusétzlich der Term iweE
weggelassen. Hiermit war das E im Auflenraum nicht eindeutig, was zur Coulomb-
Eichung divE = 0 fiihrte. Dies hatte wiederum zur Konsequenz, dal AE = 0 in
Qp, so dal wir Randintegraloperatoren mit Laplace-Kern verwenden konnten. Beim
Streuproblem dagegen findet keine zusétzliche Eichung statt und es sind Randintegral-
operatoren mit Wellenzahl ungleich Null zu verwenden. Weiter hatte die Weglassung von
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5. Das Streuproblem

iweE beim Eddy-Current-Problem zur Folge, daf§ dort divy A = 0 galt (siehe Seite 4.1).
Aus diesem Grund konnte dort A = curlp o, ¢ € HY?(I') gesetzt werden, und beim
Galerkin-Verfahren (4.1.33) wurde dementsprechend o), € S;(K;,)/C gesucht. Fiir das
Streuproblem gilt dies nicht, und im Galerkin-Verfahren, das auf Seite 127 vorgestellt
wird, muf} tatsidchlich A, € R71(K}) gesucht werden. Auch bei dem p-hierarchischen
und dem residualen Fehlerschéitzer zum Streuproblem werden aus diesem Grund zusétz-
liche Terme gegeniiber den Fehlerschétzern zum Eddy-Current-Problem auftreten.

Weitere Unterschiede zwischen den beiden Problemen, wie das Auftreten eines Induk-
tionsstroms beim Eddy-Current-Problem gegeniiber dem von einfallenden Feldern beim
Streuproblem, oder die Tatsache, daf§ beim Streuproblem ¢ = 0 in )p vorausgesetzt
wird, haben keine grundsétzlichen Unterschiede zur Folge.

Wir kommen nun zur Eindeutigkeit der Loésung von (5.1.5). Es sei X =

Hyr.(curl, Q) x THr/z(divF, I'p). Wir treffen die folgende

Annahme 5.1.2. Die durch (5.1.5) implizierte Bilinearform A ist stetig auf X x X und
erfullt die inf-sup-Bedingung

sup AUEXOO) oy 3, v(E A € .

voer (v, Qllx

Ist ' glatt, so konnen wir dieses Ergebnis aus dem Artikel [8] von Ammari & Nédélec
folgern, wie wir im folgenden darlegen werden. Fiir stiickweise glattes I' muf3 diese Be-
hauptung als Annahme stehen bleiben.

In [8] wird also das System (5.1.5) fiir glattes I' hergeleitet, wobei allerdings die Variablen
E und A geméf
E=E"+grady, E'e€M,r. (), ¢ € Hjr.(Qp)/C, (5.1.6)
A =curlp ¢ +gradpo, ¢ € HY*(Tp), 0 € H¥*(Tp)/C (5.1.7)
zerlegt werden. Die Zerlegung (5.1.6) wurde in Lemma 5.1.1 gezeigt. Die Zerlegung
(5.1.7) entspricht der ersten Zerlegung aus Lemma 2.1.6, 2 fiir glatte Rénder (siehe auch
[22]).
Mit diesen Zerlegungen erhédlt man nun aus (5.1.5) an Stelle der Bilinearform A die
Bilinearform A auf dem Raum X x X mit

X = Mo,re.($2p) % H(l),FC(QD) X Hl/Q(FD)/(D X HS/Q(FD)/(D»

definiert durch

A((Efﬂ/}hfﬁlﬂl), (Eé_7¢27¢2702)>
= A((Ef + grad ¢, curly ¢, + grad o), (Ey + grad ¢, curlp ¢, + grady. o).
(5.1.8)
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In [8] weisen die Autoren nach, dafl A aus einem koerzitiven und einem kompakten Anteil
besteht und das System somit fredholmsch ist. Wegen der Aquivalenz der Formulierung
zu den eindeutig losbaren Maxwell-Gleichungen (5.1.1) hat somit auch die variationelle
Formulierung genau eine Losung in X. Dies ist dquivalent zu einer inf-sup-Bedingung
auf X. Man hat also [8, Lemma 3.7]

sup A((Ef—’¢l7¢1a01),(E%‘,QﬂQ,@Q’gQ))

> (Ef ¢, 01,00) 5 (5.1.9)
(Ey b2,¢2,02)€X\{0} ” (Eé_a Y, @2, 02) HX ! X

fiir alle (B{, 11, ¢1,01) € X, wobei
I(E, 9, 6,0)% = 1B frcura,) + 11T @p) + 1915200 + 101200, 0
Um also Annahme 5.1.2 zu beweisen, miissen wir bloff die Norméaquivalenz
I(E*, %, ¢,0) 5 ~ [I(E + grad ¢, curlr ¢ + grady o)||x

zeigen, dann folgt die Behauptung direkt aus (5.1.9). Diese Norméquivalenz beweisen
wir im folgenden Lemma:

Lemma 5.1.3. Es sei (EX 1, ¢,0) € X. Dann gilt

1B, 4, ¢,0)ll & ~ (E* + grady, curly ¢ + grady. o) |-

Beweis. Es sei E := Et + grad und X := curlp ¢ + grady 0. Zuerst haben wir die
Aquivalenz

IE|5eurte,) ~ 1B aeuwe,) + 1915 @p) (5.1.10)

zu beweisen. Die eine Richtung folgt sofort aus der Dreiecksungleichung:

HEHH(curl,QD) < HEJ—HH(curl,QD) + ngadeH(curl,QD)
und ||grad1/1||H(curmD) = |lgrad ¢||2(0,) < [[¥]| 1 (@p)- Umgekehrt gilt wegen 1 = 0 auf

I'c mit Poincaré-Friedrichs, daB 4| g1 (q,) < ||grad ¢||L2a,), so daf die Abschétzungen
aus Lemma 5.1.1

IE* |aeurie,) + 1¥m@p) < 1B aeae,) + lgrad (L2 q,)
< lleurl Ellzqp) + [Ellfeurro,) S 1Ellfeuro,)

ergeben. Als néchstes miissen wir die Aquivalenz

Al rr-12aivrp) ~ @m0 c + 1ol z2m,)c (5.1.11)
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5. Das Streuproblem

zeigen. Die eine Richtung folgt wieder mit der Dreiecksungleichung und der Stetigkeit
der Differentialoperatoren:

||>‘||TH*1/2(div,1"D) < [[curly QSHTH*UQ(div,FD) + ||grady 0-||TH*1/2(div,1"D)
< lewrly 61l pgg 1720y + lg2ads gy voge + 1Ar 0llivoge,)
SNl ey + ol mzwpy + lollmsza,)

SN0l a2y + ol w2y
(5.1.12)

Nun zur umgekehrten Richtung: Nach dem Shift-Theorem fiir den Laplace-Beltrami-
Operator Ar gilt

ol 32y S AT Ol =120 ) = [[dive Al g=r20p)- (5.1.13)

Vom Einfachschichtpotential V[, auf einer geschlossenene Flache I' wissen
wir, daB (Vpcurlp ¢, curlr¢,)r  ~  ||curlp ¢||2TH‘1/2(F) gilt. Andererseits gilt
(Vocurlp ¢, curly ¢, )r ~ ||¢H?{1/2(r)/® (siche [83, Abschnitt 1]). Zusammen ergibt

dies auf I', die Aquivalenz

[eurlr ¢l pg-120p) ~ 9l 51200 /0

Hiermit und mit (5.1.13) haben wir

161l 20 p)c S lleurle @l ey,

< ||}‘||TH*1/2(FD) + |lgrad 0||TH*1/2(FD) (5.1.14)

< H)‘HTH*UQ(FD) + HU”H3/2(FD)

S HA”TH—l/Z(div,I‘D)'

Die Gleichungen (5.1.13), (5.1.14) und (5.1.12) ergeben zusammen die Aquivalenz
(5.1.11), und (5.1.11) und (5.1.10) ergeben zusammen die Aussage des Lemmas. O

Mit diesem Lemma ist also die inf-sup-Bedingung aus Annahme 5.1.2 fiir glatte I' ge-
zeigt. Leider konnen wir den Beweis nicht auf Lipschitz-reguldre I' erweitern. Dies hat
hauptséchlich zwei Griinde:

1. Die Analysis von Ammari & Nédélec aus [8] gilt nur fiir glatte Rénder. Das
Haupthindernis in der Ubertragung auf Lipschitz-Rénder ist die Tatsache, daB
die Randintegraloperatoren K — 31 : THIl/Q(curlp,F) — TH11/2(curlp,F) und
K + %I : THFﬂ(diVF, r)— TH71/2(din, I') fiir Lipschitz-Rander nicht kompakt

I
sind.
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5.1.  Problemstellung

2. Das von uns in (5.1.13) verwendete Shift-Theorem existiert fiir Lipschitz-Rénder
nur in abgeschwichter Form [30, Theorem 5.3]: Ist Apo € H'/2(I'), so gilt o €
HYY(T) fiir 0 < t < s* < 1/2, wobei die Konstante s* von der Geometrie von
[' in der Umgebung der Ecken abhéngt. Bei ungiinstigen Geometrien kann also
o & H3?(T) gelten.

Bemerkung 7. Wie schon eingangs auf Seite 121 erwéhnt, hat auch Levillain [64] die For-
mulierung (5.1.5) fiir glattes I' hergeleitet und eine inf-sup-Bedingung gezeigt, und zwar
wie hier in zwei Variablen (entsprechend E und A bei uns), und nicht in vier Variablen,
wie Ammari & Nédélec in [8]. Allerdings verwendet er strengere Voraussetzungen an die
Materialparameter € und pu, und so haben wir uns dafiir entschieden, das allgemeinere
Ergebnis aus [8] zu verwenden. AuBerdem beweisen Ammari & Nédélec auch eine dis-
krete inf-sup-Bedingung, die wir mit Lemma 5.1.3 wieder auf unseren Fall iibertragen
konnen. Bei Levillain dagegen findet sich keine diskrete inf-sup-Bedingung.

Bemerkung 8. Nach Beendigung dieser Arbeit erschien der Preprint [57], in welchem
Hiptmair fiir die hier verwendete variationelle Formulierung tatséchlich die gesuchte inf-
sup-Bedingung nachweist, auch fiir den diskreten Fall unter Verwendung von Nédélec-
und Raviart-Thomas-Elementen. Allerdings betrachtet er eine vereinfachte Geometrie:
Qp ist einfach zusammenhéngend, ein zusétzlicher perfekt leitender Korper 2¢ wie in
unserem Beispiel existiert nicht. Eine Verallgemeinerung auf die hier betrachtete Geo-
metrie diirfte aber kaum Schwierigkeiten bereiten.

5.1.1. Das Galerkin-Verfahren

Es seien 7j, eine Triangulierung (mit tetraedrischen oder hexaedrischen Elementen) von
Qpund K, ={TNT : T € 7,} die induzierte Triangulierung auf I'p. Wir verwenden die
naheliegenden Finite-Element-Raume NDyr.(75) := ND1(7) NHor.(curl, Q) zur
Diskretisierung der Variablen u € Hyr,(curl,Q,) und R7(K;) zur Diskretisierung
von \ € THF/ 2(din, I'p). Das Galerkin-Verfahren lautet

Finde Ej, € ND1or.(Th), A € RT1(Ky), so dafs

(! curl By, curlvy)g, — w?(€Ex, vi)a, + (V(curlpyEy), curlpy,vi)r,

— W V(E, x n), vy x n)p, + (KXp, vevi)r, = (H™ X 1,9 vi)r,,

(T~ K, Cadry — g {V(dvedn), diveCye, + VA, Gy = (B Gl

(5.1.15)
fﬂr alle Vi € NDI;O,FC (771), Ch c RTl(ICh)

Es sei nun Xh = NlDl;()’FC(,Z;L) X RTl(Kh)
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5. Das Streuproblem

Annahme 5.1.4. Die durch (5.1.5) implizierte Bilinearform erfillt die diskrete inf-sup-
Bedingung:

sup A((En, An), (v, C1))

(Vh,Cn)EXR ”(Vh» Ch)HXh

2 1(En, Au)llx, YV (Eny A) € X

Wie schon in Bemerkung 7 auf Seite 127 erwihnt, findet sich in [8] eine diskrete inf-
sup-Bedingung fiir die ,zerlegte* Formulierung A in vier Variablen und fiir glattes T,
so daB} wir mit Lemma 5.1.3 die Annahme 5.1.4 fiir glattes I' beweisen konnen. Fiir
Lipschitz-stetiges I' bleibt die Annahme unbewiesen. Unter dieser Annahme zeigt man
wie im letzten Kapitel:

Satz 5.1.5. Fiir die Losung E des Streuproblems (5.1.5) gelte E € H*(Qp). Dann gilt
[ — s llseurra,) + |A — AhH’rHﬁl/Q(diVF’FD) < b (Jlunllee(e,) + [lcurlullgzq,,)) -

Die Konstante der Abschdtzung hingt nur von der Geometrie §2, der Regularitit des
Gitters T;, und den Materialparametern €, jv ab.

5.2. Ein p-hierarchischer Fehlerschatzer

Wie fiir das Eddy-Current-Problem in Abschnitt 4.2 wollen wir auch hier einen p-
hierarchischen Fehlerschéitzer herleiten. Im Vergleich zu Abschnitt 4.2 haben wir nur
wenige neue Sachverhalte: so ist jetzt die Randvariable A nicht mehr divergenzfrei, au-
Berdem hat die Gebietsvariable E Nullrandwerte auf dem Teilrand I'¢. Diese Neuerun-
gen stellen aber keine Schwierigkeiten dar, denn die Divergenzfreiheit von A war nur ein
Spezialfall der Theorie zu den p-hierarchischen Fehlerschiatzern aus Abschnitt 3.2, und
Nullrandwerte auf I'¢ bedeuten schlicht, dafl man die auf I'c befindlichen Freiheitsgrade
(Kanten oder Flichen der Triangulierung 7;,) wegzulassen hat. So werden wir uns kurz
fassen und nur das Wesentliche angeben. Dazu sei

AE,X;v,¢) := (u ' curl E, curlv)q, — w*(€E,v)q, + (V(curlrEr), curlpvr)r,
—w(V(E x n),v x n)r, + (KX, vr)r,,

+((I = K)Er, ¢)r, —w *(V(diveA), dive¢)r, + (VA C)r,y
(5.2.16)

die Bilinearform aus (5.1.5) und

L(v,¢) = <Hm X 0, vr)r, + <E%n7 Cro
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5.2.  Ein p-hierarchischer Fehlerschitzer

die dazu gehorende rechte Seite. Definiere die Bilinearformenen

a(E,v) = (' curl E, curl v)q, + w?(E, v)q,,
( ) < >\ >1“ +w <V(leF)\),d1VFC>F,
QE, X v,¢) :=a(E,v) +b(A ()

und die Energienormen

IVlle = la(v, v)I,

111 = I6(¢, ).

Definiere zum Schluf3 die Bilinearform
Q(E, X\;v,¢) = a(u,v) + b(A,¢)

mit den ,entkoppelnden® Bilinearformen @ und b aus (3.2.34) bzw. (3.2.35) und (3.2.51)
bzw. (3.2.52).

Seien jetzt (E,A) aus X = Hor,(curl,Q,) x X € THF/Q(diVF,FD) die Losung von
(5.1.5), (Ej, Ap) die Galerkinlosung zu (5.1.15) auf &), := NDior.(7n) X RT1(Kp)
und (Ey, Ay) die Losung der entsprechenden Formulierungen auf dem , feineren® Raum
Xy := NDoor.(7n) x RT2(Ky). Wir bezeichnen mit M die Anzahl der Kanten in 7,
die nicht in I'¢ liegen, mit m < M die Anzahl der Kanten in K, (also die auf I'p), mit N
die Anzahl der Fliachen in 7}, die nicht in I'¢ liegen, mit n < N die Anzahl der Fliachen
in Ky, (also die auf I'p) und mit L die Anzahl der Elemente in 7. Wir definieren die
Fehlerfunktionen (es, &) € Xy durch

Q(e27€2;V7C) = £<Va C) - A(Eha Ah;va C) V<V7 C) € X2

und (&, &,) € Xy durch

Q(é%éQ;VaC) = Q(e27€2§VaC) V(VaC) € XQ‘
Weiter setzen wir die Saturationsannahme
[(E=E2, A= Xg)[lx < ll(E—Ep, A= Ap)lx (5.2.17)

mit einem 0, < § < 1 voraus. Mit den Bezeichnungen aus Kapitel 3.2 definiere fiir
tetraedrische Gitter

|L(grad ¢(©), 0) — A(up, Ay; grad (), 0)|
|grad ¢ ¢ ’
O = ||k b + kb,

ol —
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wobei (K1, k2)T Losung des LGS
a(by", B a(bl”, b)) () _ (£0B7,0) = A(w, by 0)
CL(bgF)? b(2F)) (l(bgF), béF)) K2 E(bgF)v O) - A(ufu Ahv béF)7 0)

A(up, Ay, ; 0, curlp)\(e))|
||curlp @,

ist,

g _ |

und

IF) = Jlrpl™ + rapl”,
wobei (K1, k2)T Losung des LGS
by i) bles” o)) <> _(£0.617) — A, X0, 017)
P (F P (F = F F
bt 087 by, el) ) ko £(0,08") — AERA; 0, 8")
ist. Dann gilt der

Satz 5.2.1. Es gelte die Saturationsannahme (5.2.17). Dann gilt mit den obigen Be-
zeichnungen auf einem Gitter mit tetraedrischen Elementen

1
NS I(E—=EnA—A)llx < T—5"

mit dem Fehlerschdtzer

M N m n

€ 2 ki 2 €5 2 j 2

=) (0€) 4> (W) 4> T (9) 4> ().
=1 j=1 i=1 j=1

Beweis. Mit Satz 5.1.2 haben wir

|(Ex —Ep, A2 —Ap)||[x £ sup [A(Es —Ep, Ao — Ap; v, €3
H<(v’8||e{1

= sup|L(vp, () — A(Ep, Ap; v, €|
= sup|Q(ez, €2; Vi, )|

< [l(e2, &)l x-
Damit gilt ||(Es — Ep, Aa — Ap)||x < ||(e2, €2)||x. Die umgekehrte Ungleichung erhalten
wir wie folgt:
I(e2, €2)[1% < [Q(e2, €21 €2, €2)]
= |L(eq,e2) — A(Ep, Ap; €9,€9)]
= |Q(Es — Ejp, Ay — Apje9,69)|
S (B2 = En, A2 = An)llx[l(e2, €2) 2,
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also ||(es,€2)||x < (B2 —En, Aa—Ap) ||, und damit haben wir insgesamt die Aquivalenz

(€2, €2)[|x ~ [[(Ez — En, Ao — An)|[ -

Nach den Lemmata 3.2.3 und 3.2.8 gilt weiter 7 := |[(€2,&2)|lx ~ ||(€2, €2)||x, so daB die
Behauptung bewiesen ist. l

Auf einem Gitter mit hexaedrischen Elementen definiere

B |L(grad ', 0) — A(up, Ap; grad ', 0)]

e . 7
|grad ¢() ||
@(F) — |‘C(grad ¢(F)7 0) - A(Uh, Ah; grad ¢(F)7 0)|
b lgrad ¢(F)]|¢ !

O = [m b + rybY" + kgb{™ e,

wobei bS” := bl — b{") und (1, k2, k3)T Losung des LGS

a(by”, b a(by”, b a(by”, b\ -/,

1
a(b”),b,") a(by”),by") a(by” by | | o
a6y ady” b)) aby”? b)) ) ks

£ 0) = A(up, An; b, 0)
= | £®,0) — A(up, A b5, 0) |,
L0y — Ay, A b, 0)

und .
@(T) = HZ HgbgT)"@,
=1
wobei (k1,...,kg)" Losung des LGS

(@ b)) ke (k) =16 = (LDBL,0) = Alup, A b 0))ecr. 6,

77777

auflerdem
9© — | A(uy, Ap; 0, curlpA©)|
o |curlpA©) ], ’
9F) . | A(up, Ap; 0, curlp A
o |curlp A ],
und

F F ~(F r
98 = el + mo@S” + kel
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wobei @57 = @i — o und (1, k2, k3)T Losung des LGS
bet”, o) b@8,el7) bl @) [k
~(F
bt @) BBy @) by @) | | e
bt i) (@7 i) bley i) \me
£(0, 1) = A X 0.01”)
= | £O.87) — Alw ;0,857
L(Q‘PS >_'A(uh7Ah707(P3 )
Satz 5.2.2. Es gelte die Saturationsannahme (5.2.17). Dann gilt mit den obigen Be-

zeichnungen auf einem Gitter mit hexaedrischen Elementen

NS [(w—apA=Ap)lx S T—5"

mit dem Fehlerschdtzer

-3 (e é((@fﬂ) + (e )jé oy’
e () (7))

Fiir tetraedrische Gitter sind es die Terme 93, fiir hexaedrische Gitter die Terme ﬁéFJ)
(also die, in denen die Basisfunktionen ¢, auf I" vorkommen), die neu gegeniiber den
Fehlerschétzern fiir das Eddy-Current-Problem hinzukommen.

5.3. Ein residualer Fehlerschatzer

Es sei weiterhin A die in (5.2.16) definierte Bilinearform zur Beschreibung der Kopp-
lungsformulierung, £ die rechte Seite, (E,A) € X bzw. (Ep, Ay) € &), die Losungen der
stetigen bzw. diskreten variationellen Formulierungen und e := E —E;, und e = XA — A\
die Galerkinfehler. Wir entscheiden uns dafiir, den Fehler in der Energienorm zu be-
trachten; definiere dazu fiir v.€ Hop(curl,Q,), ¢ € THF/Q(din, I'p)

IVlIE == (u" eurlv, curlv)q, +w?(ev, V)a, ~ [ VIfieurto,):

ICI2 = (Vo€ Qe + w2 (Vo(dive), diveC)r,.
Mit Satz 5.1.2 gilt nun fiir beliebige (vy, ;) € &,

lefle +llelle S [A(e, &;v, ¢)| = sup|L(v, €) = A(En, An; v, Q)
v,6)E
[vile=lI¢lle=1
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und somit gilt wegen der Galerkinorthogonalitét fiir beliebige (vp, ;) € Ah
lelle + llelle < sup|L(v,€) = A(En, Ap; v — v, € — C,)
= sup |w’(eEn, v — Vi), — (1 curl By, curl(v — v;))q,

+ (V(curlpy Ey), curlpy (v — vi))r, + w0 (V(Eg, x n), (v — vi,) X n)r,
+ (=KX, + H™ x n,7,v — %Vi)r,,

- |<’YtEh — K(wEn) + VX — B, ¢ = Cp)ry, — w0 H(V(diveAy), dive(¢ - Ch)>FD| :
(5.3.18)

Getreu unserer bisherigen Vorgehensweise lautet der néchste Schritt, die Funktionen v
und ¢ zu zerlegen. Wir wenden also die Helmholtz-Zerlegung aus Lemma 5.1.1 an und
erhalten

v=vr+v’ v'=grady, v € Mo, (Qp), ¥ € Hyr,. ().

Danach setzen wir
VvV = i]:;’}lLVL —+ grad P;%’(/) & NDl;O,FC (771)

Dafl v, die Nullrandbedingung auf dem Rand I'¢ erfiillt, liegt daran, dafl die Operatoren
B, und P! homogene Randbedingungen erhalten (vgl. Seite 69). Wir zerlegen nun ¢
mittels Lemma 2.1.6, 3 in

(=curlro+ 0, ¢E€ Hl/Q(FD)/ql [lS THlL/Q(FD)

und setzen

¢, = curlppiqu + R}LQ € RT(Ky)

mit den Projektionsoperatoren p; und R; aus Satz 3.3.3. Diese Darstellungen von v und
¢ in (5.3.18) eingesetzt ergeben, nach elementweiser Anwendung der Greenschen Formeln
(2.1.1), (2.1.2) (vgl. die Vorgehensweise fiir das Eddy-Current-Problem ab Seite 112) und
der Dreiecksungleichung

lelle + |lel|e < sup { Z |(W*E;, — curl u~ ' curl E;, v — Plvh)g
- \TeT,

+ Z ([ curl Ej, x n]p, yvt — v BivH) g
Ferf

+ Z |(p~ L curl Ej, x n — curlpV(curlpy,Ey) — w?V(E;, x n) x n — KAy,
FeFy
+H"x n, v — 3 Pv)p|
+ > w¥|(divreBy, v — Py

TETh
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5. Das Streuproblem

+ 3 W0 eBylp, b — Pl

Ferfg

+ ) [(wn - €Ey + w’ carlpV(E), x n) — diveKX, — curl H?, ) — Pyl
FeFf

+ Z [(curlp K (1 Ey) — curlpy,Ep, + curlp VA, — cwrlr EYY, ¢ — pj,é) £
FeFy

- Z (K(vER) — %En + VA, + B + w2 grad V(divrA,), 0 — Ry o) r|
FeF}
Hierbei sind wieder F, = {F € F, : F C I'p} die Menge der duBeren Flichen und
FE = F, \ FL die Menge der inneren Fliichen. Durch Abschiitzen der Skalarprodukte

mit Cauchy-Schwarz und den Approximationseigenschaften aus Satz 3.3.3 erhélt man
dann

1/2
lelle + [le]]. < sup {{(Z h2|| /i w2€By, — /i curl i~ curlEh||2T>

TeT),
1/2
+ ( Z hp|ly/ia [ curl By, x n}FH%) + ( Z he|li (@ curl B, x n
FeFf FeFy
1

_ ‘ 1/2
— curlpV (curlpyEp) — w?V(Ey, x n) x n — KA, + H™ x n)H%) }HﬁVJ—”Hl(QD)

+ {(Z Vo diveEhH?p)U2 + ( > hpwt|lea - eEh]FH%) v

TeT FeF¢
—1 —1 2 2
+ ( Z hevw " ||[WVe (w'n-€eEp, + w? curlpV(E;, x n)
Fer!

- , 1/2
+ divp Ay, — curlpH}")HQF) }\/5 Ve grad ¥||r2op)

12
+ ( Z hg ||curlplC(7tEh)—Curlp%Eh+cur1pV)\h—curlpE%”||F> |curlr¢l| . HAr,

)
FeFf

+ < Z hF HIC('YtEh)_’YtEh+V)\h+'7tE;‘L”+wi2 gradFV(din)\h)H%v) ||QHTH1/2( o)

FeF}

Mit €, auf ' ist stets das innere €, u, also die Spur von 2p kommend gemeint, und
€a bzw. pa auf einer gemeinsamen Fliche zweier Elemente bezeichnen den Mittel-
wert der € bzw. p. Es ist \/w||v/e€ grad ¢ |12, = [|[V°]e, auBerdem kénnen wir mit
Lemma 4.3.1 den Term |%LVL|H1 @p) durch |e||e und mit Lemma 2.1.6, 3 den Term
|curlp || oy “1/2p T+ ||g||TH1/2 , durch ll€]|-1/2,div abschétzen, so dafl wir letztendlich

I
folgenden Satz bewiesen haben:
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5.3.  FEin residualer Fehlerschétzer

Satz 5.3.1. Es gilt
T\ 2 T\2 F.o\? F.c\?
e, o)l < ()" + (o) + () + (n7°)

2 2 2 2
# () () + () (7))

1/2

mit

und

n = hTw3/2H\/E_1 div eEp o1,
nl = hy|\/pw?eEy, — /i curl u~' curl By ||o 7,
W = e Ve [ Bl o,
0 = /hp |ia [ curl By, x n)g|o.s,
=\ heVe 0 VB, + Ve (W eurlk V(B x n) 4 diveKAy, — curlrHY) o r,
it i= Vhy ||i ! curl By x n — / (curlpV(curlpy Ep) — w?V(E;, x n) x n— KAy,
+H"x n)|o,r,
775,1“ = \/E ||curlp (v Ep) — curlpy Ep + curlp VA, — CUI‘IFE%”HO’F,
nyt = Ve |[KHER) + VA, — vEy — B 4 w2 gradV (divpAg)||o.r-

Genau wie in Bemerkung 5 auf Seite 116 kénnen auch hier vereinfachte Fehlerindika-
toren fiir stetige e, u, fiir konstante €, 4 und bei Verwendung von Nédélec-Elementen
niedrigster Ordnung angegeben werden. Wir verzichten darauf, diese Vereinfachungen
explizit hinzuschreiben.

Wir merken noch an, dafl die Terme des Fehlerschétzers sehr dhnlich denen des Feh-
lerschétzers fiir das Eddy-Current-Problem aus Satz 4.3.4 sind (darauf wird in der fol-
genden Bemerkung noch ein wenig eingegangen). Dafl es dort einen Term weniger gibt
als hier beim Streuproblem (hier kommt némlich der Term 77?1)[7 T neu hinzu), liegt wie-
der an der Divergenzfreiheit der Randvariablen beim Eddy-Current-Problem: dort ist
A = curlpo, hier ist A = curlr¢ + o.

Bemerkung 9. Wie in Bemerkung 6 zum Eddy-Current-Problem auf Seite 117 wollen
wir hier angeben, wie man die im Fehlerschétzer vorkommenden Potentiale berechnen
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5. Das Streuproblem

kann. Es ist zu zeigen, dafl sie sdmtlich in Integrale mit Kern ® oder grad ® umge-
wandelt werden kénnen. Die Potentiale V(E;, x n)(x), KAn(x), K(Ep)(x) und VAj(x)
brauchen nicht weiter umgeformt zu werden. Die restlichen Potentiale kamen fast alle
schon beim Eddy-Current-Problem vor: Die Potentiale curlpV(Ej, x n), curlp VA (x) und
curlp (1 Ep ) (x) werden wie in Bemerkung 6 (Gleichungen (4.3.59) und (4.3.60)) angege-
ben umgeformt. Die beiden Potentiale curlpV (curlpy,E,)(x) und gradpV (divrA,)(x)
entsprechen dem W aus (4.3.57), denn nach den Definitionen der Fldchendifferential-
operatoren auf Seite 20 und mit den gleichen Umformungen, wie in (4.3.57) verwendet,
gilt:

curlpV (curlpvEp) (x) = —n x gradp V(divp(Ep x n))(x) = —W(%ER) (%),
gradV (divpA,)(x) = n x W(Ay, X n)(x).

Der einzige wirklich neue Term gegeniiber dem Eddy-Current-Problem ist divp/CAy.
Hierfiir benétigen wir die folgende Gleichheit nach (2.2.21):

curl K(A x n) = k*V + grad V(divr ).
Damit, und mit der Definition (2.2.23) von K, Lemma 2.1.5 und Lemma 2.2.9, 2 gilt

divp KA, = divey K (A, X n)(x) = 7, curl K(A, x n)(x)
= Y, (K*V )}, + grad V(divrA,))(x)
0P
= k:Q/ O(x,y)An(y) - n(x) dSy +/ 00(x,y)
T r

: L.
Inx) divrAs(y) dSy — 3 divp A, (x).

D
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6. Numerische Experimente

Wir méchten den residualen Fehlerschéitzer aus Abschnitt 4.3 in der Praxis testen. Dafiir
miissen wir zuerst das Galerkin-Verfahren (4.1.33) implementieren. Dazu verwenden wir
das in Fortran 95 geschriebene Software-Paket maiprogs!® [72, 73, 74]. Folgende Punkte
sollen den Aufbau des Programms und die Uberlegungen, die dabei eine Rolle spielten,
im Groben erleuchten:

Aufbau des Gitters Es wird ein 3D-Gitter eingelesen, aus einer Grundkonfiguraton er-
stellt oder aus einem vorhergehenden Gitter durch Verfeinerung gewonnen. Es wird
sowohl mit einer Liste der aktuellen Elemente wie auch mit einer Baumstruktur
(Information iiber Elemente sdmtlicher Levels) gearbeitet. Auf die Eigenschaften
des Gitters sind wir ausfiihrlich in Abschnitt 3.4 eingegangen. Die wesentlichen
Informationen iiber das Gitter sind: Liste der durch zyz-Koordinaten gegebenen
Knotenpunkte, Liste der durch Knoten gegebenen Elemente, Liste der Flachen-
nachbarn eines Elementes.

Aufbau der Splines Der durch Finite-Element-Art (z.B. stetig, Raviart-Thomas,
Nédélec) und lokalem Polynomgrad gegebene Splineraum wird auf dem Gitter
erstellt. Dazu werden die Freiheitsgrade lokal durchgezéhlt und anschlieend eine
Abbildung lokale Basisfunktionen — globale Basisfunktionen erstellt.

Aufbau der Matrix Der Finite-Element-Anteil der Matrix wird in einer sparse-Struktur
gespeichert, die diversen Randelement-Anteile in einer dense-Struktur. Es miissen
nun Integrale bzw. Doppelintegrale auf einem bzw. zwei Elementen iiber das Pro-
dukt zweier Basisfunktionen (mit Kern) berechnet werden. Dazu werden die Inte-
grale auf das Referenzelement transformiert und dort als Linearkombinationen von
Monomen dargestellt, indem man die auf das Referenzelement transformierten Ba-
sisfunktionen als (moglicherweise vektorielle) Linearkombinationen von Monomen
darstellt [71]. Aus diesem Grund haben wir uns in Abschnitt 3.1 sehr ausfiihr-
lich mit den Transformationsgesetzen der entsprechenden Finite-Element-Raume

'maiprogs wurde von M. Maischak, Institut fiir Angewandte Mathematik, Universitit Hannover,

entwickelt.
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6. Numerische Experimente

beschéftigt. Wir schreiben also fiir das Teilintegral

(s) s s n, t m
/Sol(x)"Pz ) dsx dsy = Z Z Ck,t,m,r€ n;que( /Axll€+ wy Py dx dy
K K

ktm,r=1,2s=1,2,3
n’p7q

mit gewissen Koeffizienten c,(f?r und fiir das Rand-Teilintegral

|| eeyie - o) dssds,
K1 JKo
Z Z Z Ckér TanT‘ // X yxlfxéyinyngdy

kflmmnr=12s=1,23

mit gewissen Koeffizienten c(s)r Hierbei ist e®) der s-te Einheitsvektor. Die FEM-
Integrale werden dann analytisch berechnet, und auch die BEM-Integrale kénnen,
zumindest auf Rechtecken, analytisch durch rekursiv definierte Stammfunktionen
gewonnen werden [69, 70]. Auf Dreiecken miissen die BEM-Integrale noch per Qua-
dratur berechnet werden, dazu nimmt man die GauB-Quadratur mit Duffy-Trick
mit z.B. 16 Punkten fiir das innere und 14 fiir das duflere Integral. Der hyper-
singuldre Term (Wpur, vr)r wird in beiden Féllen zuerst mittels Lemma 2.2.7, 3
umgeformt.

Aufstellen der rechten Seite Auch das Integal auf der rechten Seite wird wie oben in

eine Linearkombination von Integralen iiber Monomen auf dem Referenzelement
verwandelt, also

/90( ) - Jo(x) dsx dsy = Z Z che(S/xlxgxg”J S)( ) dx dy
K K

klm s=1,2,3

mit gewissen Koeffizienten cgm Diese Integrale werden per Gauf3-Quadratur mit

z.B. 16 Punkten berechnet.

Losen des Gleichungssystems Fiir grofle Gleichungssysteme, wie sie hier enstehen, bie-
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ten sich iterative Loser an, wie z.B. das GMRES-Verfahren. Dieses Verfahren, wie
auch viele andere, sind in maiprogs implementiert. Obwohl die Kondition der Sy-
stemmatrix gar nicht so schlecht ist (siche Tabelle 6.1 unten), funktioniert das
GMRES-Verfahren hier nur sehr unzureichend: Um einen Iterationsfehler kleiner
als 107® zu erreichen, rechnet der GMRES-Loser linger als der GauB-Loser. Auch
das Variieren des restart-Wertes (die Anzahl der pro Iterationsschritt zu orthogo-
nalisierenden Vektoren) bringt keine entscheidende Verbesserung. In [58] schligt
Hiptmair fiir das Kopplungssytem (4.1.33) eine Kombination von Prikonditio-
nierung durch eine ,vereinfachte“ Systemgleichung und Multigridverfahren vor.



Leider ist es aus Zeitgriinden nicht moglich gewesen, diese Verfahren zu imple-
mentieren (insbesondere das Multigridverfahren fiir Randelemente), so dafl wir
das Gleichungssytem tatséchlich mit dem GauB-Algorithmus direkt l6sen. Anhand
der Tabelle 6.1 sieht man, dafl dieses Vorgehen bis n = 7 keinen entscheidenden
Nachteil birgt, da bis dahin die Erstellung der Matrix aufgrund der Randintegral-
terme immer noch zeitaufwendiger als das Losen mit Gauf ist. Danach allerdings
nimmt die Rechenzeit des Losers iiberhand, und auch die Anzahl der Freiheitsgra-
de N wird so gro, daf§ die Grenze der Speicherkapazitéit (der Gauf-Algorithmus
braucht immerhin N - (N 4 1) Speicherplétze) erreicht wird.

Berechnung des Fehlerschatzers Wir haben die vereinfachten Fehlerschitzerterme im-
plementiert, die sich bei Verwendung von Nédélec-Elementen niedrigster Ordnung
ergeben (vgl. Bemerkung 5 auf Seite 116). Die Berechnung der L?-Normen ge-
schieht durch GauB-Quadratur mit wenigen Knoten, z.B. vier. Die Berechnung
der Potentiale, die in 5"" und 73" vorkommen, wurde schon in Bemerkung 6 auf
Seite 117 besprochen.

Bestimmung der zu verfeinernden Elemente Dies geschieht mit der Verfeinerungs-
prozedur von Seite 85. Die dort auftretende Eigenschaft F.S(T') kann z.B. genau
dann wahr sein, wenn 77 > vn.. ist, wobei My = maxrer, n” (hier bezeich-
net 77 die Summe der zu einem Element T gehorenden Fehleranteilen, so dafl
= rer, n’) und 0 < v < 1 ein vorgegebener Wert ist. Eine weitere Moglichkeit
ist: FS(T) ist genau dann wahr, wenn n? > vn*, wobei n* so gewihlt wird, dafl
ungeféhr (1 — v) - 100% der Elemente verfeinert werden.

Gitterverfeinerung — Aufbau des Gitters

Es wird das Galerkin-Verfahren (4.1.33) zum Eddy-Current-Problem gerechnet, daf§ wir
hier noch einmal angeben: Finde w, € N'D1(7y), i € S1(Ky)/C, so dafs

(u ! curluy, curl vy,)q,, + iw(ouy, vi)ae
—Woyaan, vevi)r + (Ko curlrpn, vvi)r = —iw(Jo, Vi) e,
((I = Ko)yeup, curlpm,)r + (W curlpyy, curlem,)r + P(en, ) =0

fiir alle vi, € NDy(Ty,), 7, € Si1(Kp)/C

(sieche Kapitel 4 fiir die Herleitung des Systems, Kapitel 3 fiir die Finiten-Elemente-
Réume und Kapitel 2 fiir die Randintegraloperatoren). Wir verwenden also Nédélec-
Elemente niedrigster Ordnung fiir die Gebietsvariable u, und stiickweise lineare, global
stetige Ansatzfunktionen fiir die Randvariable ¢;. Es ist A, := grad ¢, x n. In den
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6. Numerische Experimente

n h N = Nuh + N)‘h tmat tcau K
1| 2.0000 20=12 + 8 0.104 0.004 | 139
2 | 1.0000 80 =54 + 26 1.424 0.039 | 347
3 10.6667 | 200 = 144 + 56 7.399 0.415 | 521
41 0.5000 | 398 =300 + 98 23.784 2.587 | 572
51 0.4000 | 692 =540 + 152 60.087 14536 | 589
6 | 0.3333 | 1100 = 882 + 218 124.068 56.343 | 685
71 0.2857 | 1640 = 1344 + 296 230.454 179.829 | 928
8 1 0.2500 | 2330 = 1944 + 386 395.088 529.698 | 1210
9 10.2222 | 3188 = 2700 + 488 633.783 | 1265.103 | 1527

10 | 0.2000 | 4232 = 3630 + 602 972.745 | 2767.032

11 | 0.1818 | 5480 = 4752 + 728 1427.673 5657.951

12 | 0.1667 | 6950 = 6084 + 866 | 2021.746 | 10690.926

13 1 0.1538 | 8660 = 7644 + 1016 | 2793.004 | 19479.602

Tabelle 6.1.: Daten zum Gleichungssystem aus 4.1.32

meisten Beispielen werden wir hexaedrische Elemente verwenden, nur in Beispiel 2 be-
nutzen wir zum Vergleich mal tetraedrische Elemente. In allen durchgefiihrten Tests ist
Qo =(-1,1)3T = 9Qc¢.

Alle Experimente bis auf das letzte bestehen darin, das System (4.1.33)
auf einer Folge uniform verfeinerter Gitter auf (—1,1)> zu rechnen, und

dazu jeweils die Energienorm \/[[u—uy|%+ A — Au[2  des  Galerkinfeh-
lers (vgl. Seite 107) und den Wert des residualen Fehlerschitzers n =

(0002 + 0+ )2 2+ 02 + (72 0 2) (e oben
ter Berechnung des Fehlerschitzers) zu bestimmen, um diese dann schlielich
graphisch und tabellarisch zu vergleichen. Im letzten Beispiel wird dann mittels des
Fehlerschétzers eine adaptive Gitterverfeinerung durchgefiihrt.

In Tabelle 6.1 geben wir fiir die uniforme Gitterfolge 7, h = %, n = 1,...,13 mit

hexaedrischen (sogar Wiirfel-)Elementen auf Q¢ die Anzahl N = Ny, + Nj, der Frei-
heitsgrade, die Rechenzeit t,,,; in Sekunden zur Aufstellung der Matrix, die Rechenzeit
taaus zum Losen des Gleichungssystems und die Konditionszahl k der Systemmatrix an.
Die Konditionszahlen werden nur bis n = 9 ausgegeben, da deren Berechnung sehr zeit-
aufwendig wird. Alle Rechnungen wurden auf einer SUN E450 mit 480 MHz und 4 GB
Arbeitsspeicher durchgefiihrt.

Beispiel 1. In unserem ersten Beispiel testen wir das Galerkinverfahren (4.1.33) und den
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residualen Fehlerschétzer fiir die exakte Losung

u(x) = grad(Gp)(x) := grad/ !

p(y) dy
ac X =yl

mit der Dichtefunktion

p(x) = (1 =) (1 — 23) (1 — 23))” w10,
Da p = grad p = 0 auf dem Rand I" des Gebietes Q¢ = (—1,1)? ist, erhilt man durch
partielle Integration die Darstellung

u(x) = (Ggrad p)x) = [ grad pl(y) dy.

oo X =¥l
Die Funktion u(x) entspricht gerade dem elektrischen Potential in einem Punkt x als
Folge einer stationdren Ladungsverteilung p(x). Wegen divu = 0 und curlu = 0 im
Auflenraum Qg gilt Au = graddivu — curlcurlu = 0 in Qg, so dal u tatséchlich
harmonisch im Auflenraum ist. Im Innenraum ¢ gilt ebenfalls curlu = 0 und auflerdem
divu = —47p(x). Die rechte Seite hat dann nach (4.1.21) die Form

Jy = —ou+iwtcurl(y ' curlu) = —ou in Qg¢,

Jo = 0 in Q. Es gilt also auch curlJy = 0 in R? und divJy = 0 in Qp, divJy(x) =
4omp(x) in Qc. Wegen p = 0 auf T ist divJ, stetig in R?, und somit gilt insbesondere
Jo € H(div,R?) (wie auf Seite 96 verlangt). Fiir dieses Beispiel verschwindet die Rand-
variable X = p~'yyu = p~'curlu x n, da curlu = 0. Wir setzen g = 0 = w = 1
und rechnen das Galerkin-Verfahren fiir n = 1,...,13 mit hexaedrischen Elementen.
Die Abbildung 6.1 gibt den Fehler (u — uy, A — A,) in der Energienorm wieder, und im
Vergleich dazu den Wert des Fehlerschétzers 7. Aufgrund der Rotationsfreiheit von u
ist der Energiefehler im Wesentlichen die L2-Norm von u — uy; so erhilt man z.B. fiir
n = 13:

u — U2 = 7.14846420991702¢ — 3,
Q)
lcurlu — curluy|r2 (o) = [[curlu, |2,y = 5.287219946553041e — 5,
IA = Aullgrz@y = ARl /2y = 9.549764727140405¢ — 6.

Man sieht, dafl die Werte ||curlu — curlup||r2oq) und [|A — Agl|gr/2¢ry klein sind im
Vergleich zu ||u — w120 Tabelle 6.2 gibt die Werte und die Konvergenzraten (mit o
bezeichnet) des Galerkinfehlers und des Fehlerschétzers wieder. Die Konvergenzordnun-
gen « des Galerkinfehlers und des residualen Fehlerschétzers liegen sehr nahe an eins,
genauer: sie steigen monoton gegen eins. Das Verfahren konvergiert also wie erwartet
mit der Ordnung 1, und dies spiegelt sich im residualen Fehlerschétzer wieder.
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6. Numerische Experimente

en « M o'
5 || 1.815e-2 1.134e-1
0.9257 0.9302
6 || 1.533e-2 9.575e-2
0.9683 0.9420
7 | 1.320e-2 8.281e-2
0.9836 0.9523
8 | 1.158e-2 7.292e-2
0.9898 0.9604
9 || 1.031e-2 6.512e-2
0.9932 0.9668
10 || 9.382e-3 5.881e-2
0.9944 0.9717
11 || 8.442e-3 5.361e-2
0.9950 0.9757
12 || 7.742e-3 4.925e-2
0.9961 0.9788
13 || 7.149e-3 4 554e-2

Tabelle 6.2.: Werte und Konvergenzraten o des Energiefehlers e, und des residualen
Fehlerschitzers n,, zu Beispiel 1

142



1r T . —_
e —+—
n X
X
=%
e
S
0.1 s 4
L Tl
e
X
%
e
[
0.01 B
| n n n n n PR | n n n n n PR |
100 1000 10000

degrees of freedom

Abbildung 6.1.: Energienorm e des Galerkinfehlers (u —up,, A — A;) und residualer Feh-
lerschétzer 7 zu Beispiel 1

Beispiel 2. Dieses Beispiel soll das Galerkin-Verfahren und den residualen Fehlerschétzer
an einem nicht rotationsfreien Beispiel testen und zugleich einen Vergleich zwischen he-
xaedrischen und tetraedrischen Elementen liefern. In diesem und dem néchsten Beispiel
wéhlen wir als exakte Losung

u(x) = curl(Gp)(x) := curl/ ! (y)dy

p
oo X =¥l
mit der Dichtefunktion
1
p(x) = p(x) (1)

mit der skalaren Funktion p aus Beispiel 1. Da p = 0 und 9,,p = 0 (j = 1,2,3) auf
dem Rand T des Gebietes Q¢ = (—1,1)? ist, erhiilt man durch partielle Integration die
Darstellung

curl p(y) dy.

u(x) = (Geurlp)(x) = /

ac X =yl

Es ist

d G di 4 in €2
curlu = curlcurl Gp = (grad div— A)Gp = sra Vpteme intle :
grad Gdiv p in Qg
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Abbildung 6.2.: Energienorm e des Galerkinfehlers (u — uj,, A — A;) und residualer Feh-
lerschétzer n zu Beispiel 2. Der Exponent A bezieht sich auf das hexa-
edrische Gitter, O auf das tetraedrische.

Wegen p = 0 auf I' ist curlu stetig iiber I', und wir erhalten als Randvariable
A = curlu x n = grad G(div p) x n.

Weiter ist divu = 0 in R? und curlcurlu = 0 in Qg, so daf u tatsiichlich harmonisch
im Auflenraum (g ist. Als rechte Seite erhalten wir fiir konstante p

Jo = —ou+iw 'y curlcurlu = —ou + 4miw ' eurl p  in Q¢

Jo =01in Qp. Es ist divJy = 0 in R?, und somit gilt insbesondere J, € H(div, ]R3). Wir
setzen wieder = 0 = w = 1 und rechnen das Galerkin-Verfahren fiir n = 1,...,13 mit
hexaedrischen Elementen und fiir n = 1,...,10 mit tetraedrischen Elementen. Die Ab-
bildung 6.2 gibt fiir hexaedrische wie tetraedrische Gitter den Fehler (u —uj,, A —Ap) in
der Energienorm wieder, und im Vergleich dazu jeweils den Wert des Fehlerschétzers 7.
Man sieht, dafi die Kurven fiir tetraedrische Elemente (ab 1000 Freiheitsgrade) ein wenig
iiber denen fiir hexaedrische Elemente liegen. Dies ist zu erwarten, da hexaedrische Finite
Elemente einen etwas ,reicheren® Ansatzraum liefern (es kommen dort gemischte Poly-
nomterme vor, im Gegensatz zum tetraedrischen Fall). Tabelle 6.3 gibt die Werte und
die Konvergenzraten (mit « bezeichnet) des Galerkinfehlers und des Fehlerschétzers fiir
hexaedrische und tetraedrische Gitter wieder, und zum Vergleich nochmal die jeweilige
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Hexaeder
n | DOF €n o Mn o
5 692 | 1.933e-1 9.621e-1

0.9593 0.8438
6 || 1100 | 1.622e-1 8.249¢-1

0.9567 0.8797
71 1640 | 1.400e-1 7.203e-1

0.9577 0.9046
8 || 2330 | 1.232¢-1 6.383e-1

0.9606 0.9225
9 || 3188 | 1.100e-1 5.726e-1

0.9641 0.9358
10 || 4232 | 9.939e-2 5.188e-1

0.9675 0.9459
11 || 5480 | 9.063e-2 4.741e-1

0.9705 0.9538
12 || 6950 | 8.330e-2 4.363e-1

0.9731 0.9600
13 || 8660 | 7.705e-2 4.041e-1

Tetraeder
n || DOF €n ! Mn Q
5| 1142 | 1.836e-1 1.311

0.8834 0.9070
6 || 1856 | 1.563e-1 1.112

0.9972 0.9352
71 2816 | 1.340e-1 9.624e-1

0.9481 0.9403
8 || 4058 | 1.181e-1 8.488e-1

0.9592 0.9576
9 | 5618 | 1.055e-1 7.583e-1

0.9626 0.9555
10 || 7532 | 9.530e-2 6.857e-1

Tabelle 6.3.: Anzahl der Freiheitsgrade DOF, Werte und Konvergenzraten a des Ener-

giefehlers e,, und des residualen Fehlerschétzers 7, zu Beispiel 2
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6. Numerische Experimente

hexa | tetra
n dn n
5| 4.978 | 7.143
6| 5.084 | 7.112
71 5.145 | 7.180
8 || 5.181 | 7.188
9 || 5.205 | 7.189
10 || 5.220 | 7.195
11 || 5.231
12 || 5.239
13 || 5.244

Tabelle 6.4.: Die Quotienten ¢, := Z—Z zu Beispiel 2

Anzahl der Freiheitsgrade. Fiir hexaedrische Elemente verhalten sich der Galerkinfeh-
ler und der residuale Fehlerschéitzer wie im letzten Beispiel, ihrer Konvergenzordnungen
steigen monoton gegen eins. Allerdings liegen die Konvergenzraten ein wenig unter denen
im letzten Beispiel. Die Werte der Konvergenzraten des Galerkinfehlers und des residua-
len Fehlerschitzers bei Verwendung tetraedrischer Elemente sind vergleichbar mit denen
auf dem hexaedrischen Gitter, sie verhalten sich allerdings nicht ganz so stabil — sie
steigen nicht monoton, sondern schwanken ein wenig.

In Tabelle 6.4 betrachten wir nun zusatzlich die Quotienten
M
en

dn :

Wir beobachten, dafl diese stabil bleiben. Insgesamt haben wir in diesem Beispiel gese-
hen, dafl das Galerkin-Verfahren sowohl fiir hexaedrische wie fiir tetraedrische Elemente
wie erwartet konvergiert, und dafl der residuale Fehlerschétzer nicht nur zuverléssig,
sondern auch effizient ist.

Fiir dieses Beispiel mochten wir nun noch die einzelnen Terme des residualen Feh-

lerschiitzers betrachten. Abbildung 6.3 zeigt die Terme 77, 770F “ Uf’q 770f ot "

und den Gesamtterm 7 fiir n = 5, ..., 13 auf dem Gitter mit hexaedrischen Elementen.
Der Term 7 verschwindet, da in diesem Beispiel gilt

ng = hTHle JOHO,T =0.

In Tabelle 6.5 haben wir fiir jeden Term die Konvergenzrate von n = 6 auf n = 12
angegeben. Es sind hauptséchlich die Fehlerschétzerterme

1 =V hrwo ||[w, - npllo.r,
m" = v/ hrwo ||u, - nllop
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Abbildung 6.3.: Die einzelnen Fehlerschitzerterme elT := n?, eOFC := n[)F’C, elFC =
0 eOFG = nl ", e1FG := 7", e2FG := 5" und der Gesamtterm
eta := n zu Beispiel 2 auf dem hexaedrischen Gitter.

amf) amy®) aty™) aml®) all™) ami’t) aln)
1.0001 0.6784 0.82904 07220 1.9249 1.2403 09187

Tabelle 6.5.: Konvergenzraten a der einzelnen Terme und des gesamten Fehlerschétzers
n von n =6 auf n = 12 (von 6950 Freiheitsgrade auf 8660 Freiheitsgrade)
zu Beispiel 2.
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6. Numerische Experimente

o = 0.0001 o=1 o =100 o = 10000
afen) | a(mn) | alen) | alim) | alen) | a(n.) | alen) | a(m)
0.9515 | 0.8450 || 0.9593 | 0.8438 || 1.0921 | 1.2654 || 1.1286 | 2.1191
0.9491 | 0.8805 || 0.9567 | 0.8797 || 1.0395 | 1.1836 | 1.0704 | 2.0562
0.9495 | 0.9052 || 0.9577 | 0.9046 || 1.0212 | 1.1478 || 1.0439 | 2.0242
0.9513 | 0.9230 || 0.9606 | 0.9225 || 1.0121 | 1.0822 || 1.0301 | 2.0044
10 || 0.9533 | 0.9360 || 0.9641 | 0.9358 || 1.0072 | 1.0742 || 1.0222 | 1.9896
11 || 0.9550 | 0.9459 || 0.9675 | 0.9459 || 1.0043 | 1.0570 || 1.0172 | 1.9769
12 ] 0.9561 | 0.9536 || 0.9705 | 0.9538 || 1.0024 | 1.0432 || 1.0137 | 1.9650
13 ]| 0.9565 | 0.9597 || 0.9731 | 0.9600 || 1.0012 | 1.0325 || 1.0112 | 1.9534

© 00 3 o3

Tabelle 6.6.: Konvergenzraten o des Energiefehlers e,, und des residualen Fehlerschitzers
N, zu Beispiel 3

und

17 = /e lfeurlu, x allo,

deren geringe Konvergenzraten die Gesamtkonvergenzrate ,,bremsen“. Diese Terme be-
schreiben gerade die Stetigkeit der Normalenkomponente der Finiten-Element-Losung
u, € ND; bzw. die Stetigkeit der gedrehten Tangentialkomponente von curluy. Es
ist versténdlich, dafl diese Terme etwas Schwierigkeiten bereiten, denn der Raum der
Nédélec-Elemente liefert nur stetige Tangentialkomponenten; die Normalenkomponen-
ten und die Tangentialkomponente der Rotation dagegen werden nicht beriicksichtigt.
Es ist also nicht auf Anhieb klar, dal die Ausdriicke [uy, - n]g, u, - n oder curluy, x n
bei zunehmender Verfeinerung klein werden. Da auflerdem 77(1)J C 77(15[7 T und nf ‘“ nur einen
Faktor von v/hr beinhalten, ist es zumindest versténdlich, dafl diese Terme eine kleinere

Konvergenzrate aufweisen.

Beispiel 3. Wir wollen hier die Auswirkungen verschiedener Parameter o testen. Dazu
wéhlen wir die gleiche Losung u wie in Beispiel 2. Wir setzen p© = w = 1 und wéihlen
nacheinander ¢ = 0.0001, ¢ = 1, ¢ = 100 und o = 10000. Zu diesen Werte rechnen
wir das Galerkin-Verfahren fiir n = 5, ..., 13 mit hexaedrischen Elementen. Die Abbil-
dung 6.4 gibt die Fehler (u — u,, A — Ay) in der Energienorm wieder, und im Vergleich
dazu die Werte der Fehlerschétzer n, Tabelle 6.6 gibt deren Konvergenzraten an.

Den Fall 0 = 1 haben wir schon im letzten Beispiel betrachet. Anhand der Konvergenz-
raten erkennen wir, dafl das Galerkinverfahren in allen Féllen gut konvergiert, dabei
noch am besten fiir 0 = 100 und dann in absteigender Reihenfolge fiir 0 = 10000, o = 1
und o = 0.0001. Die guten Konvergenzraten fiir grofle o liegen an der Definition der
Bilinearform a(u,v) = (u~!curlu,curlv)g, + iw(ou,v)q,, denn durch groBe o ge-
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Abbildung 6.4.: Energienorm e des Galerkinfehlers (u —uy, A — Ay) und residualer Feh-
lerschétzer 1 zu Beispiel 3. Der Index 0 bedeutet o = 0.0001, 1 bedeutet
o =1, 2 bedeutet o = 100 und 3 bedeutet ¢ = 10000.
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6. Numerische Experimente

T FC FT O FT FT
n Ui Mo o T T U

31289.997 5.020 5.020 0.4519 0.4874 0.0937
6| 59.206 4.968 2891 0.4992 0.1491 0.0301
12 | 14427 2831 1507 0.2781 0.0337 0.0117

Tabelle 6.7.: Die einzelnen Terme des Fehlerschétzers n fiir zu n = 3,6, 12 zu Beispiel 3
mit o = 10000.

winnt der Massenanteil an Einflul. Warum nun ¢ = 10000 etwas schlechter als o = 100
konvergiert, wissen wir nicht. Vielleicht ist dieses ¢ in gewisser Hinsicht ,zu“ grof.

Die Wahl 0 = 0.0001 hat offenbar wenig Einflul auf die Konvergenzrate des Feh-
lerschétzers. Fiir 0 = 10000 beobachten wir eine zu grofie Konvergenzrate (um die 2), die
nur allméhlich féllt. Die Gitterfolge reicht hier nicht aus, um numerisch zu bestétigen,
daB auch hier die Konvergenzrate gegen eins konvergiert. Woran dies liegt, erkennt man
anhand der Tabelle 6.7, in der wir die einzelnen Fehlerschéitzerterme fiir o = 10000 und
den Gittern n = 3,6, 12 aufgelistet haben. Man erkennt, da8 es der 17 - Anteil ist, der an
dieser groflen Konvergenzrate Schuld ist. Zur Erinnerung:

nl = hrllivipwle +ivpwow, + /peurl(p~! curluy)|for-

An der Tabelle 6.7 sieht man, dafl dieser Term gegeniiber den anderen Termen iiberwiegt
und so die Konvergenzrate bestimmt. Bei zunehmender Verfeinerung wird dieser Term
aber schnell kleiner (eben wegen seiner grofen Konvergenzrate, und man stellt im tibrigen
fest, dafl auch die Konvergenzrate allmahlich abnimmt), so daf sich bei geniigend feinem
Gitter auch hier eine Gesamtrate um die eins einstellen sollte. Leider konnen wir dies
mit unseren Rechenmoglichkeiten nicht mehr {iberpriifen. Zum Vergleich betrachte man
aber den Fall 0 = 100. Hier sieht man, wie sich auch die zu grofie Konvergenzrate des
Fehlerschéatzers rasch der eins néhert.

Wie wollen hier zusétzlich die Quotienten

T
€n

dn :

untersuchen, um zu sehen, wie stabil diese sind. Diese stehen in Tabelle 6.8. Man siecht,
daf fiir o = 0.0001, 0 = 1 und ¢ = 100 die Quotienten tatsdchlich stabil bleiben, so dafl
der Fehlerschétzer hier effizient und zuverlissig ist. Fiir ¢ = 10000 sind nach der obigen
Betrachtung der Konvergenzraten noch keine stabilen Werte zu erwarten. Erst bei viel
feineren Gittern (die leider auflerhalb unserer Rechenmdoglichkeiten liegen) sollten wir
hier einen stabilen Quotienten erhalten.

Zusammenfassend kann man also sagen, dafl das Galerkin-Verfahren fiir alle hier betrach-
teten o-Werte gut konvergiert, wobei gréflere o in der Regel bessere Konvergenzraten
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0=0.0001 | oc=1]|0=100 | o = 10000
An An 4n n
5.098 5.084 | 5.054 33.350
5.152 5.145 | 4.943 28.649
5.182 5.181 | 4.860 25.133
5.200 5.205 | 4.820 22.409
10 5.209 5220 | 4.786 20.237
11 5.214 5231 | 4.762 18.468
12 5.215 5239 | 4.745 17.001
13 5.214 5244 | 4733 15.766

© 0 N O3

Tabelle 6.8.: Die Quotienten ¢, := 2* zu Beispiel 3

€n

liefern. Auch der Fehlerschétzer ist stets zuverlédssig und effizient, nur ben6tigt man bei
sehr groflen o-Werten ein entsprechend feines Gitter.

Beispiel 4. In diesem Beispiel betrachten wir eine rechte Seite, fiir die wir keine exakte
Losung kennen: Wir wéhlen
Jo(x) = curlv(x)

mit

{2 cos(Zxy) cos(Zxy) cos(Zx3)(1,1,1)T  in Q¢

v(x) =" 2 2 2 _
0 in Qf.

Da v € HY(R?) mit supp(v) C Q¢, erfiillt J, die Voraussetzungen von Seite 96 (es gilt
sogar divJy = 0 in R3). Wir setzen w = 1, 0 = 1, und g = 1, und es ist weiterhin
Qc = (—1,1)3. Da wir keine exakte Losung (u, A) kennen, berechnen wir eine Ndherung
e des Energiefehlers durch

= we X = M)l ~ (/52— [l M) = e

wobei o eine Niherung der exakten Energienorm |[[(u, A)||x der Losung ist, die durch
Extrapolation aus der Konvergenzeigenschaft

10, M3 = 11 (n, A% = ch*

fiir Konstanten ¢ und o gewonnen wird. Wir rechnen das Galerkinverfahren fiir die Gitter
n = 1,...,13 mit hexaedrischen Elementen und erhalten aus den letzten drei Werten
per Extrapolation 7 = 0.931262.

Die Abbildung 6.5 gibt den angenéherten Fehler e in der Energienorm wieder, und im
Vergleich dazu den Wert des Fehlerschétzers n. Tabelle 6.9 gibt die Werte und Kon-
vergenzraten (mit o bezeichnet) des Galerkinfehlers und des Fehlerschétzers wieder.

151



6. Numerische Experimente
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Abbildung 6.5.: Energienorm e des Galerkinfehlers (u — uy,, A — A;) und residualer Feh-
lerschétzer n zu Beispiel 4.

Das Verfahren konvergiert wie erwartet mit der Ordnung 1, der residuale Fehlerschétzer
ebenfalls.

Beispiel 5. In diesem letzten Beispiel wollen wir mit Hilfe des residualen Fehlerschétzers
ein adaptives Gitter erzeugen. Dabei verwenden wir weiterhin hexaedrische Elemente
ohne hangende Knoten. Zur Erhaltung der Regularitit arbeiten wir mit Schichtverfei-
nerung — wir erhalten also ein Gitter, das nicht mehr form-regulér ist. Dafl wir nicht
mit hdngenden Knoten arbeiten, liegt schlicht daran, dafl diese noch nicht implemen-
tiert wurden (siehe Ausblick, Kapitel 7). Als Geometrie dient uns weiterhin der Wiirfel
Qc = (—1,1)3. Wir setzen z =1 in  und wihlen ein nicht-stetiges o, nimlich

1
oo 0.1, §<x,y,z<1‘
1, sonst

Als rechte Seite wihlen wir die Funktion
Jo=(1,1,1) in Q¢

und J = 0in Qg. Hiermit verletzen wir allerdings die Voraussetzungen von Seite 96, es ist
néimlich Jo € H(div, R?), da J-n # 0 auf ' = 9Q¢. Doch stellt dies kein grofies Problem
dar, denn es gilt weiterhin Jo € H(div, Q¢), und wir miissen blo den Fehlerschétzerterm
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Vn

Ui

10

11

12

0.827230

0.893397

0.904930

0.911901

0.916430

0.919538

0.921761

0.923406

0.924658

0.9031

0.9418

0.9627

0.9740

0.9812

0.9858

0.9891

0.9914

1.4939

1.2188

1.0283

0.8889

0.7825

0.6987

0.6311

0.5753

0.5286

0.9121

0.9321

0.9453

0.9545

0.9613

0.9664

0.9703

0.9735

v

0.931262

Tabelle 6.9.: Energienorm v,, der Galerkinlésung und Konvergenzraten o des Energie-

fehlers und Werte und Konvergenzraten des residualen Fehlerschétzers n,

zu Beispiel 4. In der untersten Zeile ist die aus den letzten drei Werten
extrapolierte Energienorm v angegeben.
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6. Numerische Experimente

ne’" = Vhpw ||y/ouy -nljop durch vArw ||(vou, + \/E_lJO) -nl|o r ersetzen. Wir erwar-
ten, dafl das Gitter in der Ndhe des o-Unstetigkeits-Interfaces zwischen Q(Cl) = (5,1)°
und Q(CO) = Qc '\ Qg) verfeinert wird, insbesondere nahe der ,einspringenden Ecke*
(%, %) Abbildung 6.6 zeigt die Folge von adaptiv erstellten Gittern. Anhand des farbi-
gen Oberflachenplots (Abbildung 6.7) des Betrages von ¢y, (es ist A, = curlpyy,) auf

dem vorletzten Gitter sieht man, dafl die Losung sich dort tatséchlich auffillig verhélt.

Fiir das Ursprungsgitter haben wir jede Kante von (¢ dreigeteilt. Die nachfolgenden
Gitter sind entstanden, indem zuerst die 10% der Elemente verfeinert worden sind, auf
denen die lokalen Anteile des residualen Fehlerschéitzers am grofiten waren, und dann per
Schichtverfeinerung die hingenden Knoten beseitigt wurden. Dies entspricht einer Wahl
von v = 0.90 in der Terminologie des Punktes Bestimmung der zu verfeinernden
Elemente auf Seite 139. Wir haben das v grofl wihlen miissen, da sonst auf Grund
der Schichtverfeinerung die Anzahl der letztendlich verfeinerten Elemente viel zu grofl
gewesen wire. Beim Gebrauch von hidngenden Knoten wiirde man sicherlich Werte bis
v = 0.5 nehmen kénnen. Man erkennt anhand der Abbildung 6.6, daf§ das Gitter auf
dem schlecht leitenden Teilwiirfel Qg) und in seiner direkten Umgebung verfeinert wird.

Zum Vergleich haben wir dasselbe Problem mit uniformer Verfeinerung gerechnet, also
zu den Werten n = 3,6,12,15, und haben daraus wie in Beispiel 4 die Energienorm
der Losung und den Energiefehler extrapoliert. In Abbildung 6.8 geben wir die Graphen
der approximierten Energiefehler und der residualen Fehlerschétzer fiir uniforme und fiir
adaptive Verfeinerung wieder. Man erkennt deutlich, dal das adaptiv verfeinerte Gitter
eine bessere Approximation liefert.

In einem letzten Test beschéftigen wir uns mit dem p-hierarchischen Fehlerschétzer.
Von diesem Fehlerschiitzer haben wir nur die ,,Bubble“-Anteile ©%) und 93 (siche
Satz 4.2.2) implementiert. Wir wollen sehen, ob dieser reduzierter Fehlerschétzer sich
als Fehlerindikator eignet. Dazu verwenden wir dieselbe Problemstellung und Verfeine-
rungsstrategie wir eben fiir den residualen Fehlerschétzer. Abbildung 6.9 zeigt die Folge
von adaptiv erstellten Gittern fiir den reduzierten p-hierarchischen Fehlerschétzer. Man
sicht, daB das adaptive Verfahren fiir dieses Beispiel uniform in (—3,1)* verfeinert. An-
hand des Vergleichs zwischen den zwei Fehlerschiatzern in Abbildung 6.10 sieht man,
dafl dieser Fehlerindikator nicht so optimal funktioniert wie der residuale. Dies konnte
daran liegen, daf§ hier nur mit den Bubble-Termen gearbeitet wurde. Andererseits muf3
festgestellt werden, dafl wir hier schon nach zwei Verfeinerungen an den Grenzen un-
serer Rechenméglichkeiten gelangt sind (das Galerkinverfahren auf dem vierten Gitter
in Abbildung 6.9 konnte nicht mehr gerechnet werden, es handelt sich dabei um 18260
Freiheitsgrade), so dal man iiber die Giite des p-hierarchischen Fehlerschétzers eigentlich
noch keine signifikanten Aussagen treffen kann.
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Abbildung 6.6.: Das adaptive Gitter zu Beispiel 5 mit dem residualen Fehlerschétzer.
Auf dem schattierten Teilwiirfel ist ¢ = 0.1, auf dem restlichen Gebiet
ist 0 = 1.

155



6. Numerische Experimente

absolute value (absolute value)
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Abbildung 6.7.: Oberflichenplot des Betrages der Galerkinlosung ¢, auf dem vorletzten
Gitter aus 6.6.
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Abbildung 6.8.: Energienorm e des Galerkinfehlers und residualer Fehlerschétzer n zu
Beispiel 5. Der Exponent 0 bezieht sich auf das uniforme Gitter, + auf
das adaptive.
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6. Numerische Experimente

Abbildung 6.9.: Das adaptive Gitter zu Beispiel 5 mit dem reduzierten p-hierarchischen

Fehlerschatzer. Auf dem schattierten Teilwiirfel ist o = 0.1, auf dem

restlichen Gebiet ist o = 1.
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Abbildung 6.10.: Energienorm e des Galerkinfehlers zu Beispiel 5. Der Exponent 0 be-
zieht sich auf das uniforme Gitter, » auf das adaptive mit dem re-
sidualen Fehlerschéitzer, p auf das adaptive mit dem reduzierten p-
hierarchischen Fehlerschétzer.
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7. Ausblick

Wir haben fiir zwei elektromagnetische FEM-BEM-Kopplungsformulierungen, fiir ein
Wirbelstrom- und fiir ein Streuproblem, jeweils einen p-hierarchischen und einen resi-
dualen Fehlerschitzer erstellt. Fiir den residualen Fehlerschitzer zum Wirbelstrompro-
blem haben wir diverse numerische Tests durchgefiihrt, welche die Zuverlissigkeit des
Fehlerschéitzers untermauert haben. Mogliche theoretischen Erweiterungen sind:

Echte Lipschitz-Gebiete In dieser Arbeit haben wir polyhedrale (oder Lipschitz-
reguldre, d.h. stiickweise glatte) Gebiete betrachtet. Dabei sind die Ergebnisse
aus Abschnitt 2.1 auch auf echte Lipschitz-Gebiete iibertragbar [31]. Allerdings ist
dann die Normale nicht mehr stiickweise stetig, die Fldchen-Differentialoperatoren
miissen iiber lokale Koordinaten definiert werden (wir kénnen sie nicht stiickweise
definieren), und die Réume THﬁ/ () und THlL/ *(T') kénnen nicht explizit ange-
geben werden. Dies fithrt zu zusétzlichen Definitionen und Formalisierungen, die
keinen Einflufl auf die Ergebnisse dieser Arbeit haben. Da wir aulerdem mit nicht
gekriimmten Finiten-Elementen rechnen, das Galerkin-Verfahren also auf einem
Polyeder-Gebiet definiert ist, haben wir die eher formale Erweiterung auf allge-
meine Lipschitz-Gebiete nicht verfolgt.

Weitere Problemstellungen Natiirlich konnen die Fehlerschiitzer fiir weitere Kopp-
lungsprobleme adaptiert werden (wie z.B. [63]), doch solange die gleichen Réume
und Operatoren dabei vorkommen, sind keine neuen Schwierigkeiten zu erwar-
ten. Genauso konnen die hier gezeigten Methoden auf reine BEM-Probleme wie
in [30, 32, 59] angewendet werden. Interessanter wére es, zu sehen, in wie weit sie
sich fiir Schirmprobleme wie in [27] eignen.

Im Bereich der numerischen Berechnungen ist noch viel zu tun. Im Laufe dieser Doktor-
arbeit wurde das Programmpaket maiprogs fiir elektromagnetische Problemstellungen
erweitert. Es mufiten die Finiten-Element-Raume N'D;(7},) der Nédélec-Elemente erster
Ordnung in drei Dimensionen eingebaut werden. Dazu muflten insbesondere kanten-
orientierte Freiheitsgrade (dies beinhaltet auch die Zusammensetzung der Splines) und
die dadurch auf dem Rand des Gebiets induzierten Freiheitsgrade implementiert wer-
den. Diese Erweiterungen, wie auch die Implementierung der FEM-Integrale, wurden
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hauptséchlich vom Entwickler von maiprogs iibernommen. Uns oblag es, aus den von
maiprogs gelieferten Integralen [, [, ®(x,y)afaby"ys dSx dSy mit Hilfe der Transfor-
mationsgesetze aus den Lemmata 3.1.4, 3.1.5, 3.1.9 und 3.1.10 die Galerkin-Elemente auf
dem Rand I' zusammenzustellen, das Gesamtsystem mit der zugehorigen rechten Seite
zu erstellen und den residualen Fehlerschiitzer, bestehend aus lokalen L2-Normen iiber
Funktions- und Potentialauswertungen (und Spriinge), zu programmieren. Schlielich
haben wir die in Kapitel 6 beschriebenen numerischen Experimente durchgefiihrt.

Dabei gibt es noch einige Erweiterungsmoglichkeiten — wir listen sie hier auf. Die ersten
drei Punkte, die sich mit der Gitterstruktur und mit der Bestimmung der Freiheitsgrade
beschéftigen, greifen tief in die Datenstruktur ein und sind so eine Aufgabe fiir den
Entwickler von maiprogs.

Hangende Knoten In Abschnitt 3.4 sind wir ausfiihrlich auf die Verfeinerungsgesetze
fiir hdngende Knoten und die Darstellung der modifizierten knoten- und kanten-
orientierten Basisfunktionen eingegangen. Dies geschah in der Absicht, eine theo-
retische Vorlage fiir die Implementierung von hingenden Knoten auf Hexaedern
in die Gitterstruktur von maiprogs zu liefern. Inzwischen ist die notige Daten-
struktur mitsamt deren Verwaltung groflenteils eingebaut; dies beinhaltet auch
eine Baumstruktur, die dann parallel zur bisherigen stationdren Struktur ,ohne
Gedéchtnis“ verwendet werden kann. Es fehlen noch vor allem die Verfeinerungs-
gesetze und die Implementation der Splines (der modifizierten Basisfunktionen).
In Abschnitt 3.4 zeigten wir, daf die Verfeinerungsgesetze auch ohne Generations-
(Vater-Sohn-)Beziehungen zwischen den Elementen erklért werden kénnen. Wenn
beide Datenstrukturen vollstédndig implementiert sind, kénnen sie parallel verwen-
det werden, je nachdem, welche gerade besser geeignet ist.

Tetraeder-Verfeinerung Obwohl wir fast nur auf Hexaedern gearbeitet haben, sind
auch Berechnungen auf Tetraedern moglich. In Beispiel 2 haben wir auch sol-
che Berechnungen durchgefiithrt. Es konnen tetraedrische Gitter erzeugt werden,
allerdings ist es noch nicht moglich, diese zu verfeinern. Die Verfeinerung von Te-
traedern ist nicht so einfach wie bei Dreiecken in zwei Dimensionen. Algorithmen
hierzu findet man z.B. in [19, 20|, sie miissen in maiprogs noch umgesetzt werden.
Auch hierfiir ist eine Baumstruktur notig.

Hoéhere Polynomgrade Grundsétzlich ist maiprogs in der Lage, mit beliebigen Poly-
nomgraden zu operieren. Splinerdume vom Grade k, die lokal durch Stammfunktio-
nen von Legendre-Polynome beschrieben werden kénnen (wie z.B. Hutfunktionen
fir £ = 1), sind in maiprogs auch in drei Dimensionen verfiighar. Hierarchische
Basen dieser Rdume koénnen explizit angegeben werden [73]. Fiir die hier verwen-
deten Nédélec-Raumen erster Art hingegen ist eine solche hierarchische Struktur
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nicht bekannt. Natiirlich kénnen die Basisfunktionen fiir jedes k£ aus den in An-
hang B angegebenen Freiheitsgraden berechnet werden. Fiir Hexaeder und k£ = 2
haben wir dies getan und das Ergebnis in Abschnitt B.4 festgehalten. Somit kann
die Basis von N'Dy auf dem Referenzelement in maiprogs eingegeben werden,
indem man die 54 Funktionen explizit eingibt. Was noch fehlt, ist die Zusam-
mensetzung der Splines fiir diesen Fall, denn jetzt kommen noch flichenorientierte
Freiheitsgrade hinzu. Von besonderem Interesse sind nun die Arbeiten von Dem-
kowicz et al [44, 45, 46, 47]. Hier werden allgemeine H(curl, ©2)-konforme Finite-
Element-R&aume mit lokal variabler und sogar richtungsvariabler Polynomordnung
vorgestellt, auch werden explizite Darstellungen moglicher Basisfunktionen ange-
geben. Es wird auch gezeigt, wie man aus dieser Konstruktion Nédélec-Elemente
erster und zweiter Art erhalten kann. Obwohl Stabilitéits- und Approximationsei-
genschaften dieser Finite-Element-Réume noch nicht vollstdndig untersucht sind,
stellen sie eine sehr interessante Verallgemeinerung der Nédélec-Elemente dar und
ihre Implementation sollte in Betracht gezogen werden.

p-hierarchischer Fehlerschdtzer Die Implementation des in Abschnitt 4.2 beschriebe-
nen p-hierarchischen Fehlerschétzers erfordert den Einbau der Nédélec-Elemente
zweiten Grades N'Dy(7). Siehe hierzu den letzten Punkt. Eine grobe Vereinfa-
chung fiir Hexaederelemente besteht darin, nur die Volumen-Terme ©) und die
Rand-Flichen-Terme 9*) zu berechnen. Dies haben wir getan, und in Beispiel 5
auf Seite 154 haben wir einen Vergleich zwischen den Fehlerschétzern durchgefiihrt.
Diese ,,Bubble“-Terme zu implementieren, stellt sich als einfach heraus, da man
hierzu keine Information iiber die Zusammensetzung der Freiheitsgrade von N D,
und R7; braucht. Die anderen, noch nicht programmierten Terme beinhalten
Funktionen, deren Tréger mehr als ein Element umfait. Dazu benétigt man, wie
schon erwihnt, eine vollstindige Implementation von N Dy (7).

Das Streuproblem Beim Streuproblem tun sich einige Unterschiede im Gegensatz zum
Eddy-Current-Problem auf. So ist erstens die Geometrie etwas anders, so dafl wir
es hier mit zwei Rédndern zu tun haben: der innere Rand, auf dem die Nullrandbe-
dingung E x n = 0 gilt, und der &ulere Rand, auf dem die Randintegraloperatoren
wirken. Desweiteren ist die Randvariable A nicht divergenzfrei, so daf§ wir hier
tatsidchlich mit Raviart-Thomas-Funktionen (statt mit vektoriellen Fléchenrota-
tionen von Hutfunktionen) arbeiten miissen. Diese Punkte stellen keine grofien
Probleme dar, denn das Arbeiten mit zwei unterschiedlichen Réandern erfordert
nur ein wenig Verwaltungsarbeit, und der Raum R7 ((kKC;,) wird analog zum schon
existierenden Raum 7NDy(K;) behandelt (die Transformationsroutinen, die Ga-
lerkinelemente oder Potentiale iiber Monomen in solche iiber ZAND-Funktionen
verwandeln, miissen nur leicht modifiziert werden). Weitere Modifikationen der be-
stehenden Routinen sind notig, da wir nun mit Randintegralen zum Helmholtzkern
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mit Wellenzahl ungleich Null arbeiten, so dafl die Galerkinelemente und Potentiale
echt komplexe Werte annehmen. Auflerdem tauchen in der Galerkinformulierung
zum Streuproblem skalare Flichenrotationen von 7AND-Elementen und Flichen-
divergenzen von R7-Elementen auf, die auch neu gegeniiber der Wirbelstromfor-
mulierung sind. Auflerdem ist noch zu erwéihnen, dafl zur Berechnung der Ener-
gienorm der Randvariable die TH™"/ ?(div,T")-Norm implementiert werden muf
(beim Wirbelstromproblem geniigte die TH™"/?(I")-Norm).

Die grofite Hiirde auf dem Weg zur Implementation des Streuproblems war al-
lerdings das Fehlen der Galerkinelemente und Potentiale (iitber Monome) fiir den
Helmholtzkern auf einer Oberfliche im R®. Diese trickreiche Programmierarbeit
(vgl. [70]) ist erst neuerdings vom Entwickler von maiprogs fertiggestellt worden,
so dafl nun der Implementierung des Streuproblems keine grundsétzlichen Hin-
dernisse mehr im Weg stehen. Wir machen allerdings darauf aufmerksam, dafl
sich aufgrund des Helmholtzkerns (der in der Praxis durch seine abgebrochene
Reihenentwicklung ersetzt wird) die Rechenzeiten gegeniiber denen fiir das Wir-
belstromproblem vervielfachen werden.

Schnelle Loser Wie bereits auf Seite 138 erwéhnt, 16sen wir das Gleichungssystem noch
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direkt mit dem Gauflschen Algorithmus, da das nicht-prakonditionierte GMRES-
Verfahren nur unzureichend funktioniert. Dies ist natiirlich duflerst ungiinstig
(beziiglich Losungszeit und Speicherplatz, sieche Tabelle 6.1 auf Seite 140), so
dal die Implementierung eines Multilevel-Verfahrens fiir N'D;(7;,) (siehe dazu
[55, 56]) hier eine vordringliche Aufgabe darstellt. Dabei enthélt das Softwarepa-
ket maiprogs schon diverse Prakonditionierer und Multilevel-Verfahren, nur pas-
sen die Verfahren fiir Kantenelemente aufgrund der darin enthaltenen Helmholtz-
Zerlegungen noch nicht in die Datenstruktur.
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A. Vektoridentitiaten

Als sehr niitzlich erweisen sich die Vektoridentitéiten aus dem folgenden

Lemma A.1. Seien ¢, ¢1, ¢y skalare und u,v vektorwertige Funktionen fir die die an-
gegebenen Ableitungen existieren. Es gelten die Identitdten

div(¢pu) = ¢divu + u - grad ¢, (A.1.1)

curl(¢u) = ¢(curlu) + grad ¢ x u, (A.1.2)

div(u x v) = v-curlu —u- curlv, (A.1.3)
curlluxv)=Du' -v—Dv' -u+udivv — vdivu, (A.1.4)

grad(u-v) = Dv'-u+Du' -v+uxcurlv+vxcurlu, (A.15)

curlcurlu = grad divu — Au, (A.1.6)

curlgrad ¢ =0, (A.1.7)

divcurlu = 0, (A.1.8)

div(grad ¢; x grad ¢2) = 0. (A.1.9)
Beweis. Siehe [53]. O

Auch benétigen wir ab und zu die folgenden Entwicklungssitze fiir das Kreuzprodukt:

Lemma A.2. Fira,b,c e C3 gilt

(axb)xc=(a-c)b—(b-c)a, (A.2.10)
x (bxc)=(a-c)b—(a-b)c, (A.2.11)
(axb)-(cxd)=(a-c)(b-d)—(a-d)(b-c). (A.2.12)
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B. Nédélec- und
Raviart-Thomas-Raume

Wir wollen hier einmal die Definitionen der in dieser Arbeit verwendeten Finite-Element-
Réaume fiir allgemeine Polynomgrade definieren. Auflerdem wollen wir noch einmal die
wichtigsten Eigenschaften dieser Rdume anfiihren.

Dafiir seien Py und Sy die bekannten Rdume der Polynome bzw. stiickweisen Polynome
vom Grad k. AuBlerdem sei P{ der Raum der homogenen Polynome.

B.1. Nédélec Raume fiir H(curl, () in drei
Dimensionen

auf Tetraedern:

Auf dem durch (3.1.1) gegebenen Referenzelement 7', definiere

)
ings

ND(T) = (Pra(T))* & {p € (PYUT))’, p(X) - X =0 VX €

Die Dimension von N'Dy(T) ist sk(k+2)(k + 3).

Die Freiheitsgrade definieren sich wie folgt:
1. [u-tgds Vg€ Py_y, e Kante von T,
2. [(uxn)-qdS; Vq € (Ps_y)%, F Seite von T,
F

3. Ju-qdx Vq € (Py_3)*.
T

auf Hexaedern (Spaten):

Auf dem durch (3.1.6) gegebenen Referenzelement T, definiere

NDk(T\) = ]qu,k,k(f) X ]Pk,kq,k(f) X ]Pk,k,kq(f)-
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B. Nédélec- und Raviart-Thomas-Raume

Die Dimension von N'D,(T) ist 3k(k + 1)2.

Die Freiheitsgrade definieren sich wie folgt:

1. fu-tgds Vg€ Pj_y, e Kante von T,
2. [(uxn)-qdS Vq € Py_g_1 X Py_1 49, F Seite von f,
F

3. fU- qdx Vq € Py o2 X Prop1p-2 X Pr_oror1=RTi1.
T

B.2. Raviart-Thomas-Raume fiir H(div, () in zwei oder
drei Dimensionen

auf Dreiecken bzw. Tetraedern:

Auf dem durch (3.1.1) gegebenen Referenzelement T, definiere (n=2,3)

RTW(T) = (Pr_o(T))" @ xP)_, (T)
= (Pri(T))" @ {p € (PUT))", p(X) x x =0 V% € T}.

- k(k+ 2 —9
Die Dimension von R7(T) ist { (k+2), n

ek +1)(k+3), n=3

Die Freiheitsgrade definieren sich wie folgt:

1. f[u-nqdS Vqe€ (Py_1)"', F Seite von T,
F

2. [u-qdx Vq e (Py_o)"
T

auf Vierecken bzw. Hexaedern (Parallelogrammen bzw. Spaten):

Auf dem dem durch (3.1.6) gegebenen Referenzelement T, definiere (n=2,3)

~ Prr1 X Pr_ix, =2
RTk(T) ::{ kk—1 k—1,k n

Prr—1p—1 X Proipp—1 X Proip—ipy n=3

2k(k+1), n=2
3k2(k+1), n=3

Die Freiheitsgrade definieren sich wie folgt:

Die Dimension von RT,(T) ist {
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B.3. Eigenschaften
1. f[u-nqgdS Vqe (Py_1)"!, F Seite von T,
F

2. [u-qdx Vq € NDjy_;.
T

B.3. Eigenschaften

Wir haben oben den Raum der Nédélec-Elemente nur fiir den drei-dimensionalen Fall
definiert. Der Vollstédndigkeit halber (und um im folgenden moglichst allgemein bleiben
zu konnen) definieren wir hier: Fiir n = 2 ist N'Dy(7},) die Drehung von R7 (7;,) um

/2, d.h.
(ul,u2) < NDI{)(,]-’:L) <~ (UQ, —Ul) € RT}C(%)

Es gelten nun folgende Inklusionen:

o (S-1(Tn))" C RTi(Th), NDi(Ty) C (Si(Tn))",
o N(div) "RTW(T:) € (Se_r(T)",

o N(curl) "NNDy(Tp) C (Sie_1(Th))",

o divu, € Sp_1(T) Vu, € RT1(Th),

o curluy, € (S;_1(7p))" Yu, € NDi(Tp,).

Seien ITVP* bzw. TI”7* die Interpolationsoperatoren von H(curl,Q) bzw. H(div, )
in die entsprechenden diskreten Approximationsraume bzgl. den Freiheitsgraden. Dann

kommutiert das folgende Diagramm:

H(curl, Q) 2L H(div,Q)/C
HNDk(Th)J( lHRTk

ND, 2L RT,/C
In anderen Worten:
curl IVPru = IT*% curlu  Vu € H(curl, Q).

Die Kerne der Differentialoperatoren bleiben erhalten, d.h.

o divu=0= divII®**u=0 Yue H(div,),

e curlu = 0= curl I"?*u =0 VYu € H(curl, Q).
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Entsprechend den Eigenschaften der kontinuierlichen Raume gilt auch fiir die diskreten
Réume der folgende

Satz B.3.1. Sei Q) einfach zusammenhdngend. Dann gilt
b E € NDIC(ZL)? Curlé =0+ E = grad¢a ¢ € Sk(,];l);

Sk(%)a n=2,

e uc R7,(74), divu=0<= u=curlg, £ €
{Th) &6 {NDM%% n=3.

Dies kann man auch folgendermafien mit dem De-Rham-Diagramm ausdriicken:

div

So(Th) 5 Su(Th) B2% ND(T) =5 RTWT) <5 S (Tr) > {0}

Dabei ist der Bildraum eines Differentialoperators stets der Kern des darauffolgenden
Differentialoperators. Dieses Diagramm ist das diskrete Pendant zum stetigen De-Rham-
Diagramm

So(9) 14 HY(Q) 2% H(curl, Q) <L H(div, Q) 2% 12(Q) 2 {0},

Es gelten die Approximationseigenschaften:

Hu _ HND’“UHLQ(K) < chk|u|(Hk+1(K))37

|curl(u — ITVD W)L, r) < chFul ey,

lu — T, 0) < b e oreys,

Idiv(u — T w) ||y r) < chMu]aer aeyyo.

Die Abbildungen
Yot RT(T) — Q2 1(Kh), wi u -,
X . (3) (2)
e v ND(T) - RT,”(Ki),u—~uxn

sind stetig und surjektiv.
Auflerdem iibertragen sich die Freiheitsgrade, d.h.

(3) (
%XHNDICS u = I*%7 u Vu € H(curl, Q).
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B.4. Basisfunktionen von N'Dy
B.4. Basisfunktionen von N'D,

Wir wollen die Basisfunktionen von A/ Dg(’f) auf dem in (3.1.6) definierten hexaedrischen
Referenzelement T' = [—1,1]? entsprechend den in Abschnitt B.1 aufgefiihrten Freiheits-
graden berechnen. Dazu berechnen wir die Koeffizienten ¢; (j =1,...,54) zur Monom-
basis {p1, ..., Ps4} von ./\/'Dg(f) = ]PLZ,Q(J/:) X ]Pg’m(f) X ]Pm,l(f). Die Basisfunktionen
p; sind am Ende dieses Abschnittes aufgefiihrt. Zur Berechnung der Koeffizienten stellen
wir die Matrix NV auf, die folgendes Aussehen hat:

.....

und k£ = 1,2. Es sind e, die Kanten des Referenzelements und t, die entsprechenden
Tangentenvektoren. Weiter ist {qi, g2} mit ¢i1(z) = 1, g2(x) = x eine Basis von Py(é),
ée=[-1,1].

,,,,,

1,...,6 und £ = 1,...,4. Es sind F; die Seitenflichen des Referenzelements und n,
die entsprechenden Normalenvektoren. Weiter ist {qi,...,qs} mit qi(z,y) = (1,0)T,

@(2,y) = (4,0)T, as(z,y) = (0,1)7, qu(w,y) = (0,2)T eine Basis von Py, (F) x Py o(F),
F=[-1,1]2

Die letzten 6 Zeilen von N haben die Form ([7p; - qidx)j—1,. 51, wobei {qi, ..., qe}

mit Ch(%ya Z) = (17070)T7 Q2(x7y7z> = ('TJ 070)T7 q3(x7y7 Z) - (07170)T7 Cl4($ay7/z\) =
(07:%0)'['7 q5($ay7z) - (07071)T7 QS(%?/a Z) = (OvOa Z)T eine Basis von IPl,O,[)(T‘) X

o~

]1:)07170(T) X ]P070,1(T) ist.

Zum Schluf definiert man 54 rechte Seiten 1, = (6;,.)j=1,.54 (r =1,...,54) und 16st die
Systeme Nc, = 1,.. Man erhilt so die Koeffizientenvektoren c, der Basisfunktionen b, zu

.....

der Monombasis {p;}. Wir geben hier die so errechneten Basisfunktionen an, allerdings
nicht in der Zahlung b, (r = 1,...,54), sondern in der etwas iibersichtlicheren Form
b{ bi b pi) b p L p® e b b,

b(el)_i _|_i _|_i _i _|_1 _i _i _i _|_3
1= 32po 16132 16p3 32P6 8P7 32138 16P12 161)13 3213167
b(el)—i _|_i _|_i _g _|_§ _3 _2 _3 _|_§

2 = 32P1 16104 16p5 32P9 8P10 321311 161)14 161)15 32P17:

ped L1103 13 3 3 9

1 = 32Po 16132 16133 32136 8137 32138 161312 161)13 32p167
pe 3.3 03 9 3 9 9 9

2 = 32P1 16p4 16135 32p9 8P10 32P11 16P14 161)15 32p17,
b(e?’) B 1 n 1 1 3 1 3 n 3 3 n 9

1 = 32Po 16132 16P3 32136 8137 32P8 161312 161313 32P16,
peo 3.3 3 9 3 9 9 9 2

2 = 32P1 16134 16135 32139 81310 321311 16p14 161315 321317,
b(54) B 1 1 1 3 . 1 3 N 3 . 3 N 9

1 = 32P0 16102 161)3 32136 8107 32P8 16P12 16P13 321016,
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B. Nédélec- und Raviart-Thomas-Raume

b(€4) _

(ea) _
b =

by =

bgefs) —

b(€6) _

5 =

b{) =

b(€7) _

5 =

b =
b{) =

b{®) =

bgeg) —

bg_elO) _

bgew) —

b(ell) _

1 =
bgell) —

b§€12) —

béem) _

F
b{") =

bgFl) _

by =

b{ =

F
b§ 2) _
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303 3 9 .3 9 0 9
32Pl 16P4 16p5 32p9 8p10 32pll 161314 16?15 32p17,
1113 1o 3 3 3 9
321318 16p19 161321 321322 8p24 321326 161328 161330 32p33,
3 03 .3 9 3 0 9 9
32P20 161)23 16p25 32P27 8p29 32p31 16P32 16P34 32P35>
i1l 3 1 3 3 3 0
32].318 161319 161)21 321322 8P24 32P26 161328 16p30 32P337
3 03 .3 90 3 9 9 9 0
321320 16P23 16p25 321327 8P29 321331 161332 161334 32P357
1 N 1 1 3 1 3 N 3 3 n 9
32P18 16p19 16p21 32P22 8P24 32p26 16P28 16P30 32P33>
3 .03 3 9 3 9 9 9 0
321320 16p23 16p25 321327 8P29 32p31 16p32 161)34 32P35,
i1l 3 1 3 3 3 0
32Pls; 161319 161)21 32P22 8p24 32P26 16p28 16P30 32p35,
3 03 3 9 3 9 9 9 2
321320 16p23 16P25 32p27 8P29 32p31 161332 161334 32P357
i1l 3 1 3 3 3 0
32P36 161)37 161)38 321040 8p41 321043 161045 16})47 32P5o,
3 .3 .3 9 3 0 9 9
321339 161342 161344 32P46 8P48 32P49 161351 16].352 32P537
Ll o1 1. 3. 1 3 3 3 90
321336 161337 16P38 321340 8P41 32P43 161345 161047 3213507
3 3 n 3 9 3 9 9 " 9 _|_27
32P39 161)42 161)44 32P46 8P48 32p49 161)51 16P52 32P53>
i1 1.3 1. 3 3 3 0
32P36 16P37 16p38 321340 8P41 32p43 16p45 16p47 32P50,
3 03 3 9 3 9 9 9
32P39 161)42 16944 32p46 8p48 32P49 16[)51 16p52 32P53>
i1 1.3 1 3 3 3 0
321336 161)37 161338 32p40 8p41 32p43 161345 161347 32P507
3.3 3 9 8 0 9 9
32P39 16P42 16P44 321346 8P48 32I)49 16p51 16P52 3213537
3.3 .3 9 3 9

32P36 161338 321340 32P43 161345 3213507

9 9 9 2 9 2T

321339 161)44 32p46 321349 161351 3213537

3 + 3 9 3 3 n 9

32P0 16P2 32P6 32p8 16P13 321)16,

9 9 2 9 9 07

32P1 16p4 32P9 32I)11 161)15 32P17,

3,3 3 0 3 9

32p36 161)38 32P40 32p43 16p45 32p50,
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9 9 9. a9
2 = 32P39 161)44 32p46 32P49 161351 32P53>
3 3
bgFZ) = zPo— 7=P2 — gp6 - iI)S + ipm + 3p167
32 16 32 32 16 32
9 9 2 2
bin) = —=P1— 7=P4— —7P9 — gpn + gpw + —7P17>
32 16 32 32 16 32
. 3 3 3 3 9
b(Fd) _ 2 i _ _ = _ = -
1 32P36 + 161337 321340 321343 16].347 + 32I)507
9 9 27 9 9 27
NG 7 _ 2t _ -7 -
2 32P39 + 161342 32p46 321349 161352 + 32p53,
, 3 3 9 3 3 9
b(Fs) __2 2 7 2 2 7
3 32P18 16P19 + 39 P22 + 32P26 + 16P30 32P33,
9 9 27 9 9 27
b(Fa) __ 7 2 =r e -~ _ =
4 32P20 16p23 + 39 P27 + 32I)31 + 16P34 32P35,
3 3 9 3 3 9
plfs) — 2 _ 2 _ 2 _ = el =
1 321)36 16p37 32P40 32p43 + 16P47 + 32P50>
9 9 2 2
bgﬂ) = zP39 — —=P42 — —71346 - gpz;g + gpm + —7P537
32 16 32 32 16 32
£y 3 3 9 3 3 9
b:(z, ) — —3—2P18 + Epw + @pﬂ + 3—21326 — Epso — 3—2P337
9 9 27 9 9 27
b(F4) - _ 7 7 =7 e _ _ =
4 321320 + 161323 + 32P27 + 321331 16P34 32P35>
3 3 3 9 3 9
NG 2 _ 2 _ _ = i
1 32P18 + 161321 321022 321326 161328 + 32p33,
9 9 2
bng) = -=P20 + P25 — 3P27 - —7P31 - gP32 + §P357
32 16 32 32 16 32
33 3 9 3 9
3 = 32Po 16133 32p6 32138 161012 3213167
T I N R O TR
4 = 32Pl 16P5 32p9 32I)11 161314 32p17,
3 3 3 3 9
plfe) — 2 _ 2 _ 2 _Z el =
1 32P18 16p21 321322 321326 + 161328 + 32P337
9 9 2 2
béFG) = -zP20 — 7=P25 — gpw - —7p31 + gI):«:z + —7P35,
32 16 32 32 16 32
w303 3 9 39
3 = 32].30 16133 32P6 32138 161312 321316,
yr_ 9 9 9 a9
4 = 32131 16135 32P9 321311 16p14 32P177
9 9 9 9
b(T) — T T, 2 =
1 32PO 32106 32P8 + 321)16»
27 27 27 27
bgT) = 3—2P1 - ﬁpg - 3—2P11 + @pm
9 9 9 9
p 9 9 9. 9
3 32Plg 39 P22 321326 + 32p337
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27 27 27

27

N L L 1
4 32P20 32P27 321331 + 32P35,
9 9 9
b(T) _ 7 _ _ = -
5 321336 32P40 32P43 + 32p50,
p = 20 A2
6 321339 321346 32P49 32p53
mit
1 T Y z
Po = 0 5 P1 = 0 5 P2 = 0 ) P3 = 0 5
0 0 0 0
xy Tz y? Yz 22
ps=1| 0], ps=10], pe=1|0 |, pr=1| 0|, ps=1|0
0 0 0 0 0
xy? Yz 22 vz Yz
p=|01], pPo={01], pu={01], pP2=|0], ps=|20
0 0 0 0 0
xy’z ry> Y222 ry?2?
P14 = 0 , P15 = 0 Pic = 0 |, pir= 0 ,
0 0 0 0
0 0 0 0
pis=1[1], Po=|z], Po=1[vy], pa=|z2],
0 0 0 0
0 0 0 0
P22 = z? ) Pa3s= |2y |, P2sa = | 2 |, P2s = | ¥z |, P26 = 22
0 0 0 0 0
0 0 0 0
P27 = 11329 y P2 = %z y P2o= | TYz |, P3o= x2? ) P31 = | Yz
0 0 0 0 0
0 0 0
P32 = xzyz , P33 = x22? P34 = xyz2 , P35 = x2y22 )
0 0 0 0
0 0 0 0
P36 = 0 5 P3r = 0 5 P3s = 0 ) P39 = 0 5
1 T Y Z
0 0 0 0 0
Pwo=101, Pu=|0], Pe=|0], ps=|0], pu= 1|0
x? Ty xz 1> Yz
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