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Zusammenfassung

Diese Arbeit ist eine Erweiterung der Finite-Element-Ausgleichsformulierungsmethode
fiir lineare parabolische Anfangs-Randwertprobleme aus den Arbeiten [33, 34] auf semi-
lineare parabolische Probleme. Die Grundidee dieser Methode ist die Minimierung eines
Least-Squares-Funktionals (LSF) fiir ein System erster Ordnung in diskreten Réaumen.
Es sind also Ausgleichsprobleme, die mit Finite-Element-Methoden gelést werden. In
dieser Dissertation werden wir ein Einschrittverfahren zur Zeit-Diskretisierung von se-
milinearen parabolischen Problemen herleiten und analysieren. Einer der wichtigsten
Vorteile dieses Ansatzes ist, dafl das LSF als ein a-posteriori Fehlerschitzer benutzt
werden kann. Wir werden dann in dieser Arbeit (bzgl. der Zeitvariablen) stiickwei-
se lineare (nicht notwendig stetige) Funktionen fiir die Approximation des Flusses mit
(bzgl. der Zeitvariablen) stiickweise linearen stetigen Funktionen fiir die Approximation
der skalaren Unbekannte kombinieren.

Stichworte: a-posteriori Fehlerschéitzer, adaptive Zeitschritt-Kontrolle, semilineare pa-
rabolische Probleme

Abstract

This thesis generalizes the least-squares Galerkin methods for linear parabolic initial-
boundary value problems of the papers [33, 34] to semilinear parabolic problems. These
methods are based on the minimization of a least-squares functional for an equivalent
first-order system over space and time with respect to suitable discrete spaces. This the-
sis will present the derivation and analysis of one-step methods for semi-discretization
in time from least-squares principles for semilinear parabolic problems. One of the most
important features of the least-squares methodology is the built-in a posteriori estima-
te for the approximation error. For the presentation here, we focus our attention on
the specific combination of piecewise linear, not necessarily continuous, functions with
continuous piecewise linears for the flux and scalar variable, respectively.

Keywords: a posteriori error estimators, adaptive timestep control, semilinear para-
bolic problems
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Kapitel 0

Einleitung

Viele Vorgénge in der Natur werden mittels Differentialgleichungen modelliert. Da-
rum sind viele Modelle im Bereich der Biologie, Chemie, Mechanik, Medizin und
Physik durch parabolische Gleichungen beschrieben. Einige dieser Modelle werden
durch lineare Differentialgleichungen représentiert. Die meisten der Modelle werden
jedoch mittels Gleichungen nichtlinearer Natur beschrieben. In der Mathematik ist das
Interesse an der Analyse der Eigenschaften dieser Modelle stark gestiegen, die Exi-
stenz, Eindeutigkeit und Regularitét ihrer Losung beinhaltet (vgl. z.B. [3, 4, 45, 50]).
Auch wenn die Theorie der Differentialgleichungen eine eindeutige Losung eines Modells
garantiert, so lafit sich diese im Allgemeinen nicht geschlossen angeben. In der nume-
rischen Mathematik entwickelt man deshalb Algorithmen, welche die Losungen solcher
Differentialgleichungen approximieren. Das Hauptproblem dabei ist, dafl sehr wenig
iiber die exakte Losung bekannt ist. Dabei ist Adaptivitdt wegen der Beschréinktheit
der Computer-Ressourcen sehr gefragt. Um adaptive Algorithmen entwickeln zu kénnen
und um die Genauigkeit zu erhthen, benotigt man a-posteriori Fehlerschétzer, welche
die Qualitdat berechneter numerischer Approximationen beurteilen.

Es erweist sich als notwendig bei der Behandlung parabolischer Differentialgleichungen,
sowohl in der Theorie, als auch in der Praxis, die Zeitkomponente unterschiedlich von
der Ortskomponente zu behandeln. In der numerischen Analysis der parabolischen
Differentialgleichungen unterscheidet man zwischen zwei verschiedenen Methoden zur
Approximation der Losung:

e Finerseits hat man die Moglichkeit zuerst im Ort zu diskretisieren. Damit erhélt
man ein System von gewohnlichen Differentialgleichungen, das sehr effizient gelost
werden kann. Diese Vorgehensweise ist als Linienmethode bekannt (vgl. z.B. [46]).

e Andererseits kann man zuerst bzgl. der Zeit diskretisieren. Man wéhlt ein Gitter
bestehend aus endlich vielen Zeitpunkten A = {0,¢1,...,ty} C [0,7]. An jedem
Zeitpunkt ist ausgehend von den Approximationen der letzten Zeitschritte eine
bestimmte elliptische Differentialgleichung zu 16sen. Dieses Verfahren ist als Rothe-
Methode bekannt.

In dieser Arbeit betrachten wir nur die zweite Methode, die sich fiir unsere Zwecke als
praktisch erwiesen hat (vgl. [32]). Die Rothe-Methode hat unter anderem die folgende
Eigenschaft: Man formuliert die parabolische Differentialgleichung als ein abstraktes
Cauchy-Problem in einem Hilbertraum H, also etwa

op+ F(t,p) =0, p(0)=F, 0<t<T, (1)
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wobei p(t) € H, fiir 0 < ¢t < T. Die Gleichung (1) hat formal die Form einer gewohn-
lichen Differentialgleichung. Es stellt sich tatsédchlich heraus, daf sich viele Ergebnisse
aus dem Bereich der Systeme gewohnlicher Differentialgleichungen auch auf (1) verall-
gemeinern lassen. Der Grund dafiir ist, daf} diese Ergebnisse aus der Vollstindigkeit
von R" folgen. Diese sehr praktische Vorgehensweise wird in vielen Werken benutzt
(vgl. fiir den linearen Fall z.B. [9, 10] und fir den nichtlinearen Fall [37]). Es stellt
sich heraus, dafl es wenig Sinn macht, alle Zeitpunkte am Anfang festzulegen, weil
man a priori nicht weifl, wie grofl diese sinnvoll gewéhlt werden sollten. Damit man
einerseits nicht unnotigen Aufwand betreiben mufl und andererseits moglichst gute
Approximationen berechnen kann, ist der Einsatz von a-posteriori Fehlerschétzern in
der Zeit unentbehrlich. Die Effizienz eines Fehlerschétzers soll den betriebenen Aufwand
optimieren, wahrend seine Zuverlassigkeit die Berechnung einer akzeptablen Approxi-
mation der Losung garantiert (vgl. [9, 31]). Mit Hilfe eines a-posteriori Fehlerschitzers
ist es also moglich, optimale Zeitschrittweiten zur Approximation von parabolischen
Differentialgleichungen zu wéhlen. Auf der anderen Seite ist es klar, da} die optima-
len Zeitschrittweiten wertlos sind, solange wir keinen Algorithmus haben, der in jedem
Zeitschritt moglichst gut die anstehende elliptische Differentialgleichung 16st. Bei der
Entwicklung dieses Algorithmus kann die numerische Methode praktisch vergessen, wo-
her das elliptische Problem kommt, und in jedem Zeitschritt nur die zugrundeliegen-
de elliptische Differentialgleichung numerisch 16sen. In diesem Zusammenhang hat die
Finite-Elemente-Methode (FEM) in jiingster Zeit sehr viel an Popularitét gewonnen
(vgl. [11, 12]).

Die FEM basiert auf der Idee, abstrakte (unendlichdimensionale) R&ume durch
(endlichdimensionale) FE-Rdume zu ersetzen, um eine numerische Approximation der
Losung der elliptischen Differentialgleichung zu berechnen.

Bei der FEM ist Adaptivitét in einfacher Weise zu erreichen: Es geniigt ndmlich einen
a-posteriori Fehlerschiatzer im Ort zu konstruieren, der auf einzelnen Elementen der
Zerlegung auswertbar ist. Hiermit kann man entscheiden, wie man eine Triangulierung
verfeinern soll, um eine bessere Approximation der elliptischen Differentialgleichungen
in jedem Zeitschritt zu bekommen (fiir Standard-Elemente vgl. [48]). Wir verdeutlichen
dies anhand der linearen elliptischen Differentialgleichung:

p—Ap+ f=0, (2)

Dies ist eine typische lineare elliptische Differentialgleichung, die (in etwa) in jedem
Zeitschritt einer linearen Wirmeleitungsgleichung (vgl. Kapitel 2) gelost werden mufl.
Ist man dabei nur an einer Approximation von p interessiert, so geht man wie in [9,
18] vor und damit 148t sich p sehr effizient approximieren. Es sind fiir diese Art von
Problemen sehr viele Arbeiten erschienen, die sogar in einigen nichtlinearen Féllen sehr
effiziente Fehlerschitzer in der Zeit und im Ort anbieten (vgl. z.B. [18, 19, 20, 21, 22]).
Fiir viele Modellierungen hat jedoch die vektorwertige Funktion u = —Vp eine physika-
lische Interpretation und ihre Approximation ist genauso wichtig wie die Approximation
an p. In der Warmeleitungsgleichung bezeichnet u den Warmefluf3.

Das Ziel dieser Arbeit ist die Entwicklung einer adaptiven Methode zur Approximation
der parabolischen Differentialgleichung - bekannt als Richardsgleichung - aus dem Ge-
biet der Bodenmechanik

9:0(p) — div (K(0(p))Vp) =0, p(0) = F. (3)
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Ferner ist u = —K(0(p))Vp zu approximieren. Es empfiehlt sich dann, statt Gleichung
(3) das parabolische System

0:0(p) + divu =0,
ut K(O(p)Vp =0, @)
p(0) = Fy

numerisch zu 16sen (fiir die genaue Herleitung der Gleichungen und die Bedeutung der
Variablen vgl. Abschnitt 4.1). Es gibt viele Arbeiten, die sich sowohl mit der Existenz,
Eindeutigkeit und Regularitéit der Losung des Systems (4), als auch mit der Approxi-
mation dieser Losung beschéftigen (vgl. z.B. [3, 52| und [44, 43]). Dabei steht man
immer vor dem Problem, die Zeitschritte optimal zu wéhlen.

Es gibt zwei verschiedene Wege das System (4) numerisch zu approximieren:

e Man konnte einerseits (4) durch die gemischte Methode von Raviart und Thomas
(vgl. [40, 24]) approximieren.

e Auf der anderen Seite kommt die Least-Squares-Methode (LSM) zur Approxi-
mation von (4) in Frage, die auf der Minimierung eines Ausgleichsfunktionals in
FE-Raumen beruht (vgl. [8]).

Wir gehen in dieser Arbeit den zweiten Weg, da die erste Methode einige Nachteile be-
sitzt. So beno6tigt man fiir die Variationsfomulierung die sogenannte inf-sup-Bedingung
(vgl. z.B. [11, Section I11.4]), welche die Wahl der Ansatzréume zur Approximation der
Losung einschréankt. Weiter werden die zu 16senden LGS indefinit. Fiir diese Probleme
kommen also einfache iterative Verfahren - wie das CG-Verfahren - nicht in Frage (vgl.
[11, Section IV.5]). Im Gegensatz dazu benétigt die LSM keine inf-sup-Bedingung und
die anstehenden LGS sind positiv definit, so dal der Einsatz von Multilevel-Verfahren
den optimalen Aufwand von O(N},) liefert, wobei N}, die Anzahl der Unbekannten aus
dem entsprechenden LGS bezeichnet. In [29, 44, 43] wird das System (4) durch die
LSM approximiert, wobei das Least-Squares-Funktional (LSF) als ein Fehlerschétzer
(im Ort) benutzt wird. Diese Vorgehensweise hat die Vorteile,

e dafl man keine Zusatzbedingungen wie die Saturierungsbedingung (wie z.B. beim
hierarchischen Fehlerschétzer) benotigt und

e keinen Aufwand zur Berechnung des Fehlerschétzers braucht, da man das LSF
sowieso berechnen musf.

Aus einer ganz anderen Perspektive wird die LSM in [33, 34] behandelt. Dort wurde
eine Methode zur Approximation von (2) vorgestellt, die den LS-Ansatz dazu benutzt,
ein LSF zu definieren, das als Fehlerschétzer in der Zeit benutzt wird. Diese Methode
wird LS-Formulierung in der Zeit genannt.

Die wesentlichen Ergebnisse der vorliegenden Arbeit lassen sich wie folgt darstellen:
Die in [33, 34] beschriebene LS-Formulierung in der Zeit wird auf semilineare parabo-
lische Gleichungen der Form

Op+ divu+ f(p)=0
u+Vp=20
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verallgemeinert. Die wesentliche Modifikation besteht hierbei in der Abhéngigkeit der
rechten Seite f von p.

Ersetzt man (u,p) durch die bzgl. der Zeit diskrete Funktion (u.,p.) (z.B. stiickweise
linear bzgl. einer Zerlegung A des Intervalls [0, T]), so ist das zugehorige Least-Squares-
Funktional F(u,,p,) immer noch nichtlinear von p, abhéngig. Diese Tatsache verhin-
dert, dafl man F(u,,p,) durch eine geeignete Quadraturformel wie in [33] darstellen
kann. Damit ist es im semilinearen Fall sehr viel aufwendiger, Konvergenz der LSM zu
zeigen.

Fiir den allgemeinen semilinearen Fall (f nicht autonom) wird ein Konvergenzresultat
bewiesen, das auf einigen Annahmen, wie der Aquivalenz von F(u., p,;) mit dem Fehler
beruht (vgl. Satz 3.5). Ist andererseits f autonom, so 148t sich das Konvergenzresultat
ohne diese Annahmen beweisen (vgl. Satz 3.7). Die Grundidee der Beweise von Satz
3.5 bzw. Satz 3.7 148t sich auch in [37] finden.

Die genannten Beweise werden in drei Schritten durchgefiihrt (hier fiir die Konvergenz-
ordnung 2 und gleichbleibende Schrittweite 7):

1. Man schitzt den Defekt durch C'73 ab.

n—1
2. Man schitzt den gesamten Fehler ||e,|| im n-ten Schritt durch C(72+7 > |len]])
j=1
ab. Dazu ist die lokale Lipschitzstetigkeit der rechten Seite f notwendig.
3. Das Lemma von Gronwall (Lemma 3.4) liefert das endgiiltige Resultat.

Im linearen Fall kann die Konvergenzordnung 3 gezeigt werden (vgl. Bemerkung
2.9.(a)), im semilinearen Fall ist dagegen nur die Konvergenzordnung 2 zu erreichen.
Es ist also eine Ordnungsreduktion in Vergleich zum linearen Fall zu beobachten. Nu-
merische Experimente bestétigen das Konvergenzresultat.

Danach wird die genannte LS-Formulierung auf das System (4) erweitert und einige
numerische Experimente durchgefiihrt.

Es ist zu erwéihnen, daf die neue Methode, angewandt auf (4), eine Konvergenzordnung
(welche analytisch nicht bewiesen wird) in der Zeit besitzt. Die genannten Resultate
werden in der Arbeit wie folgt dargestellt:

Im Kapitel 1 werden einige Grundlagen aus der Losung- und Approximationstheorie
der partiellen Differentialgleichungen wiederholt. Dabei beschéftigen wir uns mit der
Variationsformulierung und Diskretisierung. Danach werden wir als Beispiele das dis-
kontinuierliche Galerkin-Verfahren und die Runge-Kutta-Methode vorstellen.

In Kapitel 2 werden die LS-Formulierung in der Zeit fiir den linearen Fall wiederholt,
sowie einige numerische Simulationen durchgefiihrt. In Kapitel 3 wird dieser Ansatz auf
den semilinearen Fall erweitert und die B-Stabilitit sowie eine Konvergenzaussage ge-
zeigt. An dieser Konvergenzaussage ist bereits zu erkennen, dafl eine Ordnungsreduktion
zum linearen Fall stattfindet. Anschliefend bestétigen numerische Berechnungen die
analytischen Beweise. Im vierten und letzten Kapitel werden zunéchst die Gleichungen
aus der Bodenmechanik hergeleitet. Danach wird die LS-Formulierung in der Zeit auch
auf diese Gleichungen verallgemeinert. Numerische Experimente runden das Kapitel
ab.



Kapitel 1

Approximationstheorie
parabolischer
Differentialgleichungen

Die numerische Losung der parabolischen Differentialgleichungen 148t sich in mehrere
Teilprobleme untergliedern: Die Variationsformulierung und Diskretisierung in der Zeit
(kurz Zeitdiskretisierung genannt) sowie die Variationsformulierung und Diskretisierung
der elliptischen Teilprobleme (kurz Ortsdiskretisierung genannt).

In diesem Kapitel werden wir die Variationsformulierung und Diskretisierung der
parabolischen Differentialgleichungen herleiten. Wir werden zunichst die Diskre-
tisierung abstrakt einfithren, sie aber anhand eines Beispiels (Diskontinuierliches
Galerkin-Verfahren) verdeutlichen. AnschlieBend folgt die Ubertragung der Runge-
Kutta-Methode auf parabolische Differentialgleichungen durch die Formulierung des
Problems als abstraktes Cauchy-Problem.

Es sei © C R? ein beschriinktes, mit Polygonziigen berandetes Gebiet, T > 0 und
[, Po € L*(Q). AuBerdem sei fiir z €

2

Az, 0) = ag(x) = > di(ai(x)0;) (1.1)

i=1

ein Differentialoperator der Ordnung 2, wobei a;(x) > a > 0,7 = 1,2 und ag(x) > 0 in
Q.

1.1 Elliptische Differentialgleichungen

1.1.1 Variationsformulierung

Gegeben sei die elliptische Differentialgleichung

Az, 0)p = f, (1.2)

wobei p‘aﬂ = 0 und A(z, ) der Operator aus (1.1).
Ist p eine starke Losung des Problems (1.2), d.h. gilt p € Hj(2) N H*(Q) und p erfiillt
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(1.2), so gilt fiir alle ¢ € C§°(£2) nach dem Gauflschen Satz:

2

(Ap, p)oa = (aop, ¥)oa — Z ’Q

=1
2

ao]% OQ + Z a; 1]7,
=1

Satz 1.1 Es sei fiir p,q € H}(Q2)

2
a(pa q) = (a0p7 q)O,Q + Z (aiaipv 8iq)07Q )

=1

wobei a die aus dem Operator A(x,0) (vgl. (1.1)) durch den GauBschen Satz ge-
wonnene Bilinearform ist. Gilt a; € L>®(Q2), i = 0,1,2, so ist a eine stetige, H}(Q)-
elliptische, symmetrische Bilinearform.

Beweis:

Vgl. z.B. [11, Section I1.2].

|
Wir schwéchen die Forderung nach einer starken Losung mit der folgenden Variations-
formulierung ab: Gesucht ist p € Hj () mit

a(p,q) = (f; 9o V q € Hy(). (1.3)

Diese Lésung nennen wir schwache Lisung von (1.2). Fiir p € H*(Q2) sind die beiden
Aussagen: ,,p ist eine starke Losung“ und ,,p ist eine schwache Losung® natiirlich d4qui-
valent. Der Satz von Lax-Milgram (vgl. [12, (2.7.7) Theorem]) garantiert die Existenz
und Eindeutigkeit schwacher Losungen. Es gibt schwache Losungen p € H} (), die
keine starken Losungen sind.

1.1.2 Diskretisierung

Der Satz von Lax-Milgram garantiert nicht nur die Existenz und Eindeutigkeit der
schwachen Losung, er liefert auch die Grundidee fiir die Diskretisierung. Setzt man
nimlich H = Q,, wobei @, C H(2) ein endlichdimensionaler Unterraum von H}(£2)

ist, so ist (), wieder ein Hilbertraum und a’Q 0 ist stetig, symmetrisch und Q-
h h

elliptisch, so dafl die Variationsformulierung:
Finde p, € Qp, mit

a(pns qn) = (fqn)oq YV oqn € Qp (1.4)

eine eindeutige Losung besitzt, welche Galerkin-Approzimation heifit.
Der folgende Satz macht iiber die Qualitdt der berechneten Galerkin-Approximation
eine wichtige Aussage.
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Satz 1.2 (Céa - Lemma) Die symmetrische Bilinearform a(-,-) sei stetig und H-
elliptisch (mit den Konstanten Cy und C,). Dann gilt fiir die Losungen p und pj, des
Variationsproblems (1.3) in H bzw. (1.4) in Q, C H:

O\ /2
— <= inf ||p— :
o=l < (&) it o=l

e

Beweis:
Vgl. z.B. [12, (2.8.1) Theorem].

|
Das Céa - Lemma zeigt, dafi p, quasi-optimal bzgl. der Minimierung des Fehlers ||p —
pnll# ist, d.h. dieser Ausdruck wird bis auf eine Konstante minimiert. Die Genauigkeit
der Galerkin-Né&herung hangt also nach dem Céa - Lemma davon ab, wie gut die Losung
p € H im Funktionenraum (), approximiert werden kann.

1.2 Parabolische Differentialgleichungen

Gegeben sei die folgende parabolische Differentialgleichung;:

op(t,x) + Az, 0)p(t,x) = f(t,x), (t,x) € (0,T] x Q,
Pt ) [p =0 v te(0,T) (1.5)
p(07 ) = h.

wobei A(z,d) der Differentialoperator aus (1.1) ist. Ferner sei f € L%((0,T); L*(Q))
und Py € L*(Q). Im Folgenden soll nun eine Variationsformulierung fiir dieses Problem
gefunden werden.

1.2.1 Variationsformulierung

Wir bilden geméfl Abschnitt 1.1.1 die zu A(z, 0) gehorige Bilinearform a, die laut Satz
1.1 H}(92)-elliptisch und stetig in HJ () ist.

Sei zunéichst H = H} () und p eine starke Losung der Differentialgleichung, d.h. p €
CH(0,T); HY(Q) n H*(Q)) N C([0,T]; L*(Q)) € L*((0,T); H) und p erfiille (1.5). Fiir
alle 6 € L*((0,T); H) gilt dann:

T
(O, 0) L2((0,1): 1) +/ a((p(t),0(t))dt = (f,0)L2(0,1):m)
0

Bedenkt man die Tatsache, dafl
C(0,T)) @ HC LA((0,T); H),

so haben wir

( / Oip(t) olt) dt, Qo + a / plt) o (t)dt, )

— ( / FO) o) dt,qon ¥ q € Hyp e C2(0,T)).
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Partielle Integration, ¢(7") = 0 und p(0) = By liefern:
T

(— | pt)dre(t)dt,q)on+al( [ p(t)e(t)dt,q)
/ / »

= (P ¢(0) og+/mf t)dt,q)oo YV q€ H,p e C:2([0,T)).

Sei umgekehrt p € CY((0,T]; HX(2) N H*(Q)) N C([0,T];L? () und p erfiille die
Bedingung (1.6). Dann erhalten wir durch partielle Integration:

~ [ p0asta= [ ot o0 de 50 60 -p)pry. 00

Setzen wir (1.7) in (1.6) ein, so erhalten wir

/’@p dt@sr+m/wmwaMa@+wmmwmx@M2
(1.8)

= (0o + ([ O R0 dtdoss ¥ 4 € Hop € CFO.T))
Da C§°([0,T)) dicht in L2 0,7) enthalten ist, kénnen wir in (1.8) ™ = (1 — £)" fiir

n € N setzen. Aus lim f (™ (t))? dt = 0 folgern wir mit der Cauchy-Schwarzschen
n—oo 0
Ungleichung fiir die drei Bochner-Integrale (vgl. Abschnitt A.3)

T
lim | Op(t) ™ (t) dt = 0,
0
T
lim [ p(t) ™ (t)dt =0
0
und
T
lim [ f(t) o™ (t)dt = 0.

0
Schlieflich folgt aus lim ™ (0) = 1:

(p(0),9)o0 = (Po,9)o.0, VqgeH.

Wegen der Dichtheit von H in L? (Q) gilt p(0) = R.
Aus der Tatsache, da§ C§°((0,7)) @ H < L*((0,T); H) gilt, erhalten wir aus (1.6)
schlieflich:

O + Az, 0)p = f
in L?((0,T); H). Damit ist p auch eine starke Losung von (1.5). Mit der folgenden
Variationsformulierung wollen wir den Begriff der Losung abschwéichen: Bestimme
zu vorgegebenem f € L%((0,7);L?(Q)) und Py € L*(Q) ein p € L*((0,T); H) N
C ([0, T); L?*(£2)), so daB (1.6) erfiillt ist. Die Losung dieser Variationsformulierung heifit

schwache Losung von (1.5). Die Existenz und Eindeutigkeit der schwachen Losung wird
in [39, Theorem 11.1.1] bewiesen.
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1.2.2 Diskretisierung

Bei der Behandlung von parabolischen Differentialgleichungen sollte in der Theorie
sowie auch bei der numerischen Approximation die Zeitkomponente gesondert behan-
delt werden. Dies fithrt dazu, die Zeitvariable separat von der Ortsvariablen zu dis-
kretisieren.

Dazu entwickelt man die Theorie fiir den , halbdiskreten“ Fall. Dann vollzieht man
die zweite Diskretisierung (innere Diskretisierung), und diesen , volldiskreten* Fall be-
trachtet man als eine Stérung des halbdiskreten Falls. Solange man feste Gitter fiir
den Ort verwendet und von vornherein feste Zeitschrittweiten benutzt, spielt die Rei-
henfolge der Diskretisierungen keine Rolle. Aber fiir addaptiv-verfeinerte Gitter oder
mogliche Zeitschrittvariationen und adaptive Zeitschrittweiten ist die Reihenfolge in
der Tat von Belang.

Da wir in dieser Arbeit Adaptivitdt in der Zeit und im Ort haben wollen, benutzen wir
die Rothe-Methode. Das heif3t, es wird zuerst bzgl. der Zeit diskretisiert.

Die vorkommenden elliptischen Subprobleme kénnten durch Multilevel-Methoden (vgl.
[11]) gelost werden. Man beachte, dafl die hier entwickelte Theorie nicht nur fiir lineare
parabolische Differentialgleichungen vom Typ (1.5) anwendbar ist, sondern allgemein
fiir alle Typen von parabolischen Differentialgleichungen benutzt werden kann. Obwohl
wir im folgenden tibersichtshalber die Bezeichnungen von (1.5) benutzen, ist eine Verall-
gemeinerung auf andere (nicht notwendig lineare) parabolische Differentialgleichungen
einfach.

Noch ausfiihrlicher gehen wir in den beiden Abschnitten 2.1 bzw. 2.2 im Falle der
Wiérmeleitungsgleichung (2.1) auf die angesprochenen Themen ein.

Der semidiskrete Fall
Wir diskretisieren zunéchst die parabolische Differentialgleichung in der Zeit.

Man beachte, dal man fiir eine beliebige parabolische Differentialgleichung, fiir die eine
eindeutige Losung existiert, den Ewvolutionsoperator E fir t € [0,T) und 7 > 0 (mit
t+7<T)als

E(t+7;t)p(t) =p(t+ 1) (1.9)

definieren kann. Der Evolutionsoperator ist also eine Abbildung von dem Raum, in
dem p(t) enthalten ist, in den Raum, der p(¢ + 7) enthilt. In dieser Arbeit sind die
beiden Riume, die p(t) bzw. p(t + 7) enthalten, stets Teilriume von H'(f2). Fiir spe-
zielle parabolische Probleme kann man den Evolutionsoperator genauer angeben (vgl.
Bemerkung B.4.c,d) und (2.8)).

Wir unterteilen das kontinuierliche Intervall [0, 7] durch M + 1 ausgewihlte diskrete
Zeitpunkte

O=to<ti <...<ty=T.

Diese diskreten Zeitpunkte bilden ein Gitter A = {0 =ty < t; < ... < t)y = T} auf
[0, 7] und heiflen daher Gitterpunkte. Die Anzahl der Gitterpunkte hangt offenbar von
der Wahl des Gitters ab, weshalb wir in Zukunft Ma statt M schreiben wollen, sofern
wir diese Abhéngigkeit betonen wollen. Ferner bezeichnen wir mit

Tj:tj_tj—la jzl,...,MA
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die Zeitschrittweiten von einem Gitterpunkt zum néchsten, die unter ihnen maximale
Zeitschrittweite bezeichnen wir mit

TA = Mmax T7j.
1<j<Ma

Als néchstes wollen wir fiir die numerische Approximation der Losung p einer Anfangs-
Randwertaufgabe eine Gitterfunktion

pa A — HY Q)
angeben, die p an den Gitterpunkten (méglichst gut) approximiert,
pa(t) = p(t) ViteA.

Solche Verfahren zur Approximation an diskreten Stellen heiflen auch Diskretisierungs-
verfahren oder kurz Diskretisierungen.
AuBerdem soll die Funktion pa rekursiv ermittelbar sein,

pa(0) = Py — pa(ty) — ... = palta) = pa(T),

wobei bei Finschrittverfahren der hier enthaltene Rechenvorgang fiir alle Gitter A ein-
heitlich durch eine Zweiterm-Rekursion beschrieben wird:

(i) pa(0) = F, (1.10)

(i) pa(tj+1) = Ea(tjtaity)palt;)  fir j=0,1,...,Ma —1, '
mit einer von A unabhéngigen Funktion E;. Mit Blick auf den Evolutionsoperator
E in (1.9) nennen wir E, einen diskreten Evolutionsoperator. Ein Einschrittverfahren
ordnet jeder Differentialgleichung, représentiert durch ihre rechte Seite f, eine diskrete
Evolution zu:

[ Eq= Eq[f].

In dieser Arbeit wird in Kapitel 2 eine Methode vorgestellt, mit deren Hilfe es moglich
ist, die Funktion pa zu einer Funktion

pr [0, T] — HY(Q)

zu erweitern, so dafl der Fehler p, — p, gemessen in einer passenden Norm auf dem
Losungsraum der Anfangs-Randwertaufgabe, fiir entsprechenden Aufwand beliebig
klein gehalten wird.

Nun kommen wir zur Diskretisierung von (1.6):

Ersetzen wir in der Variationsformulierung (1.6) den Raum C§°([0,7")) durch einen
endlichdimensionalen Unterraum Qa C L?((0,T)) der Dimension Na und der Basis
{®, };le, so muf die Variationsgleichung (1.6) wegen der Linearitat nur fiir diese Basis-
funktionen gelten. Man hat nun ein pa zu suchen, welches alle hierdurch entstandene
Gleichungen 16st. Damit haben wir das Problem in der Zeit diskretisiert und haben

somit zeitdiskrete, aber noch keine ortsdiskreten Probleme.
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Der volldiskrete Fall

Bis jetzt haben wir angenommen, dafl die exakte Losung der Subprobleme im halb-
diskreten Fall bekannt ist. Da es in der Praxis im Allgemeinen nicht méglich ist, in
jedem Schritt eine elliptische Gleichung zu 16sen, miissen wir sie durch numerische Ver-
fahren approximieren. In dieser Arbeit beschéftigen wir uns ausschliefSlich mit der FEM
basierend auf einer Zerlegung des Gebietes in Dreieckselemente (Triangulierung). Als
Ansatzfunktionen wéahlen wir stetige bzgl. der Triangulierung stiickweise lineare Funk-
tionen. Néaheres dazu erfihrt man in [11]. Sei @), ein FE-Raum. Fiir jeden Zeitschritt
im semidiskreten Fall ist ein elliptisches Problem in H = H}(Q) zu lésen. Setzen wir
in der Variationsformulierung (1.6), wie im Abschnitt 1.1.2, H = @, so haben wir ein
volldiskretes Problem, das auf ein LGS fiihrt.

1.2.3 Diskontinuierliches Galerkin-Verfahren fiir parabolische Probleme

Nun haben wir die Diskretisierungsmethoden abstrakt eingefiihrt. Hier werden wir
als Beispiel das diskontinuierliche Galerkin-Verfahren fiir parabolische Differential-
gleichungen herleiten.

Dieses Verfahren fiihrt (im halbdiskreten Fall) zu einer Funktion

pr [0, T) — H(S).
Analog zu (1.6) fordern wir, gemiB obiger Uberlegungen, da8 die folgende Variations-
formulierung gelte:
Fiir [ € N finde man

(tj—1:t5]

pre QL= {qT [0.7] — ()

qT‘ ein Polynom vom Grad [ — 1 }
mit

/OT [_ (P () (1), @ ) + a (p-(t)p- (1), q)] 0t

. (1.11)
= (P00 + [ (0. ot
fiir alle ¢ € Hy () und alle
0. €PL= {(p 0,7 — R ’ g0|(t o] ein Polynom vom Grad [ — 1} . (1.12)
=1t
Da
! 1 !
PT ® HO (Q) diCCht QT ’
ist die Variationsformulierung (1.12) dquivalent zu:
Finde p, € Q' mit
T
| [ 0r0. 00000 )y + 0 0 01,0 0)]
0 (1.13)

— (Pogs(0))on + / (1), 4-(t))g
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fiir alle ¢, € Q.

Man beachte, daB jeweils am Zeitpunkt ¢; fiir j = 1, ..., M nur die linksseitige Stetigkeit
verlangt wird.

Fiir ¢, € Q! setzen wir ¢; = ¢,(t;) und qj = hm q-(t).

t—>t

Dann liefert (1.13)

/0 - (p'r(t)a atQT(tDQQ dt + /0 a(pT(t)> QT(t))dt = (P07 QT<O))O,Q+/O (f(t)7 qT(t))O,Q dt>

-~

=:Int

wobei Int wie folgt umgeformt wird (man beachte, da8 ¢.(7") = 0):

o= -3 /t " (0o (0). 0 ()
= — Z |:(p‘r<t>7q‘r(t))0,ﬂ] Zjl - /t.j (atpT(t)?QT(t))O,Q dt

M-1 M t
= (pa_a QT(O))QQ + Z (p;r - Pj, Q(tj))o,Q + Z/ (8tp7'(t)a QT(t))O,Q dt.
j=1 j=17ti-1
Da ¢, € Q', erhalten wir:
M—-1
pO ) qO + Z pj7 q]
7=1

+ Z/t [(&pf(t),qt(t))o,g +a(p.(t),q-(t))| dt (1.14)

= (Pog OQ+Z/ Doadt. Vg eQ

Man beachte, da8 ¢,(¢;) durch q;-r ersetzt wurde.
Durch geschickte Wahl der Basis von Q! zerfillt das Variationsproblem (1.14) in Teil-
probleme auf (t;_1,t;] , j =1,..., M, d.h. es entsteht ein Einschrittverfahren.

Diskontinuierliches Galerkin-Verfahren

Ausgehend von py = P, 16se man fiir j = 1,..., M nacheinander die Variationsproble-
me:

i)+ [atpT g+ (-0, 4:(0)]
(1.15)

(p] laqj 1 +/ ()th VQTEQI
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Satz 1.3 Fiir jedes | € N besitzt die obige Folge von Variationsproblemen (1.15)
eine eindeutige Losung.

Beweis:
Vgl. [46, Chapter 12, pp. 183].
|
Das Verfahren fiir [ = 1 (implizites Euler-Verfahren):
Jedes ¢, € Q! 14Bt sich wie folgt darstellen:
¢-(t) =q; 1 =g in (tj-1,1] (stiickweise konstant),
fir j = 1,..., M. Dann vereinfacht sich (1.15) zu
tj
(pj> q)O,Q + Tja (pj7 Q) = (pjfb q)O,Q + / f(t)dt7 q ) \ q € H&(Q) (116)
ti-1 0,2

Nun betrachten wir den Fall [ = 2 (stiickweise linear): Jedes ¢, € Q2 148t sich wie folgt
darstellen:

1 .
¢-(t) =g, + p~ (¢ —qy) (t—t;-1) in - (t-1,t]
J

Damit vereinfacht sich (1.15) zu

. _pT tj tj
BiZ P ¢-(dt | +alpt,, - (1)dt
7—1
Tj tj_1 0.0 tj—1

tio¢— ti 1
—|—/ —7-~j - a (pj — p;r_l, q.r(t)) dt + (p;r_l, q;‘r—l)o@ (1.17)
ti—1 J

tj
(et t [ @ O)qdt =L

tji—1

Sei w;(t) = Fi—;” fir j =1,..., M. Ist ¢, € Q?, so ist

qT‘(tH . € Hy(Q) ®owiHy(Q),j=1,..., M,

d.h.

qT‘ (t) = q1 +w;(t)qe, fiir geeignete ¢1, ¢z € HS(Q),

(tj—1,t5]

womit (1.17) sich zu

7-4
(s =Pl @)y T 750 (P @) + 5 alp; =Py @) + (071 @1)oe

4 (1.18)
= (pj-1, @1 )o0 + / f)dt, Vg €H, j=1,....M
tji—1

0,2
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und

7_. 7_.
(pj - pjllv QQ)()’Q + 5] a’(p;ll) Q2) + gj a(p] - p;lla QZ>

DO | =

1 ([ (1.19)
L ([ -vswie) v eem@. =1
7 ti-1 0,2

vereinfacht. Oder anders zusammengefafit:
T3 (ot
(P ar)o0 + 5 alpiy + 155 01)

¢ (1.20)
:(Pj—17Q1)0,Q+ / f(t)dt>CI1 vV q EH&(Q)a j=1....M
tj—1 0,0

und

1 .
(P =Pl @)oo + EJ a(3p; — pj_1, ¢2)

1 (1t (1.21)
=L ([ e fdne) Ve @, =10

NG 0,0

)

Wie man leicht sieht, bilden (1.20) und (1.21) ein System aus zwei elliptischen
Variationsproblemen fiir pj,l,pj € Hy(Q). Fiir zwei GroBen A, ) und B, definieren
wir:

Definition 1.4 A,;, 2 B,; & Es existiert eine Konstante C' > 0, die nicht von
Diskretisierungsparametern wie 7 und h (Zeit- und Ort-Diskretisierungsparameter)
abhéingt mit AT,h Z CBT,h.

Arpn S Brp o Esgilt By 2 Arp

Ath ~ Br,h < Es gllt AT,h SJ Bﬂh und Aﬂh Z B7—7h.

Mit der letzten Definition kann man ein Konvergenzresultat im halbdiskreten Fall wie
folgt angeben:

Satz 1.5 Seil > 1 und 1 < j < M. Dann gilt fiir die mit der diskontinuierlichen
Galerkin-Methode geméf (1.15) berechnete Néherung:

. 1/2
J ti
2
Ies = p(t5)loa (2 k) Iafp<t>h,ﬂdt>
i=1 ti—1

firj=1,..., M.

Beweis:
Vgl. [46, Theorem 12.1].

|
Satz 1.5 macht nur eine Aussage iiber die Konvergenz an den Gitterpunkten. Der
néchste Satz macht eine Konvergenzaussage auf dem jeweiligen Intervall.
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Satz 1.6 Seil > 1 und 1 < j < M. Es sei fiir ¢ € C°((¢t;_1,1,]; L* ()) die Norm

llalll; = sup lg(@)llog

te(tj—1.t5]

definiert. Dann gilt fiir die mit der diskontinuierlichen Galerkin-Methode gemé$ (1.15)
berechnete Néherung:

- =2l < I = p(t))log + [lpj—1 — p(ti—)llos + 75110/l
firyg=1,..., M.

Beweis:
Vgl. [46, Theorem 12.2].
|

Wir diskretisieren nun auch bzgl. des Ortes und ersetzen HJ () durch den Teilraum
Q@n. Analog dazu definieren wir den volldiskreten Raum

lﬂh = {qﬂh 2[0,T] — Qn qT7h|(t Polynom von Grad [ — 1 bzgl. t} :

i—1:t5]

Fir ¢, € Qlﬂh setzen wir ¢; 5 = ¢-(t;) und q;.“h = lirri ¢rn(t).
’ t—t]
J
Das diskontinuierliche Galerkin-Verfahren lautet nun:

Ausgehend von pgj, = Py, wobei Py, € Qy, die Niherung fiir Py € L? () ist, berechne

man fiir j = 1,..., M nacheinander pT’h(t)}(t 0] fiir p,, € QL ,, so daBl
n—1,ln ’

| [@att).aealtog + alprat),aea )] dt + (5711 o
b | (1.22)

t]
= (Dj—1h G 1 0)00 +/ (). @rn(®))oodt Y qrp € QL
ti—1

j—

Wir betrachten den Fall =1 : Fiir 1 < j < M bestimme man p;; € @, so da83

Tja (pj,h 7Qh) + (pj,h 7Qh)0’Q

tj 1.23
= (qu,h th)o@ + (/ f(t) dtth) vV qn € Q. ( )
ti—1
i 0,
Bilden ®,1,...,®, N, eine Basis fiir ()5, so kann man auch die Matrix-Schreibweise

benutzen:
Es muf also das LGS

(TjArn +Mon) Pry = Monpp o1 + fony
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gelost werden mit
AT,h = [a (¢h,;m ¢h’y>]1SV,HSNh 5

Mr,h = [(@z,w (bh,V)o,Q}

)
1<v,u<Np,

t
fthaj = (/ f(t) dta ¢h,u> und
tj—1

021 1<v<n,
Pj_1n= [pj*17h<ZV)]1SVSNh7

wobei z, fiir 1 < v < N, die zu der nodalen Basis gehorigen Punkte sind mit

(I)u(ZV):{(l)Z;Z .

Die zugehorige diskrete Evolution lautet dann

P = Eq(ty; tj—l)ijl,iu mit
Ed(t + T3 t) = (TAT,h + M.,-’h)_l MT,h
= (L +7TM}A,)
1

=701 (TM;}LATJL) , wobei ro1(2) = 152

Die Ordnung der Approximation wird durch genauere Betrachtung des Konsistenz-
fehlers

n(t,p;7) =pt+7)— Ea(t +7;t)p(t)
= [exp (=7M,ALp) — 101 (TMA-) ] P(1),

durch
22 23
exp(—z)—ro,l(z)zl—z—i—E 3 o= (1=z2422+)
2
:_% to=0(2)

bestimmt. Wie bekannt, hat das implizite Euler-Verfahren die Konsistenzordnung 1.
Betrachten wir nun den Fall [ = 2 : Bestimme p, 5, pj+—1,h € Qp, firl <j< M, soda

-
(pins@ndo+ 5 @ (71 n +Pin )

= (Pj—1h Gh)ogo + </J f(¢) dt th>

1 T;
5 (pjvh - pj—fl,h 78}1)079 + gj a (p;;l,h + 2pj7h 7Sh)0,Q

1 2
:;</ (t_tj—l)f(t)dt73h> . YV qn, Sn € Q.
J tj,1

0,0

0,0

und
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Mit den zugehorigen Matrizen gilt

T
M np;p + Ej Ay (Pjﬁl,h + pj,h) = M;wpj 15+ Erny
1

-M;, (pj,h - P;F_Lh) +

-
5 < A, (p;r_m +2 pj,h) = 8rh,j

6

Bris = ( [ e ¢>

J

wobel

0.2 1<p<ny,

Das Verfahren in Blockmatrizen zusammengefafit lautet:

. %] ATih 1M7,h + %__Aﬂh p;__Lh _ MT,hpj—Lh + fT,h,j )
gj AT,h -3 Mf’h b} MT,h + ?J AT,h pj,h g’ﬂhv]‘
Die diskrete Evolution ergibt sich wie folgt:
Pjn = Ed(tja tj—1>Pj71,h mit
Eq(t +7;t) = |Lp + gTMT,hAT,h + 3 (MﬂhAT,h) <IT,h 3 MTyhAT,h>
=T12 (TM;}LATJL) P
1— % z

wobei  mia(2) = 5T
3 6

Fiir den Konsistenzfehler

ntp;T)=p{+7)— Eat+7:1)p(t)
= [exp (—TM;}ILATJL) —T12 (TMglAT,h)} p(t)

folgern wir mittels Taylorentwicklung an der Stelle z = 0:
exp (2) — 112 (2) = O(1)
Dieses Verfahren besitzt offenbar Konsistenzordnung 3.
Die A-Stabilitdt dieses Verfahrens ergibt sich aus:
Ira(z) <1

fiir alle z € C mit Re(z) > 0.

Fehlerabschitzung fiir den volldiskreten Fall:

Sei [ = 1,2. Den gesamten Fehler im volldiskreten Fall kénnen wir auch wie folgt
darstellen.
pin —p(t;) = pin — Ealtj;ti-1)pj—1n + Bt tj-1)pj—1n — pj +p; — p(t;).

=Eq(tj;tj—1)pj—1



26 Kapitel 1. Approximationstheorie parabolischer Differentialgleichungen

Mittels Dreiecksungleichung folgt dann

1pjn — 2o < Ipjin — Ealtjsti1)pi-1nllog

(1.24)
+ [ Ea(t ti—1) (Pj—1.n — pj-1) lloq + llp; — p(t5) llo.0-

Betrachten wir zunédchst in (1.24) den ersten Term auf der rechten Seite, wobei wir
als FE-Raum den Raum der Dreieckselemente mit linearen Ansatzfunktionen wéhlen.
Dieser Term beschreibt den Fehler, der durch die Galerkin-Approximation bzgl. des
Ortes entsteht, fiir den nach [11, Corollary I1.7.7] gilt:

I — Ea(tys tj-1)pi-1nlloa < h°
falls H?-Regularitit der vorkommenden elliptischen Subprobleme vorausgesetzt wird.
Fiir den zweiten Term der rechten Seite in (1.24) erhalten wir wegen der A-Stabilitét

[ Ea(tj tj—1) j—1n — Pi-1) loo < Ipj—1n — Pi-1llog-
Schliefilich liefert Satz 1.5 fiir den dritten Term auf der rechten Seite

Ip; — p(t)]lo0 S 7

Fiir die Warmeleitungsgleichung (2.1) existieren fiir die Falle [ = 1,2 Konvergenzsitze
fiir das diskontinuerliche Galerkin-Verfahren (vgl. [46, Theorem 12.6 , 12.7]).

Bemerkung 1.7 Dafir1 <j < M

fty~~ [ s

ti—1
gilt, vereinfacht sich das implizite Euler-Verfahren (1.16) zu:
Bestimme p;; € @ , so daf
750 (D » qn) + (Pin Qh)oﬂ
= (Pj—1h@)og T 75 (f()  an)oq  fir alle g, € Q.

Dies ist das bekannte implizite Fuler-Verfahren.

1.2.4 Runge-Kutta-Verfahren

Wir wollen hier die bekannten Runge-Kutta-Verfahren, die auf Runge (vgl. [42]) und
Kutta (vgl. [30]) zuriickgehen, einfiihren. Zunéchst verallgemeinern wir den Begriff der
parabolischen Differentialgleichungen. Sei D C H'(Q) ein Unterraum. Sei S : [0, 7] X
) x R — R. Wir fithren das abstrakte Cauchy-Problem

(1) Op(t,x) + S(t,z,p(t,z)) =0 V(t,x) € (0,T) x

(i) p(0,") = Py € D (1.25)

ein. Gesucht ist nun ein p € L?((0,7); D) (die schwache Losung von (1.25)). Es ist
klar, daB8 (1.25) im Allgemeinen nicht einmal eine Losung haben muf. Aber unter
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bestimmten Voraussetzungen an S existiert eine Losung p und héngt stetig von S und
Py ab. Diese Voraussetzungen wollen wir nicht an dieser Stelle diskutieren. Dies wird
jedoch in Kapitel 3 nachgeholt. Dort werden wir némlich eine bestimmte Klasse dieser
Probleme als semilineare parabolische Differentialgleichungen nidher untersuchen.

Definition 1.8 (Runge-Kutta-Verfahren)

Sei s € N beliebig und seien b;, a;; € R,4,j = 1,...,s. Seien ¢; = > 7 a;;. Es sei
b= (b1,...,b)",c=(c1,...,¢c)" und A = (ay;);_,. Es ist die Niherung p,(t) der
Losung zum Zeitpunkt ¢ bekannt und es soll eine Naherung p, (¢ + 7) zum Zeitpunkt

t + 7 berechnet werden. Die Methode

ki+S(ciT, -, pr(t) + TZ a;;ik;) =0, i=1,...,s
7= . (1.26)
pr(t+7) =Ea(t + 75)p,(t) = p (1) + 7> _ bik
i=1

nennt man eine s-stufige Runge-Kutta-Methode. Gilt a;; = 0 fiir ¢« > 7, so haben wir
eine explizite Runge-Kutta-Methode. Sonst haben wir eine implizite Runge-Kutta-
Methode.

In [16, Lemma 4.14] wird gezeigt, dafl die obige Runge-Kutta-Methode genau dann
konsistent ist (d.h. £ Ey(t+75t)q = S(t,-,q) fiir jeden Startwert ¢ und ¢ € (0, 7)),

wenn

T7=0

ibi = 1. (1.27)
=1

Wir wollen deshalb (1.27) fiir alle in dieser Arbeit besprochenen Runge-Kutta-
Methoden voraussetzen. Um die Stabilitdt nichtlinearer Verfahren untersuchen zu
kénnen, braucht man neue Begriffe.

Dissipative Differentialgleichungen und B-Stabilitét

Zunéchst wollen wir eine Vereinfachung vornehmen: Wir setzen von nun an voraus, dafl
S bzgl. (-, -)oq dissipativ ist. Das heifit: Fiir alle p, ¢ € D und beliebiges t € (0,71 gilt

(S(t7 'ap) - S(tv ) Q)vp - Q)O,Q > 0. (128)

Laut [16, Lemma 6.49] gilt (1.28) genau dann, wenn die exakte Evolution nichtexpansiv
ist, d.h. fiir p,q € H'(Q)

|E(t,0)p — E(t,0)qlloe < |lp — qllo.e- (1.29)

Runge-Kutta-Verfahren, welche die Nichtexpansivitét der exakten Evolution ins Diskre-
te vererben wurden 1975 von Butcher [13] untersucht. Er nannte sie B-stabil. B-stabile
Runge-Kutta-Verfahren erzeugen fiir dissipative, hinreichend glatte Funktion S eine
nichtexpansive diskrete Evolution, d.h.

[Ea(t +7,8)p — Ea(t + 7,t)qlloe < [[p — gl (1.30)
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fiir alle p,q € D und alle zuldssigen 7 > 0. Dieses Konzept umfafit die A-Stabilitét fiir
lineare Probleme, denn nach [16, Lemma 6.50] sind B-stabile Runge-Kutta-Methoden
A-stabil.

Fiir lineare autonome Systeme p’ + Ap = 0 gilt Ey(t + 7,t) = r(7A), wobei r(z) eine
rationale Funktion ist.

Es gilt 7(2) = 1+ 207 (I — zA) e, wobei e = (1,...,1)T € R’ (vgl. [16, Lemma 6.30]).

Beispiel 1.9 Wir wollen als Beispiel eine zweistufige Runge-Kutta-Methode angeben.
1 1

Betrachten wir die durch b = (33, 15)” und A = [ % 2 } definierte Runge-Kutta-
2

Methode. Die zugehorige rationale Funktion lautet
1122
6
ros(z) = ———.
22(2) 142+ 122

Diese rationale Funktion wird uns spéater wiederbegegnen.

Wir wollen an dieser Stelle ein niitzliches Lemma iiber dissipative Funktionen beweisen,
das spater noch benétigt wird.

Lemma 1.10 Sei S bzgl. der 3. Komponente stetig Fréchet-differenzierbar. Setzen
wir DS(p) = 038(t,-,p), so ist S dissipativ genau dann, wenn fiir alle p € D der
Operator DS(p) positiv semidefinit ist, d.h.

(DS(p)G,4)on >0 Vg€ D.

Beweis:
Sei DS(p) fiir alle p € D positiv semidefinit. Zu zeigen ist:

(St p) =St 9),p— @oa >0 (1.31)

fiir alle p,q € D. Seien nun p,q € D beliebig. Da D C H'(Q) ein Unterraum ist,
gilt ¢ + u(p — q) € D fiir alle p € R. Wir definieren ¢ : [0,1] — R, wobei ¢(u) =
(St~ q + plp — q)) — S(t,,9),p — Qog. Offenbar ist » € C'([0,1]) mit ¢'(u) =
(DS(q+ pulp — @) (P — @);p — Qoo > 0 und p(0) = 0. Damit ist o(u) > 0 fir alle
w € [0, 1]. Insbesondere gilt p(1) > 0, woraus (1.31) folgt.

Ist umgekehrt S dissipativ, so folgern wir fiir beliebiges h € R \ {0} und beliebiges
p,4 € D sowie t € (0,T):

(S(ta '7}5 + h(j) o S(t> '7]5)7 hqA>07Q > 0. (132)
Multiplikation von (1.32) mit 7z > 0 liefert:

S(t,.,p+ hqg) —S(t,-,p) .
(< b C]]B ( p)7Q)0,920-

Damit ist S(t A hA) S(t A)
5"y + - 5"y ~
b b .q)oqa > 0.

(DS(p)q, (])0,9 = }111_{%( h



Kapitel 2

Lineare Probleme

In diesem Kapitel besprechen wir eine auf dem LSF basierende Methode zur Approxi-
mation der Warmeleitungsgleichung und entwickeln einen a-posteriori Fehlerschétzer,
der optimale Zeitschrittweiten garantiert. Diese Methode wird in spéteren Kapiteln
auf allgemeinere Fille iibertragen. Die meisten Ideen dieses Kapitels sind direkt aus
[33, 34] tibernommen und werden der Vollstandigkeit halber hier ausfiihrlich bespro-
chen. Wir betrachten das folgende parabolische System erster Ordnung, das auch als
Wiérmeleitungsgleichung bekannt ist,

cOp+ divu= f,

u+aVp= 0, (2.1)
in einem beschrénkten, mit Polygonziigen berandetem Gebiet 2 C R?. Es sei t € (0,7)
mit T > 0. 02 sei der Rand von €, der in zwei disjunkte Teilmengen 02 = I'p UT'y
aufgeteilt wird, wobei I'p eine positive Liange hat. Auf I'p bzw. 'y schreiben wir
Dirichlet- bzw. Neumannrandbedingungen vor, d.h. wir geben p auf I'p und < n,u >
auf I'y vor, wobei < -,- > das Standardskalarprodukt in R? ist und n die duflere Ein-
heitsnormale an I'y beschreibt. Wir geben dariiberhinaus p(0) = Py € D4 C Hyp(Q)
vor, wobei die Definition von D4 spiter nachgeholt wird. Ferner sei f € L?(2) und
a,c € L*(Q) unabhéngig von ¢. Fiir a und ¢ sei vorausgesetzt, daf§ beide gleichmdfig
von 0 weg beschrdnkt sind, d.h. es gibt eine Konstante k£ > 0 mit a(z),c(x) > k fir
alle z € Q. Wir wollen ab jetzt nur homogene Dirichlet- bzw. Neumannrandwerte
betrachten. Die Verallgemeinerung der Methoden auf beliebige Randwerte ist einfach
(sobald man die vorgegebenen Dirichlet- bzw. Neumannrandwerte zu einer Funktion
in H'(Q) bzw. in H(div, Q) fortgesetzt hat). Die Anfangs- und Randbedingungen, die
hier eingefithrt worden sind, werden wir wéihrend der ganzen Arbeit benutzen.

Wir fiithren zunéchst die folgenden Rdume ein:

H%D(Q): {qul(Q) | q= OaufFD},
Hr,(div,Q) = {ve HdivQ) | <n,v>= 0auf I'y}.

Es ist klar, daB jede Losung (u,p) € L* ((0,T); Hr, (div ,Q)) x H* ((0,T); Ht (2))
dieses Anfangs-Randwertproblems auch das folgende LSF fiir beliebiges o > 0 mini-
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miert:

T
Fup§)= [ (allcops divu=flig+lutaVoli) ds.
0

2.1 Der halbdiskrete Fall

Nun diskretisieren wir zunédchst in der Zeit. Wir wéhlen also ein Gitter A =
{to,t1,.. .ty |0=to <ty <...<ty < T} C [0,T], die Zeitpunkte, an denen wir
eine Approximation der Losung von (2.1) berechnen wollen. Seien 7; = t; — t;_q,
7 = 1,...,M. Es ist klar, daf3 die Zeitpunkte ¢;, © = 0,..., M und damit auch die
Zeitschrittweiten 7;, 7 = 1,..., M und die Anzahl der Zeitpunkte M von der gewahl-
ten Zerlegung A abhéngen. Deshalb Schreiben wir fiir ein vorgegebenen Gitter A auch
Ma = M und analog TjA =75,j=1,....,Maund t& =¢;,i =0,..., Ma immer wenn
wir die Abhéngigkeit dieser Gréfien von der Zerlegung A betonen wollen.

Wir werden dann das LSF in den Teilrdumen

V, ((0,T); Hr (div ,Q))) € L*((0,T); Hr, (div , Q))),
Q- ((0,T); Hr,(2))) € H' ((0,T); Hy,(2)))

minimieren. In diesem Kapitel betrachten wir bzgl. A lineare (nicht notwendig stetige)
Ansatzfunktionen fiir V, und stiickweise lineare stetige Ansatzfunktionen fiir @, (also
jeweils linear auf den Intervallen (¢;,t;11),7 = 0,...,M —1).

Wir werden noch zeigen, dafl dieses Verfahren fiir p die Konvergenzordnung 3 in der
H'-Norm hat. Wir werden auferdem Konvergenz in einer skalierten H' x H( div )-
Norm zeigen.

Ein Vorteil dieses Verfahrens ist, daf§ man mit entsprechendem Aufwand auch belie-
big hohe Konvergenzordnung bekommt. Da es sich hierbei um ein Einschrittverfahren
handelt, nehmen wir an, daf p(¢) bekannt ist und wollen mit unserem Verfahren eine
Approximation p an p(t 4+ 7) berechnen.

Bei der numerischen Durchfiihrung des Verfahrens setzt man nacheinander ¢t =
0,t1,...,tpr—1 bzw. 7= 74, ..., TN

Mit o« = 7 erhalten wir

~

Flu.p; f) = / (7llcam(t + o)+ divu(t+0) = fI o+ fu(t + o) + aVp(t + o)) do
0

Wir édndern dieses Funktional aus Symmetriegriinden etwas ab und betrachten im fol-
genden

Flu,p; f) = /T (7- H 01/2&}?(25 +o0)+ c—1/2< div u(t + o) — f)||(2)Q
0

(2.2)
+ || a*1/2u(t +o0)+ al/ZVp(t + o) H§Q> do.
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2.1.1 Variationsformulierung fiir das lineare LSF

Im folgendem benutzen wir fiir ¢, € @, und v, € V, die Abkiirzungen:

¢ = ¢ (t+7),
voo= vl (t) = hIf(l)UT(t—I—O‘),
o>0

vi=0 (t+71)= hI%UT(t—l—T—O').

o>0

Da w, und p, Polynome sind (bzgl. ¢), kann man sie mittels Lagrange-Polynomen
darstellen. Es ist klar, dal man fiir p, und fiir u, jeweils zwei Lagrange-Polynome
braucht. Diese sind:

T—0
Pi(o) = —
PQ(O'): —
und
T—0
Ul(O’)— T 9
o
Us(o) = -

Somit ist p,(t+0) = Py(o)p + Py(o)pS und u,(t+0) = Uy (0)u; +Us(o)u;, wobei p2it
bekannt ist und die anderen drei Unbekannten durch die Minimierung des LSF (2.2)
bestimmt werden.

Unsere Wahl der Ansatzfunktionen fithrt zu

F(ur, pr; f)
’ 1/2P7J—r_pr(t) —12 (T -0 .. -0 Ly 9
= Tl T———= +¢ — div u, +— div u f)lsqdo
0 T T ’

T T

(2.3)

[T 4 @V 0) + Lot 4 PR do
0
= F(ur,uf pipe(t). )

Die Minimierung des LSF F ist in jedem Zeitschritt in den folgenden Rdumen durch-
zufiihren:

‘Z_: { (1—g)?}1+€/02|/017U2€HFN(diV’Q)}’
T T

Q; {gq lqe H%D(Q)} :

Wir suchen also (u,,p,) € V, % Q,, so daB

F (ur,pri f) =  min_ F(vr,q; f) (2.4)

(UT7éT)EVT XQT
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it p.(t+0) = (1— 2 )p.(t) + f-(0) ind g-(0) = (1= 2 )py(t) + (o). Definicren wir
die Bilinearform

= / (7(20p, (t+ o) + V2 div u, (t + o), ¢?0q,(0) + ¢ H* div v, (0))on (2.5)
0

+ (a7 Vu (t + 0) + a*Vp,(t + 0),a7 v, (0) + a'/?V . (0))oq) do

(it p,(t+0) = (1= 2)p,(£) +pr(0)) 20 Ftr, pri pr(2), £), 50 geniigt (ur,fr) € Ve x Qs
dem Variationsproblem

B(ur,privre, Gr) = T / (2, P0G (0) + ¢ div v,(0))oado  (2.6)
0
fiir alle v, € V. und ¢, € Q..

2.1.2 Die Analyse des LSF

- an, f) zu einer Norm des Fehlers dquivalent ist,
benotigen wir einige Hilfsmittel, die wir in diesem Abschnitt zusammenstellen. Die-
ses Ergebnis liefert die Grundlage fiir die adaptive Wahl der Zeitschrittweiten. Gesucht
ist die Losung des modifizierten Problems aus (2.1):

Um zu zeigen, daB F (u;,uf, pf;p

A op+c P divu= V2,

2.7
a2+ a2 Vp = 0. (2.7)

Nun wollen wir den Evolutionsoperator definieren. Es sei E(t + o;t) : Hp (Q) —
H} (), wobei E(t+0;t)p(t) = p(t+0) die Lésung von (2.7) fiir o € (0, 7) bezeichnet.
Dann ist (vgl. Bemerkung B.4.(c),(d) und [46, pp. 9 (1.30)])

p(t+o)= E(t+o;t)p(t)

2.8
= ¢ Y2 exp(—cA) 2 p(t) + ¢ Y2 (I —exp(—cA)) AL V2 f (28)
wobel A definiert ist als
A:D,yC HE (Q) — L3
A C Hp (Q) Q) 2.9)

(' Acp,q)o0 = (a Vp,Vq)og fiir alle g € HY (Q),
mit
Dy = {q € H%D(Q) : CLV(] € HFN< div ,Q)}

Formal ist A = —c¢ /2 div (a V) ¢ /2. Man beachte, daB A als Abbildung von D,
nach L?(Q) bijektiv ist. Es ist auch bekannt, dal E(t + o;t) ein Operator ist, der D4
nach D4 abbildet (vgl. [23, Section 7.4]).

Bemerkung 2.1

(i) Die genaue Definition der Operatoren r95(7A) und exp(—7A) ist in Bemerkung
B.2.(a),(b) zu finden.
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(ii) Ist p die gesuchte Losung von (2.1) mit dem Anfangswert py, wobei f beliebig ist,
dann kann man mit den folgenden Uberlegungen p aus der Losung des homogenen
Problems und der Losung eines elliptischen Problems zusammensetzen:

(a) Sei py die Losung des elliptischen Problems

Acl/pr = ¢ Y2f, dh. pf = VAT T2y

(b) Sei p die Losung der homogenen Wérmeleitungsgleichung, d.h. die Losung
von

Ao+ V2 divu = 0,

(2.10)
u+aVp= 0,

mit dem Anfangswert py = po — py, dann ist p = p + py die Losung des
Problems (2.1), denn

p(t) = p(t) + py
= 1?2 exp(—tA) 2 po + py
= "% exp(—tA) ¢* (o — pys) + py
= 2 exp(—tA) M Py + ¢V (I — exp(—tA)) AT V2 f

(2.11)

was offenbar nach (2.8) richtig ist.

(c) Das heift wir kénnen p durch die zeitdiskrete Funktion p, approximieren
und p, = p, + py approximiert p. Wir nehmen ab diesem Zeitpunkt ohne
Beschrinkung der Allgemeinheit f = 0 an, um die Notation zu vereinfachen.

Lemma 2.2 Die Minimierungsaufgabe (2.4) fiihrt auf eine Einschrittmethode. Die
diskrete Evolution dieser Einschrittmethode hat die Form

pi = E4(t+7;t) p.(2)
= ¢ V2 ro2(TA) ct/? p-(t) + /2 (I —rea(TA)) A2

wobei die rationale Funktion ry 5 gegeben ist durch

1-— %22
re2(s) = 15 (2.12)
3

Beweis:
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(i) Die Simpson-Regel, die fiir Polynome vom Grad 2 exakt ist, liefert:

Flur b 075 0e(0), ) = e 208 = pe0) + 7 divur — D
21 pE — py (1) + 7 A G diver + divat) — £
+ 212 F = pr(0) + 7 dived — )R (213)
+ gl ur +aPVp (00 + Gl ud + 0PVt
a7+ uf) + @V, (0)+ T R

Die zu (2.13) gehorige Bilinearform lautet entsprechend:
B(u;, uy, prive, v, qr)

— 3( 1/2pj +7c V2 div u;,cl/qu + 72 div U7 )o.0
1
+3(1/2pj+701/2dlvu Mg+ 1V div vl )og
1
4 6( 1/2p+ + 7 Y2 div u;,cl/QqT + 72 div v )00
1 2t 1/2 /2 12 Qiv o~ 21
+6( Py +TC dlvu ¢ +71c /7 div vl )
h
+ 8<a—1/2u;’ a—l/QUT—)07Q
e
+ (a2l + at PVl ol 4 a2 Vg g
+ %(a—l/%u; +uf) +aPVpl P (0] +0f) + Vg )

Damit geniigt die Losung (u;, ul, pi) dem Variationsproblem
B(“;J”j?])j‘_? T7 :_7QT)
1/2 —-1/2 1/2 T —1/2( 3 - :
= (c/ pT(t)-i-TC / f7c/ qT—|—§c / (dlv v, + div Ui))O,Q (2_15)
T _ _
- g (a!2Vp,(t), a7 2207 + v )00 — & = (a2Vp(t), a2V )og

fir alle vy, v} € Hr,(div ,Q) und ¢, € HFD(Q).
(ii) Nach Bemerkung 2.1 bleibt nur zu zeigen:

ph = 12 T92(TA) /2 pr(t) .

Das Variationsproblem (2.15) ist dquivalent zu:
Finde (u,,ul,pt) so, daf die folgenden drei Gleichungen erfiillt sind:

Cl/ijv 1/2 QT)OQ + 5 ( UQVPT? 12 VQT)OQ

—~

T
+§<1ﬂdw1t #hon + a2, @ Vg o

2 (2.16)
+ 5( -1/2 div u )09 + = ( 1/2 + I/ZVQT)OQ

( l/sz(t) 1/2 QT) Q 6( /2vp7( ) 1/2VQT)O,Q
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fiir alle ¢, € Hf_ (Q),
T . _ T _ _
5( M2pt 12 div vl ) + g(al/Qij,a 20 )00
7 U2 g - —1/2 yi - T, 172, — —1/2 —
- 3( v ou, e /2 div vl )oa + g(a u, a0 ) 2.17)
2.17
7 12 g V2 div o T —1/2, + —1/2 —
- €< v ul div v )oq + 6( ul a0 )
= S(ePp, (1), div v )oq — 50" Vpe(t).a 0 og
fiir alle v- € Hr, ( div , ), und
2( 2pt e div vl )oa + 3< a'?Vpt,a " Pul)og
2
+ %(071/2 div uz, ¢ V2 div v )oq + 6( 12y a7V )00 2.18)
2.18
72 -1/2 3. + —1/2 /2, + ,—1/2, +
+§<C div ul,c div vF)oo + 3( ur,a” ] o
= 2( Mp.(t), M2 div vl )oq — g(al/QVpT(t),a’l/ij)oyg

fur alle v € Hp,( div,Q). Fiir den Rest des Beweises benotigen wir nur (2.16) und
(2.17). (2.18) verwenden wir spater fiir den Beweis von Lemma 2.3.
Nach dem Integralsatz von Gaufl kénnen wir (2.16) schreiben als

-
( 1/219:7, 1/2 qT)o,Q + g(alﬂvl?jaalﬂv%)o,ﬂ

+ 2V div u;, Mg )o0 + %( 2 div ut, )00 (2.19)

G
-

( 1/2p7(t) 12 QT)O,Q - 6(a1/2vPT<t)u al/QVQ‘r>O,Q
fiir alle ¢, € H_ (€). Nochmaliges Anwenden des Gaufischen Satzes fithrt zu

<([ ~ T2 iy (aV)e V) 2pt + 212 diy U, + L2 diy uj,cl/2q7>
3 3 6 0,2
= ((I + %0—1/2 div (aV) 0_1/2)01/2p7(t),61/2q7>
0,2
fiir alle ¢, € H}(Q). Da Hj(Q) in L*(Q) dicht liegt, folgern wir
V2 div uz + %0_1/2 div uf = (I + 5C V2 div (aV) V) p.(t)
(2.20)
- (I - %0_1/2 div (aV) ¢ Y2t
in L*(€2). Andererseits folgt aus (2.19)
<zc_1/2 div u_ + ZeM2 diy ul, c'? qT>
3 6 0,9
= ((I—i— %0_1/2 div (aV) 6_1/2)01/2])7(75),01/2%) 0
07
< T 12 giv (aV) 071/2) 1/2pj, 1/2 q7>
3¢ 0,0
Ti<
6

-
(<n,(aVp(t) >, q)ory — §(< n, (a Vp:—r) >, qr)ory
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fiir alle ¢, € H_ (). Zusammen mit (2.20) haben wir
(n, (a Vp,(t)) +2(n,(aVpS)) = 0 auf Iy .

Zusammen mit unserer generellen Annahme, dafl (n, (a Vp,(0))) = 0 auf T'y, folgt
(n, (aVp,(t)) = (n,(aVpl)) = 0auf T'y

und deshalb p,(t),pt € D4. Aus der Definition von A bei (2.9) ergibt sich

(([+ ~A)c?p +—|—3 2 div ug +6c 2 div uf /qT)
0,0

3
= (=5 pe(0). )

fiir alle ¢- € H_ (€2) und deshalb ist
V2 div us + %0—1/2 div uf = (I — 76'A) A2p (t) — (I + A) Y2t (2.01)

in L*(Q) (da Hyp,(Q) dicht in L*(£2)).
Beschrénken wir uns auf ¢; € D4 und setzen v- = a Vg, so, fithrt dies mit Hilfe von
(2.9) zu

V2 div vy = —Acd?q, .

Aus (2.17) folgt somit

.
- 5( 1/2pi7A01/2q7)09 + 6< 1/2vpj7a1/2VQT)O,Q
_ 7_2( ~1/2 div u=. A /2 Yo.a — T2 div u—. /2

3 T dr)o,Q 3(0 v u;,c’%qr)oq
_ 7_2( 2 div ut, A g )00 — T2 div ut. (V2

6 ) dr)o,Q 6(0 v ul,c’"qr)oq

-
= - E(A Cl/zpﬂ'(t>7 Cl/2QT>O,Q - §<a1/2vpﬂ'(t)7 al/zv%')(),ﬁ )
fiir alle g, € D 4. Daraus erhalten wir

(3 T div w4+ ge Vvl (T A )

T 5)
=3 (Acl/ij, 1/2 qT)QQ + (ETACI/QpT(t),CI/QqT)
0,2

1 5
= ((I +7A) (I + 7'14)’17'1461/2 (— gpj + épT(t)> ,c1/2q7>
0,0

fiir alle ¢, € Dy. Da I + 1A auf Dy selbstadjungiert ist, konnen wir aus der obigen
Gleichung folgern:

(SC V2 div uz +60 V2 div uf, (I +7A) /? >o,9
1 /2 +) (I+7A)c 1/2 )

- ((I+TA) A ( ¢ pr(t) - s

0,Q
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fir alle ¢, € Da. I + 7A ist als Operator zwischen D4 und L?(Q) bijektiv und damit
haben wir

T2 giv u, + %0_1/2 div uf = TA(I+7A)7" (gcl/sz(t) - ; 1/2P7J—r) (2.22)

in L?(Q2). Insgesamt erhalten wir aus (2.21) und (2.22)

1 -1 TA) /2t — D

gTA (I+7A)" —1— §A pr = ETA (I4+7A) -1+ A Pp,(t),
was Lemma 2.2 beweist.

Es ist auch mdoglich, die Groflen w und w; wie in Lemma 2.2 auszudriicken.

Lemma 2.3 Fiir die Variationsprobleme (2.14) und (2.15) haben wir
u, = —aV 0_1/2T£3(TA) Mp.(t),

ul = —aVc_1/2raf1(TA) (1),

wobei die rationalen Funktionen r, ; und raf , wie folgt gegeben sind:

1422+ 222 N 1
N fry 5 = . 223
TQ’S(Z) 1+2)1+2z+ %22) 701(2) 1+z2 ( )

Beweis:
Analog zu (2.22) in Beweis von Lemma 2.2 folgern wir aus (2.18):

2 1
T2 div us + gc_l/z div ulf = 7A(I +7A)™" (3 V2p (1) — 5 1/2pj) :

Zusammen mit (2.22) ergibt sich:

T2 div up = 7AW +TA) N2 P, (t) — PpE) = TArys(TA) MPp.(t),
“1/2 div ul = TA(I+7A)7" ?p H(t) = TATOl(TA) 172y A(t) .

Setzen wir dies und das Ergebnis aus Lemma 2.2 in (2.17) und (2.18) ein, so folgt

1 1 1
“uy +-uf = aVel? (57"2 2(TA) — %[ + 37'147”23(7'14) + GTAT’O 1(7'A)) Pp.(t),

TC

1 1 1 2 1 1
éuf + SUT = aV Y2 (67’2 o(TA) — gf—l— 6TA7‘23(7'A) + 37'A7"01(7'A)) p.(t).
Hieraus erhélt man

=aVc (7’2 2(TA) = 21 + TAr34(1A)) ! Py (t),

jf: aVc /2 (—]+TA 7“071(7'_/4)) 1/2 (1),

was aquivalent zu (2.23) ist.
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2.1.3 Das LSF als Fehlerschitzer

Unser Ziel in diesem Abschnitt ist es, die Aquivalenz des LSF zum Konsistenzfehler zu
zeigen.

Dies ermoglicht es uns, das LSF als einen Fehlerschéiitzer zu benutzen, um die Zeit-
schrittweiten adaptiv zu wéhlen. Wir fahren zunéchst mit der folgenden Tatsache iiber
das LSF fort.

Lemma 2.4 Fiir das in (2.3) definierte LSF gilt
Flug,uf pfip-(t),0) = (/2p(t), 15(7A) p,(1))os (2.24)
wobei 24
rigl?) = 1200+ 2)(1+2+ 122
Beweis:

Aus Lemma 2.2 und Lemma 2.3 folgern wir
M (pf = pe() + 7 div u(t+ o)
= (o2 )= 1)+ (1= 2) rArgy(rA) + Z7Ar (r4)) p,(t)  und
a P u (t+ o)+ a? Vp.(t + o)
a'?Ve 12 (I + g(TQQ(TA) — 1)

—(rA)7! ((1 _Z TA 7’2_’3(7'14) — TA o 1(7’A)>> pT(t) )

" (2.25)

Setzen wir (2.25) in das LSF ein, so erhalten wir mit (2.9):
Flur,wt,ptipe(£),0)
(1 _ o -
- (;n (r2a(rA) = 1+ 7Ar5,(7A) + Z7A (5, () = 15,5(7A)) ) p ()]

11472 (1 = ri5(rA) + Z(ra(rA) = 1 = rify (FA) + 15,57 A)) ) 9, (D)} ) do
= (r2a(74) = T+ TAr3,(rA)) 2, (1)

A AT = 1 (rA)) 2p (]

2 IPA G (7 A) = () 2, ()]

42 (A2 (ralrA) = 1) = (P (74) = 7357 A) 2, (1) 2

+ (raa(rA) = T+ A Tg5(TA)) 2pe (1), 74 (rfy (7A) = 35(T4)) 2pe(t))oe

+ (PA(I = rga(rA)) 2pe (1), (raa(rA) — I = 1 (7A) + r55(rA)) 2p-(H)oe

In der obigen Formel tauchen jeweils nur rationale Funktionen von 7A auf. Da A selbst-
adjungiert ist, kann man die obigen Terme zusammenfassen und erhélt durch algebrai-
sche Umformungen die Behauptung.
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|
Das folgende Resultat wird fiir spitere Zwecke bendttigt.
Lemma 2.5 Fiir w € L*((t,t + 7); L*(Q)) gilt:
1 [7 o 2 T )
- w(t + p) dp do < 1 |w(t +0)loq do . (2.26)
T Jo 0 0,0 0
Beweis:
Es ist
1 T o 2
—/ / (t+p)d,0 do = / /(/ t+,0dp> dx do
(t Vdp dx do < — d (t V2dp d
\/7_/// + p))dp dx do < /aa// + p)( pdx
<7‘// w(t + p)(z))’dp dv = 7'/ Jw(t + 0)]|3 do,
oy
(2.27)

wobei in (x) die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung und in (#*) der Satz von Fubini fiir
nicht negative Funktionen benutzt wurde.

|
Mit diesen Mitteln ist es nun moglich zu zeigen, dafl das LSF &quivalent ist zu einer
Norm auf L*((0,T); Hr, (div ,Q)) x H*((0,T); Hp_ ().

Satz 2.6 Auf L*((t,t + 7); Hp, ( div ,Q)) x H'((t,t + 7); H}_(€)) sei die folgende
Norm definiert:

(v, 9)l|- = (/T(|lv(t+0)l|3,g+f|| div v(t + )50
0 (2.28)

1 1/2
F2lale + o) o+ IV ale-+0)lBado )

Den Konsistenzfehler von u bzw. p bezeichnen wir mit

np(t+0) = p(t+0)— E(t+o;t)p:(t),
Nu(t+0)= u(t+o)+aVE({t+o;t)p,(t).

Dann gilt:
F(uz,ur, pripr(t), ) = [ mp)]7 - (2.29)
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Beweis: )
(i) Unser erstes Ziel ist es, die folgende Aquivalenz zu zeigen

F(uzul, plip-(t), f)
1 T ag
<2 [ 1P et o) = @)+ [ div unle+ o) dplfq do
0 0

+/ la™ 2 ur(t+ o) + a'? Vp (t +0)|5 o do .
0

Wir betrachten die Gleichung (2.3)
Fluz ul, plsp.(t),0)

T pi —pT(t) - ;
_ / THCI/?f#—c 12 div uT(t‘i‘U)Hg,ﬂ do (2.30)

/”a u(t+0)+a?Vp (t+o)|fqdo =: I + L.

Da p, und u, bzgl. t linear sind, kann der erste Term in (2.30) wie folgt umgeformt
werden zu

T + _ t
I = T/ |2 Pz —pr(t) +(1— g)c—uz div u;
0 T T

T i o
+ =V div ut|? g do
T '

et (pr — p-(1))

c 127 le U

clelvu

ct(pr — p-(1))

c 127 d1V U

clelvu

N E -
+ +

N[0 [ = =t
W [N [ —
WD [ =

0,Q

Andererseits ist

1 T o )
- / ||cl/2(p7(t +0)—p.(t)+ 12 / div u.(t+ p) degﬂ do
0
1
/’u M (pf = pr(0) + Z(r = 50) 7 div ug
T

+ % div uf|3 g do

c2(pf = pr(1))
= c /7‘ div u,

L\ (5t~ (1)
V27 div ut 1

c Y27 le U
= V27 div u?

[e=]

-
+

Sledm[rd2]en

\}
ool =Y |wes =
no

0,0

Die obigen Matrizen haben den gleichen eindimensionalen Nullraum {s(—1,1,1)7 | s €
R}, und bei beiden sind alle von Null verschiedenen Eigenwerte positiv. Somit gilt

Flur,ul,pf;p-(t),0)
1 T (o2
- _/ /2 (pf(t—l—a)—pf(t))—l—/ 2 div ur(t 4 p) dplfq do
0

/ la™ 2 u (t + o) +a'? Vp,(t +0)||§ o do .
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(ii) Die Definition des Operators E(t 4 o;t) liefert
M (E(t+0;t) pr(t) — po(1) — /7 / div (a VE(t + p;t)p.(t)) dp = 0.
0
Einsetzen der obigen Gleichung in (2.30) ergibt

F(ug,ul, pl;pe(t) ~—/ 12 (pr(t + o) — E(t + o3 t) p,(1))
+c 2 / div (u,(t + p) +a VE(t + p;t)p-(t)) dp||§ odo

/ la™"? u-(t + 0) + a'> VE(t + 03 )p(t)
+a?V(p.(t+0)— E(t+o0; tp-())]]5.0 do .

Da a und c beschriankt und gleichméflig von 0 weg beschréankt sind, gilt
1 T
Fluz ot ptipn (0.0 = = [ (oot + ) = Bt + i) pr (0
0

1 7
S [ div e+ )+ a VE(+ 0. 0) dolie
0

+ |lu-(t +0) +a VE(t +o;t)p ()50
+ V(- (t +0) = E(t +0;t)p (1)) 5.0

200+ 0) — B+ i) prle), [ v (urlt+p)+a VE( + pst)pe(0) dphog
+2 (ur(t+0) +aVE( +0; t)pT[() t),V(p-(t +0) = E(t + 0:t)p;(t)))o,) do .
Die obige Aquivalenz kann durch den Konsistenzfehler wie folgt ausgedriickt werden
F(uz,uf,plip-(t),0)
< [ (Gt + ol 21 [ div e+ p) doli

+ |t + o)l§0 + IV 1t + o)l o

—i—% (np(t +0), /00 div (nu(t+ p) dp) +2(nu(t +0), Va,(t+ U))[)}Q) do .

0,0

Aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung folgt

%("p(“”’)»/oo div (nu(t + p) dp)

0,2

1 7
< 2 (Inle+ Mo+ [ div nate+ o) o)

und
2(nu(t+0), Vip(t +0))oa < lnu(t+0)lq+ IV 1t +0)[5q -
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Somit ist
F(u;7u 7p 7pT t) 0)

<f (||nu<t+o—um L / div mu(t + o) ol

#2lplt+ o)l + 19 (0 + D)) do.

Nach Lemma 2.5 (mit w = div 7,(t + -)) haben wir die Abschétzung nach oben in
(2.29) gezeigt.
(iii) Um die Abschitzung nach unten zu beweisen, miissen wir zeigen, dafi ein § > 0
existiert, so daf

f( rﬂpr7pr(t))

H!(nu,np)ll\i
gleichmiflig bzgl. 7 fiir alle p,(t) € L*(Q2). Benutzen wir wieder, wie in Teil (ii), die Be-
schrinktheit von ¢ und a und die Tatsache, dafl beide gleichméBig von 0 weg beschrankt
sind, so gilt a =c = 1.

Nach Lemma 2.2, Bemerkung 2.1 und Lemma 2.3 haben wir

o
pr(t+0) = (1+Z(raard) = 1)) pr().
_ o _
w(t+0) = =V (155(r4) + 2071 (74) = r3,(rA) ) pe(t).
Der Konsistenzfehler kann deshalb wie folgt ausgedriickt werden:

np(t +0) = (I + g(TQ’Q(TA) —1I)— exp(—aA)) (1),

> (2.31)

it +0) = 9 (espcad) = (1= D) e+ Sy .
Mit Hilfe von (2.32) ergibt dies
|11 ) 112
- [ ((#wton= (-2 - Lrien) )m
+7 (A (exp(—UA) - (1 - g) raa(rA) = : 76 (r4 >2 bl )09
1 o ’

+ (A (14 Z(raatra) ~ ) - exp(—aA)>2 pa(t), pT(t))O Q) do .

Nach Berechnung dieser vier Integrale, erhalten wir

11, )17 = (9(7A) pr(t), - ()0, Wobei

" _igoiz) t+ gi(2)e” + ga(z)e >

5— it
36 2(1+42) (1+2+122)
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go(2) = =327 —112° - 2°+362* +62° —962 —90 2z — 18,
gi(z) = —42°—122° 442" +602°+ 842+ 362,
go(2) = 227+ 1820 +722° +164 2% +228 2° + 19222 +90 2 + 18,
Da A™! ein kompakter Operator ist, existiert ein Orthonormalsystem {®;}ren von

L? () aus Eigenfunktionen von A (vgl. Bemerkung B.2.a,b). Wir stellen nun p- () mit
Hilfe von {®y}ren dar. Dann ist (2.31) erfiillt, falls ein § > 0 existiert mit

T’Z:g(T)\k)

9(T k)

gleichméfBig fiir alle 7 > 0. Deshalb betrachten wir die Funktion

> G fir k= 1,2,...

ris@) _ P(1+x + La?)
9(@) 9o(z) + gi()e + ga(x)e2

fir x > 0. Aus Teil (i) und Teil (ii) des Beweises wissen wir, daf§ diese Funktion
beschrénkt und nichtnegativ ist. Ferner gibt es keine positiven Nullstellen. Bildet man
nun noch den Grenzwert fiir x — 0 bzw. x — 00, so ergibt sich

. (x T (x 1
li 4’3( ) = 10 und lim 4’3( ) = —,
z—0 g(;z;) 2—00 g(q;) 3

womit die Behauptung bewiesen ist.

|
Das wichtigste Resultat aus Satz 2.6 ist, dafl das Auswerten des LSF einen a-posteriori
Fehlerschétzer fiir den Konsistenzfehler bietet.

2.1.4 Konvergenztheorie

In diesem Abschnitt wollen wir eine Konvergenztheorie fiir die Einschrittmethode ent-
wickeln, die sich aus der Variationsformulierung (2.15) ergibt. Zunéchst zeigen wir einige
wichtige Eigenschaften der rationalen Funktion, die den Evolutionsoperator Ey(t+ ;1)
definiert.

Lemma 2.7 Die rationale Funktion 755 erfiillt

1 1
ro9(2) = 1—2+ 522 - 623 +O(2°) und (2.33)
|r22(2)| < 1 fiir alle z mit Rez > 0. (2.34)

Beweis:
Die Taylorentwicklung von 752(2) an der Stelle z = 0 fithrt direkt auf (2.33). Die
Stabilitét (2.34) folgt aus der Tatsache, dafl ry 5 eine holomorphe Funktion in der rechten

Halbebene ist, wobei

1
Zlirilo|r272(z)| =3 und
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1/2 1/2
(1+6y) ) :<1+§y2+%y4)/<1

|ra2(iy)| = ( 1 1
(1—§y) + y? 1+ 3y% +5y*
gilt. Das Maximumprinzip liefert das gewiinschte Resultat.

Als erstes zeigen wir die Konvergenz an den Punkten ¢, firn = 1,..., M.

Satz 2.8 Sei p € C®((0,T];Hf, () N C([0,T]; L? () die exakte Losung
der Anfangs-Randwertaufgabe (2.1). Sei (u,,p;) € V,((0,7); Hr,( div,Q)) x
Q-((0,T); Hf_(2)) die Losung des Variationsproblems (2.15). mit den Zeitschritt-
weiten 71, ..., Ty und Zeitschritten ¢, = ¢, 1+ 7, fir n= 1,..., M. Dann gelten:

1/2
[p(tn) — pr(t HOQN<Z / ||5‘f’pllogd0> 7 (2.35)

J

J

1/2
IV(p(tn) = p-(ta)llogo S (Z / |3?p||09d0> : (2.36)

Beweis:

Wir betrachten einen beliebigen Zeitschritt von ¢ auf ¢t + 7. Den Approximationsfehler
teilen wir auf in den Konsistenzfehler und die Propagation des alten Fehlers (zum
Zeitpunkt t) durch die diskrete Evolution. Wir fiihren den Beweis mit den folgenden
Normen durch:

I Mloca = lle”2(llos

I loas = lla’*(-)llog

die beide zu || - [|o.o &quivalent sind.
(i) Zunéchst zeigen wir (2.35). Es gilt

Ip(t +7) = pllocse = I1E(t+ 754)p(t) — Ea(t + 756)p-(t) llo.c.o

< B+ 73) — Ealt+ m0)pOlloca + It + 7000 — . (O)osn . 0

Um die Terme auf der rechten Seite abzuschétzen, benutzen wir Eigenfunktionen
{®4}ren von A, die ein Orthonormalsystem von L? () bilden (vgl. das Ende des Be-
weises von Satz 2.6). Wir stellen ¢'/2p(t) bzgl. dieses Systems wie folgt dar:

MPp(t) = > B P (2.38)
k=1
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Damit erhalten wir fiir den ersten Term in (2.37)

I(E( +738) = Ea(t + 7:)pt)lloco = (€™ = r22(r4)) ¢ p(t) o

N ] 1/2
- (Z BT’ A / e 2N d0>
0
= ([ 142 xpt-o) (0
0

T 5 1/2
< 702 / do .
0 0,2

Wir haben in (%) ausgenutzt, daf die Funktion

nio (e = ra())?
G(r)=2 P

1/2

3

] E(t+o;t) p(t)

(2.39)

auf (0, 00) beschrinkt ist. Dies folgt aus der Stetigkeit von G auf (0, 00) und der Tat-
sache, dafl ~ B
hH(l)G(.%’) =0, lim G(z)= 0.
AuBerdem ist
dS
o5 Blt+ o3t p(t) = 7% A” exp(=0 A) 2 p(t) ,
o

was direkt aus (2.8) folgt. Um den zweiten Term in (2.37) abzuschétzen, stellen wir
2 (p(t) — p-(t)) wie folgt dar:

M (p(t) —pr(t) = > WD

Wir folgern aus (2.34), da8

1Ea(t +7:8) (0(t) = pr(®))llo.c = r22(rA) ¢/ (p(t) = p- () o

o 1/2 o 1/2
= <Z T (rm(mk))Z) < <Z %3) = p(t) = pr (D)o -

Summation iiber alle Zeitschritte und Anwendung der Cauchy-Schwarzschen Unglei-
chung liefert

1/2 1/2
n tj n tj
WWmewsZﬁ%/H%mwﬂ:%Zﬁ/\ﬁﬁwﬁ ,
j=1 ti-1 j=1 tj—1

j—
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wobei p(0) = p,(0) und t,, < T. Damit ist (2.35) bewiesen.
(ii) Um (2.36) zu zeigen, teilen wir den Fehler wie in (i) in zwei Teile auf:

IVt +7)=p) 0w
= [V(E(W +7:0)p(t) = Ea(t + 750)p- (1)) [0
< [IV(E(t 4 73t) = Ea(t + 758))p()] 0,00
+IVE(t +7:8)(p(t) = pr ()00 -

(2.40)

Fiir den ersten Term in (2.40) haben wir

IV(E(t+7t) — Eq(t + 7:))p() 0,00
= [a!?V e 2 (e = ra(7A)) 2p(t) o
= [|AY2 (7™ = ra(4)) ¢ p(t)log

~ 1/2
= (Z B A (€77 — 7”2,2(7)%))2>

k=1
o ) 1/2
< (Z B A (- >>
(k) k=1
o T 1/2
— (Z 2t Ne / e 20N da)
k=1 0

, 1/2
_ ( |14 exp=o) c1/2p<t>||3,gda)
0

T 9 1/2
ST / do
0 0,2

Hier ergibt sich (#x) daraus, daf§ die Funktion
(e~ —raa(x)) (2.41)

(1 — e=2%)

d3

()

2

auf (0, 00) beschrankt ist, was man analog zu (2.39) zeigen kann. Fiir den zweiten Term
in (2.40) erhalten wir

IV Ealt+7:) (b(8) = pr(t) o = "> ¥ raa(rA) 7 (p(t) = pr() o
. 1/2 oo 1/2
- (Z af M <r2,2<mk>>2) < (Z o Ak) = IV () = p+(t) o
k=1 k=1

wobei

0"V (p(t) = p, (1) = 3 by

gilt.
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Summation iiber alle Zeitschritte fithrt zu

n tj 1/2 n tj 1/2
V0t Do S D072 (/ Haf’pHiQdU) S(Zﬁ’ / Hafpilé,ﬂdo> -
=1 -1 =1 Jta

j—

Bemerkung 2.9

(a) Man beachte, dal Satz 2.8 nicht die bestmogliche Approximationsordnung fiir die
diskrete Evolution (2.12) angibt. Wie man in (2.33) sieht, erhélt man sogar die
Konvergenzordnung drei. (2.35) und (2.36) reichen fiir unsere spéatere Betrachtung
allerdings aus.

(b) Man beachte, da die Forderung p € C*((0,T7; Hf_ (2)) fiir alle Losungen von
Typ (2.1) gilt (vgl. Bemerkung B.4.d).

Wir interessieren uns fiir die Konvergenz in der in Satz 2.6 definierten Norm, d.h. in
der zum LSF &quivalenten Norm.

Lemma 2.10 Fiir die in (2.12) bzw. (2.23) definierten rationale Funktionen ry 5 bzw.
755 und r(, existieren Konstanten Cp, und Cy, so daB fiir die Funktionen

Gyla) = [ (1 =)+ raafa))* s
Gu(x) = /0 x ((1 —8) ro5(w) + srofl(x))st

gilt:
0< Gp(x) < Cp, 0< Gy(z) < G, fiir alle z € (0,00) . (2.42)

Beweis:

Die rationalen Funktionen ry 5,75 53 und raf , haben keine Polstellen auf (0, c0), also sind
Gp und G, stetig auf (0,00). Die Existenz der gesuchten Konstanten C, und C,, mit
denen (2.42) gilt, folgt aus

1 2
lim Gy(z) = 1, lim G,(x) = / (1 — §5) ds =
x—0 T—00 0 2
1 3 2
lim G,(z) = 0, lim G,(z) = / (1 — 53) ds =
0

e i S

x—0 T—00

Schliefflich erhalten wir den wichtigen Konvergenzsatz:
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Satz 2.11 Auf L*((0,T); Hr,(div ,Q)) x H'((0,T); Hf () sei fiir jedes Gitter
A C [0,T] die Norm |[|(+,-)|]| wie folgt definiert:

Ma t]-A
(v, @Il = (Z/A (oI5, + 7 I div v(B)][5.q
j=1 Yt

(2.43)
1 , ) 1/2

+ 5 IOl + IV dOIBar)

j

Sei. (u2, p2) € VA((0,T); Hry( div,2)) x QA((0,T); H, () die zu A gehrige
Losung des Variationsproblems (2.15).
Falls max(Ma — j)T gleichmiBig bzgl. A beschrénkt ist, d.h. max(Ma — j)7; A<,
wobei C' unabhanglg von A ist, dann gilt:

Ma i 1/2
1w —uz,p =PIl S (Z(Tf)?’/ (19pll5.0 + Haf’pH%,Q)dO’) . (244)
j=1 5

Beweis:

(i) Wir schéitzen zunéchst |||(u—u,, p—p,)|||- auf einem beliebigen, aber fest gewihlten
Intervall (¢,¢ + 7) ab. Da (u,p) die exakte Losung der Anfangs-Randwertaufgabe ist,
gilt:

p(t+o)= E(t+o;t)p(t) = c’1/2exp( gA)c 1/2 p(t) ,

2.45
u(t+0) = —a Ve 2exp(—cA) /?p(t) (2.45)
vgl. (2.8)). Fiir die Approximation (u,, p,) gilt andererseits:
(
pr(t+0) = Ey(t+o;t) p-(t) _1/2<<1——> 1+—7“22(7'A)> Pp.(t)
(2.46)

u(t+0)= —aVell? <<1 - ;) To5(TA) + - 7“071(7'/1)) M p.(t)

(vgl. Lemma 2.2 und Lemma 2.3). Wiederum teilen wir den Approximationsfehler in
zwei Teile auf. Seien

Bt +0) = Egt +o3t) p(t) = ¢/ ((1 . g) I+ g m(m)) 2t

. _ A o
U, (t+0)= —a V2 <<1 — ;) To5(TA) + - 7"[{1(714)> c2p(t)

die diskreten Evolutionen der exakten Lésungen p und v vom Zeitpunkt ¢ zum Zeitpunkt
t + 0. Nach der Dreiecksungleichung gilt somit

I(w = e, p = p)lll- < [ll(w = e, p = Po)lll- + [t = vz, pr = po)lll- - (2.47)

Diese Terme werden im folgenden abgeschétzt.
(ii) Der erste Term in (2.47) ist der Konsistenzfehler, der mit dem Anfangswert p(t)
erzeugt wird. Satz 2.6 liefert

1(w = a7, p = o)l S Far(t), ar (t + 1), 5 (¢ + 7); p(2),0)"/7. (2.48)



2.1. Der halbdiskrete Fall 49

Stellen wir nun ¢'/?p(t) bzgl. des Orthonormalsystems (siche Teil (iii) vom Beweis des
Satz 2.6)) {®y}ren der Eigenfunktionen von A wie in (2.38) dar, so erhalten wir aus
Lemma 2.4

= (p(t), 15(7A) ?p(t))os = Zﬁkma TAk)

Z T)\k 727—)\;9) (*)

k=1
= 3 (MPp(t), AT — ) (1),

=73 (cl/2p(t),A4/ e 204 do cl/Qp(t))
0 0,2
= [ I expl=oA) Eplo)a = 7 [

In (*) haben wir die Tatsache ausgenutzt, dafl

Tzf:s(iﬂ)
z3(1 — e27)
fiir x € (0, 00) beschriinkt ist. Dies folgt aus der Stetigkeit von G fiir z € (0, 00) und
aus

2

do .
0,0

a0z ¢ 2p(t + o)

G7(z) =

1
o F . Fl) —
glclil(l)G (z) = 51 hmG ()= 0.

(iii) Um den zweiten Term in (2.47) abzuschatzen, halten wir zunéchst folgendes fest:

Br=pr= V2 ((1=2) T+ ZraalrA)) (1) = pe(t)

U —uy = —a' Ve /2 <<1 — f) ry4(TA) + g 7’8_1(7'14)) M2 (p(t) — p-(t)) .
T/ * T
Zusammen mit der Definition der Norm in (2.28) fithrt dies zu

11 = w5 = p)l»
A2 (1= 2 rgy(r) + L rga(r)) 2 Go0) ~ e )| o

0,2

2

+/OT T ‘A ((1 - g) ra3(TA) +g7"o+,1(TA)> (ot _pT(t))HO,Q do
+/0T 1 ‘((1 _ —) I+ —7’22(TA)> M2 (p(t) — p.(t))

T

+ /OT 4 ((2- Z) 1+ Zraa(rd)) M (p(t) - pT(zf))H;Q dg)

Stellen wir wieder ¢'/2(p(t) — p,(t)) bzgl. des Orthonormalsystems aus Eigenfunktionen
von A dar, so liefert uns Lemma 2.10:

2

do
0,0

1/2

|||(1~L7— _uT7ﬁT _pT)HlT

< () = p- (D2 » + 7 IV (0(E) = p-(0)]20) ">
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Damit haben wir gezeigt, daf3

T 2 2
= wrp=pollE S 7 [ pte o) do
= (2.49)
+lp(t) = p- (50 + 7V () = P (1) lo0 -
(iv) Aus der Definition der Norm |[||(,-)||| wissen wir
A 1/2
==l = (S - p=pBa s | . @50)
j=1
wobei [[[(-,)[|[¢a sy die Norm [[[(-,-)[|[;a aus (2.28) auf dem Interval (t5,,t5) be-
j—=1"3 J
zeichnet. Aus (2.49) und Satz 2.8 kénnen wir somit folgern, daf
1w —u,p =) s ay S () [ 107wl q do
J=17 +A )
J—
J-1 2
£ (@R [ 1ol do
i=1 tisa
Summation iiber alle Zeitschritte ergibt
11(w =z p = po)|I?
Ma tjA Ma tjA
$> Gy ( [ Wisliade+ 3 24 ed) [ otk do—)
j=1 e i=j+1 9
Ma y 8
=S| [ Neelado+ (RO~ i)+t —82) [T 10l do
j=1 tj—1 A ~~ 7 Ji
<C+T
Ma tjA
N (T]'A)d (/ HatZPH(z)Q + ”afPHgQ dU) .
= .
]

Korollar 2.12 Ist max(Ma — j)71* derart beschrinkt wie in Satz 2.11 gefordert,

dann gilt mit 7o = max T]-AI

1/2

T
H|<u—u$,p—pf>|||5<TA>3/2(/0 (||afp||3,g+||afpu§,ﬂ>da> S (25D)

Bemerkung 2.13
max(Ma— ]')7'jA ist sicherlich beschrénkt wie in Satz 2.11 gefordert, wenn wir annehmen,

daB
A

7 < min 75
1<Ma 7
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fiir die Folge von Zerlegungen gilt (fiir ein a priori gewihltes 7 > 0 ). Diese Forderung
ist aber viel zu streng, wenn wir bedenken, daf§ die Zeitschrittweiten adaptiv gewahlt
werden sollen. Mit einfachen Worten bedeutet diese Art von Beschrianktheit, dafl nur die
Zeitschritte in der Ndhe von T relativ zu den anderen grof} sein diirfen. Diese Annahme
ist verniinftig, da die Losungen der parabolischen Probleme in der Regel nach einiger
Zeit glatter werden.

2.1.5 Losungen der elliptischen Probleme in jedem Zeitschritt

Stetigkeit und Koerzivitét (bzgl. der Standard-Normen) der Bilinearform aus (2.14)
kann man aus [14] folgern. Wir interessieren uns aber vielmehr fiir 7-unabhéngige Aqui-
valenz bzgl. der mit 7 gewichteten Normen.

Satz 2.14 Bzgl. der Norm

- 4 T —1/2, =2 72 —1/2.7: (2 T =172, 412
ol = ( Fla 20 g + S lleV2div o™ | + Sl 20" g
> _ 1/2 (2.52)
e i o [ + el + 3o ValR)
geniigt die Bilinearform (2.14) den folgenden Ungleichungen:
1
B~ v, go7, 0, q) > S|l|(vT, 0" gl (2.53)

B(u™ u™ pivm, vt q) < 2[|(u”,um pll] - (07 v T gl

fiir alle (u™,u™, p), (v",v",q) € Hp,(div,Q)* x H} ().

Beweis:
Aus dem GaufBlschen Integralsatz folgt

(via VQ)O,Q + ( div Uia Q)O,Q - (UJr? Vq)O,Q + ( div U+7 q)O,Q =0 )

fiir alle v=,v" € Hp,(div,Q) und ¢ € Hp (Q). Zusammen mit der Definition der
Bilinearform in (2.14) liefert dies

Bv™, vt gv7 0", q) = Blv™, v, ;070" q)

T . _ T .
3 (v, V@)oo + (div v7,q)oq) — 3 (v", V@)oo + (div v*,q)oq)
T T 0 0 —=
3 6 6
0 Z 0% I 0
L0 Z 0 0 0
— 6 3
(z, 0 T_62 0 Tg_z - Z )00,
0 20 I 1 0
2000 0
mit z = (a Y207, Y2 div v=, a V2t , V2 div vT, ¢/?q, a/?V¢)". Die obe-

re bzw. untere Schranke in (2.53) hidngen vom kleinsten bzw. grofiten Eigenwert des
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verallgemeinerten Eigenwertproblems

5 005 00 =%\ /x 5 0.0 0 00y rz
0 202 1 0|z 0200 00]|(2
50 500 0 ffa|_ |00 5 000]z
0 202 2 0| 00 0= 00|z
0 2 0 21 0|z 0000 10f]|=
-0 0 0 0 /) \% 000 002/ \%

ab. Diese verallgemeinerten Eigenwerte sind durch die Eigenwerte der Matrix

1 0 & 0 0 —3
L1 9
0 1 0 § ;%
10 1.0 0 0
1 1
0 : 0 } o5 0
0 55 055 1 0
-1 0 0 0 0 1

gegeben, die in dem Intervall [1/4, 2] enthalten sind.

|
Satz 2.14 liefert, daf§ die Losung der Variationsformulierung (2.56) quasi-optimal ist:
Denn nach dem Céa-Lemma (Satz 1.2) folgt

[ (e _u;hvu:— _“:-r,hap:—r —pi,h)lll
<VB b g - o -l Y

v, EVi il €Vi,an€Qp
Eine andere Interpretation ist, dafi die in (2.14) definierte Bilinearform die Norm
B(o™, vt gm0t )2 = |[|[(v7, 0%, )]s (2.55)

definiert, die zu der Norm |[|[(-, -, - )||| auf Hr,( div,Q)* x H{_(Q) dquivalent ist.

2.2 Der volldiskrete Fall

In diesem Abschnitt wollen wir den volldiskreten Fall betrachten und einige Beispiele
berechnen. Nach Satz 2.14 liegt in jedem Zeitschritt eine stetige und koerzive Bili-
nearform vor. Der Satz von Lax-Milgram liefert die Existenz von Losungen in jedem
Zeitschritt.

2.2.1 LS-Galerkin-Formulierung bzgl. der Zeit und des Ortes

Um eine Approximation in jedem Zeitschritt zu berechnen, miissen wir die Minimierung
des LSF (bzw. die dazu dquivalente Variationsformulierung (2.15)) in endlichdimensio-
nalen Unterrdumen V;, C Hp,(div,Q) und Q, € H{_ (Q) durchfithren, die auf einer
Triangulierung 7, von 2 basieren. Wir entscheiden uns in dieser Arbeit fiir die Rdume

Qn = {Qh € Hp () ’ VT eT, Qh‘T linear } (Standard-FE Raum)
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und

Vi, = {Uh € Hry(div,Q) |VT €T, Qh‘T = (%;) +yr (2) }

(Raum der Raviart-Thomas-Elemente niedrigster Ordnung).

Da wir uns als erstes fiir adaptiv verfeinerte Triangulierungen interessieren, sind quasi-
uniforme Triangulierungen nicht geeignet. Im Folgenden sollen die betrachteten Trian-
gulierungen nicht-entartet (englisch: shape regular vgl. [11, Definition 5.1.(3)]) sein.
Somit ist die Minimierung in den endlichdimensionalen Unterrdumen dquivalent zu der
folgenden Variationsformulierung: Finde (u,,,u},,p},) € ViZ X Q, so daB

Bz, ulp, pipsvn, vp,an) = (2 pr(t) + 72 f, e gr)oa

T . _
+ 5(61/2 pr(t)+ 7 V2 e V2 div v )00

2.56
+ g(cl/2 pr(t)+7 V2 e V2 div v )00 ( )

p
6

fiir alle v, ,v;” € Vj, und ¢, € Qy, gilt.
Die Existenz und Eindeutigkeit der Losung von (2.56) folgt aus Satz 2.14.

T

5 (a**Vp.(t),a*Van)oa

(@' 2Vp,(t),a " (2v; +v))og

Satz 2.15 Der Fehler der Zeitdiskretisierung und der Fehler der Ortsdiskretisierung
sind orthogonal. Noch genauer:
Es gilt
f<u;h7 u'—ri_,h7pj,h’p7'(t)7 f) = f(“;a uiupi_7p7'<t>7 f)
- - o+ oot )2 (2.57)
+ ’H(uT T Urpy Uy T Uy Pr T pT,h)|||I3 :
Beweis:

Sei p = E(t+ 7;t)p,(t) € H} () die exakte Evolution des parabolischen Problems
und v = —a Vp der dazugehorige Flu. Wir definieren die folgende Bilinearform

t+7
Bo(u, p;v,q) = / (7(01/28tp(s) + V2 div u(s)), M20q(s) + V2 div v(s))on
t

+(a2u(s) + a'2Vp(s),a v(s) + a'/*Vq(s))oq) ds,
fiir alle u,v € L*((0,T); Hr, ( div,Q)) und p,q € H'((0,T); H},()). Der Vergleich
mit (2.5), (2.6) und (2.14) zeigt, daB

Bo(tr, prive, gr) = Bluy,uf, plivy, vl qf)

T _ . _ .
— (" p, (1), Mt + 5 ¢ 2(div vo 4+ div v1))og (2.58)
+ 2 (a?Vp, (1), a2V + a V(207 +v))oa

mit
u(t+0) = (1—g>u;+—gu;r , v(t+o)= <1——U)UT_+—UU;L,
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fir u_,ut, v, vt € Hr,(div,Q) und

o o
prlt+o) = (1=2) e+ Zp! , arlt+o)= 2,
fiir pf, ¢f € HE (). Ferner gilt

F( r_> j,qi;pT(t) f) = BO<U_UT7P_ qr; U — U, P — QT)a
fiir alle (v, v}, ¢f) € Hry ( div, Q)% x Hi (). Aus Variationsformulierung (2.6) bzw.

Variationsformulierung (2.15) und Gleichung (2.58) folgt, daf die Losung (u,,p,) der
Minimierungsaufgabe die Gleichung

Bo(u —Ur, P — PriVr, QT) =0
fiir alle (v-,¢,) € V-((0,T); Hr, ( div ,Q)) x Q,((0,T); Hp () erfiillt. Die zu bewei-

sende Gleichung folgt dann aus
F<u2h7u:h7pj—:h;p7(t)7 f)
= Bo(u — Urp, D — Prpi U — Urp, P — Dr)
= BO(“ —Ury D — Pr; U — Ury P _pT)

- - + + + + ., - + + + +
+B( - Th’uT - Th’pT _pTh7u7' _uT,h’uT _uT,h’pT _pT,h)

= Fluz,ul phip- (), f) + 1wz — gy ul —ufy pf —ply)lll

wobei wieder u_, = urn(t), ul, = urn(t +7) und pl, = poau(t + 7).

|
Aus Satz 2.15 folgt, dal das Funktional F(u_,,u] t Pin;pe(t), f) Kleiner wird, falls wir
eine genauere Losung bzgl. des Ortes berechnen d.h. falls wir die Radume V}, und @y
erweitern (z.B. durch Verfeinerung der Triangulierung). Unsere Aufgabe besteht jetzt
darin, einen a-posteriori Fehlerschétzer fiir den Ausdruck [||(u; —u_,, uf —ul,,pf —

L)% zu finden.

2.2.2 Hierarchische Basis und a-posteriori Fehlerschitzer im Ort

Im Folgenden soll ein auf der hierarchischen Basis basierender Fehlerschétzer konstru-
iert werden. Die Grundidee besteht darin, das Funktional im Raum des hierarchischen
Uberschusses auf einer einmal uniform verfeinerten Triangulierung 7y, /2 ZU minimieren.
Dabei ist:
Vije= Vo ® Zn, Qnjp= Qn® Y.

Als Alternative kann man Polynome hoherer Ordnung wie in [7] benutzen. Das Funk-
tional wird dann wie folgt in den Réumen des hierarchischen Uberschusses minimiert:

min Fluz, + 2w, + 25,05, 4+ yns p-(0), f) - (2.59)

(z;,z;,yh)EZ}QLXYh ’ ’ ’

Die Variationsformulierung (2.59) ist dquivalent zu: Man finde (d, ,d},e;) € Z} x Y},
derart, daf

B(d}:,d;,eh; Z}jvz}—i—ayh)

= (p.(t)+ 7 V2f My, + % V2 (div 2, + div z))og

T _ _
~5 (@' ?Vp-(t),a (22, + 2 ))o — 5 ~ (a"2Vp.(t), ' * Voo

_ + ca— St
— By, Uy Propi 24 5 2 > Yn),

(2.60)
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Abbildung 2.1: Hierarchische Basis fiir Raviart-Thomas Elemente niedrigster Ordnung

B>
2 R [

fir alle 2, , zf[ € Zy und y;, € Y, gilt.

Spéter zeigt sich, dafl eine geeignete Wahl der Basis fiir Z; und Y}, in der Variations-
formulierung (2.60) unabhéngig von h und 7 gut konditionierte lineare Gleichungssy-
steme hervorbringt. Ahnliches ist in [51] zu finden, wobei dort der Fehlerschétzer auf
der Erweiterung der Rdume durch Gebrauch von Polynomen hoherer Ordnung basiert.
Eine Skizze der hier verwendeten hierarchischen Basis liefert Abbildung 2.1. Die drei
Basisfunktionen in der ersten Zeile spannen die Basis fiir den Raviart-Thomas-Raum
(V) auf dem groberen Dreieck. Die mittlere Zeile in Abbildung 2.1 spannt den diver-
genzfreien Anteil von Z;, auf, wobei die letzte Zeile die zweite zu einer Basis von Z,
erganzt.

Fiir die Analyse des hierarchischen Fehlerschitzers werden noch einige Grundlagen
benotigt (vgl. [48, Section 1.4]). Als erstes ist die verschérfte Cauchy-Schwarzsche Un-
gleichung, unabhéngig von 7 und h, zu zeigen.

Lemma 2.16 Es existiert ein v € [0,1), so da8

Boy vy ani 2 2 yn) < Yy o an) sz 200 wn)l s (2.61)

fiir alle (v;, , v, qn) € V2 x Qn und (2, 27, yn) € Z7 x V), gleichméfig bzgl. 7,h > 0
ist.

Beweis:

(i) Sei
Alu™,ut po vt q) = 7(u™, v ) + 72 div u™, div v )oq
+ 7wt v g + 72 (div ut, div vNog + (9, 9)oa + 7(Vp, V@)oa-
Offenbar folgt aus Satz 2.14 und aus den Voraussetzungen an a und c

aA(w vt v, 0T q) < Bu, ot o0t ) < ad(v, vt guT, 0T g)
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fiir alle (v=,v",q) € Hyp,(div,Q)* x Hi (Q) mit Konstanten @ > « > 0, die nicht
von 7 abhéngen.
Lemma 2.16 kann also formuliert werden als: Es existiert ein v € [0, 1), so dafl

B(U}:7U]—:th;Z}:7Z]T7yh) S Y
fiir alle (v, , vy, qn) € V2 x Qp mit |||(v,, viF, qn)llls = 1 und (25, 27, yn) € Z7 x Y}, mit
(2, 2 yn)||ls = 1. Mit diesen Annahmen folgt

11y + 250 + 2 an + ) lBl1 0, — 2,00 — 2000 — )l

= 4(1 = B(vy , v, an 2 » 2 » Yn)?)-
Wir haben deshalb nur zu zeigen: Es gibt ein (3, mit

(v, + 2,00 + 25 an + yn) |l (v, — 20,00 — 2 a0 — yn)lllB > Bo

fiir alle (v, , vy, ) € Vi x Qn mit [||(vy, v, an)llls = 1 und (2, 2, yn) € Zj; x Yy mit
(2, 27, yn)|lls = 1. Anders formuliert: Es gibt ein ag > 0 mit

(o + 2500+ 20 an+ wn)lalll (v, = 2008 = 237, a0 = ww)llla = o

fiir alle (U;,v;,qh) S vh2 X Qh mit |||(U}:7U2_7q}b)|||«4 = 1 und (2}:7Z]_1'_7yh) S Z}2L X Yh
mit ||[(2,, 27, yn)|]]a = 1. Mit der gleichen Argumentation brauchen wir nur zu zeigen,
dafl es ein 5 € [0,1) gibt mit

Ay vy ani 2 2, 9n) < Ay, o an)llalll (2 25 )4
fiir alle (v;,, v, qn) € V2 x Qn und (z;,, 27, yn) € Z X Yy,
(il) Wir zeigen nun: Es gibt ein 4 < 1, so daf§
AK(”E?”}T; qh; Z]:a Z}—:_?yh)

~ B B a a (2.62)
S VAK<Uh 7/0}—1_7 qn; Uy, avf—i_a Qh)l/zAK(Zh 3 Zf—:_a Yn; 2y, Z}Ta Yn

)1/2

Y

wobei Ak (-, -, -, -, ) die Bilinearform eingeschrinkt auf einzelne Elemente ist, d.h.

T )= (v )ox + T div uT, div v )k

AK(ui7u+7p;U77U
+ T(UJFJ U+)O,K + T2( div u+7 div U+)O,K + (p7 Q)O,K + T<Vp7 vq)O,K ’

fiir alle K € 7;,. Es ist klar, dafl

(qn, yn)o.x < Follanllo.x |lynllox

7 2.63
(Van, Vyn)oxk < %llVanllox || Vyn (2.63)

0,K

fir alle ¢, € Q und y, € Y, mit 5o, 91 < 1 (vgl. [7]) gilt.
Benutzen wir die affine Transformation zu einem Referenzelement K, so, fithrt dies
zZu

_ K]
|Kref|
K|

< ref
- ’72 Kref‘HU ||07Kref

( ref _ref )

(’Uh, Zh)O,K I 7Kref

(2.64)

12" o, ke = Tollvnllorel|2nllo,5c
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fiir alle v, € Vj, und z;, € Zj. Die Ungleichung

f
|zre ||07Kref

(W, 2o ks < T2ll0" [0,

fir alle v™f € V™ und 2*f € Z"f mit einer Konstante 7, < 1, folgt, weil die Rédume
Vet und Z*f endlichdimensionale Vektorrdume sind (von Dimension drei bzw. sechs,
vgl. Abbildung 2.1) und V™ n Z™f = {0}.

SchlieBlich ist div vy, konstant auf K fir v, € V}, (da v, linear ist) und

/ div zhdx:/ <n,zp > ds= 0 fir alle 2z, € Z,.
K oK
Fiir die Basisfunktionen gilt entweder div z, = 0 in K (mittlere Zeile in Abbildung
2.1) oder < n,z, >= 0 auf 0K (untere Zeile in Abbildung 2.1). Damit folgt
(div wp, div z4)ox = O fiir alle v, € Vj, und 2, € Zj, . (2.65)

Zusammen folgt aus (2.63), (2.64), (2.65) und der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung
(fiir Summen) (2.62) mit ¥ = max{jo, 31, Y2}
(iii) Nochmaliges Anwenden der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung liefert

-t R _ E -t ca— ot
A(vhavhthazh7zh7yh) - AK(Uhyvth}uzh7Zhvyh)

KeT,
< 7Y Ao vl v o @) P Aw (2 ns 2 5 )
KeT,
1/2 1/2
<7 <Z AK(U;,U;aQMU;;U:,Qh)) (Z AK(Z;,z;,yh;z;,z;,yh)>
KeTy, KeTy,

= Ay v an)lllalll (25 20 ) l]a

fiir alle (v}, v, qn) € V2 x Qp und (25, 27, yn) € Z} X Y.

Der hierarchische Fehlerschétzer ist definiert als(vgl. auch [48, Section 1.4]):
Nk = BK(d}:7 d;a €h; d};a dZ7 6h)1/2,

wobei (d; , d}f, e,) das Problem (2.60) 16st und die Notation By aus dem vorangehenden
Beweis stammt. Mit diesen Hilfsmitteln konnen wir nun zeigen, dafl der obige Ausdruck
ein Fehlerschétzer ist, d.h. er ist &quivalent zu der Fehlernorm. Dies geschieht unter der
fiir diese Art von Fehlerschétzern iiblichen Saturierungsbedingunyg.

Satz 2.17 Unter der Annahme, daf} die Saturierungsbedingung
inf [(u; — v uf — ot pf —q)|ls
(Uf,v+7q)€Vh/2><Qh/2 (2 66)
<pg  inf l(ur = o™ uf =" pr = q)llls '
(v77U+’q)€V}L2XQh

mit § < 1 gleichméBig bzgl. h und 7 gilt, ist
S k= [y = wud =ty — )l (2.67)
KeTy,
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Beweis:
Der Beweis folgt analog zum Beweis fiir den hierarchischen Standard-Fehlerschétzer
(vgl. z.B. [48, Section 1.4]). Im wesentlichen werden dabei die verschérfte Cauchy-
Schwarzsche Ungleichung (Lemma 2.16) und die Saturierungsbedingung (2.66) verwen-
det.

]

Satz 2.18 Die zu der Variationsformulierung (2.60) gehorige Matrix B ist dquivalent
zu ihrer Diagonale diag(B), unabhingig von h und 7.

Beweis:
Schreiben wir zunéchst z, € Z;, bzw. y, € Y}, als

2 = Z Z}(Lu)\lll(lu) und y, = Z ?/;(Lu)q)z(f)
w

m

Wegen der Aquivalenz der Bilinearformen geniigt es, zu zeigen, daf

Az 2 uns 2 2 un) = Z(z;’(“))QA(\I/é“), 0, 0; \Iféu), 0,0)

I

+ 3 (a2 A0, w1, 0,0, W 0) + Z 24(0,0,8%):0,0, 5% .
o

Die Matrix
[AK(‘I/%); 0,0; \Ifﬁf), 0,0)]1<up<6 = [Ax(0, \1,2#)’ 0;0, \1/2”)7 0)]i< pr<s

des Referenzdreiecks (mit den Punkten (—v/3/2, —1/2),(v/3/2, —1/2),(0,1) (das Drei-
eck aus Abbildung 2.1) hat die Form

36 —12 -12 0 12 12 000000
—-12 36 -12 —-12 0 12 000000
V3_[-12 12 36 12 —12 0 [ V3 ,[0 00000
8]0 -12 12 10 -1 -1 3 o000 844
12 0 -12 -1 10 -1 000484
12 12 0 -1 -1 10 000448

Dafl diese Matrix dquivalent zu ihrer Diagonalen unabhéngig von 7 ist, kann man
anhand der Berechnung ihrer Eigenwerte zeigen. Diese Aquivalenz ist aber auch von h
unabhéngig, weil eine von h unabhéngige Transformation zwischen beliebigen Dreiecken
- der von uns betrachteten (nicht-entarteten) Familie von Triangulierungen - und dem
Referenzdreieck moglich ist. Das Analogon dazu fiir die Matrix

[‘AK(Ov Oa (I)SZ”)Q Oa 07 q)gj)ﬂlg n,v<3

bzgl. der hierarchischen Standard-Basis ist in [7] zu finden.

]
Aus Satz 2.18 folgt, dafi die Losung von (2.60) durch das CG-Verfahren mit Jacobi-
Vorkonditionierung (vgl. [17, Abschnitt 8.3 und 8.4]) mit einer von 7 und h unabhéngig
beschrinkten Iterationsanzahl approximiert werden kann.
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2.2.3 Zeit- und ortsadaptiver Algorithmus
In Abschnitt 2.1 wurde die Norm

(v, DI, = (/ (lo(@)ga + 7 |l div v(0)[3q
b (2.68)

1/2
2 v q(a)ua,w)

1
- lg(o)]

definiert (mit der Zeitschrittweite 7; = ¢t;—t;_1), bzgl. der wir den Diskretisierungsfehler
messen. Will man |||(u—uT,p—pT)|||3]_ < (tol)? in jedem Zeitschritt fiir eine bestimmte
Toleranzgrenze tol erreichen, so sollte

11w = vr,p = p)II7, = Fluz,uf, plip-(t), f) < (tol)?

gelten. Ist diese Bedingung erfiillt, so akzeptieren wir die Approximation. Dann mufl
ein Vorschlag fiir die néchste Zeitschrittweite gefunden werden. Andernfalls wird eine
neue Zeitschrittweite benotigt, um den aktuellen Schritt zu wiederholen. In den nach-
folgenden Uberlegungen sollen beide Fille beriicksichtigt werden und wir fithren dazu
die Bezeichnungen 7,;; und 7., ein, um Missversténdnisse zu vermeiden. Sei

Error,, = F(’LL;, uj—_>p;—i_7p7(t)7 f) :

In beiden Féllen soll bei der néchsten Berechnung Error,., < tol erreicht werden. Um
den Aufwand zu minimieren, fordern wir zusétzlich

Errorye, =~ tol. (2.69)
Satz 2.11 besagt, daf3

732 Errore, & Cor3/? . (2.70)

Erroralt ~ Cl alt neu

Dividieren wir nun die erste Beziehung in (2.70) durch die zweite, dann kénnen wir
unter der Annahme C ~ (5 folgern:

(1) o Bt o

Talt Error,y; |

Beachten wir nun (2.69) und fithren wir einen Sicherheitsfaktor 6 € (0,1) ein, um
Endlosschleifen zu vermeiden, so ist

2/3
1
Theu = ( to ) 7—<3L1t5~ (272)

Errory;

Ferner ist es sinnvoll, die Zeitschrittweite nach oben und nach unten zu beschrinken.
Die obige Strategie kann ausfiihrlich in [16, Section 5.1] nachgelesen werden.

In jedem Zeitschritt starten wir von einer vorgegebenen Triangulierung 7, und konstru-
ieren eine Folge von adaptiv verfeinerten Triangulierungen 7;, [ = 1,2, ..., l.x, die mit
Hilfe des hierarchischen Fehlerschétzers gebildet werden. Die zugehotrigen FE-Raume
bezeichnen wir mit V; und @, fiir [ = 0,1,2...,lhac. Die Rdume des hierarchischen
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Uberschusses auf 7; bezeichnen wir mit Z; und Y}, I = 0,1,2. .., lnax. Dies sollte so
lange durchgefiihrt werden, bis der Ortsdiskretisierungsfehler gegeniiber dem Gesamt-
fehler nahezu bedeutungslos ist. Da wir auf dem Computer nur begrenzte Ressourcen
haben, sollte die Anzahl der Levels in jedem Zeitschritt durch [, beschrinkt werden.
Mit dem von Benutzer vorgegebenen Parameter tol (Toleranzgrenze), ~ (Shift-
Parameter), § € (0,1) (Sicherheitsfaktor), Tm.x (maximale Zeitschrittweite) und
Tmin (minimale Zeitschrittweite) und 7y (Anfangszeitschrittweite) lautet der adaptive
Algorithmus:

Algorithmus 2.19

t=0;7=70;0" = po;

whilet < T,
berechne (u_,,u’,,p},) € Vi x Qo, die Losung der Variationsformulierung (2.56) ;
berechne (d; ,d;} e;) € Z3 x Yy, die Losung der Variationsformulierung (2.60) ;

berechne nyx = BK(d,:,d;,eh;d,:,d,f,eh)l/z fiir jedes K € Ty ;mp = Z nic;
KeTy

l=0;
While ZS lmax /\ _'[771 <<f(u;haui_’h7pi:h;palt7f)]7
l=1+1

7, = verfeinere K e 7;—1 mit ngz > max ng ;
KeT;

berechne (u_,,u},,p},) € V2 x Q;, die Losung der Variationsformulierung (2.56) ;
berechne (d, ,d} ;) € Z} x Y, die Losung der Variationsformulierung (2.60) ;

berechne ng = Br(dy, , df en; d;, , di, ep)'? fiir jedes K € ) ;nf = Z Nic;

KeT,
end
Errorest = f(u;h7u7—thvpj—:h;palt7 f)1/2 ;
if Errore < tol %% akzeptiere diesen Schritt
2/3
tol
t=t+4+7; 7= min < Tmax, 755 5 pM = pl,;
{ ma <Err0rest> } b Pra

else %% die Berechnung dieses Schritts ist nicht akzeptabel

( ( tol ) 2/3 )
T = max | Tmin, T |
Errorgg

end

end
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Die Zeitschrittstrategie des obigen Algorithmus kann in vielen Biichern nachgelesen
werden (z.B. [16, Section 5.1] oder [26, Section II1.4]). Ein volldiskreter adaptiver Al-
gorithmus, der auf der linear-impliziten Zeitdiskretisierung mit einem hierarchischen
Fehlerschitzer im Ort basiert, wird in [31] beschrieben. Die LSM mit der Wahl der
linearen Ansatzfunktionen in der Zeit fithrt zu einer Methode der dritten Ordnung (im
klassischen Sinne bzgl. p). Eine andere Methode mit derselben Genauigkeit ist z.B. das
diskontinuierliche Galerkin-Verfahren mit stiickweise linearen Ansatzfunktionen bzgl.
der Zeit (vgl. unter anderem den Abschnitt 1.2.3, [18] und [46, Chapter 12]). Andere
bekannte Methoden, die adaptive Zeitschrittweiten hervorbringen, sind Runge-Kutta-
Verfahren wie z.B. implizite Runge-Kutta-Verfahren vom Typ Radau IIA, die auch
Methoden der Ordnung drei liefern und ihrerseits mit einem Fehlerschéitzer kombiniert
werden konnen (vgl. z.B. [27, Section IV.5]).

2.2.4 Numerische Berechnungen

In diesem Abschnitt sollen einige numerische Beispiele die theoretischen Aussagen aus
dem Abschnitt 2.1 unterstreichen. Der Einfachheit halber soll in allen Beispielen a =
c =1 gelten.

Beispiel 2.20 Auf Q = (—1,1)? berechnen wir eine Approximation zu der Losung
von (2.1) mit der rechten Seite f = 0. Die Randwerte sollen wie folgt vorgeschrieben
werden:

= O,<n,u>‘

p|[—1,1]x{1,—1} {1,—1}X[—1,1]: 0,

d.h. homogene Dirichlet-Randbedingungen auf der oberen und unteren Seite und ho-
mogene Neumann-Randbedingungen auf der linken und der rechten Seite des Gebietes.
Die Anfangsbedingung ist gegeben durch

Die exakte Losung lautet

p(t,z) = exp (—%2 t) cos <g(m1 - 1)) sin (g(l’g - 1)) :

Die Berechnung einer Approximation ist unproblematisch. Dieses Beispiel soll lediglich
die theoretisch bewiesene Ordnung des Algorithmus demonstrieren. Daher sollen &qui-
distante Zeitschritte und gleichméfig verfeinerte Triangulierungen verwendet werden,
um den Konvergenzsatz 2.11 zu illustrieren.

Tabelle 2.1 zeigt das Quadrat des Konsistenzfehlers im ersten Schritt, gemessen in der
vom Funktional definierten Norm. Wir sehen die erwartete Reduktion des Funktionals
proportional zu 7% (dquivalent zum Quadrat der Konsistenzfehlernorm |||(n.,n,)|||?
wegen Satz 2.11). Die angesprochene Reduktion ist am besten in der letzten Spalte zu
sehen, da dort der Fehler aus der Ortsdiskretisierung im Vergleich zu den Eintrdgen
der anderen Spalten am kleinsten ist und gegeniiber dem Zeitdiskretisierungsfehler
nicht ins Gewicht fallt. Man beachte, daf fiir kleiner werdende Zeitschrittweiten 7 die
Approximationsordnung kleiner zu werden scheint, was daran liegt, dafl wir fiir diese
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h 1/8 1/16 1/32 1/64

=02 3.22-1072 2.10-1072 1.82-1072 1.75-1072
7=0.1 1.15-1072 4.48-1073 2.70-1073 2.25-.1073
7= 0.05 5.54-107% 1.55-1072 5.36-10"% 2.81.10~%
7=0.025 |289-1073 7.44-107* 1.98-107* 6.10-107°
7=0.0125]149-1073 3.80-10"* 9.61-10"°> 2.49.107°

Tabelle 2.1: Quadrat des Konsistenzfehlers (gemessen in der Norm des Funktionals
F(uz uf,pfip-(t), )

lp —prpllie v —urplaiv,
=02 2.30-1073 8.03-1073
0.1 3.45-10~4 3.00-1073

0.05 4.79-107° 9.30-10~¢
0.025 6.42-10°6 2.88-1074
= 0.0125| 1.31-1076 1.55-10~%

N8 a8 A
Il

Tabelle 2.2: Fehler zum Zeitpunkt t = 1

Zeitschrittweiten nicht mehr in der Lage sind, den Ortsdiskretisierungsfehler so weit zu
reduzieren, dafl er im Vergleich zum Gesamtfehler nicht mehr ins Gewicht fallt.
Tabelle 2.2 zeigt jeweils den Fehler zum Zeitpunkt ¢ = 1 fiir verschiedene Zeitschritt-
weiten 7 (jeweils mit h = 1/64). Wir sehen die erwartete dritte Ordnung fiir die Appro-
ximation fiir p, die aus der Analyse im letzten Abschnitt klar wird. Die Approximation
fiir v hat eine kleinere Ordnung.

Beispiel 2.21 Hier wihlen wir wieder Q = (—1,1)? und f = 0 und nehmen homogene
Dirichlet-Randbedingungen auf 02 an. Die Anfangsbedingung ist durch

p(0,2) = min{l —xy,1 + 21,1 — 29,1 + 22}

gegeben. Da die Anfangsbedingung nicht glatt ist, scheint es, dafl die Methode eine nied-
rigere Ordnung wéhrend der ersten Zeitschritte (etwa fiir ¢ € (0,0.1)) hat. Der wahre
Grund ist aber, daf} die elliptischen Subprobleme nicht so gut gelost werden kénnen. Die
Ordnung , steigt” jedoch nach einer Weile bis die von der Theorie vorhergesagte Ord-
nung erreicht wird. Abbildung 2.2 zeigt die Ordnung a in F(u;,ul, pt;p.(t), f)V/? =
O(7%) in Abhéngigkeit der Zeit.

Beispiel 2.22 Das folgende Beispiel ist ein herausfordernder Test fiir unsere Ein-
schrittmethode (vgl. [18, Example 9.2] und [10, Example 8.3]). Auf Q = (-2,2)?
berechnen wir eine Approximation zur Losung von (2.1) mit der rechten Seite f = 0
und schreiben homogene Dirichlet-Randbedingungen auf 02 vor. Die Anfangsbedin-
gung ist gegeben durch

p(0,x) = 250exp (—250 ||=||*) ,
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0.6 =
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Abbildung 2.2: Die scheinbare Konsistenzordnung in Abhéngigkeit der Zeit (Beispiel 2.21)

die als Approximation zu einer (punktierten) Wérmequelle oder zu der §-Funktion
angesehen werden kann. Die exakte Losung ist durch

’ 4t +1/250 4t +1/250

gegeben. Fiir ¢t € (0, 1], fiir die wir eine Approximation berechnen wollen, sind die Rand-
bedingungen naherungsweise erfiillt. Man beachte, daf3 dieses Problem in den oben ge-
nannten Arbeiten nur auf (0, 1) behandelt wird, d.h. das Problem ist dort einfacher zu
16sen als das vorliegende Problem. Das Program wurde mit einer Anfangszeitschrittwei-
te 7o = 1.78-107°% und einer Toleranzgrenze tol = 0.4 gestartet. Die Ortsdiskretisierung
benutzt eine Triangulierung, die aus fiinf adaptiven Verfeinerungen besteht. In Abbil-
dung 2.3 (links) ist die Genauigkeit des Fehlerschitzers in Abhéngigkeit von der Zeit
(englisch: time) zu sehen.

Die Kurve, die mit ,EXACT*“ bezeichnet wird, misst den Fehler (englisch: error) in
der Norm

ewenlls = ([ Ueate-+ oo+ 71 div eute+ )l
0
1 ) ) 1/2
+2 eyt + 0)lo + IV et + Na)de )

wobel (e, e,) = (4 —Urp, p — prp). Man beachte, dafl die Zeitintegration mit der Tra-
pezregel approximiert wurde. Die linke Grafik in Abbildung 2.3 zeigt die Zeitschritt-
weite (englisch: time-step) in Abhéngigkeit von der Zeit. Offensichtlich arbeitet der
Fehlerschétzer sehr effizient. Man beachte insbesondere, dafl 7,.« = 0.1 gesetzt wurde.
In Abbildung 2.4 wird die berechnete Approximation der Losung und die dazugehorige
Triangulierung zum Zeitpunkt ¢ = 2 - 107% dargestellt. Abbildung 2.5 zeigt die be-
rechnete Approximation der Losung und die zugehorige Triangulierung zum Zeitpunkt
t=0.1.
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. axact and estimated arror Automatic increase of the time-step
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Abbildung 2.4: Triangulierung und Losung zum Zeitpunkt ¢ = 2 - 1076 auf Level 3 (Beispiel
2.22)
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Abbildung 2.5: Triangulierung und Losung zum Zeitpunkt ¢ = 0.1 auf Level 3 (Beispiel 2.22)



2.2. Der volldiskrete Fall 65

Beispiel 2.23 Das néchste Beispiel stellt einen Test fiir die adaptive Verfeinerungs-
strategie im Ort dar. (vgl. [2, Example 2] und [10, Example 8.4]).

ol %107 time-step vs. time
N exact and estimated efor 1 T T
T T

——————————————————————————————— ESTIMATED

o
time-step

002 . L 1 L 85

Abbildung 2.6: Qualitéit des Fehlerschitzers und die Zeitschrittweiten fiir tol = 0.2 (Beispiel
2.23)

Man beachte, dal die rechte Seite f von t abhéngt, d.h. unsere Theorie des letzten
Abschnitts ist hier eigentlich nicht anwendbar. Dafl f nicht nur von ¢ sondern auch von
p abhiingen darf, werden wir im n#chsten Kapitel sehen. Es sei 2 = (—1,1)% und es
gelten wieder homogene Dirichlet-Randbedingungen auf 0f2. Die Anfangsbedingung sei

x_(ng)Z).

x40 time—step vs. fime
T T

p(0,2) = 0.8exp (—80

N exact and estimated emor 4
01 T T

ol i *(—-A———_#———\_———«—-—F—_W
77777777777777777777777777777777 ESTIMATED

0.ns
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time time

Abbildung 2.7: Qualitét des Fehlerschéitzers und die Zeitschrittweiten fiir tol = 0.1 (Beispiel

2.23)
)

Definiert man

p(t,z) = 0.8exp (—80

5 (e )
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und setzt man
ft,z) =
so 16st p offensichtlich die Gleichung (1.5).

-1 -08 -06 -0.4

Abbildung 2.8: Triangulierung und Approximation zum Zeipunkt ¢t =

(Beispiel 2.23)

dp — Ap, (2.73)
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0.505 auf Level 3

Gesucht ist eine Approximation fiir p, wobei t € (0, 2]. Die Randbedingung ist wieder
naherungsweise erfiillt. Das Programm wurde einmal mit der Anfangszeitschrittweite
7o = 0.01 und tol = 0.2 gestartet (hier verkleinert sich die Zeitschrittweite, vgl. Abbil-
dung 2.7 rechts). Ein zweites Mal wurde das Programm mit der Anfangszeitschrittweite
7o = 0.003 und tol = 0.1 gestartet (hier vergroBert sich die Zeitschrittweite, vgl. Ab-

bildung 2.6 rechts).

08

0§

04

02

-1 -08 -0.6 -0.4

Abbildung 2.9: Triangulierung und Approximation zum Zeipunkt ¢ =

(Beispiel 2.23)

1.508 auf Level 3
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Wir berechnen bis 7" = 2, d.h. wenn eine volle Umdrehung erreicht worden ist. Wie
man sieht, pafit Algorithmus 2.19 die Zeitschrittweite der geforderten Toleranzgerenze
an. Danach bleibt die Schrittweite etwa konstant, da in jedem Zeitschritt das gleiche
(um einige Grad gedrehte) elliptische Problem zu l6sen ist. In den Abbildungen 2.7
und 2.6 (jeweils links) ist die Genauigkeit des Fehlerschétzers gut zu erkennen. In den
Abbildungen 2.8 bzw. 2.9 wurden jeweils die berechnete Approximation der Loésung
zum Zeitpunkt ¢ ~ 1/2 (entspricht einer Viertel-Drehung) bzw. zum Zeitpunkt ¢ ~ 3/2
(entspricht einer Dreiviertel-Drehung) und die zugehorige Triangulierung dargestellt.






Kapitel 3

Semilineare Probleme

In diesem Kapitel wollen wir die Methode aus dem letzten Kapitel auf semilineare para-
bolische Anfangs-Randwertprobleme verallgemeinern und einige Konvergenzaussagen
beweisen. AnschlieBend betrachten wir einige numerische Beispiele.

Wir betrachten die semilineare Gleichung zweiter Ordnung

c(2)dp(t, ) — div (a(x)Vp(t,z)) + f(t,x,p(t, x), Vp(t,z)) = 0, (3.1)
wobei f : [0,7] x @ x R x R? — R. Sei fiir (t,¢) € [0,7] x HE_(Q)

fia Q>R
mit ~ .
fra(w) = f(t, 2, q(x), Vq(z)).

Damit koénnen wir f(t,q) = ftyq definieren. Wir fordern nun [ €
L*((0,7); C*(Hp,, (2); L? (£2))) mit

C™(Hp, (Q);L* () = {f HL (Q) — L* (Q) f ist m-mal Fréchet-differenzierbar
und ™ ist stetig}.

Fir fast alle ¢ € [0,7] ist also f(t,-) Fréchet-differenzierbar. Aus der Mittelwert-
abschétzung (vgl. [5, Proposition 4.3.11]) folgt, dafl f(¢,-) fiir fast alle t € [0,7]
lokal lipschitzstetig ist. Die Randbedingungen seien wie im letzten Kapitel. Fiir die
Anfangsbedingung kann hier Py € H%D (Q) vorausgesetzt werden. Gesucht ist die schwa-
che Losung p € H'((0,T); Hp_(2)) von (3.1). Wir bezeichnen mit L; die Lipschitz-
konstante von f(t,-) in einer Umgebung U(p(t),d;) C Hyp () der Losung p(t). Es

seien L = sup Ly < oound § = inf §; > 0.
te[0,T] t€[0,T]

Um das Problem mit der LSM zu behandeln, schreiben wir die Gleichung (3.1) in ein
System erster Ordnung um:

cop+ divu+ f(-,p) =0,

3.2
u+a Vp =0, (3:2)

Aus der Theorie der nichtlinearen partiellen Differentialgleichungen (vgl. z.B. [45, Sec-
tion 15.1]) ist bekannt, daB eine eindeutige Losung (u,p) € L? ((0,T); Hr,, (div ,Q)) x
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H'((0,T); Ht,(2)) von (3.2) existiert und daf diese stetig von den Anfangs- und Rand-
daten abhéngt.
Aus Symmetriegriinden wollen wir das System (3.2) in das dquivalente System

20 + ¢ V2 div u + ¢ V2f(-,p) = 0,
o Pu+a?Vp=0

umschreiben.

Nun diskretisieren wir in der Zeit, wobei wir die Bezeichnungen von Kapitel 2 iiber-
nehmen.

Analog zu Kapitel 2 definieren wir das LSF

~

F(ur,pr) —/ (7'Hcl/28tp7(t +0)+ c’l/Q(div u(t+ o) +f(t+ o, p-(t + O’)))H;Q
0

(3.3)
+ ||V (t + o) + aV?Vp,(t + o) Q) do.
3.1 Variationsformulierung fiir das nichtlineare LSF
Wir wollen wieder das LSF (3.3) im Raum V, X Q, minimieren (vgl. Kapitel 2).
Wir suchen (u,,p;) € V; x Q,, so daB
F(ur, p;) = min _ F (vr,q,) (3.4)

('U‘rzq‘r)ev‘r XQT

mit p-(t +0) = (1 = 2 )p,(t) + p-(0) und g-(0) = (1 — Z )p,(t) + G- (o).

Nun wollen wir den Evolutionsoperator definieren. Es sei E(t 4 o;t) : Hp () —
H} (), wobei E(t+0;t)p(t) = p(t+ o) die Lésung von (3.2) fiir o € (0, 7) bezeichnet.
Dann ist (vgl. Bemerkung B.4.c)

p(t +0) = E(t +0;1) p(t)
=2 exp(—cA) ?p(t)

—c? /OU (exp(—(o — 0)A))c 2 f(t + 0, p(t + 0)) db,

wobei A den in (2.9) definierten Operator bezeichnet.
Zunichst folgt ein Satz, welcher die Form von p in Abhéngigkeit von p.(t) angibt.

Satz 3.1 Der diskrete Evolutionsoperator pf = E4(t + 7,t)p,(t) erfillt die nicht-
lineare Gleichung (im Sinne der Distributionen (vgl. Abschnitt A.1)):

T

T + .
/ o [I * U(Cfl%pf(t +o,p(t+0))e V2 Aﬂ {clﬂpif pr(l)
0

+ A Pp (t+ o) + T Pf(t+ o, po(t+ 0))} do = 0.
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Beweis:
Die zu der Minimierungsaufgabe (3.4) dquivalente Variationsformulierung lautet

/ (7‘ (cl/QﬁtpT(t + o)+ YV2divur(t + o) + V2 (t+ 0, p(t + 0)), M?0yq(0)
0

Fe div vlo) + ¢ P01+ 0,prlt + )alo)) (3.5)

+ (a_1/2uT(t +0) +a?Vp,(t +0),a (o) + al/QVq(a)>0 Q) do=0
fiir alle (v,q) € V, x Q.. Die obige Formel beinhaltet zwei verschiedene Variationsfor-

mulierungen in den Riumen V., und @, die wir nun trennen. Aus (3.5) folgern wir
zunéchst

/)Gﬂy%Mu@+a}+cUzﬁvuAﬁ+@
0

+6”%@+m@@+®%6WdWM®)Q
0,

+ (a‘l/QuT(t +0) + a'*Vp,(t + o), a_l/zv(a))>0 Q) do =0

fiir alle v € V... Sei D, = {% G+ (1—=2)g | q1.q2 € Da» } Setzen wir nun v = —aVyg,
wobei ¢ € D, ist, so gilt: ¢=¥/2 div v = Ac'/2¢, und wir haben schlieBlich
/ (7’ (01/2@}97(75 +0) + V2 div u (t + o)
0

+ c_l/Qf(t +o,p.(t+ 0)), Acl/Zq(J))O 0 (3.6)

— (a_1/2u7(t +0) +a?Vp,(t + o), a1/2Vq(U))) )da =0
0,9
fiir alle ¢ € D,. Nun folgern wir

/OT(((cl/QatpT(t +0)+c Y2t + o, p(t+ 0))

—A 1/2 (¢ A 1/2
op.(t+0). 7 A (o))

+<c’1/2 divu,(t+o0), (I + TA)cl/Qq(a)))O Q> do =0

fiir alle ¢ € D,
Es ergibt sich

/W(QI+TA)W@“%Mn@+a>+c1”ﬂt+am4t+ab%—%&QMt+aﬂ
0 (3.7)
+ (A2 div ug(t+ o), (T + TA)TACIHQ(O')))O’Q) do =
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fir alle g € D,. Sei L, = {2q1 + (1 — D)o | 1,2 € L* () }. Da (I + 7A)TAcY/? ein
Isomorphismus von D, nach L, ist, folgt aus (3.7)

V2 divu, = — (I +7A)7 (A0, + 2 (-, pr)) — A ?p,) (3.8)

in L,. Die zweite Gleichung, die aus (3.5) folgt, lautet

/ (7‘ (cl/zﬁtpT(t +0)4+ V2 divu(t+ o)+ V2t + 0, p(t+ 0)),
0

SP0(0) + 0+ opnlt+ o) (o) Yo

+/ ((al/QuT(t +0) +a?Vp,(t + o), al/QVq(a)) >da =
\0 0,Q

-~

=K

fiir alle ¢ € Q.. Fordern wir lediglich, daB (3.9) nur fiir ¢ € Q, N D, gilt, so liefert (3.6)

K:/ (T(cl/QatpT(t +0) + VP divur(t + o) + f(t + o, p-(t + 0))], Acl/zq(a))o Q) do
0 :
und damit insgesamt

/ <7’ (cl/zatpT(t + o)+ c V2 divu(t+ o)+ V2t 4o, p(t + ),
0

M20,q(0) + C—I/Qapf(t +0,p-(t +0))q(o) + ACI/QQ(U))O Q) =0

fir alle ¢ € Q; N D,. Setzen wir nun ¢ /2 div u aus (3.8) ein und bedenken, daB

_z 1 T
1 — 135 = 1 ist, so erhalten wir:

/OT (T((J — 7 A) POt + o) + A Pp.(t+ 0) + VP f(t+ 0, p.(t + 0))],

M20,q(a) + V20, f(t + o, pe(t 4 0))g(o) + A cl/Qq(0)>0 Q) do=0
fiir alle ¢ € Q, N D,. Da qeQ, N D,, ergibt sich

/ (7’(([ — 1 A) POy, (t + o) + A Pp (4 o) + V2 f(t + o, p.(t+ 0))],

0 ) (3.10)
=M+ c’l/Zapf(t + o, p(t + a))c’l/2g MG+ A g cl/Z(j) >d oc=20
T T T 0,2

fur alle ¢ € D42. Multipliziert man beide Seiten von (3.10) mit (I — 7A), so gilt (in
Distributionen-Schreibweise (vgl. Abschnitt A.1)):

< / |10 (720 (1 4 0.p-(t +0))e ™+ A) [[e20p (¢ 4 0) + Acpe(t + o)
0

+ c_l/2f(t + o,p.(t + 0))]do, d> =0

fir alle ¢ € C3°(Q2), da C3°(Q2) C D 42.
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Um ein numerisches Verfahren konstruieren zu konnen, mufl das Integral

/OT cl/? [[ - a(A + 20, f(t+ o, pr(t + 0))071/2” [cl/QﬁtpT(t +0)

+AMp (t+ o)+ cVEf(t+ o, pe(t + a))} do

durch berechenbare Terme approximiert werden.

Fiir die Analyse des Verfahrens lassen wir den Anteil mit 0, weg. Dies ist zwar nicht
dquivalent zu (3.4), aber die so gelieferte Approximation erfiillt das Gewiinschte (wie
wir spiter sechen werden).

Somit ist ab jetzt (ur,p,) € Vr x @, gesucht (mit p-(t +0) = (1= 2) p,(t) +p-(0)), s0
daB

/ (T(cl/QatpT(t +0) +c Y2 div u,(t + o)
0

+ T f (4 0, pr(t+ ), 20g(0) + ¢ div v(o)) (3.11)

0,0
+ (a‘lﬂuT(t +0) + a?Vp,(t +0),a Y ?v(0) + a1/2Vq(0)> Q) do=0

0,
fir alle (v, q) € V, x Q,. Die Lésung von (3.4) sei mit (Umin, Pmin) bezeichnet. Die neue

Losung (u,,p,) geniigt folgender Gleichung (der Beweis lduft analog zum Beweis von
Satz 3.1, wobei man 0, f durch 0 ersetzt):

0= / (I +0A) [ Pop-(t+0) + Ac'Pp.(t + 0) + ¢ f(t+ o, p-(t + 0))] do
0

72A2
6

7_2142
= pf — P () + TA P pE = (1) (3.12)

+ /TU +0A) cPf(t+ o, p,(t+ o)) do.
0

Man beachte, dal die obige Gleichung im Sinne der Distributionen gilt. Mit den

-3 Z2 1 . .
ﬁ (siehe (2.12)) und rga2(z) = m 148t sich das
nichtlineare Einschrittverfahren angeben als

Eq(t + 7, 6)p-(t) = ¢ Pron(rA)c Pp, (1)

_ / ¢ VProa(TA)I + g A)e P f(t + o,p,(t + o)) do.
0

Abkiirzungen r99(2) =

(3.13)

Setzt man f = 0, so erhélt man die Aussage aus Lemma 2.2. Damit ist Satz 3.1 eine
Verallgemeinerung von Lemma 2.2, d.h. man kann in Kapitel 2 statt / € D nur
Py € Hf_(Q) fordern. Wir setzen ab jetzt aus Ubersichtsgriinden a = ¢ = 1 voraus.

3.2 DB-Stabilitit

In diesem Abschnitt wird die B-Stabilitéit des angesprochenen Verfahrens bewiesen. Sei
f bzgl. (-, ) dissipativ.
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Im folgenden Satz werden wir sehen, dafl die Methode (3.13) B-stabil ist. Zunéchst
machen wir aber eine wichtige Bemerkung.

Bemerkung 3.2 Sei R(0) = 0A. Da A positiv definit ist, folgt R(o) ist positiv semi-
definit fiir alle o > 0. Da f dissipativ, folgt nach Lemma 1.10: 0,f(t + o, p) ist positiv
semidefinit. Damit ist 0,(R(0)(Ap+ f(t+0,p))) = R(o)(A+0,f(t+0,p)) auch positiv
semidefinit. Aus Lemma 1.10 folgt schlieBlich R(o)(A(+) + f(t + o,-)) ist dissipativ.

Satz 3.3 Das Verfahren (3.13) ist B-stabil.

Beweis:
Seien p,q € Hy () beliebig. Es gelten folgende Abkiirzungen:

= Ed<t+7',t)p,
= Ed<t+7',t)q,
pr(o) = §p++(1—g)p,
qT(0)=2q++(1—g)q,
F=pt—q", & =p—yq
folo) = f(t+0,p(0)),
folo) = f(t +0,q(0))
und o o
{(o) = ;5++ (1— ;)57-

Wir werden in diesem Beweis die urspriingliche Form des Verfahrens aus (3.12) verwen-
den. Setzt man in der Gleichung in (3.12) p bzw. ¢ ein, so erhélt man zwei Gleichungen.
Zieht man von der ersten Gleichung die zweite ab, so ist

| 0 +00)(0E0) + 460) + f(0) = 10 do =0,
0
Setzen wir nun ¢ in die entprechende Variationsformulierung ein, so erhalten wir

/0 (I + oA () + AL(0) + fy(0) — Fo(0),E(0) o do = 0.

Damit folgt

/0 (0£(0), (0o do = /OT<aAat£<o>+A5<a>,f<a>>o,a
- (EAM) + h(o) ~ (o). EoDs
a (-

fulo

(3.14)
>0da R(o) (A(:) + f(t+ o, )) dissipativ nach Bemerkung 3.2
= (o) — L)), E(0))oe do
>0da ]?glbblpatlv
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Berechnung beider Seiten von (3.14) liefert

1 1
S (€ —€,6" + € hoa < —5 7 (AIAVIET g + 4V g + (A€, Do)

1 3 _
== 5 (A B+ 1A R+ (1A

] (3.15)
+ 4 1A% G0 + (Al/%*,Al/?é)o,Q))
1 3 _ L
:—gf(wmﬂé%ﬂ+1nmﬂs%@+wAW@++§§nﬁ@)sa
Damit ist
1€ o2 < 1€ llo.e-
|

3.3 Konvergenzaussagen

Sei fiir ein beliebiges Gitter
Ma
Tinin, A = IUD7;7.
Wir setzen nun zusétzlich fiir jede Folge von Gittern A C [0, 7] mit 7o — 0 voraus:

TA

~ 1.
Tmin,A

Hieraus folgt z.B., daf3
TAMA =~ 1. (3.16)

Es folgt ein Satz, der die Konvergenzordnung 2 fiir das Verfahren (3.13) garantiert.
Bevor wir den Satz formulieren, erinnern wir an das berithmte

Lemma 3.4 (Lemma von Gronwall (L'-Version))
Es sei b > 0 beliebig. Seien v € L'(0,b) eine nicht negative Funktion, 7, 4 > 0 und es
gelte fiir fast alle t € (0,b)

v(t) <n+ u/otv(a) do. (3.17)

Dann gilt fiir fast alle ¢ € (0,b):

v(t) < et

Beweis:
Man findet in [49, Chap. 1.III, pp. 16, Absatz §] die LP-Version des Lemmas von Gron-
wall, sowie Literaturhinweise zum Beweis.

|
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Satz 3.5 Sei p € C*([0,T7], H},(9)) die exakte Losung von (3.2). Sei p, die mit dem
Verfahren (3.13) berechnete Approximation. Dann existiert ein 7%, so daf§ fiir alle
Gitter A C [0, 7] mit 7o < 7* gilt:

pr(t) — p(t) 1o < C 72 O fir 0 < n < Ma, (3.18)

wobei C' nur von sup {||0?p(t)||1.o} abhingt.
te[0,7

Beweis:
(a) Zunéchst wollen wir zeigen, dafl es ¢, € @), gibt mit

- t < 0. 3.19
max fla-(t) = p(t)ll1.0 (3.19)
Zu jeder Zerlegung {0 < t; < ... <tpy,—1 <T}=A C[0,7T] sei Iap der lineare Spline
zu p bzgl. A. Aus der Interpolationstheorie folgern wir m[a>T<} [ Iap(t) = p()|l1.0 < C173,
tefo,
wobei C; = sup |02 p(t)]1.0 < oo gesetzt wurde. Sei 7* < min{1, %} =: 9. Damit
te[0,7

gilt: tren[gx%(] [1ap(t) — p()|l1,0 < %. Seien ¢; € HE (Q) mit |lg; — p(t;)|1e < 2 fiir

j=1,..., Ma und gy = pg. Sei
t—t;

t—t;_
q; + (1 — J 1) qi—1, falls t € [tjfl,tj],

¢r(t) = .

Tj
wobei 1 < j < M. Dann gilt:

() = p(t)]10 < Iap(t) — p(t H(t) = Iap(t)]10 < 0.
e - (t) = p(t)lle < max [[Lap(t) = p(H) 1.0 + max [lg-(t) = Iap(?)ll10

Angenommen, 7 ist so gewahlt, dafl

Ip+(t5) = (0} b < G- (3.20)

fiir j = 0,..., Ma, dann ist nach obiger Uberlegung

N t <0
tgﬁﬂp() p(t)|l0

fiir alle A mit 7o < 7* erfiillt. Der Beweis von (3.20) wird in Teil (c¢) nachgeholt.

(b) (i) Seien p; = p(t;),j =0,--- ,Ma. Sei 0 < n < Ma . Es gilt dann,

f)n - TQ,Q(TnA)ﬁn—l - / (] + UA) TO,Q(TnA)f(tn—l + 07p<tn—1 + U)) dU + dna
0

wobei d,, den Defekt darstellt. Der Defekt ist gegeben durch
= _T2 Z(TnA)pn—l + ﬁn

3.21
I + 0 A) 192(1,A) (Op(tn—1 + o) + Ap(t,—1 + 0)) do. ( )

\
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Durch partielle Integration erhélt man
/ (I + 0 A) ros(ra A)Op(t + ) do = (I + 7 A) To5(raA)pn
’ Tn (322)
—102(TnA)Pn—1 — / Arg o (1, A)p(tn—1 + o) do.
0
Setzen wir nun (3.22) in (3.21) ein und vereinfachen, so ergibt sich
dn = (7"()72(TnA)—T272(TnA))]5n_1 + ([ — (I + TnA) 7"072(7}014))]3”
™ 3.23
—/ o A%ro (T A)p(tn_1 + o) do. (3:23)
0
Beachten wir, daf3
Tn 7_2 ,7_2
/ 0 A%rg 2 (1, A)Iap(t-1 + 0) do = 7"0,2(TnA)(§n A%p, + E" A%p, 1), (3.24)
0
so konnen wir (3.23) mit Hilfe von Iop schreiben als
d, — — / 0 A2 5(10 A) (pltns + 0) — Iap(tn_s + o)) do. (3.25)
0

Aus der Interpolationstheorie wissen wir, daf§ aus dem Mittelwertsatz fiir jedes o €

0, 7,,] folgt:

1
p(tn—l + 0) - ]Ap(tn—l + 0) = 5 at2p<tn—1 + ‘90)0-<0- - Tn)

mit einem 6, € (0, 7,).

(ii) Seien
R(t],tn) = H 7“22(’7}14),
i=j+1
Yinlo) = f(t; + o, p:(t; +0)) = ft; + 0,p(t; +0)),
Sic1(0) = ft; + 0.p:(t; +0)) = f(t; + 0, Iap(t; + o))
und

~

V(o) = [(t; + 0, 1ap(ty + o)) = f(t; + 0,p(t; + ).

(3.26)

Bezeichnen wir den Fehler mit e; = p,(t;) — p(t;), j = 0,..., Ma, so erhalten wir

rekursiv, wegen eg = 0
Ti+1
en =) R(tj+1,tn) [derl +/ ro2(Ti1A)(I + 0A)Sj41(0) |-
=0 0
Beachten wir, daf fiir j = 1,...,Ma, ¢ € H{ () o € [0, 7] gilt
(L +0A) roa(TA)qllre < (I +7A) ro2(TA)q10

und setzen
S(tjs1,tn) = (I + 71 A)rop(Tj1 A) R(tj41, ta),

(3.27)
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so folgt aus (3.27)

-1

Ti+1
leallia < Z st [ (o) do Rlt 1, t)ds s
=0 1,0 J=0 1,0 (3.28)
Ti+1 .
+ Z b1, t / Yjp(o)do|l =t |Llle + [[L2lle + [ 13]0
=0 1,0

Nun wollen wir ||11]|1,0, [[12]1.0 und ||Z3]/1,o abschétzen.
Um ||I1]|1.o abzuschétzen, definieren wir

a(e) = L Sr+Z

Poo(z) = —8—— 05

o l+z+2

R 1—=

Pa(2) = —5
und .

R(tj, tn) = H 7:2’2(7—1‘14>,j = 0, ceey MA — 1.

i=j+1

Aus der Poincaré-Friedrichs-Ungleichung folgern wir
1110 < a|| Ve < el Alo-
Wegen der lokalen Lipschitzstetigkeit von f, (3.19) und (3.26), gilt
ma [51(0)lon < L max [Isp(t +0) — plt; + o)lie SR (320)
[0 tn] Ue[0=t’”]

Beachtet man, dafl 755 auf [0,00) positiv und monoton fallend ist, sup |raz(z)|=1
z€(0,00)

und o9 = 799722, so folgt aus der Formel der geometrischen Reihe

-1

E (i1, )i A

7=0

[11]le S I1ALoe S T2

L2(Q)—L2(R)

i
L

<7A R(tjs1,tn)702(Tmina A)TA A

<.
Il
o

L2(Q)—L2(Q)
-1

2 — —j—1
S TA 2,2(Tmin,AA)n J 7"0,2(Tmin,AA)TAA
=0

3

(3.30)

<.

L2(Q)—L2(Q)
S TZ H (I - f2,2 (Tmin,AA))ilro,Z (Tmin,AA)TAA"LQ(Q)*}L2(Q)

=TX H6(7'min,AA + Tglin,AAz)_1r072(Tmin,AA)_1r072(7min,AA)TAAHLQ(Q)HLQ(Q)

S A+ TminAA)_le(Q)—wZ(Q) S TA

Fiir ||I3]]1 o seien nun

22
. l+2z+%
)= Ty
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und

R(t],tn) = H fQ’Q(TiA),j = O, RN 7MA —1

definiert. Man beachte, dal 755 auf [0,00) positiv und monoton fallend ist,
sup |Fo2(x)|=1 und 799 = T2 272 .

z€(0,00)

Die Gleichungen (3.25) und (3.26) liefern nun (mit der Formel der geometrischen
Reihe)

i
L

Ti+1 1
H[2H1,Q Sl R(tj+17tn)r0,2(7-j+114)/ = UA2 (U — Tj+1)d0’

0

1,0

<
Il
- o

3
|

1
= R(tj+1,t )TO Q(TJ+1A) 24 J+1A2

<.
Il
=)

HE(9)—HE (%)

i
L

(3.31)

AN

T fz,Q(Tmin,AA)n_j_l T0,2(Tmin,AA)TiA2
=0

<

Hy (Q)—H} ()

N

X H( — 722((Trmin,a A)) ™ TO,Q(Tmin,AA)TiAQHH% (Q—HL ()

D I'p
= TA H6<TminA)7 7/10,2(7—min,A14)71 T072<TminvAA>TZA2HH%D(Q)HH%D(Q)
= 7A 6(Ta/Tmina)? S TA-

Fiir die Abschétzung von || 3|1 o beachte man, dafl

—-1/2
I+ 701 A)r02(T1 A) [ 2@t (@) S Tl

Aus der lokalen Lipschitzstetigkeit von f und (3.19) folgern wir

Tj+1 Tj+1
/ 150 (@)oado < L / I+ (t; + &) — Iap(t; + o)1 do
0 0

Wegen der A-Stabilitdt des Verfahrens folgt

(3.32)
lejllne + llejrallie)

I3]0 S

-1 .
—1/2
Z ]—1-1/ / J+1(‘7) do
- 00 (3.33)
1/2 1/2
</ Z<||ej+1||1,n+||ejum )< Z lej o

=0
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Damit folgt insgesamt:

lenlo < (I llie + | Blhie) + [ slha < C72 + Cr ”ZZ les 0

Die Konstante C' héingt von Cy und L ab. Wihlen wir 7* < min{es, é} (wobei wir in
Teil (c) €3 angeben), so gilt (1 — Cr 1/2) > 0 und (mit C' = 2C):

C, C~,7_1/2 n—1 " -1
leula < —~1/272+—91/22||e3||m<0m+0 /Znejum. (3.34)

Definieren wir v(t) = ||ejlliq fiir ¢ € [j 722, (G + 1)7),5 = 0,...,Ma — 1 und
v(Ma 7'12) = |leass |10, so erhalten wir fiir n =1,..., Ma und ¢t € [n 71/2, (n+ 1)1 1/2)

n—1 (n—1)
a3 el = / o(s) ds
j=1

< /0 " (s ds.

Es seinun ¢t € [0, Ma TA %) beliebig. Wihle 0 < n < Ma—1mit ¢ € [n Ti/ ,(n+1)T 1/2)
Aus (3.34) folgern wir

—1 t
v(t) = |len]l1o < C 72+ C WZHejumg CT§+0/ v(s) ds.
-1 0

Setzt man n = C' 73, u = C und beachtet, dafi ¢t < (n + 1)712, so liefert das Lemma

von Gronwall (Lemma 3.4):
lenllo < C 73 Oty

(¢) Nun wollen wir durch geeignete Wahl von 7* ereichen, daf (3.20) fiir j =0, ..., Ma
gilt. Das zeigen wir durch vollstédndige Induktion iiber j. Induktionsanfang ist fiir j =0
wegen p,(0) = p(0) = pp richtig. Fiir j + 1 definieren wir zunéchst: p; := —— ~ <3 3 und
Do (23+1) < 5

Sei dle Abblldung
D :U(p(tj1), p1) C Hy () — U(p(tj), p1)
mit .
D(g) = ras(m i Ap(t;) — / ros(rin AV (I + 0 A) f(t; + 0, d(0))do
0

definiert, wobei ¢(o) := (1 —

“—)p(t;) + == q. Wegen
41

Tj+1
Ip(t; +0) = q(o)|la < |lp(t; +0) = Iap(t; + o)|lie + [1q(0) — Iap(t; + 0)[l10
< Gima o Hllg—ptis)|he <6
~—~——

o
<,dat*<eo <pi<$
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gilt:

Tj+1

[p(tjr1) = D(@)]l1,0 < 61/ 1f(t;+ o, p(t;+0)) = f(t; +0,4(0)oe+  |ldjllie
0 S—

<Cr2,, vel (3.31)

Tj+1 . R
< el / p(t; +0) = i(0) |10 +Cy01 = Ty (1 L6 + C).
0 A ~~ _/

<0

Fir 7* < min{eo, (c1;;+é)} =: ¢ ist D(q) € U(p(tj+1),p1) und damit ist D wohl-

definiert. Ferner gilt:
1D(q1) — D(a2)[l1.0 < erL7jllar — g2l 10

Fiir 7* < min{e;, ﬁ} =: gy gilt fir beliebiges ¢1,q2 € U(p(tj4+1), p1)

1
1D(q1) = D(@2)ll0 < 5 llar = gall1e
2

Die Iteration gy € U(p(tj+1), p1) beliebig, ¢mi1 := D(gy) ist nach dem Banach’schen
Fixpunktsatz eine Fixpunktiteration. Fiir p* := lim ¢, gilt ||p® —p(tj41)|1.0 < 1.
m—o0

Als néchstes sei die Abbildung

D :U(p* p2) C Hp (Q) — U(p®, p2)
mit i
D= ?"Q,Q(Tj+1A)pT<tj) — / 7’072(7']'4_114) ([ + O'A)f(t] + g, Cj(U))dO’
0
definiert, wobei ¢(o) := (1 — #)pT(tj) + TJUT q. Wegen Induktionsvoraussetzung folgt

15°(0) — 4(o)|l1e < max{|[p(t;) = p-(t) |10, IP° — qle} < max{zii=, po} = ps < §.
Es gilt also

Ip* = D(g)[l10 =IID(p*) = D(q) 1.0 |
<|lp(t;) = p-(t))[10 + e /0 A+ 05 (0)) = F(t + 0,d(0)lloe
46

<< Lr; .
=30a + 1 LTj11p2

. * : P1 . : Jjo . Jjo 5§ (2j+1)s
Fiir 7* < min{e,, C1Lp2} =: g3 gilt sirs T c1Ltjiipa < s T e = e = P2 d.h.

D ist wohldefiniert. Wegen 7* < g, folgt: fiir beliebiges ¢1, g2 € U(p®, p2)
~ ~ 1
[ D(q1) = D(g2)1,0 < 3 g1 — q2ll1.0

und damit stellt die Folge qo € U(p®, p2) beliebig, ¢mi1 = D(gm) nach dem Ba-
nach’schen Fixpunktsatz eine Fixpunktiteration dar. Fir p;(¢j41) = lm ¢nqq gilt

Ip® — pT(tj+1)||1,Q < ps. Insgesamt folgt:
(j+1)0

[p(tj1) — pr(tir)lle < Ip° — p(tje) e + [1p° — p-(tis1) o < o1+ p2 = NN
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Bemerkung 3.6

(a) Fiir die Untersuchung des Minimierungsverfahren (3.4) haben wir folgende
Schritte gemacht:

— Sei

Flurpr) = [ (ma 10,0+ div )+ 160Dl

(3.35)
llur(t) + I (D)l ) dt

Wir haben mit der Variationsformulierung (3.11) eine Approximation
(=Vpsr,pr) der Losung (u, p) berechnet. Es sei uT‘ = —Vp.-(§7a),

7a,(+D)7a)
7=0,1,..., Man — 1, dann gilt u, € V,.
Es stellt sich die Frage: wie nah ist die fiir die theoretische Analyse konstru-
ierte Approximation (u,,p;) an der Lésung (tmin,Pmin) der Minimierungs-

aufgabe: F(Umin, Pmin) = min F(vr,qr)?
g ( p ) (UT7QT)EVT><QT ( q )

Zur einfacheren Ubersicht lassen wir im Folgenden nur konstante Zeitschritt-

welten zu:
— Angenommen, (F(v,,¢-))"* = [[[u —v-,p = g)||| (/|| - ||| wurde in Kapitel 2
definiert). Weiter sei angenommen, da§ max || div (u, — u)|loo < 78 fir ein

te[0,7)
a > 0. Dann gilt:

’H(umin — U,Pmin _p)m2 ~ ﬁ(uminapmin> S -}f(unpr) ~ H|<u7 — U, Pr _p)|||2

-/ ( e (1) = w@lBe -+ 7al div (- (1) = u(t)l3

[

<ri FolgeruI:; aus Satz 3.5 <r2etl ygl, gige Annahme
1
b (0) = b0 + [TL0) = TR o

. <r4 Fol Satz 3.5
§Tg Folgerung aus Satz 3.5 ~TA FOIBETUNE aus satz

§ 7_Zlirl(&?oc—i-l)

— Mit den obigen Annahmen gilt fiir gentigend kleine 7a (tr, pr) & (Umin, Pmin)-
Damit kann einerseits gesichert werden, daf (tmin, Pmin) die Konvergenzeigen-
schaften von (u,, p,) hat. Andererseits kann garantiert werden, dafl F (ur, pr)
einen Fehlerschétzer hervorbringt, mit dessen Hilfe man optimale Zeitschritt-
weiten bestimmen kann.

(b) Zur Losung von (3.4) bzw. (3.11) ist in jedem Zeitschritt mindestens ein nicht-
lineares Problem zu l6sen, das mit Newton-dhnlichen Verfahren behandelt werden
kann. Wir werden im néchsten Kapitel die Losung von (3.4) in einem anderen
nichtlinearen Fall (Gleichungen aus porosen Medien) mit Hilfe des Gaufi-Newton-
Algorithmus fiir nichtlineare Ausgleichprobleme (vgl. [17, Abschnitt 4.3]) losen.
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Ist das System (3.2) autonom, d.h. f : H} () — L* (), so kann man fiir die Methode
(3.4) unter bestimmten Bedingungen die Konvergenzordnung 2 ohne Weglassen des
f’-Terms beweisen.

Fir a > 0 ist
H,:=D,s C L*(Q)

mit dem Skalarprodukt
<q1,q2 >a'= (A2C]17AQQ2)

1
ein Hilbertraum (vgl. [38, Seite 195 ff.]). Es sei || - ||o :=< -, >& die zugehorige Norm.

Auflerdem sei
<{q,q> }
sup <00 p.

geto  |lalla

H o= (H,) = {q eD

Definiert man A~2§ fiir stetige lineare Funktionale § : H, — R durch die Vorschrift
< ARG, qg>=< G A 2q> fiir § € Hy, soist A2¢ € L?(Q), dh. A=2G € (L?(Q)) =
—— —~

= =

q
L? (). Gilt umgekehrt fiir ein § € D', daB A=2G € L? (), so ist

<dq,q> < A5G A2q > A"3G A%
sap S99 2 Arg > (A720 A2 g)g < |A~%d]l00 < oo.
q€EH ||q||06 qEH o ||q||0< q€EH ||Q||Oé
Damit ist

H,={GeD |A2Gel’(Q)}=D

a
AT 27

Wir setzen voraus, dafl die Funktion

9(1,0,q) = roa(tA) o f'(q) (Ag + f(q)) VY q € Hy, (Q), (3.36)

fiir alle o,7 € [0,T], 0 < 7 lokal lipschitzstetig ist. Dabei mul man f: H 1 — H_5
fordern mit f(H;) C Hy = L*(Q), damit g(7,0,-) wohldefiniert ist. Es gilt dann,

ro,2(TA)
H,"™="H,CH =, H (Q).

Satz B.7(c)

AQHO) ¢ ol @)

H, H_,

Wir bezeichnen die Lipschitzkonstante fiir g(7, 0, -) in einer Umgebung U (p(t), Oiro) C

H} (Q) der Losung p(t) mit Ly .. Seien L = tTr?éi%(T]{L”U} o= mu& T]{étﬂ,} > 0,

6 = min{0,6} und L = max{L,L}. Fiir ¢ € Hy (Q) mit ||q —p( Mo < 6 folgt
wegen der Konstruktion: 1f(@) — fle@)lloe < Lllg — p(t)|lo bzw. |g(r,0,q) —
g(1,0,p(t)1a < L|lg — p(t)]]1q. Wir bezeichnen die Losung von (3.4) wieder mit
(tr, pr) statt (Umin, Pmin), da das Verfahren (3.13) nicht mehr betrachtet wird. Aus Satz
3.1 folgern wir fir (u,,p,), dal

/0 T4 o(A+ f(pr(t+ 0))] [0pr(t + )
+ Ap,(t + o) + f(p,(t + 0))] do = 0.
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Ausrechnen des Integrals ergibt

Pl =r29(TA)p; — ro2(TA) /T(I +0A)f(p-(t +0))do
0 (3.37)

~roa(rA) / o f (ot + 0)) @Ot + )+ Aps(t + )+ F(pr(t + o)) do.

Wir sind nun in der Lage den Konvergenzsatz fiir den autonomen Fall ohne Weglassen
des f’-Terms zu zeigen.

Satz 3.7 Es sei f : H_, — H_, mit f‘Hl @ € C'(Hp,(Q),L* (), p €
'p

C*([0,T7, Hp,(2)) die exakte Losung von (3.2). AuBerdem sei die in (3.36) definierte
Funktion ¢(7,0,-) fir alle o,7 € [0,T], 0 < 7 lokal lipschitzstetig. Fiir die Losung
von (3.4) gilt dann:

Es existiert ein 7, so da$ fiir alle Gitter A C [0,7] mit 7o < 7" gilt:

1/2

lpr(ta) = p(ta) [0 < C 7% eS0T (3.38)
fiir 0 < n < Ma, wobei C' > 0 nur von sup {||0?p(¢)|l1.o} abhingt.
te[0,7

Beweis:

Die Beweise der Teile (a) bzw. (c) verlaufen analog zum Beweis von Teil (a) bzw. (c)
von Satz 3.5.

(b) Wir benutzen erneut die Bezeichnungen aus dem Beweis von Satz 3.5.

(i) Sei 0 < n < Ma. Setzt man die exakte Losung in (3.37) ein, so ist

o =2 A)pns = roalmd) [+ AN olts + ) do
~roa(t) [ olta+ o) (atp(tn +0)+ Ap(tn +0)

+ f(p(t, + 0))> do + d,,

wobei d,, wieder den Defekt darstellt. Der Defekt ist gegeben durch:
dn = - T272(TnA>ﬁn—1 + ﬁn
= [+ 00 10 ) Opltas + )+ Apltas +0)) do
0

+ ro2(1,A) /DTH of'(p(tn +0)) (Oip(t, + o) + Ap(t, + o) + f(p(tn + 0))) do.

J/

-

=0

Dies ist genau der gleiche Defekt, der im Beweis von Satz 3.5 vorkommt. Also folgern
wir (3.25).
(i) Die Kettenregel liefert

Ocf(q(t)) = f'(a(t)) Deq(t)
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fiir ¢ € H'((0,T); Hp_ (€2)). Mit partieller Integration erhalten wir:

/OTnaf’(pT(tnl +0)) Opr(tn1+0)—of (p(tan1+ 0)) Op(tn_1+ o) do

.y (3.39)
=5 (Fp) = S~ [ Ealo) + Ea(0) dor
0
Insgesamt gilt also wegen (3.39) und (3.36):
en = T22(ThA)en—1 + Turo2(ThA)(f(pn) — f(Dn))
+/ TO,2<TnA)UA2 o+ / To, 2 O'AE ( ) do
0 0
+/ g(Tn7 g, p‘r(tn 1 + U)) - g(Tna va(tn—l + 0))/(10’ + dn
" —Gn (o)
Rekursiv erhalten wir
n—1
€n = R<tj+17 tn) [dj-&-l + TnTO,Q(TnA)(f(pn) - f(ﬁn))
J=0 (3.40)

~

/oTj+17“o,2(Tj+1A)(UA)(SJ‘H(U) +251(0)) + Gjalo)do

Beachten wir, daf8 fir j = 1,..., Ma, ¢ € Hf_(€2) und o € [0, 7] gilt
oA roa(TA)gll1a < [[(I+0A) roa(TA)glle < (I +7A) ro2(TA)ql10

und setzen wieder S(tjt1,tn) = (I + 7511 A)102(7541A4)R(tj41, 1), so folgt aus (3.40),
lokale Lipschitzstetigkeit von ¢(7;, 0,) und A-Stabilitét des Verfahrens

lenllio S

n-l Tit1 .
Z S(tjsr,t / Yiv1(o)do + 7511241(Tj41))
Jj=0 0

1,0

n—1
+ Z R(tji1,tn)djn
=0

1,0

n—1 Titl _
HE St t)([ 7 Epa(o) do + i Spna()
j=0 0

1,0

Tj+1
+ Z/O pe(t; + o) — plt; + o)do
=0

1,0
= ||f1||1,9 + ’|f~2|\1,9 + {1310 + ||j4||1,9-

Die Terme ||[;]j1.0,7 = 1,2 sind analog zu ||[;||1.q,i = 1,2 abzuschiitzen (vgl. Beweis
vonSatz 3.5). Fiir ||14]|1.o gilt:

n—1

ILilhe S72+7a Y (leflia + llejlle)-
§=0
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Der Rest des Beweises verlauft analog zum Beweis von Satz 3.5.

Wir wollen nun eine Konvergenzaussage fiir alle ¢ € [0, T.

Korollar 3.8 Bezeichnungen und Voraussetzungen seien wie in Satz 3.7. Dann ist

t) = pr(t)]0 < CTX
max [p(t) = p- (e < C7a,

wobei C' nur von sup {||02p(t)||1.0} abhéingt.
te[0,7)

Beweis:
Sei t € [0, 7] mit

t) — p(t = |lp(t) — p+(B)]|1.0.
tg%%llp() p-Blhe = lIp#) —p-B 10

Aus der Dreiecksungleichung folgern wir
lp() = p-(llrg < llp() — Iap@)llua + [1ap(E) = pr(D)]]10-
Fiir den ersten Term folgt aus der Interpolationstheorie
Ip(t) = Iap(@) 10 < C172. (3.41)
Wiihle 0 < n < My so, daB £ € [t,, t,11]. Wegen der Linearitiit der beiden Funktionen
Iap und p, auf [t,, t,,1] gilt

11ap(t) — p- (1)

Lo < max{[lenfloo, llenslhe} < C*7X.

Satz 3.7

Fiir den allgemeineren Fall kann man mit Satz 3.5 elementar auch zeigen:

t) — pr(t < C73.
mas [[p(t) = p-(1) 1.0 < OT3

Der Beweis verldauft analog zum Beweis von Korollar 3.8.
3.4 Néiahere Betrachtung der Minimierungsaufgabe

F soll mit Hilfe der Simpsonregel wie folgt approximiert werden:

T 1 . —
F(urpr) ~ g IpF = po(t) +7 div oz +7 (80 (0) 30
2 1
+ 3 lpf —p-(t) + 7 3 (div u, + div u))

T pl 4 p.(t)
+7f(t+ 5 >T)H(Zm

1
+3 lpf —p-(t) +7 div uf +7f(t+7,p])

2
0,0
T - 127, (£)112 T+ V|2
2z + a2 p () + %t + Vo IR

2
+ 5 Iz + ) + (Voo (8) + VD) o0 = Flur, ur, pfspe (1))
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Wir wollen nun statt F das Funktional F in den entsprechenden Ré&umen
Hr, (div ,Q)* x H} (Q) minimieren.
Wie man leicht sieht, ist

F(uy,ul,plip-t) = I1R(us, ulf, pf5p-(0))[5.0-

mit

I (0 = p-(t) + 7 div uy +7 f(t,p-(1)))
\/g(pj —pe(t) + 3 div (uf +uf) 7 f(E+ 5, 2oy
= (pF = pe(t) + 7 divuf +7f(E+ 7 p))
VE(u; + V(1))

VE (ur +uf + Vp.(t) + Vpf)

Vi (it + V)

R(us,ut, plip,(t)) =

Betrachten wir das Funktional F auf Hr, (div ,Q)* x H}_ (Q), so folgt aus (3.4), daB
fiir die Fréchet-Ableitung

F'(uy,ul,pt;p(t)) =0 auf Hp,(div,Q)* x HL (Q) (3.42)
gilt, mit
F'(uy,uf,pfip(t)) + Hry(div,Q)* x HE () — R,
U
F'(uzug,plipe(t) | vf
qr
) (3.43)
UT
= | R(uz,ul,pfip- (), Tr(us,ul,py) | of ,
dr 0.0
wobei

die Jacobi-Matriz von R an der Stelle (u,,u;,p)) bezeichnet (0;R; ist die Ableitung
der i-ten Zeile von R nach der j-ten Variable). Mittels elementarer Analysis ergibt sich:

Trluz ut,pt) + Hyy(div, Q) x HY (Q) — (L2(Q))°,
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wobel

7 div 0 1

T div 7 div 2+78pf(t+% ’P¢+§T(t))

0 7div L+ 70,f(t +7,pF)
JT0 0
NV VY

0 NG VTV
Aus (3.42) und (3.43) folgt, daB (3.4) dquivalent ist zu

jR(U;,Uj,pj) =

Sl

UT
Ruy ul,plip. (1), Tr(us ul,pf) | of =0 (3.45)
¢ ) ) oq

fiir alle (v, v, ¢,) € V2 x Q,. Es gibt eine Reihe von Verfahren, die sich direkt mit
dieser nichtlinearen Variationsformulierung auseinandersetzen. Wir nehmen an, daf in
jedem Zeitschritt das Problem (3.45) bzw. (3.4) exakt gelost wird. Dazu verwenden
wir die geddmpfte GauB-Newton-Methode (vgl. [36]). Wir werden den volldiskreten
Algorithmus erst in Kapitel 4 entwickeln, weil die Idee der Adaptivitédt im Ort in diesem
und im néchsten Kapitel die gleiche ist.

3.5 Numerische Beispiele

In diesem Abschnitt wollen wir einige Testbeispiele betrachten. In einigen dieser Bei-
spiele vergleichen wir den neuen Algorithmus mit der derzeit bekannten diskontinuier-
lichen Galerkin-Methode mit { =1 und [ = 0 (vgl. Abschnitt 1.2.3). Dabei werden wir
fiir die LSM in der Zeit den volldiskreten Algorithmus 4.1 verwenden, der in Kapitel
4 erlautert wird. Mit den gleichen Zeitschrittweiten werden wir dann die diskontinu-
ierliche Galerkin-Methode durchlaufen, um die beiden Methoden miteinander verglei-
chen zu konnen. Die anstehenden nichtlinearen Probleme bei der diskontinuierlichen
Galerkin-Methode werden durch eine Newton-Methode mit Dampfungsstrategie geméafl
[17, Abschnitt 4.2] behandelt. Wir werden den Fehler |[p(t;) —prn(tj)|oo, i =1,..., M
fiir die beiden Methoden darstellen und vergleichen. AnschlieBend werden wir den Feh-

ler [||[u — ur,p — prlllr;, 5 = 1,...,M und das LSF (den Fehlerschitzer) F(u,,p;)
miteinander vergleichen, wobei

(v, DIl = (/ (lo(@) 5.0 + 7 I div v(0) 50
b (3.46)

1 1/2
+— la(o)l50 + IV Q(U)H(Q),Q)dg> :

J

nicht exakt auswertbar ist.
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Beispiel 3.9 Sei @ = {z € R? | ||z|| < 1} der Einheitskreis. Betrachte das Problem
Op — Ap+ f(p) =0, (3.47)
wobei f(t,z,p) = 2t||z||* — 2t — 4% — (£*||z||* — t*)* + p*.

exact and estimated ermor Automatic decrease of the time-step
0.03 02 T T T T

018~
0.025
016 -

014 -
0.02

s e ESTIMATED

o
2 oos i
el . e EXACT £

0.01 -

L L L L L L L N L
o 0z n4 08 08 1 nz2 03 04 05 08 07 na ng 1
time time:

Abbildung 3.1: (links): Qualitdt des Fehlerschétzers und die Zeitschrittweiten fiir tol = 0.02;
(rechts): die Abnahme der Zeitschrittweite im Laufe der Zeit (jeweils fiir Beispiel 3.9)

Wir starten mit p(0,z) = 0 und fordern p| = 0. Die exakte Losung dieses Problems

o0
lautet:

p(t,x) = t*]|z[|* — %,

Abbildung 3.1 zeigt auf der rechten Seite die Abnahme der Zeitschrittweiten. Auf der
linken Seite der Abbildung 3.1 ist der exakte Fehler in der Norm aus (3.46) im Vergleich
zu der Wurzel des LSF dargestellt, um die Qualitdat des Fehlerschitzers zu demonstrie-
ren. In Abbildung 3.3 (links) ist die Losung p(1, z) auf der dritten Verfeinerungsstufe
dargestellt.

Beispiel 3.10 Sei Q = (—1,1)%. Man betrachte das Problem (3.47), wobei
ft,w,p) = —(z7 = Doy — 1) +2t((27 — 1) + (x5 — 1)) = £3(2¥ — 1)*(a5 — 1)° + p*.

Wir starten wieder mit p(0,z) = 0 und fordern p| = 0. Die exakte Losung dieses
o0

Problems lautet:
p(t,x) = t(af —1)(z5 — 1).

Abbildung 3.2 zeigt wieder auf der rechten Seite die Abnahme der Zeitschrittweiten.
Auf der linken Seite der Abbildung 3.2 ist wieder der exakte Fehler in der Norm aus
(3.46) im Vergleich zu der Wurzel des LSF dargestellt. Es wird nochmals betont, dafl
die Aquivalenz dieser beiden Gréfen noch nicht bewiesen ist.

In Tabelle 3.1 (1. bzw. 3. Spalte) wird der Fehler der Approximation an p(0.2, z) mit
verschiedenen Zeitschrittweiten aufgelistet; die 2. (bzw. 4.) Spalte listet den Quotienten
aus dem L?-Fehler (bzw. H'-Fehler) des aktuellen Schritts (mit der Zeitschrittweite 7)
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exact and estimated ermor Automatic decrease of the time-step
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Abbildung 3.2: (links): Qualitét des Fehlerschétzers und die Zeitschrittweiten fiir tol = 0.05;
(rechts): die Abnahme der Zeitschrittweite im Laufe der Zeit (Beispiel 3.10)

Level=4 Hp - pT,hHO,Q Hp - pT,hHLQ

=02 31.472-10~2 3.560 | 94.417-10~3 3.400
7=0.1 8.840-107% 3.599 | 27.769-1073 3.826
7 =0.05 2.465-107% 3.758 || 7.258-107%  3.650
7=0.025 | 0.656-10"3 3.905 || 1.988-10"3 3.921
7=0.0125 | 0.168-103 — 0.507 - 1073 —

Tabelle 3.1: Fehler zum Zeitpunkt ¢ = 0.2 (Beispiel 3.10)

Level=4 F(u;h,uj’h,pjh;pﬂh(t))l 2
=02 3.994 - 1072 2.800
7=0.1 1.426 - 1072 2.597
7 =10.05 0.549 - 1072 2.639
7 =0.025 0.208 - 102 2.773
7 =0.0125 0.075- 1072 —

Tabelle 3.2: LSF zum Zeitpunkt ¢ = 0.2 (Beispiel 3.10)

Level=4 | | ’uT,h — U, Pr.h — p| ‘ |T
r=0.2 2.567 - 1072 2.300
r=0.1 1.116 - 1072 2.542
7 =0.05 0.439 - 1072 2.645
7 =0.025 0.166 - 10~2 2.690
7 =0.0125 0.0617 - 102 —
Tabelle 3.3: ||| - |||--Norm des Fehlers zum Zeitpunkt ¢ = 0.2 (Beispiel 3.10)

und dem L?-Fehler (bzw. H'-Fehler) des nachfolgenden Schritts (mit der Zeitschrittwei-
te g) auf. Es fillt auf, da dieser Quotient gegen 22 strebt fiir 7 — 0. Es scheint, daf§ die
Konvergenzordnung 2 ist. Die Ordnung 2 wurde auch in Satz 3.5 (fiir die H'-Norm des
Fehlers) garantiert. Analog zu Tabelle 3.1 sind Tabelle 3.2 und Tabelle 3.3 zu verstehen.
Allerdings wird diesmal (F(u,,, U;L,h,pT,h;pT,h(t)))l/Q bzw. |||wrn — u, prp — pl||- aufge-
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listet. Dabei strebt der ensprechende Quotient in beiden Fillen gegen 2%/2 ~ 2.828. Es
scheint, daf8 die Konvergenzordnung in der ||| - ||[,-Norm, wie im linearen Fall, 2 ist.
Andererseits zeigt sich hier, dafl

(-,F(u;h?uj’hva,h;pT,h(t»)l/z ~ H’ur,h — Uy Pr.p — pm‘m

was auch zu erwarten ist. Es sei noch angemerkt, daf |||u,, —u, p-» — pl||- nicht exakt
berechnet, sondern nur durch Quadraturformeln angendhert wird. In Abbildung 3.3
(rechts) ist die Losung p(1, x) auf der dritten Verfeinerungsstufe dargestellt.

W
i

\\‘:‘ﬁéﬁm&gﬂhﬂmﬂll

A i
-8 S ‘M ""M""F ' ne .
¥ }:ﬁg&?ﬂ%ﬁi{g{{g }ﬁ#}%{!ﬂ 0.8 \.
= : LIRS
s U - N
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Abbildung 3.3: (links): Die Losung von Beispiel 3.9 und (rechts): die Lésung von Beispiel 3.10
jeweils zum Zeitpunkt ¢t = 1 auf Level 3

Beide Losungen aus Beispiel 3.9 und 3.10 werden mit der Zeit grofler.
Wie man leicht erkennt, gilt fiir beide Félle tlim p(t,x) = oo. Diese beiden Beispiele

haben wir gewéhlt, um zu testen, ob der Fehlerschétzer zuverléssig ist. Wir wollen nun
eine Losung approximieren, die im Laufe der Zeit gegen 0 strebt, um auch die Effizienz
des Fehlerschétzers zu testen.

Beispiel 3.11 Sei © = (—1,1)2. Man betrachte das Problem (3.47), wobei
ft,2,p) = —e (2] = D(x;— 1) +2e (27 = 1) + (23— 1)) —e (2] = 1)* (23— 1)° +p".

Wir starten mit p(0,2) = (22 — 1)(23 — 1) und fordern p = 0. Die exakte Losung
dieses Problems lautet: .
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Abbildung 3.4: (links): Qualitét des Fehlerschétzers und die Zeitschrittweiten fiir tol = 0.05;
(rechts): die Zunahme der Zeitschrittweite im Laufe der Zeit (7max = 0.1) (Beispiel 3.11)
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Abbildung 3.5: Vergleich zwischen der diskontinuierlichen Galerkin-Methode und dem FEM-
Verfahren in der Zeit; (rechts): Beispiel 3.10; (links): Beispiel 3.11

Level=4

||p - p’r,h”O,Q
=02 19.890 - 103  3.135
7=0.1 6.344 1072 3.933
7 =0.05 1.613-1073  3.700
7=0.025 | 0.436-1073 3.791
7 =0.0125 | 0.115-1073 —

Tabelle 3.4: (LSM in der Zeit) Fehler zum Zeitpunkt ¢ = 0.2 (Beispiel 3.11)

pt,x) =e (] —1)(z3 — 1).

Wie aus den letzten Beispielen bekannt, wird in Abbildung 3.4 (links) der Fehler mit
dem Fehlerschétzer verglichen. In Abbildung 3.4 (rechts) ist die Zunahme der Zeit-
schrittweite im Laufe der Zeit zu beobachten (bis die maximale Zeitschrittweite erreicht
ist). Hier ist die Effizienz des Fehlerschitzers gut zu erkennen. In Abbildung 3.5 wird



3.5. Numerische Beispiele

93

Level=4 lp — pr.nllog
=02 26.532- 1072  3.096
7 =0.1 85691073  3.147
7 =0.05 2.723-1073 3.518
7=0.025 | 0.774-1073 3.867
7 =0.0125 | 0.270-1073 —

Tabelle 3.5: (diskontinuierliche Galerkin-Methode) Fehler zum Zeitpunkt ¢ = 0.2 (Beispiel

3.11)

jeweils der Fehler in der L? (Q2)-Norm fiir die diskontinuierliche Galerkin-Methode und
die LSM in der Zeit dargestellt (in Abhingigkeit der Zeit). In den Tabellen 3.4 bzw.
3.5 (1. Spalte) ist wieder der Fehler der Approximation an p(0.2, x) mit verschiedenen
Zeitschrittweiten fiir die LSM in der Zeit bzw. die diskontinuierliche Galerkin-Methode

aufgelistet. Es scheint, dafl beide Verfahren die Konvergenzordnung 2 aufweisen.






Kapitel 4

Nichtlineare Probleme zur
Beschreibung von Stromungen in
teilgesittigten porosen Medien

Im Folgenden stellen wir ein Modell aus der Bodenmechanik vor. Im Anschlufl erweitern
wir die LSM in der Zeit aus den letzten Kapiteln auf das vorgestellte Modell. Danach
runden numerische Ergebnisse dieses Kapitel ab.

4.1 Herleitung der Gleichungen fiir die Beschreibung

Das Ziel ist es, fiir einen beschrinkten Bereich Q € R%, d € {1,2,3}, bei Kenntnis
der Bedingungen am Rande und der Gesetzméfigkeiten im Inneren, gesuchte Groéfien
wie z.B. den Wassergehalt © oder den wvolumetrischen Fluff u zu prognostizieren, und
zwar zu jedem Zeitpunkt ¢ und an jedem Ortspunkt s = [z, v, 2]7. Beispielsweise ist das
Einsickern von Niederschlagswasser in den ungeséttigten Boden und der resultierende
Anstieg des Grundwasserspiegels zu beschreiben. Der Boden stellt ein poroses Medium
dar, dessen Porenraum je nach Séttigungsgrad mehr oder weniger mit Wasser gefiillt
ist.

Es sind also die Funktionen O(¢, s) und u(t, s) zu bestimmen. Zu diesem Zweck hat man
zunéchst festzulegen, wie man den Zustand des Systems beschreiben will und wie sich
die gesuchten Groflen daraus ableiten. Der Wassergehalt © eignet sich im allgemeinen
nicht dazu, da sich daraus im geséttigten Bereich der Flul u nicht berechnen 1&8t. Als
geeignete Grofle erweist sich das hydraulische Potential p, eine skalare Funktion, die sich
zu jedem Zeitpunkt aus dem Gravitations- und dem Druckpotential zusammensetzt:

p(t, S) =z= w(t7 S)

(hier bezeichnet z die vertikale Koordinatenrichtung (Gravitationspotential)). In un-
geséttigten Bereichen des Bodens (¢p > 0) wird ¢ auch als Saugspannung bezeichnet,
die durch Kapillarkréfte verursacht wird. Der volumetrische FluB ist eine vektorwertige
Funktion und bezeichnet die Volumenmenge Wasser, welche pro Zeit und Querschnitt
in die entsprechende Richtung fliefit. In der geséttigten Zone (v < 0) spiegelt ¢ den
hydrostatischen Druck wider. Ist diese Grofle p bekannt, so lassen sich daraus, wie wir
sehen werden, alle iibrigen relevanten Gréflen herleiten. Das Aufstellen des angestrebten
mathematischen Modells besteht nun darin, anzugeben, nach welchem mathematischen
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Kalkiil man die Zustandsfunktion p(¢, s) aus gegebenen Randbedingungen zu berechnen
hat, und wie man daraus die iibrigen Groéflen herleitet. Die Grundlagen hierfiir sollen
im Folgenden entwickelt werden. Eines der grundlegenden Prinzipien ist das Massener-
haltungsgesetz:

0:9(t,s) + divu(t,s) =0, (4.1)

wobei der div -Operator bzgl. der Ortsvariable gebildet werden soll. Diese Gleichung
besagt, daf die zeitliche Anderung des Wassergehalts durch den Verlust an die lokale
Umgebung ausgeglichen wird.

Die fiir die Bewegung des Wassers im Boden verantwortlichen Kriéfte, die hier beriick-
sichtigt werden sollen, werden durch das Spannungspotential p repréasentiert. Ist z die
vertikale Orts-Komponente - positiv nach oben gerichtet - so wirkt die Gravitation in
der negativen z-Richtung, und das Darcy-Buckingham-Gesetz schreibt sich in der Form

u=—KVp, (4.2)

wobei der Operator V bzgl. der Ortsvariable gebildet werden soll. Im Darcy-
Buckingham-Gesetz bezeichnet K die hydraulische Leitfihigkeit (Permeabilitdt) und
héngt bei inhomogenen Medien vom Ort und in einer fiir das Medium typischen Weise
vom Wassergehalt ab. Eine géngige Parametrisierung geht auf Mualem und van Ge-
nuchten [35, 47] zuriick, die fiir den Wassergehalt besagt: O(t, s) = 0(p(t, s), s), wobei

0 fir p(t,s) > =

Hierbei bezeichnet 6 bzw. 6, den geséttigten bzw. residualen Wassergehalt, a > 0

und # > 1 sind weitere, von der Bodenart abhingige Parameter. Man beachte, dafl
0 stetig und stiickweise differenzierbar ist. Analog zu Kapitel 3 definieren wir fiir g €

HY((0,T); Hy,, ()

fult, ) = B(a(t, ), )
und damit 6(q) := f,.
Fiir das Modell von Mualem und van Genuchten ist die Permeabilitit K wie folgt
parametrisiert:

In Tabelle 4.1 sind die Parameter aus [15] aufgelistet, welche die Mittelwerte von Mef-
werten aus einer Reihe von Experimenten sind.

Boden O- -] | 0s[-] | «[l/m] | B[] | Ks [m/s]
Sand 0.045 | 0.43 145 | 268 ]825-107°
sandiger Lehm | 0.065 | 0.41 7.5 1.89 | 1.23-107°
Lehm 0.078 | 0.43 3.6 1.56 | 2.89-1076
Ton 0.068 | 0.38 0.8 1.09 | 5.56-1077

Tabelle 4.1: Parameter des Modells von Mualem und van Genuchten

Die resultierenden Funktionen 6(p) und K (p) sind fiir Sand (durchgezogene Linie) und
sandigen Lehm (gestrichelte Linie) in Abbildung 4.1 dargestellt.
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Abbildung 4.1: Wassergehalt (links) und Permeabilitéit (rechts) in Abhéngigkeit von —1)

4.2 Die Formulierung des LSF

Die Gleichungen (4.1) und (4.2) ergeben das folgende System

@9(}?) + divu= 0,

u+ K(p)Vp= 0, (45)

das zu 16sen ist.

Wir setzen Anfangs- und Randbedingungen wie im letzten Kapitel voraus. Nach der
Theorie von Alt und Luckhaus (vgl. [3]), existiert die Losung (p(t),u(t)) von (4.5), ist
eindeutig und héngt stetig von den Anfangs- und Randwerten ab.

Nun fahren wir fort, indem wir eine dquivalente Zeit-Ausgleichsformulierung definieren
(vgl. auch Kapitel 2), die in V, x @, minimiert werden soll. Analog zu den letzten
Kapiteln erhalten wir in jedem Zeitschritt das LSF

F(ur,p-)
= [ oo+ on +

R " o
[ 1P + K@)V 0) + L + K5 do
0

T—O0

div u_ +g div uj) 5.0 do (4.6)

T

das in V, X @), zu minimieren ist.
Wenn wir

0(p;) — 0(p-(t))

T

00(p,(t + o)) ~

annehmen, was fiir geniigend kleine 7 erfiillt ist, konnen wir F (ur, pr) mit Hilfe der
Simpson-Regel durch
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- 1 -
Fluz,ul,pfip-(0) = S10(7) = 6(p-(0) + 7 div ur[5g
2 1
+3116(7) = 0(p- (1) + 7 5 (div ur + div u7) 5

1 .

+ glle(pi) —0(p-(t)) +7 div uf[}q )
6" .
+ glluT + K (p:(£))Vp- ()15 .0
p-(t) +pf
2

6
+ gIIUi + K@)Vl lha

+ Sy +uf 4 K ) (Vp:(t) + Vp?)

2
0,Q

approximieren. Das System (4.5) besitzt eine eindeutige Losung (p(t),u(t)), damit
existiert das Minimum von F. Dies fiithrt dazu, daf3 F fiir geniigend kleine Zeitschritt-
weite 7 ein eindeutiges Minimum hat, das wir mit (u_,u],pl) bezeichnen. Um die
Losung von (4.5) approximieren zu kénnen, miissen wir nun auch bzgl. des Ortes dis-
kretisieren. Wie im Abschnitt 2.2, wollen wir hier fiir V}, Raviart-Thomas Elemente
niedrigster Ordnung und fiir ), stiickweise lineare stetige finite Elemente wéhlen.
Unsere volldiskrete Minimierungsaufgabe lautet:

Man finde (u,,ul,,pl,) € Vi2 x Qn, wobei (u_,,u’,,pl,) die Gleichung

F (gl 05 (1)) = min F(vy, vy, a5 p-(1)) (4.8)

(v, v EV2,an€Qn

erfiillen muf.

4.3 Zeit- und ortsadaptiver Algorithmus

Wir werden an dieser Stelle der Vollstandigkeit halber einen volldiskreten Algorith-
mus vorstellen. In jedem Zeitschritt starten wir von einer vorgegebenen Triangulie-
rung 7y und konstruieren eine Folge von adaptiv verfeinerten Triangulierungen 7; fiir
1 =1,2,..., lhax, die mit Hilfe eines Fehlerschitzers (im Ort) gebildet werden.

Die zugehorigen FE-Raume bezeichnen wir mit V; und @, fiir [ = 0,1,2. .., [ .. Mit
dem vom Benutzer vorgegebenen Parametern tol (Toleranzgrenze), § € (0,1) (Sicher-
heitsfaktor), Tax (maximale Zeitschrittweite) und 7, (minimale Zeitschrittweite) und
7o (Anfangszeitschrittweite) lautet der adaptive Algorithmus
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Algorithmus 4.1

t=0;7=1;p" = Py;

whilet < T,
[=0;
Berechne (uq, uly,ply) € Vi x Qo mit
— gt ot palty : - ot L alty
}—(ur,o;UT,o’PT,oypa )= min f(vﬂo,vﬂo,qﬂo,pa );

(U;()vvj,onj—:o)EV()Q X Qo

Berechne den Fehlerschéitzer 7 fiir den Fehler ||(uy, ufo, pio) — (uy, uf, pl)|l;

while | <lpax A7 MK f(u;l,u:l,p:l;palt)] ,
l=1+1;
7, = verfeinere 7;_; mit Hilfe von 7;_1 ;

T 2 -
Berechne (u_;,u/;,pl;) € V;" x Q; mit
- 4+ ot . alt) : - ot L alty .
f(uﬂla uT,lapT,bp ) P m+1n 5 f(vr,b UT,l’ q‘r,l7p ) )
(v‘r,l’UT,l’q‘r,l)EVO XQl

Berechne den Fehlerschitzer 7 fiir den Fehler ||(u_,, uy;,py;) — (uy, uf, p;)|l;

end
Errores, = F(u,;,uty, ph;p™)"?;
if Errore < tol %% akzeptiere diesen Schritt
1/2
tol
t:t—l—T;T:min{TmaX,( ) T5};palt:pjz;
Erroreg '

else %% die Berechnung dieses Schritts ist nicht akzeptabel

tol 1/2
T =Max | Tin, | 5 — 70| ;
est

end

end

4.4 Numerische Experimente

In diesem Abschnitt wollen wir einige numerischen Ergebnisse prasentieren. Wir be-
trachten einen Sandkasten mit einer Hohe von zwei Metern (200 ¢cm) und mit einer
Breite von drei Metern (300 cm) (vgl. Abbildung 4.2).

Am Anfang geben wir die Anfangsbedingung Py = —1.7m vor. Der Kasten wird an dem
linken oberen Rand leicht bewiéssert, d.h. wir geben auf I'; einen Flufl von < n,u > =
0.148 m/h vor. 'y, '3 und Ty sind so beschaffen, dafl kein Wasser durchflieit, d.h. wir
schreiben auf den genannten Randstiicken < n,u >= 0 m/h vor. Schliefllich lassen wir
auf dem letzten Randstiick Wasser herausflieBen, d.h. wir geben auf I's p = —1.7m vor

(siehe Abbildung 4.2).
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Abbildung 4.2: Testbeispiel eines zweidimensionalen Versickerungsproblems
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Abbildung 4.3: Wassergehalt und dazugehorige Gitter (auf Level 4) zu verschiedenen Zeit-
punkten (Teil I)

Da wir die exakte Losung nicht kennen, konnen wir Fehlerschétzer und Fehler (in der
Zeit) nicht vergleichen, d.h. Ergebnisse wie in Kapitel 2 kénnen wir an dieser Stelle
nicht présentieren.

Alternative: Man speichert den Fehlerschéitzer in jedem Zeitschritt und auf jedem Le-
vel ab. Von F (dem Fehlerschiitzer in der Zeit) erwartet man, dafl er bei abnehmenden
Zeitschrittweiten kleiner wird, d.h., falls das Funktional F auf feineren Levels kleiner
wird, wird auch der Gesamtfehler kleiner (vorausgesetzt die Aquivalenz - analog zum
linearen Fall - ist richtig). Wir wollen also wieder, wie im Kapitel 3, die Aquivalenz
des LSF mit dem Fehler annehmen. Zur Approximation der Losung wird Algorithmus
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4.1 eingesetzt. Als Loser der Minimierungsaufgabe in Algorithmus 4.1 wird eine in-
exakte GauB-Newton-Iteration mit einer Dampfungsstrategie gewihlt (vgl. z.B. [43]).
Abbildung 4.5 zeigt Zeitschrittweiten in Abhéngigkeit der Zeit.

tme=2n 2

_p2f

-04

-8

15
water cortent

Abbildung 4.4: Wassergehalt und dazugehorige Gitter (auf Level 4) zu verschiedenen Zeit-
punkten (Teil II)

Die Anfangszeitschrittweite betragt 7 = 0.05, wobei tol= 0.02. Die Zeitschrittweite
wurde am Anfang grofer. Nach einigen Stunden (vgl. Abbildung 4.4, mittlere Reihe),
nachdem die obere Wasser-Front nach unten durchgesickert war, nahm die Zeitschritt-
weite langsam ab.

In Tabelle 4.2 ist der Wert des Funktionals F(u_,, u),,p;,; p-a(t)) aufgelistet. Durch
die Wahl der Zeitschrittweiten wird F(u_,, u},, p},; pra(t))"/? < tol erfiillt (siche die
letzte Spalte in Tabelle 4.2). Man beachte, da8 auch F(u_,, ul,,p!,; prn(t))/? = tol
erfiillt ist.

Nun wollen wir experimentell die Ordnung des Verfahrens berechnen. In Tabelle 4.3 ist
Flugy, u:h, p:h; pra(t)) zum Zeitpunkt ¢ = 0.8 aufgelistet (gerechnet mit verschiedenen
Zeitschrittweiten 7) = 27.0.025, 5 = 0,...,5). Damit der Fehler im Ort nicht so eine
grofle Storung darstellt, ist immer der Wert auf dem letzten Level (Level 4) zu betrach-
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Abbildung 4.5: Zeitschrittweiten in Abhéingigkeit der Zeit
Level
Zeitschritt 0 1 2 3 4

1 0.0053 0.351710~% 0.2707 10~* 0.2167 10~* 0.1929 10—*

10 0.3909 1073 0.3891 10~ 0.381910~3 0.381110~3 0.3681 103

20 0.3696 10~3  0.3596 102 0.3483 1073 0.3411 10~3 0.3314 103

40 0.3195 1073 0.3187 10~ 0.3099 10~3 0.3021 10~3 0.2967 10~3

60 0.3385 1073  0.3133 10~ 0.3060 10~3 0.3034 10~ 0.2957 10~3

71 0.3218 1073 0.3028 10~2 0.2988 103 0.2960 10~3 0.2924 103

Tabelle 4.2: F(u,,ul,, pl i pra(t)

ten. Sei nun ord die Ordnung des Verfahrens. Dann gilt jeweils fiir zwei Zeitschrittweiten

70) und 7U~Y j = 1,...,5 (man beachte, da 70) = 2 70~ bzw. fiir die zugehérigen
Funktionale:
Fr (U s Wi DE s D (1)) = (710)2 07 = (2707 1)20x, (4.9)
fT(j—l)(U;ha u;’:h7p;’:h;p7',h(t)) ~ (T(j_l))2ord- (4'10)
Dividieren von (4.9) durch (4.10) liefert
Foou,,ul, , pr pron(t
(J)( 7,h Y'1.h pT,h p 7h( )) ~ 220rd7 (411>

Frti=v (g whpy 01y Dran(t))

wobei angenommen wurde, daf sich die in (4.9) und (4.10) vorkommende Konstanten
gegenseitig kiirzen. Damit ergibt sich

log F 0 (Urn Py iPrn (1)
‘7:7—(]'71) (U;;L,uih,pih;Pr,h(t))
2ord =~

log(2)

Bei den in Tabelle 4.3 aufgelisteten Werten ergibt sich im Durchschnitt ord = 0.51.
Diese Ordnung scheint zunéchst sehr gering im Vergleich zu dem Aufwand, den man
investiert. Man muB aber beachten, daB die Ordnung von 2 (wie im linearen Fall) nicht
zu erreichen ist.

Wenn man beachtet, dafl wenige numerische Verfahren existieren, die iiberhaupt eine
Ordnung bzgl. der Zeit fiir diese Art von nichtlinearen Probleme bieten, dann ist die

(4.12)
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Level 9 3 4
-
0.025 0.0145 1073 0.0118 102 0.0103 10~3
0.05 0.0279 103 0.0213 102 0.0202 10~3
0.1 0.0619 103 0.0538 102  0.0503 103
0.2 0.1578 1073 0.1432 1072 0.1234 1073
0.4 0.1958 1073  0.1705 1073 0.1734 1073
0.8 0.4059 1073 0.3282 1072 0.2781 1073

Tabelle 4.3: F(u_,, ujh, pjh; pr.h(t)), berechnet jeweils mit verschiedenen Zeitschrittweiten 7

obige Ordnung interessant. Durch die Ordnung in der Zeit ist es moglich, den Feh-
ler iiber die Zeit zu kontrollieren, was bei derartigen parabolischen Problemen oft die

Schwierigkeit darstellt






Anhang A

Bezeichnungen, Riume

In diesem Anhang wollen wir der Vollstindigkeit halber die wichtigsten Rdume und
Bezeichnungen definieren, die in dieser Arbeit benutzt wurden.
Es sei Q € RY, d € N ein Gebiet mit stiickweise glattem Rand.

A.1 Distributionen

Wir definieren zuerst
Cx(Q) = (] C™Q).
meNg

Fiir ein ¢ € C*°(2) sei

suppp = {x € 2 | f(x) #0}.

Somit ergibt sich der Raum der Testfunktionen:
D(Q) = CP(Q2) ={f € C(Q) | suppy C Q kompakt }.

Wir definieren, was man unter Stetigkeit und Differenzierbarkeit bis zum Rand versteht:
Sei I' C 0N eine relativ offene Teilmenge. Fiir m € Ny und Q = QU T sei

c™(Q) = {f e C™(Q) ‘Elfl e C™(Q) ¢ RY, mit Q ¢ Q; Gebiet in R und fl‘Q = f}

und

D(Q) = C2() = OX(Q) = { fec=Q) ] suppy C kompakt} .

Auf D(Q) fithren wir folgenden Konvergenzbegriff ein: Fiir eine Folge (¢, )nen C D(Q)
und ¢ € D(Q) sagen wir, ¢, konvergiert in D(Q) gegen ¢ oder (o, 2, v), falls ein
kompaktes K C  existiert mit suppy, C K fiir alle n € N, und fiir alle o € ]Ng
(Multiindex-Schreibweise!) gilt:

9%p,, — 0% gleichmiBig in Q.
Mit diesem Konvergenzbegriff definieren wir den Raum D’(Q) der stetigen linearen
Funktionale auf D(f2). Die Elemente aus diesem Raum werden Distributionen oder

verallgemeinerte Funktionen genannt. Dabei gilt: Eine lineare Abbildung F' : D(2) —
R nennen wir stetig, falls fir (¢n)pex € D(Q) und ¢ € D(Q) aus @, 2 © stets
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R
F(pn) = F(p) folgt. i )
Auf D’(Q2) definiert man nun Konvergenz: Seien (F,)nen C D'(2) und F' € D'(2), dann

sagen wir F, LA F, falls F,,(p) i F(p) fiir alle ¢ € D(Q). Damit wird D’'(Q2) zu einem
topologischen Vektorraum.
Man kann leicht sehen, daB jedes f € LP(2) UC™(Q),1 < p < oo, m € Ny U {oo}, die
folgende Distribution erzeugt:

J:D(Q) - R,

wobei

flp) =< f,p>= /Qf(:zc)go(x) dz.

Es gibt aber auch Distributionen, die nicht von LP-Funktionen erzeugt werden. Ein
Beispiel dafiir ist die Dirac-Distribution

5:D(R) — R,

wobel
6(p) =< 6,90 >= ¢(0).

Nun sind wir in der Lage, fiir alle Distributionen F und Multiindizes a € N¢ die
(schwache) distributive Ableitung O“F als die Distribution

0F: D) - R

zu definieren, wobei

0" F(p) = (~1)*1F(8%p).

Man beachte, daf fiir im klassischen Sinne differenzierbare Funktionen die Distribution,
die von der Ableitung erzeugt wird, mit der distributiven Ableitung tibereinstimmt. Fiir
F € D'(Q) sagen wir: 0°F € LP(Q), falls es ein g, € LP(Q) existiert mit

0 F(p) = / ga(@)p(@)dr ¥ p e D).

A.2 Sobolevriaume

Mit Hilfe der Distributionen sind wir in der Lage, die fiir uns wichtigen Sobolevriaume
ohne groflen Aufwand zu definieren:
Fiir £ € Ny sei

HY(Q) = {v e L*(Q) | 0% € L* () V a € Ng, o] <k}

Offensichtlich ist H(Q)) = L3(Q2). H*(Q) ist bzgl. des Skalarprodukts

(v, W0 = Z (0%, 0%w) 120

lal<k

ein Hilbertraum.
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Fiir v € H*(Q) ist
1/2

[v|k0 = Z ||a%|\§2

|a|=k

eine Halbnorm auf H*(Q).
Es sei fiir k € Ny, 1 < p < oo, der Raum H}(Q) als Abschlu von C§°(2) in H*(2)
definiert, d.h.

k Ao
Hy(€) = (C5°(2))
Fiir £ = 0 kann man zeigen, dafl

HY(Q) = H(Q) = L*().

Mit anderen Worten
Cr(Q) C LQ(Q).

dicht

Sei
HHQ) = (H (@)
der Dualraum zu HF(Q).
- \d
Als letztes fithren wir fiir eine Distribution F' € (D’ (Q)) die Distributionen-Divergenz

div F' € D'(Q) ein als
div F(p) = —F (V) V ¢ € D(Q).
Dann sei
H(div,Q) = {v e (L*(Q)" | dive e L* () }.
Mit dem Skalarprodukt

(U7w)H(div,Q) = (v,w)oq + (div v, div w>0,Q

ist H(div; ©2) ein Hilbertraum. Niitzliche Details tiber Sobolevraume und die zugehorigen
Vollstandigkeitsbeweise kann man in [1] nachlesen.

A.3 Das Bochner-Integral und Orts-Zeit-Funktionenridume

Fiir ein beliebiges Intervall I C [0,7] sei D (/) der Raum der Testfunktionen.
Unter einer Distribution T" mit Werten in einem Hilbertraum H verstehen wir eine
stetige lineare Abbildung
T:D(I) — H.
Dafiir schreiben wir kurz T' € D'(I; H).
Dabei gilt: Eine lineare Abbildung 7' : D(I) — H nennen wir stetig, falls fiir

(en)nen € D(I) und ¢ € D(I) aus ¢, 2 o stets T(on) Rl T(p) folgt.
Auf D'(I; H) definiert man nun Konvergenz: Seien (T),),en C D/(I;H) und T €

D'(I; H); dann sagen wir T, LA T, falls T, (p) A, T(p) fir alle ¢ € D(I). Damit
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wird D'(I; H) zu einem topologischen Vektorraum. Fiir 7" € D'(I; H) und beliebigen
n € Ny sei die (schwache) distributive Ableitung 0;'T als die Distribution

oyT D) — H
definiert, wobei
O T(p) = (=1)"T (0] ¢).

Von nun an wollen wir unter 9, f oder f’ bzw. 9*f einer Funktion f immer die Ableitung
im Distributionen-Sinne verstehen. Somit brauchen wir uns iiber deren Existenz keine
Gedanken mehr zu machen. Sie existiert dann niamlich immer.

Sei H ein separabler Hilbertraum mit dem Skalarprodukt (-, -),. Mit der Mafitheorie

definiert man das Bochner-Integral, das jeder Bochner-mef$baren Funktion f : I — H
ein Element f; f(t)dt € H zuordnet, das bestimmte Eigenschaften hat (vgl. hierzu [50,
24]). Fir 1 < p < oo, m € Ny und I (Intervall) C [0, 7] sei
LP(I;H) = {f I — H ‘ f schwach meibar und [Hf(t)”%dt < oo} .
I

Bzgl. der Norm

1/p
15 = ( [15005 2)

ist LP(I; H) ein Banachraum. Ist p = 2, so ist L*(I; H) mit dem Skalarprodukt

(f.9) /;<f<t>,g<t>>H dt

L2(1:H)

ein Hilbertraum.

Der Raum der stetigen Funktionen von I auf H sei definiert als

C(};H)_{fi}HH

f ist stetig auf [} .
Analog sei der Raum der stetigen Funktionen von I auf H definiert als
C(I;H)={f:1— H | [ ist stetig auf I }.

Die Elemente f; € LP (} yH) und fo € C (} , H) bilden in natiirlicher Weise eine Distri-
bution:

fi:D(})—>H,

:/;fi(typ(t)dt, =12

Ebenso bilden auch die Elemente f € C(I, H) in natiirlicher Weise eine Distribution:
f:DUI)— H,

- / F(D)p(t)dt

wobei

wobel
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Nun wollen wir mit Hilfe dieser Rdume weitere Funktionenrdume definieren. Wegen
C(I;H) C D'(I; H) kann man den Raum der differenzierbaren Funktionen von I auf
H definieren als

CYI;H)={f € C(I;H) | f' e C(I; H)}

und

C™(L;H)={feC™L;H)|f™eC(;H)}.

Schlieflich sei
C¥(I;H) = () C"(; H).

neN

Es ist auch méglich, Sobolevrdume zu definieren: Es sei fiir n € N

H™(I; H) = {f e L*(I; H)

agfeL2(};H)vn:1...m}.

Als letztes sei angemerkt, dafl die obigen Bemerkungen sémtlich in [50, IV] nachzulesen
sind.






Anhang B

Funktionalanalytische Grundlagen

In diesem Anhang werden einige Begriffe definiert und wichtige Sétze zur Losungs-
theorie der partiellen Differentialgleichungen zitiert, die in der Arbeit benutzt wurden.

B.1 Bilinearformen

Mit Hilfe des Satzes von Lax-Milgram und den Darstellungssidtzen von Friedrichs (vgl.
28, Seite 322, Theorem 2.1, Seite 331, Theorem 2.23]) wird eine wichtige Aussage fiir
Bilinearformen bewiesen.

Satz B.1 Sei a : H[ () x Hp () — R ein symmetrischer stetiger Hf (€)-
elliptischer Bilinearform. Dann gelten:

(a) Es existiert genau ein positiv definiter selbstadjungierter Operator
A:DyCL?(Q) — L?(Q) mit

(1) Da C Hr,,(9),

(ii) a(p,q) = (Ap,@)oa V p € Da, q € H} (),
(iii) D4 liegt dicht in Hp_(Q) bzgl. ||.[|10.

(b) Fiir alle f € L? () existert genau eine Losung p des Variationsproblems
a(p,q) = (p,q)on  fiir alle v € Hy ().
Es gilt p € D4 und Ap = f.

(c) A'?ist wohldefiniert und es gilt D412 = HE_(Q) mit
a(p, q) = (AY?p, AV2q)qq fiir alle p,q € HE_ ().

(d) a(-,-) ist abgeschlossen.

Beweis:
Der Beweis lduft analog zu [32, Satz 1.1].
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B.2 Der Loésungsoperator

In diesem Abschnitt wollen wir den Losungsoperator fiir lineare parabolische
Differentialgleichungen durch die sogenannte Variation der Konstanten-Formel definie-
ren. Sei a eine Bilinearform mit den Voraussetzungen von Satz B.1 und A der zugehorige
Operator aus Satz B.1.

Bemerkung B.2 (a) T = A™! ist wohldefiniert, da A positiv definit ist. 7" ist ein

kompakter Operator (vgl. [41, Seite 165 ff. |), d.h. T ({f € L2 () : || flloo < 1}) C
D, ist kompakt in Hp ().

Mit A ist auch T selbstadjungiert. Aus dem Spektralsatz fiir kompakte selbstad-
jungierte Operatoren (vgl. [6, Theorem 24.5, Seite 438]) folgt

Tp= Z i (p, (I)i)o@ ®;,

1€EN

wobei \; > 0,7 € N, die abzéhlbar vielen Eigenwerte von 7" sind und {®; |i € N},
ein vollstéindiges Orthonormalsystem von L? (2) bildet. Man definiert 7 fiir v >
0 durch

T =) X (p, %) Pic

1€EN

Dann ist A% = (T“)~! wohldefiniert.
Der Definitionsbereich von A% wird mit D 4« bezeichnet.
H?** = D 4o ist mit dem Skalarprodukt

(p, Q)ma = (Aap7 AQQ)O,Q

ein Hilbertraum. Die Einbettung H® — H? ist stetig fiir o > .

Mit Hilfe des Operators A wird ein weiterer wichtiger Operator definiert. Fiir
t € [0,T] sei der Operator U(t) : L* () — L*(Q) durch die folgende Vorschrift
gegeben:

Ut)(p) = exp(—tA)(p) = D ™) (p,By)g 4 P

€N

Seine Stetigkeit folgt aus A; ' > 0, denn es gilt:
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2

Z (=tA; OQq)

ieN

0,0

- (Z e(ityl 09@1’26 R )OQ(I)>
0,0

i€N JjEN
=6;; (Kronecker-Symbol)

Y (=t
- Z el )6( A )<pa (Di>O,Q (pa q)j)O,Q <(I)i’q>j)ovﬂ

i,JEN
PR 2
=2 (7)1 2n0)
iEN
€ , (B.1)
<3 () (0 2)o0)
€N
=53,
——
- Z p7 OQ p? ) 0, ((I)hq)j)o,ﬂ
1,JEN
= (Z (p7 CDi)O,Q ¢ia (p7 (I)j)O’Q (D])
ieN jJEN 0,2
2
S o] = lliza
i€EN 0,9

Es gilt weiterhin:

Da {U(t) |t > 0} eine Halbgruppe bzgl. der Verkniipfung - (wobei U(t) - U(s) =
U(t+ s)) bildet, nennt man die Theorie, die auf diesem Wege die Losung konstru-
iert, die Halbgruppentheorie.

Analog zur obigen Uberlegung, kann man fiir jede beschriinkte Funktion

¢ : (0,00) — R den Operator ¢(tA) wie folgt definieren:

— Z (A (p, D)oo ®

ieN
Die Stetigkeit ergibt sich analog zu (B.1) aus der Beschranktheit von .

(c) Man kann also fiir 0 < s < 1 (wegen Ap = f, (p,p) gza = (A%p, A%p)oq) H*(Q)-
Regularitéit durch die Existenz einer stetigen Einbettung
H? < H™*(Q) N H}(Q) charakterisieren.
Mit stetiger Einbettung ist dabei gemeint, dal id : H? < H'™5(Q) N HL(Q) stetig

ist. Da id eine lineare Abbildung ist, erhilt man folgende dquivalente Aussage:
Es gibt ein C, so daB fiir alle p € H? gilt:

Ipll1i+s.0 < Clpll g2 -
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Beispiel B.3 Hat ) einen Lipschitzrand und gilt auBerdem a?” € C%(Q) fiir 0 < ¢ < 1

(dh. a?” € C(Q) und |la?(z) — a”(y)|| < Lllz —y|*, V z,y € Q), so erhélt man:
H? — H'(Q) N Hy(Q) ist stetig fiir alle 0 < s < min(¢, 3).

Gilt zusitzlich noch ¢ = 1 und ist © konvex, so haben wir H?(Q)-Regularitéit (vgl. z.B.
23])

Weiteres iiber Sobolevraume kann der Leser in [12] erfahren.

Bemerkung B.4 (a) Man beachte, da8 p(t) € H}(Q) fiir alle ¢ > 0, obwohl lediglich
p(0) = Py € L* () vorausgesetzt wurde. Dies liegt an der Glittungseigenschaft
der parabolischen Differentialgleichungen.

(b) Man beachte, daf fiir alle p, o a”” unabhéngig von ¢ sind. Eine allgemeinere Theo-
rie findet man in [50, IV].

(c) Sei zunéchst
t+7
E(t+7,t)pt) =Ut+ 7)p(t) + /t U(t+ 7 —3s)f(s)ds. (B.2)

Die exakte Losung p von (1.5) ist fir ¢ € (0,7) gegeben durch (vgl. z.B. [39,
p.370]):

t
p(t) = E(t,0)Py=U()P —I—/ Ut —s)f(s)ds. (B.3)
0
Diese Formel ist als Variation der Konstanten bekannt.

(d) Hangt f nicht von t ab, so kann man die Losung p wie folgt konstruieren:
Es sei w = A7Lf. Sei

E(t;t+71)pt) = [w—U(t + T)w] +U(t + T)p(). (B.4)
p 1aBt sich in jedem Zeitpunkt ¢ € (0,7 durch
p(t) = E(t,0)Py = [w —U(t)w] + U(t)Fy (B.5)

angeben. Es gilt namlich p/(t) = AU(t)w — AU(t)Fy. Insgesamt folgt also fiir
t e (0,7
p'(t) + Ap(t) = AU)w + Alw — U(t)w] = Aw = |.

Die Anfangsbedingung ist wegen p(0) = [w — U(0)w| + U(0)Py = U(0)Py = Py
erfiillt.

Da U (bzgl. t) unendlich oft differenzierbar ist, ist somit auch p € C*((0, 77, H Hn
C([0,T]; L* (€)), d.h. p ist (bzgl. t) unendlich oft differenzierbar.

(e) Bei der Formulierung von (1.2) bzw. (1.5) haben wir nur homogene Dirichlet-
Randwerte gefordert. Bei inhomogenen Dirichlet-Randwerten, also etwa durch die
Forderung

p‘aQ - g’aa’
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wobei g € H'(Q) vorgegeben ist, sucht man zunichst die schwache Losung p €
HE () von (1.2) bzw. (1.5), wobei man jeweils f durch f = f — Ag ersetzt und A
die schwache Représentation von A(z,0) in (1.1) ist (vgl. Bemerkung B.2.(a)).
Dann ist die Losung der entsprechenden Randwertaufgabe bzw. der Anfangs-
Randwertaufgabe mit inhomogenen Dirichlet-Randwerten gegeben durch p = p+
g.
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