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Abstract

In the present work low energy excitations in various antiferromagnetic systems are investi-
gated.

The first part is devoted to the antiferromagnetic Heisenberg chain with two different alter-
nating magnetic ions having spins S4 and Sp. The system can be characterised as a ferrima-
gnet with a long range ordered ground state. Linear spin wave theory (LSWT) leads to a
qualitatively correct description of two excitation branches. The low energy spectrum con-
tains ferromagnetic magnons which are discussed in the introductory chapter. The LSWT
results are compared with the numerical data from exact diagonalisation for the case Sy = 1
and Sp = 1/2.

In the second part of the thesis, the quantum phase transitions from the Néel phase to the
Heisenberg phase and from the Néel phase to the Haldane phase for half-odd-integer spins
S = 1/2, 3/2 and integer spins S = 1, 2, respectively, are studied in context of the Halda-
ne conjecture. The models are analysed by means of high-order series expansions for the
ground state properties and excitation energies. The expansion parameter is the anisotropy
A where the unperturbed case A = 0 corresponds to the Ising model.

For the integer-S systems the following scenario is obtained: The phase transitions from the
Néel phase to the Haldane phase are determined by the condensation of the so-called spin
zero defects (SZD) at finite anisotropy. These domain wall type excitations can be characte-
rised as S* = 0 states embedded in the antiferromagnetic order. The critical exponents 3 of
the order parameter and 7 of the correlation function are those of the two-dimensional Ising
model.

In contrast to the above scenario, the half-odd-integer S = 1/2 chain undergoes the Kosterlitz-
Thouless phase transition at the isotropic point. In the case of the S = 3/2 chain the critical
behaviour of the static structure factor S(*?) () is consistent with the exponentially divergent
correlation length at the isotropic point.

Finally, kink excitations of the S = 1/2 Heisenberg antiferromagnet chain with nearest
and next nearest neighbour interactions (the zigzag chain) are investigated. Here a kink is
defined as a free spin S = 1/2 mediating two dimerised ground states. The phase diagram
of the zigzag chain contains the Majumdar-Ghosh model as well as the S = 1/2 spin ladder
and the S = 1 Heisenberg antiferromagnet. Starting from the Majumdar-Ghosh model, a
two-kink variational wave function with Si,; = 1 is constructed. The variational parameter
is the characteristic distance between the two kinks. The variational wave function describes
the low energy triplet excitation of the gapped zigzag chain in a qualitatively correct way.
Within this approach, the elementary excitation of the spin ladder as well as the Haldane
triplet of the S = 1 chain appears as a bound state of two kinks.

The phase diagram of the zigzag chain contains the incommensurate phase where the wave
vector of the lowest mode kg runs from ky = 0 to ky = 7. At the qualitative level, this
behaviour is correctly described by the variational approach.
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Kurzzusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit werden niederenergetische Anregungen verschiedener eindimen-
sionaler Antiferromagneten untersucht.

Der Heisenberg- Antiferromagnet mit zwei verschiedenen, alternierenden magnetischen Zen-
tren S4 und Sp wird im ersten Teil der Arbeit betrachtet. Dieses System ist ein Ferrimagnet
und kann qualitativ korrekt durch lineare Spinwellentheorie (LSWT) beschrieben werden.
Das niederenergetische Spektrum wird durch ferromagnetische Magnonen beschrieben, de-
ren Eigenschaften im ersten Kapitel diskutiert werden. Die LSWT-Ergebnisse werden mit
numerischen Daten fiir den Fall S4 = 1, Sp = 1/2 verglichen.

Vor dem Hintergrund der Haldane’schen Vermutung werden im zweiten Teil dieser Arbeit
die Quantenphaseniibergéinge Néel-Phase — Heisenberg-Phase und Néel-Phase — Haldane-
Phase in Heisenberg-Ising-Antiferromagenten mit den halbzahligen Spins S = 1/2,3/2
beziehungsweise den ganzzahligen Spins S = 1,2 untersucht. Es werden Storungsreihen
nach der Anisotropie A, wobei A = 0 dem Ising-Modell entspricht, fiir Grundzustandser-
wartungswerte und Anregungsenergien numerisch berechnet.

Fiir die Modelle mit ganzzahligem S fiihrt die Analyse der Reihenentwicklungen auf fol-
gendes Szenario: Der Quantenphaseniibergang Néel-Phase — Haldane-Phase wird durch
Kondensation sogenannter Spin-Zero-Defekte (SZD) bei endlichen Anisotropien hervorge-
rufen. Diese Domédnenwandanregungen sind als S* = 0 Projektionen in antiferromagneti-
scher Ordnung definiert. Die kritischen Exponenten  des Ordnungsparameters und 7 der
Korrelationsfunktion entsprechen denen des zweidimensionalen Ising-Modells.

Im Gegensatz dazu durchlduft die integrable S = 1/2 Kette am isotropen Punkt A = 1 einen
Kosterlitz-Thouless-Phaseniibergang. Fiir das S = 3/2 System deutet das kritische Ver-
halten des statischen Strukturfaktors S(*?) (1) ebenfalls auf eine exponentiell divergierende
Korrelationsldnge am isotropen Punkt hin.

Thema des letzten Teils dieser Arbeit st die Untersuchung von Kinks in S = 1/2 Heisenberg
Antiferromagneten mit alternierender néchster-Nachbar-Wechselwirkung und tibernéchster-
Nachbar-Wechselwirkung (Zick-Zack-Ketten). Kinks sind hier als freie Spins S = 1/2 zwi-
schen zwei dimerisierten Grundzustinden definiert. Da das Phasendiagramm der Zick-Zack-
Kette das Majumdar-Ghosh-Modell, die Spinleiter und die S = 1 Kette enthilt, besteht die
Moglichkeit, einen Zusammenhang zwischen den Anregungen dieser Systeme herzustel-
len. Ausgehend vom Majumdar-Ghosh-Modell wird eine 2-Kink-Variationswellenfunktion
mit S;; = 1 aufgestellt. Variationsparameter ist der charakteristische Abstand der beiden
Kinks. Diese Variationswellenfunktion beschreibt die niederenergetische Triplettanregung
des numerischen Spektrums in dem Bereich des Phasendiagramms, der durch eine endliche
Anregungsliicke charakterisiert ist, qualitativ korrekt. Die Triplettanregung der Spinleiter
sowie das Haldane-Triplett der S = 1 Kette stellen sich als gebundene Zustinde zweier
Kinks dar. Das Phasendiagramm beinhaltet eine inkommensurable Region, in welcher der

Wellenvektor der niedrigsten Mode von ky = 0 nach ky = m wechselt. Dieser Wechsel von
ko wird von der Variationswellenfunktion qualitativ korrekt wiedergegeben.

Schlagworte: Heisenberg-Antiferromagnet, Spinketten, Spinleitern

PACS: 75.10.Jm, 75.50.Ee, 75.40.Mg
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Einleitung

Die Untersuchungen eindimensionaler Antiferromagneten gehen auf die Arbeit [1] von
H. Bethe aus dem Jahr 1931 zuriick. In dieser Arbeit stellte H. Bethe eine Vielteilchen-
wellenfunktion fiir den S = 1/2 Heisenberg-Antiferromagneten auf [2], welche in die
Schrodinger-Gleichung eingesetzt auf die sogenannten Bethe-Ansatz-Gleichungen fiihrt.
Die Berechnung der Grundzustandsenergie aus den Bethe-Ansatz-Gleichungen gelang L.
Hulthén 1938 im thermodynamischen Limes [3].

Die niederenergetischen Anregungen des S = 1/2 Heisenberg-Antiferromagneten wurden
1962 von J. Des Cloizeaux und J. J. Pearson im Rahmen des Bethe-Ansatz-Formalismus
analysiert [4]. Sie konstruierten eine Triplett-Anregung mit der Dispersionsrelation e(k) =
Jm /2| sin(k)| und interpretierten diese Anregung als antiferromagnetisches Magnon. Anti-
ferromagnetische Magnonen sind Anregungen, welche durch die Wirkung der lokalen Ope-
ratoren S = 27]:[:1 e'"SE auf den antiferromagnetischen Grundzustand erzeugt werden.
Im Hinblick auf die von Holstein und Primakoff [38] entwickelte lineare Spinwellentheorie
(LSWT), die im Grenzfall S — oo die Dispersion w(k) = J2S|sin(k)| fiir das antiferro-
magnetisches Magnon ergibt, schien das Ergebnis von J. Des Cloizeaux und J. J. Pearson
plausibel. Der Unterschied zwischen dem Quanten-Grenzfall S = 1/2 und dem klassischen
Grenzfall S — oo resultierte in unterschiedlichen Spinwellengeschwindigkeiten. L. D. Fad-
deev und L. A. Takhtajan konnten 1981 jedoch zeigen, da3 die von J. Des Cloizeaux und
J. J. Pearson berechnete Anregung die untere Grenze eines Kontinuums zweier elementa-
rer Anregungen, sogenannter Spinonen, ist [5]. Spinonen sind S = 1/2 Anregungen, die
nur in Paaren auftreten und die Dispersionsrelation €spinon(¢) = J7/2|sin(q)|, 0 < ¢ <7
besitzen. In Anwesenheit einer Ising-artigen Anisotropie ist das niederenergetische Spek-
trum durch ein Kontinuum zweier Doménenwéinde mit einer endlichen Energieliicke gege-
ben [6]. Diese Doménenwénde konnten fiir den Fall starker Ising-artiger Anisotropie als
Verbindung der beiden Néel-Zustinde, den Grundzustinden des Ising-Modells, charakteri-
siert werden [7], [8]. Obwohl sich fiir die beiden Grenzfille S = 1/2 und S — oo unter-
schiedliche elementare Anregungen ergaben, nahm man ein masseloses Spektrum fiir den
Spin S Heisenberg-Antiferromagneten an. Diese Annahme konnte von I. Affleck und E.
Lieb fiir Systeme mit halbzahligem S bewiesen werden [9].

Entgegen dieser Annahme stellte F. D. M. Haldane 1983 die bemerkenswerte Hypothe-
se auf, dal Heisenberg-Antiferromagneten mit ganzzahligem .S eine endliche Energieliicke
und einen Grundzustand mit exponentiell zerfallenden rdumlichen Korrelationen aufwei-
sen [10]. Diese Eigenschaften definieren die sogenannte Haldane-Phase. Haldanes Ver-
mutung beruhte auf einer Abbildung des Heisenberg-Antiferromagneten auf ein nichtli-
neares Sigma-Modell. Dariiberhinaus sagte F. D. M. Haldane fiir die Spin-Modelle mit
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2 Einleitung

ganzzahligem S einen Quanten-Phaseniibergang bei endlicher Ising-artiger Anisotropie mit
den kritischen Exponenten des zweidimensionalen Ising-Modells voraus. Im Gegensatz da-
zu weist der anisotrope S = 1/2 Heisenberg-Antiferromagnet einen Kosterlitz-Thouless-
Phaseniibergang in die Heisenberg-Phase am isotropen Punkt auf [11], [12]. Diese Phase
ist durch algebraisch zerfallenden rdumliche Korrelationen und eine verschwindende An-
regungsliicke charakterisiert. Die Haldane’sche Vermutung bildete die Grundlage fiir eine
Vielzahl experimenteller und theoretischer Arbeiten, die das oben beschriebene Szenario
bestdtigten. Hervorzuheben ist das Affleck-Kennedy-Lieb-Tasaki-Modell (AKLT-Modell),
ein S = 1 Heisenberg-Antiferromagnet mit zusitzlicher biquadratischer, isotroper Spin-
Spin-Wechselwirkung [13]. Die Konstruktion dieses Modells basiert auf der Idee von C. K.
Majumdar und D. K. Ghosh [14], den Hamilton-Operator als Summe lokaler Projektoren
zu formulieren. Der exakte Grundzustand des AKLT-Modells kann in geschlossener Form
angegeben werden und besitzt exponentiell zerfallende Korrelationen. Weiterhin konnte die
Existenz einer endlichen Anregungsliicke bewiesen werden.

Nachdem Anfang der 90’er Jahre antiferromagnetische S = 1/2 Heisenberg-Spinleitern
in den Mittelpunkt des experimentellen wie auch des theoretischen Interesses geriickt wa-
ren [15], gelang es, die Haldane’sche Vermutung auf diese Systeme zu verallgemeinern [16],
[17]. Demnach entsprechen Spinleitern mit einer geraden Anzahl von Holmen Heisenberg-
Antiferromagneten mit ganzzahligem S, Spinleitern mit einer ungeraden Anzahl von Hol-
men entsprechen Heisenberg-Antiferromagneten mit halbzahligem S. Die antiferromagne-
tische S = 1/2 Spinleiter mit zwei Holmen (im folgenden als Spinleiter bezeichnet) ist
ein Spezialfall einer antiferromagnetischen S = 1/2 Heisenberg-Kette mit alternierender
nichster-Nachbar-Wechselwirkung (nn) und iibernichster-Nachbar-Wechselwirkung (nnn).
Dieses Modell wird auch als verallgemeinerte Spinleiter oder Zick-Zack-Kette bezeichnet.
Das Phasendiagramm der Zick-Zack-Kette enthilt insbesondere den S = 1/2 Heisenberg-
Antiferromagneten, das Majumdar-Ghosh-Modell [14], die Spinleiter sowie den S = 1
Heisenberg- Antiferromagneten. Mit der Untersuchung dieses Phasendiagramms war es mog-
lich zu zeigen, daf die Spinleiter und der S = 1 Heisenberg-Antiferromagnet in derselben
Phase liegen [18]. Fiir den Fall einer homogenen nn-Wechselwirkung und einer hinreichend
kleinen nnn-Wechselwirkung ist die Zick-Zack-Kette kritisch, d.h. sie besitzt einen Grund-
zustand mit algebraisch zerfallenden Korrelationsfunktionen und einer verschwindenden
Anregungsliicke. Wichst die nnn-Wechselwirkung iiber einen kritischen Wert hinaus, so
durchléuft das System einen Kosterlitz-Thouless-Phaseniibergang [19], [20].

Unabhingig von der oben geschilderten Entwicklung gelang es Mitte der 80’er Jahre Sub-
stanzen mit zwel verschiedenen, alternierenden magnetischen Ionen zu synthetisieren [21].
Solche Substanzen konnen durch eindimensionale Heisenberg- Antiferromagneten der Form

—Sa—Sp—S4—Sp—54—S— 54— Sp—

beschrieben werden. Diese ferrimagnetischen Systeme besitzen einen langreichweitig ge-
ordneten Grundzustand mit einer makroskopischen Magnetisierung [22].



Die vorliegende Arbeit wurde in vier Kapitel untergliedert.

Im einfiihrenden Kapitel werden die Eigenschaften von 1-Magnon- und 2-Magnonzustinden
in Spin S Heisenberg-Ferromagneten wiederholt (siehe z.B. [23]). AnschlieBend wird im
zweiten Kapitel ein antiferromagnetisches System untersucht, dessen elementare Anregun-
gen ausschlieBlich durch Magnonen gegeben sind. Es ist dies der Heisenberg-Antiferromag-
net mit zwei verschiedenen, alternierenden magnetischen Zentren Sy und Sp. Es wird li-
neare Spinwellentheorie angewendet, die auf ein qualitativ korrektes physikalisches Bild
zweier Anregungszweige fiihrt. Magnonanregungen, die sich durch Reduktion der Grundzu-
standsmagnetisierung um eine Einheit ergeben, werden mit den Magnonen des Heisenberg-
Ferromagneten verglichen. Fiir den Quanten-Grenzfall S4 = 1 und S = 1/2 wird das
niederenergetische Spektrum numerisch mit einem Lanczos-Algorithmus berechnet und mit
den im Grenzfall S — oo giiltigen LSWT-Resultaten verglichen.

Die Untersuchungen des dritten Kapitels schlieBen vor dem Hintergrund der Haldane’schen
Vermutung an die Arbeit [24] von R. R. P. Singh an. Es werden Storungsreihen fiir Heisenberg-
Ising-Modelle (xxz-Modelle) mit S = 1/2,1,3/2, 2 berechnet. Entwicklungsparameter ist
die Ising-artige Anisotropie A\, wobei A = 0 dem Ising-Modell entspricht. Diese Storungs-
reihen ermdglichen eine Analyse der Quanten-Phaseniibergiinge Néel-Phase — Heisenberg-
Phase fiir S = 1/2,3/2 und Néel-Phase — Haldane-Phase fiir S = 1, 2. Zu diesem Zweck
werden Reihenentwicklungen fiir Grundzustandserwartungswerte (Ordnungsparameter, sta-
tischer Strukturfaktor), antiferromagnetische Magnonen und niederenergetische Doménen-
winde ermittelt. Die Extrapolation der Reihen mittels Padé-Approximanden und D-log-
Padé-Approximanden fiihrt auf kritische Punkte und kritische Exponenten. Es wird insbe-
sondere untersucht, welche Rolle den Doménenwandanregungen in Modellen mit halbzah-
ligem beziehungsweise ganzzahligem Spin bei den Quanten-Phaseniibergdngen zukommt.
Abschlieend wird der Zusammenhang zwischen antiferromagnetischen Magnonen (im fol-
genden als Magnonen bezeichnet) und Domidnenwénden diskutiert.

Im letzten Kapitel wird ein Zusammenhang zwischen der elementaren Anregung des S' = 1
Heisenberg-Antiferromagneten, die als Haldane-Triplett bezeichnet wird, der elementaren
Anregung der S = 1/2 Spinleiter und der des Majumdar-Ghosh-Modells hergestellt. Zu
diesem Zweck wird das Phasendiagramm der Zick-Zack-Kette untersucht, was an die Arbeit
[18] von S. R. White anschlieBt. Vom Majumdar-Ghosh-Modell ausgehend wird zunéchst
eine Singlett-Variationswellenfunktion aufgestellt, die den Grundzustand in der Spinfliissig-
keitsphase, die durch exponentiell zerfallende Korrelationen definiert ist, beschreiben kann.
Die von B. S. Shastry und B. Sutherland konstruierten Kinks stellen eine hervorragende
Niéherung zur Beschreibung der elementaren Anregungen des Majumdar-Ghosh-Modells
dar [25]. Diese Kinks bilden den Ausgangspunkt einer 2-Teilchenwellenfunktion, die durch
einen Parameter - die Ausdehnung der Bindung der beiden Kinks - charakterisiert ist. Diese
Wellenfunktion, die den Gesamtspin S;,; = 1 als gute Quantenzahl besitzt, ist orthogo-
nal zu der Singlett-Variationswellenfunktion des Grundzustands. Aus diesem Grund wird
die 2-Teilchenwellenfunktion als Variationswellenfunktion mit dem Variationsparameter &
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zur Beschreibung der elementaren Anregungen in der Spinfliissigkeitsphase des Phasendia-
gramms herangezogen.



KAPITEL 1

Der Ferromagnet

Der eindimensionale isotrope Heisenberg-Ferromagnet mit periodischen Randbedingungen
wird durch den Hamilton-Operator

N
1 , 3}
H=-JY {s;sgﬂ + 5 (5580 +5,55) J>0, Svu=58 (L]

beschrieben [2]. Die Operatoren S;y , o = +, —, z sind Spinoperatoren, d.h sie erfiillen
die Drehimpulsalgebra mit {S(S + 1),m = =S5, (S —1),...,(S — 1), S} als Eigenwerten
fiir die Operatoren {522, 5’;} Energieeigenwerte sollen in Einheiten des Austauschintegrals
(J/h* — 1), Lingen in Einheiten der Gitterkonstante a angegeben werden. Der Hamilton-
Operator vertauscht, bedingt durch seine Rotationssymmetrie, mit dem Quadrat des Gesamt-
spins gfot , Spor = 27]:[:1 S,. Weitere ErhaltungsgroBen sind der Magnetisierungsoperator
Sfot = 27]:[:1 SZ, dessen Eigenwerte mit S7 , bezeichnet werden, und der Translationsopera-
tor 1" ( S, T = T§n+1 ), dessen Eigenwerte durch exp(ik) gegeben sind. Dabei bezeichnet
die Quantenzahl k£ den Wellenvektor. Die Zustidnde werden hier durch die S*-Projektionen
m an jedem Platz dargestellt. Fiir S = 1/2 werden die Quantenzahlen m oftmals durch
Pfeile reprisentiert (m = £1/2 = 1, ).

Die Physik dieses Systems ist im wesentlichen verstanden [23]: Der vollstiandig polarisierte
Zustand |S;s = N/2,S;, = N/2) =S, S,...S) ist trivialerweise Eigenzustand von (1.1).
Indem man (1.1) zu

N
Z [S + Sn+1:| + const
n=1
umschreibt, erkennt man, daB |.S, S, ... .S) den groBten Eigenwert von — H liefert und damit
der Grundzustand von (1.1) ist. Aufgrund der Rotationssymmetrie des Hamilton-Operators
ist jeder Zustand des Multipletts {S;.: = N/2, S7, = —N/2... N/2} Grundzustand des
Ferromagneten. Da der Grundzustand |S;,; = N/2,S}, = N/2) die kontinuierliche Sym-
metrie des Hamilton-Operators bricht, findet das Goldstone-Theorem Anwendung [26]: Zu
jeder gebrochenen kontinuierlichen Symmetrie existiert eine masselose Mode. Im Fall des
Ferromagneten 146t sich diese Anregung durch Tiisten des Operators S,,, einfach konstru-
ieren:

=z



6 Kapitel 1. Der Ferromagnet

Diese Anregung wird als Magnon oder Spinwelle bezeichnet und hat die Dispersion w(k) =
25(1 — cos(k)), wobei w(k) die Energiedifferenz zur Grundzustandsenergie ist.

Fiir den Fall S = 1/2 kann das Spektrum mittels Bethe-Ansatz [1], [27] vollstidndig berech-
net werden. Die Anregungen werden durch sogenannte Strings klassifiziert, die wiederum
Losungen der Bethe-Ansatz-Gleichungen im thermodynamischen Limes sind (eine Diskus-
sion der Bethe-Ansatz-Gleichungen des Ferromagneten befindet sich in [27]). Ein (2M +1)-
String ist durch die Punktmenge {\,, = z + im|z € R, m = —M,..., M, m € 5 -N}
definiert und bestimmt den Impuls und die Anregungsenergie durch die Gleichungen:

2

p(A_py- -, ) = —2arctan (MI—I— 1) +7 (1.3)

M+ 3
hOAnrs . A) = o (Mi%)2 (1.4)

Ein String der Lange 2M + 1 beschreibt einen gebundenen Zustand von 2M 4 1 Magno-
nen, wobei M = 0 dem Zustand (1.2) fiir S = 1/2 entspricht. Betrachtet man nun einen
Unterraum mit S7, = N/2 — [, so lassen sich die Anregungen als Streuzustinde (M = 0)
und gebundene Zustdnde (M > 0) von [ Magnonen charakterisieren. Im Intervall z < oo
beziehungsweise p(A_ys, ..., Ay) > 0 in Formel (1.3) liegen die gebundenen Zustinde fiir
alle Wellenvektoren unter dem Kontinuum der Streuzustinde.

Fiir allgemeine Werte des Spins S kann die Energie und die Wellenfunktion im S7, =

NS — 2 Unterraum (zwei Magnonen) berechnet werden. Zunéchst soll die Wellenfunktion
fiir den Fall S = 1/2 diskutiert werden:

N N/2—1
) = > ™ (Y arn,r) + agln,0)) (15)
n=1 r=1
|n> T> = | T Tl o Tl T T> (1.6)
n,0) = [T...7LIT... 1)

Die Schrodingergleichung fiihrt auf das Gleichungssystem:

0 = ao(l—w)+%(1—e*i’f) (1.7)
0 = %(1—eik)+a1(2—w)+%(1—e*ik) (1.8)
0 = a(2—w)+ 21— ey + “T; (1—e*) r>2 (1.9)

Die Gleichungen (1.9) beschreiben zwei unabhingig propagierende Magnonen und kénnen
mit dem Ansatz a, = a™ e*" gelost werden. An dieser Stelle ist es sinnvoll, Schwerpunkts-
und Relativkoordinate einzufiihren: ks = k, ¢, = q — k/2. Aus (1.9) ergibt sich somit die
Anregungsenergie

w(k,q,) =2 — 2cos(q,) cos(k/2) (1.10)



fiir das 2-Magnonenkontinuum. Zur Untersuchung gebundener Zustinde setzt man fiir den
Relativimpuls einen nichtverschwindenden Imaginirteil an: af = a* ¢?(F/2+(@ )T Dag
negative Vorzeichen im Exponenten fiihrt auf unphysikalische Amplituden. Aus der Forde-
rung (w(k, g, r)) = 0 ergibt sich g, = 0, 7. Gebundene Zustéinde, die energetisch unter
dem Kontinuum liegen, erfordern ¢, = 7 und damit w(k, ) = 2(1 — cosh(k,.) cos(k/2)).
Mit der Ersetzung V' = e~ " erhilt man aus dem lokalen Gleichungssystem (1.7, 1.8) eine
Determinante zur Bestimmung der moglichen Werte fiir V.

(1 -w) —V cos(k/2) ~ cos(k/2) B
cos(k/2) VZcos(k/2) —V(2—-w) | T(V —cos(k/2)) =
=V =cos(k/2) , wy(k) =sin*(k/2) , £ = 1/k, = _m

Die Energie des gebundenen Zustandes wy (k) liegt fiir alle £ > 0 unter dem Kontinuum.
Die charakteristische Linge £(k) beschreibt die Ausdehnung des rdumlichen Bereiches,
tiber den die beiden gebundenen Magnonen verteilt sind (Bindungsldnge der Magnonen).
Wie in Abb. (1.1) dargestellt divergiert £(k) o< 1/k? fiir k — 0, d.h. die Bindungsenergie
geht gegen null, die gebundenen Zustinde fallen mit dem Kontinuum zusammen. Fiir die
Wellenfunktion des gebundenen Zustands erhilt man:

=z

N/2

1
by = Zel“ﬂwR  R) = V1 — e 250y " e 2r/EE R p) (1.11)
r=0

R:l

Betrachtet man den Erwartungswert
(R|SE|R) = 1/2¢/1 — e=2/6k)(1 — e~ 2n=RIEK) — 1p — R| =1/2,3/2, ...,

so erinnern die exponentiell abfallenden Flanken dieser Verteilung an die Solitonlosung des
klassischen Ferromagneten (siehe [23] und Referenzen darin). In diesem Bild entspricht die
charakteristische Lange (k) der Pulsbreite des Solitons. Tatséchlich gilt auch fiir die klas-
sische Losung die Dispersion w(k) oc sin®(k/2). Es ist jedoch nicht sinnvoll, die Analogie
zur klassischen Losung iiberzustrapazieren, da die Zustinde [¢)r) keine Eigenvektoren zu
(1.1) sind.

Zur Berechnung des gebundenen 2-Magnonzustandes fiir den S > 1/2 Ferromagneten muf}
der Ansatz (1.7) zu

N N/2
W) = > (D arln,r) +aoln, 0) + doln)1) (1.12)
n=1 r=1
) = [S...8(S=1)nS...8(5 = Dng14r S...5) (1.13)
n,0) = |S...S(S—1),(S—1)S...5) (1.14)

Ny = |S...5(S—2),5...5) (1.15)
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erweitert werden. Die Rechnung verlduft analog zum S = 1/2 Fall. Das lokale Gleichungs-

system fiihrt auf die Determinante einer 3 x 3 Matrix, die folgendes charakteristisches Po-
lynom zur Bestimmung der moglichen s, (k) beziehungsweise £ (k) Werte liefert:

V34 2cos(k/2)(S —1)V?*+V —2Scos(k/2) =0, V =e "

(k) = 28 {2 _ (V(k:) !

(1.16)
k 1
— - S > - 1.17
)= (2)] 572 7
Fiir alle S existiert genau eine reelle Losung. Beispielsweise nimmt diese Losung fiir S = 1
die kompakte Form

V(k)=A(k)/3—1/A(k), A(k) = (27008(/{:/2) +3v/3+81 COS2(/{3/2))1/
an. Die charakteristischen Léingen £(k)

—1/1In(V (k)) dieser gebundenen Zustinde sind
fiir verschiedene Werte des Spins in Abbildung (1.1) dargestellt

\
\ \
\| \\
20.0 Voo — S=12
‘\ \\ ____ S=1
\
v \ ——— S§=2
\‘\ \\
\\ \
—_ \ \
= \ \
Ry \ \
\\ \
\ \
10.0 | \ \
\ \
\ \
N\
AN
AN
N
< AN
. \\\
00 L L L ===
0 /4 /2 4m/3 T
k
Abbildung 1.1: Charakteristische

Lingen ¢&(k) fir gebundene 2-
Magnonzustinde im Unterraum S, = N.S — 2. Fir £ — 0 divergieren die
§(k).

Der Wellenvektor & = 7 nimmt eine besondere Position ein: Das Polynom (1.16) redu-

N

[hk=r) = Y _(=1)"|n,0)

VS
n=1

ziert sich zu V(V? + 1) = 0, die beiden Magnonen sind maximal gebunden (£ = 0). Die
Wellenfunktion nimmt eine sehr einfache Form an:

(1.18)
Die Energie dieses Zustands entspricht der Energie des Ising-Anteils (Y, SZS7 ;) von (1.1)
w(m)/(25) = wbin® =2 — 1/(25).



Fiir groBBe Werte des Spins S verringert sich die Bindungsenergie, was sich in grofleren &-
Werten fiir festes & duBBert. Gleichzeitig schmiegen sich die Dispersionsrelationen der gebun-
denen Zustinde dem Kontinuum (§ — oo) an. Im klassischen Grenzfall S — oo reduziert
sich (1.16) zu V2 —1 = 0 = &k, = 0, d.h. es existieren keine gebundenen Zustdnde
(bis auf den Zustand (1.18) fiir £ = 7!). Dies ist konsistent mit der linearen Spinwellen-
theorie fiir den Ferromagneten (siehe z.B. [23]). Eine anschauliche Erkldrung dieser Tatsa-
che ergibt sich aus den w™"®-Energien der Zustinde (1.13), (1.14) und (1.15): Die Energie
wIin®) zweier nicht benachbarter Magnonen betrigt 45. Benachbarte Magnonen senken die-
se Energie auf 45(1 — 1/5) ab und ermoglichen somit den gebundenen Zustand. Springen
nun beide Magnonen auf einen Platz (was fiir S = 1/2 nicht moglich ist), so findet keine
weitere Absenkung der Energie statt, die Energie w®"® betriigt wiederum 4. Fiir S — oo
verschwindet die Absenkung der Energie 45(1 — 1/S5) — 4S5 des Zustandes |n,0) , die
Bindung der beiden Magnonen bricht auf (§ — o0).
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KAPITEL 2

Der Ferrimagnet

Thema dieses Kapitels ist die Untersuchung eindimensionaler Heisenberg- Antiferromagneten
mit zwei verschiedenen, alternierenden magnetischen Zentren (vgl. Abb. (2.1)). Diese Sy-
steme werden auch als gemischte antiferromagnetische Spinketten bezeichnet. Mit den Me-

n-te Einheitszelle (n+1)-te Einheitszelle

Abbildung 2.1: Schematische Darstellung eines eindimensionalen Ferrima-
gneten.

thoden der anorganischen Molekularchemie gelang es 1981 erstmals ferrimagnetische Spin-
ketten zu synthetisieren (einen Ubersichtsartikel findet man in [21]). Die erste strukturell
realisierte Substanz ist CuMn(S2Cy032)2 - 7.5 Hy0, wobei die paramagnetischen Ionen
Mn?* (S = 5/2) und Cu?* (S = 1/2) die magnetischen Zentren bilden [22]. Dariiberhin-
aus gelang es 1988 ferrimagnetische Ketten mit alternierender Wechselwirkung J, J' (vgl.
Abbildung (2.1)) mit Mangan und Kupfer als magnetischen Zentren herzustellen [28]. Ei-
ne ganz andere Motivation zur Untersuchung gemischter antiferromagnetischer Spinketten
ergab sich vor dem Hintergrund integrabler Modelle. Die Quanten-Inverse-Streumethode
konnte auf Systeme mit verschiedenen Spins angewandt werden. Im Rahmen dieses For-
malismus konstruierten de Vega und Woynarovich 1992 eine Familie integrabler gemischter
Spinketten [29]. Der ferrimagnetische Aspekt tritt bei diesen Arbeiten jedoch in den Hin-
tergrund, da die Hamilton-Operatoren dieser Systeme iiber die Heisenberg-Wechselwirkung
hinaus komplizierte 3-Platz-Wechselwirkungen enthalten.

Der eindimensionale Heisenberg-Ferrimagnet mit periodischen Randbedingungen wird durch
den Hamilton-Operator

L
H=7Y [§n§n 55,50 J>0,0=1, 5 =58, F1=5, @1

n=1

11
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der schematisch in Abb. (2.1) dargestellt ist, beschrieben. Das S 4-Untergitter wird durch
die Spinoperatoren S mit S, = S = 1, (S?) = (1,0, ]) definiert. Entsprechend enthlt
das Sp-Untergitter die Sp = s = 1/2, (s*) = (1,1) Spinoperatoren s. L bezeichnet
die Anzahl der Einheitszellen, N = 2L die Anzahl der Spins. Dieser isotrope Hamilton-
Operator vertauscht wie (1.1) mit §t20t, dem Magnetisierungsoperator Szt und dem durch
(S,5,)T = T(S,;15,.1) definierten Translationsoperator. Energiecigenwerte werden in
Analogie zum ersten Kapitel in Einheiten des Austauschintegrals J angegeben, Lingen in
Einheiten der magnetischen Einheitszelle 2a. Die Berechnung thermodynamischer Groé8en,
insbesondere der Suszeptibilitidt waren Gegenstand der ersten theoretischen Untersuchungen
dieses Systems. Dabei wurde einerseits exakte Diagonalisierung von bis zu 10 Spins [30],
sowie eine Ndherungsmethode, bei welcher der lange Spin S, als klassische Grofle behan-
delt wird [22], verwendet. In jiingeren Arbeiten zu diesem Thema wurden die Grundzu-
standsordnung, elementare Anregungen sowie die Thermodynamik untersucht ( [31], [32],
[33], [34], [35], [36]).

2.1 Grundlagen

Der Gesamtspin St(ftz) des Grundzustands eines Heisenberg-Modells auf einem bipartiten
Gitter mit antiferromagnetischer Wechselwirkung zwischen den Untergittern ist geméll dem
Lieb-Mattis-Theorem [37] durch St(ftz) |S =S 5| bestimmt. Dabei bezeichnen S A, Sp die
maximalen Gesamtspinwerte der beiden Untergitter. Fiir den Fall des Quanten-Ferrimagneten
(2.1) ergibt sich damit S3? = L/2, was eine (L + 1)-fache Entartung des Grundzustands
zur Folge hat. Aus diesem ersten Ergebnis lassen sich folgende Schliisse ziehen:

¢ In Analogie zum Ferromagneten bricht der Grundzustand die Rotationssymmetrie des
Hamilton-Operators. Daraus 146t sich in Analogie zum ersten Kapitel auf die Existenz
einer masselosen Anregung schlielen [26]. Diese Anregung sollte in Unterrdumen mit
S;, < L/2 auftreten. Diese Unterrdume werden im folgenden als ferromagnetischen
Zweig bezeichnet.

e Im Gegensatz zum Ferromagneten ist der langreichweitig geordnete Zustand
| 717 1...71) kein Grundzustand, da er kein Eigenzustand zum Operator S2, ist.

Fiir den Fall eines alternierenden Ferrimagneten J > J' bzw. § < 1 behilt das Lieb-Mattis-
Theorem seine Giiltigkeit (J < J’ bzw. 1/§ < 1 beschreibt ebenfalls den alternierenden
Ferrimagneten). Tatséchlich ist der Fall starker Dimerisierung 6 < 1 sehr instruktiv zum
Verstiandnis des ferromagnetischen Zweiges. Es erweist sich als sinnvoll, die Zusténde als
Dubletts und Quartetts der Einheitszellen darzustellen:

Dubletts |D+>=%(|0T>—ﬂm>) |D>=%(|ol>—ﬂm>)
Quartetis : |Qs) = 11) Q1) = —= (Ve + 11 1)

S
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1
Q) =11y 1) == (Vaon+11n)

Fiir 0 < 1 liegen die Quartettzustinde energetisch sehr hoch. Der Grundzustand und die nie-
derenergetischen Anregungen konnen durch Dublettzustinde, die effektive Spins S = 1/2
darstellen, beschrieben werden. Der Hamilton-Operator (2.1) weist im Dublett-Unterraum
ausschlieBlich ferromagnetische Wechselwirkungen auf:

1
(D: Dy|H|D; Dy) = (D D_|H|D-D_) = =5 + const (2.2)
1
(DL D_|H|D, D_) = (D_D.|H|D_Dy) :5§+const (2.3)
2
(D: D_|H|D-Dy) = (D-Dy|H|Dy D_) =~ + const 2.4)

Die Konstanten ergeben sich aus den Wechselwirkungen innerhalb der Elementarzellen. Je-
des Dublett tragt mit der Energie J bei. Die Matrixelemente (2.2-2.3) fiihren auf eine effek-
tive Wechselwirkungsstirke von J.;; = 64/9. Auf diese Weise koénnen der Grundzustand
und die niederenergetischen Anregungen des stark dimerisierten Ferrimagneten mit dem
Grundzustand und den Magnonanregungen des Ferromagneten identifiziert werden. Fiir die
Grundzustandsenergie und die Magnondispersion folgt:

EGy =—L (1 + g) We-mag (k) = 5% (1 —cos(k)) . (2.5)

Die Goldstone-Mode des Ferrimagneten wird in diesem Grenzfall also durch eine ferro-
magnetische Spinwelle beschrieben. Die Energieausdriicke (2.5) konnen natiirlich als die
1-te Ordnung einer Storungsentwicklung in ¢ betrachtet werden. Im antiferromagnetischen
Zweig, d.h. fiir Magnetisierungen > L /2, 148t sich eine Spinwelle auf folgende Weise kon-
struieren:

L
) = Z|D+ AQshn- - IDs) s Sip=5 +1 (2.6)

Die Dispersionsrelation dleser Anregung nimmt in 1-ter Ordnung Storungstheorie in ¢ die
Form

11

3 7T 2
Waf-mag (k) = 3 +0 (E ~3 Cos(k:)) + O(6?) , Wat-mag(0)|s=1 = n 2.7

an. Im gesamten Intervall 0 < § < 1 hat diese Spinwelle eine verhiltnisméBig gro3e Anre-
gungsliicke. Obwohl dies nur ein Resultat der Storungstheorie in 1-ter Ordnung ist, wird sich
herausstellen, da3 (2.7) die Dispersion dieses Magnons, welches im folgenden als antiferro-
magnetisches Magnon bezeichnet werden soll, qualitativ korrekt beschreibt. AbschlieBend
sei darauf hingewiesen, daf} die Bezeichnung antiferromagnetischer Zweig beziehungswei-
se antiferromagnetisches Magnon sich ausschlieBlich auf den Wert der Magnetisierung be-
zieht. Es ist keinesfalls richtig zu behaupten, die Anregungen des Ferrimagneten wiirden fiir
S, > L/2 qualitativ mit denen eines Antiferromagneten iibereinstimmen. Vielmehr stellt
das antiferromagnetische Magnon des Ferrimagneten eine optische Mode dar.
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2.2 Lineare Spinwellentheorie

Die lineare Spinwellentheorie (LSWT) kann ein System qualitativ korrekt beschreiben,
wenn der exakte Grundzustand des Systems genau wie der klassische Grundzustand lang-
reichweitig geordnet ist. Ist dies der Fall, so kann die Energieabsenkung des Grundzustandes
durch Quantenfluktuation, sowie die Dispersion von Spinwellen fiir den Grenzfall 1/S < 1
richtig wiedergegeben werden. Zunéchst werden die Spinoperatoren gemafl der Holstein-
Primakoff-Transformation [38] durch Boseoperatoren beschrieben, anschlieBend nach 1/.5
entwickelt. Ausgehend vom klassischen Grundzustand ergibt sich folgende Transformation
(1231, [31], [33D:

.i.
A : S*=gS—ala, SJL:\/QgSanwl—C;an ey V29Sa, (2.8)
9

;
B : si=—S+0blb, sl =v250l4/1- b;g" % V285 (2.9)

Der Parameter g ist durch ¢ = (Lénge A-Spin)/(Lénge B-Spin) definiert. Der Grenzfall
g — 1 entspricht der LSWT fiir den Antiferromagneten. Der eindimensionalen Antifer-

romagnet kann aus folgendem Grund nicht durch LSWT beschrieben werden: Die bei-
den Néel-Zustinde sind in der Ndherung (2.9) entkoppelt, d.h. Matrixelemente der Art
(Tos L1 1(SFS)® | Loy Tnga) 5 1,1 ==+ S verschwinden stets. Somit kann der Trans-

versalteil des Hamilton-Operators keine Doménenwénde, d.h. Zustinde vom Typ

,mujlmfmmw--

erzeugen. Es wird jedoch im néchsten Kapitel gezeigt, da3 gerade diese Anregungstypen die
Untergitterordnung des isotropen Antiferromagneten zerstoren und die Dynamik bei 7" = 0
bestimmen. Im Ferrimagneten konnen solche Anregungen nicht auftreten. Doménenwinde
konnen wie beim Ferromagneten nur in statischer Form auftreten, da jede Form von Propa-
gation die Quantenzahl S;, verdndern wiirde. Aus diesem Grund kann man erwarten, daf3
LSWT den Ferrimagneten qualitativ korrekt beschreibt: Quantenfluktuationen fithren wie
beim zwei- und dreidimensionalen Antiferromagneten zu einer endlichen Untergitterma-
gnetisierung und damit zu einer endlichen Spinreduktion.

Es erweist sich als sinnvoll, die Fouriertransformation durch

1 - 1 .

T ik(n—1/4) t T —ik(n+1/4) 3,7

a) = — E e a; und b = E e b (2.10)
VL < g VL < g

zu definieren. Der dimensionslose Wellenvektor (2a — 1) durchlduft die Werte £k =
2rm/L , m = —L/2+1,..., L/2. Der Hamilton-Operator (2.1) wird im Grenzfall S — oo
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bilinear in den Boseoperatoren und nimmt nach Fouriertransformation die Form

Hiswr = —2¢S*L + 2S5 Z [aLak + gblb + /g cos(k/2) (aLbL + akbk)} (2.11)
k

an. Dieser Hamilton-Operator kann mittels der Bogoljubov-Transformation (siehe z.B. [23])

aL = Cosh(nk)aL + sinh ()b ﬁ,i = sinh(n)ax + Cosh(nk)bL
2
mit  tanh(2n) = v cos(k/2) v= % (2.12)

diagonalisiert werden und fiihrt auf zwei Anregungszweige:

Hiswr = Eo+2S Z [w;azak + w;ﬁlﬁk} (2.13)
k

By = Sy (\/(1 T 92— dgcos?(k)2) — (1+ g)) ~2¢S?L  (2.14)

wE = % <\/(1 +g)? —4gcos?(k/2) + (g — l)) (2.15)

Die durch aL erzeugte Spinwelle erniedrigt die Magnetisierung des Grundzustands um
eine Einheit und wird aus diesem Grund als ferromagnetisches Magnon bezeichnet. Ent-
sprechend erhoht die durch ﬂ,i erzeugte Spinwelle die Magnetisierung des Grundzustands
um eine Einheit und wird als antiferromagnetisches Magnon bezeichnet. Fiir kleine Werte
des Wellenvektors ist die Dispersionsrelation des ferromagnetischen Magnons erwartungs-
gemiB proportional zu &>

e
49 —1)
die des antiferromagnetischen Magnons weist eine Anregungsliicke auf. Damit ergibt sich
fiir die Anregungen dasselbe Szenario wie im ersten Abschnitt (s. (2.5), (2.7)). Die Spinwel-
lensteifigkeit v, welche durch w,, = vk? definiert ist, nimmt gemiB (2.5) fiir 6 = 1 den Wert
v = 4/9 an, wohingegen LSWT den Wert v = 1/2, (g = 2) liefert. Die Anregungsliicke
der antiferromagnetischen Anregung betrégt in der Ndherung (2.7) Wy f—mag(k = 0)]s=1 =
11/9; LSWT fiihrt auf den Wert w;_, = 1.
Die Energieliicke des Ferrimagneten hat ihren Ursprung in einem effektiven Magnetfeld,
sowie einem effektiven Staggered-Feld, welches die Spinwelle erfihrt.

LTV e e Ste=En

<~—— Spinwelle

L
Rt Sp=g5-1,

Um sich diese Situation der Anregungen im Ferrimagneten zu verdeutlichen, betrachte man
einen Spin S Antiferromagneten in einem Magnetfeld B und in einem Staggered-Feld b:

H=Y"88a+BY S:+by (-1)"s:  §2=8(S+1)Vn (2.16)
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In LSWT ergeben sich zwei Zweige fiir die Anregungsenergien:

oF =25 (\/b(b T2)+1—cos2(k/2) + B) 2.17)

In diesen Formeln wurde die Linge der magnetischen Einheitszelle 2a (a: Gitterkonstante)
auf eins fixiert. Fiir die Wahl

S—8y7 B=bbi2)-Y 4‘91)2

ergeben sich genau die Anregungsenergien (2.15) des Ferrimagneten, und die LSWT-Néhe-
rung von (2.16) geht in (2.11) iiber.

SchlieBlich soll die Ordnung des Grundzustandes in LSWT untersucht werden. Dazu wird
zunichst die Untergittermagnetisierung betrachtet, die durch

L L 1

(Maya, =Y _Si=L—=) (alan)e, = L(1—7) , 8= 50 9=2 (2.18)

n=1 n=1

definiert ist. Die GréBe 7 bezeichnet die Spinreduktion, die in beiden Untergittern wegen
St = (Ma) + (Mp) = LS(g — 1) gleich ist. Im thermodynamischen Limes liegen die k-
Werte unendlich dicht, und die Spinreduktion kann durch ein elliptisches Integral dargestellt
werden:

™

1

7 = — [ dksinh? ———+—/ ~ 0.305 ,g=2 (2.19)
7T0/ (1 \/1—7 COS2 (k/2) g (

Im Gegensatz zum Antiferromagneten gibt es im Ferrimagneten eine endliche Spinredukti-
on, was letztlich durch den Faktor v = 2,/g/(1 + g) < 1 fiir g > 1 (s. 2.12) bewirkt wird.
Die Untergitterordnung des klassischen Ferrimagneten bleibt also auch im quantenmecha-
nischen Fall korrekt.

Um dieses Ergebnis zu untermauern und die Grundzustandsordnung genauer zu analysieren,
sollen nun noch die Korrelationsfunktionen

(S2Sz.y = (L—7)>+ f(r) , A-Untergitter (2.20)
(SFS; .y = Vf(r) , A-Untergitter (2.21)
1 :
f(r) = /7 Z sinh? (1) cosh? (M14) (2.22)
k.q

berechnet werden. Im thermodynamischen Limes kann die Funktion f(r) unter Ausnutzung
von (2.12) durch das Integral

T T
kr 1 €i2kr

— [ dk
AN ey LY N T

2

ST -

(2.23)
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dargestellt werden. Mit der Substitution z = 2"

gral

wird aus diesem Integral das Kurveninte-

22" dz 1

22" dz

: f f
2 L2 2 L2
™) \/Z4+2Z<1_%)+1 ™) V(22— 23) (22 = 22)
1
2 = W(4—2v2i\/l—v2) (2.24)

iiber den Einheitskreis C' in der komplexen Ebene. Die Nullstellen 23 = 23 liegen sdmtlich
auf der reellen Achse. Fiir ¢ > 1 liegen die Nullstellen 2z, (z_) auBerhalb (innerhalb)
des Einheitskreises. Nun ist es moglich, den Integrationsweg dieses komplexen Integrals
vom Einheitskreis auf die reelle Achse schrumpfen zu lassen (infinitesimaler Einschluf3 der
Singularititen), was wiederum auf ein reelles Integral fiihrt:

flr) =

1 " %
VI =2 ﬂ/ Ve ) (2.25)

Der Grenzfall » — oo ist im wesentlichen durch die beiden Singularitdten +x_ bestimmt.
Fiir die Korrelationsldngen der asymptotischen Korrelationsfunktionen aus (2.20) und (2.21)
ergibt sich:

—Tr/Strans 1
AV f(T) x e /¢ 5 &»ans = 2glong 5 glong = _m (226)
Fiir den hier diskutierten Fall ¢ = 2 ergibt sich eine sehr kurze Korrelationsldnge von
&ong = 1/(2In(2)) ~ 0.72 in Einheiten der magnetischen Einheitszelle. Fiir den antifer-
romagnetischen Grenzfall g — 1 geht sowohl +y als auch z_ gegen eins, d.h. &ong Und Eirans
divergieren.

2.3 Numerische Resultate

Das physikalische Bild, das bis hierher qualitativ korrekt beschrieben wurde, soll nun mit
numerischen Methoden genauer untersucht werden. Es werden Ergebnisse einer von S. Ya-
mamoto [31] durchgefiihrten Quanten-Monte-Carlo (QMC) Simulation vorgestellt, die mit
Dispersionsrelationen und Spektren exakter Diagonalisierung verglichen werden.

Exakte Diagonalisierung bezieht sich hier auf die Berechnung der kleinsten Energieeigen-
werte mit dem Lanczos-Algorithmus. Es wurden ausschlieBlich periodische Randbedingun-
gen verwendet. Die Diagonalisierung wurde in Unterrdumen mit festem Wellenvektor & und
fester Magnetisierung S7 , durchgefiihrt. Es wurden die Systemlidngen L = 4, 8, 10, 12 Ein-
heitszellen untersucht. Die groften Unterrdume (z.B.: L = 12, S;, = L/2—1 = 5) setzten
sich aus ca. 10 Millionen Basiszustinden zusammen. Die Speicherung dieser Zusténde so-
wie die Matrix-Vektor-Multiplikation wurden parallelisiert, die gesamten Rechnungen auf
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Abbildung 2.2: QMC Korrelationsfunktionen zwischen den S = 1 Spins
(a) und den s = 1/2 Spins (b) in den Unterrdumen S;,, = M = L/2 —
1,L/2,L/2 + 1 fiir 32 Spins.

einer MPP CRAY-T3D 256 SC durchgefiihrt. Eine ausfiihrliche Beschreibung dieses Algo-
rithmus sowie dessen Implementierung findet man beispielweise in [39].

Dariiberhinaus wird eine durch die QMC-Simulation motivierte Storungsentwicklung des
Grundzustandes prisentiert.

2.3.1 Resultate einer Quanten-Monte-Carlo-Simulation

Die Berechnung der Grundzustandsenergie bei festem S;, durch eine QMC-Simulation
wird durch Vorwahl einer hinreichend kleinen Temperatur moglich. Es ist jedoch zu be-
denken, daf} eine Erniedrigung der Temperatur eine groflere Anzahl von QMC-Schritten,
d.h. mehr Rechenaufwand erfordert. Bei einer Temperatur von k57'/J = 0.02 findet man
einen Finite-Size-extrapolierten Wert von F,(L/2) = —1.455 + 0.001.

Die Anregungsliicke des antiferromagnetischen Zweigs folgt aus der Differenz

A = EgGy(L/241)— Egy(L/2) = 1.767+0.003 , wobei es sich auch hier um einen extra-
polierten Wert handelt. Der gro3e Wert dieser Anregungsliicke unterscheidet sich deutlich
von dem des LSWT-Resultats.

Fiir die Korrelationslidngen ergibt sich ein der LSWT sehr dhnliches Bild. In Abb. (2.2) sind
die longitudinalen Korrelationsfunktionen zwischen den S = 1 Spins und den s = 1/2
Spins dargestellt. Die Korrelationsfunktionen zerfallen innerhalb weniger Gitterplitze auf
den asymptotischen Wert ((SZ))? bzw. ({s?))?. Dies bestiitigt die Vorhersage der LSWT,
d.h. eine Korrelationslidnge, die kleiner als die Einheitszelle ist. Aufgrund dieses starken
Zerfalls ist es nicht moglich, die asymptotischen Korrelationen aus den Daten in Abbildung
(2.2) zu berechnen. Jedoch kann man aus Abb. (2.2) eine Spinreduktion von 7 ~ (.21
ablesen, was deutlich geringer als das LSWT-Resultat in (2.19) ist. An dieser Stelle zeigt
sich, dal LSWT ungeeignet ist, wenn es darum geht, quantitative Aussagen zu machen.
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Dies ist jedoch keineswegs iiberraschend, wenn man sich den Giiltigkeitsbereich (S — c0)

2.3. Numerische Resultate
der LSWT vor Augen fiihrt.

Bunlyoiy-191104]1

(2.27)
(2.28)

Kettenrichtung
Abbildung 2.3: Quantenfluktuationen in einem Snapshot bei einer Temperatur

von kgT'/J = 0.02

3-Platz-Fluktuationen :

ten Snapshot. Die Abszisse eines solchen Snapshots stellt die rdaumlich Richtung des Spin-
2-Platz-Fluktuationen :

systems dar, die Ordinate die imagindre Zeit oder auch Trotter-Richtung. Jeder diskrete

Zeitschritt stellt eine Spinkonfiguration mit “relevantem Gewicht” bei einer vorgegebenen
so stellt man fest, dal im wesentlichen folgende Typen von Quantenfluktuationen auftreten:

Temperatur dar. Wihlt man die Temperatur nun hinreichend klein (was vom Spektrum des
Modells abhiingt), so kann man den durch Quantenfluktuationen verunreinigten Grundzu-
stand anschaulich darstellen (vgl Abb.: (2.3)). Betrachtet man den Snapshot etwas genauer,

Als anschauliches Nebenprodukt erhidlt man bei einer QMC-Simulation einen sogenann-
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4-Platz-Fluktuationen - T | T L0101 T | T ... (229

2.3.1.1 Storungsrechnung

Die Quantenfluktuationen (2.27),(2.28) und (2.29), die auf wenige Einheitszellen beschrinkt
sind, treten in storungstheoretischen Rechnungen niedriger Ordnung auf.

O Lanczos-Daten
---- 4-te Ordnung ST
ol —— 8-te Ordnung ST
-1.20
8 z
K Spo= L/2
-1.30
140 |
-1.50 ‘ ‘ ‘ ‘
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

A
Abbildung 2.4: Lanczos-Daten fiir 16 Spins im Vergleich zur Storungsreihe.

Das Ising-Modell stellt den ungestorten Operator dar, der transversale Anteil die Storung:
AN 1 + .= — ot z Z 1 + — - 4+
Sism + 3 (SiFsp + Sy sth) — Sisi, + A3 (SFs, + Sy s)h) ,0< A< (230)

Die Energien werden als Potenzreihen des Storparameters A berechnet. Auf Durchfiihrung
und Implementation der stationiren Storungstheorie wird ausfiihrlich im néichsten Kapitel
eingegangen. Beginnt man mit dem vollstidndig geordneten Zustand ... T T 1 T 1T 1...
so ergibt sich

EGZ
L

1 1
=—1-— EAQ + @X‘ 4 0.05136A% — 0.02809\% + O(A'Y) (2.31)

als Reihenentwicklung fiir den Grundzustand. In Abb. (2.4) wird die Energie dieser Ent-
wicklung mit Lanczos-Daten verglichen. Dabei wurden die Lanczos-Daten nicht mehr ex-
trapoliert (zum thermodynamischen Limes), da sie mit den extrapolierten Werten schon bis
auf drei Nachkommastellen {ibereinstimmen (vgl. Abb. (2.5). Die Grundzustandsenergie der
Reihenentwicklung in 8-ter Ordnung liegt 0.1% unter dem Lanczos-Resultat (2.33).



2.3. Numerische Resultate 21
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Abbildung 2.5: Finite-Size-Extrapolation von Lanczos-Daten fiir die Langen
L = 4,8,10,12. Links fiir den Grundzustand mit S7, = L/2, rechts fiir die
Anregungsliicke A = E(S7, = L/2+ 1) — E(S;, = L/2)

2.3.2 Exakte Diagonalisierung

Im Gegensatz zur QMC-Simulation ist exakte Diagonalisierung eine temperaturunabhingi-
ge Methode zur Berechnung niederenergetischer Spektren endlicher Systeme. Die Finite-
Size-Extrapolation des Ferrimagneten mit den oben erwédhnten Systemgroflen L = 4, 8, 10, 12
Einheitszellen ist absolut unproblematisch wegen der kleinen Korrelationslinge des Sy-
stems. Die Lanczos-Daten fiir den Grundzustand mit S7, = L /2 und fiir die Anregungsliicke

des antiferromagnetischen Magnons A wurden gemif}

1
(L) = f(00) + ae™" = (2.32)
extrapoliert. Die Fit-Parameter a,b wiesen beim Anpassen einen typischen quadratischen
Fehler von ca. 107! auf. Fiir die extrapolierten Werte erhiilt man eine gute Ubereinstim-
mung mit den QMC-Daten, die bei einer kleinen aber endlichen Temperatur berechnet wur-
den.

EGy = —1.454093 (L = o) a = 0.619926 , b = 1.0901 (2.33)
A = 1.759142 (L = o0) a = 3.267051 , b = 0.9201 (2.34)

Der Parameter 1/b hat die Dimension und GroBenordnung der Korrelationsldnge. Der hier
gefundene Wert 1/b = 0.91734 zeigt eine sehr gute Ubereinstimmung mit dem LSWT-
Resultat. GeméB Abb. (2.5) stimmen die Grundzustandsenergien der endlichen System L =
8,10, 12 bereits drei Nachkommastellen mit dem extrapolierten Wert iiberein. Diese Tatsa-
che soll bei der Darstellung der Dispersionsrelationen ausgenutzt werden: Bei einer Lénge
von L = 10 ergeben sich 5 verschiedene Werte fiir den Wellenvektor k. Fiir L = 12 erhlt
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man 6 verschiedene Werte, die sich jedoch von denen des 10-er Systems unterscheiden. In-
dem man alle k-Werte in einer Abbildung darstellt, gewinnt man eine bessere Vorstellung
der Dispersion im thermodynamischen Limes. In Abb. (2.6) sind Dispersionsrelationen fiir
das ferro-/antiferromagnetische Magnon im Vergleich zu den Spinwellenresultaten darge-
stellt. Die Bandbreiten beider Dispersionen werden durch LSWT gut wiedergegeben. Fiir die

3.0 ‘
_.----0©

099"

_ O~
O~

o
o~ §,=L/2+1: antiferro. Magnon

(k)

S° =L/2—1: ferro. Magnon

tot

0.0 &=
0 /2 T

Wellenvektor k

Abbildung 2.6: Dispersionsrelationen fiir das ferro-/antiferromagnetische Ma-
gnon. Die Kreise (Diamanten) sind Lanczos-Daten; Durchgezogene Linien
sind LSWT-Dispesionen. Die gestrichelten Linien dienen als Orientierungs-
hilfen.

Spinwellensteifigkeit v ergibt sich aus den niederenergetischen Niveaus (kK = 0, 7/6,7/5)
v ~ 0.37 im Gegensatz zu dem LSWT-Wert viswr = 1/2 und dem stérungstheoretischem
Ergebnis vsy = 2/9. Die exakten Daten der antiferromagnetischen Anregung scheinen ge-
geniiber der LSWT-Kurve um einen gewissen Betrag nach oben verschoben. Gemif3 (2.17)
konnte man diese Verschiebung durch ein grofleres effektives Magnetfeld, welches das an-
tiferromagnetische Magnon im Quanten-Ferrimagneten (2.1) erfihrt, erkliren.

2.3.2.1 Gebundene Zustiinde im Unterraum S7, = L/2 — 2

Um die Analogie des Ferrimagneten zum Ferromagneten bei niedrigen Temperaturen wei-
ter zu untermauern, soll das Spektrum fiir S7, = L/2 — 2 auf gebundene Zustinde unter-
sucht werden. Tatsichlich treten im Spektrum dieses Unterraums Energieniveaus auf, die
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sich nicht auf Kontinuumszustinde beziehen lassen. In Abb. (2.7) sind die niedrigsten Ener-
gieniveaus fiir L = 8,10 getrennt nach Kontinuumszustinden und gebundenen Zustinden
aufgetragen. Die Eigenschaft eines Niveaus, einem gebundenen oder Kontinuumszustand

1.5
O L=8, Kontinuum
< L=10, Kontinuum
® =8, geb. Zustand
4 =10, geb. Zustand o
1.0 | o 1
<o
2 0 °
*
S [ J
(e}
| LS i
0.5 o
[ ]
*
(e}
<o
0.0 ‘
/2 L4

Wellenvektor k

Abbildung 2.7: Gebundene und Kontinuumszustidnde fiir L = 8, 10 im Unter-
raum S7, = L/2 — 2

zugehdrig zu sein, wurde aus den Daten des niedrigliegenden Spektrums fiir 57, = L/2—1
berechnet. Dies soll am Beispiel . = 8, k£ = 7 demonstriert werden: In dem Unterraum
Sg, = L/2 — 2, k = m ergibt sich fiir die beiden niedrigsten Eigenwerte

A; =0.8131 Ay =1.1823 . (2.35)

Fir L = 8 gibt es folgende 2-Magnon Kontinuumszustinde (q;, ¢2) mit Schwerpunkt-
simpuls £ = 7 (0,7),(w/4,3n/4), (7/2,7/2). Die zugehorigen Energien w(qi,q2) =
w(q1) +w(q2) + O(1/L) ergeben sich aus den Daten des Spektrums mit S7, = L/2 — 1:

w(0,7) = 1.1816 w(m/4,3m/4) = 1.2055 w(m/2,m/2) = 1.2571

Ein Vergleich dieser Energien mit (2.35) zeigt, daB A, = 1.1823 der Kontinuumszustand mit
den Einteilchenimpulsen (q1, ¢2) = (0, ) ist. Der geringe Unterschied der beiden Zahlen-
werte Ay und w(0, 7) ist auf Wechselwirkungseffekte der Ordnung O(1/L) zuriickzufiihren.
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Abbildung 2.8: Lanczos-Daten des alternierenden Ferrimagneten im Vergleich
zur Storungstheorie erster Ordnung fiir: a.) ferro.-Magnon ,b.) antiferro.-

Magnon.

2.3.2.2 Alternierende Wechselwirkung

Abschlieend soll das im ersten Abschnitt dieses Kapitels vermittelte Bild des alternieren-
den Ferrimagneten numerisch verifiziert werden. Dazu sind in Abb. (2.8) numerische Da-
ten fiir das ferro-/antiferromagnetische Magnon mit den storungstheoretischen Ausdriicken
(2.5) und (2.7) verglichen worden. Die Ubereinstimmung fiir § = 0.2 ist sehr gut, fiir § = 0.6
sind hohere Ordnungen notwendig, um eine bessere Ubereinstimmung zu erzielen. Tatsache
ist jedoch, daB sich der Ferrimagnet fiir das gesamte Interval 0 < ¢ < 1 bei hinreichend

niedrigen Temperaturen wie ein Ferromagnet verhilt.




KAPITEL 3

Der Heisenberg-Ising-Antiferromagnet

Der anisotrope Hamilton-Operator

N
H=J7Y {s;sgﬂ + % (SFSiy +S755) , Syi1 =5 (3.1)
n=1
mit J > Ound 0 < A < 1 wird als Heisenberg-Ising-Antiferromagnet oder auch xxz-
Modell bezeichnet. Die Operatoren S¢ , o = +,—,z sind Spin S = 1/2,1,3/2,2,...
Drehimpulsoperatoren. Energieeigenwerte werden in Einheiten des Austauschintegrals ./,
Lingen in Einheiten der Gitterkonstante a angegeben Aufgrund der Anlsotrople (AN#1)
vertauscht (3.1) nicht mit dem Operator (Stot) Der Magnetisierungsoperator S 7. und der
Translationsoperator vertauschen mit (3.1). Im Limes S — oo, 0 < A < 1 kann (3.1)
durch lineare Spinwellentheorie (LSWT) beschrieben werden. Die LSWT-Ergebnisse fiir

(3.1) sollen hier noch einmal zusammengefallit werden:

Hiswr = Eo+2JSY wi|afan+6t] (S —o0) (3.2)
k
Eg. = —JNS(1+58)+2JS) wy (3.3)
k
W = 1 — A2 cos?(k) (3.4)

Die durch die Boseoperatoren aL, ﬁ,i erzeugten Spinwellen besitzen dieselbe Anregungs-
energie wy, und unterscheiden sich durch den Wert der Magnetisierung S7, = 1 beziehungs-

weise S7, = —1. Die Spinreduktion 7(\) ist durch die Untergittermagnetisierung, die der
Ordungsparameter der Néel-Phase ist, des Untergitters A bzw. B definiert,
N
(Ma/p)a = Y Si = £ (5 = 7() (3.5)
n€A/B
1 =« r dk
T(A\) = ——+—/ . (3.6)
™ 2 2 / 1 — A2 cos?(k)
Mit wachsender Stirke des transversalen Teils von (3.1) enthalten die Néel-Zustidnde
Neen) = [ 1171 ... 1) und [N = | LT1T ... |T) (37)

zunehmend Quantenfluktuation, was sich in einer anwachsenden Spinreduktion widerspie-
gelt. Die LSWT-Grundzustinde sind im Intervall 0 < A < 1 langreichweitig geordnet. Im

25
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Grenzfall A\ — 1 wird die volle Rotationssymmetrie des Hamilton-Operators wiederher-
gestellt. Die Anisotropie-Energieliicke wi—o(A) in (3.4) schlieBt sich in diesem Grenzfall,
wihrend die Spinreduktion als Folge der Naherung divergiert. Diese Divergenz deutet auf
einen Quanten-Phaseniibergang am isotropen Punkt A = 1 hin. Ein solcher Phaseniibergang
ist durch das Verschwinden des Ordnungsparameters (3.5) charakterisiert und wird durch
das Verschwinden der Energieliicke einer sogenannten Soft-Mode hervorgerufen. Diese An-
regungen kondensieren im Grundzustand, d.h. es findet eine Neuformierung des Grundzu-
stands statt.

Fiir den S = 1/2 Heisenberg-Ising-Antiferromagneten konnte ein solcher Phaseniibergang
als Kosterlitz-Thouless-Phaseniibergang von der Néel-Phase in die sogenannte Heisenberg-
Phase am isotropen Punkt A = 1 identifiziert und berechnet werden [11], [12]. Tatsédchlich
nimmt das S = 1/2 xxz-Modell eine besondere Stellung ein, da es fiir alle Werte von
A integrabel ist. Im Zusammenhang mit dem Sechs-Vertex-Modell konnten J. D. Johnson,
S. Krinsky und B. M. McCoy [6] die niedrigliegenden Anregungen von (3.1) mit Bethe-
Ansatz-Methoden berechnen und im S7, = +1 Unterraum als zweiparametrige Dispersi-
onsrelation charakterisieren:

AE(q,q2) = el@)+ela) ,0<q, < (3.3)
e(q) = Vv1-— )\2@ 1 — k2 cos?(q) (3.9)

K(k) = mit K'(k) = K(K), k' = V1— k2

/1 dt
| =B -k

Das vollstindige elliptische Integral K (k) liefert den Zusammenhang zwischen der Aniso-
tropie A und dem Modul &:

1 K’
1= cosh (ﬂ?(k‘)) (3.10)

Der Grenzfall starker Anisotropie A < 1 wurde von J. Villain [7] sowie von N. Ishimura
und H. Shiba [8] in erster Ordnung entarteter Storungstheorie in A beschrieben. Das Auf-
treten einer Entartung spiegelt hier die Tatsache wider, dafl das niederenergetische Spek-
trum des S = 1/2 xxz-Modells im Grenzfall A — 0 aus zwei elementaren Anregungen
- Domdnenwdiinden - besteht. Abbildung (3.1) illustriert den Zusammenhang zwischen ei-
ner 2-Doménenwandkonfiguration und einer lokalen Spinabweichung im Ising-Grenzfall
A — 0. Fiir diesen Grenzfall, der den Ausgangspunkt der Storungstheorie in [8] bildet, sind
die Zustinde in Abbildung (3.1) fiir alle Entfernungen r der beiden Dominenwénde ent-
artet. Entwickelt man nun die Dispersionsrelation (3.8) nach A (vgl. Anhang A), so ergibt
sich in niedrigster Ordnung das Resultat von N. Ishimura und H. Shiba. Damit lassen sich
die elementaren Anregungen aus (3.8) als magnetische Domédnenwinde charakterisieren,
die insbesondere am isotropen Punkt A = 1 zu den von L. D. Faddeev und L. A. Takhtajan
eingefiihrten Spinonen werden [5].
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ATt
LT

Abbildung 3.1: Eine lokale Spinabweichung (a) setzt sich aus zwei
Doménenwénden (b) zusammen

Diese oft auch als Soliton oder Kink bezeichneten Anregungen treten in Ketten mit gera-
der Anzahl von Gitterplidtzen (d.h. N gerade) und periodischen Randbedingungen nur als
Paare auf. Eine einzelne Doménenwand kann in Ketten mit ungeradem /N und periodischen
Randbedingungen realisiert werden und besitzt die Magnetisierung S7,, = 1/2. Am isotro-
pen Punkt wird diese Doménenwand zu einem Spinon, das insbesondere durch S;,; = 1/2
charakterisiert ist. Das niederenergetische Anregungsspektrum von S = 1/2 Ketten mit ge-
rader Anzahl von Gitterplétzen ist durch ein 2-Teilchen-Kontinuum gegeben, welches fiir
verschiedene Werte der Anisotropie in Abbildung (3.2) dargestellt ist: Auf der Ordinate ist
die Anregungsenergie fiir verschiedene Werte des Relativimpulses ¢ = (¢1 — ¢2)/2, auf
der Abszisse der Schwerpunktsimpuls £ = ¢ + ¢o aufgetragen. (Fixiert man den Relati-
vimpuls ¢ = ¢, so ist der Schwerpunktsimpuls wegen 0 < ¢;,¢2 < 7 auf das Intervall
290 < k < 2(m — qo) beschrinkt). Deutlich zu erkennen ist das Anwachsen der Ener-
gieliicke und die Verkleinerung der Bandbreite fiir A — 0. Im Grenzfall A = 0 wird (3.1)
ein Ising-Modell, d.h. die durch den transversalen Teil des Hamilton-Operators hervorgeru-
fene Dynamik verschwindet. Als Folge davon kollabiert das Kontinuum in Abbildung (3.2)
zur Linie AF = 1.

Die Frage nach den elementaren Anregungen im S = 1 Heisenberg-Ising-Antiferromagnet
war von grofler Bedeutung, nachdem F. D. M. Haldane 1983 die Hypothese aufstellte, daf3
das eindimensionale isotrope antiferromagnetische Heisenberg-Modell mit ganzzahligem
Spin eine Anregungsliicke und exponentiell zerfallende riumliche Korrelation aufweist [10].
Haldane’s Vermutung basiert auf einer Abbildung des Spin-S-Antiferromagneten auf ein
nichtlineares Sigma-Modell. Im Rahmen dieser Abbildung entwickeln Systeme mit ganz-
zahligem Spin eine dynamisch erzeugte Masse /A o e~™ . Der Begriff dynamisch erzeugte
Masse ist folgendermallen zu verstehen: Mit zunehmender Stédrke der Quantenfluktuationen
wird aus dem langreichweitig geordneten Néel-Zustand ein ungeordneter Grundzustand,
d.h. ein Zustand mit exponentiell zerfallenden Spin-Spin-Korrelationsfunktionen, mit der
Korrelationsldnge £ o< e™S. Zustinde, wie sie zum Beweis des Lieb-Schulz-Mattis-Theorem
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Abbildung 3.2: Das 2-Doménenwandkontinuum fiir verschiedene Anisotropi-
en .

konstruiert wurden [9], sind im ungeordneten Grundzustand enthalten, d.h. haben nichtver-
schwindende Matrixelemente mit dem Grundzustand. Die elementaren Anregungen iiber
dem ungeordneten Grundzustand sind von Haldane als Triplett (Haldane-Triplett) charakte-
risiert worden. Die Triplettanregung des S = 1 Antiferromagneten wurde sowohl numerisch
als auch mit analytischen Methoden untersucht. Der Wert fiir die Anregungsliicke dieses
Tripletts betriagt As—; ~ 0.41.J, die Korrelationsldnge {s—; des Grundzustands ist ca. 6
Gitterplitze lang [40], [41], [42], [43], [44], [45], [46], [47].

Ein weiterer von Haldane vorhergesagter Unterschied zwischen antiferromagnetischen Ket-
ten mit halbzahligem/ganzzahligem Spin ist das Auftreten eines Quanten-Phaseniibergangs
bei endlicher Anisotropie 0 < A. < 1 fiir Ketten mit ganzzahligem Spin [10]. Haldane ver-
mutete, dafl die kritischen Exponenten dieses Quanten-Phaseniibergangs denen des zweidi-
mensionalen Ising-Modells entsprechen. Das Heisenberg-Ising-Modell mit S = 1 weist - im
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Gegensatz zu dem mit S = 1/2 - einen solchen Quanten-Phaseniibergang zweiter Ordnung
bei \. = 0.84 auf [48], [49], [24]. Fiir A < A besitzt die S = 1 Kette einen Néel-geordneten
Grundzustand, der sich durch Kondensation von sogenannten Spin-Zero-Defekten (SZD) am
Phaseniibergangspunkt ). zu einem ungeordneten Grundzustand entwickelt. Ein SZD am
Gitterplatz n ist als Nullprojektion von S? zwischen zwei unterschiedlich orientierten Spins
(oo ITIT 0 UTLT ... oder ... TITL O TlTl ...) definiert. Die elementare Bedeutung
von SZD’s als Soft-Moden wurde von G. Gémez-Santoz [48] und H.-J. Mikeska [50] durch
ein effektives Fermionenmodell analysiert. Der Grundzustand in der sogenannten Haldane-
Phase A > A. wird auch als Spinfliissigkeit bezeichnet und kann durch eine sogenannte
verborgene Ordnung

1110007110001 071000007) ... (S=1) (3.11)

charakterisiert werden. Streicht man in (3.11) die Nullprojektionen heraus, so bleibt ein
antiferromagnetisch geordneter Zustand iibrig. Im isotropen S = 1 Antiferromagneten ist
diese Ordnung nicht vollstandig ausgebildet. Der zur verborgenen Ordnung (3.11) gehorige
nichtlokale Ordnungsparameter

itn
T%*(n) = (57 exp <z’7r Z Sj) Siin) - (3.12)
j=i+1
wurde von M. Den Nijs und K. Rommelse [51] eingefiihrt und als String-Order-Parameter
bezeichnet.

T. Kennedy und H. Tasaki stellten eine nichtlokale unitdre Transformation auf, die (3.12)
in eine lokale GroBe transformiert [52]. Die verborgene Ordnung (3.11) transformiert sich
in gewohnliche ferromagnetische Ordnung. Die Transformation erhélt die Symmetrien des
Hamilton-Operators, der nach der Transformation die Symmetrie der Drehung um jede Ko-
ordinatenachse im Spinraum um den Winkel 7 besitzt. Diese drei Rotationen erzeugen ei-
ne diskrete Zy X Z; Symmetrie. Nach Kennedy und Tasaki lassen sich die verschiedenen
Phasen der S = 1 Kette mit offenen Randbedingungen durch diese diskrete Symmetrie cha-
rakterisieren. In der Néel-Phase ist der Grundzustand zweifach entartet und bricht somit die
Symmetrie der Drehungen um die z-Achse. In der Haldane-Phase dagegen herrscht eine
vierfache Grundzustandsentartung im thermodynamischen Limes, d.h. die Zs X Zs Symme-
trie ist vollstindig gebrochen. Der Verlauf von 7“%(n) , o = x,y, z in der Haldane-Phase
wird in [53] diskutiert. I. Affleck, T. Kennedy, E. Lieb und H. Tasaki (AKLT) gelang es
1988 einen S = 1 Antiferromagneten mit exaktem Grundzustand, der perfekte verborgene
Ordnung aufweist, zu konstruieren [13]. Der Hamilton-Operator dieses Valence-Bond-Solid
(VBS) ist eine Summe von lokalen Projektoren:

N

Hagrr = Z |:§n§n+1 + % (§n§n+1)2 + %} . (3.13)

Eine Diskussion des AKLT-Modells (3.13) in Verbindung mit Spinleitern ist Thema des
nichsten Kapitels. In diesem Zusammenhang wird auf das Haldane-Triplett, welches mit

n=1

der elementaren Anregung der Spinleiter eng verkniipft ist, eingegangen.
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Die Untersuchungen von Heisenberg-Ising-Modellen mit S > 1 beschrinken sich auf-
grund der groflen Zahl von Freiheitsgraden dieser Modelle im wesentlichen auf numerische
Methoden. Dabei sind hohe Anforderungen an diese Methoden zu stellen, da die benotig-
ten Systemgrolen N mit wachsendem S ebenfalls anwachsen. Beispielsweise betrigt die
Korrelationsldnge des S = 2 Heisenberg-Antiferromagneten {s—o ~ 49. Eine Korrelati-
onslidnge dieser GroBe erfordert Systemlidngen von bis zu N ~ 300 zur korrekten Finite-
Size-Extrapolation der Daten [54], [55]. Der S = 2 Antiferromagnet konnte mit Quanten-
Monte-Carlo-Simulationen (QMC) und Dichtematrix-Renormierungsgruppen-Rechnungen
(DMRG) untersucht werden. Fiir die Anregungsliicke des Haldane-Tripletts wurde der Wert
Ag—o =~ 0.085 berechnet [54]. Die Absenkung der Energieliicke Ag—» gegeniiber Ag_; ei-
nerseits sowie die Verschiebung von A, s—, in Richtung des isotropen Punktes gegeniiber
A¢,s=1 andererseits bestidtigen Haldane’s Sigma-Modell-Analyse: Im Grenzfall S — oo ver-
schwindet die Anregungsliicke, die Korrelationslidnge divergiert und A\, — 1.

Ebenfalls mit DMRG konnte das kritische Verhalten des isotropen S = 3/2 Antiferroma-
gneten bestimmt werden [56]. Der durch

In(Br)

rn

(SS7) o (3.14)

definierte Exponent 7 nimmt wie bei der S = 1/2 Kette den Wert = 1 an. Dispersions-
relationen elementarer Anregungen fiir isotrope S = 3/2, 2 Antiferromagneten wurden mit
QMC durch Auswertung der Korrelationsfunktionen in Trotter-Richtung berechnet [57].
Gegenstand dieses Kapitels ist die Untersuchung des Grundzustands sowie elementarer An-
regungen von (3.1) mit der Methode der stationdren Storungstheorie in A. Im ersten Ab-
schnitt werden verschiedene Formen der stationdren Storungstheorie prédsentiert und die
Moglichkeit der Computer-Implementation diskutiert. Eine Beschreibung des Algorithmus
zur rekursiven Formulierung der Storungstheorie befindet sich in Anhang B. Anschlie-
Bend werden Methoden zur Extrapolation singuldrer Potenzreihen erldutert. Die Grundzu-
standserwartungswerte der Energie, der Untergittermagnetisierung und des statischen Struk-
turfaktors werden im dritten Abschnitt untersucht. Ausgangspunkt des vierten Abschnitts
ist die Klassifikation der niederenergetischen Anregungen im Ising-Grenzfall. Es werden
Storungsreihen verschiedener Anregungstypen im Hinblick auf die Quanten-Phaseniibergéinge
Néel-Phase — Heisenberg-Phase in Systemen mit halbzahligem Spin und Néel-Phase —
Haldane-Phase in Systemen mit ganzzahligem Spin analysiert.

3.1 Storungstheorie fiir eindimensionale Spinsysteme

Es werden zwei Typen nicht entarteter, stationdrer Storungstheorie vorgestellt: Einerseits
Rayleigh-Schrodinger-Storungstheorie (RSST), andererseits rekursive Storungstheorie (RST)
[58]. Ziel ist es, einen effektiven Computeralgorithmus fiir die Storungstheorie zu ent-
wickeln, der es ermoglicht, Potenzreihen fiir den Grundzustand, Anregungen und Erwar-
tungswerte bis zu hohen Ordnungen zu berechnen. Ausgangspunkt der Storungstheorien ist



3.1. Storungstheorie fiir eindimensionale Spinsysteme 31

die Aufspaltung von (3.1) in einen ungestorten Operator (Ising-Anteil) und einen Stérope-
rator (transversaler Anteil):

Die Zustinde werden durch die S*-Projektionen der Spins dargestellt und sind Eigenvekto-
ren des Ising-Modells: H;|i) = ¢;|i). Die Energieeigenwerte werden als Potenzreihen in \
entwickelt. Fiir ein beliebiges Energieniveau j gilt die stationédre Schrodinger-Gleichung:

Hly;) = Ejli;) (3.16)
B = > Me (3.17)
n=0

3.1.1 Rayleigh-Schrodinger-Storungstheorie

Zunichst zur RSST (Die Herleitung der RSST-Formeln findet man in Standardlehrbiichern
wie z.B. [59]): Die Zustinde |1);) werden in der Basis {|¢) } entwickelt, wobei der ungestorte
Zustand |7) nicht entartet sein soll:

) =D ey =15y + Y i) (3.18)
i i#j
Damit folgt fiir die Entwicklungskoeffizienten c;g,j );

p#ji: WHW) = e+ MplHrlwy) + A e (plHrli)
i#]

p Ej—Ep

—

Auf diese Weise erhilt man einen Ausdruck fiir den zu entwickelnden Zustand:

[5) = 15) + A %{ﬂ|¢> (3.20)

— j — €
i#] J

Dieser Ausdruck ist als Iterationsformel aufzufassen, da die rechte Gleichungsseite von
(3.20) sowohl den Zustand selbst als auch die Energie E; enthilt. Die Iterationsformel fiir
die Energie ergibt sich aus (3.19), indem man p = j setzt:

Ej = ¢; + MNj[Hr|v;) (3.21)

Die beiden Formeln (3.20) und (3.21) werden nach folgendem Schema iteriert: Die nullte
Néherung fiir den Zustand |¢);) ist der ungestorte Zustand |¢](-0)> = |j), die nullte Ndherung
der Energie L; ist die ungestorte Energie EJ(.O) = e((]j ) = ¢;. Indem man |w§.0)> und EJ(.O) in
der rechten Gleichungsseite von (3.20) und (3.21) substituiert, ergeben sich die Ndherungen
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|w§-1)> und EJ(-l). Substitution von |¢J(-1)> in der rechten Gleichungsseite der zweiten Iterati-

onsformel (3.21), fiihrt auf EJ@). Diesem Iterationsschema folgend ergeben sich allgemeine
Ausdriicke fiir den unnormierten Zustand |¢/;) und die Energien E; (sei (i1|Hrliz) = U, i,):

a—1 i,
A NESYS e i)
zl;é] — €
U Us
_I_ )\2 Z 11,22 127]7 |21>
i1,927) (E( - 1)(E]( 9 _ Eig)
' (3.22)
+ )\afl Z 1,42 Y i2,i3 a—1,J |21>
i1yeria17] (E 611)(€j - Eig) Ce (Ej — Eia71)
(a) _ 2 Uj,ilUil,j
i#j J i1
' (3.23)
+ A Z UjinUiyis - Uiy 15
i1yemsia_17] (Ej - €i1)(€j - €i2) SR (Ej - Ez’a,l)

Es ist zu beachten, dal} die Ausdriicke (3.22) und (3.23) keine Reihenentwicklungen nach
dem Storparameter A\ darstellen. Die entsprechenden Potenzreihen, die als RSST-Formeln
bezeichnet werden, folgen aus der Entwicklung der Nenner nach A in (3.22) und (3.23).
Beispielsweise ergibt sich fiir die Grundzustandsenergie in 4-ter Ordnung die Entwicklung
(Ui ; = 0 fiir den Grundzustand):

Uy Ui,y
EJ('4) _ €j+>‘2z Ji1i,j (3.24)
iy Y "

oY Ujir Ui ioUini3Uis, g LDy Uj,ilUil,j2
(6 — €) (& — €5,)(65 — € (e, — €1,)

il,ig,i_g?ﬁj EZI)(EJ - EZQ)(EJ - 67’3) Zl;'é] E]

Der Koeffizient e(J ) setzt sich aus einem Anteil mit vier Wechselwirkungsmatrixelementen

Ui, i, und einem aus der 2-ten Ordnung (zwei Wechselwirkungsmatrixelemente) stammen-
den Anteil zusammen. Tatséichlich sind diese beiden Terme notwendig, da Beitriige oc N2
durch sie eliminiert werden. In hoheren Ordnungen treten Terme oc N2, o< N3, ..., oc N%/?
auf, wobei a die hochste Ordnung der Entwicklung bezeichnet. Dieses Beispiel verdeutlicht,
daf} die Koeffizienten e(J ) nicht in geschlossener Form angegeben werden konnen. Dies ist
ein grofer Nachteil der RSST und macht die Berechnungen hoher Ordnungen zu einem
ernsthaften Problem. Andererseits ist die Implementierung des Computeralgorithmus un-
kompliziert. RSST-Entwicklungen wurden bis zur 8-ten Ordnung fiir Grundzustandsenergi-
en und fiir Magnondispersionen berechnet.

Bei der Berechnung von Anregungsenergien stofft man auf entartete Zusténde. Dies soll am
Beispiel des Magnons erldutert werden: Im Grenzfall A — 0 kann ein Magnon am Platz n
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als lokale Spinabweichung charakterisiert werden (die exakte Definition dieser Anregung
befindet sich in Abschnitt 3.4):

Splveen) oc [ TITL ... 1T 11T (Ll ==£8, 1= -(5-1) (325

Im durch S;, = 1 definierten Unterraum gibt es N/2 entartete Zustinde (3.25) mit Spi-
nabweichungen an den Pliatzen n = 2,4,..., N. Da der Hamilton-Operator aufgrund der
periodischen Randbedingungen mit dem Translationsoperator vertauscht, ist es moglich,
eine Basis aus Eigenzustinden zum Hamilton-Operator und zum Translationsoperator zu
finden. Diese Eigenzustinde sind durch die Quantenzahlen Energie, Wellenvektor &£ und
S7 , klassifiziert. Aus diesem Grund wird aus den Zustidnden (3.25) eine Linearkombination

konstruiert, die Eigenzustand des Translationsoperators ist:

N/2

) = fzmmm Wi TL. 1L (3.26)

Die Eigenwerte des Translationsoperators sind durch exp(i2k) mit &k = (27/N)l, | =
1,2,... N/2 gegeben. Die Entartung der Zusténde | fiir verschiedene % wird fiir endliche
A durch den transversalen Teil des Hamilton-Operators aufgehoben. Die Zustinde |1 stel-
len die geeigneten Ausgangszustinde fiir die Storungstheorie dar. Prinzipiell muf zu jedem
Wellenvektor k eine Potenzreihe fiir die Energie berechnet werden. Indem man jedoch die
Berechnung der Koeffizienten der Reihenentwicklung in verschiedene Félle untergliedert,
ist es moglich, die Vorfaktoren der Terme cos(2k), cos(4k) . . . in den einzelnen Ordnungen
anzugeben. Diese Untergliederung soll schematisch dargestellt werden:

) =[TITL . LT 1)
Ze*ilm(m Hrliy) Uiy iy - - (ip| Hr| Ze Zlm|n> — cos(0)

> e *nl | Hrlir) Uiy, - . (ip| Hr Zeikn|nj:2>> — cos(2k)

Zeiikn<n| Hrlir) Ui, - - - (ip| Hr| Zeikn|ni4>> — cos(4k)

3.1.2 Rekursive Storungstheorie

Nun soll auf die RST, die im Zusammenhang mit Cluster-Entwicklungen von M.P. Gelfand,
R.R.P. Singh und D.A. Huse aufgestellt wurde, eingegangen werden. Die Koeffizienten cZ
in (3.18) werden folgendermaf3en entwickelt:

= a" = ) =D Ned) mit [p0) = i) 327)

p=0 p=0 i#]
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Gemaf RSST gilt |¢((]j )> = |7) und (j|w£j )> = 0 fiir © > 0. Der Beitrag der Ordnung \* zur
Schrodinger-Gleichung lautet:

I
vy = 2

v=

0
= 9 = (lHr[vY,) =" G| Hyli) (3.28)
i#j

H’|¢ﬁj)>+HT|¢f£1> _ /\Hzeu Dy A+

Die Koefﬁz1enten der Potenzreihe fiir die Energie e ) sind durch die Entwicklungskoeffi-
(n=1J) bestimmt. Ebenfalls durch Koeffizientenvergleich erhilt man eine Rekursi-
onsformel fiir die ¢{"7:

zienten c;

M
iAo (HD) + G Hp ) = eD (i)
v=0
= A= (Zew ) chu (i Hr |Z>) (3.29)
'_EJ v=1

Die Rekursionsformel (3.29) bildet den Kern des Computeralgorithmus, der in Anhang B
erldautert wird. Setzt man die Koeffizienten aus (3.29) sukzessive ineinander ein, so folgen
mit (3.28) die Energieausdriicke der RSST. Die RST eignet sich insbesondere zur Berech-
nung hoher Ordnungen: Der Grundzustand des S = 1/2 xxz-Modells konnte bis zur 28-
ten Ordnung, der des S = 1 Modells bis zur 20-ten Ordnung und fiir S = 3/2,2 bis zur
18-ten Ordnung berechnet werden. Der maximale Speicheraufwand betrug nicht mehr als
ca. I00MB, der maximale Zeitaufwand betrug weniger als vier Stunden auf einem Alpha-
Prozessor. Ein weiterer Vorteil der Methode ist, dal nicht nur die Energie, sondern auch
die unnormierte Wellenfunktion (bzw. die cg“ g )) aus den Formeln (3.28) und (3.29) folgen.
Damit ist die Berechnung von Potenzreihen fiir Erwartungswerte fast ohne Mehraufwand
moglich. Der einzige jedoch unwesentliche Nachteil gegeniiber RSST ist die Fixierung des
Wellenvektors £ bei angeregten Zustéinden von Beginn an. Der Computeralgorithmus enthélt
eine Routine zur Berechnung von Matrixelementen (i| Hr|l), die den numerischen Wert des
Wellenvektors benotigt. Das heilit, dal man fiir jeden k-Wert eine Entwicklung berechnen
mubB.

Ein allgemeiner Vorteil storungstheoretischer Methoden ist die Giiltigkeit der Entwicklung
im thermodynamischen Limes. Dabei ist zu bedenken, dal die Berechnung des Koeffizi-
enten der Ordnung A\ eine bestimmte Mindestgrole des Systems erfordert. Im Fall der
Ising-artigen Storungstheorie fiir (3.1) ist diese Mindestgroe fiir den Grundzustand durch
Nnin = a + 1 gegeben. Diese Relation 148t sich auf anschauliche Weise erkliren: Ein be-
liebiger Koeffizient der Storungsreihe enthilt Beitrdge von Zustdnden mit endlich vielen
Quantenfluktuationen. Da dieser Koeffizient im thermodynamischen Limes giiltig sein soll,
146t sich folgern, daB es nicht zu einer Kopplung mit dem zweiten Néel-Zustand kommen
darf, d.h. es darf keine Matrixelemente mit dem zweiten Néel-Zustand geben. Die Min-
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destldnge der a-ten Ordnung ergibt sich dann aus der Forderung, daB die a/2-fache Wir-
kung des Storoperators nicht auf den zweiten Néel-Zustand fiihrt. Der eigentliche Grund fiir
die Beziehung N,,;, = a + 1 ist jedoch die Tatsache, da} nur zusammenhéngende Cluster
zur Energie beitragen. Diese Eigenschaft sowie die Definition zusammenhingender Cluster
werden in Anhang B erlédutert.

Einen prinzipiellen Nachteil bringt das Konzept der Stdrungstheorie mit sich: Der storungs-
theoretische Zustand stellt eine adiabatische Entwicklung des ungestoérten Zustands dar.
Dies bedeutet aber, dafl eine Reihenentwicklung nicht iiber eine Phasengrenze hinaus giiltig
sein kann. Reihenentwicklungen fiir Energieliicke, Korrelationsldnge, Strukturfaktor etc.
weisen daher Singularititen an den Phaseniibergangspunkten auf.

AbschlieBend noch eine Bemerkung zur Einschrinkung auf eindimensionale Systeme: Die
durchgefiihrten Rechnungen konnten bis zu Ordnungen gefiihrt werden, wie sie mit Cluster-
Algorithmen moglich sind [60], [61], [12], [58], [24]. Die oben vorgestellten Methoden
RSST und RST sind in keiner Weise auf irgendeine Dimension beschridnkt. Fiir hthere
Raumdimensionen wiirden jedoch mehr und mehr nichtzusammenhéngende Cluster in die
Rechnungen einflieBen und damit die Effektivitét herabsetzen. Dies erfordert Cluster-Algo-
rithmen, welche die nichtzusammenhingenden Terme ausschlie3en.

3.2 Extrapolation singularer Potenzreihen

In diesem Abschnitt werden Methoden zur Extrapolation singulédrer Potenzreihen beschrie-
ben. Die hier vorgestellten Methoden wurden in den sechziger Jahren zur Analyse divergen-
ter thermodynamischer Grofen im Zusammenhang mit der Theorie der Phaseniiberginge
entwickelt. Diese Methoden konnen auch zur Bestimmung kritischer Kopplungskonstan-
ten und kritischer Exponenten bei Quanten-Phaseniibergidngen herangezogen werden. Es
werden die Ratio-Methode, Padé-Approximanden und Differentielle-Approximanden vor-
gestellt. Die Theorie und Anwendung der Ratio-Methode sowie der Padé-Approximanden
werden in [62] im Zusammenhang mit kritischen Phinomenen dargestellt. Eine ausfiihrli-
che Diskussion der Grundlagen von Padé-Approximanden findet man in dem Buch von G.
A. Baker Jr. und J. L. Gammel [63]. Differentielle- Approximanden werden in [64] und [65]
diskutiert.

Gegeben sei eine Potenzreihe

[e.e]
F(z)= Z apZ" mit  lim |a,| 7Y = 2, .
=0 n—oo

Es folgt, dal F'(z) fiir |2| < z. konvergiert, fiir |z| > z. divergiert und daher mindestens
eine Singularitit auf dem Konvergenzkreis |z| = z. hat.

Haben alle Koeffizienten a,, dasselbe Vorzeichen, so kann die Ratio-Methode zur Bestim-
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mung der kritischen GroB3en herangezogen werden:

o = a1 A {1 + % +0 (i)} (n — o0) (3.30)

e n?
Indem man die Paare (1/n, u, ) durch eine Gerade approximiert, kann man z. bzw. g aus y-
Achsenabschnitt und Steigung bestimmen. Als Beispiel fiir eine Anwendung auf Quanten-
Spinmodelle sei die Arbeit [61] zum eindimensionalen und zweidimensionalen S = 1/2
Heisenberg-Modell zitiert. Kritische Punkte und Exponenten wurden aus der Suszeptibilitit,
dem Strukturfaktor und dem Quadrat der Korrelationsldnge bestimmt.

Die Padé-Approximande einer Funktion F'(z) ist durch die gebrochen rationale Funktion

[L M] _ po—l—plz—l—pgz2—|—...—|—pLzL
T @z e+ g

(o =1) (33D
gegeben. Dabei sind die Koeffizienten py, p1, p2, . .., pr und 1, g2, . . ., qr, S0 zu wihlen, dal}
F(2) = [L, M]p + O(zLHM+1 (3.32)

erfiillt ist. Die Koeffizienten {p; } und {¢;} sind damit eindeutig festgelegt und konnen fol-
gendermaBen berechnet werden: Die Koeffizienten der Potenzen 2%*! bis zX*M in (3.32)
fiihren auf ein lineares Gleichungssystem fiir die {g;}

M
> gmam=0, r=L+1.. L+M (g=1). (3.33)

m=1,r—m2>0

Aus (3.33) 14Bt sich das Nennerpolynom in (3.31) fiir den Fall einer nichtverschwindenden
Determinante des Gleichungssystems berechnen. Es ist zu bedenken, da8 die {a,} vom
Computer berechnete FlieBkommazahlen sind. Daher wird der Wert dieser Determinante
niemals exakt null sein. Es ist daher notwendig, die Approximande zu entwickeln und mit
der urspriinglichen Funktion F'(z) zu vergleichen. Aus den Koeffizienten der Potenzen 2!
bis 2 ergeben sich die {p;} in Abhingigkeit der {g¢;}:

M
D= Z Gm Ql—m l=1...L (3.34)

m=1,l—-m>0
Die sogenannten diagonalen Padé-Approximanden [n,n|, n = 1,2,... sind invariant unter

aw
1+bw

Sequenzen der nahe-diagonalen Approximanden [n + j,n|, j < n das beste Konvergenz-
verhalten auf (vgl. [62]). Als Beispiel fiir diese Eigenschaft wird die singulidre Potenzreihe
der Anregungsliicke A()\) eines S=2 SZD’s diskutiert. Diese Doméinenwandanregung wird
im vierten Abschnitt definiert. Die Potenzreihe 14-ter Ordnung, sowie verschiedene Padé-
Approximanden sind in Abbildung (3.3) dargestellt: Die Potenzreihe [14, 0] ist im Inter-

Euler-Transformationen z —

. Aus diesem Grund weisen die Sequenzen [n, n] und die

vall 0 < A < 0.2 giiltig. Die Approximanden [12, 2], [10,4]a verbessern die Konvergenz
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Abbildung 3.3: Konvergenz verschiedener Padé-Approximanden der Ener-
gieliicke des S = 2 SZD’s.

sukzessive bis zur nahe-diagonalen Approximande [8, 6], welche die beste Niherung von
A(A) im Intervall 0 < A < A, darstellt. Die Approximande [7, 7] existiert nicht, da die Po-
tenzreihe lediglich gerade Potenzen in A enthilt. Padé- Approximanden sind im Gegensatz
zur Ratio-Methode nicht an einen Vorzeichentyp gebunden. Dariiberhinaus beschreiben sie
die singuldre Funktion F'(z) im gesamten Bereich |z| < z.. Padé-Approximanden eignen
sich zur Analyse von Funktionen vom Typ

N
F(2) ~ (1 - i) A(z),  A(z) regulir fiir z = z, .
Zec
Ist der Exponent 17 < 1, so fiihrt die sogenannte D-log-Padé-Approximande
d _
[LM]p, D(2) = In(F(2)) ~ ——(1+O(z - z))
dz Z— Zc

zu einer genaueren Abschitzung fiir den kritischen Exponenten.
Im Fall eines Kosterlitz-Thouless-Phaseniibergangs [11] ist es sinnvoll, eine Approximande
fiir In(F'(z)) zu berechnen. Als Beispiel eines solchen Phaseniibergangs sei die Energieliicke
der S = 1/2 xxz-Kette diskutiert: Die Anregungsliicke ist geméf (3.9) durch
K(k K'(K
A(N) :\/1—A2L\/1—k2=\/1—v¥|k’| (3.35)

™ ™

gegeben. Indem man (3.10) nach dem komplementiren Modul &’ entwickelt, erhdlt man
(vgl. Anhang A):

w2

AN) ~2me 220D - 1AL, (3.36)
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Abbildung 3.4:

Verschiedene Approximanden fiir die Energieliicke der S = 1/2-Kette. Im Bildeinsatz des
rechten Teils wurde [6, 6]1,(a) (Ordinate) gegen /1/\ — 1 (Abszisse) aufgetragen.

In Abbildung (3.4) sind verschiedene Approximanden fiir A(7) dargestellt. Das exponenti-
elle Verschwinden der Liicke gemif (3.36) wird durch die logarithmische Padé- Approximan
de [6, 6]in(a) hervorragend wiedergegeben. Im Bildeinsatz des rechten Teils von Abbildung
(3.4) wurde die Approximande [6, 6] In(a) (Ordinate) gegen /1 /A — 1 (Abszisse) aufgetra-
gen. Somit kann der Faktor 72 /1/8 auf ~ 3.31 geschiitzt werden.

Nun soll kurz auf Differentielle-Approximanden eingegangen werden. Es werden Singula-
ritdten vor einem Hintergrundterm B(z) untersucht:

F(z) = (1 - i) B A(z) + B(z) (3.37)

Zec

Die Funktionen A(z) und B(z) sind reguldr am kritischen Punkt z = z.. Eine Funkti-
on vom Typ (3.37) kann durch eine sogenannte inhomogene Differentielle-Approximande
Fyim(z) = [J/L, M]p genihert werden, die als Losung der inhomogenen Differential-

gleichung

dF z
Us(z) + PL(z)Fyypm(z) = QM(Z)iJ/;M( )
mit der Anfangsbedingung F;/;, ,(0) = F(0) = ao definiert ist. U;(z), Pr(2), Qum(2)
sind Polynome der Ordnungen .J, L, M und konnen durch die Amplitude A(z) und den
Hintergrundterm B(z) ausgedriickt werden (s. [64]). Diese Polynome werden in Analogie
zu den Padé- Approximanden durch die Bedingung

(3.38)

F(2) = Fypu(z) + Oz TMH+2) (3.39)

bestimmt. Der Grenzfall ), = 0 fiihrt auf Padé-Approximanden, fiir U; = 0 ergeben sich
D-log-Padé- Approximanden. In diesem Sinne stellt F)j/; 1/(z) eine Verallgemeinerung der
verschiedenen Padé- Approximanden dar.
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Abschlielend noch eine Bemerkung zur Extrapolation von Potenzreihen: Kritische Werte
des Entwicklungsparameters und kritische Exponenten werden in dieser Arbeit aus diago-
nalen und nahe-diagonalen Padé- bzw. D-log-Padé-Approximanden bestimmt. Aus der Dif-
ferenz der Resultate von [n,n| und [n + j,n — j], j < n ergeben sich Fehlerintervalle, die
umso kleiner sind, je besser die Approximanden konvergiert sind. Die Gro8e dieser Fehler-
intervalle hiingt jedoch davon ab, welche nahe-diagonalen Approximanden man einbezieht.
Aus diesem Grund stellen die auf diese Weise ermittelten Intervalle lediglich eine Schitzung

dar.

3.3 Grundzustandseigenschaften von xxz-Modellen

Thema dieses Abschnitts ist die Berechnung und die Diskussion von Grundzustandserwar-
tungswerten fiir die Spinwerte S = 1/2,1,3/2,2. Fiir S = 1/2 konnten Potenzreihen bis
zur 28-ten Ordnung berechnet und mit Bethe-Ansatz-Ergebnissen fiir die Grundzustands-
energie und die Untergittermagnetisierung verglichen werden. Die Potenzreihen fiir S = 1
konnten bis zur 20-ten Ordnung, die fiir S = 3/2,2 bis zur 18-ten Ordnung berechnet
werden. Kritische Werte fiir den Entwicklungsparameter A wurden mit Padé- bzw. D-log-
Padé- Approximanden berechnet. Fiir die Bestimmung kritischer Exponenten wurden D-log-

Padé-Approximanden verwendet.

3.3.1 Grundzustandsenergie
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-0.20 O S=1, exakt
< 8=3/2, exakt
A S=2, exakt
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---- 8=3/2

——=-8=2

—-— Spinwellentheorie
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Abbildung 3.5: Aus Reihenentwicklungen bestimmte Grundzustandsenergien
im Vergleich mit exakten Resultaten (Symbole). Im rechten Teil der Abbil-
dung ist ein Ausschnitt fiir A < 1 dargestellt.

Zunichst soll die Grundzustandsenergie diskutiert werden. Mittels RSST 1d6t sich folgender
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fiir allgemeine S giiltiger Ausdruck analytisch berechnen:

52(965%-1085%+385—3) 1
La. _ L2 y? S? TSV B CE I CEa R S>3 + OO
N 45 —1 % , S = %

Bei der Berechnung des Koeffizienten a-ter Ordnung miissen die Fille S = 1/2, S =
l,....,S=1(a/2—-1)/2und S > (a/2 — 1)/2 unterschieden werden. Der Grund fiir diese
Fallunterscheidungen ist die Tatsache, dall die a-fache Wirkung des Storoperators Hy auf
die beiden Néel-Zustinde fiir grole Werte des Spins auf mehr Zusténde fiihrt, die zum Wert
dieses Koeffizienten beitragen. Beispielweise bestimmen Matrixelemente zwischen dem er-
sten Néel-Zustand und Zustidnden der Art |S, —S,..., S, —(S—1),(S—1),-5,...,5,=5S)
den Wert des Koeffizienten 2-ter Ordnung. Diese Zustinde konnen fiir Systeme mit allge-
meinem Spin S erzeugt werden. In 4-ter Ordnung ergeben sich jedoch auch Beitrdge durch
Zustdnde der Art |S, —S,...,S,—(5—2),(5—2),—5,...,S5,—5). Solche Zustinde treten
ausschlieBlich in Systemen mit S > 1/2 auf.

Die Berechnung hoherer Ordnungen erfordert Computeralgorithmen. RST-Potenzreihen fiir
die Grundzustandsenergien sind in Anhang C tabelliert. Die Koeffizienten der S = 1/2
Entwicklung wurden mit der Bethe- Ansatz-Formel

EG’z
N

S 1
= —V1-\2 E e~ *" tanh(nv) v = arcosh (X) (3.40)
n=1

verglichen [66]. Die Koeffizienten der Storungsreihe stimmen sdmtlich mit den Entwick-
lungskoeffizienten von (3.40) iiberein, die Genauigkeit betridgt 4 Nachkommastellen fiir die
hochste Ordnung. Die Reihenentwicklungen wurden mittels Padé- Approximanden extrapo-
liert, die Ergebnisse fiir die Grundzustandsenergien am isotropen Punkt sind in Tabelle (3.1)
aufgefiihrt. Die in der vierten Spalte von Tabelle (3.1) aufgefiihrten Abweichungen ergeben

Spin | Eg./N (extrapol.) | Eg./N (exakt) | Abweichung | (Eg.—Enee)/NS (exakt)
5 | —0.443146 £107% |  —0.443147 5-107°% —0.3863
1 —1.414+1072 —1.4069 1.4% —0.4069
% —2.826+3-1073 —2.8283 0.14% —0.3855
2 —4.7554 £ 1074 —4.7612 0.25% —0.3806
00 — — — 2/m—1

Tabelle 3.1: Extrapolierte Werte der Grundzustandsenergien pro Spin und
Platz im Vergleich zu numerisch exakten (DMRG) Daten am isotropen Punkt.

sich aus dem Vergleich der nahe-diagonalen Padé- Approximanden. Die Extrapolation der
S = 1 Kette erweist sich als problematisch, da die nahe-diagonalen Padé-Approximanden
Singularititen im Intervall 0 < A < 1 haben. Tatsédchlich ist es nicht sinnvoll, die Grund-
zustandsenergie der S = 1,2 Kette am isotropen Punkt aus den Reihenentwicklungen zu
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bestimmen, da man die Potenzreihen nicht iiber die Phasengrenze zur Haldane-Phase hin-
aus extrapolieren kann. Der exakte Grundzustand in der Haldane-Phase enthilt beide Néel-
Zustinde, was mit einer vom Ising-Grenzfall ausgehenden Storungstheorie nicht erreicht
werden kann. Die in Tabelle (3.1) angegebenen Grundzustandsenergien fiir S = 1, 2 sind
daher als Abschidtzungen zu betrachten. In Abbildung (3.5) ist die Absenkung der Grund-
zustandsenergie gegeniiber dem klassischen Beitrag — N.S? aufgetragen. Die Linien stellen
nichtextrapolierte Reihenentwicklungen, die Symbole exakte Energien (DMRG) dar [67],
[56], [54]. Im Intervall 0 < A < 0.9 sind die Energien gemil Fg. 5(\) < Eg. s41/2(A)
angeordnet. Fiir A > 0.95 liegt die Grundzustandsenergie der S = 1 Kette deutlich unter
den Grundzustandsenergien der iibrigen Systeme.

3.3.2 Ordnungsparameter

Weiterhin soll der Ordnungsparameter der Néel-Phase - die Untergittermagnetisierung pro
Spin (My)s - untersucht werden. In Abbildung (3.6) sind die normierten Approximanden

1.0

—_——

05

e T
I

:
—— S=1/2: exp([14,1 4]|n(m1/2)) 5
................ $=1:[10,10],, '
----- §=3/2: [10,8],, _

|

|

|

———- §=2:[108],, \}

0.0 ‘ ‘ ‘ ‘ .

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
A

Untergittermagnetisierung

Abbildung 3.6: Approximanden fiir die Untergittermagnetisierungen

fiir (M 4)s dargestellt. Im Fall des S = 1/2 Modells ist diese GroBe durch die Formel

1 (1—Q2\° K (k)
M - - et — k2 .
(Ma)1/2 5 n|:|1 (1 " Q%) 2V1—k o (3.41)
QF — Q*WI;((:)) \ 2Q

: =170 (3.42)
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gegeben [68]. Analog zur Anregungsliicke der S = 1/2 Kette (3.35), (3.36) kann man
zeigen, dab (M 4)gs in der Umgebung des isotropen Punktes exponentiell verschwindet (vgl.
Anhang A):

K'(K) ot

(Ma)1/2 = 2|K| o e WEIAD 1o A<k1 (3.43)

14,14],,, i
(14, 14]in((ar4)4 9) extrapoliert

Dieses Verhalten kann hervorragend mit der Approximanden e
werden. Aus den Approximanden der Reihenentwicklungen des S = 3/2 Systems war
es nicht moglich, auf ein exponentielles Verschwinden der Untergittermagnetisierung zu
schlieBen. Der kritische Punkt A\. =~ 1 dieses Systems wurde aus Padé- Approximanden be-

stimmt.

Fiir die Systeme mit ganzzahligem Spin ist es moglich, kritische Parameter \. sowie kri-
tische Exponenten 3s mit (Ma)s o< (A\. — A)?S zu bestimmen. Die extrapolierten Werte
sind in Tabelle (3.2) aufgefiihrt. Die Abweichungen sind aus nahe-diagonalen Approximan-

Spin Ae Bs
. 1+0.01 0
1 ]0.85+0.01|0.12+0.01
2 1.00£0.02 ?
2 [~ 0.99] [~ 0.12]

Tabelle 3.2: Kritische Werte und Exponenten der Untergittermagnetisierung

den bestimmt worden. Es ist nicht zu erwarten, daf die aus der Untergittermagnetisierung
(Einpunktfunktion) ermittelten kritischen Werte sehr prizise sind. Bessere Werte fiir die kri-
tischen Punkte ergeben sich aus der Analyse der Soft-Moden. Die Daten in Tabelle (3.2)
sind daher als Abschédtzung der \. sowie deren Exponenten zu betrachten.

Der fiir S = 1 ermittelte Exponent 3; stimmt mit dem aus [60] iiberein. Dies bestitigt die
von Haldane vorhergesagte Zugehorigkeit des S = 1 Systems zur Universalititsklasse des
zweidimensionalen Ising-Modells. Der Exponent des Ordnungsparameters dieses Modells
besitzt den Wert 5 = 1/8 [69]. In Abbildung (3.6) ist zu erkennen, dal der kritische Punkt
fiir S = 2 bei kleineren A liegen muB als der des S = 3/2 Systems, da sich die beiden
Kurven in der Umgebung des isotropen Punktes schneiden. Fiir den kritischen Punkt so-
wie den entsprechenden Exponenten erhilt man die ungefihre Schitzung (s. Tabelle (3.2))
Ae = 0.99, By ~ 0.12. ( Fiir diese Werte wurden keine Fehlergrenzen angegeben, da die
nahe-diagonalen Padé-Approximanden groBe Abweichungen von den diagonalen Approxi-
manden aufweisen.)

AbschlieBend sei bemerkt, da3 sich (M 4)g fiir groBe Werte des Spins immer mehr einer
Stufenfunktion annihert. Daher konzentriert sich das durch 5 = 1/8 charakterisierte kri-
tische Verhalten der Systeme mit ganzzahligem Spin fiir groBe S auf ein immer kleineres
Intervall um \.. Aus diesem Grund ist (M ), schwieriger zu extrapolieren als (M 4);.
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3.3.3 Dominenwandkonzentrationen

Um eine Vorstellung davon zu bekommen, wie sich die vollkommen geordneten Néel-
Zustiande fiir anwachsende )\ mit Quantenfluktuationen anreichern, sollen nun Doménen-
wanderwartungswerte fiir die Systeme mit S = 1/2,3/2 berechnet werden. Es handelt sich
dabei nicht um singulidre Funktionen zur Bestimmung kritischer Punkte, sondern die Be-
trachtung dieser Erwartungswerte dient ausschlieBlich dem Verstindnis des physikalischen
Bildes. Dominenwinde konnen im Grenzfall A — 0 als lokale Ubergiinge zwischen den

—— S=1/2, Konfiguration (i)
----- S=3/2, Konfiguration (iii)

DW-Erwartungswerte

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.00

Abbildung 3.7: Normierte Domdnenwanderwartungswerte fiir S = 1/2,3/2

beiden Néel-Zustinden charakterisiert werden (die exakte Definition dieser Anregungsty-
pen befindet sich in Abschnitt 3.4). Diesen lokalen Ubergingen entsprechen folgende Spin-
konfigurationen:

()S=3 : 11 wd 1l (== 1)
5= T w || st ]l
iys=2 (11 1] = e ]| s=ag = 1)

Die Konzentration dieser Spinkonfigurationen im Grundzustand kann durch die Berechnung
der Erwartungswerte
1

(i) S=41: 252( (S*+5252.1)) (3.44)
(1) S =21 () (345555, ) (345282, ) (25252, ) (145252, ) (3-s252,,) ) (3.45)
(@i0) S =31 —(2)’( (3+5552,,)(3+5:55,, ) (9-5252,) (245252, ) (1-5252,,) )(3.46)
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gemessen werden. Die Berechnung von (3.44) fiir die S = 3/2 Kette mift nicht das Auf-
treten einer einzelnen Dominenwand, sondern ein Gemisch verschiedener Konfigurationen.
Die nichtextrapolierten Potenzreihen der Erwartungswerte (3.44) und (3.46) sind in Abbil-
dung (3.7) dargestellt. ((3.44) wurde bis zur 28-ten, (3.46) bis zur 18-ten Ordnung berech-
net). Die GroB3e (3.45) wurde nicht in Abbildung (3.7) aufgefiihrt, da die Zahlenwerte sehr
klein sind. Fiir das S = 1/2 System ergibt sich am isotropen Punkt eine Doménenwand-
konzentration von (3.44)= 0.205 £ 0.001. Der exakte Wert dieser Grof3e ergibt sich aus der
Grundzustandsenergie E¢./N:

1 1 S
5253 ﬁ<(52+snsn+l)>:

Wl o

(1 —1In(2)) ~ 0.20456 (3.47)

3.3.4 Statischer Strukturfaktor

Zur weiteren Analyse der Grundzustandsordnung wurden Korrelationsfunktionen berech-
net. In der Néel-Phase nehmen die asymptotischen Korrelationsfunktionen die Form

V(S5 = ()P +ASE (o) (348)
(S350 = (S:5000) — (S(S7,0) (3.49)

an. Der Exponent 1g = ng(A) ist eine Funktion der Anisotropie; an den kritischen Punk-
ten tritt universelles Verhalten auf. Theoretisch ist es moglich, die Korrelationsldnge &(\)
und den Exponenten 75(\) aus (3.49) fiir verschiedene Werte von r zu bestimmen. Dabei
treten jedoch zwei Probleme auf: Fiir kleine Werte von r konnen die Korrelationsfunktio-
nen nicht durch die asymptotische Form (3.48) beschrieben werden. Fiir grolere Abstédnde
r verschwinden die niedrigen Ordnungen von (3.49), d.h. (S2SZ. ) = 0+ O(A*"). Aus

diesen Griinden ist es nicht moglich, zuverlédssige Extrapolationen fiir £(A) und ng(\) aus
den Korrelationsfunktionen (3.49) direkt abzuleiten. Beispiele fiir die Ordnung a(r) sind in

Spin | a(2) | a(3) | a(4) | a(5) | a(6) | a(7) | a(8) | a(9)
% 4 4 6 6 8 8 10 10
1 4 4 6 6 8 8 10 10
5 1 4| 4|6 |6 |8 [10]12]14
2 4 4 6 6 10 12 14 18

Tabelle 3.3: Die Ordnungen a(r), die durch (SZSZ ) = 0+O(A\%") definiert
sind, fiir verschiedene S .

Tabelle (3.3) angegeben. Der Strukturfaktor

o0

£
/¢ 1 : =1 —
§°m) = S Sisi) < [ a1 R DY) 6
r= 0
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erweist sich als geeignete GroBe zur Untersuchung des kritischen Verhaltens der Korrela-
tionen (vgl. z.B. [60], [61], [12]). Zur Berechnung des Strukturfaktors wurden die Auto-
korrelationen (r = 0) nicht mit einbezogen. Die Werte der kritischen Punkte sowie der
kritischen Exponenten werden dadurch nicht beeinfluf3t, jedoch zeigen die Potenzreihen ein
besseres Konvergenzverhalten. Padé- Approximanden fiir die Kehrwerte der Strukturfakto-
ren sind in Abbildung (3.8) dargestellt. Fiir S = 1/2 konnte das Ergebnis von [12] bestitigt
werden, fiir S = 1 wurden Potenzreihen bis zur 18-ten Ordnung berechnet. Stérungsrei-
hen fiir S = 3/2,2 konnten bis zur 16-ten Ordnung bestimmt werden. Die Berechnung

12.0 T T
— S=1/2: 1/[12,10]312(70
woof, T S=1:1/[10,8]s*,
S ——— $=3/2: 1/8,8¢%,
N N .
80| N N\, —-—- 8=2:1/[8,8]#,
AN .
AN N
_ ~ N
B N N
N 60 Sl ..
n N N
~ ~ N
~— \\ ~\\
~ \\\ \‘\
40 1 N SO0
\\\\ \\\ ~ -
\\ ~ N\
2 \\\ \\\ \\\
0 B S ~ \\\
.
~ .
00 L \\\ L \\\\
"0.75 0.80 0.85 0.90 0.95 1.00

Abbildung 3.8: Padé-Approximanden fiir die Kehrwerte der Strukturfaktoren.

der Strukturfaktoren bis zu einer bestimmten Ordnung erfordert Korrelationsfunktionen von
r = 1 bis zu einem maximalen r = 7r,,,, gemdl Tabelle (3.3). Beispielsweise werden
Korrelationsfunktionen bis 7,4, = 9 fir den S = 2 Strukturfaktor bis zur 16-ten Ord-
nung benotigt. Die kritischen Punkte des Strukturfaktors sowie die kritischen Exponenten
0% , S**(m) o< 1/(Ae — A)?% wurden mit D-log-Padé-Approximanden berechnet und sind
in Tabelle (3.4) aufgefiihrt.

Spin Ae oy
5 10994002 1.1+0.1
1 ]0.84£0.01 | 0.73£0.07
2 10.9940.01 | 1.02 4 0.03
2 [~ 1] [~ 0.87]

Tabelle 3.4: Kritische Werte und Exponenten des Strukturfaktors
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Zunichst sollen die Systeme mit halbzahligem Spin diskutiert werden. Der Exponent 077, =
1.1 £ 0.01 stimmt mit dem von R. R. P. Singh berechneten Wert iiberein und fiihrt zu einer
Kontroverse von longitudinaler und transversaler Korrelation [12]. Dieses scheinbar wider-
spriichliche Verhalten wird durch das Einbeziehen multiplikativer logarithmischer Korrek-
turen zu (3.48) erklirt. Gemil [56] gehoren die S = 1/2 Kette und S = 3/2 Kette zur
selben Universalititsklasse, die unter anderem durch 77 = 1 am kritischen Punkt charakte-
risiert ist. In Ubereinstimmung damit ergibt sich aus den Approximanden niiherungsweise
0379 R 075 am isotropen Punkt.

Im folgenden werden die Exponenten 7 fiir die Ketten mit den ganzzahligen Spins S = 1,2
bestimmt. Zur Berechnung dieser Exponenten benotigt man weitere Informationen iiber das
kritische Verhalten der Korrelationsldngen. Die Korrelationsldngen konnen in Zusammen-
hang mit den Energieliicken gebracht werden:

Eindimensionale Heisenberg-Antiferromagneten werden im Kontinuums-Limes durch Lo-
rentz-invariante Feldtheorien beschrieben. Aus der Lorentz-Invarianz dieser effektiven Be-
schreibungen folgt, da3 das kritische Verhalten der Korrelationen in Raum- und Zeitrich-
tung gleich ist. Da die Energieliicke proportional zum Kehrwert der Korrelationsldnge in
Zeitrichtung ist, ergibt sich A - ¢ = ¢ in der Umgebung des kritischen Punktes, wobei A
die Energieliicke ist. Im Rahmen der effektiven Beschreibung gilt diese Beziehung fiir alle
Werte des Spins. Man nimmt an, daf} die Beziehung A - ¢ = ¢ auch fiir Gittermodelle giiltig
ist. Fiir die Korrelationslidngen der xxz-Modelle gilt unter dieser Annahme ¢ o 1/A in der
Umgebung des kritischen Punktes ..

Diese Relation 148t sich anhand zweier Beispiele fiir Gittermodelle analytisch tiberpriifen.
Einerseits folgt £ o« 1/A; A — A\. = 1 fiir die S = 1/2 Kette aus Bethe-Ansatz-Resultaten
(vgl. (3.36)), andererseits gilt die Relation im Grenzfall S — oo fiir LSWT. Gemif Glei-
chung (3.4) ergibt sich fiir die Energieliicke des Magnons A « /7, 7 =1 — )\ < 1. Die
Korrelationsldnge 1d6t sich analog zu (2.26) berechnen: 1/§y x /7, T=1—- A < 1.

Indem man die Information iiber das kritische Verhalten der Energieliicke A oc (A. — \)”
verwendet, die in Abschnitt 3.4 analysiert wird, ist es moglich, den Exponenten 7 zu bestim-
men. Aus (3.50) sowie der Relation £ oc 1/A ergibt sich der Zusammenhang v(1 — ng) =
og’, der in der Umgebung des kritischen Punktes giiltig ist. Fiir die S = 1 Kette findet
man gemil Tabelle (3.5), Abschnitt 3.4, den Exponenten v = 1.01 £ 0.02. In Ubereinstim-
mung mit Haldane’s Vermutung ergibt sich der Exponent 1; ~ 0.25. Dieser Exponent gehort
wie der des Ordnungsparameters 3; ~ 1/8 zur Universalititsklasse des zweidimensionalen
Ising-Modells. Fiir die S = 2 Kette ergibt sich aus Tabelle (3.5), Abschnitt 3.4, v =~ 1. Aus
der Relation v(1 — ng) = o (s. Tabelle (3.4)) folgt der Exponent 7o ~ 0.13, der deutlich
von 17 abweicht. Daraus 146t sich jedoch nicht folgern, daf3 es sich um eine Abweichung
vom kritischen Verhalten des zweidimensionalen Ising-Modells handelt. Es ist zu beden-
ken, daB die Reihenentwicklung von S**)(7r), S = 2 bis zur 16-ten Ordnung lediglich
Korrelationsfunktionen (S?S?, ) bis zu einem maximalen Abstand von 7,,,,, = 9 enthilt.

n~n+r

Aus dieser Reihenentwicklung ergibt sich mittels Padé- und D-log-Padé-Approximanden
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nur eine ungefidhre Schitzung des kritischen Punktes von A, ~ 1. Man kann nicht erwarten,
aus derselben Potenzreihe einen prizisen Wert fiir den Exponenten 7); zu erhalten.

3.4 Elementare Anregungen in xxz-Modellen

Um den Unterschied zwischen xxz-Modellen mit halbzahligem und ganzzahligem Spin wei-
ter herauszuarbeiten, sollen nun die niederenergetischen (elementaren) Anregungen unter-
sucht werden.

3.4.1 Klassifikation der niederenergetischen Anregungen

Ziel dieses Unterabschnitts ist die Klassifikation der niederenergetischen Anregungen fiir
das antiferromagnetische Spin S Heisenberg-Ising-Modell im Grenzfall A\ — 0. Die be-
trachteten Zustinde werden durch die S*-Projektionen der Spins dargestellt und sind Ei-
genvektoren des Ising-Modells (A = 0). Die Energieeigenwerte des Ising-Modells werden
gemdl Abschnitt 3.1 mit € bezeichnet.

Der Grundzustand sowie die niederenergetischen Anregungen werden durch die Randbe-
dingungen und die Magnetisierung S7, klassifiziert. Dabei miissen Ketten mit N ungerade
von Ketten mit /V gerade, wobei N die Anzahl der Gitterplitze ist, unterschieden werden.

3.4.1.1 N ungerade

Zunichst soll N ungerade mit periodischen Randbedingungen untersucht werden. Fiir die-
sen Fall sind die beiden in (3.7) definierten Néel-Zustidnde |Neel; ) und |Neelp) nicht die Grund-
zustdande. Die Spinkonfigurationen zum niedrigsten Eigenwert des Ising-Modells sind durch
einen lokalen Ubergang zwischen den Néel-Zustinden charakterisiert. Dabei sind die Kon-
figurationen zu unterscheiden, an denen dieser Ubergang an einem geraden/ungeraden Platz
lokalisiertist (T,] = +.9):

Néely Néely
Tl T men TUTL - TUTL TUTL - T T T mgnga LT TLTL (3.51)
Néels Néely
Néelq Néely
VLT AT D men LTLT - LTLT LTLT LT mawa TUT LT (3.52)
Néely Néely

Die S*-Projektion nimmt an den Plitzen 2n bezichungsweise 2n’+1 die Werte ma,,, Moy 1 =
-5, —(S—=1),...,5 — 1,5 an. Fiir den Fall |msy,|, |ma,11| = S gleichen sich die beiden
Konfigurationen in (3.51) beziehungsweise (3.52) bis auf eine Translation. Die Entartung
der Konfigurationen (3.51) und (3.52) betrigt jeweils 25 N.

Die Energie der diesen Konfigurationen entsprechenden Zustinden betriigt ¢ = (N — 2)S2.
Diese Energie soll auf die Energie pro Platz exg /N = —S? der beiden Néel-Zustinde
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bezogen werden: Aeoq = —(N — 2)5% + NS? = 252, Es sei nochmals betont, daB die
Néel-Zustinde als Grundzustdnde in Ketten mit einer ungeraden Anzahl von Plétzen nicht
existieren. Dennoch ist die Definition von A¢yyq sinnvoll, da die Spinkonfigurationen (3.51)
und (3.52) in Systemen mit /N gerade paarweise auftreten konnen. Die Anregungsenergie
Ac eines solchen Paars ist 2A¢yqq.

Die Konfigurationen (3.51) und (3.52) sind durch die Magnetisierung Sy, 44, dem Eigen-
wert des Operators S‘fat’odd = ZnNzl Sz, N ungerade charakterisiert. Diese Magnetisie-
rung wird durch den Wert der S*-Projektion am Ubergangsplatz bestimmt, d.h. Siotodd =
Man, Moy +1. Wie in (3.26) erldutert, ist es notwendig, Eigenzustinde zum Translationsope-
rator T’ zu konstruieren. 7' bezeichnet den Operator, der Translationen um einen Gitterplatz
erzeugt. Aufgrund der periodischen Randbedingungen existieren Matrixelemente zwischen
den Spinkonfigurationen (3.51) und (3.52):

(Hr)?S (Hr)?s
SN AN

REARARRY REARARAY RANRARAY
Die zu konstruierenden Linearkombinationen konnen daher nicht unabhéngig fiir (3.51) und
(3.52) aufgestellt werden.
Die Fille |S7,; oqql = S, 0 < | 0aal < S und |S7, ,qa| = 0 sollen separat betrachtet
werden. Die resultierenden Zustinde werden als Doméinenwinde bezeichnet.

|S7 :0aal = S: Bei vorgegebener Magnetisierung S7; 44 findet man 2 - N/2 entartete

O
Zustdnde; Eigenzustand zu 7’ ist die Linearkombination
N/2

oWk Sioas = S) = JE DI Tl L 1) (353
n=1

N/2

+ \/%E_jle““@")l Vo Lol 1) (3.54)

Entsprechend ist der Zustand |pw; k, sz . =-s) definiert. Die Entartung der Zustéinde

|pw; k, +5) fiir verschiedene k-Werte wird fiir endliche ) durch Propagation des Ubergangs
der beiden Néel-Zustidnde aufgehoben. Durch die Wirkung von [(S;FS, ., + S, S5 )]
wird dieser Ubergang um zwei Plitze versetzt. Somit enthilt die Storungsreihe fiir die Di-
spersionsrelation w(k) einen Term . . . cos(2k) in der Ordnung \2°.

0< |Sfot’0dd| < S: Bei vorgegebener Magnetisierung 57, 4, findet man 4. V/2 entartete

Zustdnde; geeigneter Ausgangszustand fiir die Storungstheorie ist die symmetrische/antisym-
metrische Linearkombination (T, | = + S5, 1 =m)

oW Ky SE 00 = M) = (3.55)
N/2

N L T g T T T T e LT IO
n=1
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N/2

S @ L 1L I LT L e LT UD)
n=1

wobei m die Werte m = 1/2,3/2,...,S — 1 fiir Systeme mit halbzahligem Spin und m =
1,2,...,5—1fiir Systeme mit ganzzahhgem Spin annimmt. Die Zustéinde [pw*; k, 57 1 0dd= o
mitm =—1/2,-3/2,...,—(S — 1) beziehungsweise m = —1,—2, ..., —(S — 1) werden
auf analoge Weise konstruiert. Fiir endliche Anisotropien A ergeben sich entsprechend der
symmetrischen/antisymmetrischen Linearkombination zwei Anregungszweige w™ (k). Die
Storungsreihen der Dispersionsrelationen w* (k) enthalten in der Ordnung \5+™, (\S—)
einen Term . .. cos(2k), der aus der Propagation des Ubergangs der beiden Néel-Zustinde
um zwei Gitterplitze resultiert.

|SZ ot oaal = 0: Fiir die Magnetisierung S, .44 = 0 findet man 4 - N/2 entartete Zusténde.
Als SZD wird folgende symmetrische/antisymmetrische Linearkombination bezeichnet:

|szp®; k) = (3.56)
N/2 N/2

7 Ze“@“m 14 020a T4 - iZe“@“m 1102 1T 10) | +

N/2 N/2

D™ LT 1L 0 1L ) £ VLT T Oy LT LT
n=1 n=1

Fiir endliche Anisotropien A ergeben sich entsprechend der symmetrischen/antisymmetrischen
Linearkombination zwei Anregungszweige w™ (k). Die Dispersionsrelationen enthalten in
der Ordnung \° einen Term . .. cos(k), der aus der Propagation

0 0 1L

resultiert. Somit sind die Dispersionsrelationen w® (k) des SZD’s im Gegensatz zu denen
der oben diskutierten Doménenwénde 27-periodisch.

Ein weiterer Unterschied zu den Dispersionsrelationen der durch 0 < [S7,; ,4q| < .S definier-
ten Doménenwiinde ist die Beziehung w™ (k) = w™ (k+m) zwischen den Anregungszweigen
des SZD’s. Diese Beziehung resultiert aus der Tatsache, daf die Storungsreihen der Disper-
sionsrelationen Terme der Art . ..cos(k(2: — 1)), ...cos(k2¢) miti = 1,2, ... sowie kon-
stante Terme enthalten. Die cos-Terme ergeben sich aus der Propagation der Nullprojektion
um eine gerade/ungerade Anzahl von Plitzen:

(HT

cecos(k(20—1)) = ... 170, 1T . M0 TL oo (r=2i—1) (3.57)
cos(k(20)) = 1T0, [T AT O 1T (r=20)  (3.58)

Die Matrixelemente, die der Propagation (3.57) entsprechen, enthalten das + Vorzeichen

(HT

der symmetrischen/antisymmetrischen Linearkombination in (3.56). Somit unterscheiden



50 Kapitel 3. Der Heisenberg-Ising-Antiferromagnet

sich die Reihenentwicklungen fiir w* (k) ausschlieBlich durch die Terme . .. 4 cos(k(2i —
1)). Indem man das negative Vorzeichen als Phase in der cos-Funktion beriicksichtigt, folgt
wt(k) =w (k+ 7).

34.1.2 N gerade, S > 1/2

Nun soll der Fall N gerade mit periodischen Randbedingungen fiir Systeme mit S > 1/2 be-
trachtet werden. Die Grundzustandsenergie exg = —IN.S? ist zweifach entartet, die Grund-
zustinde sind die beiden Néel-Zustinde |Neet;) und |Neelo). Die niedrigste Anregung ist ei-
ne Spinabweichung, die durch die lokalen Operatoren S;" oder S; erzeugt wird ( T, |
=+£5 1,1=+(5-1):

SonlNeety) o [ TLTL o 1T dan 1L L) o Sqyyq INeetz) o [ LTUT o 1T dpa TL -2 L)
Soma[Neetr) o [ TLTL o T tamen LT o L) S |Neetz) o [ LTLT - T o LT -0 LT

Insgesamt findet man 2N entartete Zustédnde mit einer lokalen Spinabweichung. Die Anre-
gungsenergie dieser Zustidnde betrigt Ae = 25, wobei Ae die Energiedifferenz zwischen
dem angeregten Zustand und den Néel-Zustéinden bezeichnet. Die durch S erzeugten Spin-
abweichungen unterscheiden sich durch die Quantenzahl S7, = 1. Wie in (3.26) erldutert,
ist es notwendig, Eigenfunktionen zum Translationsoperator T zu konstruieren:

N/2

Maci b Si = 1) = /2SR UL b 1L 1) (3.59)
n=1

N/2

MaG; k, S = —1) = \/%Ze““@"*”mm...u baoa L1071 (3.60)
n=1

Diese Zustinde werden als Magnonen oder Spinwellen bezeichnet und stellen die geeigne-
ten Ausgangszustinde fiir die Storungstheorie dar. T’ bezeichnet hier den Translationsopera-
tor, der Translationen um zwei Gitterplitze erzeugt. Eine Translation um einen Gitterplatz,
angewendet auf (3.59) oder (3.60), fiihrt auf Magnonen, die sich aus dem zweiten Néel-
Zustand ergeben und mit (3.59), (3.60) entartet sind. Diese Entartung ist jedoch belanglos,
da weder die beiden Néel-Zustinde noch die aus ihnen resultierenden Magnonen in der
Storungstheorie miteinander koppeln (d.h. Matrixelemente miteinander haben).

Die Propagation der oben definierten Spinabweichung wird im Fall einer endlichen Aniso-
tropie A moglich. Entsprechend enthélt der Koeffizient a-ter Ordnung der Reihenentwick-
lung fiir die Dispersionsrelation Terme der Art ...cos(2k), ...cos(4k), ..., ...cos(ak).
Mittels RSST findet man folgende Reihenentwicklung fiir die Dispersionsrelation [70]:

S 252
45 -1 25-1

w(k) =25 + \? ( Cos2(k)) + O\ S > % (3.61)
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34.13 N gerade, S =1/2

Die Grundzustidnde des S = 1/2 Systems mit periodischen Randbedingungen und einer
geraden Anzahl von Gitterplidtzen N sind ebenfalls die beiden Néel-Zustinde |neel;) und
|Néelo). Zur Anregungsenergie Ae = 25 existieren jedoch mehr entartete Zustinde als fiir
die Systeme mit S > 1/2(7,] = £ .9):

[T o TL o WL T I o T Lo T - L) (B.62)
[T Tlomd T Mol T T [T Tl T - TlardT - L) (3.63)

Die lokale Spinabweichung beziehungsweise das durch S7, = 1 charakterisierte Magnon
des S = 1/2 Systems, welches sich in (3.62) fiir p = n + 1, (p’ = n’ + 1) ergibt, ist Teil
eines 2-Domidnenwandzustands. Entsprechendes gilt fiir das durch S7, = —1 charakteri-
sierte Magnon. Aufgrund der periodischen Randbedingungen sind die beiden Typen von
Spinkonfigurationen in (3.62) nicht unabhéingig voneinander. Beispielsweise gilt

[ TL o T UTpTL - T

2n+1=1

T Lol Mo TL e D] Ly o S eets)
N. Isihimura und H. Shiba [8] stellten den Ansatz
N/2 N/2
) = 2> e N e 1L L) - ey TL - TL) (3.64)
n=1 r=1

zur Berechnung der Storungstheorie in erster Ordnung auf. Dabei handelt es sich um entar-
tete Storungstheorie zur Bestimmung der Koeffizienten c,. Die Anregungsenergie des Zu-
stands (3.64) ist die Summe der Anregungsenergien zweier Domdnenwénde |pw; k, 57 1 0dd=1 /2).
Fiir Systeme mit S > 1/2 gibt es ebenfalls Moglichkeiten Magnonen mit 2-Doménenwand-
zustdnden zu koppeln. Der Zusammenhang zwischen Magnonen und Doménenwinden wird

in Unterabschnitt 3.4.4 diskutiert.

3.4.2 Domianenwiande

Fiir Domédnenwandanregungen konnten RST-Reihen bis zur 16-ten Ordnung berechnet wer-
den. Eine Ausnahme stellen die Zustinde [pw™; k, sz _ =+1) und |szp*; k) des S = 2 Sy-
stems dar, deren Reihenentwicklungen bis zur 14-ten drdnung bestimmt wurden. Im Fall des
S = 1/2 Systems wurde die RST-Reihe fiir die niedrigste Mode mit einer Entwicklung des
Bethe-Ansatz-Resultats (3.9) verglichen (s. Anhang A). Simtliche Koeffizienten der beiden
Reihenentwicklungen stimmen iiberein. Die Storungsreihe fiir den SZD des S = 1 Systems
wurde bis zu 10-ten Ordnung mit einer Entwicklung von R. R. P. Singh verglichen [24].
Auch hier stimmen sdmtliche Koeffizienten iiberein. In Abbildung (3.10) sind die niedrig-
sten Anregungsenergien der Dominenwénde fiir S = 1,2 denen der S = 1/2,3/2 Ketten
gegeniibergestellt.
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34.2.1 Ganzzahlige S

Bei beiden Systemen mit ganzzahligem Spin sind die Soft-Moden durch die SZD’s gegeben.
Zur Verdeutlichung dieser Tatsache wurden die SZD’s in Abbildung (3.10) hervorgehoben.
Fiir die S = 2 Kette ergibt sich ein dem S = 1 System analoges physikalisches Bild: Der
Phaseniibergang von der Néel-Phase in die Haldane-Phase wird durch Kondensation von
SZD’s bewirkt.

Im S = 1 Modell liegt die Anregungsenergie des Zustands |pw; k = 0, 57 4 od 4=1) deutlich
iiber der niedrigsten Mode w™ () des SZD’s und ist fiir den Phaseniibergang ohne Bedeu-
tung.

Im S = 2 Modell liegt die niedrigste Mode w™(7) des S = 2 SZD’s im Bereich 0 < A < 0.1
tiber der Anregungsenergie des Zustands |pw™; k = 0, 5% 4 od +=1)» da die Potenzreihe dieser
Anregung im Gegensatz zu der des SZD’s eine nichtverschwindende negative 1-te Ordnung
enthélt. Die Anregungsenergie der durch S = 57, 44 = 2 klassifizierten Domédnenwand
liegt deutlich iiber der des Zustands |[pw™; k = 0,57 . .=1), lediglich in der Nihe des kriti-
schen Punktes lassen sich fiir diese beiden Anregungen keine Aussagen treffen. (Die nahe-
diagonalen Padé-Approximanden weisen fiir A =~ 0.9 grole Abweichungen voneinander
auf). Die Approximanden fiir die Mode w™(0) des Zustands [pw*;k = 0,s2 . .=1) wei-
sen bereits fiir A ~ 0.6 grole Abweichungen voneinander auf, weshalb diese Mode nicht

dargestellt wurde.

0.84 | x
‘<Q
079 |
S=1
0.74 *
1 6 11 16

Ordnung

Abbildung 3.9: Konvergenz des kritischen Punktes fiir S = 1. Die durchgezo-
gene Linie ist eine Orientierungshilfe.
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Der kritische Wert A, kann fiir die S = 1 Kette in 16-ter Ordnung bis auf 4 Nachkommastel-
len genau bestimmt werden und betrigt A. = 0.84316 + 0.00005. Abbildung (3.9) illustriert
die Konvergenz der aus den verschiedenen Ordnungen bestimmten A.. Die \. wurden aus
den [a/2, a/2] o Approximanden bestimmt, wobei a die Ordnung bezeichnet.

Der kritische Punkt der S = 2 Kette kann bei weitem nicht so exakt wie der des S =
1 Modells bestimmt werden. In 6-ter Ordnung ergibt sich A\, ~ 0.77, in 10-ter Ordnung
Ae ~ 0.89 fiir die Lage des kritischen Punktes. In 14-ter Ordnung wird der Wert durch
die Approximande [8, 6] auf A\. ~ 0.96 verbessert. Im Vergleich mit den Ergebnissen der
Untergittermagnetisierung und des statischen Strukturfaktorsist A. ~ 0.96 als untere Grenze
fiir die Lage des kritischen Punktes zu betrachten. Es ist zu erwarten, dal sich der Wert durch
Untersuchungen hoherer Ordnungen in Richtung des isotropen Punktes verschiebt.

Tatsdchlich handelt es sich bei der Storungsreihe fiir die Anregungsliicke der S = 2 Kette
um eine Entwicklung bis zur 7-ten Ordnung nach dem Parameter x = A\2. Der Grund fiir das
Verschwinden der ungeraden Ordnungen hingt mit der Propagation des SZD’s zusammen:
Der S = 1 SZD kann durch die Wirkung des transversalen Hamilton-Operators um einen
Platz nach links oder rechts springen, der S = 2 SZD benétigt die zweifache Wirkung fiir
diesen Vorgang. Dies ist einer der Griinde, warum die Berechnung von \., S = 2 sehr viel
hohere Ordnung als im .S = 1 Fall erfordert.

Der in Abschnitt 3.3 eingefiihrte Exponent v, A o (A, — A)” kann fiir S = 1 durch D-log-
Padé-Approximanden zu v = 1.01 + 0.02 bestimmt werden. Fiir die S = 2 Kette zeigen
diese Approximanden eine sehr schlechte Konvergenz. Der Exponent v kann lediglich durch
eine log-log-Darstellung von [8, 6] auf v ~ 1 geschitzt werden.

3.4.2.2 Halbzahlige S

In der S = 1/2 xxz-Kette existieren ausschlieflich die durch |S7; 44| = 1/2 charakterisier-
ten Doménenwandanregungen. GemiB (3.35) zeigt die niedrigste Mode w(7/2) = A das
fiir einen Kosterlitz-Thouless-Phaseniibergang typische exponentielle Verschwinden

7'r2
AN~ 2me VSO | 1A« 1,

welches, wie in Abbildung (3.4) gezeigt wurde, durch die logarithmische Approximan-
de exp([6,6]a) genidhert werden kann. Die Singularitidt am isotropen Punkt beeinfluBt die
Kriimmung von A()) im gesamten Intervall 0 < A\ < 1.

Die Extrapolation der Dominenwénde des S = 3/2 Modells gestaltet sich weniger ein-
deutig. Padé-Approximanden fiihren auf das kritische Verhalten w™ (7/2) o« (A. — A)¥
mit \c = 1.00 £ 0.02, v = 1.0 & 0.15 fiir den Zustand |pw;k = /2,57 =1/2)
und w(7/2) x (Ac — A)Y mit A, = 1.01 £ 0.03, v =~ 0.4 fiir den Zustand |pw; k =
m/2,5: .4=3/2). Die Exponenten wurden mit D-log-Padé-Approximanden berechnet. Da
die S = 3 /2 Kette am isotropen Punkt derselben Universalititsklasse wie die S = 1/2

Kette angehort, erwartet man eine exponentiell verschwindende Energieliicke A, S = 3/2
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Abbildung 3.10: (a): Anregungsliicken A /25% der Doménenwandanregungen
fiir Ketten mit ganzzahligen Spins S = 1, 2. Die Soft-Moden (SZD’s) wurden
hervorgehoben. (b): Die Liicken der entsprechenden Anregungen in Ketten
mit halbzahligen Spins S = 1/2,3/2. Die logarithmischen Approximanden
fiir S = 3/2 wurden diinn gedruckt dargestellt.
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am isotropen Punkt. Aus diesem Grund wurden die niedrigsten Moden auf exponentielles
Verschwinden hin untersucht. Die Approximande exp([8, 8]in(w-(x/2))) der Domédnenwand
low™3 k = 7/2,5: 4=1/2) sowie die Approximande exp([8, 8]y, ,(x/2))) der Domédnenwand
low: k = /2, S od 4=3/2) fiithren jedoch auf A, die deutlich groBer als der isotrope Punkt
sind. Diese Approximanden sind diinn gedruckt in Abbildung (3.10,b) dargestellt. Die Ab-
weichungen der exp([n+j,n—jlm, j = £1, £2 Approximanden voneinander sind zu groB,
als dal man ein Aussage liber ein exponentielles Verschwinden der Energieliicke machen
konnte. An dieser Stelle 148t sich folgern:

e Eine exponentiell divergierende S = 3/2 Korrelationsldnge ist konsistent mit den
Daten des statischen Strukturfaktors S** (7).

e Existiert eine am isotropen Punkt exponentiell verschwindende Doménenwandmode,
so wiirde die entsprechende Singularitidt den Verlauf dieser Mode nur in unmittelbarer
Nihe des kritischen Punktes A\. = 1 beeinflussen. Im Gegensatz dazu bestimmt die
Singularitit des S = 1/2 Modells am isotropen Punkt die Kriimmung der niedrigsten
Mode in der gesamten Néel-Phase 0 < A < 1.

Die kritischen Eigenschaften der S = 1/2,1,3/2,2 Systeme wurden der Ubersichtlichkeit
halber in Tabelle (3.5) zusammengefalt.

Spin % 1 % 2
7w _ )\ 9 —_ 1\
A | exp( m) (Ae = N) ) (A — A)
Ae 1 0.84316 £ 0.00005 | 1.00 £0.02 | =~ 0.96
v _ 1.01 £ 0.02 _ ~ 1

Tabelle 3.5: Kritische Punkte und Exponenten der Energieliicken fiir
S=1/2,1,3/2,2.

3.4.3 Magnonen

Fiir Magnonanregungen wurden einerseits RSST-Potenzreihen mit expliziter k-Abhédngig-
keit bis zur 8-ten Ordnung, andererseits RST-Reihen mit fixierten k-Werten bis zur 16-ten
Ordnung berechnet (Anhang C). Die Storungsreihen zeigen ein gutes Konvergenzverhal-
ten: Beispielsweise fiihrt die Approximande [4, 4] der wg—3/2(0) Magnonmode auf Amag)
1.04. In 16-ter Ordnung wird dieser Wert mit [8, 8] um 3% auf A{™™ ~ 1.01 verbessert.
Dabei bezeichnet A\{™*® den Wert der Anisotropie, fiir den das Magnon instabil wird. Die
nichtextrapolierten Zahlenwerte weichen von den durch Padé-Approximanden extrapolier-
ten Daten um ca. 1% ab.
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3.4.3.1 Dispersion

Zunichst sollen die RST-Reihen fiir die niedrigsten Magnonmoden wg(k = 0) diskutiert
werden. In Abbildung (3.11,a) sind Approximanden fiir diese Moden zusammen mit dem
LSWT-Resultat wiswr(0)/S = 2v/1 — A2 dargestellt. Im gesamten Intervall 0 < A < 1
gilt ws(0)/S < wg4+1(0)/(S + 1). Dabei ist zu bedenken, dal die Spinwelle als Anregung
tiber einem der Néel-Zustinde nur in der Néel-Phase existiert. Aus diesem Grund wurden
die S = 1, 2 Phasengrenzen zwischen Néel-Phase und Haldane-Phase in Abbildung (3.11)
dargestellt. Im Fall des S = 3/2 Systems verlduft die Anregungsliicke der Spinwelle in der
Umgebung des isotropen Punktes wie

Ws—3/2 X ()\gmag) . )\)zxmag’ mit )\gmag) =1.00 £ 002, Vmag = 0.64 £ 0.05 R

im Gegensatz zum LSWT-Resultat v,,,,, = 1/2, S — o0.

In Abbildung (3.11,b) sind nichtextrapolierte RSST-Reihen (8-te Ordnung) fiir Magnondi-
spersionen abgebildet. Die Dispersionsrelationen unterscheiden sich durch eine abnehmen-
de Bandbreite mit zunehmendem Spin. Die funktionale Form von w(k) ist ndherungsweise
unabhiingig von der GroBe des Spins. Insbesondere am isotropen Punkt erwartet man fiir
Systeme mit halbzahligem S eine Dispersionrelation w(k) o | sin(k)|.

34.3.2 S = 3/2 Spinwellengeschwindigkeit

Die Spinwellengeschwindigkeit g ist fiir isotrope Systeme mit halbzahligem Spin durch
wg(k) = 258 vs k, k < 7 definiert. Nimmt man an, daB das klassische Spinwellenspektrum
wrswr = 25 |sin(k)| durch die Quantenfluktuationen in Systemen mit endlichem Spin S
fiir alle k-Werte gleichermallen renormiert wird, so ist es moglich, die Spinwellengeschwin-
digkeit aus wg (k) = 25 vg|sin(k)| zu bestimmen. In Abbildung (3.12) ist zu erkennen, daf3
die wg(m/2) Mode im Vergleich zur wg(0) in der Umgebung des isotropen Punktes weniger
variiert. Aus diesem Grund eignet sich die wg(7/2) Mode zur Bestimmung der Spinwellen-
geschwindigkeit [24].

Fiir S = 1/2 ergibt sich aus der Spinon-Dispersion [5] bzw. aus Gleichung (3.9) ;2 = 7/2.
Im klassischen Grenzfall sinkt dieser Wert geméfl der LSWT-Dispersion (3.4) auf v swr =
1. Im Fall des S = 3/2 Systems wurde eine RST-Reihe fiir die wg(7w/2) Mode berechnet:

3
S=3: ws(m/2) = 3+ %v + 0.1042X\* + 0.0594X° + 0.0093)*  (3.65)

+ 0.0078A + 0.0059A'2 + 0.0046 A + 0.0038\'6

Padé-Approximanden dieser Reihe fiihren auf eine Spinwellengeschwindigkeit von

3 1 s
=2 = —wg(=)=1.17+0.007. .
S=>: 5= 5gus (2) 7+ 0.007 (3.66)
Der mit QMC berechnete Wert betridgt 3/, ~ 1.2 [57]. Das DMRG-Resultat 73/, ~ 1.29
[56] stimmt besser mit den in CsVCl3 experimentell ermittelten Daten 3/, = 1.26 & 0.2

iiberein [71].
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Abbildung 3.11: (a): Padé-Approximanden von RST-Reihen (16-te Ordnung)
fiir die niedrigsten Magnonmoden. (b): RSST-Reihen fiir Magnondispersionen
in 8-ter Ordnung fiir verschiedene Werte des Spins.
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Abbildung 3.12: Padé-Approximande fiir die Magnonmoden wg—3/2(0) und
ws:3/2(77/ 2)

3.4.4 Zusammenhang zwischen Magnonen und Doménenwéinden

Die lokale Spinabweichung beziehungsweise das Magnon der S = 1/2 Kette wurde in
(3.62,3.63), (3.64) als Teil eines 2-Doménenwandzustands charakterisiert. Fiir Systeme mit
S > 1/2 gibt es in den Unterrdumen |S7,| = 1 ebenfalls einen Zusammenhang zwischen
Magnonen und Doménenwinden. In diesen Unterrdumen konnen 2-Domédnenwandzustéinde
auftreten, die durch [m™ +m®| = 1, (m") < m®) charakterisiert sind. Dabei bezeich-
nen m™, m(® den Wert der S*-Projektion an den Ubergangsplitzen zwischen den Néel-
Zustinden.

e m®

S=1: ML O o T T (1L = £1) (6D

[ Plitze

Die aus den 2-Dominenwandzustinden gebildeten Eigenzustinde zum Translationsopera-
tor enthalten neben dem Schwerpunktswellenvektor £ einen Wellenvektor ¢, welcher der
Impuls der Relativbewegung der beiden Wiinde ist. Dieser zusitzliche Freiheitsgrad fiihrt
im niederenergetischen Spektrum zu einem Energiekontinuum, welches im folgenden als
Kontinuum bezeichnet wird. Diese Kontinua sollen durch S7, = m() 4+ m® Klassifiziert
werden. Beispielsweise wird das Kontinuum der Zusténde (3.67) durch S7, = 0+1 =140
charakterisiert.

Da es nichtverschwindende Matrixelemente zwischen 2-Domédnenwandzustinden und Ma-
gnonen gibt, enthalten die storungstheoretischen Wellenfunktionen der Magnonen diese
Zustinde. Beispielsweise schlie3t die Wellenfunktion des S = 1 Magnons in a-ter Ord-
nung die Zustdnde (3.67) mit [ = 1,2,...,a/2 ein. In diesem Sinn kann das Magnon als
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gebundener Zustand zweier Dominenwénde angesehen werden.

3.4.4.1 Magnonen als gebundene Zustinde

Es soll die Frage diskutiert werden, ob Magnonen als gebundene Zustinde in der gesam-
ten Néel-Phase 0 < A < A, existieren. Zu diesem Zweck werden in den Abbildungen
(3.13) und (3.14) die niedrigsten Magnonmoden mit 2-Dominenwandkontinua fiir die Spin-
werte S = 1/2,1,3/2,2 im S}, = 1 Unterraum verglichen. Die Magnonmoden wurden
durch [8,8].(0) gendhert. Die Energien der Kontinuumszustinde wurden jeweils durch
Summation der einzelnen Approximanden fiir die Anregungsenergien gebildet, d.h. Wech-
selwirkungseffekte wurden vernachléssigt. Dabei wurden fiir die Domédnenwinde die in
den Legenden von Abbildung (3.10) aufgefiihrten Approximanden verwendet. Die oberen
Rénder der Kontinua werden nicht betrachtet, da die Extrapolationen der hoherenergetischen
Dominenwandmoden problematisch sind.

Das S = 1/2 Modell unterscheidet sich von den Systemen mit S > 1/2 offensichtlich
durch das Fehlen eines gebundenen Zustands in der gesamten Néel-Phase 0 < A < 1. Somit
wird das niederenergetische Verhalten der S = 1/2 Kette in der Néel-Phase durch Paare
elementarer Domédnenwandanregungen bestimmt. Im Gegensatz dazu stellt die Spinwelle
in den Unterrdumen |S;,| = 1 die elementare Anregung fiir S > 1/2 im Intervall 0 <
A < . dar. In der Umgebung des kritischen Punktes nihert sich die Kurve der wg(0)
Mode des Magnons dem Kontinuum in den Abbildungen (3.13) und (3.14) an, d.h. die
Bindungsenergie der beiden Doménenwinde verringert sich.

S = 1 xxz-Modell: Die niedrigste Magnonmode schneidet die niedrigste Kontinuums-
mode am kritischen Punkt (innerhalb der Fehlergrenzen). Aus diesem Grund existiert das
Magnon als gebundener Zustand in der gesamten Néel-Phase 0 < A < 0.84. Am kriti-
schen Punkt kondensieren die SZD’s, der Grundzustand der Néel-Phase wird instabil und
das Magnon existiert nicht mehr als Anregung liber dem Néel-Grundzustand.

S = 3/2 xxz-Modell: Analog zum Fall des S = 1 Systems existiert das Magnon als ge-
bundener Zustand in der gesamten Néel-Phase 0 < A\ < 1 (innerhalb der Fehlergrenzen).
Die Frage nach der Soft-Mode ist ungeklirt, es ist lediglich zu beobachten, dall die Anre-
gungsenergie des Zustands [pw™;k = 7/2, 52 . =1/2) im gesamten Intervall 0 < A <1
unter der des Zustands [pw; k = /2,57 . .=3/2) verlduft.

tot,0

S = 2 xxz-Modell: Der Fall der S = 2 Kette ist mit dem des .S = 1 Systems vergleich-
bar: Die Spinwelle existiert als gebundener Zustand eines SZD’s und einer Dominenwand,
die durch die S*-Projektion m = 1 am Ubergangsplatz zwischen den beiden Néel-Zustinde
charakterisiert ist, in der gesamten Néel-Phase 0 < A < 0.96. Die Soft-Mode des Systems
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ist der SZD. In Abbildung (3.14) ist jedoch augenfillig, dal die Kurve der Magnonmo-
de wg—2(0) die Kurve der niedrigsten Kontinuumsmode nicht am kritischen Punkt schnei-
det. Dies konnte folgende Griinde haben: Einerseits ist A\, ~ 0.96, S = 2 lediglich eine
Abschitzung fiir die untere Grenze des kritischen Punktes, andererseits weisen die Appro-
ximanden der Zustinde |[pw®; k = 0,5 in der Umgebung des kritischen Punktes
grofle Abweichungen voneinander auf.

tzot,Odd:1>

Abschlielend sei bemerkt, da3 es neben den in Abbildung (3.13) und (3.14) dargestellten
Kontinua sowohl fiir S = 3/2 als auch fiir S = 2 weitere 2-Dominenwandkontinua gibt:

o S=3/2:5;,=3/2—1/2(Abbildung (3.13))und S}, =1/2 + 1/2.
o 5=2:5,=1+0(Abbildung (3.14)) und S =2 — 1.

Die Untersuchung der Kontinua Sf,, = 1/2 + 1/2 fir S = 3/2und S, =2 — 1 fir S = 2
fiihrt jedoch auf keine neuen Resultate.

3.4.4.2 Crossover in Ketten mit ganzzahligem Spin

40 1 T ‘ [
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\
| |
| |
3.0 (a) | }
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c o c
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Abbildung 3.15: Die niedrigste Magnonmode im S7, = 1 Unterraum im Ver-
gleich mit den niedrigsten Moden der durch S7, = 0+ 0und S7, = 1+ 0
definierten Kontinua fiir (a) S = 1, (b) S = 2.
Betrachtet man zusitzlich zu den Unterrdumen |S7,,| = 1 die Anregungen im Unterraum

S7, = 01in Ketten mit einer geraden Anzahl von Gitterplétzen, so ergibt sich in Systemen
mit ganzzahligem Spin ein Crossover: Die niedrigste Mode des Kontinuums S7,, = 0 + 0,
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welches im S7, = 0 Unterraum aus den Anregungsenergien zweier SZD’s gebildet wird,
schneidet die niedrigste Magnonmode wg (0) an dem Punkt A.oss (Aeross < Ac). Im Intervall
0 < A < Agross ist die niedrigste Anregung durch das Magnon gegeben. Im Intervall A..ps5 <
A < A¢ stellen SZD’s im S7,, = 0 Unterraum die elementaren Anregungen dar.

Abbildung (3.15) illustriert dieses Verhalten fiir die Systeme mit S = 1,2. Analog zu
(3.4.4.1) wurden die Magnonmoden durch [8, 8], gendhert. Die Energien der Konti-
nuumszustinde wurden jeweils durch Summation der einzelnen Approximanden gebildet
(s. Legende in Abbildung (3.10)). Im Fall des S = 1 Systems ergibt sich \...ss =~ 0.57,
fir die S = 2 Kette verschiebt sich dieser Wert in Richtung des isotropen Punktes zu
Aeross == 0.91. Dieser Crossover-Effekt existiert ausschlieflich in Modellen mit ganzzah-
ligem Spin, da die wg(0) Mode des Magnons dieser Systeme am kritischen Punkt \. ei-
ne endliche Anregungsliicke aufweist. Im Gegensatz dazu verschwindet die Magnonmode
ws/2(0) am kritischen Punkt \. ~ 1 fiir das S = 3/2 Modell.



KAPITEL 4

S = 1/2 Zick-Zack-Ketten

In diesem Kapitel werden elementare Anregungen im eindimensionalen S = 1/2 Heisenberg-
Modell mit antiferromagnetischer, alternierender nichster-Nachbar-Wechselwirkung (nn)
und antiferromagnetischer iibernédchster-Nachbar-Wechselwirkung (nnn) untersucht. Die-
se Wechselwirkungen sind schematisch in Abbildung (4.1) dargestellt. Dieses als Zick-

211 o/2 2141 o/2

2l o/2 2142 o/2 - Q—»

Abbildung 4.1: Wechselwirkungen der S = 1/2 Zick-Zack-Kette. Die Pfeile verdeutlichen
die Kettenrichtung.

Zack-Kette oder verallgemeinerte Spinleiter bezeichnete Modell wird durch den SU(2)-
invarianten Hamilton-Operator

H = Hrung+(1_|_,y)Hdiag+%Hleg (41)
I L
Hring — 252171521 Hdzag — ZS2[S2Z+1
=1 =1
L
Hleg = Z [52171521+1 + S2ZS2Z+2}
=1

beschrieben [18], [72], [73], [74]. In Analogie zu den vorherigen Kapiteln wird die Energie
in Einheiten des Austauschintegrals der Sprossenwechselwirkung angegeben. Es werden
periodische Randbedingungen verwendet. Die Einheitszelle besteht aus zwei Spins. Fiir die
in Abbildung (4.1) definierte Gitterkonstante soll @ — 1 gelten. /N bezeichnet die Anzahl
der Spins, L = N/2 die Anzahl der Einheitszellen. Im folgenden numeriert der Index [ =
1,..., L die Sprossen, I’ = 1,..., L bezeichnet die Diagonalen in Abbildung (4.1). Das
durch die Parameter «, v aufgespannte Phasendiagramm ist in Abbildung (4.2) dargestellt.
Die obere Halbebene des Phasendiagramms > 0 ist mit dem Streifen —1 < v < 0 durch

die Transformation
«

147

O VN 4.2)

147
63
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Abbildung 4.2: Phasendiagramm der S = 1/2 Zick-Zack-Kette.

verbunden. Auf der Linie (o« < a¢,7 = 0) , a. =~ 0.4822 ist das System kritisch, im
verbleibenden Bereich des Phasendiagramms (« > 0) ist die Zick-Zack-Kette durch einen
ungeordneten Grundzustand (Spinfliissigkeit) und eine endliche Anregungsliicke charakte-
risiert. Der Phaseniibergang von der Spinfliissigkeitsphase auf die kritische Linie ist ein
Ubergang 2-ter Ordnung und durch eine exponentiell divergierende Korrelationslinge cha-
rakterisiert [19], [20], [75], [76]. Folgende Punkte («, ) des Phasendiagramms seien her-
vorgehoben:

e (0,0): S = 1/2 Heisenberg-Antiferromagnet (HAFM). Der eindeutige Grundzustand
ist ein Singlett mit algebraisch zerfallenden rdumlichen Korrelationsfunktionen. Ele-
mentare Anregungen sind S;,; = 1/2 Spinonen, die nur in Paaren auftreten (vgl.
Kapitel 3).

e (1,0): Majumdar-Ghosh-Modell (MG) [14]. Dieses VBS-Modell hat die beiden ent-
arteten Grundzustéinde:

L L

0,) = J[ls) und [0s) = []Is)r (4.3)
=1 I'=1

sy = % (1 Taa o) — | Lars )

|5>l’ = \/Lg (| T21/l21/+1> - | izl/T21/+1>)

Die von Shastry und Sutherland eingefiihrten Kinks (SS-Kinks) sind eine sehr gute
Niherung fiir die elementaren Anregungen [25]. Ein Kink ist als freier Spin zwischen
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den beiden Grundzustinden des MG-Modells definiert (vgl. Abbildung (4.3,a.)). Die-
se Soliton-artigen Zustidnde sind durch S;,; = 1/2 charakterisiert und konnen nur in
Paaren auftreten.

e (0, —1): Dimer-Modell (D). Die Sprossen der Leiter sind entkoppelt, der Grundzu-
stand ist trivialerweise ein Produkt aus Sprossen-Singletts. Anregungen ergeben sich
durch das Ersetzen eines Sprossen-Singletts durch ein Triplett.

e (0 <a< 1, v = a-—1): Sutherland-Shastry-Linie (SS-Linie). Einer der beiden
Grundzustinde des MG-Modells |0,.) ist eindeutiger Grundzustand auf der gesamten
SS-Linie. Am MG-Punkt findet ein Phaseniibergang 1-ter Ordnung (Crossover) statt.

e (—1,2): Spinleiter (L). Dieses Modell wurde aufgrund seiner experimentellen Rele-
vanz intensiv untersucht [77], [78], [79], [80], [81], [82]. Ein Ubersichtsartikel sowie
eine ausfiihrliche Referenzenliste befinden sich in [15]. Der eindeutige Grundzustand
ist ein Singlett (Lieb-Mattis-Theorem). Als elementare Anregung findet man ein Tri-
plett. Die Dispersionsrelation stimmt qualitativ mit der des S = 1 Haldane-Tripletts
tiberein, wobei die Anregungsliicke der Leiter grofler als die des Haldane-Tripletts ist
(siehe z.B. Abbildung 4 in [73]).

e (o« = konst., v — —oo): Die Singletts auf den Diagonalen liegen energetisch un-
endlich hoch, das System wird zum S = 1 HAFM. Elementare Anregung ist das
Haldane-Triplett.

Ziel dieses Kapitels ist die Formulierung einer Variationswellenfunktion, welche die ele-
mentaren Anregungen in dem nichtkritischen Bereich des a-y-Phasendiagramms qualitativ
korrekt wiedergibt. Es soll der Zusammenhang zwischen den SS-Kinks, dem Leiter-Triplett
und dem Haldane-Triplett untersucht werden [84].

Im ersten Abschnitt werden Matrix-Produkt-Wellenfunktionen (MP) [85], [86] fiir den Grund-
zustand und fiir die elementare Anregung konstruiert. Es wird die Berechnung von Erwar-
tungswerten erldutert (s. Anhang D). Die Diskussion der Energieerwartungswerte ist Thema
des zweiten und dritten Abschnitts. Die Ergebnisse der Variationsrechnungen werden mit
von U. Neugebauer berechneten Lanczos-Daten aus [73] und [83] verglichen.
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4.1 Matrix-Produkt-Variationswellenfunktionen

4.1.1 Grundzustand

Zunichst soll eine Variationswellenfunktion fiir den Grundzustand konstruiert werden. Den
Ausgangspunkt bildet das MG-Modell. Die beiden Grundzustinde konnen folgendermal3en
als MP-Wellenfunktion dargestellt werden [73]:

L
|$>/ 0
b= | L GU] =) o
1 [ RN
0,) = —T Ma@2) (MG2) =( ) 4.5
o) = | e ] i 1D =] 1T >

Im Fall von (4.4) handelt es sich offensichtlich um eine Singlett-Produkt-Wellenfunktion.
Mittels vollstandiger Induktion kann gezeigt werden, daf3 (4.5) eine Darstellung der Singlett-
Produkt-Wellenfunktion |0,) ist. Die Spurbildung in (4.4) und (4.5) fiihrt auf Eigenzustdnde
zum Translationsoperator, der aufgrund der periodischen Randbedingungen mit dem Hamilton-
Operator vertauscht. Es kann gezeigt werden, daf} (4.4) und (4.5) Spezialfille der einpara-
metrigen Familie

¥ (u)) = Tr

L
CL|t0>l/ + b|$>l/ —a\/§|t+>l/ )
I I / . 4.6
e 9 ] ’ 9 ( a\/§|t,>l/ —a|t0>l/ + b|$>l/ ( )

von Singlett-MP-Wellenfunktionen mit © = a/b sind [32]. Die Tripletts in (4.6) sind durch

lto)r = | TarTar+1) s it = | larlors) , 4.7)
lto)y = % (| Tarlovs1) + | LarTars1)) (4.8)

definiert. Die Wellenfunktion (4.6) kann als Variationswellenfunktion betrachtet werden,
da sie am MG-Punkt (v = 0,u = 1) und auf der SS-Linie (v = 1) die exakten Grund-
zustidnde bzw. den exakten Grundzustand darstellt. Der Variationsparameter ist das Verhalt-
nis v = a/b. Die Parameter a, b werden zunéchst komplex gewihlt, die Minimierung des
Energieerwartungswertes fiihrt jedoch auf reelle a, b.

Im Grenzfall b — 0, der sich fiir v — —oo ergeben sollte, reduziert sich (4.6) auf den
Grundzustand des AKLT-Modells (3.13), [13]. Der AKLT-Grundzustand beschreibt den
Grundzustand des S = 1 HAFM qualitativ korrekt [52], [87]. Vernachlissigt wird in dieser
Niherung eine Storung der verborgenen Ordnung (3.11), was mit dem nichtlokalen String-
Order-Parameter (3.12) gemessen werden kann.

Die Wellenfunktion (4.6) weist ebenfalls verborgene Ordnung auf. Die Verallgemeinerung
des Ordnungsparameters auf Leitersysteme wurde in [18], [88], [73] betrachtet. Die ent-
sprechende Verallgemeinerung der Kennedy-Tasaki-Transformation wurde von Takada und
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Watanabe konstruiert [89], [90]. Die Wellenfunktion (4.6) wird durch diese Transformation
in eine Summe von Produktwellenfunktionen transformiert.

Die Norm der Wellenfunktion (4.6) sowie Erwartungswerte konnen gemifl [86] mit der
sogenannten Transfermatrix

G = gT ® g, wobei G(i17j1)7(i27j2) = (ng’)iLiQ (gl/)j17j2 fiir alle Diagonalen ', (4.9)
berechnet werden. Aus der Normierung
(@)b) =Tr (G*) =M + 0 + M + M =FAF, M <d=X=X\ @10
ergibt sich die Nebenbedingung
2 2 !
M =3a"+b"=1, (4.11)

wobei Ay, ..., \s die Eigenwerte der G-Matrix sind. Die Minimierung des Energieerwar-
tungswertes wird in Abschnitt 4.2 diskutiert.

4.1.2 Triplett-Anregung

Da MP-Zustinde mit Sy, als guter Quantenzahl konstruiert werden konnen [32], besteht
die Moglichkeit, MP-Variationswellenfunktionen fiir angeregte Zustidnde zu betrachten. Es
soll eine Variationswellenfunktion |¢,) , p = =£,0 fiir angeregte Triplett-Zustinde mit
folgenden Eigenschaften konstruiert werden (1 = +,0 = S7, = £1,0):

O

1. Am MG-Punkt soll |¢,,) den Ansatz von Shastry und Sutherland - zwei freie SS-Kinks
- reproduzieren.

2. |1,,) soll die von Caspers und Magnus entdeckte exakte Mode

S (=D shls)a . [tu)i - |s)pals)e p==+,0 (4.12)

=1
auf der SS-Linie enthalten [91].

3. Im Grenzfall Y — —oo soll sich die Ndherung von Fath und Sélyom fiir das Haldane-
Triplett ergeben [46], [47]. Bei dieser Nidherung handelt es sich um ein Soliton beziiglich
der verborgenen Ordnung, das auf folgende Weise als MP-Zustand dargestellt werden

kann:
L
1 )
(k) = — Sy [giAKLT)ggAKLT) g (a(“))T gUAKLT) _ ((AKLT) ((AKLT)
n=1
(4.13)
Dabei ergibt sich g'*“™" aus (4.6) im Grenzfall b — 0. Die o) sind die Matrizen
1
o® =5 — (O'(m) + ia(y)) , o0 =) (4.14)

V2

wobei 0®), ¢ (%) die Pauli-Matrizen sind.
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Aus dem ersten Punkt der Aufzéihlung geht hervor, daf |¢,,) eine 2-Teilchenwellenfunktion
sein muB, d.h. Funktion zweier Impulse ¢, ¢ ist. Ausgangspunkt zur Konstruktion von |1,,)
bildet wiederum das MG-Modell. Die in Abbildung (4.3, a.) illustrierte Konfiguration zweier
SS-Kinks, die » = m — n (r > 0) Sprossen voneinander getrennt sind, kann auf folgende
Weise als MP-Wellenfunktion dargestellt werden:

=1 I'=n+1 I'=m+1
[ )T - 101D = D) - [0 T>)( 0 0)
Tr{ DI 90 Dy | P g0y ) vz o) ¢1O
) @ g\ (
(R o8 1o )
| D)z 19D 1) = Dlshmsa - [8)E] 1) )]
(|i>|s>£2+2-..|s>(z)u> | Dshie - 1)1 1) (+18)

5>m+2
o )PP DS D] T s)mg - [8)Y (4.19)

Um den Unterschied zwischen Singletts auf Sprossen bzw. Diagonalen hervorzuheben, wur-
den den Zustidnden in (4.16) - (4.19) die Superskripte (r)= (Sprosse) und (d)= (Diagonale)
hinzugefiigt.

a.)

b.)

Singletts

auf Diagonalen L

7
d
.1 /(&S e
! v k_/
\_/

Abbildung 4.3: a.) Darstellung zweier SS-Kinks zwischen den beiden MG-Grundzusténden.
Der Index [ nummeriert die Sprossen, der Index [’ die Diagonalen. Die hervorgehobenen
Sprossen/Diagonalen symbolisieren Singletts. b.) Schematische Darstellung der Zustinde

|n, m,+) in (4.22). Ovale mit durchgezogenen Linien symbolisieren g, Ovale mit gestri-
(MG1)

chelten Linien entsprechen g,

Bewegt man sich im Phasendiagramm (4.2) vom MG-Punkt auf der SS-Linie in Rich-
tung des D-Punktes, so bleibt |0,) Grundzustand des Modells. Der Energieerwartungswert
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vom Zustand |04), der kein Eigenzustand auf der SS-Linie ist, steigt proportional zur Sy-
stemgroBe. Aus diesem Grund konnen die beiden SS-Kinks keinen Streuzustand auf Linie
(0 <a<1,y=a-—1)bilden. Es ist zu erwarten, dal die beiden Kinks auf der SS-Line
einen gebundenen Zustand mit a-abhingiger Lokalisierung &(a) formen. Der Begriff Loka-
lisierung bezeichnet in diesem Kapitel die charakteristische Entfernung (Bindungslinge)
zweier gebundener Kinks. Am D-Punkt muf3 diese Lokalisierung maximal werden, d.h.
lim, 0 &(a) = 0, da die Spins, die das Triplett bilden, auf eine Sprosse beschrinkt sind:

d
()7 Ishnlal DI - 8)ntea | DIShepgn - 18)7)

(a—0,y=a—1)
e L R R I DR ) 4

Indem man &(«) als Variationsparameter betrachtet, kann man auf der SS-Linie folgende
Triplett-Wellenfunktion konstruieren:

[ulk,q)) = Y etmmralnmmZmtnm /S g ;) (4.20)

m>n

|n, m; wysstinie = T

n m L
(HgﬁM > ) ()" T o™ T o™ | @2

I'=1 l'=n+1 l'=m+1

Eine Verallgemeinerung von (4.21) auf das gesamte Phasendiagramm ohne die kritische
Linie ist auf folgende Weise moglich: Der Grundzustand wird durch die Variationswellen-
funktion (4.6) mit u = () beschrieben, d.h. gl(,MGl) — gy firl’ <nund! > min
(4.21). Zur Bestimmung des Teils der Wellenfunktion zwischen den beiden Kinks sei fol-
gende Eigenschaft des Grundzustandsenergieerwartungswertes, der im néchsten Abschnitt
diskutiert wird, vorweggenommen: Fy(u) besitzt im Intervall —oo < u < 0o, a > —7v
zwei Minima. Eines der Minima u = w;,(cv,y) > 0 ist globales Minimum. Das andere
Minimum u = 0 V «, v entspricht dem MG-Grundzustand |0,). Der Zustand zwischen den
Kinks soll dem Minimum u = 0 entsprechend durch Singletts auf den Diagonalen beschrie-

ben werden. Somit ergibt sich folgender allgemeiner Ansatz fiir |n, m; u):

n m L
|n,m; p) = Tr (H gl/> (a(“))T H gMev H ar| . U = Umin(a,y) (4.22)
I'=1 l'=n+1 l'=m+1

Die Zustinde (4.22) sind schematisch in Abbildung (4.3) dargestellt. Der 2-Kink-Ansatz
(4.20), (4.22) ist ein Triplett und erfiillt die geforderten Voraussetzungen.

Die Berechnung des Erwartungswertes

(u(k, @)|H — Eo(tmin)|$u(k, q))
Wk, )u(k, q))

wird in Anhang D erldutert. Die Diskussion von aus (4.23) resultierenden Dispersionsrela-
tionen sowie die Eigenschaften des Variationsparameters ¢ = £(k) sind Thema des letzten
Abschnitts.

w(k,q,§) = (4.23)
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4.2 Grundzustandserwartungswerte

Da die Variationswellenfunktion des Grundzustands (4.6) auch Teil des Ansatzes der ele-
mentaren Anregungen in (4.20),(4.22) ist, mufl man notwendigerweise untersuchen, in wel-
chen Bereichen des Phasendiagramms der Ansatz (4.6) den Grundzustand quantitativ/quali-
tativ korrekt beschreibt. Zu diesem Zweck werden in diesem Abschnitt Grundzustandser-
wartungswerte der Energie und der Korrelationen untersucht. Mit der in (4.9) definierten
Transfermatrix G ergibt sich fiir den Energieerwartungswert:

Eo(zh b) — T [AGH? (4.24)
3
= B0 - 43+ ka1 —ala+1) . (L— o)
A(i17j1)7(i27j2) = (ng’ ng’+1)@'17@'2 Hl’,l’+1 (gl’ gl’)ih]é
Hl’,l’+1 — §2n+1§2n+2 ‘I‘ (1 ‘|‘ ’7) (§2n§2n+1 ‘I‘ §2n+2§2n+3) (425)

+ % (§2n+1§2n+3 + §2n§2n+2) (vgl. Abbildung (4.1))

Mit der Norm (4.11) als Nebenbedingung ergeben sich die Relationen

U 1
|9 = —— s b = 4.26)
v 1+ 3u? V1 4+ 3u? (

Aus (4.24) und (4.26) folgt die zu minimierende Funktion Fy(u). Das globale Minimum
Eo(tmin) dieser Funktion kann als Nullstelle eines Polynoms 3-ter Ordnung analytisch be-
rechnet werden. Wie im letzten Abschnitt vorweggenommen, hat Fy(u) auf der reellen Ach-
se fiir « > —v neben dem globalen Minimum ein weiteres Minimum. Dieses liegt bei u = 0,
was dem Zustand |0;) entspricht. Abbildung (4.4) illustriert diese Eigenschaft anhand drei-
er Beispiele. Weiterhin ist zu erkennen, da3 die zweifache Grundzustandsentartung auf der
Linie (o > a,y = 0) ausschlieBlich am MG-Punkt Eo () = Eo(0) korrekt beschrieben
wird.

In Abbildung (4.5,links) ist Eg(tmy) fiir die Linien (0 < o < 2,7 = 0)und (0 < a <
2, v = —1) aufgetragen. Im Fall einer homogenen nn-Wechselwirkung (7 = 0) hat Eo(tn)
ein Maximum am MG-Punkt. Dies stimmt mit der Grundzustandsenergie der von Zeng und
Parkinson formulierten RVB-Wellenfunktion [92], die am MG-Punkt ebenfalls exakt ist,
iiberein. Im Intervall a > 0 gilt B > ESV™, andererseits ergibt sich £y < Ey "
fiir den Fall o < 0.

Auf der Linie (0 < o < 2,7 = —1) wird Ey(um:n) mit extrapolierten (L — oo) Lanczos-
Daten aus [73] verglichen. Am D-Punkt liefert der Variationsansatz die exakte Grundzu-
standsenergie, mit zunehmendem « wird die Variationsenergie schlechter.

Fiir das Leitermodell liegt Fo(tmin)/L ~ —1.102 ca. 5% iiber dem (numerisch) exakten
Wert Ey/L ~ —1.156. Fiir dieses Modell ist der Wert der MP-Wellenfunktion vergleichbar
mit der Grundzustandsenergie E((]RVB) /L ~ —1.112 einer weiteren von Fan und Ma [93]
konstruierten RVB-Variationswellenfunktion.
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0.0

\ MG1-Minimum

1.0 . . . .
-0.4 0.4 12 2.0 28

Abbildung 4.4: Beispiele fiir die Minima des Erwartungswertes Fy(u).

Die Korrelationsfunktionen

SoSEL) = (SUSHL) = (5355, oca? (22 o (1) e (4.27)
n>~n+r n*~n+ n~n+r )\1
- 1+ 3uy,; 0, a>1+7y
Bl e o = ’ 4.2
: ln(|1_u$nm|), Y {1, 0<a<l+y (4.28)

konnen ebenfalls mit dem Transfermatrixformalismus berechnet werden.

Im rechten Teil von Abbildung (4.5) sind die Korrelationsldngen der entsprechenden Linien
dargestellt. Deutlich zu erkennen ist das Verschwinden von £ am MG-Punkt: Gemil3 (4.28)
gilt £ — 0 nur fiir |0,). Im Fall des MG-Grundzustands |0,) verschwindet die Korrelations-
funktion wegen des Vorfaktors a®. Das Verhalten der von Zeng und Parkinson ermittelten
RVB-Korrelationsldnge stimmt fiir (&« > 0, = 0) mit dem MP-Ansatz tiberein. Fiir ab-
nehmende alternierende Wechselwirkung (o < 0,y = 0) wichst die MP-Korrelationslénge
starker als die RVB-Korrelationslidnge an.

Auf der Linie (0 < a < 2,7 = —1) verschwindet £ am D-Punkt und steigt monoton mit
zunehmendem o.

Am Leiterpunkt wird die exakte Korrelationslinge £ ~ 3.19 durch éMP ~ (.815 genihert.
Der Wert der RVB-Wellenfunktion betriigt {®V®) ~ (.238. Die Unterschiitzung der Korre-
lationsldnge durch die MP-Variationswellenfunktion ist ein bekanntes Problem. Nihert man
den Grundzustand des S = 1 HAFM durch den AKLT-Grundzustand, so unterschitzt man
den exakten Wert £ ~ 6.2 durch EMP = —1/1n(3) ~ 0.910 erheblich.

AbschlieBend soll der Grenzfall des S = 1 HAFM diskutiert werden. Dazu wird die Singlett-
Amplitude b in eine Potenzreihe um —1/(1 + ) entwickelt. Die Entwicklungskoeffizienten
werden aus den Nullstellen von dEy(b)/db = 0 bestimmt. Auf diese Weise ergeben sich
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—— y=0,MP-Ansatz
..... ¥=—1,MP-Ansatz

08 f I -1

-0.80
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-1.00 | 1 04

— 7=0, MP-Ansatz
----- ¥=—1, MP-Ansatz

-0y < y=—1, Lanczos

/
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Abbildung 4.5: Links: Variationsenergien FEy(u,,,) im Vergleich mit extrapolierten
Lanczos-Daten. Rechts: Korrelationslingen der MP-Variationswellenfunktion.

folgende Potenzreihen fiir das Singlett-Gewicht b? und die Grundzustandsenergie:
1 100 — 2

b = + +... 4.29
3(1+7)2  9(1+7)° 29

Ey 1+ a+1 1 da — 1

=0 _ 4.30

L 4 3 T30y A1) (430)

Offensichtlich gilt b? "2 0in Gleichung (4.29), d.h. die Diagonalen stellen im Grenzfall
v — —oo wie erwartet effektive Spins S = 1 dar. Die Energie (4.30) entspricht fiir y — —oo
der Néherung der S = 1 Grundzustandesenergie durch den Erwartungswert des AKLT-
Zustands. Der erste Term in (4.30) beschreibt die Energie der Tripletts auf den Diagonalen,
der zweite Term 146t sich folgendermaBen ausdriicken:

Jetr ergibt sich dabei aus der Summe der Wechselwirkungen zweier Tripletts auf den Diago-
nalen.

4.31)

Die Eigenschaften der MP-Varationswellenfunktion fiir den Grundzustand lassen sich wie
folgt zusammenfassen:

e Der MP-Ansatz kann den Grundzustand in Bereichen kleiner £ quantitativ korrekt
beschreiben. Dies trifft insbesondere in der Umgebung der SS-Linie und des MG-
Punktes zu.

e Fiir zunehmende Werte von o und v = konst. nimmt die Qualitét der Variationswel-
lenfunktion ab.

e Fiir zunehmende Werte von —v und o = konst. entspricht der MP-Ansatz (4.6) der
Niherung des S = 1 Grundzustandes durch den AKLT-Zustand.
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4.3 2-Kink-Anregungen

Die Berechnung des Erwartungswertes (4.20), (4.22), die in Anhang D skizziert ist, erfor-
dert mehrere Fallunterscheidungen, da es sich um eine 2-Teilchenwellenfunktion handelt.
Der Ausdruck fiir w(k, ¢, £) wurde mittels Computer-Algebra im Limes L — oo berechnet
und erstreckt sich iiber mehrere Seiten. Die Minimierung des Erwartungswertes beziiglich
¢ wurde numerisch mit einem Algorithmus aus den Numerical Recipes durchgefiihrt und
fithrt auf eine Funktion £(k), die vom Schwerpunktswellenvektor und den Parametern des
Hamilton-Operators abhingt. Dabei ergab sich folgende allgemeine Relation:

1113} E(k)=0 Yo,y (4.32)
Abbildung (4.11) stellt den Grenzwert (4.32) anhand zweier Beispiele dar. Der Realteil des
Relativimpulses ¢ stellt im Fall gebundener Kinks £ < oo einen internen Freiheitsgrad dar.
Da es sich hier um einen Variationsansatz handelt, kann keine Quantisierungsbedingung
fiir ¢ gewonnen werden. Es soll daher nur ¢ = ¢,,;,, fiir die niedrigste Anregungsenergie
W(k, Gmin, &) < w(k, q, ) betrachtet werden. Die Minimierung beziiglich ¢ fiihrt auf ¢,,;,, =
0 im gesamten Phasendiagramm. Die Linie v = 0 muf} gesondert betrachtet werden, da der
Grundzustand fiir « > «, zweifach entartet ist. Die 2-Kink-Dispersionsrelation sowie die
Lokalisierung ¢ soll in folgenden Bereichen des Phasendiagramms untersucht werden:

e Auf der Linie v = 0 in der Umgebung des MG-Punktes.

e In der Umgebung der SS-Linie o > v + 1. Da die niedrigste Mode des MG-Modells
zum Wellenvektor ky = 0, die der Spinleiter jedoch zu ky = 7 gehort, muBl in dem
Bereich a > ~ + 1 ein Wechsel des Wellenvektors der niedrigsten Mode kg =0 — 7
stattfinden. Dieser Wechsel von &y bestimmt einen inkommensurablen Bereich im
Phasendiagramm.

e Aufder Linie (0 < a < 2,y = —1), die Leitermodellen entspricht .

Die Resultate der Variationsrechnung wurden mit Lanczos-Daten fiir 24 Spins aus [83] ver-
glichen.

4.3.1 DieLiniey =0

Auf der Linie (o« > «,y = 0) herrscht eine zweifache Grundzustandsentartung. Eine Mi-
nimierung von (4.24) fiihrt in diesem Bereich auf einen Grundzustand mit w,,;, # 1 fiir
a # 1. Der zweite Grundzustand ergibt sich durch Vertauschen von Sprossen und Diagona-
len 2n +1 — 2n — 1 V n in Abbildung (4.1), da die Transformation (4.2) invariant unter
2n+ 1 — 2n — 1 V n ist. Im Rahmen des 2-Kink-Ansatzes (4.20), (4.22) kann jedoch nur
einer dieser Grundzustinde realisiert werden. Um die zweifache Grundzustandsentartung
zu realisieren, wurde daher in (4.22) wu,,;,, = 1 gesetzt. Dieser Ansatz entspricht dem von
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Shastry und Sutherland und soll nun auf den MG-Punkt sowie dessen Umgebung angewandt
werden.

Die Dispersionsrelation der Streuzustdnde, welche sich im Grenzfall £ — oo ergibt, nimmt
folgende kompakte Form an:

wlkq) = € (%) b (%) (4.33)
(Kink)

(Kink) @ (Kink) 1_ 3 445 cos(k ) 434

e(EM™) 3 (54 4cos(E™™) + (1 — ) {8 + 5 4 cos (Km0 (4.34)

Die Dispersion eines einzelnen Kinks ist durch (4.34) gegeben. In Abbildung (4.6) sind
Streuzustdnde, gebundene Zustdnde sowie Lanczos-Daten am MG-Punkt dargestellt. Die

4
Streuzust. 7
7’
/7

o(k,0)

0 /2 T
Wellenvektor k

Abbildung 4.6: Streuzustinde und gebundene Zustinde am MG-Punkt. Die Symbole stellen
Lanczos-Daten (N = 24) dar. Der Bildeinsatz zeigt die Lokalisierung ¢ fiir die gebundenen
Zustinde, die im Intervall 0.68 < k& < 7 auftreten.

Minimierung von w(k, 0, £) fiihrt in Ubereinstimmung mit [25] im Intervall 0.68 < k < 7
auf gebundene Zustidnde. Die Lokalisierung der gebundenen Zustdnde ist im Bildeinsatz
von Abbildung (4.6) dargestellt. Die zu w(m, 0,0) gehorige Anregung entspricht dem exak-
ten Eigenzustand von Caspers und Magnus. Die Lanczos-Daten stimmen sehr gut mit der
Energie der Variationsrechnung iiberein.

An dieser Stelle lassen sich die SS-Kinks des MG-Modells mit den Spinonen des S = 1/2
HAFM vergleichen. Sowohl Spinonen als auch SS-Kinks konnen nur in Paaren auftreten
und sind durch S;,; = 1/2 charakterisiert. SS-Kinks haben im Gegensatz zu Spinonen eine
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endliche Anregungsliicke. Insbesondere unterscheiden sich SS-Kinks von Spinonen durch
die Eigenschaft, gebundene Zustinde bilden zu konnen.

In Abbildung (4.6) sind nur die niedrigsten gebundenen Zustinde dargestellt. Es besteht
die Moglichkeit, da3 weitere gebundene Zustinde unter dem Kontinuum existieren [94].
Dies kann mit dem verwendeten Variationsansatz jedoch nicht berechnet werden. Um die

o =0
040 F o E
o
030 F
%
£
g
=
020 | E E
0.10 F E
0.00 L L 0.0 :
0.80 1.20 1.60 0 2 p
o Wellenvektor k

Abbildung 4.7: Links: Die Anregungsliicke des 2-Kink-Ansatzes im Vergleich mit DMRG-
Daten. Rechts: Dispersionsrelationen im Vergleich mit Lanczos-Daten (N = 24).

Giiltigkeit des Ansatzes in der Umgebung des MG-Punktes abzuschitzen, wurde die Anre-
gungsliicke mit DMRG-Daten aus [74] verglichen, was im linken Teil von Abbildung (4.7)
dargestellt ist. Das Maximum der Liicke ist im Vergleich zu den numerischen Daten zu
kleineren o verschoben (ava,,.. = 1/2 + 13/1/388). Die Anregungsliicke wird im Intervall
0.85 < a < 1.40 qualitativ korrekt beschrieben.

Bei der Berechnung der Energieliicke mit den Formeln (4.33) und (4.34) ist zu bedenken,
daf3 der Wellenvektor der niedrigsten Kontinuumsmode ky = ko(«) eine Funktion des Pa-
rameters « ist. Aus der 1-Kink-Dispersion (4.34) ergibt sich fiir den Wellenvektor der nied-
rigsten Kink-Mode:

k((]Kinm) _ (4.35)

cos(
W fil-g, anl

Entsprechend folgt fiir die niedrigste Kontinuumsmode die Existenz zweier Minima: ky =
0, ¢ = 2k¥™ und ky = 2™, ¢ = 0. Im rechten Teil von Abbildung (4.7) ist die
Entstehung des zweiten Minimums illustriert. In Ubereinstimmung damit tritt das zweite
Minimum in den numerischen Daten auf.
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4.3.2 Der inkommensurable Bereich

Im folgenden wird ausschlieBlich ¢ = ¢,,;n = 0 betrachtet. Die beziiglich £ minimierte
Dispersionsrelation w(k) hidngt somit auer von den Parametern o und + nur noch vom
Schwerpunktswellenvektor £ ab.

4.3.2.1 SS-Linie

Zunichst soll die 2-Kink-Wellenfunktion entlang der SS-Linie analysiert werden. Fiir den
Wellenvektor der niedrigsten Mode gilt ky = 0 auf der gesamten SS-Linie. Abbildung (4.8)

4.0 T T T T T T T T
————— w(k=0)
———- o((k=mn)
— &(k=0)
20 .
D-Punkt
MG—Punkt
00 I 1 I 1 I 1 I \
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

Y=0—1

Abbildung 4.8: Bandbreite und Lokalisierung ¢ der beiden Kinks auf der SS-Linie.

zeigt neben der Bandbreite w(m) — w(0) den Verlauf der Lokalisierung & (ko). Bereits fiir
beliebig kleine negative ~ nimmt £ (k) fiir alle & einen endlichen Wert an, d.h. es existieren
ausschlielich gebundene Zustinde. Dies ist verstidndlich, da eine beliebig kleine Energie-
differenz der MG-Grundzustidnde ¢ = E}S!'/L — ENMS/L mit einem Faktor L in die Be-
rechnung des Erwartungswertes (4.23), der fiir L — oo berechnet wurde, eingeht. In der
Mitte der SS-Linie a = —v = 1/2 ist {(k¢) auf die Linge einer Gitterkonstanten a abge-
sunken. Am D-Punkt sind die Kinks maximal gebunden (§ = 0 , Vk), d.h. sie bilden ein
Sprossen-Triplett. Dieses Sprossen-Triplett existiert als exakte Anregung mit dem Wellen-
vektor £k = 7 und Anregungsenergie w(7) = 1 (Caspers und Magnus) auf der gesamten
SS-Linie.

Die Bandbreite verschwindet erwartungsgeméfl am D-Punkt und wéchst, bedingt durch die
Energieabsenkung der w(0)-Mode, mit zunehmendem &. Hieraus 146t sich folgern, daf3 die



4.3. 2-Kink-Anregungen 77

k-abhédngige Delokalisierung der beiden Kinks zu einer Energieabsenkung fiihrt.

4.3.2.2 Umgebung der SS-Linie

S=1/2 HAFM
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Abbildung 4.9: Das Phasendiagramm mit inkommensurablem Bereich. Der Bildeinsatz
zeigt die Verschiebung des Wellenvektors kg entlang der Pfade oo = 0.4, 0.7, 1.0.

Weiterhin soll die Umgebung o« > + + 1 der SS-Linie untersucht werden. Dazu wurden
Dispersionen auf den Pfaden @« = —~ und o = 1 im Phasendiagramm berechnet. In Ab-
bildung (4.10) sind jeweils drei Dispersionen auf diesen Pfaden dargestellt. Anhand dieser
Dispersionen ist der Wechsel &y : 0 — 7 deutlich zu erkennen. Die Variationsenergien sind
in guter Ubereinstimmung mit den Lanczos-Daten, die durch Symbole in Abbildung (4.10)
dargestellt sind. Der Wechsel von k& sowie die geringen Bandbreiten inkommensurabler k
werden qualitativ korrekt wiedergegeben. Dabei ist es nicht sinnvoll, den Zahlenwert ei-
nes inkommensurablen ky’s mit dem der Lanczos-Daten zu vergleichen, da der numerische
Datensatz lediglich aus sieben k-Werten besteht.

Mit den Wellenvektoren ky des Variationsansatzes ist es moglich, den gesamten inkommen-
surablen Bereich im Phasendiagramm zu bestimmen. Zu diesem Zweck wurden Disper-
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Abbildung 4.10: Dispersionsrelationen auf den Pfaden « = —+ (oben) und o = 1 (unten).
Die Symbole stellen Lanczos-Daten (N = 24) dar. Deutlich zu erkennen ist die Verschie-
bung des Wellenvektors der niedrigsten Mode kj : 0 — 7 entlang der Pfade.
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sionsrelationen entlang von Pfaden @ = konst. numerisch minimiert. Der Bildeinsatz in
Abbildung (4.9) illustriert den Wechsel von &y beim Durchschreiten dieses Bereichs. Die
Auswertung aller betrachteten Pfade o« = konst. fiihrt auf den in Abbildung (4.9) darge-
stellten inkommensurablen Bereich.

Disorder-Linien

Das Auftreten inkommensurabler Wellenvektoren héngt eng mit der Existenz sogenannter
Disorder-Punkte beziehungsweise Disorder-Linien im Phasendiagramm zusammen [95],
[96], [87]. Diese Punkte (Linien) sind durch das Auftreten rdumlich modulierter Korre-
lationsfunktionen des Grundzustands - (Sfl“ ) Sfff,> o cos(Qr)f(r) - charakterisiert. Die
Modulation () ist inkommensurabel zum Gitter. Es wird angenommen, daf} die SS-Linie
einschlieBlich des MG-Punktes eine Disorder-Linie ist [92], [97], [72], [74].

Im Fall des MP-Grundzustands (4.6) findet kein kontinuierlicher Wechsel der Modulation
Q@ : 0 — 7 statt. Die Modulation springt entsprechend dem Faktor (—1)” in (4.27) auf der
SS-Linie von () = 0 auf () = .

Lifshitz-Linien

Der statische Strukturfaktor S(k) ergibt sich aus der Fourier-Transformation der Korrelati-
onsfunktion. Fiir einen ungeordneten Grundzustand mit riumlich modulierten Korrelationen
folgt:

S(k) = Zeikr(%Sﬂ x /00 dre*r COS(QT‘)Gig (4.36)
0

T

19 1 1

- Hrer—or t TrenTon) 37
Es sollen rotationsinvariante Hamilton-Operatoren betrachtet werden, d.h. die Wahl von
(S§.S7) in (4.36) stellt keine Einschrinkung dar. Das Maximum des Strukturfaktors S'(kpeak )
wechselt fiir anwachsende Modulationen () von ke, = 0 nach k.., = 7. Das Einset-
zen dieses Wechsels bezeichnet man im Phasendiagramm auch als Lifshitz-Punkt bezie-
hungsweise Lifshitz-Linie. Aus Gleichung (4.37) 148t sich die Position des Maximums in
Abhingigkeit von () und £ bestimmen. Fiir das Einsetzen dieses Wechsels ergibt sich fol-
gende Bedingung:

(near)” = (2€Q\/1+€2Q2 (1+€0Y) (438)

fpeat >0 — (4.39)

0> 7
Der Wechsel des Strukturfaktormaximums trifft im Phasendiagramm néherungsweise mit
dem Wechsel des Minimums der Dispersionsrelation zusammen. Somit liefern die in Ab-
bildung (4.9) berechneten Grenzen des inkommensurablen Bereichs Abschitzungen fiir die
Lifshitz-Linien im Phasendiagramm.
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Die Ungleichung (4.39) verdeutlicht, dal Disorder- und Lifshitz-Punkte im allgemeinen
nicht miteinander iibereinstimmen. Je kleiner die Korrelationslinge des Systems ist, desto
weiter sollten Disorder- und Lifshitz-Punkte auseinanderliegen. Dieses Verhalten ist in Ab-
bildung (4.9) zu erkennen: Die ky = 0 Grenze des inkommensurablen Bereichs, die einer
Lifshitz-Linie entspricht, ist im Phasendiagramm deutlich von der Disorder-Linie getrennt.
Auf der Linie v = 0 ist der MG-Punkt mit o = 1 der Disorder-Punkt. Gemif} (4.35) tritt der
Lifshitz-Punkt gegeniiber dem Disorder-Punkt verschoben bei v = 18/17 auf.

4.3.3 Leitermodelle

0o=2 (L-Punkt)

&

Lokalisierung

I
o

0.0
0 /2 T

Wellenvektor k

Abbildung 4.11: Die Lokalisierung £(k) als Funktion des Wellenvektors zu den Punkten
(1, —1) und (2, —1) des Phasendiagramms.

Der im letzten Unterabschnitt diskutierte inkommensurable Bereich wurde durch die Gren-
zen ko = 0 und ko = 7 festgelegt. Es soll nun das Phasendiagramm unterhalb der (kg = 7)-
Grenze, d.h. v < (kg = m)-Grenze, diskutiert werden. In diesem Sektor des Phasendia-
gramms ist die Anregungsliicke wie beim Haldane-Triplett durch die ky = m Mode gege-
ben. Aufgrund der allgemeinen Beziehung (4.32) reduziert sich der 2-Kink-Ansatz fiir den
Wellenvektor kg = 7 zu der Einteilchenwellenfunktion

L
1 .
(k) = \/—E§ """ Tx [glgz---gnﬂ RN (4.40)
n=1

Fiiru '— 0 entspricht der Ansatz (4.40) der Soliton-Anregung von Féth und S6lyom [98],
[39].

Auf der Linie v = —1, die experimentell relevanten Leitermodellen entspricht, soll die
Einteilchenanregung (4.40) mit dem 2-Kink-Ansatz verglichen werden. Zu diesem Zweck
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wurde die Lokalisation (k) an den Punkten (1, —1) und (2, —1) berechnet und in Abbil-
dung (4.11) dargestellt. Die (k) variieren im Intervall 0 < £(k) < 1, d.h. die beiden Kinks
sind stark gebunden. Dementsprechend sollte die Energieabsenkung der 2-Kink-Anregung
gegeniiber (4.40) gering sein. Abbildung (4.12) zeigt die Dispersionsrelationen der beiden
Ansitze fiir die Leitermodelle (1, —1) und (2, —1) im Vergleich mit numerischen Daten
(Lanczos-Daten, N = 24). Die Energieabsenkung des 2-Kink-Ansatzes gegeniiber der Ein-
teilchenwellenfunktion betrdgt maximal 5%. Insbesondere fiir die niederenergetischen Mo-
den um ky =  ist der Unterschied vernachlissigbar.

T T
Kontinuum ] 25 L |
i 20 >
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V- > r \ v
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e i g 15 F o /'/,
> 8 b 7
e
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Abbildung 4.12: Der 2-Kink-Ansatz im Vergleich zur Einteilchenanregung (4.40) fiir die
Punkte (1, —1) (links) und (2, —1) (rechts) des Phasendiagramms. Die Symbole stellen die
entsprechenden Lanczos-Daten (/N = 24) dar.

Das Haldane-Triplett ist im Intervall 7/2 < k < 7 eine einzelne Mode, im Intervall
0 < k < m/2 die untere Grenze eines Kontinuums. Ein analoges Verhalten tritt bei den
Leiter-Tripletts auf: Die alternierend gestrichelten Linien in Abbildung (4.12) stellen die
Summe zweier Triplett-2-Kink-Anregungen dar. Im Intervall 0 < k < /2 liegt die un-
tere Grenze des Kontinuums energetisch tiefer als die 1-Triplett-Mode. Kontinua mit mehr
als zwei Tripletts wurden nicht betrachtet. Bedenkt man, daf} Finit-Size-Extrapolationen der
numerischen Daten nur zu geringen Verschiebungen der Energien fiihren (die Grof3e dieser
Verschiebungen entspricht ca. der Symbolgrofie), so ist eine abstoBende Wechselwirkung
zwischen den beiden Tripletts fiir £ = 0 zu erkennen. Dieses Phinomen wurde ebenfalls im
S = 1 HAFM beobachtet.

Abschlielend soll die Energieliicke des MP-Ansatzes entlang der Linie v = —1 mit extrapo-
lierten Lanczos-Daten verglichen werden. Abbildung (4.13) illustriert den Verlauf der Liicke
A. Am D-Punkt ist A maximal und sinkt monoton fiir anwachsende a (o« — oo entspricht
entkoppelten Ketten mit A = (). Dabei verschlechtert sich das Resultat des MP-Ansatzes
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Abbildung 4.13: Die Energieliicke A = w(7) auf der Linie 7 = —1. Die Symbole stellen
extrapolierte Lanczos-Daten dar.

fiir anwachsende a. Am D-Punkt liefert der MP-Ansatz trivialerweise das exakte Ergebnis
A = 1. Am Leiterpunkt (2, —1) betridgt der Unterschied zwischen der MP-Energieliicke und
dem numerischen Wert A ~ 0.5017 ca. 3%.



Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurden niederenergetische Anregungen verschiedener eindimensionaler
Antiferromagneten mit periodischen Randbedingungen untersucht. Die betrachteten An-
regungen lieBen sich in zwei elementare Typen unterteilen, Magnonen (Spinwellen) und
Dominenwinde. Magnonen, welche beispielsweise die elementaren Anregungen des Heisen-
berg-Ferromagneten sowie des Heisenberg-Ferrimagneten darstellen, sind translationsin-
variante Linearkombinationen lokaler Spin-Abweichungen. Doménenwinde sind transla-
tionsinvariante Linearkombinationen von Zustédnden, die eine Verbindung zweier entarteter
Grundzustdnde darstellen. Diese Anregungen treten in Systemen mit gerader Anzahl von
Gitterplédtzen nur als Paare auf.

Dominenwinde als Verbindung zweier langreichweitig antiferromagnetisch geordneter
Grundzustédnde sind die elementaren Anregungen anisotroper Heisenberg-Ising-Modelle
(xxz-Modelle) in der Néel-Phase. Doménenwinde in Form eines freien Spins S = 1/2 zwi-
schen zwei dimerisierten Singlett-Grundzustinden werden als Kinks bezeichnet und sind
die elementaren Anregungen des S = 1/2 Heisenberg-Antiferromagneten mit alternieren-
der néchster-Nachbar-Wechselwirkung und tibernidchster-Nachbar-Wechselwirkung (Zick-
Zack-Ketten) in einer Phase, die durch eine endliche Anregungsliicke und Grundzustinde
mit exponentiell zerfallenden riumlichen Korrelationen charakterisiert ist.

Im ersten Kapitel wurden bereits bekannte Eigenschaften ferromagnetischer Magnonen wie-
derholt. Es existieren (2SN + 1) Grundzustinde |S;,x = SN, S,), welche die Rotations-
symmetrie des Hamilton-Operators brechen. Dabei bezeichnet S die Lénge der Spins, N
die Anzahl der Gitterpldtze. Wie beispielsweise in [23] dargestellt, ist es moglich die Ei-
genzustinde der 1-Magnonanregungen im Unterraum mit S7, = NS — 1 und die der 2-
Magnonanregungen Unterraum mit S7, = NS —2 zu konstruieren. Die 1-Magnonanregung,
die eine quadratische Dispersionsrelation fiir kleine Werte des Wellenvektors besitzt, ist die
Goldstone-Mode dieses Systems. Zwei ferromagnetische Magnonen bilden einen gebun-
denen Zustand und ein Kontinuum, wobei der gebundene Zustand energetisch unter dem
Kontinuum liegt. Die Bindungsenergie zweier Magnonen nimmt fiir wachsenden .S ab, fiir
S — oo existieren nur Kontinuumszusténde.

Der Heisenberg-Antiferromagnet mit zwei verschiedenen, alternierenden magnetischen lo-
nen S, und Sp wurden im zweiten Kapitel untersucht. Aus dem Lieb-Mattis-Theorem lief3
sich auf einen Grundzustandsspin von |S4 — Sg| pro Einheitszelle schlieBen. Der Grundzu-
stand mit maximalem S, besitzt eine makroskopische Magnetisierung, die geringer als die
Magnetisierung S, + Sp pro Einheitszelle des entsprechenden ferromagnetischen Grund-
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zustands dieses Systems ist. Aus diesem Grund wurde der Heisenberg- Antiferromagnet mit
zwel verschiedenen alternierenden Zentren in dieser Arbeit als Ferrimagnet bezeichnet.

Im Grenzfall S — oo (Sa4 = 25,5 = S) wurde das System mittels linearer Spin-
wellentheorie (LSWT) analysiert. Es ergab sich ein langreichweitig geordneter Grundzu-
stand mit endlicher Spinreduktion. Weiterhin traten zwei Anregungszweige auf. Fiir Ma-
gnetisierungen kleiner | Sy — Sp| sind die Anregungen durch Magnonen mit verschwin-
dender Energieliicke und einer Dispersion w(k) oc k%, k < 7 gegeben (ferromagnetische
Magnonen), fiir Magnetisierungen groBer |[S4 — Sp| sind die Anregungen Magnonen mit
w(k) o< K, k < 7 und einer Anregungsliicke der GroBe des Austauschintegrals (optische
Moden).

Die LSWT-Ergebnisse wurden mit numerischen Daten fiir den Fall S4 = 1,55 = 1/2
verglichen, die durch exakte Diagonalisierung mittels des Lanczos-Algorithmus gewonnen
wurden. Die Lanczos-Daten stimmen qualitativ mit den LSWT-Ergebnissen tiberein. Fiir
die Spinwellensteifigkeit der ferromagnetischen Magnonen ergibt sich aus der Numerik der
Wert v ~ 0.37 im Gegensatz zu viswr = 1/2. Bemerkenswert ist die GroBe der Ener-
gieliicke des antiferromagnetischen Magnons A = 1.75.J. Weiterhin konnten gebundene 2-
Magnonzustinde im ferromagnetischen Zweig der numerischen Spektren identifiziert wer-
den. Dies bestitigt die Analogie des ferromagnetischen Zweiges mit dem im ersten Kapitel
beschriebenen Ferromagneten.

Vor dem Hintergrund der Haldane’schen Vermutung wurden im dritten Kapitel die Quanten-
Phaseniibergiinge Néel-Phase — Heisenberg-Phase und Néel-Phase — Haldane-Phase in
Heisenberg-Ising-Antiferromagneten mit den halbzahligen Spins S = 1/2, 3/2 beziehungs-
weise den ganzzahligen Spins S = 1,2 untersucht. Zu diesem Zweck wurden Storungs-
reihen nach der Anisotropie A, wobei A = 0 dem Ising-Grenzfall entspricht, fiir Grundzu-
standserwartungswerte und Anregungsenergien von Magnonen und Doménenwénden be-
rechnet. Die Storungsreihen wurden numerisch mit einer rekursiven Formulierung der sta-
tiondren Storungstheorie gewonnen. Die Analyse der Reihenentwicklungen mittels Padé-
Approximanden und D-log-Padé-Approximanden ermdglichte die Bestimmung kritischer
Anisotropien und kritischer Exponenten.

Die aus den Approximanden gewonnenen Grundzustandsenergien fiir S = 1/2,1,3/2,2
weisen Abweichungen von den exakten Grundzustandsenergien zwischen 0.005% (S =
1/2)und 1.4% (S = 1) auf. Die Approximanden der Untergittermagnetisierung, die der Ord-
nungsparameter der Néel-Phase ist, sowie die des statischen Strukturfaktors S**(7) fiihrten
auf eine Abschitzung der kritischen Kopplungen von \. =~ 1 fiir S = 1/2,3/2, A\, =~ 0.85
fir S = 1und A\, < 1 fiir S = 2. Die kritischen Exponenten =~ 1/8 und  ~ 1/4 der
S =1, 2 xxz-Kette entsprechen denen des zweidimensionalen Ising-Modells. Der kritische
Exponent 0% des Strukturfaktors S#(7) oc 1/(A. — A)° nimmt sowohl fiir S = 1/2
als auch fir S = 3/2 den Wert 0** ~ 1 an. Im Fall des S = 1/2 Systems fiihrt dieser
Wert auf einen scheinbaren Widerspruch, der die Einfiihrung logarithmischer Korrekturen
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zur Korrelationsfunktion nach sich zieht [12].

Bessere Abschitzungen der kritischen Anisotropien als durch den Ordnungsparameter und
den statischen Strukturfaktor ergaben sich aus der Analyse der Soft-Moden. Fiir sdmtli-
che niederenergetischen Doméinenwandanregungen, die durch die Magnetisierung in Ketten
ungerader Linge klassifiziert werden konnten, wurden Reihenentwicklungen und Approxi-
manden berechnet.

In xxz-Ketten mit ganzzahligem Spin (S=1,2) wird der Quanten-Phaseniibergang Néel-
Phase — Haldane-Phase durch Kondensation von Spin-Zero-Defekten (SZD’s) hervorge-
rufen. Diese als Nullprojektionen von S* in antiferromagnetischer Ordnung definierten An-
regungen konnen ausschlielich in Ketten mit ganzzahligem Spin auftreten. Es ergaben sich
die kritischen Punkte A\, ~ 0.8431 fiir S = 1 und \. ~ 0.96 fiir S = 2.

Die Approximanden der Storungsreihe fiir die Energieliicke des S = 1/2 Modells weisen
in Ubereinstimmung mit den Bethe-Ansatz-Resultaten das fiir einen Kosterlitz-Thouless-
Phaseniibergang charakteristische exponentielle Verschwinden auf. Dieses kritische Ver-
halten konnte fiir die S = 3/2 xxz-Kette, die am isotropen Punkt A\ = 1 zu derselben
Universalititsklasse wie das S = 1/2 Modell gehort, nicht bestimmt werden. Im Fall des
S = 3/2 Modells verschwinden die Approximanden der niedrigsten Moden unterschiedli-
cher Doménenwénde am isotropen Punkt. Es war jedoch nicht moglich, ein exponentielles
Verschwinden der Energieliicke aus den Approximanden der vorhandenen Reihenentwick-
lungen zu bestimmen.

SchlieBlich wurde der Zusammenhang zwischen Magnonen und Doménenwinden in Heisen-
berg-Ising-Modellen untersucht. Im Fall der S = 1/2 Kette ist das Magnon Teil eines
2-Doméinenwandkontinuums. Fiir die Modelle mit S > 1/2 konnten Magnonen als ge-
bundene Zustinde zweier Domédnenwinde charakterisiert werden. Dabei liegen diese ge-
bundenen Zustinde energetisch in der gesamten Néel-Phase unterhalb der entsprechenden
2-Doménenwandkontinua, die Bindungen brechen an den kritischen Punkten auf. Dieses
Verhalten tritt gleichermaBen in den xxz-Ketten mit S = 1,3/2, 2 auf.

Thema des letzten Kapitels war die Untersuchung von Kinks beziehungsweise Kink-Paaren
in S = 1/2 Zick-Zack-Ketten. Das zu diesem Modell gehorige Phasendiagramm wird von
zwel Parametern aufgespannt, dem Austauschintegral der alternierenden nichste-Nachbar-
Wechselwirkung und dem der iibernichsten-Nachbar-Wechselwirkung. Der Grundzustand
der Zick-Zack-Kette besitzt im gesamten Phasendiagramm mit Ausnahme einer kritischen
Linie exponentiell zerfallende Korrelationsfunktionen.

Zunichst wurde eine Matrix-Produkt-Variationswellenfunktion mit S;,; = 0 fiir den Grund-
zustand konstruiert. Diese Variationswellenfunktion besitzt exponentiell zerfallende Kor-
relationsfunktionen und enthélt die beiden exakten Grundzustinde des Majumdar-Ghosh-
Modells. Fiir den S = 1 Heisenberg-Antiferromagneten, der sich im Grenzfall starker ferro-
magnetischer alternierender Wechselwirkung ergibt, wird die Variationswellenfunktion zum
AKLT-Zustand. Die Matrix-Produkt-Wellenfunktion beschreibt den exakten Grundzustand
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im gesamten Phasendiagramm - mit Ausnahme der kritischen Linie - qualitativ korrekt.

Im Rahmen des Matrix-Produkt-Formalismus konnte weiterhin eine 2-Kink-Variationswel-
lenfunktion zur Beschreibung der niederenergetischen Anregung mit S;,; = 1 konstruiert
werden. Variationsparameter dieser 2-Teilchen-Wellenfunktion ist die Lokalisierungsldnge &
der beiden Kinks. Im Fall des Majumdar-Ghosh-Modells beschreibt die 2-Teilchen-Wellen-
funktion einen Streuzustand (£ = oo) zweier Sutherland-Shastry-Kinks, die als freie Spins
S = 1/2 zwischen den beiden Majumdar-Ghosh-Grundzustinden definiert sind. Fiir end-
liche alternierende nichste-Nachbar-Wechselwirkung existieren ausschlieBlich gebundene
Zustinde, d.h. £ < oo fiir alle Werte des Schwerpunktswellenvektors. Ein Vergleich mit aus
der Literatur bekannten Lanczos-Daten zeigt, da3 die 2-Kink-Variationswellenfunktion die
niederenergetischen Triplett-Anregungen qualitativ korrekt beschreibt. Im Fall der Spinlei-
ter weicht der aus dem Variationsansatz resultierende Wert der Energieliicke 3% vom exak-
ten Wert A =~ 0.5017 ab. Fiir den Grenzfall des S = 1 Heisenberg-Antiferromagneten re-
duziert sich die Variationswellenfunktion auf die aus der Literatur bekannte Ndherung [46].
Somit stellen sich sowohl das Leiter-Triplett als auch das Haldane-Triplett als gebundene
Zustidnde zweier S = 1/2 Kinks dar.

Das Phasendiagramm der Zick-Zack-Kette beinhaltet eine inkommensurable Region, in wel-
cher der Wellenvektor der niedrigsten Mode von kg = 0 nach ky = 7 wechselt. Bemerkens-
wert ist, dal dieser Wechsel von kj qualitativ korrekt durch die 2-Teilchen-Wellenfunktion
wiedergegeben wird. Auf diese Weise konnte die inkommensurable Region im Phasendia-
gramm der S = 1/2 Zick-Zack-Kette erstmals ndherungsweise bestimmt werden.

Teile dieser Arbeit wurden aus Priorititsgriinden in [31], [34], [73], [83] veroffentlicht.



ANHANG A

Entwicklung elliptischer Integrale

Im dritten Kapitel wurden die Dispersionsrelation sowie die Untergittermagnetisierung pro
Spin des S = 1/2 xxz-Antiferromagneten nach [6], [68] durch die Ausdriicke

e(q) = VvV1-— )\2@ 1 — k% cos?(q) , % = cosh (ﬂ%(k)) (A.1)
B K(k) - Kty . 4Q?
<MA> - 1 - k2T ) Q - ) ’ A= m (AZ)

beschrieben (s. (3.9), (3.41)). Dabei ist K (k) das elliptische Integral erster Art mit dem
Modul k. Der komplementéire Modul ist durch &' = /1 — k2 definiert und es gilt:

KW) =Kk, K#)=K(E) (A3)

Es soll einerseits gezeigt werden, wie man aus (A.1) und (A.2) Potenzreihen fiir die Di-
spersionsrelation und die Untergittermagnetisierung gewinnt, andererseits kann das kritische
Verhalten am isotropen Punkt ermittelt werden.

Berechnung der Potenzreihen
Aus den Reihenentwicklungen [99]

[e'e) 2
1+ (7(2;1[;')”) ’fz"] (A4)

n=1

K(K) = ( ) + Z ( ;_T; )2 <ln (%) - 22;:1 m> k(A.5)

ergibt sich im Zusammenhang mit (A.1) bzw. (A.2) eine Reihenentwicklung fiir A(£?). Aus
dieser Entwicklung lassen sich sukzessive die Koeffizienten der Potenzreihe der Umkehr-
funktion k2 ()\) bestimmen. Indem man diese Reihe in der rechten Gleichungsseite von (A.4)

substituiert, ist es moglich, Potenzreihen fiir i (\) anzugeben. Somit ergeben sich folgende
Entwicklungen fiir die GroBen 2(k) und (M,):

1 5. 3
2 2 4 6 8 12
T LA —/\ B 9y
(9) 171V T3 * 158 2048
27 14 SLENT ol s 45 190
_ - A6 A2y
8192 32768 131072" ' 262144
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88 Anhang A. Entwicklung elliptischer Integrale

1 1 1
_)\7 _ _)\9 _)\11
64 256 + 1024

—I— 3 )\13+ 7 )\15+L)\17+;>\19)

+ cos(2q) ()\1 + i)\?’ —

2048 8192 16384 131072
1 1 1 1 1 3 57
M — ___)\2__)\4__)\6 _)\8 _)\10 _)\12
(Ma) 2 2 8 32 + 128 + 128 + 2048
221 783 2633 4267
)\14 )\16 )\18 )\20
+ 8192 + 32768 + 131072 + 262144
20811 5, B2 5y 119759 o5 663783 |,

2097152 8388608 16777216 134217728

_I_

Kritisches Verhalten

Das kritische Verhalten der Anregungsliicke sowie der Untergittermagnetisierung ist im we-
sentlichen durch den komplementédren Modul bestimmt:

A =1 =X NK'(K)|k'|und 7 (M4) = K'(k")|K'|. Als kleine GroBe am kritischen Punkt
definiert man:

1 Cosh(ﬂ%)—1:§x2—l—...,fﬁrA
ol o r=——— (A6
A 2sinb? (5404 ) = Bpa? .., fiir (M) In(’f)

Aus (A.6) ergibt sich das exponentielle Verschwinden des komplementédren Moduls fiir
7 < 1. Indem man £’ in der Formel fiir die Anregungsliicke bzw. die Untergittermagneti-
sierung substituiert, ergeben sich die Ndherungsausdriicke (3.36) und (3.43)

2 2

Af)xe ™, (Mg xe v, 7«1 (A7)

des dritten Kapitels.



ANHANG B

Algorithmus zur rekursiven Storungstheorie

Es soll der auf den rekursiven Relationen (3.28) und (3.29) beruhende Algorithmus schema-
tisch beschrieben werden. Der Algorithmus gliedert sich im wesentlichen in drei Teile:

e Bestimmung und Speicherung der Basiszustidnde, welche fiir die Berechnung der
storungstheoretischen Reihen bis zur Ordnung a (einschlieBlich) benétigt werden.

e Berechnung der Matrixelemente U;, ;, = (i1|Hr|i2) sowie Speicherung der von Null
verschiedenen Elemente.

e Ausfiihren der durch (3.29) definierten Rekursion mit den Uj, ,.

Basis

Zunichst soll auf die Darstellung und Berechnung der Basis eingegangen werden. Der
Hamilton-Operator vertauscht mit dem Translationsoperator 7" und dem Magnetisierungs-
operator S7,,. Ein Zustand |i) wird im Computerprogramm durch eine Integer-Zahl b; darge-
stellt. Der Index ¢ der Zahl b; wird hier als Identifizierungsnummer bezeichnet. Ein einzelner
Spin S hat 25 + 1 Einstellmoglichkeiten (S*-Eigenwerte), weshalb eine p-adische Darstel-
lung fiir die Integer-Zahl mit p = 2S5 + 1 gewéhlt wird:

1) = by = 2op” + 21p" + 20p® + ..+ xy_op™ 2+ an_pN Tt (B.1)

Es besteht der Zusammenhang S? = z,_1 — S, wobein = 1,..., N die Spins numeriert.
Die Zahl b; kann durch Integer-Division in die einzelnen z,, zerlegt werden:

TN-1 = bi/prl — IN-2 = bz'/pN*2 - folpl — ...
Der lokale Hamilton-Operator £, ,1; wird in die Anteile

2z _ QzQ=z +-— — Qt+aQ— —+ — Q—Q+
hn,n+1 - Snsn+1 ) hn,n+1 - Sn Sn+1 ) hn,n+1 - Sn Sn+1

aufgespalten. Die Computerroutinen dieser lokalen Operatoren enthalten Tabellen, die ei-
ner bestimmten Konfiguration zweier Spins eine neue Konfiguration und eine Zahl (lokales
Matrixelement) zuweisen. Als Beispiel sei die S = 1/2 Konfiguration | betrachtet. Dieser
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90 Anhang B. Algorithmus zur rekursiven Storungstheorie

Konfiguration entspricht die binédre Zahl 1 - 204+ 0-2' = 01. Die Wirkung von h; o auf diese
Konfiguration wird durch die Abbildung

hi% : 01+ 01, lokales Matrixelement: —1/4
hf; : 01— —1, lokales Matrixelement: 0
hf; : 01— 10, lokales Matrixelement: 1/2

wiedergegeben. Dabei entspricht der biniiren Zahl 10 die Konfiguration 10 = 0 - 2% + 1 -
21= | 1. Die Zahl (—1) ist eine Konvention fiir die Abbildung auf den Nullvektor.

Mit dem Hamilton-Operator kann die stérungstheoretische Basis bis zur a-ten Ordnung (ein-
schlieBlich) berechnet werden. (Bemerkung: Diese Basis entspricht nicht der vollstdndigen
Basis, wie sie bei exakter Diagonalisierung bendtigt wird! Die storungstheoretische Basis
enthilt nur die Zustinde, die zu Koeffizienten der Potenzreihe fiir die Energie bis zur a-ten
Ordnung beitragen.) Die Basis wird folgendermal3en unterteilt:

B@ = ByUB UByU ... UByjy 1 U By
By = {|i®}, BinBi=o(#l), LI=01,...a/2

Der Zustand ;) bezeichnet einen Repriisentanten des Ausgangszustands

N
NEDIVACVLS (B.2)
n=1
der ein Figenzustand zum Translationsoperator ist. Der Reprisentant ist durch die Bedin-
gung bjr <T"bjr, n=1,2,..., N — 1 festgelegt. Die B; Unterrdume sind folgenderma-
Ben definiert:

Hr|i®™ — By, Hp{|ify e By} — ByUBy , Hp{|i¥) € By} — B3UDB; ...

Gespeichert werden ausschlieflich die Zahlen b, b;z, . .. der Représentanten. Die Eigen-
zustdnde des Translationsoperators ergeben sich analog zu (B.2).

Im Gesamtraum B@ treten keine Unterriume B, , | > a/2 auf. Dies ergibt sich aus dem
Koeffizienten a-ter Ordnung der Potenzreihe fiir die Energie, der neben Beitridgen aus nied-
rigeren Ordnungen den Term

UiiyUiig o Us—2.0-1Us—1;
> (€ — )l - 1.73 ( - ;(J ) (Un,m = (n|Hr|m))
{il,};éj j i1 611 612 oo €Eg—2 €a—1)€a—1 EJ
enthalt.
Neben den Zahlen bif»,, bi§> ... werden die Identifikationsnummern %1, 72, ... gespeichert.

Zur Identifikation der Zustinde miissen inverse Listen angelegt werden, die es ermdglichen,
bei vorgegebenem Zustand die Identifikationsnummern zu ermitteln. Dafiir wurde die Prim-
zahlkodierung benutzt: Zunédchst muf} eine Primzahl P berechnet werden, die groBer als die
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Gesamtzahl der Zustidnde ist. Die Zahl P sollte jedoch nicht viel groBer sein, da sie die
GroBe der inversen Listen festlegt. Im folgenden Diagramm ist diese Kodierung schema-
tisch dargestellt:

my = mod(b;, P)
— my = Inverseliste; (my) , i = myo?
— priife ob B (my) = b;

nein:
— mg = Inverselistey(ms) , © = mg3?
—  priife ob B (m3) = b;

ja
nein:

— my = Inverselistes(ms3)
ja: 1 =my?

L= — priife ob B(®) (my) = b;

’L':mg

Primzahlkodierung: Die Zustinde b; mit der
Identifikationsnummer 4 sind im Array B(® gespeichert.

Matrixelemente

Die Routine zur Berechnung der Matrixelemente

<iT|HT|ir:l:1>
VAirlin) /(s [iran) ’

|ZT> € Br ’ |'ir:t1> € Br:l:l (B3)

ist dhnlich wie die Routine zur Berechnung der Basis aufgebaut. Andere als die in (B.3)
aufgefiihrten Matrixelemente verschwinden.

Die Berechnung der Matrixelemente erfordert die Bestimmung der Norm. Zu diesem Zweck
muB zuniichst die durch 77|if) = |if) definierte Zahl 1 ausgerechnet werden. Fiir den
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Kehrwert des Quadrats der Norm ergibt sich:

N/W*1 N/W*1 _{0’ 77]{;:277-

<'lr|'lr> _ Z efim/k . Z eimxk 2
v=0 v=0

n )
Ist die Anzahl der voneinander verschiedenen Matrixelemente < 400, so kann auf folgende

B4
sonst

Art und Weise viel Speicherplatz gespart werden: Statt zwei Arrays - eins zur Speicherung
der Matrixelemente, das andere zur Speicherung der zugehorigen Indizes - anzulegen, defi-
niert man nur ein Adressen-Array (gro!). Ein Eintrag dieses Arrays enthélt auf den unteren
Bits die Indizes eines nichtverschwindenden Matrixelements, die oberen Bits werden mit ei-
ner zusitzlichen Zahl (Zeiger) belegt. In einem Element-Array (klein!) sind die voneinander
verschiedenen Matrixelemente gespeichert. Der Zeiger gibt an, welches Matrixelement des
Element-Arrays zur Adresse des Adressen-Arrays gehort.

Rekursion

SchlieBlich kann die Rekursion mit den berechneten Matrixelementen ausgefiihrt werden.
Die Rekursionsgleichung (3.29) nimmt entsprechend der Aufteilung der Basis in die B,-
Unterrdume folgende Form an:

Ei”) _ <Ze(1 ) (1=19) (B.5)

— S N Hyli) = >t Helipn) | . i) € B,

ip—1 Z7‘+1

Die Formel (B.5) ist fiir o > 2 giiltig. Der Rekursionsanfang ist durch |¢((]j )> = |j) (un-
gestorter Zustand), egj) = (j|Hr|7) und cgll’J) = (i1|Hrl|j)/(e;;, — €;) definiert. Die Koeffi-
zienten der Potenzreihe fiir die Energie eff) ergeben sich aus der Gleichung (vgl. (3.28))

D = <j|HT|¢£ ZC(H YD (G| Helir) 1) € Bo, li1) € By (B.6)

Die unnormierte storungstheoretische Wellenfunktion ist durch die c(“ ) gegeben:

(Z o Im) 1<

> el i)
£ (zdm). v

Die Norm N dieser Wellenfunktion ist durch die cgf 7 sowie durch die Normen der Ba-
siszustinde 1/+/(i,|i,), welche durch die Formel (B.4) gegeben sind, bestimmt:

2 a v—1
() = W) = Gl + X (Z w)
=2 Iz

=1

NI

a—1
Yy = 1) + Dy )y =

p=1

(B.7)

NI

'Z'Mt i
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min (y—p, )
W)y = 3 (Z(cﬁj“’J)>*c§f"”<v|@'r>>

r=1 iy

Das Rekursionsschema ist graphisch in Abbildung (B.1) dargestellt.

o)

{19 B o)

pw=2: 0512,3') (£9) eéj) , (B.5) — 0522,3')

w=3: cz(-f’j) B8 eij) , (B.5) — cg”j) , 39)

3

p=aj2: )80

i1 a/2+41 (35) N C§§/2J) C(a/2,j)

PIRIRIRY ia/2

pma 2. A I gy et
p=a—1: 5?714) (B )

Abbildung B.1: Das den Gleichungen (B.5),(B.6) entsprechende Rekursionsschema. Das
Symbol * bezeichnet den Rekursionsanfang.

Bemerkungen

Abschlielend sollen einige Bemerkungen zum oben dargestellten Algorithmus gemacht
werden:

e Die Zahlen b; zur Darstellung der Zustinde konnen insbesondere fiir grole .S den Wert
231 {ibersteigen. Beispielsweise benotigt man zur Berechnung der Grundzustandsener-
gie des S = 2 Antiferromagneten in 12-ter Ordnung eine minimale Kettenlinge von
N = 14. Fiir diesen Fall gilt 5'* > 23!, Fortran-Compiler fiir 32-Bit-Prozessoren se-
hen keine Zahlen dieser Grof3e vor, daher miissen spezielle Module fiir lange Integer-
Zahlen verwendet werden. Die Verwendung dieser Module fiihrt zu extrem langsa-
men Zahlenoperationen, die Effektivitit des Programms wird dadurch stark herabge-
setzt. Aus diesem Grund erweist es sich als sehr vorteilhaft, Computer mit 64-Bit-
Prozessoren zu verwenden.

e In Abschnitt 3.1 wurde die minimale Linge der Ordnung a mit V,,;, = a + 1 an-
gegeben (Grundzustand). Die minimale Linge ergibt sich aus der Tatsache, da3 nur
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zusammenhdngende Terme (Cluster) zur Storungsreihe beitragen [100]. Diese Terme
sind durch ein Cluster benachbarter Spins mit folgenden Eigenschaften charakteri-
siert:

— Alle involvierten Wechselwirkungen liegen innerhalb dieses Clusters.

— Jeder Spin des Clusters ist in mindestens eine Wechselwirkung involviert.

Aus dieser Definition geht hervor, da3 das groBte zusammenhingende Cluster fiir
nichste-Nachbar-Wechselwirkung in a-ter Ordnung die Linge a + 1 hat.

Als Beispiel soll folgender nichtzusammenhidngender Term in der 4-ten Ordnung der
S = 1/2 Kette betrachtet werden (s. (3.24)):

perineninens 5 e B2 e i i

g 2

Insgesamt gibt es V(N — 5) Terme dieser Art. Da diese Terme in beiden Summen

des Koeffizienten eiNéel) in (3.24) auftreten, jedoch mit unterschiedlichem Vorzeichen,

ergeben sie keinen Beitrag. Somit enthlt eiNéel) ausschlielich Terme o< V.

Die Routine zur Basiserzeugung berechnet samtliche Zustinde aus der Wirkung von
Hrp. Insbesondere werden Zustéinde, die zu nichtzusammenhingenden Termen fiihren,
berechnet und gespeichert. In diesem Punkt sind Cluster-Algorithmen sehr viel effek-
tiver, da nur zusammenhéngende Cluster in die Rechnung eingehen [58]. Andererseits
sind diese Algorithmen komplizierter, da die zusammenhingenden Cluster zunichst
berechnet und klassifiziert werden miissen.



Tabellierung von Storungsreihen

ANHANG C

Ordnung H S=1/2 ‘ S=1 ‘ S =3/2 ‘ S=2

0 1/4 1 9/4 2

2 -0.25000000 | -0.333333 | -0.450000 | -0.571428
4 0.06250000 | -0.042592 | -0.067500 | -0.091724
6 0.00000000 | -0.007807 | -0.023399 | -0.034236
8 -0.00396250 | -0.008225 | -0.011193 | -0.017295
10 -0.00195312 | -0.004096 | -0.006734 | -0.010304
12 -0.00048828 | -0.003749 | -0.004377 | -0.006802
14 0.00012207 | -0.003174 | -0.003010 | -0.00479585
16 0.00025939 | -0.002854 | -0.002187 | -0.003544
18 0.00021362 | -0.002835 | -0.001656 | -0.002716
20 0.00012779 | -0.002851 — —

22 0.00005578 — — —

24 0.00000977 — — —

26 -0.00001376 — — —

28 -0.00002214 — — —

Tabelle C.1: Reihenentwicklungen der Grundzustandsenergien
fir S = 1/2,1, 3/2, 2. Die Koeffizienten der ungeraden Ordnun-
gen verschwinden.
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Ordnung H S=1/2 ‘ S=1 ‘ S =3/2 ‘ S =2

0 1/2 1 3/2 2

2 -0.500000 | -0.222222 | -0.180000 | -0.163265
4 -0.125000 | -0.143333 | -0.103000 | -0.091519
6 -0.031250 | -0.086416 | -0.071110 | -0.063169
8 0.007812 | -0.104500 | -0.053812 | -0.048157
10 0.023437 | -0.098122 | -0.045120 | -0.039046
12 0.02783 | -0.116345 | -0.038862 | -0.033006
14 0.0269 | -0.133822 | -0.033996 | -0.028645
16 0.0238 | -0.160250 | -0.030377 | -0.025331
18 0.0200 | -0.196476 | -0.027632 | -0.022730
20 0.0162 -0.24413 — —

22 0.012 — — —

Tabelle C.2: Reihenentwicklungen der Untergittermagneti-
sierungen fiir S = 1/2,1,3/2, 2.

OrdnungHS:1/2‘ S=1 ‘523/2‘ S =2

2 0.2500 | 0.11111 | 0.090000 | 0.081632
4 0.5625 | 0.14123 | 0.088575 | 0.074383
6 0.6406 | 0.15555 | 0.088663 | 0.070793
8 0.6679 | 0.22722 | 0.087544 | 0.068036
10 0.6718 | 0.27788 | 0.088554 | 0.065781
12 0.6706 | 0.39524 | 0.088864 | 0.063991
14 0.6749 | 0.52848 | 0.088354 | 0.062431
16 0.6787 | 0.7297 | 0.08819 | 0.061039
18 0.6925 | 1.0030 — —

20 0.6898 — — —

22 0.7272 — — —

Tabelle C.3: Reihenentwicklungen der Strukturfaktoren
fiir S = 1/2,1,3/2, 2. Die Autokorrelationsanteile wur-
de subtrahiert.



Ordnung H S=1 S =3/2 S =2

0 2 3 4

; 173 3/10 02857
—2cos?(k) 0—51)(/)215082(/6) 0—(2)767%66 cos?(k)

4 0_3877377 cosi (k) 0.2742 cos? (k) 0.2635 cos?(k)

—0.7846 cos*(k) | —0.8586 cos’ (k)

—0.1264 0.0594 0.0389

6 +0.8463 cos?(k) | +0.0305cos®(k) | +0.0402 cos?(k)
+0.8169 cos(k) | +0.3600 cos*(k) | +0.2669 cos*(k)
—0.9296 cos®(k) | —0.6086 cos®(k) | —0.5801 cos®(k)
0.0388 0.0093 0.0210
+0.5729 cos?(k) | +0.0527 cos?(k) | 4+0.0170 cos?(k)

8 —0.9668 cos*(k) | +0.0500 cos*(k) | +0.0372 cos*(k)
+0.5856 cos®(k) | +0.3680 cos®(k) | +0.2647 cos®(k)
—0.9622 cos®(k) | —0.5517 cos®(k) | —0.4768 cos® (k)

Tabelle C.4: RSST-Reihen fiir die Dispersionen w(k) der

S = 1,3/2,2 Magnonen mit expliziter k-Abhingigkeit.

OrdnungH S=1 ‘523/2‘ S=2

0 2 3 4

2 -1.6666 | -1.9500 | -2.3809
4 -0.4898 | -0.4061 | -0.5180
6 0.6073 | -0.1586 | -0.2339
8 -0.7315 | -0.0714 | -0.1367
10 0.2997 | -0.0883 | -0.0932
12 04173 | -0.0473 | -0.0701
14 -1.2107 | -0.0412 | -0.0538
16 0.7963 | -0.0271 | -0.0427

Tabelle C.5: RST-Reihen der niedrigsten
Magnonmoden w(0) fiir S = 1,3/2, 2.
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S =3/2 S =3/2
Ordnung 5= S /: 1/2 ; /: 3/2 5=
SZD, w™ () tot,odd ’ tot,odd * | SZD, w ()
w(7/2) w(m/2)

0 2 9/2 9/2 8

1 -2 —3/2 0 0

2 —2/3 —5.512500 —9/10 —23.314285
3 2/3 2.633437 —9/4 0

4 —1.207407 22.173373 —2.032875 425.102701
5 1.971666 —61.12730 —9/10 0

6 —2.723225 —125.4382 1.907756 —1.7458 - 104
7 3.294885 912.4029 5.361715 0

8 —3.400477 54.0239 6.352873 8.9611 - 10°
9 2.240766 —1.2472 - 10* —0.213111 0

10 1.57133 2.1034 - 10* —18.07852 —5.1541 - 107
11 —9.75420 1.4766 - 10° —40.4418 0

12 24.1695 —5.8649 - 10° —40.8613 3.1768 - 10°
13 —46.0068 —1.2561 - 106 25.7940 0

14 73.3777 1.1697 - 107 184.9687 —2.0515 - 101!
15 —96.8595 —9.9142 - 10° 359.2760 0

16 93.0229 —1.9220 - 108 274.7045 —

Tabelle C.6: Storungsreihen der niedrigsten Doménenwandmoden fiir
S =1,3/2,2 (vgl. auch Abbildung (3.10)).




ANHANG D

Energieerwartungswert der 2-Kink-Wellenfunktion

Die Berechnung des im vierten Kapitel, Abschnitt 4.1, eingefiihrten Energieerwartungswer-
tes (4.23)

(ulk, )| H| W, (k. 0))
(Qu(k, )lu(k,q))

soll erldutert werden. Mit dem 2-Kink-Ansatz (4.20), (4.22) ergibt sich

w(k> %5) = f{ =H — EO(umm) (Dl)

Z Z eiql(mfm/)‘f’ti(nfn/)+(n/7m/+n7m)/§ <n/m/; M|n’ m’ M>
m/>n/ m>n
Wk, Q) Hu(k, q)) = (D.3)
Z Z eiql(mfm/)‘f’ti(nfn/)+(n/7m/+n7m)/§ <n/m/; M|g|n’ m’ M> .

m/>n’ m>n

Dabei sind ¢; = (k + ¢)/2 und g = (k — q)/2 die Wellenvektoren der beiden Kinks. Die
Berechnung der GréBen (D.2) und (D.3) erfolgt in vier Schritten:

1. Aufstellen der verschiedenen Fille in den 4-fach Summationen.

2. Berechnung der einzelnen Félle mit dem in Abschnitt 4.1 erwéhnten Transfermatrix-
formalismus.

3. Ausfiihrung der 4-fach Summation fiir jeden Fall.

4. Addition der verschiedenen Fille.

Die Positionen 2. bis 4. der Aufzéhlung lassen sich sehr gut mit Computer-Algebra-Program-
men berechnen, wihrend Position 1. per Hand durchgefiihrt werden muf3. Die Berechnung
des Erwartungswertes (D.1) soll am Beispiel der Norm (D.2) erldutert werden.

Fallunterscheidungen

Zur Aufstellung der verschiedenen Fille eignet sich die in Abbildung (D.1) gezeigte gra-
phische Darstellung des Skalarprodukts (n'm/; j|n, m; p). Die oberen Linien symbolisieren
die Bra’s, die unteren Linien die Ket’s. Der Teil der Wellenfunktion (4.20), (4.22), der durch
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die g-Matrizen gegeben ist, wird mit A bezeichnet, der durch die ¢™S"-Matrizen gegebe-
ne mit B. SchlieBlich enthélt der 2-Kink-Ansatz noch die Matrix g (a(“)) " Dieser Teil der
Wellenfunktion wurde in Abbildung (D.1) mit C' dargestellt.

.i.
g=g@  gMon = B () = g© (D.4)

Gemail Abbildung (D.1) erfordert die Berechnung der Norm fiinf Fallunterscheidungen:

° a) ' <m' <n<m
° b) ' <n<m' <m
° c)n<n<m<m
° d) n"=n<m'<m
. e)n=n<m' =m
n’ m’
a.) | A 1Cl B | A 2
\ A | C| B \ A |
n m
n’ m’
b) A IC] B | A g
| A | C| B | A |
n m
n’ m’
c.) | A IC] B A g
\ A | C| B | A |
n m
n’ m’
d) | A IC] B | A g
\ A |C]| B \ A |
n m
n’ m’
e.) | A IC] B | A | 2
\ A |C]| B \ A |
n m

Abbildung D.1: Die in den 4-fach-Summationen der Norm (D.2) auftretenden Fallunter-
scheidungen. Das Symbol ® stellt das Skalarprodukt (n'm’; u|n, m; p) dar. Dabei symboli-
sieren die oberen Linien die Bra’s, die unteren Linien die Ket’s.
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Berechnung der einzelnen Fille

Fiir das weitere Vorgehen miissen zunichst folgende 4 x 4 Matrizen aufgestellt werden:

P+a2 0 0 242
t 0 B—a® 0 0
Gan = G= (g(A)) ®gW = 0 0 B2 a2 0 (D.5)
2a? 0 0 b? 4 a?
.i.
Gap = () ®@gP =Gpa=b-1 (D.6)
0 0 —2/2a? 0
t —V2(b%2 —a?) 0 0 0
Gac = (g @99 =Gea = (0 ) 0 0 o | @D
0 0 —V2(b*+a? 0
.i.
Gpp = (¢¥) @gP =1 (D.8)
0 0 0 0
t -2 0 0 0
Gpe = (¢P) ®4¢9 = 00 0 o (D.9)
0 0 —v2b 0
0 0 00
ot o B 0 0 00
Geg = (¢'9) ®@g¢P = /% 0 00 (D.10)
0 —v2b 0 0
4a? 000
t 0 000
Gee = (§'9) g9 = 0 00 0 (D.11)
202 +a?) 0 0 0

In diesen Gleichungen ist / die 4 x 4 Einheitsmatrix. Desweiteren benotigt man auch noch
die Transformationsmatrix U:

10 1
1 01 1 0 . '
NG} = D.12
v V21 01 -1 0 U' GaaU = diag(A1, A2, A3, A1) ( )
1 0 0 -1
Moo= B3l =1, d=M=M= <1 (D.13)

Mit den oben definierten Matrizen kann nun das Skalarprodukt (n'm/; u|n, m; u) im Rah-
men des Transfermatrixformalismus fiir die verschiedenen Fille berechnet werden:

@) T |GUE GeaGRT " I T GaoGlE" GAZ" | = Ny b+ O()

b) : Tr [Gg’gchAGg;”’*lGBCGfg;;ntg;m’Gg;ﬂ = prEmemt L O(ME)
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a):1}@%%%¢ﬁﬁ*@magwm;%ﬁfﬂ:M%W“W+OQ@

1) ¢ TGN Gee Gy G G = 5+ 00%)

e.) 1 Tr[Ghi GoeGRp"Ghim] =1+ O(\))
Die Berechnung der oben auftretenden Spuren im thermodynamischen Limes erfolgt nach
Einfiigen von Einheitsmatrizen in der Form [ = U TU. Die Tatsache, daB die Matrizen
G ap, Gpa, Gpp Diagonal-Form besitzen, ermdglicht die Berechnung der Spuren mit der
Transformationsmatrix U (U ist die Transformationsmatrix von G 44!).

Summationen

Gemail Abbildung (D.1) ergeben sich folgende 4-fach Summationen fiir die Fille a.) - e.):

CL.) . N, = EL: EL: Z EL: )\nfm’bm’fn’qtmfneiql(mfm’)Jriqg(nfn’)+(n’fm’+n7m)/§

m=n n=m'+1m/=n’ n'=1
eilai+a2)+2/¢

= . . . L —
Az (61/§ — belfh)(el/ﬁ — belq2)(1 — )\2€Z(Q1+q2)) ( OO)

b)) + Ny= EL: EL: EL: ib""’*mm’eiqﬂmm’m%(nn’)+<n’m’+nm)/§

m=m' m/'=n n=n'+1n/=1

- b(61/§ — beifh)(el/ﬁ — beiq2)(€2/§ — 1) (L - OO)

L L L L
C.) . N, = Z Z Z Z bnfn’er’7m€iq1(mfm’)+iq2(nfn’)+(n’fm’+n7m)/§

m/=m-+1 m=n n=n'4+1n'=1
€Zq2+2/§

_ 2 N
= b (ei(thl/ﬁ — b) (61/§ — beiq2)(€2/§ — 1) (L OO)

d) @ Ng= EL: iibmm’eifh(mm’)ﬂ?nm’m)/ﬁ

m=m'+1 m'=n n=1

- b(el/ﬁ — bein) (e2/E — 1) (L = o0)

L L
e.) Nezzzg("*m)/ﬁ

m=n n=1
e2/€

= m (L — o0)

Addition der einzelnen Fille

AbschlieBend miissen die Fille a.) - e.) addiert werden:

Wu(k, )k, q)) = No + Ni + Ny + Nj + N.+ N + Ng+ N, + N, (D.14)
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Die komplex konjugierten Anteile in (D.14) resultieren aus den Fillen a.) - d.) durch Ver-
tauschen von n < n’ und m < m’.

Anmerkung

Die Berechnung des Erwartungswertes (¢, (k, q)|H|¢,.(k, q)) erfolgt analog zur Berech-
nung der Norm. Es ist jedoch zu bedenken, dal man mehr Fallunterscheidungen beriick-
sichtigen muB. Gemé (4.25) ist der Hamilton-Operator H bzw. H eine Summe lokaler
Operatoren Hy ;1. Je nachdem, an welchen Plitzen Hy ;o auf |n,m, u) wirkt, ergeben
sich unterschiedliche Beitrige zur 4-fach Summation in (D.3). Beispielsweise spaltet sich
der Fall a.) in 14 weitere Fille auf:

a;.)l' >m az)l'=m,m>n az)n<l'<m-1m>n+1

asg)l'=n,m>n as)l'=n,m=n ag)l'=n—1,n>m' +1
ar)l'=n—-1=m'n=m'+1 ag.)m' <l'<n—2n>m +2

ag)l'=m';n>m'+1,m >n ap.)n' <l'<m' —1

ap )l =n',m' >n' ap)l'=n'm'=n"n>n"+1

aiz)l'=n'm'=n"n=n"+1 ap )l =n"—1.

Analog zu Fall a.) spalten sich auch die Fille b.) - e.) durch die Wirkung des lokalen
Hamilton-Operators auf. Insgesamt sind 41 Fille zu unterscheiden. Zusitzlich zu den Ma-
trizen (DS5) - (D12) bendtigt man die Matrizen Haa a4, Haapa, Haa s, Haacp etc.,
welche die Information iiber die lokale Wirkung des Hamilton-Operators enthalten. Diese
Matrizen sind durch

X’ Y’ Y
(HX/Y/’XY)(i17j1)7(i27j2) - ((gl(’ )) (gl(’+£) ) - ® |:Hl’71’+1 (gl(’ )gl(’+)1)J i :| (D.15)
11,12 1,2

definiert.
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