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Resumo

Ao final do 3.° ciclo da educagéo basica, € importante que 0s estudantes sejam capazes
de usar linguagem algébrica para analisar e generalizar padrdes, representar situacdes e
resolver problemas. Para melhorar a aprendizagem nesse dominio da Matematica é
fundamental investigar o modo como os estudantes compreendem e usam a linguagem
algébrica. Assim, este estudo tem o objetivo de analisar significados construidos por
estudantes e suas dificuldades no uso e compreensdo da linguagem algébrica no final do 3.°

ciclo da educacéo basica.

O quadro tedrico, além de apresentar a linguagem algébrica como representacao,
aborda a importancia dos significados construidos por estudantes para objetos algébricos, bem
como aspectos de suas dificuldades. A investigacdo segue uma abordagem qualitativa e
interpretativa, realizada por meio de entrevistas. A recolha de dados, feita com estudantes de

9.° ano, inclui suas producdes ao realizarem duas tarefas e a gravacdo de audio das entrevistas.

Os resultados mostram que os estudantes aparentam ter alguma dificuldade em
relacionar representacdes algébricas e representacdes em linguagem verbal, ndo transitando
com familiaridade entre estas formas de representacdo. No que respeita aos significados
construidos para objetos algébricos, os estudantes interpretam simbolos algébricos como
quantidades, medidas e valores desconhecidos. Tendem a priorizar procedimentos na
construcdo de significados para as expressOes algébricas e a desconsiderar suas ideias
baseadas essencialmente na interpretacdo das situacfes. Apresentam dificuldades ao criar e
interpretar expressdes algébricas, tanto para fazer generalizagdes como para resolver
problemas. Na manipulacdo algébrica destacam-se as dificuldades com uso dos parénteses,
representacdo de dobro e quadrado de um nimero, e operagdes de adicdo, multiplicacdo e
potenciacao de termos algébricos.

Palavras-Chave: Algebra escolar, Linguagem algébrica, Significados, Dificuldades.






Abstract

At the end of the third cycle of basic education, it is important for students to be able
to use algebraic language to analyze and generalize patterns, represent situations and solve
problems. To improve learning in this field of mathematics, it is essential to investigate the
way students understand and use algebraic language. Thus, this study aims to analyze
meanings constructed by students and their difficulties in using and understanding algebraic

language at the end of the third cycle of basic education.

The theoretical framework, besides presenting the algebraic language as
representation, addresses the importance of the meanings constructed by students for
algebraic objects, as well as the aspects of their difficulties. The research follows a qualitative
and interpretative approach, conducted through interviews. The data collection, gathered with
9th grade students, includes their productions, when taking part of two tasks, and audio

recording of the interviews.

The results show that students have some difficulty relating algebraic and verbal
language representations, not familiarly moving between these forms of representation.
Regarding the meanings constructed for algebraic objects, students interpret algebraic
symbols as quantities, measurements and unknown values. They tend to prioritize procedures
when constructing meaning for algebraic expressions and disregard their ideas based
essentially on the interpretation of situations. They present difficulties while creating and
interpreting algebraic expressions for, both generalizations and problem solving. In algebraic
manipulation the difficulties with the use of parentheses, double and squared representation of
a number and addition, multiplication and potentiation operations of algebraic terms are
highlighted.

Keywords: School algebra, Algebraic language, Meanings, Difficulties.
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Capitulo 1

Introducao

Neste primeiro capitulo comegco por apresentar os motivos que me levaram a
realizacdo desta investigacdo sobre uso e compreensao da linguagem algébrica por estudantes
do final do 3.° ciclo da educacdo basica. Seguidamente, apresento 0 objetivo e as questdes

orientadoras do estudo.

1.1. A importancia da Algebra

A Algebra constitui um dos grandes ramos da Matematica e tem um importante papel
na sociedade atual, uma vez que suas ideias fundamentam o trabalho matematico em muitas
areas como ciéncia, estatistica e economia. A notacdo simbdlica algébrica permite que ideias
matematicas complexas sejam expressas suscintamente e interpretadas eficazmente, pelo que
sdo usadas em diversos dominios (NCTM, 2000). As raizes historicas da Algebra estdo na
sistematizacdo de métodos gerais de resolucdo de problemas que ja eram usadas na
Antiguidade na Babildnia, China, Egito e india. O desenvolvimento do conceito de equagio e
de uma linguagem com abreviagdes figuram as origens dessa area da Matematica que, ao
longo dos seculos, passou por um avanco continuo incluindo progressos na resolugdo de
equacdes, demonstracGes de importantes teoremas e 0 surgimento dos ndmeros complexos
(Ponte, Branco & Matos, 2009). A profunda evolucdo da Algebra ocorrida a partir do século
XI1X teve um papel fundamental no desenvolvimento da ciéncia e da tecnologia e, atualmente,
as competéncias algebricas constituem aspecto essencial da formacéo de uma pessoa.

Em nossa sociedade a tecnologia tem um lugar incontestavel e o desenvolvimento da
ciéncia avanga continuamente. Nesse cenario, as competéncias matematicas ganham uma

grande importancia, em especial 0 uso e a compreensdo de sistemas simbolicos, como a



linguagem algébrica, dado que as maquinas executam comandos criados na mente humana,
por meio de sistemas simbdlicos (Kaput & Shaffer, 2002). Este é um dos motivos pelos quais
0 desempenho algébrico é atualmente visto como determinante para o sucesso escolar. Os
conhecimentos de Algebra sdo fundamentais, uma vez que a linguagem algébrica é essencial
tanto para permitir o prosseguimento de estudos quanto para possibilitar 0 acesso a um vasto
leque de opcdes profissionais. O estudante que ndo tem capacidade de entender e usar a
linguagem abstrata da Algebra fica seriamente limitado nas suas opgdes escolares e
profissionais (Ponte, Branco & Matos, 2009). Nesse sentido, a aprendizagem da Algebra
representa também um momento de selecdo na educacéo escolar, uma vez que apenas alunos
com bom desempenho nessa area tém a possibilidade de ingressar em cursos de ensino

superior relacionados com ciéncia e tecnologia.

1.2. Motivacdes, enquadramento e relevancia do estudo

A Algebra aprendida na escola é frequentemente vista como consistindo na aplicacio
de regras de manipulacdo simbolica, como ocorre, por exemplo, em resolucdo de equacbes e
simplificacdo de expressdes. Certamente 0s simbolos algébricos e o0s respetivos
procedimentos de trabalho sdo uma aquisicdo matematica histérica e cumulativa,
fundamentais no trabalho matematico. No entanto, a Algebra é mais do que a manipulagio de
simbolos e os alunos necessitam de compreender 0s conceitos algébricos, as estruturas e 0s
principios que regem a manipulacdo simbdlica (NCTM, 2000).

De acordo com o NCTM (2014), um ensino efetivo da Matematica foca no
desenvolvimento tanto de compreensdo conceptual quanto de fluéncia procedimental, onde
conceitos e procedimentos sejam desenvolvidos de modo integrado e equilibrado. Nessa
perspectiva, e particularmente no ensino e aprendizagem da Algebra, a fluéncia procedimental
deve estar baseada em compreensdo conceptual, raciocinio estratégico e resolucdo de
problemas. No entanto, o carater estritamente procedimental com que a Algebra é
tradicionalmente apresentada na escola concorre para que este seja um tema pouco
interessante para muitos alunos, contribuindo para o aumento do fracasso em Matematica.
Enquanto professora de Matematica em turmas de 6.° a 9.° ano, percebi que muitos alunos
comecam a perder o gosto por esta disciplina quando os estudos se tornam mais formais e a
linguagem agrega mais simbolos. Assim, um dos meus principais objetivos é que os alunos
aprendam Algebra com compreenséo, na medida em que adquirem destreza na manipulacéo

simbdlica, a fim de contribuir para seu sucesso escolar e interesse pela Matematica.



As dificuldades dos estudantes em Algebra tém sido amplamente referidas ao longo
dos anos (Cai & Knuth, 2011; Kieran, 2007; Ponte, Branco & Matos, 2009; Radford, 2004).
O simbolismo, bem como a manipulacdo algébrica, constitui um dos obstaculos para a
aprendizagem do tema. Desse modo, tanto a crescente preocupacdo com a inadequada
compreensdo e preparacdo dos alunos neste ramo da Matematica quanto seu carater seletivo
tém feito da Algebra um foco de pesquisas e politicas. A partir dos anos 80, discussdes acerca
de seu ensino e aprendizagem levaram ao surgimento de novas ideias acerca da Algebra
Escolar. Nos Estados Unidos, por exemplo, a crescente necessidade por uma maior literacia
matematica e cientifica, bem como o objetivo de garantir equidade em educacdo matematica,
levou um grupo de pais e professores a desenvolver, a partir da década de 90, uma politica
conhecida como “Projeto Algebra”. Esse projeto destacava a importancia da aprendizagem
das bases da Algebra nos niveis intermédios de escolaridade para que os alunos pudessem
optar por um ensino secundario com maior énfase em matematica e ciéncias, e impulsionou o
debate sobre o ensino e a aprendizagem da Algebra. Também o NCTM (2000) indicou que a
aprendizagem da Algebra deve comecar desde os primeiros anos de escolaridade e que
estudantes de niveis intermédios devem ter experiéncias que os preparem melhor para o
estudo formal da Algebra nos anos seguintes, destacando a ideia da “Algebra para todos”.

Em Portugal, discussdes acerca da aprendizagem da Algebra também tém conduzido a
mudangas significativas no ensino do tema. De acordo com o Programa de Matemaética
(2007), o grande objetivo do estudo da Algebra nos ensinos basico e secundario é o
desenvolvimento do pensamento algébrico dos alunos, e este deve ser trabalhado ao longo de
todos os anos de escolaridade (ME, 2007). Este programa reintroduziu a Algebra como tema
programatico no curriculo portugués dos 2.° e 3.° ciclos, que havia desaparecido como grande
tema desde o periodo da Matematica Moderna, e orientou uma iniciacdo ao pensamento
algébrico no 1.° ciclo (Ponte, Branco & Matos, 2009). Nessa perspectiva, as ideias algébricas
devem aparecer no 1.° ciclo no trabalho com sequéncias, ser aprofundadas no 2.° e 3.° ciclo,
institucionalizadas por meio do uso da linguagem algebrica (ME, 2007).

O Programa de Matematica (2007) enfatiza o desenvolvimento de compreensdo de
conceitos, relagbes, métodos e procedimentos matematicos; capacidade de analisar
informacdo e de resolver e formular problemas; capacidade de abstracdo e generalizacéo; e
capacidade de comunicar em matematica, descrevendo, explicando e justificando as suas
ideias. Todas essas finalidades aplicam-se ao ensino da Algebra, e 0 programa destaca a
promoc¢do do pensamento algébrico nos alunos, bem como da sua capacidade de representar
simbolicamente situagdes matematicas e ndo matematicas e de resolver problemas em
contextos diversos (ME, 2007).



As orientacdes presentes no referido documento representam um avanco na Didatica
da Algebra em Portugal e s30 consoantes aos principios e normas para a Matematica escolar,
NCTM (2000), para os quais o ensino da Algebra deve habilitar todos os alunos para: 1)
compreender padr@es, relacdes e funcbes; 2) representar e analisar situacdes e estruturas
matematicas usando simbolos algébricos; 3) usar modelos matematicos para representar e
compreender relagOes quantitativas; e 4) analisar a variagdo em diversos contextos. Segundo o
NCTM (2000), é expectavel que a consolidacdo das bases da Algebra ocorra no final do 8.°
ano, onde o aluno deverd analisar e generalizar padrdes usando diversas formas de
representacdo e usar Algebra simbdlica tanto para representar situacdes quanto para resolver
problemas, com compreensdo conceptual de diferentes utilizacbes das varidveis e de formas
equivalentes de expressdes algébricas.

Nessa perspectiva, para promover o desenvolvimento do pensamento e da linguagem
algébrica no 3.° ciclo, é fundamental conhecer mais acerca das aprendizagens dos alunos.
Nomeadamente, € importante saber se é claro para os alunos o que representam os simbolos,
se eles sabem como passar de uma situacdo problematica a linguagem algébrica, se sabem
manipular as operacdes algébricas e se reconhecem as potencialidades do uso da linguagem
algébrica. De acordo com Weinberg, Dresen e Slater (2016), apesar de haver um amplo corpo
de investigagfes que descrevem 0 modo como estudantes pensam em conceitos e
representacdes, tais investigacbes mostram-se incompletas ao desenhar o0 modo como 0s
estudantes compreendem e usam simbolos algébricos. Nesse contexto, surge como pertinente
a realizacdo de uma investigacdo centrada no uso e na compreensdo da linguagem algébrica
por alunos do 3.° ciclo, com o intuito de contribuir para a aprendizagem significativa da
Algebra, no que se refere tanto aos seus conceitos proprios, quanto a fluéncia procedimental
algébrica.

Considerando a relevancia da Algebra e da Algebra escolar, pelos aspectos
apresentados, minha opcéao por esse tema liga-se ainda com todo 0 meu percurso escolar, onde
houve um maior interesse por esta area da Matematica, e com minha pratica profissional, que
tem incidido principalmente no 3.° ciclo. A investigacdo foca-se, portanto, nas aprendizagens
e dificuldades dos alunos no 9.° ano de escolaridade, uma vez que neste periodo os estudantes
ja devem ter consolidadas as bases da Algebra, e centra-se no uso e na compreensio da
linguagem algébrica. Com este estudo pretendo ainda contribuir para a aprendizagem
significativa da Algebra e para um aprofundamento dos conhecimentos, tanto no ambito da
pratica quanto no ambito da investigacdo em Educacdo Matematica, sobre 0 modo como o0s

alunos pensam em conceitos algébricos e usam a linguagem algebrica simbolica.



1.3. Objetivos e questdes do estudo

O objetivo desse estudo é analisar significados construidos por estudantes e suas
dificuldades no uso e compreensao da linguagem algebrica no final do 3.° ciclo da educagéo
béasica. Deste objetivo de estudo resultam as seguintes questdes de investigacao:

)} De que modo os estudantes relacionam representacdes algébricas com
representacdes em linguagem verbal?

i) Que significados os estudantes constroem para objetos e procedimentos
algébricos?

iii)  Quais sdo as dificuldades dos estudantes no uso e compreensdo da linguagem

algébrica?



Capitulo 2

Representacoes

Tendo em conta o objetivo desta investigacdo, que estd centrado no uso e na
compreensdo da linguagem algébrica, faz-se necessaria uma discussdo acerca das
representacdes e de seu papel na aprendizagem matematica. Deste modo, neste capitulo sdo
abordados os seguintes temas: conceito, representacfes internas e externas, os tipos de
representacdes, transformacdes de representacdes e multiplas representacées.

2.1. Introducdo e conceito

Na aprendizagem matematica, 0 uso de representacbes comeca no inicio da
escolarizacdo uma vez que 0 acesso ao objeto nimero ndo é direto, mas passa por
representacdes variadas. Segundo Duval (2011), “a matemadtica comeca quando ndo nos
limitamos mais ao que é dado concretamente ou fisicamente, mas quando mergulhamos esse
dado no conjunto de tudo o que podemos conceber como possivel” (p. 46). Nessa perspectiva,
0 uso de representacOes possibilita ultrapassar a limitagdo da capacidade humana de acesso
aos objetos matematicos e é fundamental para o desenvolvimento do pensamento matematico.

Duval (2011) argumenta que a aprendizagem da matematica apresenta problemas de
compreensdo gque nao sdo encontrados nos outros dominios de conhecimento devido a prépria
natureza do conhecimento matematico bem como ao modo como temos acesso a eles. O
acesso aos objetos matematicos ndo decorre de uma percepcdo imediata possivel, o que
implica a producdo de conceitos, cuja existéncia seria puramente mental ou intencional, e de
representagdes produzidas em um sistema de signos. Dessa forma, as representagdes assumem
um papel fundamental na aprendizagem dos conceitos matematicos: “a matematica € o

dominio do conhecimento no qual existe quase sempre, se ndo sempre, prioridade das



representacgdes sobre os objetos do conhecimento” (p. 34). Na sua perspectiva, constituem um
aspecto fundamental para entender as principais dificuldades de compreenséo na
aprendizagem matematica. A capacidade de distinguir entre 0s objetos matematicos e suas
representacdes € indicada por Duval (2011) como uma das principais dificuldades na
aprendizagem matematica.

Goldin (2002) conceitua representagdo como uma “configuracdo que pode representar
outra coisa de alguma forma, como uma palavra que pode representar um objeto da vida real,
um numeral que pode representar a cardinalidade de um conjunto, ou que pode representar
uma posicao em uma reta numérica” (p. 208). Uma representacao pode, por exemplo, agir em
lugar de, ser interpretada como, ligar a, corresponder a, denotar, codificar, evocar, significar,
produzir, referir a, substituir, sugerir ou simbolizar o objeto representado. Esta configuracéo
de representacdo pode fazer uma dessas coisas ou mais no pensamento das pessoas,
individualmente. No contexto da educacdo matematica, Triphati (2008), ao abordar o
desenvolvimento da compreensdo matematica através das representagdes, considera que “uma
representacdo matematica pode ser descrita como um construto mental ou fisico que descreve
aspectos da estrutura inerente a um conceito e as relaces entre este conceito e outras ideias”
(p. 438). Assim, representacdes sdo formas de uma ideia, que podem incluir componentes
verbais, pictoricos, numéricos, graficos, simbolicos, contextuais e concretos, por meio das
quais podemos interpretar, comunicar e discutir essa ideia com outras pessoas.

Goldin (2002), ao usar o termo representacdes para referir-se as configuragdes que
estdo em lugar de outros objetos, destaca que estas configuracdes e suas relagdes com o objeto
representado se estabelecem apenas apds um periodo de tempo, inicialmente sendo apenas
invencOes individuais e eventualmente se tornando convengdes partilhadas. Este autor expde
gue a matematica é composta por estas representacGes convencionadas que se tornaram
normativas a fim de permitir uma interacdo coerente entre duas pessoas relativamente ao
mesmo objeto matematico e indica que “€ importante haver um modo de se mover nas
representacdes externas para descrever o que estudantes, professores e matematicos estdo
fazendo internamente” (p. 208).

Ao analisar o desenvolvimento das competéncias representacionais humanas a partir
de uma perspectiva historica, Kaput e Shaffer (2002) destacaram o surgimento dos simbolos
escritos. Segundo eles, a necessidade de representar quantidades colocou a matematica em um
lugar central nesse processo, pois as demandas do comércio e da astronomia foram
determinantes para a criacdo de um sistema simbolico externo. Assim, 0s autores acreditam
que os simbolos numéricos constituem os primeiros simbolos puramente visuais, que “a

invencdo da escrita e a invencdo de uma maneira de representar quantidades parecem
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coincidir” (Kaput & Shaffer, 2002, p. 283), e que tais simbolos foram aperfeicoados a fim de
se tornarem mais eficientes e de evitar a ambiguidade. As representa¢es que inicialmente
expressavam cada item, deram espaco a representagdes mais sofisticadas que indicavam um
conjunto de itens, a fim de evitar a repeticdo que dificultava a contagem de grandes
guantidades. Nesse sentido, as representacdes nos possibilitam exprimir 0s objetos
matematicos bem como comunica-los, constituindo parte fundamental do desenvolvimento da
matematica como ciéncia e, consequentemente, do processo de aprendizagem desse dominio
de conhecimento, como refere Duval (2011): “a matematica ¢ o inico dominio em que o
processo de conhecimento esta estreitamente ligado a invencao de novos sistemas semioticos.
Seu desenvolvimento deu acesso a novos objetos matematicos” (p. 84).

Segundo Duval (2011), o uso dos sistemas de signos deu origem a semidtica, ciéncia
que estuda os signos, no fim do século XIX, na qual se destacaram os autores Pierce, Frege e
Saussure. Duval (2011) propde-se a distinguir signos de representaces semioticas a partir da
ideia de que as representacdes semidticas tém uma organizacdo interna que varia de um tipo
de representacdo para outra e 0s signos s6 ganham sentido dentro dessa organizacao interna.
Por exemplo, as representacfes semidticas sao as frases em linguagem natural e as equacoes,
e ndo as palavras, os algarismos e as letras. Assim, 0s signos sdo as unidades elementares as
quais damos sentido dentro de um sistema de representacdes. Este autor refere-se ainda aos
registos de representacdo como um sistema semidtico cognitivamente criador, um sistema
semidtico particular que nao funciona como um sistema formal, mas como um suporte para o
pensamento humano. Este autor expde que os registos de representacdo diferem dos cddigos,
uma vez que sua funcdo principal ndo é a comunicagdo e sim o0 processo do pensamento em
atos e o desenvolvimento do conhecimento. Dessa forma, os registos de representagdo servem
fundamentalmente para auxiliar o pensamento humano, mas cumprem ainda a funcdo de
comunicacao.

A dlgebra e a andlise, particularmente, se desenvolveram com a constituicdo de
registros de representacdo especificos, as escritas simbolicas e as representacdes graficas, e
estes registros foram determinantes para um processo de queda do papel da linguagem natural
no desenvolvimento do pensamento cientifico e matematico. Nesse aspecto, Duval (2011)
argumenta que a linguagem natural tem sido vista na aprendizagem matematica
prioritariamente como um codigo, na medida em que tem a comunicagdo como sua principal
funcdo enquanto seu carater de registo é fundamental no processo de compreensdo de
conceitos, “a lingua constitui 0 primeiro registo de representacdo semiotica para o

funcionamento do pensamento” (Duval, 2011, p. 83). Duval (2011) indica, entretanto, que a



distancia cognitiva entre a lingua natural e os outros registros, principalmente os simbdlicos e

gréaficos, é uma das origens da incompreenséo.

2.2. Representacges externas e internas

As representacdes matematicas sdo tradicionalmente apresentadas na literatura como
internas ou externas. As representac@es internas sdo, por exemplo, 0s processos e estratégias
de resolucdo de problemas ou a capacidade de processar a linguagem natural enquanto as
representacdes externas tratam-se de organizacfes simbolicas externas como palavras, figuras,
equacOes e graficos. O primeiro tipo de representacdes ndo pode ser acessado diretamente
uma vez que, sob circunstancias normais, nao é possivel observar as representacdes internas
de ninguém. Segundo Goldin (2002) “até mesmo a extensdo da introspec¢do que permitiria
descrever nossas proprias representacdes internas é questionavel” (p. 210). E possivel fazer
inferéncias a partir dos comportamentos observaveis das pessoas e de suas interacdes com 0
sistema de representacdes externas, entretanto, ndo é possivel acessar diretamente seu sistema
de representacdes internas.

Segundo Goldin (2002) as representacfes internas podem pertencer a cinco tipos de
sistemas: (a) sistemas verbais/sintaticos; (b) sistemas imagéticos; (c) sistemas de notacao
formal; (d) sistemas de planejamento, monitoracdo e controle de execucdo e (e) sistemas
afetivos. Estes sistemas internos se relacionam bidireccionalmente com os sistemas externos
de representacdo usados pelo individuo. Isso significa que, no processo em que os estudantes
aprendem a interpretar e usar representacdes matematicas externas para resolver problemas,
representacdes externas traduzem representacdes internas e representacdes internas traduzem
representacoes externas, “as notagdes simbolicas formais da matematica, a reta numérica,
planos complexos, graficos e diagramas de Venn também sdo representados e processados
internamente” (Goldin 2002, p. 211).

Este autor introduz a ideia de representacGes externas indicando que os padrdes
existentes na natureza constituem o objeto de estudo fundamental da matematica e que, a fim
de entendé-los, podemos mobilizar representacdes internas e exprimi-los por meio de
representacdes externas. Nesse sentido, a matemética pode ser vista como uma linguagem
onde as estruturas representacionais internas estéo ligadas entre si por meio de uma relagéo de
significados. Cada um dos cinco tipos de sistemas internos de representacdo permite ao
individuo produzir um vasto e complexo conjunto de representacfes externas que podem ser

interpretadas por outras pessoas. Seriam elas: (a) linguagem escrita e falada; (b) desenhos,



representacdes pictoricas e musicais; (c) formulas matematicas e equacdes; (d) expressoes de

objetivos e planejamento; e (e) expressoes faciais e linguagem corporal.

2.3. Tipos de representacdes

As representacOes tém diversas classificacbes. De acordo com Bruner (1999), para
quem as representaces sdo uma maneira de traduzir as experiéncias num modelo de mundo,
existem trés categorias de representacdes que intervém no processo de desenvolvimento
humano: a) ativas, que se referem a acGes com objetos ou movimentos; b) iconicas, que
tratam das imagens visuais; e c) simbolicas, com respeito as palavras e a linguagem
simbdlica. Este autor destaca que as representagcdes simbolicas tém uma propriedade que
permite compactacdo, por exemplo, F = M. A, que significam um grande salto no crescimento
intelectual e na compreenséo do mundo.

Para Lesh, Post e Behr (1987) as representacdes sdo manifestacdes externas das
conceituacBes internas dos estudantes, e podem ser classificadas da seguinte maneira: a)
contextuais, que consistem em situa¢fes do mundo real que servem como contextos gerais
para interpretacdo e resolucdo de outras situacdes problematicas; b) concretas, que se tratam
de materiais manipulaveis como barras de fracbes ou blocos Multibase; c) pictoricas ou
diagramas, que podem ser internalizadas como imagens estaticas; d) linguagem oral; e €)
simbolismo, notacBes que, assim como na linguagem oral, podem expressar sentencas
completas. Estes autores enfatizam que, além do conhecimento destas representacdes ser
importante, a realizacdo de transformagdes entre elas é também essencial, estabelecendo
relacBes de um sistema de representacdes para outro preservando significado e caracteristicas

estruturais do objeto matematico em questao.

2.4. Transformacéo de representacoes

De acordo com Duval (2011), a atividade matematica consiste fundamentalmente na
transformacdo das representacbes semioticas e pode mobilizar representacGes semidticas
muito diferentes para representar os mesmos objetos. Para ele, “a transformacdo de
representacdes semioticas € o processo que encontramos em todas as formas de atividade
matematica. Quer quando se trata de explorar situacGes, resolver problemas ou demonstrar
conjecturas, ela constitui a dindmica de progressao” (p. 66). Assim, as representagOes
semidticas, além de cumprirem um papel central relativamente ao conhecimento dos objetos

matematicos, também caracterizam a propria atividade matematica por meio de suas
10



transformacfes, que se tratam precisamente da potencialidade de cada representacdo
matematica ser facilmente transformada em outra representacdo semidtica. Nesse sentido, o
autor considera que essas transformagdes podem ser de dois tipos: tratamentos
(transformacdes dentro do mesmo tipo de representacdo) e conversdes (transformacdes que
envolvem diferentes tipos de representacdes). A transformacdo de nimeros decimais para sua
representagdo decimal seria um tratamento uma vez que se situa na mesma representacao
simbdlica, enquanto representar um numero fracionario por meio de uma imagem seria uma
conversao, pois passa de uma representacdo simbolica para uma representacao iconica.

Segundo Duval (2011), a importancia das transformacOes de representacdo esta
relacionada a necessidade de ndo confundir o objeto matematico com sua representacdo, o que
significa que é preciso dispor de uma segunda representacdo cujo contetdo seja diferente da
primeira. Autores como Duval e Triphati defendem que o uso de diversas representacdes
funciona como olhar para os objetos matematicos através de diferentes lentes e assim, chegar
a um entendimento mais profundo do conceito matematico envolvido. Nesse sentido, Duval
(2011) usa a expresséo colocar em correspondéncia as unidades de sentido préprias de cada
representacdo para referir-se a acdo de comparar elementos dos conteudos respectivos de duas
representacoes.

Lesh, Post e Berh (1987) relatam ainda que os resultados de suas pesquisas apontam
para uma deficiéncia na compreensdo de modelos e linguagens necessarias para representar e
manipular ideias matematicas. Segundo estes autores, a capacidade de transformacfes de
representacdes é essencial na atividade matemética e tem figurado entre as principais
dificuldades dos estudantes: “essas habilidades de transformagdo sdo fatores significativos
que influenciam tanto a aprendizagem matematica quanto o desempenho da resolucdo de
problemas, e o fortalecimento ou correcdo dessas habilidades facilita a aquisicdo e o uso de

ideias matematicas elementares” (p. 34).

2.5. Representac6es multiplas

A partir da ideia inicial de que os objetos matematicos ndo sdo acessiveis fora das
representacdes semioticas, Duval (2011) indica que é necessario perspectiva-los por meio de
mais de um tipo de representacéo e colocar em correspondéncia suas unidades de sentido. Em
outras palavras, a Unica maneira de acesso possivel aos objetos empiricamente ndo acessiveis
é colocar em correspondéncia representacdes semidticas diferentes. Nesse sentido, 0 autor
destaca que “a discrimina¢do das unidades de sentido pertinentes nas diferentes
representacfes ndo € a consequéncia da aquisi¢do dos conceitos, mas a condi¢do preliminar
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dessa aquisicao” (p. 49), uma vez que cada tipo de representacdo evidencia diferentes
aspectos do objeto.

Semelhantemente, Triphati (2008) considera que cada representacdo matematica
evidencia apenas um aspecto do objeto matematico em causa e que, portanto, 0s conceitos
matematicos sdo compreendidos apenas quando o individuo vé o objeto a partir de
perspectivas variadas, ou seja, a partir de diversos tipos de representagdes. Como refere a
autora “uma representacdo matematica sempre destaca apenas um aspecto de um conceito
matematico. Restringir 0 mesmo a uma representacdo matematica qualquer é abordar o
conceito de olhos vendados” (p. 438). Como vimos acima, Duval (2011) destaca a
importancia, em matematica, de colocar em correspondéncia as unidades de sentido de
diversas representaces e afirma que colocar em correspondéncia € a Unica operacdo cognitiva
que permite retirar as propriedades ou ter acesso a novos objetos de conhecimento baseando-
se nestas unidades de sentido que constituem o conteldo das representacBes semioticas.
Assim, o objeto representado é acedido ou conhecido através das diferentes representacgdes,
precisamente pelos elementos evidenciados em cada representacdo. O autor enfatiza que “nao
podemos nos concentrar em um Unico registro e privilegia-lo como mais representativo que 0s
outros, pois a compreensdo se situa no nivel da coordenacdo de pelo menos dois registros”
(Duval, 2011, p. 149) e que a linguagem natural, por exemplo, ndo deve ser marginalizada em
detrimento dos outros registros.

A importancia das representacdes tem sido reiterada constantemente nas publicacfes
do NCTM. O NCTM (2000), ao exemplificar a importancia do uso de diversas representacdes
na aprendizagem da algebra, expde que a compreensdo conceitual desenvolve-se
gradualmente quando os alunos criam e usam expressdes simbolicas e as relacionam com
gréficos, tabelas e representacdes em linguagem natural. De acordo com o NCTM (2014), as
representacdes constituem parte importante das estruturas mentais articuladas em atividade
matematica e é preciso dar-lhe grande atencdo em sala de aula, uma vez que relacionar
diversos tipos de representacdo, nomeadamente visuais, fisicas, simbolicas, verbais e
contextuais, possibilita ao aluno uma compreensdo mais profunda do conceito matematico em
foco. O uso e estabelecimento de conexfes entre as representagdes matematicas ndo sé
sustentam a compreensdo de conceitos e procedimentos, mas também contribuem para um
ensino eficaz da matematica, onde os alunos apreciam a matemética como uma disciplina
unificada e coerente.

Assim, relativamente ao uso das diversas representacbes matematicas, 0 NCTM
(2014) aponta que as representaces devem ser tratadas explicitamente no contexto da sala de

aula e que deve haver uma intencionalidade do professor na preparacdo de tarefas que
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incentivem ao uso de representacdes variadas, na conducdo de momentos de discussao, nas
comparacles entre as representacdes e nos dialogos que expressam as representagdes como
ferramentas para a compreensdo de ideias matematicas. E importante perceber que 0s autores
destacam 0 uso de diversas representacdes como uma capacidade a ser desenvolvida pelos
alunos e que o trabalho feito em sala de aula deve visar ao desenvolvimento desta
competéncia. Trata-se da capacidade do aluno “mover-se” com flexibilidade entre os diversos
tipos de representagdo durante a atividade matematica, o que evidenciaria ndo apenas a
compreensdo dos conceitos em causa como também o discernimento de que tipo de
representacdo é mais adequado em cada situacao.

A ideia de usar mdaltiplas representacGes objetivando a compreensdo conceitual
destaca a necessidade de que os alunos depreendam os significados implicitos em cada
representacdo. Goldin (2002) refere-se a uma nocdo sintatica ou estrutural de significado que
complementa e contrasta com uma noc¢ao semantica onde os significados das representacdes e
configuracOes sdo inerentes a elementos externos ao sistema de representacao (p. 209). Nesse
sentido, este autor exemplifica com o caso da do valor desconhecido introduzido na Algebra a
necessidade de articular abstracdo e processos de contextualizacdo na aprendizagem deste
conceito. Ainda segundo Kieran (2007) uso de mudltiplas representacdes é uma fonte de
significado especificamente no campo da Algebra. Oportunizar o estudante a observar o
mesmo objeto algébrico a partir de duas representaces, como pelo gréfico e pela expressdo
algébrica, o ajuda na construcio de significado em Algebra. Nesse sentido, um estudo
empirico realizado por Guerreiro (2009) indica que existem muitas dificuldades na articulacédo
entre as varias representacbes das fungOes, principalmente quando estd envolvida a
representacdo algébrica. Os alunos revelam dificuldades ao nivel da escrita e interpretagdo de
expressdes, e ndo conseguem associar diretamente as expressdes algébricas das fungbes aos
seus graficos, recorrendo as representacdes numéricas como passo intermédio. Os resultados
apresentados pela autora mostram que a passagem entre as representacdes algébricas e as
representacdes graficas e verbais tem associadas muita dificuldade.

Especificamente no que se refere a linguagem algébrica, Radford tem realizado
diversos estudos e destaca a importancia da linguagem natural no processo de aquisi¢do da
linguagem algébrica. Assim, Radford (2000) relata resultados de um programa de pesquisa
cujo objetivo era entender as dificuldades que alunos geralmente encontram no dominio da
linguagem algébrica e indica que articular linguagem natural, representacfes pictoricas e
linguagem simbolica é imprescindivel para que os alunos sejam bem sucedidos neste
processo. Assim, como em toda a matematica, na aprendizagem da Algebra o uso de maltiplas

representacdes fez-se necessario para que os alunos tenham compreensdo dos conceitos
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algébricos e desenvolvam a capacidade de transitar entre os diferentes tipos de representacdes

matematica.
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Capitulo 3

Algebra e Simbolizag&o

Uma discussio relativamente a aspectos da simbolizagio e do seu papel na Algebra é
essencial ao tema da linguagem algébrica e sua compreensdo pelos estudantes, onde este
estudo esta inserido. Desse modo, neste capitulo serdo abordados 0s seguintes tdpicos:

processo de simbolizacdo, aquisicao da linguagem algébrica e sentido de simbolo.
3.1. Introducéo

Como vimos, a Matematica desempenhou um papel critico no desenvolvimento das
competéncias representacionais humanas, especialmente da escrita. A simbolizagdo,
especialmente no caso da Algebra, permite-nos fazer generalizacdes e utiliza-las para obter
novas generalizacdes, de forma que novas possibilidades matematicas se tornaram possiveis.
De acordo com Kaput e Shaffer (2002), a partir da emergéncia das ideias de universal e
abstrato, a Algebra comegou a ser desenvolvida e a ser usada para criar um conjunto de
poderosos modelos para 0 mundo material. Isto possibilitou grande avanco cientifico e
tecnoldgico e fomentou a aprendizagem da Algebra. Estes autores argumentam que as
transformaces que ocorrem atualmente devido a computacéo e ao avancgo tecnoldgico, onde a
compreensdo algébrica ganha cada vez mais um importante papel, tornam necessario
reexaminar as ideias de abstracdo matematica e criar espago em nossa no¢do de compreensao
para uma ‘abstragdo concreta’ que constroi significado matematico como uma teia de
associag0es significativas.

Historicamente as origens da Algebra situam-se na formalizacdo e sistematizacio de
técnicas de resolucio de problemas. Assim, a Algebra comegou a ser entendida como o estudo

da resolucdo de equacOes e o uso de simbolos literais para a resolucdo de equacGes (Ponte,
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Branco & Matos, 2009). Para Kaput (2008), assim como a Matematica, que pode ser
perspectivada como corpo de conhecimento recebido culturalmente ou como atividade
humana que envolve representacdes e suas transformagdes, o termo Algebra pode referir a um
corpo de conhecimento e ainda a uma atividade humana, o pensamento algébrico. Na sua
perspectiva, a generalizacdo e a simboliza¢do sio fundamentais ao pensar em Algebra: “o
coragdo do raciocinio algébrico é composto por um complexo processo de simbolizacdo que
serve ao propdsito da generalizacdo e do raciocinio com generalizagao” (p. 9).

Kaput (2008) descreve dois aspectos centrais da Algebra: (A) Algebra como
generalizacdo de regularidades por meio da simbolizacio sistematica e (B) Algebra como
raciocinio e acdo guiados sintaticamente em generalizacGes expressas em um sistema
simbdlico convencional. Para este autor, estes dois aspectos estdo presentes de alguma
maneira nas trés vertentes da Algebra: 1) Algebra como estudo de estruturas e sistemas
abstratos de calculos e relacdes, incluindo a Algebra como Aritmética generalizada e
raciocinio quantitativo; 2) Algebra como estudo de funcdes, relacdes e variacdo; e 3) Algebra
como linguagem de modelacdo dentro e fora da Matematica. A primeira vertente engloba a
construgdo dos aspetos sintaticos da Algebra a partir da estrutura da Aritmética, generalizacio
de relacdes e propriedades, e o desenvolvimento da ideia de que uma expressdo pode ser
substituida por uma outra equivalente. A segunda vertente envolve generaliza¢Ges a partir da
ideia de funcdo, onde as expressdes de generalizacdo descrevem uma variagdo sistematica em
um dominio determinado. A terceira vertente refere-se a atividade algébrica como modelacao
e segundo Kaput (2008), pode envolver modelacdo de problemas, generalizacdo para
expressar fungdes e situacdes de resposta Unica ou problemas de palavras puramente
aritméticos.

Relativamente a aprendizagem algébrica, existem diversas opiniées de matematicos e
educadores matematicos acerca de qual dos dois aspectos referidos por Kaput (2008), é mais
importante ao definir a Algebra. Para alguns, a manipulagio simbélica por meio de regras é o
cerne do raciocinio algébrico independentemente de estar ligada a generalizacbes e
modelacdo. Enquanto outros argumentam que apenas apos repetitiva experiéncia de expressdo
de generalizagBes se deve introduzir a notacdo algébrica convencional. Carraher, Schliemann
e Schwartz (2008) indicam que h& muito interesse em como o0s alunos constroem
compreensédo da sintaxe da Algebra e que, porém, deveriamos dar também atencio as acoes
sobre simbolos por uma perspectiva mais linguistica, observando as interagbes entre como 0s
simbolos sdo analisados visualmente e como sdo construidos matematicamente. Da mesma
forma, Kaput e Shaffer (2002) defendem que, ainda que a emergéncia da Algebra tenha

possibilitado um distanciamento dos referenciais fisicos dos simbolos matematicos, o que
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facilitou a utilizacdo e tratamento de ideias matematicas, e a criacdo de um sistema simbélico
poderoso, a ciéncia e a tecnologia utilizam-se dele precisamente para generalizacdo de
regularidades e modelacéo de situacdes reais a partir de seus significados.

3.2. Processo de simbolizagdo

De acordo com Kaput, Blanton e Moreno (2008), generalizacdo e simbolizacdo estéo
fortemente ligadas pelo fato de que a Unica maneira de uma pessoa fazer uma afirmagéo que
se aplique a multiplos casos, sem fazer afirmacdes repetitivas sobre cada caso, é referi-los
através de uma expressdo que abranja todos eles de maneira Unica. Isso requer algum tipo de
forma simbolica por meio da qual se unifique a multiplicidade, e a generalizacao seria o ato
de criacdo destes objetos simbolicos. Estes autores destacam que os proprios simbolos apoiam
0 processo de raciocinio uma vez que carregam as estruturas da generalizacdo de forma mais
cristalizada, concreta e compacta, e assim possibilitam a comparacdo de generalizagdes, a
analise de sua aplicabilidade e a acdo direta nos proprios simbolos para manipular
sistematicamente suas configuragdes, representando-as de diferentes formas. Os autores
referem ainda que as regras de substituicdo que constituem a sintaxe da acdo sobre 0s
simbolos capturam e fixam acGes mentais de operacdo sobre simbolos fisicos cujos resultados
sdo objetos equivalentes, que representam tanto uma fonte de forca matematica quanto uma
fonte de dificuldades para estudantes e professores.

Relativamente ao processo de simbolizacdo, Kaput, Blanton e Moreno (2008)
argumentam que este tem inicio a partir de uma situacdo problematica, matematica ou néo,
quando os alunos comecam a produzir representaces informais orais, escritas ou pictoricas
para descrevé-la. A analise e a comunicagdo destas representacfes ddo origem a uma nova
conceituacdo da situacdo inicial, que é também descrita por meio de novas representacdes
externas e assim, este processo continua em direcdo aos simbolos convencionais. Trata-se,
portanto, de um processo reflexivo e recursivo no qual o aluno constroi um conjunto de
conceituacOes e que converge para os simbolos convencionais durante a socializacdo destas
conceituacOes. Tal processo de simbolizagédo prescinde de uma distingdo entre o simbolo e seu
referente, que resulta de uma cadeia de significagdo guiada pela comunicacdo de ideias e
reformulacdo da situacdo inicial. Em cada estigio, a externalizacdo e a reformulacdo
acontecem simultaneamente até que o estudante compreende que o simbolo é uma entidade
fisica separada do objeto que ele representa.

Quando as situagdes que ddo origem ao processo de simbolizagcdo séo de natureza

matematica, a simbolizacdo ocorre em funcdo da generalizacdo e converge para o sistema
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simbolico convencional, em particular para a notacdo algébrica. Kaput, Blanton e Moreno
(2008) destacam a diferenca entre as a¢Oes realizadas em um sistema simbdlico convencional,
quando este é o resultado de uma simbolizacéo ativa pelo aluno, que permite sua coordenacao
com os referenciais iniciais, e as acoes realizadas em um sistema simbdlico convencional que
ndo é resultado de uma simbolizacédo ativa e onde os alunos ndo tém acesso direto a0 campo
referencial. Neste Gltimo caso, as a¢des de manipulacdo simbolica sdo guiadas apenas pelas
regras do sistema simbdlico, sem nenhuma ligagdo com a aprendizagem no campo referencial.
A falta de ligacbes conceituais torna muito fragil este sistema simbélico adotado pelo aluno.
Para estes autores, apesar de haver muito o que aprender sobre o processo de simbolizacao, é
certo que este ndo pode ser separado da conceituagdo: “Ideias se expandem através de nossas
tentativas de expressa-las para nGs mesmos e para outros, € nossas tentativas de expressa-las
dao origem a simbolizacdes que ajudam a construir e preencher estas ideias de forma que
conceituacao e simbolizacdo se tornam inseparaveis” (Kaput, Blanton & Moreno, 2008, p. 21)

O uso estritamente procedimental do sistema simbolico algébrico ndo fornece uma
base para uma simbolizacdo critica, mas a instrucdo apropriadamente processada, por meio
das experiéncias de generalizacdo e simbolizacdo, de fato apoia a simbolizacdo com
significado para o aluno. Kaput, Blanton e Moreno (2008) afirmam que “as acdes em sistemas
simbdlicos ndo sdo frutiferas até que sejam resultados de generalizagdes de situacGes
expressas de modo compacto e cristalizado pela simbolizagdo” (p. 44). Estes autores destacam
que o processo de simbolizacdo resulta tanto na separacdo do simbolo de seu referente, quanto
na forte conexao entre eles.

Desta maneira, a linguagem simbdlica pode ser usada para ver ou trabalhar com o
simbolo sem pensar em seu referente ou ainda para conecta-los e compreender o significado
expresso pelo simbolo. Trata-se da capacidade de discernir o que € mais conveniente, adiar a
busca pelo significado implicito na expressdo simbdlica, em funcdo de uma rapida aplicacao
de um procedimento ou, parar e proceder a interpretacdo desses simbolos com o objetivo de
compreender e construir novos significados. Portanto, a capacidade de escolher uma acéo ou
outra constitui uma competéncia essencial em Algebra e deve ser desenvolvida ao longo da

aprendizagem algébrica.

3.3. Aquisicao da linguagem algébrica

O desenvolvimento das competéncias algébricas pressupfe diversas experiéncias com
o0s simbolos algébricos que permitam aos alunos ver seus diferentes significados e aplicacdes.
Como referem Sfard e Linchevski (1994), os simbolos algébricos ndo falam por si proprios,
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de modo que o0 que uma pessoa Vé ao olhar para uma expressdo algébrica simbdlica depende
do problema ao qual esta expressdo é aplicada, e ao que o observador esta apto para perceber.
Radford (2000a) afirma que “a compreensdo da estrutura sintatica da linguagem algébrica e
dos significados dos simbolos é um longo processo na trajetoria ontogenética dos alunos” (p.
240). Dessa forma, a aquisicdo da linguagem algébrica tem lugar por meio do processo em
que os alunos entendem, produzem e usam simbolos.

Sfard e Linchevski (1994) defendem que h& duas formas de pensamento matematico
distintos na origem da maioria dos conceitos matematicos: uma concepcao operacional, de
acordo com a qual as no¢gdes matematicas sdo compreendidas por meio de certos processos, e
a concepcao estrutural, onde as no¢des matematicas referem-se a entidades como objetos
reais, estruturas que podem ser manipuladas e combinadas. Para estes autores, essas duas
concepcBes ndo sdo mutuamente exclusivas, mas complementares, sendo ambas
indispensaveis para uma compreensdo profunda da Matematica. No desenvolvimento
conceitual dos estudantes, porém, a concepg¢do operacional é a primeira a emergir e, por meio
da reificacdo dos processos, permite o avango para a concepgdo estrutural: “parece razoavel
gue podemos tirar proveito da propensdo natural dos estudantes para uma abordagem
operacional comecando por processos em vez de objetos algébricos prontos” (p. 224). A
reificacdo é designada por estes autores como a etapa do desenvolvimento onde ocorre a
aquisicdo da capacidade de ver os simbolos como objetos permanentes de direito proprio e é
precedida pela interiorizacdo, onde 0s processos sdo realizados em objetos matematicos
familiares, e pela condensacdo, onde os processos sao transformados em unidades compactas,
os simbolos (Sfard & Linchevski, 1994).

Relativamente ao processo de aquisicdo da linguagem algébrica, Sfard e Linchevski
(1994) afirmam que “tanto historicamente quanto no processo de aprendizagem, o raciocinio
algébrico aparece antes de qualquer notagdo ser introduzida” (p. 92) enfatizando o papel da
linguagem verbal nesta construcdo do raciocinio algébrico. Também Radford (2002), ao
realizar um estudo empirico com alunos do 8.° ano de escolaridade em que é proposta a
realizacdo de uma tarefa de generalizacdo, apresentou um caso em que a expressdo algébrica
escrita pelos alunos ndo era compativel com o padrdo por eles expresso corretamente em
linguagem verbal e destacou que as expressdes algébricas escritas pelos alunos evidenciam o
caminho de suas agdes, ou seja, sua experiéncia: “a formula expressa a incorporagdao da
experiéncia matematica dos alunos” (p.19). Radford (2002) argumenta que a sintaxe das
operacOes € sempre ditada pela ordem das acOes e que, nas estratégias dos alunos, as acGes
precedem a simbolizacdo de forma que estes compreendem a situagdo, desenvolvem o

raciocinio algébrico proposto e caminham para a linguagem algébrica simbdlica. Este autor
19



enfatiza ainda que a partir de diversos meios semidticos, por exemplo, linguagem natural,
gestos e artefatos, ha um maior acesso as ideias matematicas abstratas, ou seja, ha uma maior
compreensdo dos conceitos algébricos se vistos sob diversas perspectivas.

Assim, vemos que o processo de aquisicdo da linguagem algébrica tem inicio a partir
de situacbes familiares aos alunos, onde o raciocinio algébrico emerge em funcdo da
generalizacdo e é expresso por meio de linguagem natural, gestos e outras representacées, em
um ciclo de aprendizagem de conceitos algébricos. Entretanto, os alunos avangam para a
construcdo de expressdes simbdlicas e, por meio da reificacdo destes processos, chegam a
uma concepcdo estrutural da linguagem simbolica, onde passam a enxergar os simbolos como
objetos permanentes de direito préprio (Sfard & Linchevski, 1994). Ao longo deste processo,
expressdes simbolicas simples, como 3(x + 5) + 1, ganham diferentes significados para 0s
alunos, por exemplo como representacdo de um determinado nimero, de uma fungdo ou uma
familia de fungdes. Com base nas ideias da Aritmética generalizada, dos padrdes de numeros
e operacdes e, dos simbolos que representam valores desconhecidos ou variaveis, 0s alunos
passam a manipular as expressdes simbolicas de forma independente de contexto, em direcdo
a versatilidade e adaptabilidade do conhecimento algébrico (Sfard & Linchevski, 1994).

Sfard e Linchevski (1994) destacam que, em suas pesquisas com estudantes, a maioria
deles ndo sabe lidar com problemas que ndo estejam no campo dos procedimentos ensinados.
Em sua perspectiva, uma vez que a concepcao operacional ndo constitui um caminho simples
e rapidamente acessivel, mas que pressupde um processo de aprendizagem, é possivel
entender porque a abordagem mecanicista e pseudoestrutural pode eventualmente ser a
primeira op¢do de ensino para professores e dominar o raciocinio dos estudantes, nao
deixando espago para perspectivas que destacam conceitos e significados (Sfard &
Linchevski, 1994, p.119). Nesse sentido, 0s autores argumentam que essa alternativa ndo
promove um ensino da Algebra com foco nos conceitos algébricos, e que ambas as
abordagens sdo fundamentais na aprendizagem, sendo por meio de sua complementariedade

que os alunos adquirem versatilidade e adaptabilidade no conhecimento algébrico.

3.4. Sentido de simbolo

Ao longo dos ciclos de escolaridade, a aprendizagem matematica envolve um
simbolismo cada vez mais sofisticado. No 3.° ciclo, os alunos aprofundam seus
conhecimentos em Algebra e devem tornar-se capazes de recorrer ao simbolismo algébrico
para resolver problemas. Esse tema matematico € visto comumente pelos alunos apenas como
manipulacdo simbdlica, resolugdo de equagdes e simplificacdo de expressdes, mas, no
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entanto, apesar destes aspectos serem cruciais no trabalho matematico, a Algebra é mais do
que a manipulacdo de simbolos, e a aprendizagem algébrica deve evidenciar isto. Como
destaca 0 NCTM (2000), “os alunos necessitam de compreender os conceitos algébricos, as
estruturas e os principios que regem a manipulacdo simbolica, e 0 modo como 0s proprios
simbolos podem ser usados para registar ideias e tirar ilagdes face a certas situagdes” (p. 39).
Neste sentido, Arcavi (2006) argumenta que o desenvolvimento das competéncias algébricas
leva ao que chama de ‘sentido de simbolo’. Este autor relaciona inicialmente 0 sentido de
simbolo ao sentido de numero, uma vez que o entendimento de sentido de niumero pode ser
estendido ao campo da Algebra a partir de reflexdes analogas. Refere ainda que a necessidade
de obter significados é a forca motriz basica de todas as atividades intelectuais, inclusive na
atividade algeébrica, e levanta questionamentos acerca de como ocorrem estes processos de
busca de significados e como podem ser promovidos através do ensino.

Arcavi (2006) propBe uma definicdo de sentido de simbolo através de uma lista de
componentes essenciais: 1) simpatia com os simbolos, incluindo a compreensdo dos simbolos
e um sentido estético de seu poder — constitui a iniciativa de recorrer facilmente aos simbolos
para entender situacdes, crendo que estes sao as ferramentas apropriadas para a resolugédo do
problema bem como o reconhecimento de que o uso de outras representacdes pode ser mais
adequado na situacdo matematica proposta; 2) capacidade de manipular e também de ‘ler’
através das expressdes simbdlicas, como dois aspectos complementares na resolugdo de
problemas algébricos — que inclui a importancia da eficiéncia e da rapidez na manipulacédo
simbdlica e ainda de um sentido critico quanto aos resultados e seus significados; 3)
consciéncia de que é possivel representar informacGes com exatiddo por meio de expressdes
simbdlicas; 4) capacidade de selecionar uma representacdo simbdlica possivel para uma
informacdo ou problema e de reconhecer a propria insatisfagdo com a notacdo escolhida,
empenhando-se na busca por uma melhor; 5) Consciéncia da necessidade de rever 0s
significados dos simbolos durante a aplicacdo de um procedimento, a resolucdo de um
problema ou a verificacdo de um resultado e comparar esses resultados com as intuicfes
acerca dos resultados esperados e com a situacdo do problema, isto é, a revisdo do resultado
simbolico para recuperar seus resultados e origens; e 6) Consciéncia de que os simbolos
podem desempenhar fungdes distintas em contextos diferentes e desenvolver um sentido
intuitivo dessas diferencas.

Arcavi (2006) argumenta que o desenvolvimento do sentido de simbolo estd mais
ligado a cultura de aula, que o promove ou nao, do que as habilidades matematicas inatas dos
alunos. Para ele, este & um fator crucial do que se aprende e do que se desenvolve, e pode ter

implicacdes para apoiar o desenvolvimento do sentido de simbolo, se este for colocado, por
21



vezes, em primeiro plano. Com isto o autor destaca que é importante mostrar aos alunos os
beneficios de raciocinar informalmente sobre um problema antes de abordé-lo
simbolicamente. Se os alunos ndo vivenciam esses momentos ou se 0s professores ndo
aprovam este tipo de raciocinio, entdo o0 uso espontaneo do senso comum e a busca de
significados serdo menosprezados, como uma prioridade inferior diante das manipulacdes
simbdlicas: “devemos repensar o que nossas praticas de aula recompensam, 0 que €
valorizado, o que ¢ aceito como as regras do jogo além da manipula¢do simbolica” (p. 9).
Arcavi (2006) inclui também em competéncias algébricas o que chama de ‘paciéncia
intelectual’, a capacidade de conviver com compreensdo parcial por longos periodos de
tempo. No caso da Algebra, esta paciéncia intelectual manifesta-se, por exemplo, por meio da
ideia de que as vezes os significados emergem de expressdes simbdlicas que ndo tém sentido
para a pessoa até o0 momento.

Uma questdo fundamental colocada por Arcavi (2006) refere-se ao papel da
manipulacdo algébrica no desenvolvimento do sentido de simbolo e se o ensino dessas
técnicas e procedimentos deve ser feito de modo anterior, paralelo ou posterior ao processo de
busca de significados nas situacfes algébricas. Nesse sentido, indica a importancia de ambos e
destaca que uma das principais componentes do sentido de simbolo é a capacidade de
transicao flexivel entre os procedimentos automaticos com simbolos e a aplicacdo do sentido
comum, que consiste em “adiamento dos significados em favor da aplicagdo réapida e eficiente
de um procedimento e, quando necessario, interrup¢do de uma rotina automatica com o
objetivo de questionar, refletir, conectar ideias, tirar conclusdes e elaborar novos significados”
(p. 11). Dessa forma, a busca de significados e a manipulacdo algébrica sdo, ambos,
fundamentais na atividade algébrica e cabe ao aluno discernir em que momento é mais
apropriado aplicar cada um. O dominio de técnicas de manipulacdo algébrica é valorizado por
carregar procedimentos que exprimem significados sem, entretanto, requerer um constante
esforco cognitivo, enquanto as agdes de raciocinio e conexao de ideias trazem a elaboragéo de
novos significados a situagdo em questdo na atividade matematica. Por meio da aprendizagem
algébrica, pretende-se, portanto, desenvolver ndo apenas as competéncias que compdem o
sentido de simbolo, mas também essa capacidade de transi¢do flexivel que evidencia tanto

compreensdo conceitual algébrica quanto dominio das regras de manipulacéo simbdlica.
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Capitulo 4

Algebra Escolar

Neste capitulo apresento diferentes perspectivas sobre a Algebra escolar, destacando
0S seguintes topicos: abordagens e conteddos, atividade algébrica, significado algébrico e
dificuldades dos alunos neste dominio da matematica. Tal discussdo é essencial para a analise
dos significados e dificuldades dos estudantes que participaram da pesquisa e para responder
as questdes de investigacao.

4.1. Abordagens e contetdos

A visdo da Algebra como consistindo fundamentalmente no trabalho com simbolos e
expressdes é muito comum, apesar da generalizacao e das relacfes abstratas estarem no centro
deste tema matematico. No entanto, muitos autores tém vindo a afirmar que, mais do que
numa pratica de manipulacdo simbdlica, o ensino da Algebra deve basear-se na compreensio
de conceitos algébricos, das estruturas e dos principios que regem os procedimentos de
trabalho com os simbolos (NCTM, 2000; Ponte, Branco & Matos, 2009; Sfard & Linchevski,
1994). De acordo com o NCTM (2000), esta perspectiva ndo se coaduna com o inicio do
ensino da Algebra de forma abrupta, mas com um trabalho desenvolvido desde os primeiros
anos de escolaridade, ou seja, a Algebra como um fio condutor curricular por meio do qual o
aluno tem, ao longo da vida escolar, experiéncias que Ihe permitam compreender padrdes,
relagOes e funcdes, representar e analisar situa¢fes usando simbolos algébricos, usar modelos
matematicos para representar e compreender relacdes quantitativas e analisar a variacdo em
diversos contextos.

Kieran (2007), ao abordar o ensino e a aprendizagem da Algebra, afirma que o

contetido da Algebra escolar pode variar muito e que, atualmente, existem diversas vertentes,
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nomeadamente, a tradicional e a ndo tradicional. Na sua perspectiva, a vertente tradicional
tem uma forte orientacdo simbolica, com foco na manipulagdo simbdlica e na resolugédo de
equacOes, inequacOes e sistemas de equacOes, dando ainda algum espaco para os problemas
verbais, onde os alunos podem aplicar as regras de manipulacdo simbolica. A abordagem néo
tradicional perspectiva a Algebra a partir do pensamento funcional, focando no uso de
diversas representacfes e na resolucdo de problemas reais. Segundo esta autora, hd também
uma vertente hibrida que é bastante criticada sob o argumento de que pode criar dificuldades
adicionais nos estudantes. As duas abordagens principais disputam se a énfase da educacao
matematica deve estar na manipulacdo simbolica ou na resolucéo de problemas reais a partir
da Algebra, o que revela os posicionamentos distintos caracteristicos de matematicos,
educadores matematicos e pesquisadores em educacdo matematica.

No que respeita a capacidades a desenvolver, as normas para a Algebra do NCTM
(2000) indicam que os programas de ensino deverdo habilitar os alunos para: a) compreender
padrbes, relacbes e funcbes; b) representar e analisar situagdes e estruturas matematicas
usando simbolos algébricos; ¢) usar modelos matematicos para representar e compreender
relacBes quantitativas; e d) analisar a variacdo em diversos contextos. Particularmente no que
se refere ao ensino da Algebra no 3.° ciclo, o NCTM (2000) defende que a consolidacdo das
bases da Algebra deve ocorrer no final do 8.° ano, onde o aluno devera analisar e generalizar
padrdes usando diferentes formas de representacdo, identificar fungdes lineares explorando a
ideia de declive em graficos e expressdes algébricas e usar Algebra simbélica para representar
situacOes e resolver problemas, com compreensdo conceitual de diferentes utilizacdes das

variaveis e de formas equivalentes de expressdes algébricas.

4.2. Atividade algébrica

Na perspectiva de Kieran (2007), as atividades da Algebra escolar podem ser
classificadas em trés tipos: geracional, transformacional e ‘metaglobal’. As atividades
geracionais envolvem a construcdo e interpretacdo de objetos algébricos, expressbes e
equacOes, em diversos contextos de atividade, como situacfes-problema, generalizacdo de
padrGes geométricos ou sequéncias numericas e propriedades caracteristicas das relacdes
numéricas. Para esta autora, esse tipo de atividade algébrica é muito importante para a
construgdo de significados: “grande parte do significado construido para objetos algébricos ¢
construido no contexto de atividade geracional” (p. 713). As atividades transformacionais
constituem as ac¢fes de manipulacéo simbolica como simplificacdo de expressoes, fatoragdo e

resolucdo de equagfes. Um aspecto importante desse tipo de atividade é a sua relacdo com a
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nocdo de equivaléncia, onde os significados devem ser construidos de forma que os alunos
compreendam a possibilidade de mudar a forma simbdlica da expressao ou equacdo mantendo
a equivaléncia. Assim, as atividades transformacionais também trabalham significado
conceitual, ndo se tratando apenas da habilidade de manipulacdo algébrica, mas de uma
atividade que pode proporcionar aos alunos a compreensdo de elementos tedricos e
estruturais, principalmente durante o periodo em que essas transformacdes sdo aprendidas. O
ultimo tipo de atividades, metaglobal, nio envolve exclusivamente a Algebra e ndo se situa
necessariamente no campo da Matematica, mas utiliza estes dominios como ferramenta para
um propdsito mais geral. Essas atividades incluem resolucdo de problemas, modelacdo,
generalizacdo de padrdes, justificages, demonstragOes e muitas outras.

Segundo Radford (2001), nas atividades geracionais a Algebra tem a funcdo de
linguagem para expressar significado sendo, portanto, um tipo de atividade fundamental na
aprendizagem algébrica uma vez que muito do significado algébrico que os alunos constroem
tem lugar nesse tipo de atividades. Para esse autor, uma vez que o conhecimento matematico
se desenvolveu em volta de resolucdo de problemas, “o significado epistemologico da
Algebra pode fornecer algumas ideias sobre como introduzir e estruturar a Algebra escolar, e

levar a uma reflex&o sobre a fungio da resolugio de problemas no ensino da Algebra” (p. 61).

4.3. Significado algébrico

Segundo Sfard e Linchevski (1994), um sentido de significado para conceitos e
procedimentos algébricos vem com a habilidade de ver ideias abstratas através dos simbolos.
Radford (2004) indica que a habilidade de manipulacdo simbdlica requer primeiramente uma
compreensdo das propriedades e relagdes matematicas estruturais, o que constitui o aspecto
semantico da Algebra: “a dificuldade na aprendizagem da sintaxe ¢ resultado de uma
compreensdo pobre das estruturas matematicas subjacentes as representagdes algébricas™ (p.
162). Na perspectiva deste autor, os alunos produzem significado para a Algebra escolar
através de diversos sistemas semidticos, matematicos e ndo matematicos, e ha diferentes
fontes de significado algébrico: (a) o significado que vem da prépria estrutura algebrica; (b) o
significado dos contextos dos problemas e (c) o significado exterior ao contexto matematico.
Para Kieran (2007), estas fontes de significado devem incluir também as mdaltiplas
representacdes que, na sua perspectiva constituem uma quarta fonte de significado algebrico
(Kieran, 2007, p. 711).

A estrutura algébrica, como fonte de significado algébrico, constitui o aspecto
semantico da Algebra e esta relacionada & compreensdo das propriedades das operacdes e
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relagbes matematicas. Essa fonte é considerada por muitos educadores matematicos como
fundamental para a aprendizagem da Algebra. A segunda fonte, significado que vem do
contexto do problema, refere-se ao sentido que os alunos déo aos significados externos dos
objetos e processos algébricos relacionados com eventos ou situagdes. Uma vez que a
resolucdo de problemas foi a base para a emergéncia e evolucao do raciocinio algébrico e que
a Algebra constitui uma importante ferramenta para modelagéo e resolucdo de problemas, esta
é uma fonte crucial também na aprendizagem. A terceira fonte destacada por Radford (2004)
indica que os alunos também constroem significado algébrico em contextos ndo matematicos.
Trata-se de um significado construido interiormente, por meio de gestos, movimentos
corporais, palavras, metaforas e outros artefatos que sdo expressos durante a atividade. A
quarta fonte de significados proposta por Kieran (2007) destaca o uso de multiplas
representagdes como uma oportunidade que o aluno tem de observar o mesmo objeto
algébrico a partir de diversas perspectivas e assim, compreender melhor seus significados.

A partir disso, ao falar em significado algébrico ou em significado construido para
objetos e procedimentos algébricos, consideramos tratar-se fundamentalmente de uma
“habilidade de ver ideias abstratas através dos simbolos” como destacam Sfard e Linchevski
(1994), e que os estudantes desenvolvem por meio das fontes referidas. Na perspectiva destas
autoras, seria um erro afirmar que as atividades e decisOes dos estudantes séo inteiramente
desprovidas de uma ldgica interna, antes os estudantes lidam sempre com significados, e
guando os significados apropriados ndo sdo desenvolvidos, os estudantes criam seus proprios

significados, que sdo muitas vezes totalmente inapropriados.

4.4. Dificuldades dos alunos em Algebra

Como vimos ao tratar da importancia da Algebra, a linguagem algébrica cria a
possibilidade de um distanciamento em relacdo aos significados que os simbolos carregam e,
assim, torna-se uma poderosa ferramenta para a resolucdo de problemas. De acordo com
Ponte, Branco e Matos (2009), esta grande potencialidade do simbolismo pode ser também a
sua grande fraqueza. A tendéncia de desligamento dos referenciais concretos iniciais pode
tornar o simbolo incompreensivel para os alunos: “é o que acontece quando se utiliza
simbologia de modo abstrato, sem referentes significativos, transformando a Matematica num
jogo de manipulacdo, pautado pela pratica repetitiva de exercicios envolvendo expressdes
algébricas, ou quando se evidenciam apenas as propriedades das estruturas algébricas” (p. 8).

Nesse sentido, muitos obstaculos e dificuldades surgem na aprendizagem algébrica ao longo
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do ensino basico nos principais topicos trabalhados na Algebra — relagBes, sequéncias,
expressdes algébricas, equacdes, inequacdes e fungdes.

O trabalho com relagdes tem inicio no 1.° ciclo e estende-se até ao 3.° ciclo. Envolve
as relaces entre numeros, operacdes e propriedades, onde é muito importante a nogdo de
igualdade e o uso da linguagem algébrica para descrever relacfes. De acordo com a literatura,
0 uso e a compreensdo da relagéo de igualdade constituem uma dificuldade expressa pelos
alunos desde os primeiros anos de escolaridade (Kieran, 2007; Ponte, Branco & Matos, 2009).
Ponte, Branco e Matos (2009) indicam essa dificuldade a partir da forma que os alunos
usualmente veem o sinal de igual: “os alunos realizam operagdes de um modo sequencial, da
esquerda para a direita, usando o sinal de igual tanto como ‘separador’ entre dois raciocinios
como para introduzir um novo resultado, a partir de valores numéricos anteriores” (p. 22).
Destacam a necessidade de propor aos alunos situacGes que promovam a compreensdo da
equivaléncia, de forma que analisem e comparem as expressdes dos dois lados de um sinal de
igual, verificando a equivaléncia de ambos e ainda a aprendizagem dos diversos significados
do sinal de igual. A nocdo de equivaléncia é muito importante e reflete em aprendizagens
futuras, por exemplo, no estudo de equacdes de 1.° grau e das funcdes. A relacdo de
desigualdade também traz dificuldades significativas para os alunos, por exemplo, na
ordenacdo dos numeros racionais €, no final do 3.° ciclo, no trabalho com inequacdes (Ponte,
Branco & Matos, 2009).

O trabalho com sequéncias e regularidades percorre todo o ensino basico e contribui
para o desenvolvimento do pensamento algébrico. Inicialmente como expressdo nao formal de
uma lei de formagdo, o estudo das sequéncias avanca dando lugar a aquisicdo da linguagem
simbdlica e ao desenvolvimento da capacidade de generalizacdo (Ponte, Branco & Matos,
2009). De acordo com Branco e Ponte (2012), a compreensdo de simbolos, expressdes e
equac0es é desenvolvida por meio deste trabalho com sequéncias, na medida em que promove
o desenvolvimento da capacidade de generalizacéo e do sentido de simbolo. Ponte, Branco e
Matos (2009) indicam diversas dificuldades apresentadas pelos alunos ao longo do trabalho
com regularidades. Destacam que 0 uso de uma abordagem recursiva na determinagédo de um
termo de uma sequéncia é uma estratégia que muitas vezes constitui um obstaculo a
determinacéo da relagéo entre cada termo e a sua ordem. Estes autores indicam também que a
estratégia do objeto inteiro, que constitui a determinacdo de um termo com base na ideia de
maltiplos, conduz, muitas vezes, a generalizagdes erradas.

Relativamente aos simbolos e as expressdes, Ponte, Branco e Matos (2009) referem
que a Algebra acrescenta novos simbolos e envolve uma mudanca de significado de alguns

dos simbolos existentes, o que pode trazer dificuldades de compreenséo para os alunos. Nesta
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perspectiva, a mudanca de significado do simbolo ‘=" é um dos aspectos que mais traz
dificuldade aos alunos, bem como o significado das letras e expressdes. As letras usadas em
Algebra podem ser vistas como incognita, como nimero generalizado ou como variavel e as
expressdes também podem ser interpretadas de modos distintos, como por exemplo, férmula,
equacao, identidade, expressdo de uma propriedade ou fungédo (p. 73). Assim, o0 uso das letras
e das expressbes envolve diferentes significados que dependem do contexto em que se
encontram. Estes autores destacam algumas das principais dificuldades dos alunos na
transicdo da Aritmética para a Algebra: 1) ver a letra como representando um nimero ou um
conjunto de numeros; 2) pensar huma variavel como significando um namero qualquer; 3)
atribuir significado as letras existentes numa expressdo; 4) dar sentido a uma expressao
algébrica; 5) passar informacdo da linguagem natural para a algébrica; e, 6) compreender as
mudangas de significado, na Aritmética e na Algebra, dos simbolos ‘+’ ¢ ‘=" e, em particular,
distinguir adicdo aritmética da adicdo algébrica.

Ponte, Branco e Matos (2009) sugerem que, no trabalho com expressGes algébricas é
importante que os alunos reconhegcam a nocdo de equivaléncia de expressdes, e que as
compreendam por meio das propriedades das operacdes (comutativa, associativa, distributiva,
existéncia do elemento neutro e existéncia do elemento absorvente) ou pela definicdo das
operacdes inversas. Destacam que a dificuldade em compreender a no¢do de mondmio e de
mondmios semelhantes implicam outros obsticulos na simplificacdo de expressdes. Em
expressdes, como 2x + 3, os alunos tentam prosseguir com sua simplificagdo, uma vez que
ndo a encaram como uma expressao irredutivel e ndo aceitam a falta de um ‘fechamento’ para
a questdo. Para estes autores, “dificuldades relacionadas com conceitos ou representacdes
préprios da Aritmética contribuem também para o surgimento de dificuldades adicionais nos
conceitos e representacdes algébricos” (p. 79). Isto € evidenciado, por exemplo, nas
dificuldades que os alunos apresentam em adi¢cbes algébricas de polinémios, dificuldades
estas acentuadas quando se trata de uma expressdo onde é necessario eliminar parénteses e ha
uma subtracdo. Ponte, Branco e Matos (2009) defendem que explorar sequéncias e
regularidades pode promover a compreensdao da equivaléncia existente entre as diversas
expressdes algébricas ao trabalhar aspectos como o desembaracar de parénteses e as
operacOes entre monémios semelhantes.

Relativamente as dificuldades dos alunos associadas aos conceitos bésicos de
equacOes, Ponte, Branco e Matos (2009) indicam que estes resultam também de uma
incompleta apreenséo dos conceitos aritméticos. Apresentam uma serie de erros e dificuldades
na resolucdo de equacdo do 1.° grau, amplamente destacadas na literatura: 1) Adicdo de

termos que n&do sdo semelhantes; 2) Interpretacdo dos sinais “+”e “=" como indicadores de
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uma acao; 3) Interpretacdo incorreta de monémios do 1.° grau; 4) Uso de parénteses; 5) N&o
saber como comegar a resolver uma equacdo; 6) N&o respeitar a convencdo de que Varias
ocorréncias da mesma incognita representam o mesmo numero; 7) Adi¢do incorreta de termos
semelhantes; 8) Adicdo incorreta de termos nao semelhantes; e 9) Transposicdo incorreta de
termos. Também Kieran (2007), ao abordar as dificuldades dos alunos na resolucédo de
problemas que envolvem equacdes, apresenta resultados que mostram que os alunos tém mais
sucesso na resolucdo de problemas verbais simples do que na resolugdo da equagdo
matematica que traduz o mesmo problema. Segundo esta autora, € muito pequeno 0 nimero
de casos em que os alunos preferem transformar os problemas verbais em equagao, pois, “a
linguagem simbolica da Algebra apresenta novas exigéncias que ndo sdo comuns a
experiéncia dos alunos com problemas aritméticos em linguagem natural” (p. 722).

Como vimos, a simbologia promovida pela Algebra pode levar muitos alunos a
incompreensdo dos conceitos algébricos. Ponte, Branco e Matos (2009) indicam algumas
dificuldades no que diz respeito a notacdo simbdlica. No estudo de equacles, tanto 0 uso
exclusivo de algumas letras quanto o uso de uma grande variedade de letras, podem criar
obstaculos de aprendizagem aos alunos. Da mesma maneira, no estudo de funcGes, ha
dificuldade em lidar eficazmente com a simbologia propria deste topico, x, y e f(x), de
forma que os alunos, muitas vezes, confundem dominio, objeto e imagem. Ao longo do
processo de aprendizagem algébrica, a transformacdo de representacdes estd sempre presente
e, hovamente, é importante destacar que muitas dificuldades dos alunos tém a sua origem na
correspondéncia destas representacfes. Além da transformacéo de informacdes de linguagem
natural para linguagem simbolica algébrica, que ja constituem uma das dificuldades dos
alunos, no topico das funcdes, uma série de outras representacfes ganham destaque e devem
ser trabalhadas de maneira que os alunos compreendam os significados expressos em cada
uma delas (descri¢bes verbais, tabelas, graficos e expressdes algébricas). Relativamente as
representacdes, Kieran (2007) argumenta que existem lacunas significativas nas habilidades
dos estudantes de compreender e produzir representacdes, e que estes precisam adquirir mais
fluéncia com o uso de tabelas e graficos antes de trabalhar com expressdes e equagdes (p.
719).

Dados os topicos da Algebra e os obstaculos de aprendizagem aqui apresentados,
vemos que as dificuldades dos alunos tém muitas origens, como a falta de compreensdo dos
enunciados em linguagem natural, o desconhecimento das regras de sintaxe da linguagem
algébrica e o estabelecimento de relagdes incorretas entre as duas linguagens. Radford (2000),
ao tratar da relacdo entre linguagem natural e simbdlica em situagdes de generalizagdo,

apresenta resultados de estudos empiricos que destacam as dificuldades que os alunos
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geralmente encontram no dominio da linguagem algébrica. As estratégias usadas pelos alunos
revelam que estes empregam os simbolos como indexicais, expressdes cujo referente varia de
acordo com o contexto, e que apenas com o auxilio do aluno € possivel decodificar os
simbolos usados por eles, uma vez que 0 mesmo simbolo pode aparecer mais de uma vez na
mesma expressao fazendo referéncia a objetos distintos. Em outras palavras, o aluno olha para
0 mesmo simbolo atribuindo-lhe diferentes significados, que geralmente estdo associados a
ordem de ac¢Bes que o levaram & generalizagdo. Assim, uma das dificuldades dos alunos esta
associada ao significado que atribuem aos simbolos, de modo que interpretar com sucesso a
linguagem algébrica depende, até certo ponto, da possibilidade de fornecer aos simbolos
indexicais significados ndo-indexicais.

Para Radford (2004) a passagem entre o trabalho com simbolos em situacGes
contextualizadas e a manipulacdo dos simbolos por meio de regras procedimentais, constitui
uma das principais dificuldades dos alunos: “certamente, um dos problemas cruciais do
desenvolvimento do raciocinio algébrico é se mover da compreensao dos simbolos que estdo
contextualizados e que tém um significado corporificado, para a compreensdo de simbolos
que podem estar sujeitos a transformagdes formais” (p. 162). No entanto, a capacidade de
transicdo flexivel entre estes dois aspectos da atividade algébrica constitui competéncia
fundamental a desenvolver na aprendizagem da Algebra (Sfard & Linchevski, 1994; Arcavi,
2006) e deve ser promovida por meio de compreensdo conceptual e estrutural dos objetos

algébricos.
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Capitulo 5

Metodologia de Investigacao

Neste capitulo indico as op¢des metodoldgicas feitas neste estudo e a sua justificagdo,
relacionando-as com a natureza da investigacdo e com o intuito de alcancar o seu objetivo.
Apresento ainda os procedimentos metodolégicos adotados relativamente a escolha dos
participantes, dos instrumentos de recolha de dados e de sua analise, e a justificacdo de cada

um deles.

5.1. Op¢des metodoldgicas gerais

O presente estudo tem como objetivo analisar significados construidos por estudantes
e suas dificuldades no uso e compreensdo da linguagem algébrica no final do 3.° ciclo da
educacdo basica. Procuro conhecer os significados que os estudantes participantes da pesquisa
constroem para objetos e procedimentos algébricos, no contexto das tarefas propostas, bem
como as dificuldades que evidenciam no uso e compreensao da linguagem algébrica. Busco
ainda identificar o modo como os estudantes relacionam representacfes simbdlicas algébricas
com representacdes verbais ao resolverem problemas. Assim, atendendo ao objetivo do estudo
e as questdes que o envolvem, esta investigacdo insere-se numa perspectiva interpretativa,
usando uma metodologia qualitativa.

A opcéo pelo paradigma interpretativo estd ligada ao objetivo de investigacdo e as
questdes propostas, uma vez que tenciono conhecer mais acerca do modo como estudantes
compreendem e usam a linguagem algébrica ao final do 3.° ciclo do ensino basico. Trata-se de
buscar entender os significados que constroem socialmente para simbolos, linguagem e
procedimentos algebricos, pelo que se faz apropriado optar por este paradigma. De acordo
com Erickson (1986), a criacdo de significados pelos individuos esta relacionada com uma
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dimensdo social, de modo que a natureza da sala de aula, a natureza do ensino e a natureza
dos préprios significados construidos pelos estudantes estdo relacionados. Nesta pesquisa,
ainda que nao tenha um foco na dimensdo social, é basilar a ideia de que os significados
construidos pelos estudantes se ligam a ela.

A escolha de uma metodologia qualitativa deve-se ao fato de o estudo ter como
pressupostos as cinco caracteristicas de uma investigacdo interpretativa e qualitativa indicadas
por Bogdan e Biklen (1994): (i) o ambiente natural é a fonte direta de dados, uma vez que as
entrevistas sdo realizadas na escola onde estudam os participantes, em um ambiente que lhes é
familiar; (ii) os dados recolhidos sdo essencialmente descritivos, na medida em que por meio
das entrevistas e da interacdo com os participantes busca-se obter dados com riqueza de
detalhes; (iii) o investigador estd mais interessado no processo do que nos resultados ou
produtos, considerando que os dados sdo recolhidos e explorados de forma a conhecer como
interpretam situacdes e usam a linguagem algébrica; (iv) a anélise dos dados ¢ feita de modo
indutivo, uma vez que a pesquisa ndo tem como objetivo confirmar hipéGteses previamente
definidas, mas relacionar os dados a procura de aspectos especificos; e (v) busca-se conhecer
o significado que os participantes atribuem as suas experiéncias, na medida em que as

perspectivas dos estudantes sdo o foco de interesse.

5.2. Recolha de dados

Atendendo ao objetivo de estudo, e a intencdo de obter dados muito especificos
relativamente aos significados construidos pelos estudantes, optei pela realizacdo de
entrevistas e recolha de documentos. A entrevista constitui uma fonte de dados bastante rica
tendo como objetivo reunir dados detalhados acerca da perspectiva dos estudantes em relagéo
as suas experiéncias e ao mundo que os rodeia. Bogdan e Biklen (1994) referem que “a
entrevista € utilizada para recolher dados descritivos na linguagem do proprio sujeito,
permitindo ao investigador desenvolver intuitivamente uma ideia sobre a maneira como 0s
sujeitos interpretam aspectos do mundo” (p.134), motivo pelo qual se mostra ideal para a
presente investigacao.

Segundo 0s mesmos autores, as entrevistas podem ser utilizadas de duas formas em
investigacdo qualitativa, como estratégia dominante ou em conjunto com observacédo, analise
de documentos e outras técnicas. Nesta investigacao ela ¢ utilizada em conjunto com a analise
das resolucbes dos estudantes registadas por escrito e tem um papel fundamental na

compreensdo dos raciocinios dos estudantes enquanto realizam uma tarefa.
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Foram realizadas duas entrevistas a cada participante com duracdo de
aproximadamente uma hora. Nas entrevistas, os estudantes realizaram uma tarefa enquanto
responderam a questbes da pesquisadora relativamente as suas resolugdes, raciocinios e
dificuldades. Os dados da primeira entrevista foram utilizados para aprimorar as questdes da
segunda entrevista e guiar as perguntas feitas pela pesquisadora. E importante destacar que foi
utilizado o recurso de gravacdo de dudio em cada entrevista.

As representacdes escritas do raciocinio dos estudantes sdo muito importantes para a
analise e ilustracdo de situacOes, razdo pela qual recolhi e analisei as tarefas realizadas por
eles em cada encontro. Ao tentar resolver cada questdo que compunham a tarefa os estudantes
registavam na sua folha a estratégia seguida, evidenciando a sua compreensdo da tarefa e
apresentando as suas duvidas e dificuldades.

5.3. Participantes

Um dos aspectos fundamentais para a investigacao é a escolha dos participantes, com
base em critérios relacionados ao objetivo do estudo. Neste sentido, importava que 0s
participantes fossem estudantes do final do 3.° ciclo de escolaridade, ou seja, do 9.° ano para
que tivessem analisadas suas a¢Oes diante de questfes que apresentam linguagem algébrica ou
requerem seu uso, pois nesta altura é expectavel que ja tenham desenvolvido competéncia
algébricas. Tendo em vista que o trabalho seria desenvolvido por meio de analise documental
e realizacdo de entrevistas, fez-se necessario convidar um ndmero de participantes que
viabilizasse a recolha de dados, no que se refere ao tempo e a organizacdo dos dados, e que
possibilitasse abranger estudantes de diferentes niveis de desempenho em Matematica. Este
ultimo critério apresentado justifica-se pela intencdo de obter um conjunto de dados mais
diversificado, uma vez que estudantes de diferentes niveis de desempenho podem apresentar
aspectos distintos na compreensdo da linguagem algébrica. Desse modo, foram convidados
seis estudantes de 9.° ano, com as caracteristicas citadas, integrantes de uma mesma turma de
uma escola de 2.° e 3.° ciclos do distrito de Santarém. A professora de Matematica da turma
foi fundamental nesta escolha, indicando estudantes que se adequassem ao que foi solicitado.

Por meio das informacdes dadas pela professora, que leciona nesta turma ha trés anos,
foi possivel vislumbrar o perfil de cada estudante e da turma onde estdo inseridos. Trata-se de
uma turma com um ambiente de trabalho produtivo, onde a maioria dos estudantes demonstra
interesse nas aulas e atividades propostas. Apesar de apresentarem diferentes niveis de
desempenho, ndo ha histérico de reprovacdo entre os estudantes selecionados e todos eles

fazem parte desta turma desde o 6.° ano. Os seis estudantes serdo aqui identificados como
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Maria, Rosa, Laura, José, Daniel e Paulo. Maria apresenta muita dificuldade em Matemaética e
tem o rendimento abaixo do esperado. Rosa também apresenta dificuldade em Matemaética,
mas é muito dedicada e geralmente tem resultados satisfatorios. Laura é uma aluna que nédo
apresenta muita dificuldade em Matematica e seu nivel de desempenho € intermédio. José e
Daniel sdo ambos muito atentos e dedicados e apresentam bons resultados em Matematica.
Paulo é um o6timo estudante, tem excelentes resultados e demonstra particular interesse por

problemas matematicos.

5.4. Tarefas

Cada tarefa é composta por quatro questdes: um problema geométrico, um problema
de partilha, uma questdo de generalizacdo e uma questdo de manipulacéo algébrica. A escolha
destas questdes esta baseada no objetivo da pesquisa, analisar os significados construidos por
estudantes e suas dificuldades no uso e compreensdo da linguagem algébrica no 3.° ciclo, e
busca responder as questdes de investigacao.

Os problemas geométricos aparecem comumente na introducdo ao ensino das
expressdes algébricas, uma vez que os conceitos de perimetro e area podem auxiliar na
compreensdo das regras de manipulacdo simbolica, e integram estas tarefas a fim de explorar
conceitos e procedimentos algébricos em situagcbes conhecidas pelos estudantes. Os
problemas de partilha séo situacfes problematicas descritas por palavras, usados para explorar
a traducdo de linguagem verbal para linguagem algébrica e, neste estudo, possibilitam
verificar se 0s estudantes sabem representar tais situacdes algebricamente bem como se
reconhecem as vantagens do uso de simbolos na resolucdo de problemas. Os dois problemas
usados no estudo séo classificados como do tipo composicao, segundo Marchand e Bednarz
(1999), que se refere a problemas onde o encadeamento entre as relacGes é estabelecido
seguindo uma sequéncia e que apresentam um nivel de dificuldade intermédio. As questdes de
generalizacdo sdo fundamentais para o desenvolvimento do pensamento algébrico e das
habilidades algébricas podendo ser promovidas, por exemplo, por meio do estudo de
sequéncias e padrdes (Branco & Ponte, 2012). Assim, as duas questdes presentes neste estudo
tém o objetivo de verificar o uso da linguagem algébrica pelos estudantes em situacGes de
generalizacdo e perceber ainda os significados que atribuem a simbolos e expressdes. A
fluéncia procedimental tem um lugar muito importante na aprendizagem da Algebra, uma vez
que os estudantes devem usar a representacao simbolica para expressar e usar suscintamente

ideias abstratas. Nesse sentido, as questdes de manipulacdo algébrica integram as tarefas
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propostas a fim de verificar a destreza na manipulacdo algébrica e sua relagdo com a
compreensdo da linguagem algébrica.

As tarefas foram construidas a partir de tarefas usadas em outras pesquisas e trabalhos,
como apresentado no quadro 1.

Quadro 1 - Fonte das Tarefas

Tarefa | Questéo Referéncia

1 Vlassis e Demonty (2002)

Adaptado de Marchand e Bednarz (1999)
Vlassis e Demonty (2002)

Grupo Azarquiel (2007)
Adaptado de Vlassis e Demonty (2002)
Adaptado de Marchand e Bednarz (1999)
Adaptado de Branco (2008)
Adaptado de Pesquita (2007)
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5.4.1. Tarefal

Questdo 1 — E um problema geométrico em que os estudantes devem usar conceito e
calculo de area bem como efetuar adicdo algébrica e produto de mondémios. Com este
problema pretendemos saber se compreendem o significado das letras a e b no problema, se
conseguem usar expressdes algébricas para representar a relacdo multiplicativa
comprimento X largura, se utilizam-se da linguagem algébrica em suas estratégias de
resolucdo, se identificam na figura 2 a area que excede a da figura 1 e expressam a diferenca
das areas por meio de notacdo algébrica. Procuramos ainda perceber que relacdo ha entre o
uso das linguagens verbal e algébrica, e se os estudantes simplificam as expressdes
autonomamente.

Questdio 2 — E um problema de partilha, do tipo composicdo, onde os estudantes
devem interpretar e equacionar o problema, realizar adi¢éo algébrica e resolver equacdo do 1.°
grau com uma incognita. O objetivo investigativo neste problema é verificar se recorrem a
linguagem algébrica e reconhecem vantagens em seu uso, se sabem como passar de uma
situacdo problematica a linguagem algébrica, expressando relagdes aditivas e multiplicativas,
verificar se sabem resolver a equacdo e que significados atribuem a incognita, bem como se
interpretam os valores encontrados e refletem sobre sua validade.

Questdo 3 — Trata-se de uma situacdo-problema de generalizagcdo onde os estudantes
devem compreender a situacdo problemaética, determinar termos da sequéncia e seu termo

geral ou lei de formacdo em linguagem simbolica. Pretendemos verificar se compreendem os
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comandos de generalizacao, se conseguem expressa-la em linguagem verbal e algébrica, e que
significados atribuem & variavel adotada e a expressao criada.

Questdo 4 — E uma questdo de manipulacio algébrica onde os estudantes devem
aplicar a propriedade distributiva da multiplicacdo, os produtos notaveis e a simplificacdo de
expressdes algébricas. O objetivo investigativo nesta questdo é verificar se percebem erros nas

operac0es realizadas e aplica as regras de manipulacéo simbolica corretamente.

5.4.2. Tarefa 2

Questdo 1 — E um problema geométrico onde os estudantes devem usar o conceito de
area, compreender a notacdo algébrica e realizar operagdes com mondémios e polinémios.
Com este problema pretendemos observar se enxergam nas expressdes dadas o produto das
dimens@es dos retangulos e a soma de areas, e perceber que significado atribuem a expresséo,
por meio da justificacdo oral de suas escolhas. Procuramos também observar a habilidade que
demonstram no uso das regras de manipulacdo simbdlica.

Questdo 2 — Trata-se de um problema de partilha, também do tipo composi¢do, em que
o0s estudantes devem interpretar e equacionar o problema, bem como resolver equacdo do 1.°
grau com uma incégnita. O objetivo investigativo neste problema é verificar se recorrem a
linguagem algébrica para resolvé-lo, se conseguem traduzir o problema em equacdo bem
como resolvé-la, e se interpretam a solucdo encontrada relacionando-a com o significado
atribuido a incognita.

Questdio 3 — E uma situacio problematica de generalizacdo em que 0s estudantes
devem determinar termos da sequéncia e a expressdo geradora da figura usando linguagem
verbal e algébrica. Pretendemos observar se conseguem expressar em linguagem verbal e
algébrica uma generalizacdo para a situacao descrita, bem como perceber que significados
atribuem as variaveis e expressoes.

Questdo 4 — E uma questdo de manipulacdo algébrica em que os estudantes devem
usar notacdo algébrica, efetuar adicdo algebrica e resolver equacfes do 1.° grau com uma
incognita. O objetivo investigativo desta questdo é verificar se recorrem a equacdes para
expressar a condi¢do que constitui o quadrado magico (apresentar a mesma soma nas linhas,
colunas e diagonais), e se tém fluéncia procedimental na manipulacdo das expressdes e
resolucdo de equacOes. Procuramos ainda observar a sua atitude relativamente as diversas
equacdes possiveis e ao resultado encontrado, a fim de compreender que significado atribuem

a incognita e as expressoes.
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Além dos objetivos especificos apresentados, é importante salientar que cada uma das
questdes visa identificar as dificuldades dos estudantes e proporcionar elementos para

responder as questdes de pesquisa.

5.5. Analise de dados

De acordo com Bogdan e Biklen (1994), a anélise de dados é o processo de busca e de
organizacao sistematicos de materiais que foram sendo acumulados ao longo da pesquisa com
0 objetivo de aumentar a compreensdo destes e de apresentar aos outros aquilo que foi
encontrado. A partir disso e tendo em vista as caracteristicas deste estudo, a analise de dados
foi realizada em duas fases, uma decorrente dos dados recolhidos na primeira ronda de
entrevistas e outra que teve inicio apds a conclusdo da recolha de dados e que consistiu em
analisar os dados obtidos na segunda ronda de entrevistas e proceder uma interpretacdo mais
global dos resultados.

Relativamente ao trabalho realizado, destaco que ao final de cada ronda de entrevistas,
procedi a transcricdo integral das gravacdes audio, dada a importancia destes dados para a
analise. Em seguida, iniciei, como referem Bogdan e Biklen (1994), “um trabalho de
organizacdo, divisdo em unidades manipulaveis, sintese, procura de padrGes, descoberta dos
aspectos importantes” nos dados recolhidos, a partir das tarefas 1 e 2. Desse modo, procurei
apresentar os resultados oferecendo primeiramente uma descricdo das producdes e dos
discursos de cada participante, incluindo transcricdes e imagens, a fim de preservar a riqueza
dos dados.

Inicialmente os dados foram agrupados de acordo com cada uma das quatro questdes
que compdem a tarefa. Posteriormente, procedi a uma categorizacdo destes dados buscando
identificar neles os aspectos centrais da investigacdo e apresentar uma analise mais
aprofundada. Para tanto, ao final de cada tarefa, hd um quadro sintese com as trés categorias
de analise: 1) linguagem verbal e linguagem algébrica, onde busca-se destacar as principais
compreensdes dos estudantes e, eventualmente obstaculos, quando ndo houveram
compreensdes significativas quanto ao uso destas linguagens; 2) dificuldades, onde identifica-
se as dificuldades que surgiram ao longo da resolugéo das questdes; e 3) significados, onde
busca-se descrever a forma como cada estudante interpreta simbolos e expressdes criados por

eles ou dados no enunciado da questéo.

5.6. Aspectos de natureza ética
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Neste estudo, sdo tidos em conta o0s aspectos de natureza ética e os procedimentos de
autorizacdo para a realizacdo da investigacdo. Assim, a identidade dos participantes é
protegida, estes sdo tratados respeitosamente e foram feitos os pedidos de autorizagdo (os
quais apresento no anexo 2) tanto aos encarregados de educacdo quanto aos representantes da
escola. A participacdo na pesquisa € voluntaria, os objetivos de estudo, bem como suas
implicacdes foram conhecidos pelos participantes e seus responsaveis antes de sua adesdo, e
as condicOes acordadas foram mantidas até ao final da pesquisa.
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Capitulo 6

Resultados

No presente capitulo apresento e analiso os dados recolhidos durante as entrevistas,
com base nos trabalhos realizados pelos estudantes e suas justificacbes orais. Esta
apresentacdo dos dados organiza-se em subcapitulos referentes as tarefas 1 e 2, referindo as
quatro questdes de cada tarefa. Em cada um destes subcapitulos sdo analisadas as acoes,

estratégias, dificuldades e compreens@es de cada participante.

6.1. Tarefa l

6.1.1. Questao 1
A questdo 1 (Figura 1) é um problema geométrico em que o estudante deve representar
as areas das figuras, bem como a diferenca entre elas, por meio de expressdes algébricas.

Paulo

Paulo nédo teve dificuldades ao interpretar a situacdo que envolvia 0s comprimentos a
e b, e comegou por escrever expressdes algebricas para representar as areas das figuras. O
estudante demonstra entender o conceito de area, bem como saber calcular &rea de um
retdngulo. Ele usou a estratégia de subtracdo de areas na figura 1 e a estratégia de adicdo de
areas para calcular a area da figura 2. Inicialmente Paulo escreveu A; = ¢ x [ para a area da
figura 1 e apenas no final de sua resolucdo notou que se esqueceu de subtrair a area do
retdngulo branco, como tinha pensado, e incluiu o termo negativo em sua expressdo. Paulo
compreende a relacdo multiplicativa entre 3b e a + 2b, altura e comprimento do retangulo,
respectivamente, para expressar a area da figura. No entanto, Paulo escreveu 3b X 2b + a

considerando que isso representa 0 mesmo que 3b X (2b + a). Em seguida, multiplicou 3b
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apenas por 2b, como era esperado uma vez que ndo colocou os parénteses, e calculou este

produto como 6b e ndo como 6b2.

1) As duas figuras sdo construidas com segmentos de comprimentos a e b.

comprimento b: —2

a

comprimento a: ;

Figura 1
Figura 2

a) As partes sombreadas das duas figuras t&m a mesma medida de area? Explica o
teu raciocinio recorrendo a palavras e/ou desenhos.
b) Escreve expressdes algébricas para representar a medida de cada area:

Area Sombreada Expressdo

Figura 1

Figura 2

c) Qual é a diferenga das medidas das duas areas?

Figura 1 - Questdo 1 da Tarefa 1

Paulo dividiu a figura em cinco partes a fim de calcular cada area e somar (Figura 2).
Novamente, o0 estudante apresentou um raciocinio correto para calcular cada area, mas omitiu
0s parénteses, 0 que o levou a erros nas operagdes. Escreveu a expressdo a + 2b X b para
representar a area do retdngulo B, quando seu raciocinio evidencia a inten¢do de calcular o
produto de a + 2b (comprimento) por b (largura). Diferente da primeira situagdo, onde o
estudante calculou 3b x 2b = 6b, Paulo operou corretamente 2b X b. Vemos que 0 estudante
teve a iniciativa de simplificar as expressdes por ele elaboradas e realizou a adigédo algébrica

sem dificuldades.
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Figura 2 - Resolucéo de Paulo da questdo 1 da Tarefa 1

Na alinea c, Paulo fez a area da figura 1 menos a area da figura 2, expressando davida
quanto ao uso dos parénteses. O estudante optou por ndo usa-lo, mas no passo seguinte de sua
resolucdo, subtraiu cada termo como deve ser. Paulo considerou 8b? igual a 8b + 8b (Figura
3) a fim de opera-lo com 6b, uma vez que néo é possivel somar 8b? e 6b. Paulo concluiu que
a area da figura 2 é maior, mas ndo justificou corretamente sua resposta. O aluno néo
expressou que a area da figura 2 excede a da figura 1 em 2b? ou que ha dois quadrados de

lado b a mais que na figura 1.
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Figura 3 - Resolucdo de Paulo da questdo 1 da Tarefa 1 (alinea c)

Assim, observamos que Paulo tentou usar expressdes algébricas para representar
produto de comprimento por largura bem como adigéo e subtracdo de medidas de area. O seu
raciocinio té-lo-ia levado as expressfes corretas para as areas das figuras 1 e 2 se tivesse
usado parénteses para expressar produto de um ndmero pela soma de dois nimeros, e
realizado corretamente a multiplicacdo de monémios. O estudante compreende que a, b, 3b e
a + 2b representam medidas de comprimentos e as expressdes que elaborou pretendiam
representar medida de &rea, por adicdo ou subtragdo de medidas de areas, mas as suas

dificuldades em manipulacdo algébrica e uso dos parénteses, impediram-no de fazé-lo
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corretamente. N&o é possivel dizer que tenha visualizado na figura a diferenca das medidas de

area, mas prendeu-se a manipulacao algebrica de suas expressoes.

Daniel

Daniel demonstra compreensdo do conceito de area bem como saber calcular area de
retdngulos. O estudante n&o teve dificuldades em interpretar os simbolos a e b como medidas
e iniciou sua resolucdo escrevendo expressdes algébricas para representar as areas das figuras.
Daniel escreveu corretamente a relacdo multiplicativa comprimento X largura por meio da

expressdo 3b X (2b + a), ao representar a area do retangulo maior na figura 1, mas errou no

produto dos mondémios 2b e 3b, dando como resposta 6b (Figura 4).
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Figura 4 - Resolucdo de Daniel da questdo 1 da Tarefa 1

O estudante usou a estratégia de subtracdo de areas e expressou claramente seu
raciocinio verbalmente:

Daniel: Eu fiz a area do retangulo todo depois fiz a area do pequenino e subtrai e da a
area sombreada.

Para calcular a area da figura 2 o estudante dividiu a figura e somou suas &reas.
Expressou corretamente a area dos retangulos maiores, ab, identificou que havia oito
quadrados de lado b, mas no calculo de sua area escreveu 2b em vez de b2.

Daniel: Fiz a area destes quadrados e depois fiz a area deste retdngulo que ta aqui e
depois somei eles dois, os dois ndo, porque como sdo oito quadrados, fiz oito vezes a
area de um quadrado e duas vezes a area do retangulo.

Na alinea c, o estudante ndo expressou a diferenca das duas areas por meio de uma
expressdo. Daniel afirmou que a area 2 é maior do que a area 1 justificando que a primeira

excede a segunda em 10b (devido a erros na multiplicacdo de mondémios). O estudante
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também ndo fez nenhuma referéncia aos dois quadrados a mais que a figura 2 apresenta
relativamente a figura 1.

Daniel: Esta (figura 2) tem mais 10b do que esta (figura 1).

Pesquisadora: E como encontraste este 10b?

Daniel: Porque aqui estd 2ba e 2ab, que é a mesma coisa, e depois aqui esta, na figura
1, 6b e nafigura 2, 16b.

Observamos que Daniel conseguiu expressar algebricamente o raciocinio comunicado
verbalmente, representando a area sombreada por meio de adi¢do e subtracdo de medidas de
area. Simplificou as expressdes autonomamente e ndo teve dificuldades na adi¢do algébrica,
mas teve dificuldades na multiplicacdo de mondmios. O seu raciocinio leva-lo-ia a resolucédo
correta do problema, nao fosse pelos erros na multiplicacdo dos monémios. Relativamente aos
significados, compreende que a, b, 3b e a + 2b representam medidas de comprimentos e sua
expressdo (a + 2b) x (3b) representa uma medida de é&rea através do produto do
comprimento pela largura. O significado de suas expressdes, entretanto, ndo esta relacionado
a disposicdo visual das figuras, mas ao resultado dos procedimentos realizados, pelo que nédo

enxergou na figura a diferenca das medidas de areas.

José

José, assim como Paulo e Daniel, compreende o conceito de area, sabe como calcular
area de um retangulo e interpretou adequadamente o uso das letras a e b para representar
medidas de comprimento. O estudante comecou sua resolugdo por escrever expressoes
algébricas para representar as areas das figuras, expressando a relacdo multiplicativa
comprimento X largura, e usou estratégias de subtracdo e adicdo de medidas de area, para
as figuras 1 e 2 respectivamente. Para a area da figura 1, José pretendia fazer o produto de
2b + a por 3b (area do retdngulo maior) e, em seguida, subtrair ab, area do retangulo branco.
Para calcular a area da figura 2, José observou que deslocando um dos quadrados obtém-se a
figura 1 acrescida de 2 quadrados.

José: Sabemos que a é deste tamanho e b € deste. Entdo, na figura 1 vimos que a base
tem a + 2b e a altura s@o 3b, e vendo na figura 2, podemos ver que as figuras séo
semelhantes, mas foram acrescentados trés quadrados e um foi tirado daqui. Logo, se
colocassemos este quadrado aqui, teriamos estes dois a mais.

José expressou verbalmente muito bem seu raciocinio, mas ao escrever as equacoes
cometeu erros ja observados nas resolugdes de outros participantes. Inicialmente ndo usou 0s

parénteses em (2b + a) X 3b e a &rea b x b foi calculada como 2b (Figura 5).
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Figura 5 - Resolugdo de José da questdo 1 da Tarefa 1 (alinea a)

Na alinea b, José reescreveu a expressao da area da figura 1 corretamente e escreveu
uma expressao para a area da figura 2 a partir de soma de areas. O estudante abandonou seu
primeiro raciocinio, onde a area da figura 2 era a area da figura 1 acrescida da area de dois
quadrados, e optou por calcular a area das partes. O estudante calculou corretamente cada
parte, com excecdo de uma, onde sup6s que 3b € igual a a, e usou b X a em vez de b X 3b.
Na alinea c, entretanto, o estudante confundiu-se na cdpia da expressao e substituiu o termo
b x a por b x 2. E importante notar que José, ao calcular a diferenca das areas, escreveu uma
expressao que representa a area da figura 2 menos a rea da figura 1, mas néo usou parénteses
ou subtraiu cada um dos trés termos que compde a area da figura 1 (Figura 6).

Nesta questdo vemos ainda que José, que ja havia dito em linguagem verbal que a
figura 2 tinha dois quadrados a mais que a figura 1, ndo usou esta ideia para apresentar a
diferenca das areas, antes escreveu uma expressao de subtracdo e fez as operacdes algébricas.

Observamos que José expressou seu raciocinio para calcular a area sombreada. por
meio de linguagem algébrica, teve a iniciativa de simplificar as expressdes por ele elaboradas
e realizou a adicdo algébrica. Porém, apresenta dificuldades quanto ao uso dos parénteses em
contexto de multiplicacdo e subtracdo, e ainda em expressar dobro e quadrado, uma vez que
usa 2b em vez de b% Compreende que a, b, 3b e a+ 2b representam medidas de
comprimentos e que as suas expressOes estdo relacionadas ora aos procedimentos de
multiplicacdo, adi¢éo e subtracdo para calcular area, ora a disposi¢éo visual das figuras. Neste
sentido, apesar de afirmar que a figura 2 tinha dois quadrados a mais que a figura 1, ndo foi
capaz de expressar esta diferenca por meio da linguagem algébrica, prendendo-se a

manipulacéo algébrica.
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Figura 6 - Resolugdo de José da questdo 1 da Tarefa 1 (alinea c)

Laura

Laura demonstra compreender o conceito de area e saber calcular a area de um
retangulo, e ndo teve dificuldade na interpretacdo do problema e no uso das letras a e b para
representar medidas. A estudante, diferente dos outros participantes do estudo, ndo recorreu a
linguagem algébrica para explicar que a area da figura 2 € maior que a area da figura 1, antes
justificou seu raciocinio verbalmente e por meio de um desenho (Figura 7).

Laura: As areas nao tém a mesma medida porque a figura 2, esta parte aqui se for pra
aqui, fica a mesma imagem que a figura 1. E fica a sobrar estes dois depois, e este
(figura 2) tem mais area do que este (figura 1).

Figura 7 - Estratégia de Laura na questdo 1 da Tarefa 1

Na alinea b, Laura escreveu as expressoes algébricas para as areas usando a estratégia
de subtragdo e adicdo de areas. A estudante compreende a relacdo multiplicativa
comprimento X largura, e expressou a area da figura 1 por meio do produto de 3b por
2b + a, ao que pretendia subtrair a X b, area do retangulo branco. Entretanto, Laura ndo usou
parénteses na primeira relacéo, obtendo A = 3b X 2b + a — (a X b). Para o célculo da area
da figura 2, a estudante utilizou sua ideia inicial, de que esta apresenta dois quadrados a mais

que a figura 1, e expressou tal area como sendo igual a area da figura 1 mais (b X b) X 2.
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Laura ndo simplificou as expressfes algébricas que criou, deixando-as exatamente como

pensou (Figura 8).

Area Sombreada Expressao
Figura 1 S 2P A= 35 % Zbta-(Qib)
Figura 2 Az 3>D€?XZD+Q-(Q . A=(bxb)T
A=3bx Zhta-(axb)+ (byb)T

Figura 8 — Resolucdo de Laura da questdo 1 da Tarefa 1 (alinea b)

Na alinea c, Laura ndo expressou a diferenca das areas por meio do uso do sinal de
menos, mas disse que a figura 2 tem uma area maior, de acordo com seu raciocinio expresso
verbalmente e algebricamente nas alineas anteriores. A estudante é a Unica participante a
responder corretamente a esta alinea da questdo, escrevendo que a diferenca das medidas das

duas &reas é 2(b X b), que representa o dobro da &rea de um quadrado de lado b (Figura 9).
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Figura 9 — Resposta de Laura a questdo 1 da Tarefa 1 (alinea c)

Assim, Laura privilegiou a linguagem verbal relativamente a linguagem algébrica nas
suas estratégias de resolucdo da questdo, mas foi capaz de expressar por meio da linguagem
algébrica o produto do comprimento pela largura e adicdo e subtracdo de medidas de éarea,
para chegar a &rea sombreada. A omissdo dos parénteses foi uma das suas dificuldades, e
como optou por ndo simplificar as expressdes, ndo foi possivel observar adigdo algébrica e
multiplicacdo de mondmios. Relativamente aos significados das variaveis e expressoes,
observamos que compreende que a, b, 3b e a + 2b representam medidas de comprimentos e
que as suas expressoes representam medida de area. Em sua estratégia, destaca-se o fato de ter
resolvido o problema a partir da disposicdo visual da figura e de ter usado linguagem
algébrica para expressar o seu raciocinio. Neste sentido, as expressdes algébricas ndo estdo

ligadas & manipulacdo algébrica, mas ao seu processo de raciocinio e visualizacéo.

Rosa
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Rosa interpretou corretamente o enunciado, nao teve dificuldades para perceber o que
significam as letras a e b no problema, porém, ndo demonstra compreender claramente o
conceito de area. A estudante recorreu a linguagem algébrica em sua resolucéo, por vezes
confundiu area e perimetro, e apesar de afirmar que a area da figura 2 é maior do que a area
da figura 1, ndo o justificou adequadamente.

Pesquisadora: O que significao a e 0 b?

Rosa: O a e 0 b, 0s comprimentos! Ndo diz o valor, entdo mete-se as letras.

Ao calcular a area da figura 1, Rosa disse que era o produto do comprimento pela
largura, escreveu a expressdo 3b X 2b X a e ndo mencionou o fato de haver um retéangulo
branco que ndo faz parte da area sombreada na figura 1. Ao calcular a &rea da figura 2, Rosa
escreveu que a area dos retangulos € a X b e que a area dos oito quadrados é (b X b) X 8.
Rosa pretendia calcular sua area por partes, mas expressou uma multiplicacdo e ndo uma
adicdo de termos (Figura 10).

Rosa teve um raciocinio correto para o calculo da area da figura 2, uma vez que a
estudante representou corretamente a area de cada parte e pretendia junta-las, porém escreveu
0 produto destas areas em vez da adicdo. Além de escrever uma multiplicacdo de todos os
termos, a estudante calculou b x b como 2b em vez de b? e, o produto (a X b) X (a X b),
teve como resultado 2a x 2b, evidenciando dificuldades na multiplicagdo de monémios. A
estudante indica, no didlogo, a dificuldade na manipulacédo algébrica.

Rosa: Aqui é um quadrado e aqui é o total deste, a area deste, depois vezes oito porque
tem oito quadradinhos.

Pesquisadora: Entdo é a area do retangulo 1 vezes a area do retangulo 2, vezes a area do
quadradinho vezes oito? (lendo o que Rosa escreveu).

Rosa: Sim. ... Agora aqui é que eu ndo consigo. E a x b depois b x b, que é lado vezes
lado.

Pesquisadora: Ok. Mas lado vezes lado d& o qué?
Rosa: 2b?
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Figura 10 - Resolugdo de Rosa da questdo 1 da Tarefa 1

Na alinea c, Rosa teve dificuldades ao simplificar a expressao da diferenca das duas
areas (Figura 11). Referiu que agora esta estudando as inequacdes e equacdes, e que ja ndo se

lembra de como operar em uma subtracdo de termos algébricos.

Figura 11 — Resolugdo de Rosa na questdo 1 da Tarefa 1 (alinea c)

Pesquisadora: Por que esta mal? Colocaste 5b X a = 2a X 32b. Por que riscaste?

Rosa: Porque diferenca, eu acho que ndo é assim. A diferenca é menos ... Entdo tenho
de fazer a area da figura 1 menos a da figura 2. ... Posso passar a frente e depois voltar?

Pesquisadora: Podes. Mas qual ¢ a dificuldade?

Rosa: E fazer isto aqui (simplificar a expresso). E que eu agora td com as inequacdes e
jando lembro como se faz, sei que passa 0 a para um lado e 0 b para 0 outro, mas aqui
ndo da pra fazer, porque aqui tem o menos. Se tivesse aqui um igual assim ja dava,
metia 0 2a pra o pé do a e 0 5b pra o pé do 32b mas como nao ta aqui o igual, ndo da.
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Observamos que Rosa expressou algumas das medidas de comprimento, como 3b,
ax be (b xb)x 8, mas ndo conseguiu representar a area das figuras por meio da linguagem
algébrica. Apresenta dificuldades na manipulacao algébrica, particularmente na multiplicacdo
de mondmios e no uso de dobro e quadrado de um termo. Demonstra ndo ter clareza quanto
ao uso da soma e da multiplicacdo de termos, pelo que usa multiplicagédo a fim de representar
situacOes de adicdo. Compreende que a e b representam medidas de comprimento e que a sua
expressao (b X b) x 8 representa medida de area, mas os significados das expressdes estdo
essencialmente ligados aos procedimentos realizados para calcular area, sem referéncia a

disposicao visual da figura.

Maria

Maria apresentou dificuldade na interpretacdo do problema, bem como na
compreensdo dos simbolos a e b. A estudante demorou bastante lendo a questdo e, em
seguida, perguntou 0 que seriam estas letras.

Maria: Aqui o comprimento a é de qual? O a? Como assim? Comprimento b...

Para responder a primeira pergunta, relativamente a qual das figuras tem maior area,
Maria percebeu que a area da figura 2 excede a da figura 1 em dois quadrados e néo recorreu
a expressbes algébricas para justificar sua afirmagdo, antes usou um desenho e uma
explicacédo verbal.
Pesquisadora: Entendeste a pergunta Marta? Quer saber qual das duas areas € maior.
Maria: E esta (figura 2).
Pesquisadora: Por qué?

Maria: Vé-se! Por exemplo, se tirarmos este (quadrado lateral de lado b) vamos ver que
este depois vai juntar aqui (em baixo, na figura 2) e é igual a este (figura 1).

Pesquisadora: E sobrava algo?

Maria: Estes dois. Entdo significa que este (figura 2) é maior.

Na alinea b, Maria demonstrou desconforto, ao perceber que tinha de fazer expressoes
algébricas, e precisar de alguma ajuda para comecar. A estudante teve dificuldades para
identificar as medidas dos lados nas figuras e ndo se lembrava de como calcular area de
retangulo.

Pesquisadora: E para escrever uma expresso algébrica.

Maria: Nao sei.
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Pesquisadora: Consegues perceber onde estdo 0 a e 0 b nessa figura?
Maria: Sim.

Pesquisadora: Mostra-me la entéo.

Maria: O a ta aqui (apontando para o total da base do retangulo, a + 2b).
Pesquisadora: Achas que o a € grande assim?

Maria: E este (a, na base do retangulo). E o b sdo estes pedacinhos (apontando para a
largura, 3b). E isto é 0 a também.

Pesquisadora: Entdo 3 vezes o b é igual ao a?
Maria: Assim, vendo aqui (na legenda), ndo! Seria um bocadinho mais.

Pesquisadora: O enunciado diz que as figuras sdo construidas com segmentos de
comprimentos a € b.

Maria: Entdo, 0 a ta ... O b sdo estes (apontando para o lado esquerdo na figura).
Pesquisadora: E estes também (medida no lado direito)?

Maria: Pode ser. Se estiver assim com os tracinhos.

Pesquisadora: Ok.

Maria: Este também é b (em cima). Este também. Aqui (embaixo) também, se
dividirmos. Depois isto e isto € 0 a.

Pesquisadora: E a area, como tu farias? Lembra-te como se calcula area de retangulo?
Seria multiplicacdo?

Maria: Ah! b vezes h. Alguma coisa assim. h € de altura, utilizam h porque depois 0s
estrangeiros ja sabem...

Maria identificou nas figuras as medidas e somou todas as medidas de a e todas as
medidas de b. A estudante demonstra ndo compreender o conceito e o célculo de area, pelo
gue também teve dificuldades em escrever as expressdes algebricas, e escreveu um produto.
Porém, ndo expressou a relagdo multiplicativa de comprimento X largura, antes

multiplicou o total de medidas de a pelo total de medidas de b (Figuras 12 e 13).
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Figura 12 - Resolugéo de Maria da questéo 1 da Tarefa 1
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Figura 13 - Resolucéo de Maria da questéo 1 da Tarefa 1 (alinea b)

Da mesma maneira, na alinea ¢, Maria fez mentalmente as subtracfes de 4a e 2a e de
13b e 10b, valores encontrados por ela na contagem de termos nas figuras. A estudante
respondeu, portanto, que a area da figura 2 é maior porque tem dois a e trés b a mais que a
figura 1. Ndo expressou a diferenca das areas por meio de notacdo algébrica, mas escreveu em
linguagem verbal.

Observamos que Maria ndo recorreu a linguagem algébrica até o enunciado da questdo
o solicitar, mas resolveu o problema a partir da disposicao visual da figura. Reconhece que a
e b representam medidas de comprimento, mas tentou expressar area a partir de uma adicao
de termos e do produto de seus resultados. Nao simplificou suas expressdes, pelo que néo foi
possivel observar dificuldades na manipulacdo algébrica, sendo provavel que existam. Apesar
de resolver o problema a partir da disposi¢do visual da figura, ndo representou esta ideia por
meio da linguagem algébrica e suas expressdes ndo se relacionam com o raciocinio
demonstrado, mas com os procedimentos de adigdo e multiplicacdo de termos.

O Quadro 2 sintetiza as situag0es apresentadas na questdo 1 da tarefa 1 no que se

refere ao uso de linguagem verbal e algébrica, e aos significados e dificuldades.
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Quadro 2 - Sintese (Tarefa 1 - Questdo 1)

Estudante Linguagem Verbal e Linguagem . o
o Dificuldades Significados
Algébrica
- Medidas de comprimentos (a, b, 3b e
. a + 2b) e de area;
- Expressa, com dificuldade . A
) A - N&o usa parénteses ao representar produto. Ex: 3b X 2b + a | - Produto do comprimento pela largura,
relacionada ao uso de parénteses, a ) _
Paulo ] ) ) emvez de 3b X (2b + a); e soma ou subtracdo de medidas de
area sombreada por meio da linguagem o . )
o - Multiplicacdo de monémios. Ex: 3b X 2b igual a 6b. area;
algébrica. 3 . ]
- Expressdo de diferenca relaciona-se
com manipulacdo algébrica.
- Medidas de comprimentos (a, b, 3b e
a + 2b) e de area;
- Expressa, com dificuldade a area | - Multiplicagdo de termos. Ex: 3b x 2b igual a 6b; - Produto do comprimento pela largura,
Daniel sombreada por meio da linguagem | - Usa incorretamente dobro e quadrado. Ex: Usa 2b em vez de | e soma ou subtracdo de medidas de
algébrica. b2 area;
- Expressdo de diferenca relaciona-se
com manipulagdo algébrica.
- Medidas de comprimentos (a, b, 3b e
. a + 2b) e de érea;
- Expressa, com  dificuldade . ) .
) - Ndo usa parénteses ao representar produto e diferenga. Ex: | - Produto do comprimento pela largura,
relacionada aos parénteses e A )
; . . - . 3b X 2b + aemvez de 3b X (2b + a); e soma ou subtracdo de medidas de
José manipulagdo  algébrica, a area

sombreada por meio da linguagem

algébrica.

- Usa incorretamente dobro e quadrado. Ex: Usa 2b em vez de

b2.

area;
- Expressdes relacionam-se com a
disposicdo visual da figura e com os

procedimentos realizados.
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- Privilegia a linguagem verbal;

- Expressa, com dificuldade

- Néo usa parénteses ao representar produto. Ex7: 3b X 2b + a

- Medidas de comprimentos (a, b, 3b e
a + 2b) e de area;

- Produto do comprimento pela largura,
e soma ou subtracdo de medidas de

Laura relacionada ao uso de parénteses, a | emvez de 3b X (2b + a); ]
area;
area sombreada por meio da linguagem | - N&o simplifica as expressdes autonomamente. . .
o - Expressdes relacionam-se com a
algébrica. . L .
disposicdo visual da figura e com os
procedimentos realizados.
- Usa indiscriminadamente soma, multiplicacdo e poténcia; - Medidas de comprimentos (a, b e 3b)
Rosa - Expressa algumas medidas de | - Multiplicacdo de mondmios. Ex: (a x b) X (a x b) é igual a | e de érea;
comprimento por meio da linguagem | 2a X 2b; - Expressbes relacionam-se com
algébrica. - Usa incorretamente dobro e quadrado. Ex: Usa 2b em vez de | procedimentos, em uma juncdo de
b2 termos.
] - Medidas de comprimentos (a, b);
- Expressa verbalmente a diferenca das . )
) ) ) y L B -Expressoes relacionam-se com
Maria medidas de area, mas ndo o fez | - N&o simplifica as expressdes elaboradas.

algebricamente.

procedimentos, em uma jungdo de

termos.
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6.1.2. Questéao 2
A questdo 2 é um problema de partilha onde o estudante deve interpretar o problema e
equaciona-lo, realizar adi¢do algébrica e resolver a equacao, bem como interpretar os valores

encontrados (Figura 14).

2) Numa época desportiva estdo inscritos 380 alunos nas diferentes modalidades. A
modalidade de basquetebol tem 3 vezes mais alunos do que a patinagem. e a natagdo

tem mais 114 alunos que o basquetebol. Quantos alunos participam em cada
modalidade?

Figura 14 - Questdo 2 da Tarefa 1

Paulo

Paulo leu o problema, interpretou e, imediatamente, recorreu a linguagem algébrica
para resolvé-lo. O estudante demonstrou familiaridade com situa¢6es como esta, no que refere
ao processo de traducdo de uma situacdo descrita em linguagem verbal para linguagem
algébrica. Designou x para representar o numero de alunos inscritos na patinagem,
compreendeu que o numero de alunos inscritos no basquetebol estava relacionado com este, e
gue o namero de alunos inscritos na natacdo estava relacionado com o nimero de alunos
inscritos no basquetebol, representando-os por 3x e 3x + 114 (Figura 15). A equagdo que
Paulo escreveu expressa as relagdes aditivas e multiplicativas entre o nimero de participantes

nas diferentes modalidades, bem como que sua soma representa o total de alunos inscritos.
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Figura 15 - Resolucdo de Paulo da questdo 2 da Tarefa 1.

Observamos que Paulo néo teve dificuldades na resolugéo da equacdo e interpretou seus
resultados a luz do problema, encontrando os numeros corretos de alunos inscritos em cada
modalidade, como solicitava o problema. O estudante indica reconhecer as vantagens do uso

da linguagem algébrica para resolver problemas, usar os simbolos sem preocupar-se com seus
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significados no momento da manipulacdo simbdlica e voltar a interpreta-los no final de sua
resolucéo.

Pesquisadora: Ok. Entdo, tens que a 0 nimero de alunos na patinagem é 38. E achas
que estes valores fazem sentido no problema?

Paulo: Acho que sim. E s6 somar tudo isto e ver se da.

()

Pesquisadora: Neste problema, por que é que j& fizeste logo a expressdo? N&o era
possivel fazer isso usando outros calculos?

Paulo: Sim, mas acho que depois ia ficar um bocado mais dificil. Assim acho que é
mais fécil.

Vemos que Paulo recorreu espontaneamente a linguagem algébrica para resolver o
problema e ndo teve dificuldades na traducdo da situacdo em linguagem verbal para
linguagem algébrica. Reconhece as vantagens de equacionar o problema e fa-lo com
familiaridade, demonstrando fluéncia na manipulacdo algébrica e na resolucdo da equacéo.
Relativamente aos significados dos simbolos e equagdes, observamos que compreende que a
sua incognita x representa uma quantidade, que as expressdes 3x e 3x + 14 indicam relacGes
entre quantidades e que 3x + x + 3x + 14 = 380 representa o total de alunos apresentado no

problema.

Daniel

Daniel, assim como Paulo, leu o problema e recorreu a linguagem algébrica
imediatamente. O estudante, porém, usou trés incognitas para representar 0os numeros de
inscritos nas diferentes modalidades, escreveu um sistema de equacdes relacionando-as e, ao
deparar-se com a dificuldade de resolver um sistema com trés incdgnitas, desistiu de sua
estratégia e foi em busca de outra forma de fazer (Figura 16). Paulo designou o nimero de
inscritos no basquetebol por x e relacionou-0 com 0s numeros de inscritos nas outras
modalidades, x = 3y expressando uma relacdo multiplicativa onde y € o numero de inscritos
na patinagem e x + 114 = z expressando uma relacdo aditiva onde z & o nimero de inscritos
na natacdo e x + y + z = 380 representando o total de inscritos nas diferentes modalidades.
E importante observar que, apesar de ndo ser a op¢ao mais econdmica, o sistema de equacdes
escrito pelo estudante traduz corretamente a situagdo apresentada em linguagem verbal para
linguagem algébrica e teria o levado & solucdo do problema, caso tivesse continuado a

resolver o sistema de equacgoes.
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tem mais 114 alunos que o basquetebol. Quantos alunos participam em cada
modalidade?
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Figura 16 — Primeira resolugédo de Daniel da questdo 2 da Tarefa 1

Daniel, ao desistir do sistema de equacdes e refletir novamente sobre o problema foi,
aos poucos construindo um novo raciocinio que resultou em uma equacdo onde as
modalidades foram todas expressas em funcéo de x, nimero de alunos inscritos na patinagem
(Figura 17). O estudante demonstrou saber representar um problema por meio de linguagem
algébrica, pois o fez corretamente em suas duas estratégias e, apesar de ndo perceber que era
possivel continuar a resolucdo do sistema, ndo teve dificuldades na resolucdo da equacéo e

interpretou corretamente os valores encontrados.
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Figura 17 - Resolucéo de Daniel da questdo 2 da Tarefa 1

Observamos que Daniel também usa com familiaridade a linguagem algébrica a fim de
resolver problemas como este. Ndo apresenta dificuldades para traduzir em linguagem
algébrica a situacdo apresentada em linguagem verbal, privilegiando o uso de mais de uma
incégnita. Entretanto, apresentou dificuldade na resolugdo do sistema com trés equacfes e na
construcdo de apenas uma equacdo que traduzisse o problema. Resolveu equacbes sem
dificuldade no uso de técnicas e procedimentos. Relativamente aos significados das incdgnitas
e da equacdo, compreende que x, y e z representam quantidades e que suas expressoes

traduzem as relacGes entre as quantidades, assim como sua equagéo representa que a soma das
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trés quantidades expressas em linguagem algébrica é igual ao total de alunos inscritos nas

diferentes modalidades.

José

José usou exatamente a mesma estratégia que Daniel tentou inicialmente, escrevendo
um sistema de equagdes onde o numero de inscritos no basquetebol relaciona-se com 0s
nameros de inscritos nas demais modalidades e a soma de inscritos nas trés modalidades é
igual a 380 (Figura 18). O estudante, porém, seguiu com a resolucdo do sistema de equacoes,
que consistiu basicamente na substituicdo de expressdes, e chegou a solucdo do problema,
evidenciando ndo apenas capacidade de manipulacdo algébrica como também compreensao

do significado de cada incdgnita designada, das equacdes, e dos valores encontrados.
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Figura 18 - Resolucéo de José da questdo 2 da Tarefa 1

José: Entdo, o basquete, que é o x, € trés vezes a patinagem, que sera 0 y. E a natacdo
que € 0 z € 114 mais 0 x, que € o basquete.

Observamos que Jose recorreu imediatamente ao uso de simbolos e demonstrou saber
como passar de uma situagdo problemética em linguagem verbal a linguagem algébrica,
expressando as relagOes aditivas e multiplicativas apresentadas no problema. N&o teve
dificuldades na manipulagéo simbdlica, nomeadamente na resolucéo do sistema de equacdes,
e demonstrou familiaridade com os simbolos. Relativamente aos significados das incognitas e

expressoes, vimos que o estudante compreende que x, y € z representam quantidades e suas
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expressoes indicam as relacdes entre elas. A interpretacdo dos valores encontrados demonstra

que ndo perdeu de vista a situacdo problema e preocupou-se com a validade destes resultados.

Laura

Laura interpretou corretamente o problema, mas ndo conseguiu resolvé-lo. A estudante
raciocinou durante muito tempo sobre a situacdo descrita e chegou a algumas conclusdes
acerca do nimero de alunos em cada modalidade, entretanto, ndo calculou os valores e acabou
por passar as questdes seguintes.

Laura: Porgue supostamente estdo, no minimo, 114 alunos na natacdo. Entdo, como
estdo no minimo 114 alunos vao sobrar 266. Destes 266 ainda tem de haver mais alunos
para a natacdo, e tem de haver mais alunos para o basquetebol e para a patinagem, mas a
patinagem tem sempre menos que 0 basquetebol e a natagdo tem sempre mais que o
basquetebol.

Pesquisadora: Entdo qual é a ordem? De quem tem menos para quem tem mais.
Laura: Patinagem, basquetebol e natacéo.
Pesquisadora: E a questdo ndo diz qudo maior é cada um?

Laura: Diz, porque diz que o basquetebol tem trés vezes mais do que a patinagem, e
que a natacdo tem mais 114 alunos do que o basquete.

Laura calculou a diferenca de 380 e 114, pensou na possibilidade de dividir 380
por 3 mas ndo chegou a fazer a operacdo e escreveu ainda x 3 + (Figura 19). Neste
momento, cogitei que a estudante iria equacionar o problema, e que o sinal X tratava-se
de uma incdgnita x, porém ela estava apenas representando que o nimero de inscritos
no basquetebol € trés vezes o numero de inscritos na patinagem, ou seja, o simbolo X,

nesta situacdo, teve para Laura o significado de sinal indicativo de multiplicacéo.
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Figura 19 - Resolugéo de Laura da questdo 2 da Tarefa 1

Pesquisadora: O que representa este ‘x’?
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Laura: E trés vezes mais. O basquetebol tem trés vezes mais alunos do que a patinagem.
Pesquisadora: Entdo o ‘x’ é 0 qué?

Laura: E o vezes.

Laura, como vimos, nao recorreu a linguagem algébrica para resolver o problema,
antes tentou resolvé-lo aritmeticamente e referiu, ao final da entrevista, que nem mesmo
pensou em traduzir o problema para linguagem algébrica, ficando evidente que, para ela, ndo
é natural recorrer a esta linguagem. Teve dificuldade na interpretacdo e resolucdo do
problema e, uma vez que ndo usou linguagem algébrica, ndo podemos falar em manipulacédo

algébrica ou ainda em significados para incognitas e expressoes algébricas.

Rosa

A resolucdo de Rosa foi feita combinando linguagem simbolica ndo convencional e
operacOes aritméticas. A estudante usou o simbolo ‘?’ em uma organizagao inicial dos dados
informados no problema, e demonstrou estar confusa com o significado que deveria atribuir a
este simbolo (Figura 20). Representou por 3(?+114) e ?+114 o ndmero de inscritos na
natacdo e no basquetebol, mas riscou suas expressdes e recomegou seu raciocinio, concluindo
que ‘?’ seria o nimero de inscritos na patinagem e representando corretamente os outros

valores em funcéo deste.
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Figura 20 - Resolugéo de Rosa da questdo 2 da Tarefa 1

Pesquisadora: Esse ponto de interrogacéo, estas a uséa-lo para representar o qué?
Rosa: antes era o basquetebol, mas agora ja néo é.
Pesquisadora: Vamos la ver, temos trés modalidades.

Rosa: Entdo patinagem tem ... 0 basquetebol tem trés vezes mais do que a patinagem.
Ah, entdo o basquetebol é trés vezes mais.

(.)
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Pesquisadora: E a patinagem tem quantos?

Rosa: N&o sabemos. E o ponto de interrogacdo. A natacdo nés também ndo sabemos,
mas o basquetebol é 3 vezes o ponto de interrogagao.

(...)
Pesquisadora: OK.

Rosa: E depois, aqui na natacdo é 3 vezes o ponto de interrogacdo, entre parénteses,
mais 114.

ApOls escrever as expressdes que representam o namero de inscritos em cada
modalidade, Rosa teve dificuldades para encontrar os valores, uma vez que ndo fez a soma
dos termos para totalizar 380 e usou (3 x?+114) = 380. Durante o didlogo, observei se ela
conseguiria perceber que era preciso somar todos 0s temos, mas a estudante optou por dividir

380 por 3, ja que sdo trés as modalidades, e igualar 3 x? +114 ao resultado de sua diviséo.

Pesquisadora: Como podes fazer para descobrir quantos alunos participaram em cada
modalidade?

Rosa: Tem de se fazer igual (referindo-se a 3 x? +114) a 380, que é o total de alunos, e
agora resolver.

Pesquisadora: Mas o que significa o 3 vezes ponto de interrogacdo mais 114?
Rosa: A natacéo.
Pesquisadora: Entéo apenas a natagdo tem 3807

Rosa: Ah, ndo! N&o pode ser assim! O 380 era sé da natacdo. Entdo faco 380 a dividir
por 3, porque sdo as 3 modalidades que existem.

(...)
A divisdo d& com virgula. Nunca fui boa a fazer divisdes! Essas partes confundem-me
bué.
()

Pesquisadora: Entéo explica-me la o que fizeste até agora.

Rosa: Passei 0 114 pra o pé do 134 e depois fiz outra vez o 3 vezes ponto de
interrogacdo, igual a 20 porque 134 menos 114 € igual a 20. Meti que o ponto de
interrogacdo é o 20 a dividir por 3, 0 3 como ta a multiplicar deste lado, passa a dividir
pra este.

Pesquisadora: Encontraste o 7. O que ele significa?

Rosa: Significa a patinagem porque € o ponto de interrogacdo. Depois aqui para o
basquetebol 3 x 7 d& 21. Depois ja metia 0 21 mais 114 para a natagdo. Agora vou fazer
a soma para ver se da todos os alunos.

(.)
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Deu super diferente! (...) Ta mal por causa das contas, mas ta certo o resto.

Rosa teve dificuldades em escrever a equacdo para o problema e o fez partindo da
ideia de que o numero de inscritos na natacdo era igual a um terco do total de inscritos nas
diferentes modalidades. A estudante resolveu esta equacdo de acordo com regras de resolucéo
de equacao do 1.° grau com uma incognita e, diante de divisdes cujo quociente ndo era exato,
considerou apenas a parte inteira. Ao interpretar seus resultados, Rosa ignorou a discrepancia
entre a soma dos valores encontrados e o total de alunos apresentado no problema,
justificando que errou nas operacdes aritméticas, mas que a equacao esta correta.

Rosa ndo recorreu a linguagem algébrica convencional, mas utilizou pensamento
algébrico em sua resolucgdo, representando os nimeros de inscritos em cada modalidade por
meio de expressdes de relagdes aditivas e multiplicativas. Teve dificuldade em escrever uma
equacéo para resolver o problema, igualando a expressdo da quantidade de participantes em
uma das modalidades ao total de inscritos, bem como nas operacdes aritméticas que faziam
parte de sua estratégia. Relativamente aos significados dos simbolos, vimos que “?”
representa uma quantidade, assim como “3 x?” ¢ “3 x?+114”, e que a estudante usa a
expressdo “3 x? +114 = 380” a fim de saber a quantidade de inscritos em uma modalidade,
de maneira que o significado de tal expressdo esta ligado aos procedimentos necessarios para

resolver o problema.

Maria

Maria, assim como Laura, ndo equacionou o problema, mas tentou resolvé-lo por meio
de operacdes aritméticas e teve muita dificuldade ao tentar descobrir o nimero de inscritos em
cada uma das modalidades. A estudante fez a diferenga entre 380 e 114, dividiu o resultado
por 3, ja que estes alunos seriam distribuidos entre as trés modalidades, concluindo que este
era 0 numero de alunos inscritos na patinagem. Em seguida, ndo usou este resultado para
calcular o nimero de inscritos nas demais modalidades, antes dividiu 114 por 2 e multiplicou
por 3, obtendo 171 para o numero de inscritos no basquetebol. Por fim, somou 114 a este

resultado para encontrar o namero de alunos inscritos na natagdo (Figura 21).
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Figura 21 - Resolucgdo de Maria da questdo 2 da Tarefa 1

A resolucdo de Maria ndo sugere que ela saiba traduzir um problema em linguagem
verbal para linguagem algébrica, ou que veja vantagens no uso de linguagem algébrica.
Observamos ainda que a estudante teve muita dificuldade na realizacdo das operacGes
aritméticas e nao refletiu sobre os valores que encontrou.

Assim, Maria optou por resolver o problema aritmeticamente, ndo recorrendo a
linguagem algébrica para representar a situagdo e apresentou muita dificuldade na
interpretacdo do problema, bem como na realizacdo das operacdes aritméticas que
compunham sua estratégia de resolucdo. Uma vez que a estudante ndo usou linguagem
simbdlica, ndo foi possivel observar seu desempenho na manipulacdo algébrica ou ainda os
significados dos simbolos.

O Quadro 3 sintetiza as situacfes apresentadas na questdo 2 da tarefa 1 no que se

refere ao uso de linguagem verbal e algébrica, e aos significados e dificuldades.

6.1.3. Questao 3
A questdo 3 é uma situacdo problematica de generalizacdo onde é esperado que 0
estudante determine termos de uma sequéncia e o padrdo de formacdo da figura usando

linguagem verbal e algébrica (Figura 22).
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Quadro 3 - Sintese (Tarefa 1 - Questdo 2)

Estudante Linguagem Verbal e Linguagem . o
o Dificuldades Significados
Algébrica
Paulo - Usa a linguagem algébrica para o .
o - Incognita (x): Quantidade;
representar a situagéo; .
- Sem dificuldades. - 3x+x+3x+14=380 expressa a
- Reconhece vantagens no uso da )
. o guantidade total.
linguagem algébrica.
Daniel - Usa a linguagem algébrica para .
o - Usa um modo menos econdmico para expressar as o )
representar a situacdo; B ] - Incognitas (x, y e z): Quantidades;
relagGes entre as quantidades; . . i
- Reconhece vantagens no uso da . . y o - Expressdes: Relagdes entre as quantidades.
) . - Sem dificuldade na manipulagéo algébrica.
linguagem algébrica.
José - Usa a linguagem algébrica para . o )
L - Usa um modo menos econdmico para expressar as | - Incognitas (x, y e z): Quantidades;
representar a situacéo; . ] B . )
relacGes entre as quantidades; - ExpressGes: RelagBes entre as quantidades.
- Reconhece vantagens no uso da . ] 3 o
. o - Sem dificuldade na manipulacéo algébrica. Ex:z=114 + 3y.
linguagem algébrica.
Laura - N&o usa a linguagem algébrica para n ) ) 3
o - Dificuldade na interpretacdo e resolucdo do . .
representar a situagéo; - Né&o ha incognitas nem expressoes.
L problema.
- Usa uma estratégia aritmética.
Rosa - N&o ha incognitas;
- Usa linguagem simbdlica nédo | - Dificuldade em representar a situacdo por meiode | - ?, 3Xx? e 3 x?+114 representam
convencional para representar 0 | uma equago; quantidades;
problema. - Dificuldade nas operagdes aritméticas. - 3 x?4+114 é igual a 380 porque pretende
saber uma quantidade de inscritos.
Maria - Dificuldade na interpretagdo e resolucdo do

- Usa uma estratégia aritmética.

problema;

- Dificuldade nas operagdes aritméticas.

- N&o ha incognitas nem expressoes.
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3) A Germana esta a fazer mantas de retalhos, para 1sso esta a usar quadrados de tecido
de todas as cores e vai acrescentar uma volta completa de quadrados brancos, como
mostra a figura abaixo. Ela precisa de contar o nimero de quadrados necessarios para
acrescentar uma volta completa a cada manta. Ajuda a Germana!

224
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a) Quantos quadrados brancos sdo necessarios para aumentar uma manta de 8
quadrados de lado? E para uma manta de 16 quadrados de lado?

b) Encontra um processo que permita a Germana conhecer o nimero de quadrados a
acrescentar sem que tenha que contar os quadrados. Escreve esse processo por
palavras tuas.

c) Exprime, recorrendo a linguagem matematica, o processo descrito na alinea
anterior.

Figura 22 - Questdo 3 da Tarefa 1

Paulo

Paulo ndo teve dificuldade em interpretar o problema e em perceber que era preciso

encontrar um padrdo de formacédo para a figura. O estudante ndo se prendeu aos enunciados

descritos nas alineas a, b e ¢, e comegou sua resolucdo procurando uma expressdo de

generalizacdo para o numero de quadrados brancos necessarios para aumentar uma manta

como a descrita no problema. Realizou uma contagem por meio da figura e comparou o

nimero de quadrados coloridos com o numero de quadrados brancos em cada manta,

concluindo que este excede o primeiro em 8 quadradinhos (Figura 23).
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Figura 23 - Contagem de Paulo na questdo 3 da Tarefa 1
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Paulo escreveu a expressdo n = x + 8, onde n é 0 numero de quadrados brancos
necessarios e x é o niumero de quadrados coloridos na borda da manta, e teve dificuldade em
explicar seu raciocinio usando linguagem verbal, relativamente as partes que compdem a
figura e ao significado de sua variavel x. E importante observar que esta generalizacio feita
por Paulo ndo exclui a necessidade de uma contagem, uma vez que x representa 0 nimero de
quadrados coloridos na borda da manta, e que por isso, 0 estudante recorreu a uma nova
estratégia para evitar a contagem um a um. Explicou-a, usando um exemplo, e ndo escreveu
esta generalizacdo recorrendo a linguagem algébrica, apesar de evidenciar pensamento
algébrico e muita clareza ao justificar verbalmente seu processo para calcular o nimero x de

quadradinhos (8 + 6 + 7 + 7, para a manta com 8 quadradinhos no lado).

Pesquisadora: Estas a responder para oito, para dezasseis, ou ja estds a fazer uma
expressao?

Paulo: E que é mais facil fazer logo uma expresséo para descobrir logo todos.
Pesquisadora: Entdo qual € a tua expressao?

Paulo: E x que é, ... Tenho que explicar o que é x.

Pesquisadora: Pois.

Paulo: Se eu disser “os quadrados que estdo por fora”, pode ser? Ou “os quadrados que
estdo a volta da manta”.

Pesquisadora: Pode ser.

()

Paulo: Tem trinta e oito quadrados a volta e, agora falta o dezasseis (...) Ja esta.
Pesquisadora: Ok. Entdo, explica-me la.

Paulo: Neste aqui, como tem oito quadrados de lado, séo oito mais seis em baixo e
depois faco mais sete, mais sete.

Pesquisadora: Estas a fazer para oito?

Paulo: Sim, estou a fazer para oito. Por exemplo para oito. O quadrado tem quatro lados
iguais e para fazer os a volta faco os oito de cima, depois mais seis embaixo porque tiro
0s das pontas e depois mais sete, mais sete.

Pesquisadora: Ok.

Paulo: Mas isso é sO pra contar os de dentro, para ver quantos quadrados estdo a volta,
depois tem que somar mais 0s oito.

Apesar de Paulo explicar verbalmente um raciocinio correto, calculou mal 8 + 6 +
7 + 7 e por isso chegou a um numero errado de quadradinhos brancos para uma manta de 8
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quadrados coloridos de lado. Ja para 16 quadrados coloridos de lado o estudante operou
corretamente, justificando sua estratégia de calculo (Figura 24). Usando linguagem algébrica,
a estratégia de Paulo seria calcular x = a + (a — 2) + (a — 1) + (a — 1), onde a € 0 nimero
de quadrados do lado da manta e x é o total de quadrados coloridos na borda da manta e, em
seguida, fazer x + 8 para encontrar o total de quadrados brancos necessarios para aumentar a
manta, n. Assim, o0 processo descrito verbalmente por Paulo expressa n =a + (a — 2) +
(a—1)+ (a—1) + 8, e 0 estudante demonstrou enxergar esta generaliza¢do na disposi¢do
da figura (Figura 25).
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Figura 24 - Resposta de Paulo a questdo 3 da Tarefa 1

Figura 25 - Estratégia de Paulo na questdo 3 da Tarefa 1

As estratégias de Paulo evidenciam que ele ndo tem dificuldades para compreender o
comando de generalizacdo, reconhece as vantagens do uso da linguagem algébrica no
processo de generalizacdo e expressa com clareza seu raciocinio em linguagem verbal. Teve
dificuldade em traduzir para a linguagem algébrica todos os passos do processo utilizado para
resolver o problema. Apesar de ndo ter escrito uma expressdo algébrica capaz de evitar a
contagem um a um, demonstrou um raciocinio algébrico correto e compreensdo de que n e x
representam as quantidades de azulejos brancos e os coloridos da borda da manta,
respectivamente. O significado da expressdo, n = x + 8, estd relacionado a primeira

generalizacao que pensou e seu raciocinio liga-se a disposi¢do geométrica da figura.
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Daniel

Daniel interpretou o problema corretamente e néo teve dificuldades para calcular o
namero de quadrados brancos necessarios para aumentar as mantas com 8 e 16 quadrados de
lado. Sua estratégia, neste primeiro momento, foi adicionar 2 ao nimero do lado da manta,
multiplicar por dois e adicionar duas vezes 0 numero do lado da manta, expressando

verbalmente uma generalizacgdo para o célculo de quadrados brancos a adicionar:

Pesquisadora: O que fizeste para chegar ao 36 e ao 68?

Daniel: Eu fiz mentalmente e vi que no lado, pronto, aqui por exemplo tem 6 (no lado
da manta) e tem 8 quadrados brancos. Portanto, aqui tem 8 mais 8, 16, e depois somei 6
e6¢é12, 16 mais 12.

Pesquisadora: E para dar 36?

Daniel: Fiz 8 e contei nove, dez com 0s dos cantos e agora vezes dois porque € um
quadrado, pronto, o lado oposto, e depois os laterais fiz s6 8 mais 8 porque os cantos eu
ja tinha contado no 8 mais 2.

Pesquisadora: Ta bem.

Daniel: No 16 foi a mesma coisa, 18 vezes dois mais 16, mais 16.

Para responder a alinea b, Daniel ndo considerou o raciocinio usado na alinea a,
invalidando-o enquanto forma de generalizacdo e escreveu duas sequéncias numeéricas,
comparando o nimero de quadrados do lado com o total de quadrados necessarios para
aumentar a manta (Figura 26). Observamos que o estudante considerou apenas nimeros pares
para o lado da manta, devido aos exemplos apresentados na questao, e por isso concluiu que a
lei de formacdo da sequéncia seria ‘termo anterior mais oito’, quando na verdade seria 0
termo anterior mais quatro, considerando como termo anterior o nimero de quadrados

brancos necessarios para aumentar a manta com um quadradinho a menos no lado.
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Figura 26 — Estratégia de Daniel na questdo 3 da Tarefa 1
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O proprio estudante reconheceu, porém, que este processo ndo facilitaria os calculos,
uma vez que seria necessario descobrir o numero de quadrados necessarios para aumentar
cada manta, repensou sua estratégia olhando novamente para a disposicdo da figura e
conseguiu expressar verbalmente e algebricamente uma generalizagdo para o problema
(Figura 27):

Daniel: Ja tenho uma sequéncia, mas ndo consigo descrever. E sempre 8 mais 8 mais 8,
.. 2 corresponde a 12, mais 8 da 20, mais 8 da 28, depois 36 e vai.

Pesquisadora: Entdo é o termo anterior mais 8?

Daniel: Exato! Mas ndo posso dizer assim, porque teria de fazer sempre a conta desde o
inicio.

Pesquisadora: Este é o problema.

Daniel: Agora sei uma para fazer mais facilmente! Numero de quadrados do lado mais
2, € isso que ta aqui, pronto (referindo-se ao raciocinio usado na alinea a). N&o, vou por
outra maneira mais facil! O nimero do lado vezes 4, mais quatro para 0s cantos!
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¢) Exprime, recorrendo a linguagem matematica, o processo descrito na alinea
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Figura 27 - Resolucéo de Daniel da questdo 3 da Tarefa 1

Daniel ndo recorreu a linguagem algébrica antes de ser solicitado e usou a linguagem
verbal para apresentar a generalizacdo, mas desconsiderou este primeiro raciocinio quando
precisou escrever uma expressdo algébrica. Demonstrou estar mais familiarizado com a
estratéegia de comparacdo de suas sequéncias numéricas para generalizar e, em sua terceira
estratégia, elaborou a expressao 4x + 4 a partir da disposi¢do geométrica da figura, sendo x o
namero de quadrados coloridos no lado da manta. Dessa forma, destacamos o fato de ter
recorrido primeiramente ao procedimento padrdo que aprendeu para elaborar a expressao de

generalizacdo deixando de traduzir sua generalizacdo inicial para linguagem algebrica.

José
José ndo teve dificuldades em compreender o comando de generalizagdo, mas

equivocou-se relativamente a expressao ‘numero de quadrados de lado’, de maneira que, na
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alinea a calculou errado o nimero de quadrados necessarios para aumentar as mantas de 8 e
16 quadrados de lado. Entretanto, sua estratégia de célculo expressa a identificacdo de um
padrdo de formacéo da figura, visualizado na disposi¢do geométrica, e indica a quantidade de

quadrados brancos necessarios para aumentar mantas de 6 e 14 quadrados de lado (Figura 28):

quadrados de lado? E para uma manta de 16 quadrados de lado?
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Figura 28 - Estratégia de José na questdo 3 da Tarefa 1

Ja na alinea b, o estudante empenhou-se em escrever uma expressdo algébrica que
permitisse resolver o problema de forma mais econémica, demonstrando reconhecer as
vantagens do uso da linguagem algébrica, e chegou a uma expressdo que seria adequada ao
problema, ndo fosse o erro relativamente ao lado da manta (Figura 29).

Pesquisadora: Expressar em linguagem algébrica é melhor? Fizeste isso ja aqui na b.

José: Expressar por palavras, pode-se dizer o porqué de fazer e explicar-se mais, mas
por linguagem matematica da-se simplesmente a formula e assim ja sabemos para qué
que é preciso, sem dar voltas.

Pesquisadora: OK, e aqui o0 que é 0 x?

José: O x é o numero de lados que o tapete ird ter.
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Figura 29 - Resolucéo de José da questdo 3 da Tarefa 1

Observamos que o significado que José atribuiu a variavel x é o nimero de quadrados

brancos que o tapete ira ter em cada lado, ndo o nimero de quadrados no lado da manta antes
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de aumenta-la, como solicita o enunciado. No fim da entrevista, questionei o estudante sobre
o significado de sua variavel x e o problema dado, pelo que o ele, identificou seu erro e, ndo
teve dificuldades em reescrever a expressao, substituindo x por x + 2, porém esqueceu-se de
colocar parénteses.

Vimos que José ndo tem dificuldades em compreender os comandos de generalizacao,
reconhece as vantagens em usar a linguagem algébrica e consegue expressar uma
generalizacdo por meio de uma expressdo algébrica. Mostrou dificuldades no uso dos
parénteses e em traduzir da linguagem algébrica para a linguagem verbal, indicando incerteza
sobre a ordem das operacBes quando expressas em linguagem verbal, ao invés de linguagem
algébrica. Demonstrou clareza no significado da variavel, uma vez que conseguiu corrigir sua
expressdo ao altera-la, e sua expressdo x X 2 + (x — 2) x 2 esta relacionada com a disposi¢ado

geométrica da figura.

Laura

Laura interpretou o problema sem dificuldade, fez algumas contagens analisando as
figuras, concluiu que uma manta com 8 quadrados no lado, tera 10 quadrados brancos em
cada lado na manta maior e conseguiu encontrar um processo para calcular o total de

quadradinhos necessarios para aumentar as mantas evitando a contagem (Figura 30):
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Figura 30 - Resposta de Laura a questdo 3 da Tarefa 1 (alinea a)

Laura ndo recorreu a linguagem algébrica até a alinea c e, na alinea b, compreendeu o
comando de generalizagcdo e expressou por palavras o processo apresentado na primeira
alinea. A estudante indicou exatamente os passos que fez em sua resolucdo e o fez por partes,
de modo que ndo se deparou com a dificuldade de apontar a ordem de realizacdo das

operacdes (Figura 31):
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Figura 31 - Resposta de Laura a questdo 3 da Tarefa 1 (alinea b)

Para escrever uma expressao algébrica, Laura usou trés letras diferentes e representou
exatamente a ideia expressa na alinea anterior (Figura 32). A estudante demonstrou
compreender o significado da varidvel x, bem como o de cada expressdo e ndo teve a
iniciativa de fazer manipulacdo algébrica, de modo que as expressdes descrevem exatamente

0 seu raciocinio para resolver o problema:
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Figura 32 - Resposta de Laura a questdo 3 da Tarefa 1 (alinea c)

As expressdes algébricas criadas por Laura ndo sdo econdmicas, y e k ndo sao
definidos (apesar de, para a estudante, significarem os resultados em cada parte do processo
de resolucdo do problema), e a expressdo final combina linguagem verbal e linguagem
algébrica. Laura apresenta uma resolucdo caracterizada por um raciocinio intuitivo.

Assim, vimos que Laura ndo recorreu a linguagem algébrica até a alinea onde isso foi
solicitado, mas compreendeu o comando de generalizacdo e conseguiu expressar sua
estratégia de resolucdo do problema tanto em linguagem verbal como em linguagem
algébrica. N&o apresentou dificuldades na questdo, mas é importante referir que usou
expressdes algébricas menos econémicas e ndo se preocupou em realizar a manipulagédo
algébrica. Relativamente aos significados dos simbolos e expressfes, observamos que
2X((x+2)=k,xx2=yey+k=quantidade descrevem exatamente o raciocinio da
estudante para resolver o problema. Essa resolucdo estd relacionada com a disposi¢édo
geométrica da figura e indica que a estudante foi capaz de traduzir para a linguagem algébrica

todo o caminho que percorreu em sua resolucéo.
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Rosa

Rosa interpretou corretamente o problema proposto, desenhou a forma da manta com
8 quadrados de lado e percebeu que, a0 aumentar a manta, esta teria 10 quadrados brancos no
novo lado. Assim, a estudante concluiu que para calcular o total de quadrados brancos
necessarios, bastava adicionar dois ao numero do lado da manta e multiplicar o resultado por
4 (Figura 33). N&o notou que, ao multiplicar por 4, os quadrados dos cantos sdo contados duas

VEZEes:

Yo YY\C\V\‘\O\ CL@% Ciucxc‘ﬂ\raoloa ckc_ \c&c vau lﬁf 4o Cquaé

b Yeneed

Tc‘\l (=R

na V'Y\C\V\X*‘a de 16 quaéro\l_oé éi‘\&kg vq“\

(46 +2_4)X4 548 X4 =32 C]U(,\AVC\&(Q_') L

v

YONCOS -

Figura 33 - Resposta de Rosa a questdo 3 da Tarefa 1 (alinea a)

Rosa teve dificuldade em entender o comando de generalizacdo e, na alinea b,
respondeu a questdo utilizando um exemplo. Da mesma maneira, na alinea ¢, comegou a
escrever o célculo para um caso particular e apds minha intervencdo, buscou expressar a

generalizacdo (Figura 34).

a acrescentar sem que tenha que contar os quadrados. Escreve esse processo por
palavras tuas.
Se e ‘N‘C\\\Xo\ l‘»\/er 3 O,uaéfc ©°s O{é Q«clo ved -Lz cdg X
onales i@ Xy v B SETELLA. Qlvemnicn
\ man Po-n D 2 mu\x\,\a\: e PC"' Z\‘

¢) Exprime, recorrendo a linguagem matematica, o processo descrito na alinea
anterior. '

@(n+2)xk

N 5 Némere

Figura 34 - Resposta de Rosa a questdo 3 da Tarefa 1 (alineas b e ¢)

Pesquisadora: Agora expressa este processo em linguagem algébrica.
Rosa: Ok. Seria 8 ...

Pesquisadora: Mas a expressao deve ser para um numero qualquer.
Rosa: Ah!

(...)

Entdo n + 2 entre parénteses vezes 4.
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Pesquisadora: E qual é o significado do n?

Rosa: n é 0 numero de quadrados no lado.

Observamos que Rosa teve dificuldades em compreender o comando de generalizagéo,
mostrou-se mais confortavel ao tratar de casos particulares, mas conseguiu representar por
meio de uma expressdo algébrica sua estratégia para a resolucdo do problema. Nao
demonstrou familiaridade com o uso de expressbes para indicar uma generalizagdo, mas
atribuiu a n 0 nimero de quadrados coloridos no lado do quadrado e sua expressdo (n +
2) x4 é a traducdo em linguagem algébrica da estratégia apresentada para resolver o
problema. E importante destacar ainda que a expressdo algébrica que criou, apesar de
incorreta, apresenta parénteses para indicar a ordem de realizagdo das operacdes e a estudante

ndo se preocupou em simplifica-la.

Maria

Maria ndo compreendeu bem o problema e assim como José, raciocinou como se 0
namero dado na questdo fosse o nimero de quadradinhos que a nova manta deveria ter em
cada lado. Para calcular os nimeros de quadrados brancos necessarios para mantas de lado 8 e
16, desenhou as figuras e contou os quadradinhos um a um, recomecando a contar a cada vez
que fazia um novo lado da manta, de forma que os lados ndo tinham o mesmo numero de

quadrados (Figura 35):

3) A Germana esta a fazer mantas de retalhos, para isso estd a usar quadrados de tecido
de todas as cores e vai acrescentar uma volta completa de quadrados brancos, como
figura abaixo. Ela precisa de contar o niimero de quadrados necessarios

\ [ 87 % .‘ ,
~ ro 8
% a) Quantos quadrados brancos sdo necessarios para aumentar uma manta de 8

Figura 35 - Resolugéo de Maria da questdo 3 da Tarefa 1

Uma vez que Maria ndo interpretou corretamente o problema, concluiu que para
calcular o numero total de quadrados a acrescentar era preciso apenas multiplicar o nimero de
lados por 4. Na alinea b, a estudante demonstrou néo entender o comando de generalizagéo e
respondeu dando dois exemplos (para 4 quadrados de lado faz-se 4 X 4 e para 6 quadrados de
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lado, faz-se 4 x 6), assim como teve dificuldade em escrever uma expressao algébrica na

alinea c (Figura 36):

b

o—6 (k) hb— 4 los quedrado )
¥ SeePRE @

Figura 36 - Resposta de Maria a questdo 3 da Tarefa 1 (alinea c)

Pesquisadora: O que é expressar em linguagem algébrica?

Maria: E por nimeros e coisas de matematica... Letras também, por exemplo a, b...
Também hd o .

Pesquisadora: Ok. Neste caso vais usar uma letra?

Maria: Sim. Tenho de usar. Por exemplo, 4 é igual a a e b é igual a 6, e fazemos a X b,
que € 6 X 4.

Pesquisadora: O que seriao a e 0 b?

Maria: Oaé6eob éA4.

Pesquisadora: E 0 6 € 0 numero do lado do quadrado?
Maria: Sim.

Pesquisadora: E 0 4?

Maria: E o nimero de lados do quadrado.

Pesquisadora: Ok. Mas esse 6, n6s ndo sabemos qual é o nimero de quadradinhos na
base da manta. Temos de escrever a expressdo para um numero geral. Por exemplo, se
fossem 307

Maria: 30 vezes 4.

Pesquisadora: E sempre vezes 4 entio?

Maria: Sim.

Pesquisadora: E como podes escrever a expressao?

Maria: a X b.

Vimos que Maria, fez um desenho para descobrir o nimero pedido, teve dificuldade
em compreender o comando de generalizacdo e ndo conseguiu expressar em linguagem
algébrica seu raciocinio expresso em linguagem verbal. Escreveu a expressao a X b e, apesar

de ter afirmado que o produto é sempre por 4, porque o quadrado tem quatro lados, ndo
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representou isto por meio da expressdo e ndo indicou 0 que é 0 a, mas usou um caso
particular para exemplificar seu raciocinio.
O Quadro 4 sintetiza as situac0es apresentadas na questdo 3 da tarefa 1 no que se

refere ao uso de linguagem verbal e algébrica, e aos significados e dificuldades.

6.1.4. Questao 4
E uma questdo de manipulagio algébrica onde o estudante deve aplicar a propriedade

distributiva da multiplicacdo, os produtos notaveis e a simplificacdo de expressdes algébricas
(Figura 37):

4) Verifica se existe algum erro nas operacdes efetuadas e no caso de existir, corrige as
erradas:

a) 4(x—1)+1=—-4x—-1+1
b) (x—3)?=x*-9

0 (x+y)2+y)=2x+2y+xy+y?

Figura 37 - Questdo 4 da Tarefa 1

Paulo

Paulo ndo teve dificuldades para perceber os erros nas operacdes. Usou a propriedade
distributiva e efetuou as multiplicacdes de mondmios corretamente. Na alinea b, o estudante
tentou lembrar-se de um caso notadvel de multiplicacdo, mas ndo conseguiu e fez a
multiplicacdo usando a propriedade distributiva, demonstrando a vontade com a manipulacédo
algébrica. O estudante ndo evidencia enxergar qualquer significado para as variaveis e
expressdes, além do significado puramente algébrico relacionado a aplicacdo de técnicas de

simplificacéo:

Pesquisadora: Tem alguma relacdo entre 0 que tu estavas a tentar lembrar, o caso
notavel e o que tu fizeste aqui?

Paulo: Sim. Eu a fazer isto (caso notavel), estou a fazer isto também.

Pesquisadora: E como é que fizeste isso?
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Quadro 4 - Sintese (Tarefa 1 - Questao 3)

Estudante Linguagem Verbal e Linguagem . o
o Dificuldades Significados
Algébrica
Paulo - Usa espontaneamente a linguagem . . o - Quantidade de quadrados brancos no lado (n) e
o - Traduzir para a linguagem algébrica .
algébrica; . coloridos no lado (x);
todos os passos do processo utilizado )
- Reconhece vantagens no uso da - n=x+ 8relaciona-se com contagem e com a
) o para resolver o problema. ) o )
linguagem algébrica; disposigéo visual da figura.
Daniel - Quantidade de quadrados coloridos no lado da manta
- Expressa sua primeira ideia de | - Traduzir para a linguagem algébrica um | (x);
generalizacdo em linguagem verbal, mas | dos processos utilizados para resolver o | - 4x + 4 relaciona-se a disposicao visual da figura;
ndo o faz em linguagem algébrica. problema. - “adicionar sempre 8” relaciona-se com a sequéncia
numérica associada a figura.
José - Expressar generalizagdo por meio de | - Uso dos parénteses em expressdes | - Quantidade de quadrados brancos no lado da manta
uma expressao algébrica; algébricas. (x);
- Reconhece vantagens no uso da | - Traduzir da linguagem algébrica paraa | - x X 2 + (x — 2) x 2 relaciona-se com a disposicao
linguagem algébrica. linguagem verbal; visual da figura.
Laura . y - x, y e k sdo quantidades de quadrados;
- Traduz sua estratégia de resolucdo da )
) ] . . -2X((x+2)=k, xx2=1y e y+k relacionam-se
linguagem verbal para a linguagem | - Uso de expressdes menos econdmicas; ) 3 ) )
o com o caminho de resolugdo seguido pela aluna e ainda
algébrica. . o .
com a disposi¢do visual da figura.
Rosa - Traduz sua estratégia de resolucdo da | - Desenho e contagem; - Quantidade de quadrados coloridos (n);
linguagem verbal para a linguagem | - Compreender o comando de | - (n+ 2) X 4 relaciona-se com o caminho de resolugdo
algébrica. generalizagéo. seguido pela aluna.
Maria - Desenho e contagem; - a e b representam valores particulares;
- Expressa verbalmente uma

generalizacéo.

- Compreender o0 comando de

generalizacéo.

- a X b relaciona-se com os procedimentos realizados

para realizar o problema.
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Paulo: E a maneira como aprendemos. Primeiro aprendemos isto (multiplicacio usando
a distributiva) e depois passamos para 0 caso notavel.

Pesquisadora: Entdo o caso notavel serve para qué?

Paulo: (Paulo ri) Para desfazer isto aqui (aponta para a expressao). Porque quando eu
tenho isto, por exemplo, se eu quiser usar isto. H& exercicios que eu preciso usar isto,
por exemplo para (x — 3)? mais (x + 4)2, eu preciso desenvolver para conseguir fazer.

Assim, Paulo identificou corretamente 0s erros nas expressdes e nao apresentou
dificuldades na manipulacdo algébrica. Relativamente aos significados dos simbolos e
expressOes, & possivel dizer que o estudante as relaciona, neste contexto, apenas com a
realizacdo de procedimentos de simplificacdo e manipulacdo algébrica, e ndo se incomoda ao

lidar com os simbolos fora de uma situacéo problema.

Daniel

Daniel, assim como Paulo, ndo teve dificuldade em nenhuma das alineas da questéo,
identificando os erros e realizando as operacGes corretamente. O estudante também tentou
recordar o caso notavel do quadrado de binémio, mas acabou por realizar a multiplicacéo por

meio da propriedade distributiva (Figura 38):

b) (x—3)2=x%2-9 Essado

W i

&DC - ‘5) (TE"’)) :-Xa»bx ~BIC4G < % -6X1Y]

Figura 38 - Resolucéo de Daniel da questdo 4 da Tarefa 1

Assim, Daniel ndo teve dificuldades em identificar os erros nas figuras e realizou
corretamente as simplificacdes nas expressdes algebricas. Assim como José, ndo lembrou o
caso notavel, mas néo teve dificuldades em usar a propriedade distributiva da multiplicag&o.
Relativamente aos significados dos simbolos e das expressfes, observamos que o0s liga aos

procedimentos corriqueiros de simplificagdo e sente-se a vontade com isto.

José
José identificou com facilidade os erros nas operagdes apresentadas nas alineasae b e
fez a multiplicacdo corretamente na alinea c. Diferente das resolugdes dos demais
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participantes, José efetuou a multiplicacdo usando o caso notavel da multiplicacdo. Ao final
de sua resolucédo, o questionei sobre seu erro no produto de monémios na questdo 1, ao que o
estudante justificou que poderia ser por causa da area da figura:

Pesquisadora: Na segunda expressdo apresentaste (b x 2) para a area de dois
quadrados, mas como se faz area de quadrado?

José: base vezes altura ou lado vezes lado, b x b que é 2b.

Pesquisadora: Entdo b X b € 2b?

José: Ahndo! b X b é b2.

Pesquisadora: Aqui fizeste 3b X 2b e chegaste a 6b2, mas aqui fizeste como 2b, certo?
José: Pois.

Pesquisadora: Aqui nas expressdes é mais facil ver que b X b é b2?

José: Acho que pensei “sao dois quadrados” e coloquei 2b.

Observamos que José ndo teve dificuldades para identificar os erros nas expressdes,
usou o caso notavel da multiplicacdo e demonstrou familiaridade com a manipulacédo
algébrica. Assim como Daniel e José, compreende que os significados das expressdes estdo

ligados & manipulagdo simbdlica, sem se preocupar com um contexto.

Laura
Laura usou a propriedade distributiva nas alineas a e c, respondendo corretamente a
questdo, mas considerou que a operacdo realizada na alinea b estava correta (Figura 39). Nao

escreveu a multiplicacdo (x — 3) X (x — 3), mas respondeu que (x — 3)? equivale a x? — 32;

b) (x—3)2 =x2—9 C¥S

G+ )2+ = 2x + 2y + xy + y2 Cefie
C) J\’.{.\ﬁ}’ y+xy+y

Figura 39 - Respostas de Laura a questdo 4 da Tarefa 1

A estudante ndo fez referéncia ao caso notavel de multiplicacdo e confundiu o
quadrado de um numero com o seu dobro, como ocorreu em outras questdes e com outros
estudantes:

Laura: Ficava 2x menos 9.

Pesquisadora: Ficava 2x — 9?
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Laura: Ah, ndo! Esté certa! Era x ao quadrado.

Assim, observamos que Laura ndo mostra seguranca na manipulacdo algébrica e
apresenta dificuldade com a representacdo de dobro e quadrado de um termo, bem como em
desenvolver o quadrado da diferenca de dois termos. Os significados das expressdes ligam-se
apenas as tecnicas de manipulacdo, técnicas estas que ndo estdo bem definidas para a

estudante.

Rosa

Rosa respondeu corretamente apenas a alinea c, onde realizou corretamente as
multiplicagbes de mondmios ao aplicar a propriedade distributiva da multiplicacéo.
Entretanto, a estudante também considerou que (x — 3)? equivale a x? — 32 ¢, na alinea a,
errou ao aplicar a propriedade distributiva (Figura 40). Observou apenas 0s sinais e nédo
efetuou (—4) X (—1).:

a) 4(x—1)+1=—-4x—-1+1
:‘4}1,1-41-)\

Figura 40 - Resolucéo de Rosa da questéo 4 da Tarefa 1 (alinea a)

Observamos que Rosa conseguiu realizar as multiplicagdes de mondmios, mas teve
dificuldades na aplicacdo da propriedade distributiva da multiplicacdo e no desenvolvimento
do quadrado da diferenca de dois termos. A estudante compreende que as expressdes tém um

significado puramente matematico, relacionada as técnicas de manipulacao algébrica.

Maria
Maria teve dificuldades na questdo 4, demonstrando ndo saber aplicar as regras de
manipulagéo algébrica e incompreenséo dos conceitos envolvidos em cada alinea. A estudante
nédo identificou a operacdo de multiplicacdo existente em cada expressdo e parece julgar a
corregéo das operacOes de acordo com uma percepgéo visual das expressdes, verificando se os
termos se mantém e se surgem termos novos (Figura 41).
Maria: Aqui também esta mal.

Pesquisadora: Por qué?
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Maria: Porque aqui ndo ha dois 2. Esta aqui um dois a mais.

Pesquisadora: Por que sé ha um dois na primeira expressao e na segunda apareceram
duas vezes?

Maria: E. De resto, 0 x estd bem. De resto esta bem.
Pesquisadora: Mas aqui ha um 2x e ha esse y.

Maria: Isto também esta a mais.

b) x-3)2=x2-9 X
X2 — erio
- eaPad0

O 3 dapneece ) (%-2)% <>

©) (x+y)(2+y)=2x+2y+xy+y?

G L esta g raS, PORGUE S0 e am S na PRWERA
e.mp&&tf:%@ € na S8c UV\&C\ QPARECERE™ ovas Vezes .

De eecsHo cesid  ban.
()\«\\1) (ry)z 2%+ R Y

Figura 41 - Resolucédo de Maria da questéo 4 da Tarefa 1 (alineas b e ¢)

Observamos que Maria ndo compreende as relagfes representadas nas expressoes,
uma vez que ndo identifica as multiplicacGes ou as poténcias apresentadas. A estudante tem
dificuldades na simplificacdo das expressdes e ndo aplica as regras de manipulacao algebrica.

O Quadro 5 sintetiza as situacfes apresentadas na questdo 4 da tarefa 1 no que se

refere ao uso de linguagem verbal e algébrica, e aos significados e dificuldades.
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Quadro 5 - Sintese (Tarefa 1 - Questao 4)

Estudante Linguagem Algébrica Dificuldades Significados
Paulo - Apresentou boa fluéncia na | - Sem dificuldades. - As expressdes relacionam-se a procedimentos de
manipulacgdo algébrica. (N&o usou o produto notavel) simplificacdo e manipulacdo algébrica.
Daniel A - ~ . .
- Apresentou boa fluéncia na | - Sem dificuldades. - As expressfes relacionam-se a procedimentos de
manipulagdo algebrica. (N&o usou o produto notavel) simplificacdo e manipulacéo algébrica.
José A ~ . .
- Apresentou boa fluéncia na . - As expressdes relacionam-se a procedimentos de
. B o - Sem dificuldades. o . B .
manipulagdo algébrica. simplificacdo e manipulacéo algébrica.
Laura ) - Representar dobro e quadrado de um
- Realizou corretamente a
s L termo; ~ . .
multiplicacdo de mondmios; - As expressdes relacionam-se a procedimentos de
) o - Desenvolver o quadrado da | = ] } o
- Usou a propriedade distributiva da | . simplificacdo e manipulacéo algébrica.
o diferenca de dois termos. Ex:
multiplicacéo.
(x—3)2=x?-09.
Rosa - Aplicar a propriedade distributiva da
] multiplicacéo; . . .
- Realizou corretamente a - As expressdes relacionam-se a procedimentos de
o L - Desenvolver o quadrado da | = ) 3 o
multiplicacdo de mondmios. . ) simplificacdo e manipulacdo algébrica.
diferenca de dois termos. Ex:
(x—3)2=x2-09.
Maria - Ndo h& dominio das técnicas de
- Incompreensdo  das relagbes | manipulacgdo algébrica; - As expressfes relacionam-se a procedimentos de

expressas em linguagem algébrica.

- Néo identifica a multiplicagdo nas

expressoes algébricas.

simplificacdo e manipulacdo algébrica;
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6.2. Tarefa 2

6.2.2. Questao 1
A questdo 1 é um problema geométrico onde o estudante deve associar a expressao

correta a area sombreada em cada figura e justificar sua escolha oralmente (Figura 42).

1) Associa uma expressdo algébrica, que represente a area sombreada, a cada uma
das figuras. Explica, oralmente, as tuas respostas.
A. 2xy D. (x+y)x G. x* + 2xy
B. x? E. xy+y? H x?+y?
C. x*—y F. y*+x I xy
X
N [ | o
X y
X
-
m-( ) " VI-()
ErE
Figura 42 - Questdo 1 da Tarefa 2
Paulo

Como vimos na anélise da primeira questdo na tarefa 1, Paulo tem uma compreenséao
clara do que é area e sabe calcular a area de um retangulo. Nesta questdo, o estudante associou
a expressao correta a area sombreada de cada figura. Inicialmente, ndo havia observado que se
tratava da area sombreada e respondeu que a area da figura | era x + y (comprimento) vezes x

(largura), demonstrando familiaridade com os simbolos. Quando percebeu seu erro, disse,

82



entdo, que a area seria menor, evidenciando que, apesar de estar usando expressoes algebricas,
néo perdeu de vista tratar-se de uma medida:

Paulo: Entdo, este aqui, como é um retangulo, vai ser comprimento vezes largura, ou
seja, tem de ser x mais y, vezes x, que é... Este aqui! O D!

Pesquisadora: Toma la atencdo que é a area sombreada.
Paulo: Ah, é s6 a sombreada? Entdo tem de ser menos.

Paulo: Mas €, na mesma, este vezes este, (procurando nas expressdes) x vezes x que €
2 7
x“,€0B.

O estudante ndo tem dificuldades na multiplicacdo e adicdo de monbémios, referindo
que x X x ¢ igual a x% e que xy + xy é igual a 2xy. Entretanto, como também ocorreu com
outros estudantes, por vezes confunde os termos “ao quadrado” e “vezes dois™:

Paulo: Depois é x vezes y, que € a mesma coisa, € este aqui (xy), depois x vezes y ao
quadrado, porque este é igual a este, a largura deste é igual a deste (referindo-se aos dois
retdngulos) e o comprimento € igual, entdo este € igual a este, por isso, tem de ser a area
deste vezes dois, que é 2xy, a A.

Nas figuras 1V, V e VI, Paulo pretendia representar as areas apenas a partir do
retdngulo maior, porém, como a expressdo (x + y) X y ndo estava entre as opgOes, olhou
novamente para as figuras e percebeu que também era possivel calcular a area de cada parte
da figura e somar:

Paulo: Este aqui ha de ser x + y ... (procurando nas expressdes) Ah, ou entdo pode ser...
Aqui pode ser o comprimento vezes largura ou entdo a area deste mais deste. Como isto
é um quadrado é y? mais xy (procurando nas expressdes). Hum, mais x ndo. Ah, ta
aqui, é o E!

Pesquisadora: O que é que tinhas pensado primeiro?

Paulo: Era fazer x + y, que era 0 comprimento, vezes y, que € a largura, s que depois
vi que também déa para fazer o quadrado mais o retangulo.

Uma questdo levantada na primeira tarefa que procuramos ter em atencdo nesta
segunda tarefa é quanto ao uso dos parénteses. Paulo, que teve dificuldades na questdo 1 da
tarefa 1, expressou desta vez mais certeza relativamente a funcéo dos parénteses:

Pesquisadora: E o paréntese, faz diferenca?

Paulo: Faz, pois se eu tirasse, o y tinha prioridade (na multiplicacéo) e depois ndo dava
este mais este (x + y), entdo é preciso! Acho que é.

Pesquisadora: OK.

Paulo: Este daqui, é fazer a mesma coisa, comprimento vezes largura, 2y + x vezes x
ou entdo xy, ndo, 2xy mais x2, que é fazer o raciocinio deste! Fazer por partes.
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Vemos que Paulo ndo teve dificuldades para associar as expressdes as areas
sombreadas, nem para realizar manipulacdo simbolica. Fez mentalmente as operacdes com
mondmios e polinémios, incluindo a propriedade distributiva da multiplicacdo. A Unica
dificuldade que evidenciou nesta questdo relaciona-se com a expressao verbal das relacdes
dobro e quadrado de um nimero. Relativamente aos significados atribuidos aos simbolos e as
expressdes algébricas, percebemos que o estudante ndo so se referiu a x e y como medidas,
como também enxergou a ideia de area em cada expressdo, seja como area de uma figura
onde o comprimento ou a largura sdo dados por uma soma, ou como soma das areas dos

retdngulos que compdem a figura.

Daniel

Daniel também n&o teve dificuldades com o conceito e célculo de area, calculou cada
area a partir da multiplicacdo de comprimento por largura e associou corretamente cada area
sombreada a expressao correta. O estudante nao teve dificuldades em manipulacdo algébrica,
realizando corretamente e mentalmente as operagdes com mondmios e polinbmios. Em cada
uma das figuras 1V, V e VI calculou a area a partir do retangulo maior, usando a propriedade
distributiva da multiplicacdo para desenvolver (x + y) X y e (x + 2y) X x, uma vez que estas
expressdes ndo estavam entre as op¢des dadas no enunciado da questéo:

Daniel: Aqui vai ser x + y vezes x porque Se esquecermos esse trago aqui isto vai ser
um reténgulo, isto vai ser x + y e isto vai ser x, e pronto. E aqui (referindo-se a figura
seguinte) vai ser igual, sé que em vez de x é 0 y. Esquecendo aquele traco.

Pesquisadora: O qué que diferenciaa IV da V?

Daniel: E, sdo iguais, o resultado vai ser o0 mesmo, mas diferencia porque aqui ja esta,
ja se tirou os parénteses. Aqui por exemplo, também podiamos ter na IV, podia estar x
ao quadrado mais xy.

Daniel ndo fez referéncia a soma de areas das partes que compdem as figuras, antes,
sua estratégia envolveu o calculo da area de retangulos onde comprimento ou largura eram
expressos pela soma de termos. Destacamos ainda que, assim como Paulo, Daniel também
usou “ao quadrado” em uma multiplicagdo por 2, mas nota-Se que € um equivoco na
linguagem verbal, uma vez que rapidamente voltou atras e expressou corretamente:

Daniel: Isto é x mais y, ao quadrado. Ah, ndo é nada! x mais 2y vezes x. Ah, ja
percebi! Isto vai ser igual a x ao quadrado mais 2xy, entdo aqui é a G.
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Verificamos que Daniel ndo teve dificuldades na manipulacdo algébrica,
nomeadamente, na multiplicacdo e adigdo de monodmios e polinbmios, mas demonstrou
dificuldade na expressao verbal das relagdes dobro e quadrado de um nimero. Relativamente
aos significados dos simbolos, encarou-os como representantes de medidas de comprimento.
Quanto as expressdes algébricas, enxergou-as como resultado das operacdes feitas para
calcular a area em cada figura, demonstrando ndo notar que elas também podem expressar a

soma das &reas dos retangulos que compdem cada figura.

José

José compreende o conceito de area e sabe calcular a area de um retdngulo. O
estudante, entretanto, demonstrou inicialmente ter algumas dificuldades nas operagdes com
mondmios e polindmios. Em vez de expressar a soma xy + xy para calcular a area da figura
111, fez xy X xy e associou isto a expressdo x2 + y?, assinalando a opc¢do errada neste item.
Ao justificar sua escolha, porém, percebeu o erro e o corrigiu:

José: Nesta aqui temos dois retdngulos que séo iguais, a base temos x e a altura é y logo
xy vezes xy deu-me x? + y?2.

(..)

José: Esta ta mal, é o A porque os dois retdngulos sdo iguais, base x e altura y, xy + xy
da 2xy.

Ao calcular as areas das figuras IV, V e VI, José fez duas delas usando os
comprimentos expressos por meio de soma e fez a Gltima por meio da soma das &reas dos
retangulos que compdem a figura:

José: Depois nesta temos de fazer base vezes altura e iamos calcular a area primeiro
deste quadrado grande, depois do retangulo ou temos de calcular tudo. Eu calculei de
tudo, ou seja, fiz x +y vezes x, deu-me ... Ta aqui! x +y e x, que era o vezes
(referindo-se a expressdo (x + y)x).

José: Depois nesta, o retangulo, como na outra, podiamos ter feito este mais este, eu
decidi fazer tudo logo de uma vez, que me deu x + y vezes y, e entdo ta aqui, que era x,
y vezes y que era y? + x, opgdo F.

José: E nesta, eu achei melhor estar a ver por cada poligono, por isto fiz do retangulo
xy e deste outro retangulo xy, xy + xy dava-nos 2xy depois com mais este que era x?,
x2 + 2xy, opcéo G.

No item IV, José ndo teve dificuldade, uma vez que a expressao (x + y)x estava entre
as opgBes dadas. No item V, calculou (x + y)y como y? + x e assinalou a opgéo F e néo a E,

como era suposto. O estudante fez este calculo mentalmente e acabou por ndo utilizar a
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propriedade distributiva da multiplicacdo. No item VI, fez corretamente as multiplicacfes de
mondmios e somou, expressando corretamente a area da figura. No final de sua resolucéo,
pedi para que olhasse novamente para uma das areas e escrevesse 0 que tinha expressado

verbalmente, a fim de verificar se perceberia seu erro (Figura 43):

Figura 43 - Resolucéo de José da questdo 1 da Tarefa 2

Pesquisadora: Nestas trés tinhas a opcao de fazer a area de tudo, como fizeste na IV ou
fazer por partes, como fizeste na VI. Na V fizeste por parte ou fizeste do retangulo
todo?

José: Fiz tudo de uma vez. Seria x + y vezes y.
Pesquisadora: Podes escrever?

José: Sim.

Pesquisadora: Faz diferenca colocar ou ndo os parénteses?

José: Faz. Com parénteses vamos multiplicar tudo, o que esta aqui sem parénteses, nao!
Porque isto aqui é uma parte, é s a base. Teriamos de somar tudo...Ahhh ndo! Esta
errada entdo! Esta errado.

Pesquisadora: Por qué?

José: Eu agora vi que se eu fizesse x mais y, vezes y... Isso daria xy mais y2 e a F é s6
y? mais x. Por isso seria a E, que é xy + y?. Faziamos y X x dava xy mais y? que era

yXxy.

José fez o célculo das areas por meio do produto de comprimentos por largura, ainda
que estas medidas estivessem representadas por meio de somas, mas no Gltimo problema
evidenciou seguir a estratégia de soma de trés areas. Observamos que teve dificuldades para
expressar a soma das areas xy + xy, relacionando isto a soma dos quadrados de x e de y, 0
gue nos remete novamente a dificuldade com dobro e quadrado de um termo. Esta dificuldade
manifesta-se tanto em linguagem verbal quanto em linguagem algébrica, mesmo ao nivel
operacional. O estudante também expressou dificuldade com o produto de x + y por y, uma
vez gque ndo usou a propriedade distributiva, ou seja, desconsiderou os parénteses referidos
por ele mesmo na entrevista. Relativamente aos significados que atribuiu aos simbolos, vimos

que os enxerga como medidas, tanto de comprimento quanto de area, e que as expressoes
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representam para ele o produto das medidas de comprimento e largura e ainda a soma de

medidas de area, como mostra a sua justificacdo oral na figura VI.

Laura

Laura ndo mostrou dificuldade com o conceito e o calculo de area de retangulo,
entretanto, evidenciou dificuldade na multiplicacdo de mondmios. Como surgiu nas tarefas de
outros estudantes, também confunde as ideias de dobro e quadrado de um numero. Apesar de
expressar verbalmente que a area seria dada pelo produto de x por x, fica em ddvida se a
resposta seria 2x ou x2, porém, como a primeira expressdo ndo esta entre as opcdes dadas,

assinala corretamente x?:

Laura: Aqui é o B porque € o x duas vezes, € a base vezes a altura.
Pesquisadora: Entdo é x vezes x que da quanto?

Laura: D4 2x.

Pesquisadora: Mas respondeste aqui x2. E a mesma coisa?

Laura: Ndo, ta errado.

Pesquisadora: Qual é a medida da base?

Laura: E x.

Pesquisadora: E da altura?

Laura: E x.

Pesquisadora: Entdo a area, quanto é?

Laura: E 2x.

Pesquisadora: E esta solucdo esta entre as op¢des? (A aluna pensa um pouco)

Laura: Aqui também podia ser xy, ndo, x + y vezes x. Mas ndo pode ser, porque 0 y
ndo esta na parte sombreada.

Laura: Mas também pode ser o B porque € o x duas vezes. E a rea é x X x.
Pesquisadora: Entdo da 2x ou x2?

Laura: x X x é... (a estudante hesita) E x2.

Laura compreendeu que x e y representam medidas que compdem comprimentos e
larguras nos retangulos, mas teve dificuldades ao efetuar as operacGes algébricas.
Inicialmente, expressou divida se a medida do comprimento do retangulo no item V era
representado por x + y ou por xy mas, por fazer uma associacdo com o item IV, percebeu seu

erro. Apos a correcdo, entretanto, fez o calculo sem usar a propriedade distributiva da
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multiplicacdo e quando questionada sobre a importancia dos parénteses, a estudante referiu a
sua funcdo aritmética, apesar de esta ser uma questdo onde € possivel ver no problema a

diferenga entre calcular (x + y) X yex +y X y:

Figura 44 - Resolugdo de Laura da questdo 1 da Tarefa 2

Laura: Esta é xy vezes y. Nao, acho que tem de ser x + y, vezes y.

Laura: Mas esta expressdo nao esta aqui.

Pesquisadora: Nao?

Laura: S6 se fosse a F, porque é y duas vezes, mais o x (referindo-se a y? + x).
Pesquisadora: E se ndo houvesse os parénteses, faria diferenca?

Laura: Sim, porque quando hé parénteses fazemos primeiro o que esta entre parénteses.

Assim como José, Laura fez o calculo das areas a partir do produto das medidas de
comprimento e largura, expressas por uma soma ou ndo, mas na figura VI recorreu a ideia de
soma de areas, associando-a as figuras | e Ill. Referiu-se a y? como “y duas vezes”,
evidenciando dificuldades com as relaces dobro e quadrado de um nimero, expressas tanto
em linguagem verbal como em linguagem algébrica. Suas dificuldades envolveram, assim, a
multiplicacdo de mon6émios e polinbmios bem como o uso incorreto dos parénteses e da
propriedade distributiva da multiplicacdo. Atribuiu o significado de medidas de comprimento
e area a simbolos e expressdes, percebendo-0s como expressao do produto de comprimento
por largura, mas no caso em que este raciocinio se mostrou mais complicado, percebeu uma

expressao como soma de medidas de area.

Rosa

Rosa ndo expressou a ideia de produto de comprimento por largura para calcular as
areas das figuras, antes observou a quantidade de vezes que cada letra aparece na parte
sombreada da figura e fez associagdes entre suas observacdes e as expressdes dadas. Desta
maneira, ndo recorreu a operacbes com mondmios e polinbmios, e ndo demonstrou

compreensdo da notacdo algébrica utilizada, pelo que ndo podemos dizer que ela tenha
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utilizado estratégia de soma de areas ou de calculo da area do retangulo maior. Na figura I,
ficou na divida entre as expressdes x? e x? — y, demonstrando que o ‘menos y’ tem para ela
o0 significado de tirar a area do retangulo de largura y, uma vez que esta parte ndo esta
sombreada. Em seguida escreveu x no lado do quadrado e concluiu que deveria ser x?, mas
referiu-se ao quadrado de x como ‘dois x’, como visto nas tarefas de outros estudantes, depois
corrigiu sua frase, mas voltou a cometer este erro nos outros itens:

Rosa: Entdo nesta figura primeiro, como tem a mesma altura, fica 2x!

Rosa: Pode ser esta aqui que é 2x (referindo-se a x2 —y, que era a opgdo C), 2 ao
quadrado, x ao quadrado e depois tiro esse y aqui.

Rosa: Estou em duvida entre esta (opcéo B) e esta (opcéo C).

Rosa atribuiu as expressdes corretas ao item Il, porque também escreveu y na altura
do retangulo, percebendo que a expressdo adequada era xy mas ndo encontrou uma expressao
que representasse a area da figura em I1l. No item IV, assinalou a expressdo 2xy, referindo-se
ao namero de vezes que o0 x aparece na figura, enquanto no item V, assinalou a expressao
y? + x, referindo-se também ao niimero de vezes que o y aparece mas dessa vez em uma
soma com o termo x. No item VI a estudante assinala a expressdo x? + y?2, opgdo H,
justificando novamente pelo numero de vezes que cada termo aparece e representa uma soma:

Rosa: Esta eu meti A porque tem 2x e depois tem y. E porque aqui ta 2x, aqui é vezes
y.

Rosa: Nesta aqui como tem dois y e s6 um x, acho que € a F, como é y ao quadrado
mais x.

(...)
Pesquisadora: Podes explicar por que esta é a op¢do H?

Rosa: Porque aqui tem dois x e aqui tem dois y, entdo meti esta que tinha ‘ao
quadrado’.

Observamos que Rosa fez uma juncdo dos termos que apareciam na parte sombreada
de cada figura, representando-a por meio de adigdo, multiplicagdo e poténcia,
indiscriminadamente. Assim como outros estudantes, apresenta dificuldades com as relagdes
dobro e quadrado de um numero, tanto na linguagem verbal como na linguagem algébrica e
ao nivel operacional mais basico, uma vez que ndo vé diferenca entre representar, no mesmo
tipo de situacdo, expressdes na forma de produto e na forma de poténcia. Além desta
dificuldade, percebemos que ndo associa os significados das expressdes ao conceito de area,

mas enxerga as letras desconectadas das situagdes e manipula-as a partir do namero de vezes
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em que aparecem na figura. O significado que atribuiu aos simbolos e expressdes, ainda que

se relacione com a ideia de medida, esta ligado principalmente & manipulagdo simbdlica.

Maria
Maria, como vimos na questdo 1 da tarefa 1, ndo tem compreensdo do conceito e do

calculo de area, pelo que nesta questdo associou as expressdes as areas das figuras com base
principalmente em uma contagem de termos x e y. A estudante demonstrou ter duvidas nas
questdes e estar pouco motivada na resolucdo, afirmando ndo saber lidar com expressoes
algébricas. Atribuiu a expressdo x? —y a érea da figura |, justificando que havia dois x e
tirava-se 0 y, e, assim como outros estudantes, referiu-se ao quadrado de x como dois x. Na
figura 11, também fez uma contagem de termos, mas ndo questionou o fato de y? ndo ser
negativo, 0 que seria coerente com o raciocinio apresentado no item anterior. Da mesma
forma, atribuiu a expressdo x2 + y? ao item Il sem observar a area ndo sombreada, € isto a
levou a marcar uma opgéo mais de uma vez, como ocorreu com as figuras Il e V:

Pesquisadora: Por que que a figura | é a C?

Maria: Tem dois x, x ao quadrado menos este y (aponta para y na figura).

Maria: Este € porque é dois y e mais x (referindo-se ao item I1).

Pesquisadora: Ok.

Maria: Dois y e dois x (referindo-se ao item IlI).

No item 1V, Maria disse que estava a procura da expressdo x2 + y, mas que como nao
havia esta opgao, assinalaria mesmo a expressdo x2. No item VI, assinalou a opgdo G, x2 +
2xy, justificando que eram dois x e dois y, como se x% e 2y tivessem a mesma funcg&o, ou
seja, que quadrado e dobro representam 0 mesmo e ignorou o fato de haver um x entre 2 e y:
Maria: Aqui é dois x s6 que 0 y ndo esta (referindo-se ao item V).
Pesquisadora: Néo esta entre as opcdes?

Maria: Ndo. Estou a procura de uma que tenha x ao quadrado mais y, SO que aqui SO
esta um.

(..)

Maria: Entdo aqui no VI pode ser a H. Ah, ndo! A H ja esta! Pois! E este (referindo-se &
opcéo G) porque € dois x mais dois y.

Pesquisadora: Mas tem aqui um x!
Maria: Esse x € ...

Pesquisadora: N&o sabes de onde vem este x?
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Maria:; Nao!

Observamos que Maria usou a mesma estratégia que Rosa, realizando uma contagem
dos termos e juntando-os de maneira que fosse conveniente as respostas disponiveis na
questdo, usando adicdo, subtracdo e multiplicacdo de termos. Assim como outros estudantes,
tem dificuldades com os conceitos e representacdes de dobro e quadrado de um nimero e usa
os simbolos que representam adicdo, subtracdo, multiplicacdo e potenciacdo de forma
indiscriminada. Relativamente aos significados que atribuiu a simbolos e expressdes, ndo os
relaciona com a ideia de medida de area nem mesmo de comprimento, uma vez que nao se
refere a area ou a maneira de a calcular. Ao longo do trabalho perde de vista a importancia da
area sombreada das figuras e desconsidera os simbolos quando Ihe é conveniente. Ficou
evidente em seu trabalho que os significados que atribuiu a expressfes e simbolos estdo
relacionados principalmente com a manipulagdo algébrica e que esta ndo € guiada por regras
claras e légicas.

O Quadro 6 sintetiza as situacfes apresentadas na questdo 1 da tarefa 2 no que se

refere ao uso de linguagem verbal e algébrica, e aos significados e dificuldades.

6.2.2. Questao 2
A questdo 2 é uma situacdo de partilha onde o estudante deve interpretar e resolver o

problema, usando uma equacao ou outra estratégia adequada (Figura 45):

2) Martin, Maria e Jodo tém juntos 109 berlindes. Martin tem a metade da quantidade
de berlindes de Jodo e Maria tém 17 berlindes a mais que Martin. Quantos
berlindes cada crianga tem?

Figura 45 - Questdo 2 da Tarefa 2

Paulo

Paulo teve dificuldade inicial na interpretacdo da situacao, pelo que cogitou resolvé-la
aritmeticamente, mas ao ler novamente o enunciado, compreendeu o problema e optou por
equaciona-lo, justificando sua acdo pelo fato de as ideias ficarem mais ‘arrumadas’ e,
portanto, ser mais facil resolvé-lo por meio de uma equagéo:

Pesquisadora: Por que comecaste por resolver aritmeticamente?
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Quadro 6 - Sintese (Tarefa 2 - Questao 1)

Estudante Linguagem Verbal e Linguagem . o
o Dificuldades Significados
Algébrica
- Expressa, com familiaridade, a area ) ) - Medida (comprimentos x e y e area);
. . -Usa incorretamente “vezes dois” e “ao quadrado” ]
Paulo de um retingulo por meio da | - Produto do comprimento pela largura e
) o (linguagem verbal). ) ]
linguagem algébrica. soma de medidas de area.
Daniel - Expressa a area de um retdngulo por | -Usa incorretamente “vezes dois” e “ao quadrado” | - Medida (comprimentos x e y);
anie
meio da linguagem algébrica. (linguagem verbal). - Produto do comprimento pela largura.
- Multiplicacéo e adi¢fo. Ex: Usa xy X xy em vez de xy +
- xy. . . ,
- Expressa, com dificuldades de ) ) - Medida (comprimentos x e y e area);
) . 3 ) . - Usa incorretamente “vezes dois” e “ao quadrado” .
José manipulagdo, a &rea de um retangulo | - Produto do comprimento pela largura e
. ] o (linguagem verbal). . .
por meio da linguagem algébrica. ) o soma de medidas de area.
-Propriedade distributiva. Ex: Usa x+yxy em lugar
de (x + y)y.
- Multiplicagdo e adigdo. Ex: Usa xy em vez de x + y;
- Expressa verbalmente como calcular | - Usa incorretamente “dobro” e “quadrado” (linguagem | - Medida (comprimentos x e vy, e area);
Laura a area de um retangulo, usando x e y | verbal) e x% e 2x; - Produto do comprimento pela largura e
(medidas apresentadas). - Propriedade distributiva. Ex: Usa x4+ y xy em lugar | soma de medidas de area.
de (x +y)y.
_ | - Usa indiscriminadamente soma, multiplicagdo e poténcia; ) )
- Expressa verbalmente que x e y sdo ) ) - Medida (comprimentos x e y);
Rosa ) . - Usa incorretamente “dobro” e ‘“quadrado”, (linguagem ) L
medidas de comprimento. - Manipulagédo simbolica.
verbal) e x2 e 2x.
Maria - N&o identifica medidas de

comprimento e ndo expressa medida da

area de um retangulo.

- Usa indiscriminadamente soma, multiplicacdo e poténcia;

- Usa incorretamente x? e 2x.

- Manipulagdo simbdlica (sem regras

claras e l6gicas).
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Paulo: Porque da maneira como eu li primeiro achei que era mais facil fazer assim. Mas
depois desta maneira (algebricamente) fica mais... (procurando a palavra adequada).

Pesquisadora: Facil?

Paulo: Também, mas é mais... Arrumada!

Como ocorreu na resolucdo da questdo 2 na tarefa 1, Paulo ndo teve dificuldades na
traducdo da linguagem verbal para a linguagem algébrica. Designou x para representar o
namero de berlindes do Jodo, escreveu de forma adequada as relagBes multiplicativas e
aditivas presentes na situacdo, demonstrou seguranca na realizacdo das manipulacdes
algébricas e calculou corretamente o valor da incognita (Figura 5). E importante referir que o
estudante voltou ao problema a fim de interpretar os valores por ele encontrados,
demonstrando transitar entre a manipulacdo simbodlica puramente e a compreensdao do

significado dos simbolos, equacéo e resultados.
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Figura 46 - Resolucéo de Paulo da questdo 2 da Tarefa 2

Assim, vemos que Paulo usou a linguagem algébrica a fim de facilitar a resolugdo do
problema, representando as relacBes aditivas e multiplicativas corretamente. N&o teve
dificuldade em equacionar o problema nem em resolver a equacdo do 1.° grau com uma
incognita, demonstrando seguranca na manipulacdo algébrica e interpretacdo dos dados. Teve

clareza quanto ao significado de sua incdégnita x, niumero de berlindes do Jodo, e quanto ao
significado da expresséo %x +x+ %x + 17 = 109, que representa a soma das quantidades de

berlindes de cada crianca e, portanto, o total. Isso é evidenciado ainda pela verificacdo de
valores que fez ao final de sua resolugdo, para ver se 0s numeros encontrados faziam sentido

no contexto do problema.

Daniel

Daniel ndo teve dificuldades na interpretacdo do problema e imediatamente buscou
traduzi-lo para linguagem algébrica. Entretanto, teve dificuldades em representar as relacGes
entre as quantidades em funcdo de uma Gnica incognita e, assim como na questdo 2 da tarefa

anterior, escreveu um sistema de trés equaces com trés incognitas (Figura 47). Apesar de
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traduzir corretamente as situacbes para a linguagem algébrica, referiu dificuldades na
resolucdo de um sistema com trés incognitas, mas levei-o a tentar substituir as informac6es de

uma equacao na outra e, assim ele conseguiu resolver o sistema:
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Figura 47 - Resolugdo de Daniel da questdo 2 da Tarefa 2

Observamos que Daniel usou linguagem algébrica para resolver o problema e teve
sucesso em sua estratégia, por meio de um sistema de equacBes. O estudante ndo teve
dificuldade na manipulacdo algébrica e calculou corretamente o nimero de berlindes de cada
crianca, e interpretou os resultados a luz do problema. O significado atribuido a cada uma das

trés incognitas x, y e z, era claro para o estudante: nimero de berlindes de Martin, Jodo e
Maria, respectivamente. Da mesma maneira, x =§ expressa que Martin tem a metade do
namero de berlindes de Jodo, x + 17 = z expressa que Maria tem 17 berlindes a mais que
Martin e x + y + z = 109 expressa o total de berlindes. Entretanto, ndo viu representados na
expressao % +y+ % + 17 = 109 a quantidade de berlindes de cada crianca e o total, uma vez

que esta expressao foi obtida apés manipulacdo algébrica e o estudante ndo a observou

especificamente.

José

José tambeém ndo teve dificuldades na interpretacdo do problema e recorreu
imediatamente a linguagem algébrica. Assim como Daniel, representou a situacdo por meio
de um sistema de trés equacBes usando trés incognitas, mas nao teve davidas na resolugdo do

sistema (Figura 48):
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Figura 48 - Resolucéo de José da questdo 2 da Tarefa 2

O estudante ndo teve dificuldade na manipulacdo algébrica e expressou por meio de
equacdes exatamente as ideias apresentadas na questdo, justificando o uso de incognitas como
uma forma de economia de espago, mas com a funcdo de representar a quantidade de

berlindes que tinha cada crianca:

José: Porque pra saber quantos berlindes é que tinha cada pessoa, a melhor forma de
fazer tinha de ser a partir de um sistema, logo tinhamos de tornar os nomes em
incgnitas para ndo estarmos a escrever 0s nomes, pra o ocupar muito espaco e entao
fiz um sistema.

Pesquisadora: E o que significaoa,0b e o c?

José: O a é o Martin, os berlindes que o Martin tem, sdo as incognitas para saber que
pessoa é que era. Depois no final, com as incognitas, o resultado que elas obtinham era
os berlindes que cada pessoa tinha.

Observamos que José recorreu ao uso da linguagem algébrica para resolver o
problema, usando um sistema com trés incdgnitas. O estudante, tal como Daniel, apesar de
ndo ter tido dificuldade em interpretar do problema, na manipulacdo algébrica e na resolucdo
da equacdo do 1.° grau, demonstrou mais seguranca em designar uma incégnita para 0 nimero
de berlindes de cada crianca do que em estabelecer as relagdes entre as quantidades de
berlindes a partir de uma Gnica incognita. Esta foi a primeira ideia dos dois estudantes tanto
na questdo 2 da tarefa 1 como nesta. Relativamente aos significados das incognitas e

expressoes, José considerou que a, b e c representam a quantidade de berlindes de cada
crianca e que a = % b=a+17 e a+ b+ c =109 representam as relacdes entre 0s

numeros de berlindes de Martin e das outras duas criancas e o total de berlindes.

Laura
Laura referiu inicialmente que, por meio de meu questionamento no final da primeira

entrevista relativamente ao uso de equacdes para resolver problemas, percebeu que poderia ter
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recorrido a uma equacéo para resolver a questdo 2 e, desta vez, comecou imediatamente por
equacionar o problema. A estudante ndo teve dificuldades em escrever as expressdes e
relaciona-las, designou por x o numero de berlindes do Jodo e resolveu corretamente a
equacdo do 1.° grau, porém, cometeu um erro ao calcular o nimero de berlindes de Maria
porque adicionou 17 ao nimero de berlindes de Jodo e ndo ao nimero de berlindes de Martin
(Figura 49):
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Figura 49 - Resolucéo de Laura da questdo 2 da Tarefa 2

Observamos que Laura recorreu a linguagem algébrica para resolver o problema e que
esta estratégia ndo surgiu espontaneamente, mas em resposta aos questionamentos que
emergiram na entrevista anterior. Ndo teve dificuldades em equacionar o problema,
estabelecendo corretamente as relagdes entre as quantidades, e na resolucdo da equagéo do 1.°
grau. Entretanto, teve dificuldades ao interpretar o valor encontrado e descobrir a quantidade
de berlindes de Maria. Relativamente aos significados da incdgnita e das expressoes,
considerou x como a quantidade de berlindes do Jodo e §+ x+ ’2—6 + 17 = 109 como o total

de berlindes, mas, ao interpretar o resultado encontrado para a incégnita, perdeu de vista que

0 numero de berlindes de Maria havia sido representado por g +17.

Rosa

Rosa interpretou bem a situacdo apresentada e recorreu, logo de inicio, a linguagem
algébrica para resolver o problema. A estudante teve dificuldades tanto em representar as
quantidades de berlindes de cada crianga quanto em escrever uma equagao para resolver o

problema. Designou x para o nimero de berlindes do Jo&o, mas ficou em duvida se a metade

disto, nimero de berlindes de Martin, era g ou x x 2 (Figura 9). Em seguida, Rosa tentou
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escrever uma equacdo para descobrir o nimero de berlindes de Maria, igualando a expressédo

17 + ’Zf a 109, o total de berlindes:
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Figura 50 - Resolugéo de Rosa da questdo 2 da Tarefa 2

Rosa: Entdo, eu escrevi aqui que o Martin, a Maria e o Jodo tém 109 berlindes, que é
aquilo que diz aqui ao inicio, depois tive a fazer esta parte que é: o Martin tem a metade
da quantidade de berlindes de Jodo, 0 Jodo eu meti 0 x e depois 0 Martin meti, no inicio
meti x a dividir por 2, mas acho que ndo é assim porque a metade, a metade... Ah, ndo!
E, é! Porque a metade é...

Pesquisadora: Agora meteste x X 2, mas estas em davida?
Rosa: E mesmo x a dividir por 2!

(...)

Pesquisadora: O que representa esta expressao?

Rosa: E para saber quantos berlindes tem a Maria.

Pesquisadora: Esta bem. Fizeste 17 + g = 109. Por que 109?

Rosa: Porque era para saber deles todos juntos, mas ndo da, ndo ta dar.
Pesquisadora: Por que ndo esta a dar?
Rosa: Porque 0 184 é maior que o deles todos.

Pesquisadora: Tu tens que a soma dos berlindes de Maria, Jodo e Martin é 109, tu aqui
colocaste s6 0 que a Maria tem igual a 109.

Rosa: Pois, mas se eu juntar os trés, fazer o g mais x mais o da Maria, que é 17 mais x
meios, ndo vou saber quantos é que vai ter cada um, porque vai me dar o x junto.

Dessa maneira, fica evidente que Rosa ndo compreende o significado de x, ainda que
tenha atribuido essa incognita a quantidade de berlindes do Jodo, pois ndo consegue perceber
que o resultado obtido para x serd o nimero de berlindes do Jodo. A estudante acredita que se
representar na mesma expressao as quantidades de berlindes de cada crianga, ndo sabera a

qual deles atribuir o resultado encontrado. Teve éxito na resolucdo da equacéo que criou e
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interpretou o resultado encontrado, concluindo que 184 nao poderia ser o nimero de berlindes
de Maria porque isso é mais do que o total de todas as criancas juntas. Em uma nova tentativa,
conduzi a estudante a perceber que era necessario somar as quantidades de berlindes das trés
criancas e igualar a 109, mas ela teve dificuldade em resolver a equagdo do 1.° grau e,
portanto, ndo chegou ao resultado correto do numero de berlindes de cada criancga.

Vemos que Rosa recorreu imediatamente & linguagem algébrica e que sua estratégia
foi equacionar o problema para descobrir o nimero de berlindes de cada crianga. Representou
pela incégnita x a quantidade de berlindes de Jodo, mas teve dificuldades em representar
metade de um numero bem como em construir uma equacdo que lhe desse o nimero de
berlindes de uma das criancas. Teve dificuldades ainda na resolu¢do da equacéo, cancelando
0s denominadores nos termos do primeiro membro e desconsiderando a necessidade de fazé-
lo no segundo membro da equacédo, e em efetuar divisdo. Relativamente aos significados da

incdgnita x, observamos que a enxergou como uma quantidade, mas perdeu de vista esse

significado quando x estava inserido na equagdo. Em sua perspectiva, a expressao §+ x+

17+’2—C= 109 representava a situagdo, mas ndo resolvia o problema, uma vez que néo

compreendeu que o valor encontrado seria 0 numero de berlindes de Jodo.

Maria

Maria teve dificuldades na interpretacdo da situacdo apresentada e ndo equacionou o
problema, antes tentou resolvé-lo aritmeticamente por meio de divisGes e adi¢des (Figura 51).
Acredita que Jodo e Maria tém juntos a metade dos berlindes, pelo que divide o total por dois
duas vezes para encontrar a quantidade de berlindes de cada um, ignorando o fato de as

divisOes ndo serem exatas.
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Figura 51 - Resolugdo de Maria da questdo 2 da Tarefa 2
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Observamos que Maria ndo recorreu a linguagem algébrica, mas usou uma estratégia
aritmética para tentar resolver o problema. A estudante ndo representou por uma equagao 0s
dois problemas propostos nas tarefas 1 e 2, e demonstrou, durante as entrevistas, evitar 0 uso
da linguagem algébrica devido as dificuldades que tem na sua compreensdo e na manipulacédo
algébrica. Teve dificuldades em interpretar o problema e em efetuar as divisdes e ndo voltou
ao problema a fim de interpretar seus resultados.

O Quadro 7 sintetiza as situacfes apresentadas na questdo 2 da tarefa 2 no que se

refere ao uso de linguagem verbal e algébrica, e aos significados e dificuldades.

6.2.3. Questao 3
A questdo 3 é uma situacdo problematica de generalizacdo em que pede para o aluno
determinar termos da sequéncia e sua expressao geradora, bem como verificar a equivaléncia

de equac0es (Figura 52).

3) Um passeio sera construido por azulejos cinzentos e brancos. Cada azulejo branco
€ cercado por azulejos cinzentos, como os modelos seguintes:

a) Quantos azulejos cinzentos s3o necessarios para construir um passeio com 10
azulejos brancos?

b) De que maneira € possivel calcular o nimero de azulejos cinzentos para um
passeio com um numero qualquer de azulejos brancos? Escreve a tua resposta
usando palavras e, em seguida, recorrendo a uma expressdo algébrica.

c) Ao responder ao problema da alinea anterior, a Sara escreveu a expressio
C=2B+3(B+1)goJoséescreveuaexpressioC =B+ (B + 1)+ 2(B + 1),
onde C € o nimero de azulejos cinzentos e B € o nimero de azulejos brancos. Eles
estdo certos? Justifica.

Figura 52 - Questéo 3 da Tarefa 2
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Quadro 7 - Sintese (Tarefa 2 - Questao 2)

Estudante Linguagem Verbal e Linguagem . o
o Dificuldades Significados
Algébrica
Paulo - Usa a linguagem algébrica para - Incognita (x): Quantidade;
representar a situagao; . 1 1
- Sem dificuldades. - x+x+4+-x+17 =109 expressa a
- Reconhece vantagens no uso da 2 2
. . quantidade total.
linguagem algébrica.
Daniel - Usa a linguagem algébrica para _— . . .
o - Usa um modo menos econdmico para expressar | - Incognitas (x, y e z): Quantidades;
representar a situacéo; . . . . . .
as relagBes entre as quantidades (sistema com 3 | - Expressdes: RelagGes entre as quantidades.
- Reconhece vantagens no uso da | &~ | y
. o incognitas). Ex:x = >
linguagem algébrica.
José - Usa a linguagem algébrica para . o )
L - Usa um modo menos econbmico para expressar | - Incognitas (a, b e c¢): Quantidades;
representar a situagao; B ) ) B . )
as relacdes entre as quantidades (sistema com 3 | - Expressfes: RelacGes entre as quantidades.
- Reconhece vantagens no uso da | & |
. L incognitas). Ex:b=a+17.
linguagem algébrica.
Laura - Usa a linguagem algébrica para - Incognita (x): Quantidade;
representar a situacdo (ndo o faz | - N&o interpreta a solucdo no contexto do 1 1
- lxdx+ (—x + 17) =109 expressa a
espontaneamente); problema. 2 2
quantidade total.
Rosa - Usa incorretamente 2x para representar _— .. .
- Incégnitas (x): Inicialmente significa uma
- Usa, com dificuldade, a linguagem | “metade” (li bal e algébrica); . . , . . R
guag metade” (linguagens verbal ¢ algebrica) guantidade, depois estd mais ligado a
algébrica para representar a situacdo | - Dificuldade em representar a situacdo por meio . X g
manipulagdo simbdlica;
(por ser habitual neste tipo de | de uma equacéo; X, .
) - 17 +=éigual a 109 porque pretende saber a
problemas). - Cancela denominadores em apenas um dos z
x quantidade de berlindes de Maria.
membros da equacéo.
Maria - N&o interpreta corretamente o problema; - N&o ha incognitas nem expressoes.

- Usa uma estratégia aritmética.

- Comete erros aritméticos.
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6.2.3. Questéo 3
A questdo 3 é uma situacdo problematica de generalizacdo em que pede para o aluno
determinar termos da sequéncia e sua expressdo geradora, bem como verificar a equivaléncia

de equac0es (Figura 52).

3) Um passeio sera construido por azulejos cinzentos e brancos. Cada azulejo branco
€ cercado por azulejos cinzentos, como os modelos seguintes:

a) Quantos azulejos cinzentos s30 necessarios para construir um passeio com 10
azulejos brancos?

b) De que maneira € possivel calcular o nimero de azulejos cinzentos para um
passeio com um numero qualquer de azulejos brancos? Escreve a tua resposta
usando palavras e, em seguida, recorrendo a uma expressdo algébrica.

c¢) Ao responder ao problema da alinea anterior, a Sara escreveu a expressio
C =2B+3(B+1)goJoséescreveuaexpressioC =B+ (B + 1)+ 2(B + 1),
onde C € o nimero de azulejos cinzentos e B € o nimero de azulejos brancos. Eles
estio certos? Justifica.

Figura 53 - Questdo 3 da Tarefa 2

Paulo

Paulo procedeu imediatamente a generalizacdo por meio de uma expressdo algébrica,
ainda na alinea a) que solicitava apenas 0 nimero de azulejos necessarios para um passeio
com 10 azulejos brancos e, em seguida calculou-o a partir de sua expressdo. Vemos
novamente que o estudante enxerga as vantagens do uso da linguagem algébrica, recorrendo a
ela mesmo quando € possivel resolver a questdo por meio de outras estratégias menos
econémicas. O estudante observou as imagens apresentadas na questdo e, justificou sua
resposta baseando-se na disposicao visual da figura, demonstrando compreender o significado
de sua varidvel n e a maneira como a figura cresce em fungdo do nimero de azulejos brancos
gue apresenta. Assim, a expressdo 5n + 3 significa para ele os trés azulejos cinzentos iniciais
que a figura possui e a adicdo de 5 azulejos cinzentos para cada azulejo branco que é

acrescentado (Figura 53):
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é cercado por azulejos cinzentos, como 0s modelos seguintes:

a) Quantos azulejos cinzentos sdo necessdrios para construir um passeio com 10
azulejos brancos? -
’ Wz \0

Swd B
S x\0X» T 501, =9

Figura 54 - Resolugdo de Paulo da questdo 3 da Tarefa 2

Paulo: Eu fui buscar a expressdo algébrica, como é uma sequéncia, 0 5n+3 ¢é a
expressdo algébrica, eu fiz de cada um, entre... Como é que se chama? Nao é membros.

Pesquisadora: Termos.
Paulo: Isto, termos! Entre cada termo soma-se 5, faz-se 5n e depois ...
Pesquisadora: Soma 5 por qué? Contaste?

Paulo: Como s6 acrescenta esta parte aqui (a apontar para a figura), neste aqui eu somei
este aqui. Acrescenta-se esta parte, por isso € que 5n e depois € o que fica (referindo-se
aos 3 azulejos do inicio do passeio), esta parte aqui (rodeou na imagem), por isso € que
é 3.

Pesquisadora: Entéo viste isso na formacdo da figura?

Paulo: Sim.

Relativamente ao uso da linguagem verbal para expressar a generalizacao, percebemos
que o estudante privilegia a linguagem algébrica, mas explica bem seu raciocinio por meio de

palavras, justificando seu raciocinio de maneira clara e coerente:

Paulo: Por cada azulejo branco existem 5 cinzentos, mais 3, ou seja, quando
adicionamos mais um azulejo branco acrescentamos mais cinco. Se ndo tivesse essa
parte (referindo-se aos trés do inicio) era so 5n.

Na alinea c) o estudante, tentou primeiramente compreender o significado das letras C
e B, comparando as expressdes com a expressdo criada por ele e, em seguida, simplificou as
expressoes algébricas a fim de perceber se eram equivalentes e se representavam o nimero de
azulejos cinzentos para um numero de azulejos brancos. Paulo n&o apresentou dificuldades a
nivel da manipulacdo algébrica, demonstrou estar a vontade com a linguagem algébrica e
parece enxergar ideias claras através dos simbolos.
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Paulo: O B aqui é equivalente a como pus aqui este n, porque o numero de quadrados,
de azulejos brancos é igual ao termo, ou seja... Vou substituir e depois ja vejo. Ah, ndo!
O C ¢ os cinzentos, por isso 0 C € igual a 5n + 3, ou seja, para este estar bem tem de
dar 5n 4+ 3 ou 5B + 3.

Paulo: Este td bem. O que a Sara escreveu ta bem. Depois 0 outro tem que dar a mesma
coisa.

Paulo: Entdo, € a Sara que tem razdo porque a do José td mal, da 4B + 3.

Vemos que Paulo recorreu espontaneamente a linguagem algébrica para resolver o
problema, demonstrando estar a vontade com essa linguagem e reconhecer vantagens no seu
uso. Néo teve dificuldades em determinar um termo da sequéncia a partir do seu nimero de
azulejos brancos, nem em identificar equivaléncia de equacdes, mas apresentou dificuldades
em expressar em linguagem verbal o raciocinio apresentado em linguagem algébrica.
Relativamente aos significados que atribui a varidvel e a expressao, n representa 0 nimero de
azulejos brancos em uma figura e 5n + 3 representa 0 numero de azulejos cinzentos,
significado este que esta ligado a disposicao visual das figuras (5 azulejos cinzentos a mais

para cada azulejo branco mais os 3 azulejos cinzentos do inicio).

Daniel

Assim como Paulo, Daniel também buscou primeiramente encontrar uma expressao
geradora para os termos da sequéncia e, em seguida usou-a para determinar o nimero de
azulejos cinzentos de um passeio que tem 10 azulejos brancos. Sua justificativa, entretanto,
baseia-se na contagem de elementos para 1 azulejo branco e depois para 2 azulejos brancos,
para descobrir quantos azulejos a mais tem-se de um termo para o outro, e na comparacao de
seu termo geral com o primeiro termo da sequéncia, para ver o quanto é necessario somar para
gue sua generalizacdo satisfaca ao primeiro termo. Parece tratar-se de um procedimento
conhecido pelo estudante, que ndo exige uma visualizacdo e compreensdo da forma de
crescimento da figura e que esta relacionada a comparacao dos elementos de uma sequéncia

numérica, no qual analisa a sequéncia numerica para chegar a expressao geradora dos termos:

Daniel: Quanto mais quadrados brancos, mais cinco quadrados cinzentos. Portanto, 5
mais 5 mais 5... 5x, 5n... Portanto a expresséo algébrica é 5n mais um, dois, trés! 5n
mais 3. Vamos la ver com 2, dez, treze! Da certo. Pronto, é esta!

(...)
Pesquisadora: Por que 5 e 3? Viste na figura?

Daniel: N&o, porque é uma sequéncia € eu ja sei que, como é 5 mais 5 mais 5, vai ser
5n e depois tem-se de arranjar um exemplo para dar o nimero certo. Por exemplo, se
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aqui fosse s6 5n ia dar s6 5 quadrados cinzentos, mas como faltam mais 3, tem que ser
5n + 3, e isso vai dar para todos.

Daniel demonstrou compreensao de que a variavel n representa o nimero de azulejos
brancos da figura, mas ndo conseguiu articular verbalmente uma justificativa ou um modo
para fazer o célculo do numero de azulejos cinzentos a partir do numero de brancos,
expressando apenas por meio da linguagem algébrica. Relativamente a alinea c), o estudante
optou por usar casos particulares para resolver o problema, substituindo B por 1 e 2 e
comparando com 0s termos que tinha encontrado anteriormente, de modo que chegou a
concluséo de que apenas a expressao de Sara representava o numero de azulejos cinzentos em
funcdo de um numero de azulejos brancos (Figura 54). O estudante ndo pensou em simplificar

as expressoes e verificar a equivaléncia entre elas:
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Figura 55 - Resolucéo de Daniel da questdo 3 da Tarefa 2

Observamos que Daniel também recorreu espontaneamente a linguagem algébrica para
resolver o problema, demonstrou reconhecer vantagens em seu uso para o calculo do niumero
de azulejos cinzentos necessarios para construir um passeio com um numero qualquer de
azulejos brancos, e teve dificuldades em expressar a generalizagdo por meio da linguagem
verbal. O estudante, apesar de familiarizado com este tipo de questfes e de compreender o
significado da varidvel n, niamero de azulejos brancos, atribuiu & expressdo 5n + 3 um
significado relacionado & sequéncia numérica, de forma desvinculada da disposicédo visual das

figuras que compdem o padrdo.

José

José, assim como Paulo e Daniel, recorreu imediatamente a expressdo geradora dos
termos da sequéncia e, a partir dela, calculou o numero de azulejos cinzentos necessarios para
construir um passeio com 10 azulejos brancos, demonstrando reconhecer vantagens no uso da

linguagem algébrica em questdes de generalizagdo. O estudante procedeu da mesma forma
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que Daniel para encontrar a expressdo geradora 5n + 3, por meio de uma comparagao entre
os elementos de uma sequéncia numerica relacionada aos azulejos para passeios de diferentes
tamanhos (Figura 55) e percebeu o significado da variavel n como o nimero de azulejos
brancos de um passeio. Observamos que, para José, o significado da expressdo criada por ele
esta ligado a sequéncia numérica e ndo ao padrdo de crescimento da figura, mas quando
questionado durante a entrevista, o estudante conseguiu enxergar 0 acréscimo de 5 azulejos
cinzentos para cada azulejo branco a mais, porém ndo conseguiu compreender de que forma o

3 se relacionava com a figura:
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Figura 56 - Resolucéo de José da questdo 3 da Tarefa 2

Pesquisadora: Se ndo tivesses feito isso e olhasses para a figura, era possivel ver este
cinco de alguma maneira?

José: Conseguia, porque por exemplo, se fosse a ver com um daria 6... 3, 6, 8. Mas se
eu fosse colocar 2 teria este quadrado mais cinco deste lado.

Pesquisadora: Mas ja tinhas visto isso ou pensaste nisso agora?

José: Pensei nisto agora. Primeiro tentei arranjar a expressao algébrica, que era mais
facil.

Pesquisadora: E o trés?

José: O trés? Eu sei que a expressao algébrica tinha alguma coisa com o cinco, por isso
fui tentar ver alguma coisa que tinha, por exemplo, mais 5 ou vezes 5, depois arranjei
vezes 5 e vi que era sO preciso mais trés.

Pesquisadora: OK. E na figura, é possivel enxergar este 3?
José: N&o sei.
Pesquisadora: Porque o 5 era isto aqui que estava sempre a somar.

José: O 3 pensei, 5 x 1 para 8 sdo mais 3, 5 x 2 € 10, mais 3 € 13. Como o trés deu,
era sempre 0 mesmo.

O estudante ndo teve dificuldades em expressar em linguagem verbal o raciocinio

apresentado algebricamente por meio da expressdo n x 5 + 3. Relativamente a alinea c), Josée
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simplificou cada uma das equacdes apresentadas e usou um caso particular para verificar qual
delas poderia representar o nimero de azulejos cinzentos, ndo se referindo a sua expresséo
criada anteriormente nem a relagdo que cada uma delas poderia ter com a disposicéo visual
das figuras. Quando questionado, entretanto, o estudante afirmou que a equacao criada pela

Sara era equivalente a sua:

Pesquisadora: E a tua expressao, que fizeste na alinea a)? Por que ndo a comparaste
com as expressoes daqui?

José: Podia comparar sim porgue, por exemplo, ja que a da Sara esta certa, 0 que eu
tinha feito foi 5 x n mais 3, isto € 5B que seria 0s azulejos brancos e dava n como 0s
azulejos brancos e esta equacéo é igual a minha sé que eu sé tenho uma expressao, isto
aqui ja é uma equacdo com duas incognitas e eu s6 tinha uma. Eu ndo tinhao Ce 0o B
porgue numa expressdo algébrica usa-se sempre 0 n.

Assim como Paulo e Daniel, José usou a linguagem algébrica espontaneamente para
resolver o problema, demonstrando reconhecer que tal estratégia € mais econdmica para
calcular um numero qualquer da sequéncia. Nao teve dificuldades em determinar um termo da
sequéncia, mas apresentou dificuldades na identificacdo de equacdes equivalentes, usando
casos particulares para verificar se uma equacdo era valida para resolver o problema e sem
considerar a relacdo entre essa equacdo e a criada por ele na alinea anterior. Para José, n
representa 0 nimero de azulejos brancos em um passeio e n X 5 + 3 representa 0 nimero de
azulejos necessarios, mas este significado esta relacionado com uma sequéncia numérica uma
vez que ndo consegue perceber completamente como tal expresséo representa a disposi¢éo

visual da figura.

Laura

Laura, a0 compreender o problema, optou por fazer um desenho para calcular o
namero de azulejos cinzentos necessarios para construir um passeio com 10 azulejos brancos.
A estudante ndo recorreu a expressao geradora dos termos da sequéncia a fim de simplificar
os célculos, antes fez o desenho e contou 21 azulejos na parte de cima, 21 azulejos na parte de
baixo e 11 na parte do meio. Observamos ainda, na alinea b), que teve dificuldade em
estabelecer uma generalizacdo para 0 nimero de azulejos cinzentos bem como em perceber
um padréo de crescimento da figura, ndo conseguindo ligar a disposi¢éo visual da figura a

uma expressao geradora (Figura 56):
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usando palavras e, em seguida, recorrendo a uma expressao algebrica.
(148) Poso 4 oo feio beonGo Sdv necesstos 8
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Figura 57 - Resolugéo de Laura da questdo 3 da Tarefa 2

A primeira expressdo que Laura pensou ao responder ao problema foi n8, ou seja, n
vezes 8, onde n € o numero de azulejos brancos. Entretanto, ao justificar verbalmente que
para cada azulejo branco havia 8 azulejos cinzentos, a estudante percebeu que dessa forma 3
azulejos estariam sendo contados duas vezes, pelo que considerou que n8 — 3 seria a solugéo
correta. A expresséo indica seu caminho na compreensao do padréo de formacé&o da figura, ou
seja, para ela cada azulejo branco implica 8 azulejos cinzentos e é necessario tirar 3 que sao
contados duas vezes. Laura verificou se esta expressao poderia ser aplicada ao caso particular
da alinea anterior, concluindo que esta expressdo ndo estava adequada a situacdo descrita e
que ndo sabia a resposta correta. A estudante disse ainda ndo saber se as expressdes
apresentadas na alinea c) estavam corretas e ndo verificou a equivaléncia destas expressoes.

Assim, Laura ndo recorreu a linguagem algébrica, mas optou pelo desenho a fim de
calcular o termo da sequéncia pedido, ndo tendo atencdo inicialmente ao padrdo de
crescimento da figura nem a sequéncia numeérica que poderia ser formada a partir dele. Teve
dificuldade em expressar uma generaliza¢do tanto em linguagem verbal quanto em linguagem
algébrica, e também em determinar expressdes adequadas para resolver o problema. Suas
tentativas evidenciam que atribuiu o significado correto a variavel n, como o nimero de
azulejos brancos em uma figura, e que sua expressdo nao estava ligada a disposicao visual das
figuras nem a sequéncia numeérica relacionada a ela, mas ao seu processo de compreensdo do

padréo de formagéo da figura.

Rosa

Rosa também optou por fazer um desenho com 10 azulejos brancos a fim de saber o
numero de azulejos cinzentos necessarios e nao buscou perceber o padrdo de crescimento da
figura até a alinea b). A estudante teve dificuldades em expressar a generalizagcdo tanto em
linguagem algébrica quanto em linguagem verbal, recorrendo a um caso particular para
expressar seu raciocinio. Inicialmente, referiu-se a n como o nimero de azulejos brancos e a

expressdo n + 8 como o nimero de azulejos cinzentos, mas em seguida tentou explicar por
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palavras o calculo necessario usando 5 azulejos brancos como exemplo (Figura 57). Apesar
de descobrir uma generalizagdo parcial para o padrdo de crescimento da figura, teve

dificuldades em associar a ela uma expressao algébrica:

%ﬂh&s?&(—
Z;f’ v ‘JO '

3 \ - - I 2 v \
S W yre decern D Wb‘*-\"é"’ branes 2 NSO <) & “'_‘J'A‘cén; Cingtntas « qutra ’)'\l.wrﬂ

PO %ﬂ,}_ﬂf A \ - 5 44y AMIMQY "chr_\ug an ‘r‘.\.nm < gdepein k.ror o NS mere

éé l)ravw*‘) Gt ‘!,',Lo\ MNeM+ll =33 -5 =238 C’x}«le.éo:: Linszn\ﬂb.

Figura 58 — Resposta de Rosa a questdo 3 da Tarefa 2

Rosa: Eu t6 a tentar fazer com um exemplo meu, mas néo t4 a dar.

Rosa: Fiz os 11 mais 11, mais 11 deu 33 depois tirei 0s 5 azulejos brancos e depois deu
28, e agora fazer a expressao € que eu ndo sei.

Pesquisadora: O que era este n que tinhas usado no n + 8?

Rosa: Tava a fazer que era 0 nimero dos azulejos brancos e como tenho aqui 8, depois
se eu juntasse estes aqui tinha mais uma fileira de cinzentos, entdo nao dava pra fazer.

()

Rosa: Se eu contasse aqui nesta fileira, depois sabia quanto é que era esta e esta, que era
0 mesmo valor disto e depois tirava 0s brancos, os brancos que me davam, mas depois
ndo utilizava nenhuma expressao.

Relativamente a alinea c), Rosa simplificou as expressGes, concluiu que ndo
representavam o mesmo e substitui a variavel B por 1 a fim de verificar qual deles estava
correto. A estudante evidenciou compreender o significado das letras C e B, e identificou a
expressdo correta mas, o significado desta expressdo esta desvinculado da disposi¢éo visual
das figuras que compdem o padrdo e relaciona-se apenas com a validade numeérica, uma vez
que ao substituir o nimero de azulejos brancos por 1, em uma das expressdes, obtém-se o
namero corretos de azulejos cinzentos.

Deste modo, Rosa ndo recorreu primeiramente a linguagem algébrica e calculou o
termo da sequéncia por meio de um desenho. Teve dificuldades em descobrir um padréo de
crescimento da figura, fazendo-o de forma incompleta, e em expressa-lo em linguagem verbal
e algébrica. Identificou uma expressao valida para representar o numero de azulejos cinzentos

por meio de simplificacdo e de um caso particular, mas ndo percebeu como esta expresséo se
108



relaciona com a disposi¢do geométrica da figura. Relativamente aos significados dos simbolos
e expressdes, representou por n 0 nimero de azulejos brancos e compreendeu o significado de
B e C, mas a expressdo C = 2B + 3(B + 1) representa 0 numero de azulejos cinzentos
apenas a partir da manipulacao algébrica, sem nenhuma ligacdo a disposicdo visual da figura

OU a uma sequéncia numérica.

Maria

Maria, assim como Laura e Rosa, desenhou uma figura para descobrir quantos
azulejos cinzentos seriam necessarios para construir um passeio com 10 azulejos brancos e
ndo observou o padrdo de formacdo da figura. Tentou perceber se havia uma maneira mais
econbmica para calcular o numero de azulejos, chegando a uma generalizacdo em linguagem
verbal do numero de azulejos cinzentos na fileira do meio a partir do nimero de azulejos
brancos, mas acabou por ndo usar isto na expressdo algébrica. A estudante considerou que era
necessario contar o numero de azulejos cinzentos na fileira superior, o que designou por a, e
fez a? porque este valor aparece duas vezes. Em seguida era necessario contar e somar o
numero de azulejos na fileira do meio, designado por Maria como b. A partir disso, e do

exemplo que tinha, a estudante concluiu que a expressdo adequada era a? + b (Figura 58):

Maria: Ah, eram 11 no meio, 21 em cima e 21 em baixo. Entdo é 21 mais 21 mais 11. E
pronto.

Pesquisadora: E se fossem 4, como nesta figura?

Maria: E 9 mais 9 mais os 4 mais 1. S6 precisamos de contar em cima porque no meio
ja sabemos que € os brancos mais 1!

()

Maria: Agora tenho € de dizer uma expressao algébrica. 21 mais 21 mais 11 é 21 ao
quadrado mais 11.

Maria: Entéo, pode ser por exemplo a ao quadrado mais b.
Pesquisadora: E o que seria 0 b?

Maria: O b sdo os do meio. O b € 0 11 e 0 a ao quadrado é o 21 ao quadrado.
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Figura 59 - Resolugdo de Maria da questdo 3 da Tarefa 2
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Observamos que o significado que Maria atribui & expressdo relaciona-se com 0s
procedimentos realizados para a resolucdo do problema, evidenciando muitas dificuldades
com a generalizacdo em linguagem algébrica. Na alinea c¢), a estudante ndo recorreu a
verificacdo de equivaléncia de expressdes, mas tentou perceber o sentido da expressédo de Sara
a partir da disposicao visual da figura, identificando corretamente o significado das letras C e

B, e que B + 1 refere-se ao nimero de azulejos cinzentos na fileira do meio (Figura 59):

Maria: O C é o nimero de azulejos cinzentos. Entdo a Sara t4 a dizer que o niumero de
azulejos cinzentos € igual a dois brancos mais 3, e depois tem um branco mais 1.

Maria: Ah, este € do meio, que € para contar mais um. Mas 0 3 eu ndo percebo! Nem o
2.

Maria: Ah, 0 2 pode ser os de cima e os de baixo. Mas os de cima e 0s de baixo sdo
cinzentos e ndo brancos!
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Figura 60 - Resposta de Maria a questdo 3 da Tarefa 2 (alinea c)

Assim, Maria ndo usou linguagem algébrica espontaneamente, mas optou por
determinar o termo da sequéncia a partir de um desenho. Teve dificuldade em generalizar e
acredita que as letras sdo usadas para representar nimeros sem necessariamente estabelecer
uma relacdo entre eles. Dessa maneira, sua expressdo a?+ b relaciona-se com o0s
procedimentos realizados onde a? representa dobro e, ainda que compreenda o significado de
B, associa a expressdo C = 2B + 3(B + 1) a disposicdo visual da figura, sem exigir uma
relacdo logica entre seus termos.

O Quadro 8 sintetiza as situag0es apresentadas na questdo 3 da tarefa 2 no que se

refere ao uso de linguagem verbal e algébrica, e aos significados e dificuldades.
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Quadro 8 - Sintese (Tarefa 2 - Questao 3)

Estudante Linguagem Verbal e Linguagem . o
o Dificuldades Significados
Algébrica
Paulo - Usa espontaneamente a linguagem . ) ] )
laébri - Dificuldade em expressar em linguagem | - Quantidades de azulejos (n, B e C);
algebrica; L . .
verbal o raciocinio expresso em linguagem | -5n+ 3 e C = 2B + 3(B + 1) relacionam-se com
- Reconhece vantagens no uso da o ) . )
] o algébrica. a disposicdo visual da figura.
linguagem algébrica.
Daniel - Usa espontaneamente a linguagem . . _ | - Quantidades de azulejos (n, B e C),
o - Dificuldade em expressar a generalizagdo . . .
algébrica; . - 5n + 3 relaciona-se com a sequéncia numérica
em linguagem verbal, o
- Reconhece vantagens no uso da . ) associada a figura;
) o - Usa casos particulares para determinar a ) )
linguagem algébrica. ) y - C = 2B + 3(B + 1) relaciona-se com a validade
validade da expresséo.
dos resultados.
José - Usa espontaneamente a linguagem - Quantidades de azulejos (n, B € C);
algébrica; ) ) - nx5+3 relaciona-se com a sequéncia
- Usa casos particulares para determinar . o
- Reconhece vantagens no uso da o . numérica associada a figura;
) o equivaléncia de equacdes. ) )
linguagem algébrica. - C = 2B + 3(B + 1) relaciona-se com a validade
dos resultados.
Laura o ) _ | - Dificuldade em generalizar; - Quantidades de azulejos (n, 8n — 3);
- Verifica a validade de sua expressdo . o B . .
L ) - Dificuldade em identificar expressdes que | - 8n — 3 relaciona-se com um caso particular e
para a situacdo descrita. ) )
representam o problema. com a repeti¢do de azulejos.
Rosa » . 3 - Dificuldade em generalizar; - Quantidades de azulejos (n, B e C);
- Verifica a validade de uma expresséo; ] ] ) )
o o - Usa casos particulares para determinar a | - C = 2B + 3(B + 1) relaciona-se com a validade
- Compreende o significado de variaveis. . )
validade da expresséo. dos resultados.
Maria - Dificuldade em generalizar; - Quantidade de azulejos (a, b, B € C);

- Expressa verbalmente que as variaveis

B e C representam quantidades.

- Usa a? para representar dobro.

- a?+ b relaciona-se com os procedimentos

realizados.
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6.2.4. Questéo 4

A questdo 4 é uma questdo de manipulacdo algébrica em que o estudante deve usar
notacao algébrica, efetuar adicdo algébrica e resolver equagbes do 1.° grau com uma incégnita
(Figura 60).

4) O quadrado magico € um passatempo muito antigo no qual todas as suas linhas,
colunas e diagonais dio a mesma soma. Calcula o valor de x para o quadrado
magico abaixo. Apresenta todos os calculos realizados.

2x + 2 X x4+ 1

x—2 X+ 2 5x — 6

3x—-3 | 2x+1 x—1

Figura 61 - Questdo 4 da Tarefa 2

Paulo

Paulo compreendeu que a soma de linhas, colunas e diagonais ddo sempre 0 mesmo
valor e traduziu essa informagéo para a linguagem por meio da expressdo onde a soma dos
termos da primeira linha é igual a soma dos termos da primeira coluna:

Paulo: Ou seja, este € igual a este. Se todas as linhas, colunas e diagonais ddo a mesma
soma, quer dizer que este € igual a este, que ¢ igual a este. Posso fazer uma equacdo que
seja, este mais este mais este é igual a este mais este mais este.

Pesquisadora: Certo.
Paulo: Vou tentar fazer que é para ter certeza.

Paulo: x ¢ igual a 3. Como supostamente este é igual a este, agora posso ver se esta
certo.

Pesquisadora: Entdo faz la.

Paulo: D& quinze!

O estudante resolveu a equacdo sem dificuldades e, ao descobrir o valor de «x,
verificou se o resultado, de fato, satisfaria a condi¢do. N&o teve dificuldades com o uso de
notacdo algebrica, realizou corretamente as adi¢Oes algébricas e apresentou fluéncia

procedimental nas manipulagdes algébricas.
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Paulo usou a linguagem algébrica a fim de expressar a condi¢do do quadrado magico e
demonstrou a vontade em que tal condicdo se tornasse uma expressdo algébrica.
Relativamente as expressdes apresentadas em cada célula do quadrado mégico, representam
valores e a equacao por ele elaborada expressa que a soma dos valores da primeira linha é
igual a soma dos valores da primeira coluna. Vemos ainda que x € um valor desconhecido que
torna tal condicdo verdadeira neste quadrado, e que o estudante verificou este fato por meio

da substituicdo do valor encontrado na expressao elaborada.

Daniel

Daniel também compreendeu bem a condicdo que um quadrado magico deve
satisfazer e logo escreveu uma equacao para representar a igualdade entre a soma dos termos
da primeira linha e a soma dos termos da primeira coluna (Figura 61). O estudante cometeu
um erro na resolucdo da equacao, porém ao verificar seus resultados, percebeu gue ndo estava

correto e voltou a equacao para corrigir seu erro:

x + 2 x a1 | —axpa434 347313

x> _
x=2 | x+2 |5x—6| 22+ 3L 8w -L =1

-3 |2+l x—1|—r 3B D+rAx34743-7215

Y
24t X = XA T 3% 3G YL & B = 6 D) x - Cx s FHH <o

B ==

L::.l =3xX s e ™x-6 =jx= 3
-2

Figura 62 - Resolucéo de Daniel da questéo 4 da Tarefa 2

Apesar de ter cometido um engano, vimos que Daniel sabe resolver equacdes de 1.°
grau, tendo apenas uma pequena dificuldade na transposicdo do termo +3 que, para 0
segundo membro da equacdo, deveria ter sido transposto com o sinal negativo. O estudante
lida bem com a notacdo e buscou verificar se o valor encontrado, de fato, satisfazia a equacéo.
Assim, Daniel conseguiu expressar a condigdo do quadrado magico por meio da linguagem

algébrica e, apesar de ter tido uma pequena dificuldade na transposicdo de termos e na adigdo
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algébrica, resolveu corretamente a equacdo elaborada e verificou a validade do valor
encontrado. Relativamente aos significados das expressdes, vemos que também o0s associa a
valores desconhecidos e que 2x + 2+ x+x+ 1 =2x+ 2+ x — 1 + 3x — 3 significa que a
soma dos valores da primeira linha é igual a soma dos valores da primeira coluna. Para o
estudante, a letra x representa um valor desconhecido que deve satisfazer a condicdo do

quadrado magico.

José

José, assim como Daniel e Paulo, compreendeu a condicdo do quadrado magico e
escreveu uma equacdo que expressa isto. O estudante fez também a soma dos termos da
primeira linha igual a soma dos termos da primeira coluna, resolveu a equacdo sem
dificuldades e verificou se o valor encontrado era valido para o quadrado mégico. José
compreende e expressa que a equacgdo escrita por ele representa a condigdo apresentada no
enunciado e demonstra seguranca e fluéncia na manipulacdo algébrica, expressa ainda que

poderia usar quaisquer linhas e colunas que o resultado seria 0 mesmo:

Pesquisadora: Entdo o x vale 3. Este valor de x é unico? Se fizesses a linha 1 igual a
coluna 3, o valor de x podia ser diferente?

José: Néao, porque isto é um quadrado magico e a soma de cada linha na horizontal,
vertical ou diagonal vai dar o mesmo e eu usei duas linhas, que foi esta na horizontal e
esta na vertical, disse que elas eram iguais para achar o x, que deu 3, ou seja, daria tudo
igual.

Pesquisadora: E ha alguma maneira de verificar se este valor esté certo?

José: Sim, posso ver, por exemplo, trocar esta incdgnita por o x que esta aqui, fazer
todas as colunas que tenho.

Pesquisadora: Queres fazer isso ou ndo é necessario?
José: Eu acho que néo é preciso. Talvez s6 fazer em duas para verificar.

(.)

José: Fiz esta na horizontal e esta na vertical, e ta certo.

Vemos que Jose também usou com familiaridade a linguagem algébrica para expressar
a condicdo que o quadrado mégico deve satisfazer e resolveu a equacdo sem dificuldades.
Demonstrou ter boas habilidades com a notagdo algébrica e sua manipulagdo. Associa a letra
x e as expressdes o significado de valor desconhecido e, assim como Paulo e Daniel, enxerga
na expressao 2x +2+x+x+1=2x+2+x—143x—3 que a soma dos valores da
primeira linha é igual a soma dos valores da primeira coluna.
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Laura

Laura teve dificuldades em compreender a condi¢do que um quadrado mégico deve
satisfazer, considerou que o valor de cada um dos quadradinhos devia ser o0 mesmo, e dessa
forma, também teve dificuldades na criacdo de uma equacdo para resolver o problema. A
estudante escreveu 2x + 2 = x, ou seja, igualou a expressdo do primeiro quadradinho do
quadrado magico a x, na tentativa de descobrir o valor de x, mas ao substituir o0 nimero

encontrado nos termos, os resultados ndo eram 0s mesmos, como havia suposto (Figura 62):

Laura: Eu calculei este daqui e da&-me 2, mas depois este daqui ja ndo da para o resto,
porgue supostamente 5x menos 6 vai dar 4 e aqui...

Pesquisadora: Fizeste 2x + 2?

Laura: Para descobrir o0 x, e d& 2, mas ndo pode ser porque aqui 5x — 6 da 4 e depois
aqui x +1jadas.

-3_1'}-2:*—‘1’{:‘?
42| x| x+l | o o X@OCECE?
(3341:£2¢5:7
x=2 | x+2 |5x-6 <=?~T-:T:E

Ix-—3F|2x+1 x—1

Figura 63 - Resolucéo de Laura da questdo 4 da Tarefa 2

Na resolucdo desta primeira equacdo, a estudante demonstrou dificuldades, ignorando
o sinal de menos em 1x = —2. Observamos ainda que esta equacdo escrita por Laura expressa
a forma como ela interpretou o problema e, na entrevista, sugeri que tivesse aten¢do ao
enunciado a fim de que pudesse compreendé-lo. Assim, a estudante entendeu que se tratava
da soma de termos em cada linha, coluna ou diagonal, mas pensou em igualar isto a x,
possivelmente, na tentativa de encontrar seu valor. Ao final, Laura conseguiu perceber a
condi¢cdo que um quadrado méagico deve satisfazer, escreveu uma equacdo onde a soma dos
termos de uma das diagonais era igual a soma dos termos da terceira coluna, mas nao calculou
corretamente o valor de x. Observamos que a estudante teve dificuldades na adi¢do algébrica,

considerando que 2x + x + x —x — 5x — x eraigual a —1x (Figura 63):
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e ( Bx-6) + (XA

(2] +(oca)+oc-1) = (44

. .
o 7+ s X - bx-oc= A 617 244 ¢

<:“?(éf)ef}:;c= - 9<=>

Figura 64 - Resolucdo de Laura da questdo 4 da Tarefa 2

Pesquisadora: Mas por que a tua primeira expressao é 2x + 2 = x?
Laura: Por causa destas aqui.

Pesquisadora: Entdo pegaste nesta primeira e disseste que ela € igual a x?
Laura: Sim.

Pesquisadora: Olha, as linhas, colunas e diagonais ddo a mesma soma, mas tu disseste
que esse numero aqui (2x + 2) é igual a x.

Laura: Entdo quer dizer que a soma desta coluna aqui vai ser igual?
Pesquisadora: Vai ser igual a uma outra soma de colunas, linhas ou diagonais.

Laura: Ah! Entdo eu posso fazer este, mais este, mais este é igual a x? (referindo-se a
primeira linha)

Pesquisadora: O que significa este x que estas a colocar do outro lado? E o mesmo
valor deste x (em 2x + 2)?

Laura: O x vai ser este aqui.

Pesquisadora: O x € este valor, ndo €? Por exemplo, se somares as expressdes desta
coluna, x + x + 2 + 2x + 1, tem como isto ser igual a x?

Laura: N&o.

Pesquisadora: Por qué?

Laura: Porque vai dar um valor superior.

Pesquisadora: Entéo. Estavas a tentar criar uma equacao, certo?
Laura: Sim.

Pesquisadora: N&o queres ler novamente o problema?

(A estudante I1& novamente o enunciado)

Laura: Quer dizer que esta coluna daqui vai ter que dar o mesmo resultado desta coluna
aqui?

Pesquisadora: Sim.
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Laura: Entéo posso fazer 2x 4+ 2 mais x + 2 mais x — 1 igual a esta parte aqui?

Pesquisadora: Pode sim.

Deste modo, Laura teve dificuldades em compreender a condi¢do que um quadrado
magico deve satisfazer e em traduzir tal condigdo para a linguagem algébrica, mas demostrou
saber que devia tentar equacionar o problema. Teve ainda dificuldades na realizacdo da adicdo
algébrica e desconsidera o sinal negativo no resultado da equacdo. Relativamente aos
significados, mostra entender que as expressdes representam valores e, em equagdes como
2x+2=xe2x+2+x+x+1=x, iguala as expressdes a x porque seu significado esta
ligado & intencéo de determinar o valor de x. Uma vez que néo buscou verificar a validade do
resultado encontrado, perdeu de vista a condi¢cdo de que este valor devia tornar iguais as

somas em cada linha, coluna e diagonal.

Rosa

Rosa compreendeu que a soma dos termos em cada linha devia ser a mesma e, por
isso, calculou a adicdo algébrica em cada uma delas. Nao teve dificuldades nestas adi¢Ges e
escreveu uma expressao igualando uma delas a x , um raciocinio semelhante ao de Laura. Da
mesma forma, Rosa teve dificuldades na resolugéo da equagédo, uma vez que ignorou o sinal

de menos em —3x = 3 (Figura 64):

2x 3 2 x sl f=dnwrzen b radY sdo v S hpde 24030

x=2 | x+2 |5x—-6 :m_;/+b/;_/+5¢_¢_q_1m-g:‘1»«%@;-'.L—(:;'z-l

Ix—=3 | x+ 1 =1 |=3mw =3+ 24t WA =i -2 =

s +3=2)
= M ~dy = B

==

=t w2
-3

k'-'ll o = -‘i

Figura 65 - Resolucgéo de Rosa da questdo 4 da Tarefa 2

A estudante compreendeu e verbalizou a condi¢do que o quadrado magico devia

satisfazer, mas ndo conseguiu expressar isto por meio de uma equacgdo, antes sua equacao
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parece estar ligada a intencao de descobrir o valor de x, por isso igualou a soma dos termos da

primeira linha a x:

Rosa: Esse aqui tem que dar igual ao que me deu aqui?
Pesquisadora: Sim.

Rosa: Isso aqui ia dar sete x menos 6, porque quando ha menos dois e mais dois pode-
se cortar, porque anula-se.. e era suposto que os dois dessem iguais, mas ndo d!

Rosa: Agora este um com este um anula-se... Aqui ja da seis x menos 3. Eu tava a fazer
bem, tudo.

Rosa: Se eu agora fizer x igual a 4x + 3, ndo sei se da...
()
Pesquisadora: Deu igual?

Rosa: Nao! Porque um dé sete e o outro da um.

Observamos que a estratégia inicial de Rosa consistiu em calcular a soma de cada
linha e compara-las, uma vez que deviam ser iguais, depois optou por elaborar uma equacéo

para determinar o valor de x e ao final, verificou se o resultado obtido era valido. Assim como
‘- ~ . . . 3
Laura, teve dificuldades em resolver a equacao, desconsiderando o sinal negativo em x = =

E importante observar ainda que também igualou sua expressdo a x a fim de determinar este
valor, demonstrando que o significado de sua equacgdo esta relacionado com a intencdo de

descobrir o valor desconhecido.

Maria

Maria comecgou questionando se era para calcular o valor de x e tentei leva-la a
compreender que sim e que a soma dos termos em cada linha, coluna e diagonal era a mesma,
pelo que ela escreveu supostas expressdes para representar a soma dos temos em linhas e
colunas. A estudante, entretanto, colocou os termos um ao lado do outro, sem escrever o sinal
‘+’ e fez operagdes entre termos ndo semelhantes. Na resolugdo de Maria vemos por exemplo
que, paraela, x — 2 éigual a —2x, x + 2 é igual a 2x, 5x — 6 é igual a —1x e 3x — 3 € igual

a x (Figura 65).
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Figura 66 - Resolu¢do de Maria da questdo 4 da Tarefa 2

Na segunda linha de resolug@o a estudante escreveu que “3x —3 2x+1 x— 1" é
igual a “x 3x”, onde x é 0 resultado de 3x — 3, 3x € o resultando de 2x + 1 e x — 1 é igual a
zero. Durante a entrevista questionei a estudante sobre o uso do sinal entre as expressoes, pelo
que na adicdo algébrica dos termos da primeira coluna, Maria j& incluiu os sinais e pode
continuar a resolugédo, escrevendo que 2x +2 +x —2 + 3x — 3 era igual a 4x — 2x + x,
onde 4x é o resultado de 2x + 2, —2x é o resultado de x — 2 e x é o resultado de 3x — 3. Em
seguida, Maria concluiu que 4x — 2x + x era igual a 2x porque 4x — 2x € 2x, e 2x + x €
apenas 2x, justificando que deveria ser 2xx mas que isto ndo era possivel, portanto,
considerou apenas o 2x. Percebemos aqui que para Maria, fazer a adi¢do algébrica significa
aplicar certas regras para diminuir ou simplificar as expressdes, mas que a estudante nao sabe
tais regras, pelo que faz os célculos como pensa que deve ser, desconsiderando termos que

para ela ndo fazem sentido:

Maria: Esta tudo mal! Eu ndo sei.
Pesquisadora: Ndo disseste que é uma soma. Nao terias de colocar o sinal de mais.?
Maria: Vou tentar com esta coluna e depois com esta.

(..)

Maria: Aqui estava mais x, mas eu cortei porque depois ndo dava para ser dois x x,
entdo eu cortei um deles.

Pesquisadora: Por qué?

Maria: Eu cortei 0 x porque ndo podia ficar 2xx.

A estudante acreditava, portanto, que a soma dos termos de cada linha, coluna e
diagonal era igual a 2x e que poderia fazer a soma dos termos de mais uma coluna para tentar
descobrir o valor de x. Tratava-se da coluna do meio cuja soma dos termos seria x + x + 2 +

2x + 1, mas a estudante calculou apenas x + 2 + 2x + 1 a fim de descobrir o valor de x, ou
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seja, estd a isolar o x para descobrir seu valor. A estudante, assim, pretendia saber o que

faltava para dar 2x e este seria o valor de x (Figura 66):

42§ A4 =28 % 4 4=

= Ax g;{;@

Figura 67 - Resolu¢do de Maria da questdo 4 da Tarefa 2

Maria: Agora tenho de descobrir o valor de x, mas eu ndo sei.
Pesquisadora: Pensa l4 uma forma.

()

Maria: Ah, eu vou fazer estes dois (x + 2 + 2x + 1).

Pesquisadora: Porque é que estas a fazer estes dois e nao este x (referindo-se a soma da
coluna do meio)?

Maria: Eu vou fazer estes dois e ver o que falta para 2x, que vai ser o valor de x.
Maria: Vou fazer de menos!

()

Maria: Entdo é 1! Porque assim vai dar 2x!

Pesquisadora: Ok.

Maria: x + 2 € 2x! 2x menos 2x é x. E x mais 1 é 1x.

Pesquisadora: Por que fizeste conta de menos?

Maria: Porque se fosse mais ndo dava para fazer.

Pesquisadora: Por qué?

Maria: Se fosse mais dava mais do que 2x e assim ndo conseguia descobrir!
Pesquisadora: OK.

Maria: Entdo o que falta aqui é 1, para fazer 2x!

Pesquisadora: Entdo o x é 1?

Maria: Sim.

E importante observar que Maria, quando notou que a soma de dois dos termos da
coluna do meio ja daria um valor maior que 2x, optou por fazer uma subtracdo em vez de

uma adicdo. A estudante escreveu que x +2 —2x + 1 é igual a 1x, de acordo com 0s
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calculos representados abaixo, e concluiu que o que faltava a 1x para dar 2x era 1, logo x =
1:

x+2-2x+1=
2x —2x+1=
x+1=
1x

Observamos que Maria compreendeu a condigdo que o quadrado mégico deve
satisfazer e, entre seus calculos, expressou a soma de uma linha e de uma coluna buscando
encontrar o que faltava a uma delas para que fosse equivalente a outra, que seria o valor de x.
Dessa maneira, vemos que ha aqui um significado de equagdo, porém a estudante ndo sabe
fazer adicdo algébrica, ndo reconhece que a adicdo de mondémios deve ser feita entre
mondmios semelhantes e apresenta varias dificuldades em manipulacao algébrica, associando
as expressdes um significado ligado apenas a manipulacdo e aplicacdo de regras e
procedimentos. Vemos ainda que nédo se preocupou em verificar seus resultados, ou seja, nao
substituiu o valor encontrado a fim de saber se a soma em cada linha, coluna e diagonal seria
a mesma.

O Quadro 9 sintetiza as situacOes apresentadas na questdo 4 da tarefa 2 no que se
refere ao uso de linguagem verbal e algébrica, e aos significados e dificuldades.
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Quadro 9 - Sintese (Tarefa 2 - Questdo 4)

Estudante Linguagem Verbal e Linguagem . o
o Dificuldades Significados
Algébrica
Paulo - Usa a linguagem algébrica, com .
o - Valores desconhecidos (x, 2x + 2, x + 1, ...);
familiaridade, para expressar uma .
. 5 . - Sem dificuldades. - 2x+2+x+x+1=2x+2+x—-1+3x—3
informacdo dada em linguagem verbal. .
expressa uma condicao.
Daniel - Usa a linguagem algébrica para L _ | - Valores desconhecidos (x, 2x + 2, x + 1, ...);
. ~ - Transposi¢do de termos (resolugdo
expressar uma informagdo dada em 3 - 2x+2+x+x+1=2x+2+x—-1+3x—-3
] da equacao). o
linguagem verbal. expressa uma condicao.

José - Usa a linguagem algébrica, com - Valores desconhecidos (x, 2x + 2, x + 1, ...);
familiaridade, para expressar uma | - Sem dificuldades. - 2x+2+x+x+1=2x+2+x—-1+3x—-3
informagdo dada em linguagem verbal. expressa uma condicao.

Laura N - Interpretagdo do problema; - Valor desconhecido (x);

- Expressa, com dificuldade, a o o . )
) ) o - Adicdo algébrica; - 2x + 2 éigual a x porque pretende determinar o valor
condicdo em linguagem algébrica. ) ) )
- Desconsidera o sinal negativo. de x.
Rosa ) ) ] ) - Valor desconhecido (x);
- Expressa verbalmente a condicdo | - Desconsidera o sinal negativo. . )
) - 4x + 3 é igual a x porque pretende determinar o valor
dada no enunciado. Ex: —3x=3ex=1.
de x.
Maria - Valor desconhecido (x);

- Expressa, com dificuldade, a

condigdo em linguagem algébrica.

- Justaposicao de termos;

- Opera com termos ndo semelhantes.

Ex: x — 2 éigual a —2x.

- Incdgnita e expressbes relacionam-se com a

manipulagdo simbdlica.
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Capitulo 7

Conclusao

Neste capitulo comeco por apresentar uma sintese do estudo desenvolvido, destacando
0 objetivo, o quadro tedrico, a metodologia de pesquisa e alguns aspectos das tarefas
realizadas durante as entrevistas. De seguida, apresento as principais conclusdes do estudo,
organizadas de acordo com as questdes de investigacdo. Por fim, apresento uma reflex@o

pessoal quanto ao trabalho realizado.

7.1. Sintese do estudo

As novas perspectivas de ensino e aprendizagem da Algebra apontam a necessidade de
desenvolver o pensamento algébrico dos estudantes desde os primeiros anos de escolaridade
e, como destaca 0 NCTM (2000), pressupdem a consolidacdo das bases da Algebra no final
do 8.2 ano. E expectavel, nessa altura, que os estudantes sejam capazes de usar a linguagem
algébrica para analisar e generalizar padrles, representar situacfes e resolver problemas.
Entretanto, a obtencdo de tais capacidades até ao final do 3.° ciclo ainda constitui um objetivo
ambicioso e um desafio para os professores. Nesse sentido, investigar 0 modo como 0s
estudantes compreendem e usam a linguagem algébrica é fundamental a fim de melhorar sua
aprendizagem nesse dominio da Matematica. Assim, este estudo tem o objetivo de analisar
significados construidos por estudantes e suas dificuldades no uso e compreensdo da
linguagem algébrica no final do 3.° ciclo da educacéo basica.

Trés temas essenciais a investigacdo foram abordados no quadro tedrico: 1)
representacdes; 2) simbolizacdo; e 3) Algebra escolar. Primeiramente procurei conceituar
representacdes, destacar sua importancia na aprendizagem matematica e enquadrar a

linguagem algébrica, apresentando-a como um registo cuja finalidade é a comunicacgdo e o

123



suporte ao pensamento humano. Quanto & simbolizagio, é indicado o seu papel na Algebra,
relacionando-a com a generaliza¢do, bem como as caracteristicas do processo de simbolizacdo
e da aquisicdo da linguagem algébrica, destacando o sentido de simbolo, a compreenséo de
conceitos algébricos e a fluéncia na manipulacdo simbolica. O terceiro aspecto do quadro
tedrico, foca-se na Algebra escolar, indicando as abordagens atuais, o que se entende por
significado algébrico e as dificuldades dos alunos em Algebra, amplamente referidas por
investigadores em Educacdo Matematica.

Uma vez que 0 objetivo desta investigacdo tem como base conhecer as perspectivas
dos estudantes, na medida em que busco analisar suas dificuldades, os significados por eles
construidos e o0 modo como usam a linguagem algébrica, a metodologia utilizada é de
natureza qualitativa, no paradigma interpretativo. A pesquisa é feita por meio da realizacdo de
entrevistas a um grupo de seis estudantes com diferentes niveis de desempenho, de uma turma
de 9.° ano, com recurso a gravacao de audio e recolha de suas producdes escritas. A analise de
dados comeca a ser realizada com os dados obtidos na primeira ronda de entrevistas e, apds a
segunda entrevista, é desenvolvida de modo mais aprofundado.

As duas tarefas propostas aos estudantes sdo constituidas por quatro questdes que
envolvem diretamente ou potencialmente a linguagem algébrica. Sdo usados um problema
geométrico, um problema de partilha, uma questdo de generalizacdo e uma questdo de
manipulacdo algébrica em cada uma das tarefas a fim de proporcionar situacBes aos
estudantes onde possam recorrer espontaneamente a linguagem algébrica e outras onde é
necessario interpretar, usar e manipular os simbolos e expressdes dadas. A escolha das
questdes justifica-se por serem questdes com as quais 0s estudantes tém alguma familiaridade
sendo que, algumas delas, apresentam uma natureza desafiadora quanto ao uso e compreensao

da linguagem algébrica.

7.2. Conclusoes

Apresento aqui as principais conclusdes do estudo, organizadas de acordo com as
questdes de investigagdo. Comeco por relacionar linguagem algébrica e linguagem verbal,
como formas de representacdo de objetos e procedimentos algébricos. Em seguida, apresento
uma discussdo acerca dos significados que o0s estudantes constroem para 0S objetos e
procedimentos algébricos ao longo da realizacdo das tarefas. Por fim, destaco as dificuldades

mais significativas que surgiram nas producdes orais € escritas dos estudantes.
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7.2.1. Relagdo entre representacdo algébrica e em linguagem verbal

Em muitas situacdes, os estudantes recorrem espontaneamente a linguagem algébrica
para resolver os problemas propostos e demonstram que, neste nivel da educacéo basica, ja
tém familiaridade com ela e conseguem reconhecer vantagens em seu uso, Como recomenda o
NCTM (2000). Nas questbes de partilha, por exemplo, alguns estudantes equacionam o
problema tendo consciéncia de que, assim, o resolverdo de forma mais simples. Outros
apresentam dificuldades em representar os problemas por meio de equacfes, como referem
Ponte, Branco e Matos (2009) e, por isso, optam por resolvé-los aritmeticamente, como € o
caso de Maria. E importante observar, ainda, o uso de linguagem simbélica ndo convencional,
realizado por Rosa, que, em suas tentativas de traducéo, iguala o total a partilhar a expresséo
que representa um dos valores procurados, a fim de encontréa-lo, evidenciando que perde de

vista o significado atribuido inicialmente a incognita.

Nas questes de generalizagdo também observamos que alguns estudantes tendem a
usar espontaneamente linguagem algébrica para expressar generalizacdo e que isso estd
relacionado ao que costuma ser feito em sala de aula neste tipo de questdes, mas que ainda
assim o fazem com dificuldade. Uma das estratégias utilizadas com frequéncia por alguns
estudantes é a elaboracdo e comparacdo de duas sequéncias numéricas relacionadas aos
padrGes geométricos, de forma a encontrar a expressdo geradora da sequéncia. Nestes casos,
os estudantes conseguem chegar a um resultado valido, mas ndo conseguem expressar em
linguagem verbal o raciocinio expresso em linguagem algébrica, uma vez que o significado
geométrico ndo foi de todo por eles considerado. Em diversas situacBes os estudantes
apresentam verbalmente uma generalizacdo para a situacdo, mas quando € solicitado que a
expressem em linguagem algébrica, deixam este raciocinio de lado e recorrem a este meio
mais mecanico, a comparacdo de sequéncias numéricas. Da mesma maneira, muitos
estudantes ndo conseguem dar sentido a expressdo apresentada na questdo 3 da tarefa 2, por
exemplo, a partir da disposicdo geométrica da figura, e usam casos particulares para
determinar sua validade e a equivaléncia de equacbes. Observamos que, como afirma Duval
(2011), a distancia entre linguagem natural e simbdlica é uma das origens da incompreensao

dos estudantes.

Em diversas situacdes, os estudantes expressam verbalmente um raciocinio correto
para resolver o problema, mas néo conseguem traduzir adequadamente essa expressao verbal
em linguagem algébrica. As acles dos estudantes precedem a simbolizacdo de forma que
estes compreendem a situacdo, desenvolvem o raciocinio algébrico e caminham para a

linguagem algébrica simbdlica, como refere Radford (2002), mas neste Ultimo passo
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apresentam dificuldades. E o que ocorre, por exemplo, com José e Daniel ao expressarem area
por meio de linguagem algébrica, onde razdes relacionadas com os simbolos algébricos e as
operacdes levam os estudantes ao erro. Multiplicar mondmios incorretamente, confundir
dobro e quadrado de um termo e ndo usar parénteses no produto ou na diferenca de um termo
por uma soma de termos, surgem como 0s principais erros associados a incompatibilidade

entre a expressao elaborada e o raciocinio correto apresentado pelo estudante.

Em sintese, nos resultados apresentados neste estudo, os estudantes aparentam ter
alguma dificuldade em relacionar representacdes algébricas e representacdes em linguagem
verbal, ndo transitando com familiaridade entre estas formas de representagdo. Para alguns
estudantes, as representacGes algébricas ndo se ligam a funcdo de comunicacdo de um
raciocinio como acontece com a linguagem verbal, mas a procedimentos aprendidos para
resolucdo de determinados problemas. Assim, estabelece-se uma distancia significativa entre
os dois tipos de representacdo, que, para os estudantes, parecem nao representar 0 mesmo
objeto ou ideia algébrica.

7.2.2. Significados

Ao resolver as tarefas propostas, os estudantes demonstram lidar sempre com
significados construidos para objetos e procedimentos algébricos e, como referem Sfard e
Linchevski (1994), estes significados podem ser apropriados ou ndo. Vimos, por meio dos
resultados que, em muitas situacdes, os estudantes atribuem significados validos aos simbolos
algébricos, enxergando-os como quantidades, medidas e valores desconhecidos, a partir dos
contextos, da situacdo problematica ou da disposicao visual das figuras. H&, entretanto, casos
onde os significados apropriados ndo sdo desenvolvidos e os estudantes criam seus proprios
significados, como destacam Sfard e Linchevski (1994). Em nosso estudo, por exemplo,
Maria parece usar a justaposicao de termos algébricos significando “total”, ao desconsiderar a
necessidade de simbolos de adicdo e, em outras situacdes, atribui significados préprios a

procedimentos de manipulacéo simbdlica.

Nos problemas geométricos que envolvem conceito e calculo de area, os estudantes
compreendem que as variaveis representam medidas de comprimento e, na maior parte dos
casos procuram relaciona-las para expressar produto de comprimento por largura, mas
enfrentam dificuldades quanto ao uso dos simbolos e operagdes. Nos casos de Rosa e Maria,
vimos que elaboraram expressdes com base em contagem e juncdo de termos apresentados

nas figuras, e que seus significados estdo ligados a supostas regras de manipulagédo simbolica.
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A capacidade de transicao flexivel entre a realizacdo de procedimentos automaticos
com simbolos e a busca por significados para eles, que é uma das principais caracteristicas
que compBem o sentido de simbolo segundo Arcavi (2006), é pouco evidenciada pelos
estudantes na realizacdo das tarefas. De acordo com os resultados obtidos, a maioria dos
estudantes apoia-se primeiramente na realizacdo de procedimentos algébricos até mesmo
quando seu raciocinio indica outra estratégia de resolucdo. Na questdo 1 da tarefa 1, por
exemplo, trés dos estudantes ndo observaram a disposi¢cdo geomeétrica das figuras para tentar
encontrar a diferenca entre elas, antes, abordam-na primariamente a partir de uma perspectiva
procedimental e, dos trés que tentaram uma estratégia ligada a disposicdo geométrica da
figura, apenas Laura teve éxito. E importante refletir, como afirma Arcavi (2006), que isso
pode estar ligado ao que as préaticas de aula recompensam, como é evidenciado no caso de
José, que compreendeu a diferenca de medidas de area raciocinando a partir da disposicéo
visual de figuras geométricas, porém abandonou esta estratégia, escreveu uma expressao para
subtrair as medida de area e acabou por nao chegar a uma expressdo valida. Da mesma
maneira, Maria, soube explicar a diferenca entre as medidas de area, mas ndo soube expressa-

la em linguagem algébrica.

Em sintese, os estudantes interpretam os simbolos algébricos como quantidades,
medidas e valores desconhecidos e tendem a priorizar procedimentos algébricos na construcdo
de significados para as expressdes algébricas, desconsiderando suas ideias baseadas
essencialmente na interpretacdo das situacdes. Indicam também que, quando os significados
socialmente aceites ndo sdo desenvolvidos, os estudantes constroem significados muito

particulares para objetos e expressdes algébricas.

7.2.3. Dificuldades

Primeiramente, € importante indicar que, ao tratar das dificuldades apresentadas pelos
estudantes relativamente ao uso e compreensdo da linguagem algébrica, ndo pretendemos
dispor uma lista completa das dificuldades que surgiram, mas fazer uma anéalise das que
aparecem com maior expressdo no desempenho dos estudantes, devido a importancia do
conhecimento e reflexdo sobre tais dificuldades para promover um ensino que as tenha em
conta. Dentro dos resultados obtidos, destacam-se as dificuldades que sdo de carater
procedimental e simbdlico, como o uso de parénteses e da propriedade distributiva, a
multiplicacdo de mondmios, e 0 uso de adicdo e multiplicagdo de termos algebricos. Muitas
destas dificuldades, entretanto, estdo relacionadas a incompreenséo dos conceitos algébricos,

das estruturas e principios que regem os procedimentos de trabalho com os simbolos, como
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indica 0 NCTM (2000), e isto fica claro na questdo 1 da Tarefa 2, onde percebemos que a
incompreensdo de propriedades aritméticas estd na base das dificuldades dos estudantes,
como é amplamente referido na literatura (Kieran, 2007; Ponte, Branco e Matos, 2009;
Radford, 2004).

A dificuldade relacionada com o uso de parénteses, tanto para criar expressoes
algébricas quanto para identificar expressées que representem uma situacdo, surgiu em muitos
dos trabalhos realizados pelos estudantes. Na questdo 1 da tarefa 2, por exemplo, observamos
que alguns estudantes ndo veem com clareza a funcdo dos parénteses, na medida em que néo
concebem o célculo de area como soma de areas e como produto entre medidas que sdo
representadas por somas. Ao longo das entrevistas, muitos estudantes dizem que os parénteses
sdo muito importantes, mas nao sabem justificar essa afirmacao e, desta maneira, destaca-se
também o ndo uso ou o uso incorreto da propriedade distributiva da multiplicacdo. Tais
dificuldades, que sdo referidas por Ponte, Branco e Matos (2009), evidenciam que a
incompreensdo de conceitos préprios da Aritmética estd relacionada ao surgimento de

dificuldades nos conceitos e representacdes algébricos, como afirmam os mesmos autores.

A dificuldade na multiplicagdo de mondmios aparece frequentemente nos trabalhos
dos estudantes. Em varios casos, calculam o produto dos coeficientes numéricos dos termos
algébricos, mas ndo o fazem com a parte literal, particularmente quando se trata da mesma
letra. Por esse motivo, associam por exemplo, a expressdo 3b X 2b a 6b. Associado a este
aspecto, vimos que 0 uso incorreto dos conceitos de dobro e quadrado é a dificuldade que
mais surge nas producgdes dos estudantes. Isso ocorre tanto em situagdes contextualizadas,
como por exemplo no célculo da &rea de um quadrado, quanto em situacdes de manipulacao
algébrica. Associar b X b a 2b é uma dificuldade comum aos estudantes, mesmo aqueles que
apresentam bom desempenho e consideravel fluéncia procedimental, que ora cometem este
erro ora ndo, de forma que nos dois problemas geométricos esta dificuldade surge em quase
todas as resolugbes dos estudantes. Laura, na questdo 1 da Tarefa 2, por exemplo, afirma
verbalmente tratar-se de x X x, mas ndo sabe se isto é igual a 2x ou x2. Essa dificuldade
manifesta-se também a nivel de linguagem, pois recorrentemente, ao longo das entrevistas, 0s

estudantes confundem-se ao usar as expressoes “dobro de”, “quadrado de” e “vezes dois”.

O uso indiscriminado das operacOes de adicdo, multiplicacdo e potenciacdo ao
construir expressoes algébricas é uma dificuldade muito significativa nas produgdes de Rosa e
de Maria. Essa dificuldade parece surgir especialmente em situacfes onde € suposto que 0S
estudantes representem situacdes por meio da linguagem algébrica. Entre os demais

estudantes esta dificuldade também surge, mas em menos casos, e particularmente quanto ao
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uso de adicdo e multiplicacdo. Vemos na questdo 1 da tarefa 2 que, ficar em davida entre
expressdes como xy + xy, xy X xy ou x? +y? é um equivoco comum. Na questdo 4 da
tarefa 2, o0 mesmo tipo de raciocinio é apresentado por Maria, mas por meio de uma
justaposicdo de termos a fim de expressar uma soma. A estudante revela, nesta e em outras
situacBes, que construir expressdes liga-se a acdo de juntar letras e ndmeros, sem

necessariamente haver uma relagéo légica entre eles.

E importante considerar que, nas questdes de manipulagio algébrica, os estudantes que
tém bom desempenho, de acordo com a indicacdo da professora da turma, ndo apresentam
dificuldades, no que concerne a simplificacdo de expressdes algébricas, resolugdo de equacbes
e fluéncia procedimental. As dificuldades apresentadas em alguns casos por estes estudantes,
relativamente ao uso de parénteses e adicdo, multiplicacdo e potenciacdo de termos
algébricos, ndo surgem em contexto puramente matematico, mas apenas em situacOes
problematicas. Enquanto isso, Laura, Rosa e Maria, que também apresentam estas

dificuldades, evidenciam-nas de forma ainda mais patente nas questdes de calculo algébrico.

Nas questbes de generalizacédo, alguns estudantes apresentam dificuldade em entender
0 comando de generalizacdo, ou seja, em compreender que se trata de fazer uma afirmacao
que possa ser aplicada a um caso qualquer dentro da situacdo problema e, muitas vezes
recorrem a casos particulares, por meio de contagem um a um ou da continuacdo do padrédo
apresentado. E importante considerar que, como o trabalho com sequéncias e regularidades
percorre toda a educacdo basica em Portugal, desde ha alguns anos (como recomendado por
Ponte, Branco e Matos, 2009), é interessante que esta dificuldade continue expressiva nos
estudantes. Relativamente as questdes de generalizacdo, destaca-se ainda a dificuldade de
alguns estudantes em expressar a generalizacdo em linguagem algébrica, particularmente em
traduzir para a linguagem algébrica todos os passos do processo utilizado para resolver o

problema.

As dificuldades aqui apresentadas sdo as mais significativas nas producdes dos
estudantes, mas outras também surgiram com menor expressao como, por exemplo, as que se
relacionam com resolucdao de equacdo ou com o uso do sinal de menos, “—". Vimos que, ao
final do 3.° ciclo da educacdo bésica, as dificuldades sentidas por estudantes perante situaces
onde devem usar linguagem algébrica, na construcdo, interpretacdo ou manipulacdo de
expressdes evidenciam insuficiéncia na consolidacio das bases da Algebra. Apesar de
reconhecerem as potencialidades do uso da linguagem algébrica, tém dificuldades na
compreensdo dos significados dos simbolos algébricos, em passar de uma situacdo em

linguagem verbal a linguagem algébrica e na manipulacdo das operacgdes algébricas. Deste
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modo, os resultados aqui obtidos n&o indicam de todo uma compreensdo da Algebra baseada
em conceitos e significados, particularmente de conceitos vindos desde a Aritmética, 0 que
nos parece central para que os estudantes sintam as dificuldades apresentadas, em

consonancia com o que afirmam Sfard e Linchevski (1994).

Em sintese, os resultados mostram que os estudantes apresentam dificuldades ao criar
e interpretar expressdes algébricas, tanto para fazer generalizacbes como para resolver
problemas. Na manipulacéo algébrica destacam-se as dificuldades com uso dos parénteses,
representacdo de dobro e quadrado de um namero e as operagdes de adicdo, multiplicagdo e
potenciacdo de termos algébricos. Muitas destas dificuldades parecem estar ligadas a
obstaculos resultantes de aprendizagens anteriores incompletas ou deficientes no campo da

Aritmética.

7.3. Reflexdo Final

A realizacdo desta investigacdo, tanto na fase de planejamento como na recolha e
analise de dados, contribuiu para o meu desenvolvimento profissional bem como para a minha
iniciagdo como investigadora. Relativamente ao desenvolvimento profissional, este estudo
proporcionou um processo de reflexdo acerca do modo como os estudantes usam e
compreendem a linguagem algébrica simbdlica, que certamente contribuird para a minha
pratica como professora no 3.° ciclo, onde tenho atuado desde que ingressei na profissao.
Enquanto investigadora, este estudo levou-me a experimentar o desenvolvimento de uma
pesquisa, desde a formulacdo do objetivo e a revisdo de literatura, onde surgiram as primeiras
questdes acerca desta area de investigacdo, até a andlise de dados, com toda a sua
complexidade e as dificuldades que Ihe sdo inerentes. Destaco ainda que a frequéncia das
disciplinas que constituem a parte curricular do Mestrado em Educacdo Matematica foram
fundamentais para o desenvolvimento das competéncias necessarias para a realizacdo desta

investigacao e, desde logo, para despertar o meu interesse pelo tema que optei por estudar.

As maiores dificuldades que senti durante a realizagdo do estudo estdo relacionadas
com a falta de familiaridade com sistema de ensino em Portugal, que tem as suas
caracteristicas e particularidades, e a falta de conhecimento dos estudantes. Essas
dificuldades, entretanto, foram superadas com o apoio da professora de Matematica da turma,
que ofereceu acolhimento e orientacdo, além da mediacdo com estudantes e encarregados de

educacdo. Considero ainda que os meses de revisdo de literatura trouxeram grandes
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contribuicdes para este trabalho, mas trouxeram também dificuldades concernentes a selecédo

entre os diversos autores e possibilidades de trabalho.

Considero que esta investigacdo contribui para o aumento do conhecimento sobre o
uso e compreensdo da linguagem algébrica por estudantes do final do 3.° ciclo da educacéo
bésica, sendo, por isso, relevante para os professores de Matematica. O estudo sugere a
necessidade de uma abordagem da Algebra que promova o desenvolvimento de conceitos,
com énfase na aquisicdo da linguagem algébrica como um meio de comunicar ideias
matematicas. Tal abordagem deve considerar a importancia da aprendizagem a partir do uso
de representagdes mdltiplas, relacionando particularmente representacfes algébricas e em
linguagem verbal. A preferéncia dos estudantes pela linguagem algébrica, por uma
perspectiva procedimental, em relacdo a expressdo de seu raciocinio e ideias em linguagem
verbal, sugere que ambas as representacfes sejam valorizadas e que seja enfatizada a relagéo
entre elas. Do mesmo modo, as dificuldades dos estudantes na utilizagdo da linguagem
algébrica, particularmente no que se refere as operacdes e simbolos, sugerem a necessidade de

sua aquisicdo por meio de um processo com forte conexdo com o campo da Aritmética.

Nesse sentido, a relevancia deste estudo para professores de Matematica decorre do
fato de que a andlise dos significados e das dificuldades aqui apresentadas pode ser tida em
conta no seu planejamento de trabalho, visando dar énfase as areas que podem ser mais
frageis para estudantes do final do 3.° ciclo da educacdo basica. Além disso, espero que este
estudo possa contribuir, ndo apenas para professores, mas também para investigadores, para
um conhecimento mais aprofundado dos significados e dificuldades dos estudantes no uso e

compreensdo da linguagem algébrica no 3.° ciclo da educacao basica.
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Anexo 1

Tarefas
Tarefa 1

TAREFA 1l
1) As duas fizuras 30 constrmidas com segmentos de comprimentos a e b.

comprimento b: -

comprimento a: » —
Figura 1

Figura2

3) As parte: sombreadas das duas fizuras tém 3 mesma medida de area? Explica o
e raciocinio recorrendo 2 palavras e'ou dezenhos.
b) Esacreve expressde: algéhricas para representar a medida de cada area:

Area Sombreada Expressao

Figura 1

Figara 2

¢) Qual & a diferenca das medidas das duas areas?

2) Numa spoca desportiva estdo inscritos 380 alunos nas diferentes modalidades. A
modalidade de basquetsbol tem 3 vezes maiz ahmos do que 3 patinagem e a natagdo
tem mais 114 alunos que o basguetsbol. Quantos alunos participam em cada
modalidade?
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)]

A Genmana est3 a fager mantas de retalnos, para 1330 23t a usar quadrados de tecido
de todas as core: e vai acrescentar wma volta completa de quadrados brancos, como
mostra a figura abaixo. Elz precisa de contar o nimmero de quadrados necessarios para
acrescentar uma volta completa a cada manta. Ajuda 3 Gennana'

. L. N
a) Quantos quadrados brancos 530 necessarios para aumentar wna manta de 8
quadrados de lado? E para uma manta de 16 quadrados de lado?

b) Encontra um processo que permita 2 Germana conhecer o nitmero de quadrados a
acrescentar sem que tenha que contar os quadrados. Escreve esze processo por
palavras tuas.

¢) Exprime, recomrendo a linguagem matematica, o proces:o descrito na alinea
anterior.

Verifica se existe algum erro nas operagdes efemadas 2 no caso de existir, corvige as
ervadas:

3) —dx—-1+1=—4x—-1+]|

b)) (x—3) ¢ =x*-9

O (+y)2+y)=2x+2y+ay+yt

138



Tarefa 2

TAREFA 2

1) Associa wma expressdo algebrica, que represente 3 drea sombreada, a cads uwma
das fguras. Explica, oralmente a3 tuas respostas.

A 2xy D. (x+y)x G. x*+2xy
B. x* E xy+y? H x*+y*
C. x*—y F. y*+x L xy

V-()

x
v

m-{ ) VI-()

2) Martin, Maria e Jodo tém juntos 109 berlindes. Martin tem a metade da quantidade
de berlindes de Jodo e Mariz tém 17 berlinde: a mais que Martin. Quantos
berlindes cada crianga tem?
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3)

a)

b}

c)

4)

U passeso serd constnaido poe azalejos ciazennos ¢ branoos. Cada anslego brasco
¢ cercado por azaleios cleeenios, como as modelos seguinies:

Quantos asadeyon clawenion sho DECESMIVS para constuir um passeio coan 10
arakeyoe hranoos?!

De que nanerra ¢ possivel calcular o ndisero de azulejos cinzentos purz um
passelo oo um oumens gualques de azulepos brancas™ Escreve a tua resposta
wando palavras ¢ cm seguida, recotrendo a uma expressio algdbaca.

Av respoader 20 problema da alinea antenoe, a Sara escreveu 2 expressio
C=28+3(8+1)colosdescrevevaexpressho C =B + {8+ 1) +2(8 + 1),
conde 0 € 0 miamero o azulejos cinzentos ¢ 8 ¢ o ndinero de aruleyas bouncos. Eles
estio certos? Justifica

O guadrado mkgico ¢ wn passasenpo muito antgo ne gual sodas as suas linhas,
colunas ¢ dlagonais dio a meava soma. Cakula o valor de x para o quadrado
migico sbae. Apcesenta todos os cllculos realizados.

I +2 x 4+

Ix=«3 el | x=1
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Anexo 2

Pedidos de Autorizacao
A diretora da Escola

Lisboa, 30 de novembro de 2018

Exma. Sra. Diretora do Agrupamento de Escolas_

Eu, Kelly Nunes Aguiar, mestranda em educacdo matematica, venho por este meio
solicitar autorizag3o para concretizar com um grupo de alunos da turma 92l o trabalho que
dara suporte ao meu relatdrio de Mestrado, 3 desenvolver sob orientag3e do Professor Jo3o
Pedro da Ponte sobrz o tema “Uso e compreens3o da linguagem algébrica no 3.2 ciclo de
escolaridade”. Este trabalho integra-se no 3mbito do curso de Mestrado em Educagio na Area
de Especizlizagio em Didatica da Matematica, do Instituto de Educacdo dz Universidade de
Lisboa.

No decorrer do trabalho as principais formas de recolha de dados para a concretizagao
do mesmo serdo: entrevistas com recurso 3 gravacio de audio/video, narrag3o escrita de
momentos das entrevistas e recolha dos trabalhos produzidos pelos alunos. Sera solicitada
autorizagio aos Encarregados de Educagdo dos alunos para a participagao neste trabalho e

sera salvaguardado o znonimato.

Grata pela colaboracdo e com o3 melhores cumprimentos,

Pede deferimento,

Kelly Nunes Aguiar
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Aos encarregados de educacao

[ I

Exmojal So.la). Encarregadole) & Educagio:

User alisguagem sismbalics slpilincs ¢ uma imgortante capaddeds 3 ser dnemokida

peln akmnos no dmbite de educicdo matemitica. € nente 10500, walretanlo, que =uitas
dificuldades do compreemdo sarpem ¢ podem inlloendir 0 desempenho matesdtico dos
estudastes Assm, com 0 chiptos de snaiser snificades « Aficubdades de slunos no uso v
comprevnsio di lsguigemn algdivice no 3% cidio de escolardade, wu, Kelby Aguiir, medlianda

em edacacho matumbtics, realzerel umd pebguishk com um grupo de dunds 4 tarma i‘l da

tccots [ <o 1rsbsino integra-sé na Smbio do curs de

Meilzodo um Educacho na Ares de Esgocializagho em Diditics da Matemdtica, do Imtituto dw
Educagdo da Universidade de Lsbos v conta com o apoio da professons _

Pira controtizar esle propdsto serd nedesdno proceder a duss entrevistas, com
gravigdo de dudiofvideoa (1) v a recelhs de tewlan realizadis pelcs wunos duraste as
Enlr e intes gae oo rerdo no periodo de Jineico 4 Fevereire de 2029,

Assim sendo, ¢ lendo em <onla Gue ¢ garantido o anorrmato dos aloscs, toraa e
fndastantal 2er © s CONSEMNI=ano Dard § partdpiciho &6 weu educando nevte estudo.

Por Em informoe que %0a 4 sus nteira disgcsiclo, para prestr quaiquer tipe de

vitliredmento.

Agrddedo a vaa coudragio,
Cam os melhores cumprimentos

Kelly Aguiar,

Emal: ey aguisr § campa ul gt

(Recoetar por aqui)

ODecare que wonerdo guau ¢ =eu edocande mere

da turma 9'.44 Escols - parlicipe aeste estode desermohide pela profssora Kelly
Aguiar.

1L jAutarizo/Mbo aatonzo & gravicho de dud ofvidec da ealrevists {risce 0 que nbo interesss),

D _Asanatura:
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