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Lagrange-Euler Formulierungen in der
Bodenmechanik

Stavros A. Savidis und Daniel Aubram

Zusammenfassung Bodenmechanische und geotechnische Problemstellungen wer-
den hiufig durch grofe Materialverformungen und andere damit einhergehende
Phinomene gekennzeichnet. Bei deren Modellierung stoBen die klassische Boden-
mechanik und die traditionelle Finite Elemente Methode basierend auf der Lagran-
ge Formulierung an ihre Grenzen. In dem Beitrag werden die kontinuumsmecha-
nischen Grundlagen einer verallgemeinerten Lagrange-Euler Formulierung vorge-
stellt. AnschlieBend werden ihre unterschiedlichen Ausprigungen im Rahmen der
numerischen Umsetzung anhand von Anwendungsbeispielen diskutiert sowie das
Potential dieser Simulationsmethoden in der Bodenmechanik und Geotechnik auf-
gezeigt.

1 Einleitung

Zahlreiche bodenmechanische und geotechnische Anfangsrandwertprobleme wer-
den durch grofle lokale Materialverformungen gekennzeichnet. Beispiele sind Na-
turereignisse wie Rutschungen und Erdbeben-induzierte Verfliissigung sowie ele-
mentare geotechnische Herstellungsvorginge wie Verdringen bzw. Eindringen, Be-
arbeiten und Mischen (Abb. 1). Auch beim Verlust der Standsicherheit von Flach-
griindungen, Boschungen und Stiitzbauwerken treten mitunter Verschiebungsfelder
auf, fiir die die weit verbreitete Annahme einer linearen Kinematik unzutreffend ist.

Die groflen Verformungen gehen in der Regel einher mit der Entstehung und/oder
der Verinderung von Kontaktflichen und freien Oberflachen, mit verdnderlichen
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Abb. 1 Schematische Darstellung bodenmechanischer und geotechnischer Anfangsrandwertpro-
bleme mit groBen Verformungen und einhergehenden Phéinomenen. (a) Herstellung von Riittel-
injektionspfiahlen (RI-Pfihlen), (b) Verfliissigungsbedingtes Versagen eines Dammes unter Erd-

bebeneinwirkung (in Anlehnung an [33]), (c) Submarine Hangrutschung (in Anlehnung an [23]).
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Kontaktbedingungen und mit der Interaktion des Korngeriists mit den Porenfluiden.
Das mechanische Verhalten des Korngeriists selbst ist im Allgemeinen abhéngig
vom Spannungs- und Dichtezustand, der Materialgeschichte und der Dehnungsrate,
um nur einige Einflussfaktoren zu nennen. Dariiber hinaus kénnen gro3e Scherdeh-
nungsraten oder Porenwasseriiberdriicke (Verfliissigung) dazu fiithren, dass sich der
Boden lokal wie ein Fluid und nicht mehr wie ein Festkorper verhilt.

Fiir eine realitdtsnahe Prognose der Bodenverformungen sowie des Trag- und
Verformungsverhaltens von Grundbauwerken ist es unerlésslich, den lokalen Zu-
stands des Bodens und somit die jiingste Belastungsgeschichte im Berechnungsmo-
dell hinreichend genau abzubilden. Die mathematische Modellierung (z.B. Mate-
rialmodell fiir den Boden, Modell fiir Porenfluid-Kornstruktur-Kopplung) und die
numerische Modellierung (z.B. Diskretisierungstechnik) der oben genannten Pro-
blemstellungen im Bereich groBer Verformungen ist jedoch duferst komplex. Die
klassische Bodenmechanik und die traditionelle Finite Elemente Methode (FEM)
basierend auf der Lagrange Formulierung stoflen hierbei an ihre Grenzen: entweder
miissen sie sich auf bestimmte Aspekte im Bereich kleiner Verformungen beschrin-
ken oder sie bilden die beschriebenen Phinomene nur stark vereinfacht und daher
unzureichend ab (Beispiel: Modellierung von Herstellungsvorgéngen als ,,wished-
in-place” oder ,,staged construction®).

Ublicherweise wird fiir bodenmechanische Problemstellungen die sog. Lagrange
Formulierung verwendet, bei der der Beobachter (bzw. das Berechnungsnetz) die
Bewegung der Materialpartikel, also die Materialverformungen verfolgt. Die Be-
riicksichtigung von inelastischen Materialien und instationdren Materialrdndern ist
dadurch sehr einfach. In der numerischen Umsetzung mittels Lagrange FEM sind
zu jeder Zeit die Netzknoten bestimmten Partikeln zugeordnet. Dadurch konnen
grofle Bodenverformungen jedoch starke Elementverzerrungen hervorrufen, welche
die Genauigkeit der Losung reduzieren und unter Umstidnden zum Abbruch der Be-
rechnung fiihren.

Um die Nachteile der traditionellen FEM zu iiberwinden, wurden in den letz-
ten Jahren vielversprechende Simulationsmethoden aus dem Bereich der Compu-
terphysik an bodenmechanische Probleme angepasst und erfolgreich angewendet.
Hierzu zédhlen Diskrete Elemente Methoden [20, 29] und punktbasierte Metho-
den [10, 12], aber auch netzbasierte Verfahren wie die Coupled Eulerian-Lagrange
(CEL) Methoden [16, 36] und Arbitrary Lagrangian-Eulerian (ALE) Methoden
[14, 35,31, 4, 2, 5]. Einen Uberblick iiber die unterschiedlichen Herangehensweisen
liefert [3].

Der vorliegende Beitrag beschiftigt sich mit der Verallgemeinerung der tradi-
tionellen Lagrange und Euler Formulierungen in der Kontinuumsmechanik (sog.
ALE Formulierung) und ihrer Anwendung in der Bodenmechanik. In Abschnitt 2
werden zunichst einige grundlegende kontinuumsmechanische Begriffe und Zu-
sammenhinge eingefiihrt. Anschlieend wird die Modellierung des mechanischen
Verhaltens von wassergesittigtem Boden, insbesondere Sand, diskutiert und die all-
gemeine Lagrange-Euler Darstellung der Gleichungen présentiert. Abschnitt 3 stellt
verschiedene Lagrange-Euler FE Methoden vor, und zwar vereinfachte bzw. Simpli-
fied ALE (SALE), Multi-Materielle ALE (MMALE) sowie CEL Methoden. Aspek-
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te ihrer numerischen Implementierung werden in Abschnitt 4 skizziert. Der Beitrag
endet mit Schlussfolgerungen und einem kurzen Ausblick im Abschnitt 5.

2 Kontinuumsmechanische Modellierung

2.1 Kinematik und Bilanzgleichungen

Kontinuumsmechanik unter Beriicksichtigung grofler Materialverformungen hat
einen umfangreichen mathematischen und physikalischen Hintergrund. Die fiir die
ALE Formulierung notwendige Einfithrung eines unabhéngigen Bezugsgebiets er-
hoht die Komplexitit zusitzlich. Hier werden nur einige grundlegende Beziehungen
vorgestellt. Ausfiihrliche Darstellungen befinden sich in [1, 2].

Die Bezugskonfiguration eines materiellen Korpers im umgebenden, nicht not-
wendigerweise Euklidischen Raum S ist eine Teilmenge B C S. Wir betrachten
ausschlieBlich den Fall, dass B und S dieselbe Dimension haben. Materialparti-
kel in der Bezugskonfiguration werden mit X € B und Raumpunkte allgemein mit
x € § bezeichnet. Die Bewegung des Korpers ist eine differenzierbare Abbildung
¢, : B — S parametrisiert durch die Zeit t € [0, 7], mit ¢,(-) = ¢@(-,7) bei festem .
Die Momentankonfiguration zum Zeitpunkt 7 ist daher ¢;(B) C S, und x = ¢(X 1)
ist der aktuelle Ort des Partikels X (Abb. 2).

,~  Bezugs—
/' konfiguration

Momentan— i
konfiguration
¢t /
umgebender

. Raum §

Referenzgebiet -~

Abb. 2 Kontinua und Abbildungen der Lagrange, Euler und ALE Formulierungen: Bezugskonfi-
guration des Korpers B und seine Bewegung ¢ im umgebenden Raum S, Referenzgebiet R und
Relativbewegungen &, ¥,.

Im Rahmen der ALE Formulierung heifit eine weitere Teilmenge R C S ein
Referenzgebiet, falls differenzierbare Abbildungen ¥ : R — Bund &, : R — ¢;(B)
fiir alle ¢ € [0, 7] derart existieren, dass
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Q=D 0 (1)

gilt. Hierin bezeichnet o die Komposition (Verkettung). Die Geschwindigkeiten des

Materials und des Referenzgebiets werden jeweils definiert durch v, o (D@ /0t) o

o, ! und w, &f (0d;/dt) o ®, !, und ihre Differenz

Xy _w 2)

bezeichnet die Konvektivgeschwindigkeit. Die Konvektivgeschwindigkeit ist die
von der aktuellen Konfiguration aus gemessene relative Geschwindigkeit zwischen
dem Korper und dem Referenzgebiet. Bei der Lagrange Formulierung ist ¢ = 0,
wihrend bei der Euler Formulierung ¢ = v gilt. Die ALE Formulierung ist daher
eine Verallgemeinerung der klassischen Betrachtungsweisen.

Es seien nun x € ¢;(B) und & € R, und g(x,t) sei ein zeitabhingiges Tensor-
feld (Cauchy Spannung, Massendichte, etc.) in rdumlicher bzw. Euler Darstellung.

Dann liefert die totale Zeitableitung seiner referentiellen Darstellung § def qgoP
bzw. §(&,1) def q(®(&€,1),r) den fundamentalen ALE Operator

99

g= atod)_lJrc'Vq. (3)

Vg ist die kovariante Ableitung von ¢ auf dem umgebenden Raum, g = dq/dt +v-
Vg ist die materielle Zeitableitung und das Punktprodukt bezeichnet die Uberschie-
bung (Kontraktion) von Tensoren. Somit ergibt sich die herkommliche materielle
Zeitableitung aus einer lokalen Zeitableitung am festen Referenzpunkt und einem
konvektiven Term infolge der Relativbewegung zwischen dem Material und dem
Referenzgebiet. Die Komposition des ersten Terms auf der rechten Seite von (3) mit
der Inversen der Abbildung @ ist erforderlich, weil d4/dr an den Referenzpunkten
& und nicht an Raumpunkten x definiert ist.

Der Operator (3) bildet die grundlegende Beziehung zur Herleitung der ALE For-
mulierung von Bilanzgleichungen und konstitutiven Gleichungen. Sind beispiels-
weise
dq
dt
jeweils die Lagrange und Euler Formulierungen derselben allgemeinen Bilanzglei-
chung fiir das Feld g (bezogen auf die aktuelle Konfiguration), dann sind

g=>b+divs —gdivv und +div(gv) = b+divs 4

99

atoqr‘Jrc-vqy:b+divs—qdivv 5)

die konvektive ALE Formulierung und

ag#+J¢(diV(q®C))O¢:Jq>(b+diVS)Od) (6)
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die konservative ALE Formulierung der Bilanzgleichung. Die GroBen b(x,¢) und
s(x,7) sind jeweils Quellen pro Einheitsvolumen und Einheitsfliche, div ist der
Divergenz-Operator auf dem umgebenden Raum und J ist die Jacobi-Determinante
der Abbildung P.

Es sei angemerkt, dass im Gegensatz zur Lagrange Formulierung bei der ALE
Formulierung - ebenso wie bei der Euler Formulierung - die Massenerhaltung nicht
automatisch erfiillt ist, weil ein Materialfluss relativ zum beobachteten Volumenele-
ment stattfindet. Durch diesen konvektiven Anteil, der sich in dem zweiten Term
auf der rechten Seite von (3) manifestiert, gestaltet sich die numerische Umsetzung
deutlich schwieriger und erfordert Verfahren vergleichbar mit denen der Stromungs-
mechanik.

2.2 Modellierung des Bodens

Ein spezifisches bodenmechanisches Anfangsrandwertproblem (ARWP) wird de-
finiert durch ein geeignetes System von Bilanzgleichungen sowie entsprechenden
Anfangs-, Rand- und gegebenenfalls Kontaktbedingungen. Fiir eine eindeutige Lo-
sung miissen dariiber hinaus Beziehungen zwischen den abhéngigen und den unab-
hingigen Variablen des Problems angegeben werden, z.B. in Form von Materialmo-
dellen (Stoffgesetzen) oder Evolutionsgleichungen.

Generell handelt es sich bei Boden um ein dreiphasiges Medium, das aus einer
Feststoffphase (Korngeriist) und zwei Fliissigkeitsphasen (Wasser und Luft) besteht.
Auf der Mikroskala ist Boden ein heterogenes Material, und die realen physikali-
schen Feldgroflen besitzen eine mikroskopische Verteilung auf den einzelnen Be-
standteilen des Gemisches (z.B. Spannung innerhalb und zwischen den einzelnen
Bodenkornern). Ublicherweise ist man in der Bodenmechanik jedoch nicht an der
realen Verteilung der FeldgroBen interessiert, sondern an gewissen rdumlichen Mit-
telwerten beziiglich eines ,,Bodenelements*, d.h. eines repriasentativen Volumenele-
ments (RVE) fiir den Boden. Es wird also ein fiktives Bodenkontinuum betrachtet,
welches ein dquivalentes mechanisches Verhalten auf der Makroskala zeigt.

Das Verhalten des Bodenelements wird aus der Kopplung des Korngeriists mit
den Porenfluiden sowie aus dem Verhalten der einzelnen Phasen abgeleitet. Die drei
grundsitzlichen Herangehensweisen fiir die Modellierung der Kopplung sind die
Biot-Theorie [11], die Theorie Poroser Medien [13] und die Mittelungstheorie [21].
Werden fiir wassergesittigten Boden ausschliellich die Verschiebungen des Korn-
geriists u und der Porendruck p als unabhingige Variablen definiert, so besitzen die
zwei grundlegenden Differentialgleichungen des Zweiphasenmodells fiir den Boden
in allen drei Theorien eine vergleichbare Struktur. Das sog. (u-p)-Modell besitzt die
Form [21, 39]:
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dive’ —Vp+pb—pii=0, (7

E T i L f f.. .
o oud d1V<pfg(Vp pb+pu)>0, ®)

mit u = v. Je nach untersuchtem Problem kdnnen auch andere Systeme von Bilanz-
gleichungen sinnvoll sein.

In den Gleichungen (7) und (8) sind alle Groen makroskopische GroBen. Es

bezeichnen 6’ die effektive Spannung, &f 3(Va+ (Va)T) die Dehnungsrate des

Korngeriists, p und pf jeweils die Massendichten des Gemisches und des Fluidan-
teils, k die Durchlassigkeit, und b ist eine duflere Kraft pro Einheitsmasse des Gemi-
sches. Dariiber hinaus berticksichtigt O die Kompressibilititen des Fluids und des
Kornmaterials, g ist die Erdbeschleunigung und « ist der Biot-Willis Koeffizient;
bei inkompressiblen Koérnern gilt o = 1 [39].

Die benétigten Materialmodelle sind jeweils fiir die Einzelphasen zu formulie-
ren, wobei das Porenwasser in der Bodenmechanik meistens als ideale Fliissig-
keit modelliert wird. Eine wesentliche Komponente zur Beschreibung des mecha-
nischen Verhaltens des Bodens ist daher das Materialmodell fiir das als Kontinuum
beschriebene Korngeriist. Das Verhalten des Korngeriists zeichnet sich durch ei-
ne hohe Komplexitit aus, insbesondere bei Sand. Es hiingt nicht nur vom aktuellen
Spannungs- und Dichtezustand des Sandes ab, sondern auch von dessen Materialge-
schichte aufgrund monotoner oder zyklischer Beanspruchung. Unabhingig von der
Ausgangslagerungsdichte wird beim monotonen Abscheren ein kritischer Zustand
erreicht, ab dem die Spannung und die Dichte auch bei weiterer Scherverformung
konstant bleiben. Hinreichend mitteldicht und dicht gelagerte Sande durchlaufen zu-
vor einen Zustand der Phasentransformation, in dem das Verhalten von kontraktant
zu dilatant wechselt.

Modelle vom Raten-Typ fiir Sand unter Beriicksichtigung groler Verformungen
lassen sich in der allgemeinen Form

o' =f(c',e,h,d). 9)

schreiben. Darin ist 6’ eine objektive Rate der effektiven Spannung, e ist die Poren-
zahl, und h ist eine (mdglicherweise leere) Liste von weiteren Zustands- bzw. Ge-
schichtsvariablen. Spezialisierungen von (9) sind die bekannten hypoplastischen
Modelle [37, 27] sowie das hypoelasto-plastische CSSA-Modell [22]. Letzteres
wird derzeit am Fachgebiet der Autoren im Rahmen eines DFG Projekts (SA
310/27-1) reformuliert und erweitert [32].

Fiir das Beispiel der Zaremba-Jaumann Rate & el A +0-0—0-0c liefert
der Operator (3) die folgende ALE Formulierung des Stoffgesetzes (9):
(0’ o @)

~ o®d !'+¢.Vo'=f(c’,e,hd) -6 -0+ 0. (10)

Der Tensor & &' (Vi — (Va)T) heiBt Drehgeschwindigkeitstensor.
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3 Lagrange-Euler Methoden

Als Lagrange-Euler Finite Elemente Methoden werden solche netzbasierten numeri-
schen Simulationswerkzeuge bezeichnet, bei denen sich Teile des Berechnungsnet-
zes nicht mit dem Material verformen, sondern entweder ortsfest sind (Euler) oder
sich unabhingig bewegen konnen (ALE). Dadurch kann die Qualitit des Netzes oh-
ne Anderung der Netztopologie im Zuge der Berechnung weitestgehend aufrecht-
erhalten werden, so dass auch grofle Materialverformungen abgebildet werden kon-
nen. Gleichzeitig kann die Bewegung von freien Oberflachen und Kontaktflichen
detailliert verfolgt werden. Man unterscheidet Lagrange-Euler Methoden hinsicht-
lich ihrer Netzdefinition und ihrer Vorgehensweise zur Beschreibung von Material-
randern bzw. Kontaktflachen [8, 25]. Eine schematische Darstellung zeigt Abb. 3.

Unverformter
Ausgangszustand

Unterschiedliche Netzdefinitionen mit derselben Netztopologie

v v

/4

Lagrange (Standard) SALE MMALE CEL

Abb. 3 Schematische Darstellung der unterschiedlichen Netzdefinitionen von Lagrange, SALE,
MMALE und CEL Methoden. Die Materialzone (grau schraffiert) ist im Ausgangszustand einer
Elementgruppe (fett umrandet) zugewiesen.

Bei ALE Methoden bildet das FElementnetz ein Referenzgebiet, welches sich
grundsitzlich unabhingig vom Material bewegen bzw. verformen kann [18]. Ele-
mentverzerrungen konnen dadurch im Zuge der Berechnung kontinuierlich behoben
werden, ohne jedoch die Nachteile eines starren Netzes in Kauf nehmen zu miissen.
ALE Methoden vereinen die jeweiligen Stirken der traditionellen Lagrange und Eu-
ler Methoden, was sie jedoch erheblich komplexer macht. Beispielsweise miissen ei-
ne geeignete Bewegung des Netzes bestimmt und der Materialfluss durch das Netz
infolge der Relativbewegung beriicksichtigt werden. Hinsichtlich der Vorgehens-
weise zur Beschreibung von Materialrindern unterscheidet man zwei verschiedene
ALE Verfahrensweisen.
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3.1 SALE Methoden

Vereinfachte bzw. Simplified ALE (SALE) Methoden 16sen Materialridnder explizit
durch Elementrinder auf. In jedem Element befindet sich zu jedem Zeitpunkt also
nur ein Material (Abb. 3). Mit SALE Methoden konnen nur solche Problemstel-
lungen adédquat simuliert werden, bei denen sich die Gestalt der unterschiedlichen
Materialzonen im Laufe der Berechnung nicht allzu stark dndert. Anderenfalls tre-
ten auch hier starke Elementverzerrungen auf, die eventuell ein Neuvernetzen des
Gebiets erforderlich machen.

Wihrend der letzten drei Jahrzehnte sind die SALE Methoden zu einem leis-
tungsfihigen Werkzeug fiir Problemstellungen mit groBen Materialverformungen
entwickelt worden. In jiingster Zeit werden SALE Methoden auch in der Geotech-
nik z.B. fiir die Untersuchung von Penetrationsprozessen [35] und Dammen unter
seismischer Erregung [14] eingesetzt. In den genannten Beitridgen werden jedoch
vergleichsweise einfache Materialmodelle einbezogen, um das nichtlineare mecha-
nische Verhalten des Bodens abzubilden. Am Fachgebiet der Autoren wurde eine
SALE Methode entwickelt und mit dem leistungsfihigen hypoplastischen Modell
nach [37, 27] kombiniert, um die Eindringung von Pfdhlen und Fundamenten in
Sand numerisch zu untersuchen [31, 4, 2, 5]. Einige Ergebnisse dieser Untersu-
chungen sind in Abb. 4 und Abb. 5 dargestellt.

Experiment ALE Simulation

:

I ]
niedrig hoch

Abb. 4 Verteilung der maximalen Scherdehnungsrate in einem anfangs dicht gelagerten Sand
(Ipo = 0.78) unter einem Streifenfundament bei einer bezogenen Eindringtiefe z/B = 0.31. Bild-
auswertung eines Modellversuchs (links) und ALE Simulation des Modellversuchs (rechts).

Abb. 4 links zeigt Ergebnisse der Bildauswertung eines im Glaskasten durch-
gefiihrten Modellversuchs mit einem kleinmalBstiblichen Streifenfundament (B =
15cm). Das Fundamentmodell lagert im Ausgangszustand ohne Einbettung auf
der horizontalen Bodenoberfliche und wird dann in den anfangs dicht gelagerten
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(Ipgp = 0.78), trockenen und gewaschenen Grobsand eingedriickt. Die bezogene Pe-
netrationstiefe im dargestellten Zustand betrégt z/B = 0.31. Aus der in Abb. 4 links
gezeigten Verteilung der maximalen Scherdehnungsrate lassen sich die typischen
Scherfugen im Bruchzustand deutlich erkennen. In Abb. 4 rechts sind die Ergebnis-
se der Nachrechnung desselben Modellversuchs mit der SALE Methode dargestellt.
Fiir die Nachrechnung wurden die hypoplastischen Materialkonstanten des verwen-
deten Sandes nach Angaben aus der Literatur abgeschitzt. Wie bei den Ergebnissen
des Modellversuchs lassen sich die Bruchfugen deutlich erkennen. Ebenso gut stim-
men die Hebungen der Gelidndeoberflidche iiberein.

zD=14 z/D=5.0 z/D=85
0.663 0.591 0.578
0.679 0.615 0.603
0.696 0.639 0.628
0.713 0.663 0.654
0.729 0.687 0.679
0.746 0.711 0.705
0.763 0.735 0.730
0.779 0.759 0.756
0.796 0.783 0.781
0.813 0.807 0.807

Abb. 5 ALE Simulation der quasi-statischen Penetration eines starren glatten Pfahls in anfangs
locker gelagerten Sand (eg = 0.678, Inyp = 0.34). Verteilung der Porenzahl bei verschiedenen be-
zogenen Eindringtiefen z/D.

Ergebnisse der SALE Simulation einer quasi-statischen Pfahleindringung in
Sand zeigt Abb. 5. Der Pfahl mit Durchmesser D wird als starr und glatt modelliert
und die Porenzahl des Sandes im Anfangszustand betrigt ey = 0.678 (Ipg = 0.34).
Die Anfangskonfiguration besitzt eine sehr einfache Geometrie, weil die Penetra-
tion an der Geldndeoberfliche beginnt. Wie im vorangegangenen Beispiel sind der
Eindringkdrper und die Bodenoberfliche im FE Modell mit Kontaktelementen tiber-
zogen. Das axialsymmetrische Modell besitzt ca. 65000 Freiheitsgrade. Aus Abb. 5
ist ersichtlich, dass wéhrend der Pfahleindringung der anfangs locker gelagerte Sand
entlang des Pfahlschaftes weiter auflockert, wihrend er sich unterhalb des Pfahlfu-
Bes verdichtet. Im Endzustand ist das Volumen der Aufwolbungen an der Bodeno-
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berfliche etwas kleiner als das des eingedrungenen Pfahls, was insgesamt auf eine
Verdichtung des Bodens in der Umgebung des Pfahls schlieen 1isst.

Die Anwendungsbeispiele verdeutlichen die Leistungsfihigkeit der SALE Me-
thode gegeniiber herkdmmlichen Lagrange Methoden bei der Simulation grofer
Bodendeformationen. Bei stumpfer Pfahlspitze oder noch groBeren Eindringtiefen
stoBt jedoch auch diese an ihre Grenzen, weil aufgrund der vereinfachten Beriick-
sichtigung von Materialrindern starke Elementverzerrungen nicht ausgeschlossen
werden konnen. In solchen Fillen sind MMALE und CEL Methoden erfolgverspre-
chender.

3.2 MMALE Methoden

Bei Multi-Materiellen ALE (MMALE) Methoden konnen sich im Gegensatz zu SA-
LE Methoden die Materialrdnder durch das Netz hindurch bewegen. Dadurch kon-
nen sog. multi-materielle Elemente auftreten, die zwei oder mehr Materialien sowie
deren Kontaktflachen (Interfaces) enthalten [24, 30, 15]; siehe auch Abb. 3. Wih-
rend sich das Netz bei MMALE Methoden unabhingig bewegen kann, verwenden
(multi-materielle) Euler Methoden ein ortsfestes Netz [38, 26, 9]; sie bilden daher
einen Spezialfall der MMALE Methoden. Leerer Raum wird ebenfalls als Material
aufgefasst.

MMALE und Euler Methoden wurden urspriinglich zur Losung von kurzzeit-
dynamischen physikalischen Problemstellungen entwickelt, bei denen sehr grofe
Dehnungsraten auftreten und neue Oberflichen entstehen. Hingegen wird mit der
Entwicklung und Anwendung einer MMALE Finite Elemente Methode fiir wasser-
gesittigten Sand im Bereich niedriger und mittlerer Anregungsgeschwindigkeiten
in einem vom ersten Autor geleiteten Forschungsprojekt der DFG Forschergrup-
pe FOR 1136 GeoTech auf nationaler und internationaler Ebene volliges Neuland
betreten. Die Ziele des Teilprojekts 5 dieser Forschergruppe sind die MMALE Mo-
dellierung der Herstellung von Riittelinjektionspfihlen (RI-Pfahlen) in wasserge-
sattigtem Sand und die Validierung der Rechenmodelle anhand von eigens durchge-
fiihrten kleinmaBstdblichen Modellversuchen. Die Rechenmethode und die Modell-
versuche bauen auf den Erfahrungen der Autoren im Zusammenhang mit der SALE
Methode auf (siche vorangegangener Abschnitt) und werden in [6, 7] ausfiihrlich
beschrieben.

Die besonderen Herausforderungen bei MMALE Methoden ergeben sich aus der
Behandlung der multi-materiellen Elemente und der Bereitstellung eines diskreten
Interface-Modells. Weil die Interfaces i.A. nicht mit Elementrdndern iibereinstim-
men, miissen sie im Zuge der Berechnung entweder direkt verfolgt oder auf der
Grundlage vorhandener Informationen rekonstruiert werden. Zu den bekanntesten
Verfahren zédhlen Level-Set [34] und Volume-of-Fluid [17, 38] Methoden. Letztere
verfolgen die partiellen Materialvolumina jedes Elements und sind daher massener-
haltend (konservativ).
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Die Beziehungen zwischen den Zustinden der Einzelmaterialien in multi-materi-
ellen Elementen und den makroskopischen Variablen auf der Elementebene werden
mit Ansétzen aus der Mischungstheorie formuliert, die auch bei der Beschreibung
von Mehrphasenstromungen und porésen Medien zur Anwendung kommen. In der
speziellen, von den Autoren entwickelten MMALE Methode enthilt jedes Element
grundsitzlich ein Gemisch bestehend aus einem fluidgesittigten porosen Material
(P: porous material), einem reinen Feststoff (S: bulk solid) und einem reinen Fluid
(F: bulk fluid), wobei die jeweiligen Volumenfraktionen f* = V* /Velem Zwischen
Null und Eins liegen, mit k € {P,S,F}. Das porse Material ist wiederum ein Ge-
misch aus einer Feststoffphase (s: solid phase) und einer Fluidphase (f: fluid phase).
Die totale Spannung in einem Element berechnet sich dann aus [6]

o =Y fo* = fF(6” - p'I) + 50 + fFoF (11)
k

wobei 6 die totale Spannung im Material k € {P,S,F} und 6¥ = o + p'I die
effektive Spannung im pordsen Material darstellen.

3.3 CEL Methoden

Im Gegensatz zu ALE Methoden werden bei den Gekoppelten Euler-Lagrange
(engl.: Coupled Eulerian-Lagrange, kurz: CEL) Methoden iiberlappende aber sonst
unabhingige Lagrange und Euler Netze verkniipft (Abb. 3). Sie wurden bereits in
den 1960er Jahren entwickelt [28]. Das Lagrange Netz diskretisiert iiblicherweise
die Struktur und verformt sich mit dieser, wihrend das raumfeste Euler Netz dieje-
nigen Gebiete abdeckt, in denen grofle Materialverformungen auftreten. Der Rand
des Lagrange Netzes definiert die Kontaktfliche, iiber die das Lagrange Netz und
das Euler Netz gekoppelt werden. Typische Kopplungsmodelle verwenden die Ge-
schwindigkeit auf dem Rand des Lagrange Netzes als kinematische Zwangsbedin-
gung fiir das Euler Netz, und die Spannung in den Euler Elementen als Kraftrand-
bedingung fiir das Lagrange Netz [8].

Das kommerzielle FE Programmsystem ABAQUS stellt eine CEL Methode zur
Verfiigung, die auch tangentialen Kontakt mit Reibung beriicksichtigen kann. Erste
Anwendungen in der Bodenmechanik liegen vor und bringen das grofe Potenti-
al dieser Methode zum Ausdruck. Henke und Qiu [16] sowie Tho et al. [36] setzen
CEL fiir die numerische Simulation der Eindringung der Spudcan-Fiile von Offsho-
re Jack-Up Plattformen ein. In beiden Arbeiten wird der Eindringvorgang nicht nur
in homogenem Boden, sondern auch in geschichtetem Boden numerisch simuliert,
bei dem eine Sandschicht oder eine steife bindige Bodenschicht auf einer méchtigen
Weichschicht lagert. Eine solche Baugrundsituation kann zu einem Durchstanzver-
sagen des Spudcans fithren.

Abb. 6 zeigt die in [16] verwendeten CEL Finite Elemente Modelle. Die als vo-
id gekennzeichnete Zone ist im Modell erforderlich, weil Euler Netze ebenso wie
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MMALE Netze den gesamten Raum abdecken miissen, der im Zuge der Simulation
von Material eingenommen werden konnte. In den CEL Modellen wird der Bo-
den mit Euler Elementen und der Spudcan mit Lagrange Elementen modelliert. Das
Euler Netz bleibt ortsfest und das Lagrange Netz bewegt sich mit dem Spudcan.
Wihrend der Eindringung wird der Boden verdringt und stromt durch das Euler
Netz.

1,8 m Penetration 4,3 m Penetration 6,8 m Penetration

B sand [l Ton

Abb. 6 Eindringvorgang eines Spudcans in geschichteten Boden (dicht gelagerter Sand iiber
machtiger Tonschicht). Ergebnisse einer CEL Simulation [16]

4 Numerische Implementierung

Die im letzten Abschnitt beschriebenen Simulationsmethoden verwenden fiir ihre
numerische Implementierung meistens eine Lagrange-plus-Remap oder Operator-
Split Strategie [8]. Fiir ALE Methoden kann diese konzeptionell als Aufspaltung
des Operators (3) geschrieben werden:

g=y(...) und %oqrwc-quo. (12)

Die Grofle g représentiert hierbei alle Variablen der Losung, deren zeitliche Ent-
wicklung durch eine Evolutionsgleichung y(...) angegeben werden kann. Generell
konnen durch einen Operator-Split einfachere und robustere Algorithmen verwendet
werden als fiir das monolithische Problem. Bei der Lagrange-plus-Remap Strategie
besteht die inkrementelle Losung in der Zeit aus insgesamt drei Schritten.

Im ersten Schritt, dem Lagrange Schritt, wird Gl. (12); auf herkémmliche Weise
mit den fiir Festkorper gdngigen Methoden gelost. Ein wesentlicher Aspekt ist dabei
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die Gewihrleistung der Objektivitit des Integrationsalgorithmus fiir das Materialm-
odell (9). Man spricht in diesem Zusammenhang auch von inkrementeller Objek-
tivitdt [19] und meint damit, dass bei finiten Starrkorperrotationen die Integration
der betrachteten Variablen iiber einen Zeitschritt exakt sein muss. Fiir mitrotierende
Raten, die in den meisten Codes implementiert sind und zu denen auch die Zaremba-
Jaumann Rate gehort, sind inkrementell-objektive Integrationsalgorithmen verfiig-
bar, deren Kerne sich nicht von den herkémmlichen Algorithmen fiir infinitesimale
Verformungen unterscheiden [2].

Nach dem Lagrange Schritt erfolgt der Remap, bei dem die nach dem Lagran-
ge Schritt ermittelten Variablen der Losung auf ein neues Netz abgebildet werden.
Zunichst werden in einem zweiten Schritt die nach dem Lagrange Schritt aufge-
tretenen Elementverzerrungen reduziert, indem das Netz bei unverdnderter Topolo-
gie entweder geglittet (ALE) oder in seinen urspriinglichen Zustand zuriickgesetzt
wird (Euler). In den von der Arbeitsgruppe der Autoren entwickelten SALE und
MMALE Methoden (s. Abschnitte 3.1 und 3.2) wird die Netzqualitit tiber beliebig
geformte ebene Gebiete iterativ mit Hilfe eines optimierungsbasierten Glittungs-
algorithmus aufrecht erhalten. Die zu minimierende Zielfunktion wird darin lokal
definiert durch

W LY e,  mit wx) KX (R(X)>3 . (13)

nel Reer \ 7(X)

r und R sind jeweils die Radien des In- und Umkreises eines Dreieckselements,
R.ef = 1.0 ist ein Referenzradius und ng ist die Anzahl der Elemente in dem Ball
bzw. Patch P(x) = [J, 2(x) von Elementen © mit gemeinsamen inneren Kno-
ten x. Im Gegensatz dazu werden Randknoten so verschoben, dass sie im gleichen
Abstand zu ihren direkten Nachbarn liegen.

Im dritten Losungsschritt der Lagrange-plus-Remap Strategie werden schlief3-
lich die Losungsvariablen auf das modifizierte Netz iibertragen. Bei ALE Methoden
wird hierbei die Transportgleichung (12), mit Hilfe von Algorithmen aus der nume-
rischen Stromungsmechnik gelost. Um sicher zu stellen, dass das Integral von Erhal-
tungsgroBen (z.B. Massendichte) wihrend des Transportschritts tatsdachlich konstant
ist, wird hiufig die konservative Integralform von (12),,

d
—/qdv+/ ge-nda=0, (14)
dr Jy £

mit Hilfe einer Finite Volumen Methode gel6st. Der erste Term in (14) beriicksich-
tigt die Zeitabhingigkeit des Kontrollvolumens V = & (W), mit W C R, wihrend
der zweite Term den konvektiven Fluss der Variablen ¢ iiber den Rand des Kontroll-
volumens zum Ausdruck bringt.
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5 Schlussfolgerungen und Ausblick

Moderne kontinuumsmechanische Betrachtungsweisen und numerische Simulati-
onsverfahren, zu denen auch die in diesem Beitrag vorgestellten Lagrange-Euler
Methoden zihlen, haben das Potential zu einem tieferen Verstindnis von komple-
xen bodenmechanischen Vorgédngen und deren Auswirkungen beizutragen. Sie er-
offnen die Moglichkeit Prozesse und Zustandsdnderungen im Boden, die bisher im
Verborgenen lagen oder nur schwer quantifizierbar waren, rechnerisch zuginglich
zu machen.

Derzeit gibt es keine Methode, mit der simtliche Phianomene im Zusammenhang
mit groBen Bodendeformationen zufriedenstellend numerisch simuliert werden kon-
nen. Jede hat ihre Stdrken und Schwichen und fiir alle besteht weiterhin ein grofer
Forschungsbedarf, insbesondere auf den Gebieten der Bodenmechanik. Jede Simu-
lationsmethode ist auch nur so gut wie die ihr zugrunde liegenden mathematisch-
physikalischen Modelle. Daher erfordert die Entwicklung von Simulationsmetho-
den und deren Anwendung auf bodenmechanische und geotechnische Problemstel-
lungen gleichermaflen die Weiterentwicklung von Modellen fiir das mechanische
Verhalten des Bodens. Auch hier sind viele Fragen bislang gar nicht oder nur unbe-
friedigend beantwortet. Die Bodenmechaniker stehen also vor einer Vielzahl neuer
und wichtiger Herausforderungen.

Danksagung Die Forschungsarbeiten wurden gefordert durch die Deutsche Forschungsgemein-
schaft (DFG Sachbeihilfen SA 310/21-1, SA 310/21-2 und SA 310/26-1), unter anderem im Rah-
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