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❆❜str❛❝t✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❣❡♥✉s ✶ ❡♥✉♠❡r❛t✐✈❡ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡
❙♠②t❤✕❱✐s❝❛r❞✐ ♠♦❞✉❧✐ s♣❛❝❡ ♦❢ st❛❜❧❡ ♠❛♣s ❢r♦♠ ❝✉r✈❡s ✇✐t❤ ♥♦❞❡s ❛♥❞
❝✉s♣s✳ ❲❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡s❡ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❣❡♥✉s ✶ ✐♥✲
✈❛r✐❛♥ts ♦❢ t❤❡ q✉✐♥t✐❝ t❤r❡❡❢♦❧❞✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ ♠♦❞✉❧❛r ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❧❛tt❡r✳

❈♦♥t❡♥ts

✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✶
✷✳ M1(P

r, d) ✲ ❈♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❛❧t❡r♥❛t❡ ❝♦♠♣❛❝t✐✜❝❛t✐♦♥s ✻
✸✳ ❚❤❡ ♠♦❞✉❧✐ s♣❛❝❡ ♦❢ 1✲st❛❜❧❡ ♠❛♣s ✇✐t❤ p✲✜❡❧❞s ✶✹
✹✳ ❚❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ 1✲st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ♠♦r♣❤✐s♠ ✷✸
✺✳ ▲♦❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❞❡s✐♥❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ✸✼
✻✳ ❙♣❧✐tt✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❡ ❛♥❞ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ▼❛✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✵
❘❡❢❡r❡♥❝❡s ✹✼

✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❲❤✐❧❡ ❣❡♥✉s 0 ●r♦♠♦✈✕❲✐tt❡♥ t❤❡♦r② ✐s ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❢❛✐r❧② ✇❡❧❧✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡r
❣❡♥✉s t❤❡♦r② ✐s st✐❧❧ ✉♥❦♥♦✇♥ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❛♥❞ ✐ts ❡♥✉♠❡r❛t✐✈❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ✐s ❛✛❡❝t❡❞
❜② ♠♦r❡ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✳ ❘❡❞✉❝❡❞ ●r♦♠♦✈✕❲✐tt❡♥ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❬❩✐♥✵✾❛❪✱
❬❱❩✵✽❪✱ ❬❱❩✵✼❪✱ ❬▲❩✵✼❪✱ ❬▲❩✵✾❪✱ ❬❩✐♥✵✽❪✱ ❬❩✐♥✵✾❜❪ s♦❧✈❡ t✇♦ ♣r♦❜❧❡♠s ❛t t❤❡ s❛♠❡
t✐♠❡✿ t❤❡② ❣✐✈❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♦❢ ❣❡♥✉s 1 ●r♦♠♦✈✕❲✐tt❡♥ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❛♥❞ t❤❡② ❤❛✈❡
❛ ❜❡tt❡r ❡♥✉♠❡r❛t✐✈❡ ♠❡❛♥✐♥❣✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ✉♥♣❧❡❛s❛♥t ❛s♣❡❝t ♦❢ r❡❞✉❝❡❞ ✐♥✈❛r✐❛♥ts
✐s t❤❛t t❤❡✐r ♠♦❞✉❧❛r ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛
✇❛② t♦ ✜① t❤✐s ✐ss✉❡ ❜② ✇♦r❦✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞✉❧✐ s♣❛❝❡✳

✶✳✶✳ ❘❡❞✉❝❡❞ ✐♥✈❛r✐❛♥ts✳ ❲❡ ❜r✐❡✢② r❡❝❛❧❧ t❤❡ ❛❧❣❡❜r♦✲❣❡♦♠❡tr✐❝ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢
r❡❞✉❝❡❞ ●r♦♠♦✈✲❲✐tt❡♥ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ r❡❞✉❝❡❞ ❛♥❞ st❛♥✲
❞❛r❞ ●r♦♠♦✈✕❲✐tt❡♥ ✐♥✈❛r✐❛♥ts✳

❚❤❡ ❧♦❝✉s ♦❢ ♠❛♣s ❢r♦♠ s♠♦♦t❤ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡s t♦ P
r ✐s ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡❀ ✇❡ ❝❛❧❧ ✐ts

❝❧♦s✉r❡ t❤❡♠❛✐♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢M1,n(P
r, d)✳ ■♥ ❬❱❩✵✽❪ ❘✳ ❱❛❦✐❧ ❛♥❞ ❆✳ ❩✐♥❣❡r ❝♦♥✲

str✉❝t ❛ ❞❡s✐♥❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ M̃1,n(P
r, d)main ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ M1,n(P

r, d)

❉❛t❡✿ ❋❡❜r✉❛r② ✶✵✱ ✷✵✷✵✳

✶
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✈✐❛ ❛♥ ✐t❡r❛t❡❞ ❜❧♦✇✲✉♣ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ▲❡t

C̃
f̃

//

π̃
��

P
r

M̃1,n(P
r, d)main

❜❡ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❝✉r✈❡ ♦✈❡r M̃1,n(P
r, d)main ❛♥❞ ❧❡t l ∈ N✳ ❚❤❡♥ t❤❡ s❤❡❛❢

π̃∗f̃
∗OPr(l) ✐s ❛ ✈❡❝t♦r ❜✉♥❞❧❡✳ ●✐✈❡♥ Xl ❛ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ l ✐♥ P

r✱ r❡✲
❞✉❝❡❞ ❣❡♥✉s 1 ✐♥✈❛r✐❛♥ts ♦❢ Xl ✭s❡❡ ❬❱❩✵✽❪✱ ❬❍▲✶✵❪✮ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s

ctop(π̃∗f̃
∗(OPr(l))) ∩ [M̃1,n(P

r, d)main].

❙t❛♥❞❛r❞ ❛♥❞ r❡❞✉❝❡❞ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ♦❢ t❤❡ q✉✐♥t✐❝ t❤r❡❡❢♦❧❞ X5 ⊆ P
4 ❛r❡ r❡❧❛t❡❞

❜② t❤❡ ▲✐✕❩✐♥❣❡r ❢♦r♠✉❧❛ ❬▲❩✵✼❪✿

✭✶✮ N1(X5, d) = N red
1 (X5, d) +

1

12
N0(X5, d).

✶✳✷✳ ❈✉s♣✐❞❛❧ ●r♦♠♦✈✕❲✐tt❡♥ ✐♥✈❛r✐❛♥ts✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ ❉✳■✳ ❙♠②t❤✬s ✇♦r❦ ♦♥
t❤❡ ❜✐r❛t✐♦♥❛❧ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ M1,n ❬❙♠②✶✶❛✱ ❙♠②✶✶❜❪✱ ▼✳ ❱✐s❝❛r❞✐ ❬❱✐s✶✷❪ ❤❛s ✐♥✲
tr♦❞✉❝❡❞ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ❛❧t❡r♥❛t❡ ❝♦♠♣❛❝t✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧✐ s♣❛❝❡ ♦❢ ♠❛♣s ❢r♦♠
s♠♦♦t❤ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡s✳ ❚❤❡ ✜rst ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❛❧t❡r♥❛t❡ ❝♦♠♣❛❝t✐✜❝❛t✐♦♥s ✐s

M
(1)
1,n(X, β)✱ ✇❤❡r❡ ❡❧❧✐♣t✐❝ t❛✐❧s ❛r❡ ♠❛❞❡ ✉♥st❛❜❧❡ ❛♥❞ ❝✉s♣✐❞❛❧ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ❛r❡

❛❧❧♦✇❡❞ ✐♥ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❝✉r✈❡✳ ❚❤❡s❡ s♣❛❝❡s ❝❛rr② ♣❡r❢❡❝t ♦❜str✉❝t✐♦♥ t❤❡♦r✐❡s ❛♥❞
❧❡❛❞ t♦ ✐♥✈❛r✐❛♥ts❀ ✇❡ ❝❛❧❧ t❤❡♠ ❝✉s♣✐❞❛❧ ●r♦♠♦✈✕❲✐tt❡♥ ✐♥✈❛r✐❛♥ts✳ ❲❡ ❝♦♥❥❡❝✲
t✉r❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ♦❢ t❤❡ ▲✐✕❩✐♥❣❡r ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r ❝✉s♣✐❞❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥ts✳

❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✶✳ ▲❡t X ❜❡ ❛ s♠♦♦t❤ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ t❤r❡❡❢♦❧❞✱ γi ∈ A∗(X)✳ ❘❡❞✉❝❡❞
✐♥✈❛r✐❛♥ts ✇✐t❤ ✐♥s❡rt✐♦♥s γi ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ ❝✉s♣✐❞❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ✇✐t❤ ✐♥s❡rt✐♦♥s γi✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧t ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s t❤❛t ❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✶ ❤♦❧❞s ❢♦r t❤❡ q✉✐♥t✐❝ t❤r❡❡✲
❢♦❧❞✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

▼❛✐♥ ❚❤❡♦r❡♠✳ ▲❡t X5 ⊆ P
4 ❜❡ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ s♠♦♦t❤ q✉✐♥t✐❝ t❤r❡❡❢♦❧❞✳ ❚❤❡♥✿

N red
1 (X5, d) = N cusp

1 (X5, d),

✇❤❡r❡✿

N red
1 (X5, d) := deg

(
ctop(π̃∗f̃

∗(OP4(5))) ∩ [M̃1(P
4, d)main]

)

❛♥❞

N cusp
1 (X5, d) := deg[M

(1)
1 (X5, d)]

vir.
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✶✳✸✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❚❤❡♦r❡♠✳ ❚❤❡ ♠♦❞✉❧✐ s♣❛❝❡ M1(P
r, d) ❤❛s ♠❛♥②

❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❋r♦♠ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ▲✐✕❩✐♥❣❡r ❢♦r♠✉❧❛ ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡
❣❡♥✉s 0 ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ✭✶✮ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♠✲
♣♦♥❡♥t ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ r❛t✐♦♥❛❧ t❛✐❧✳ ❚❤✐s s✉❣❣❡sts t❤❛t ❞✐s❝❛r❞✐♥❣ t❤✐s ❝♦♠♣♦♥❡♥t
✇♦✉❧❞ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♠♦r❡ ❞✐r❡❝t ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ r❡❞✉❝❡❞ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❢♦r t❤❡ q✉✐♥t✐❝ t❤r❡❡✲

❢♦❧❞✳ ❚❤✐s ✐s ❡①❛❝t❧② ✇❤❛t t❤❡ ❙♠②t❤✕❱✐s❝❛r❞✐ s♣❛❝❡ M
(1)
1 (Pr, d) ❞♦❡s✳

❍❡r❡ ✐s ❛ r♦✉❣❤ s❦❡t❝❤ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ♦✉r r❡s✉❧t✳ ❲❡ ✜rst s❤♦✇✿

❚❤❡♦r❡♠✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ 1✲st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ♠♦r♣❤✐s♠ ❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢
✇❡✐❣❤t❡❞✲st❛❜❧❡ ❝✉r✈❡s✿

M
wt,st
1,n → M

wt,st
1,n (1)

r❡♣❧❛❝✐♥❣ ❡❧❧✐♣t✐❝ t❛✐❧s ♦❢ ✇❡✐❣❤t 0 ✇✐t❤ ❝✉s♣s✳

❲❡ t❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❛rt❡s✐❛♥ ❞✐❛❣r❛♠✿

ZX5 M
(1)
1 (X5, d)

Mwt
1 Mwt

1 (1).

�

❲❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t ZX5 ✐s ❛ s✉❜st❛❝❦ ♦❢ M1(X5, d) t❤❛t ❤❛s ♥♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✇✐t❤
❝♦♥tr❛❝t❡❞ ❡❧❧✐♣t✐❝ t❛✐❧s✳ ❚❤❡ ❞✐❛❣r❛♠ ❛❜♦✈❡ ❡♥❞♦✇s ZX5 ✇✐t❤ ❛ ✈✐rt✉❛❧ ❝❧❛ss
✇❤✐❝❤✱ ❜② ❈♦st❡❧❧♦✬s ✈✐rt✉❛❧ ♣✉s❤✲❢♦r✇❛r❞ ❢♦r♠✉❧❛ ❬❈♦s✵✻❪✱ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ❡♥✉♠❡r✲

❛t✐✈❡ ❝♦♥t❡♥t ❛s [M
(1)
1 (X5, d)]

vir✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ [ZX5 ]

vir ✇✐t❤ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ●r♦♠♦✈✕❲✐tt❡♥
✐♥✈❛r✐❛♥ts ✇❡ ❢♦❧❧♦✇ ✐♥ ❈❤❛♥❣ ❛♥❞ ▲✐✬s ❢♦♦tst❡♣s✳ ❲❡ ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♠♦❞✉❧✐
s♣❛❝❡ ♦❢ 1✲st❛❜❧❡ ♠❛♣s ✇✐t❤ p✲✜❡❧❞s❀ t❤✐s ❤❛s t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ ❛ s✐♠♣❧❡r
❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞ ❛❞♠✐ts ❛ ❝♦s❡❝t✐♦♥✲❧♦❝❛❧✐s❡❞ ✈✐rt✉❛❧ ❝❧❛ss ❬❑▲✶✸❪ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡

❞❡❣r❡❡ ❛s [M
(1)
1 (X5, d)]

vir ❬❈▲✶✷❪✳ ❲❡ t❤❡♥ ❝♦♥str✉❝t

M
wt,st
1 ×

M
wt,st
1 (1) M

(1)
1 (P4, d)p,

❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ❞❡s✐♥❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ♦❢ ✐t ✈✐❛ t❤❡ st✉❞② ♦❢ ❧♦❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❬❍▲✶✵❪✳ ■♥
t❤❡ ❡♥❞ ✇❡ ❛♥❛❧②s❡ ❛ s♣❧✐tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♥♦r♠❛❧ ❝♦♥❡ ❬❈▲✶✺❪✳ ❆❧❧ t❤❡s❡ st❡♣s
❞❡❧✐✈❡r t❤❡ t❤❡♦r❡♠✳

✶✳✹✳ ❙♠♦♦t❤❛❜✐❧✐t②✳ ❖♥ ♦✉r ✇❛② t❤❡r❡✱ ✇❡ r❡✈✐❡✇ ❱❛❦✐❧✬s ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❛t✐♦♥ ♦❢
♠❛♣s ❧②✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ M1(P

r, d)main ❬❱❩✵✼❪ ❛♥❞ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛ ♥❡✇ ♣r♦♦❢
✉s✐♥❣ ❍✉✲▲✐✬s ❡q✉❛t✐♦♥s ❬❍▲✶✵❪✳ ❯s✐♥❣ ❙♠②t❤✬s ✇♦r❦ ♦♥ ❣❡♥✉s 1 s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s
❬❙♠②✶✸✱ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆❪ ✇❡ ❛❧s♦ r❡♣❤r❛s❡ s♠♦♦t❤❛❜✐❧✐t② ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❚❤❡♦r❡♠✳ ❆ ♠❛♣ [f ] ∈ M1(P
r, d) ❝♦♥tr❛❝t✐♥❣ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❣❡♥✉s 1 s✉❜❝✉r✈❡ ✐s

s♠♦♦t❤❛❜❧❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ✐t ❢❛❝t♦rs t❤r♦✉❣❤ ❛ ♠❛♣ ❢r♦♠ ❛ ❣❡♥✉s 1 s✐♥❣✉❧❛r✐t② t❤❛t
❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥tr❛❝t ❛♥② ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳



✹ ▲✳❇❆❚❚■❙❚❊▲▲❆✱ ❋✳❈❆❘❖❈❈■✱ ❈✳▼❆◆❖▲❆❈❍❊

✶✳✺✳ ❘❡❧❛t✐♦♥ t♦ ♦t❤❡r ✇♦r❦s✳ ❘❡❞✉❝❡❞ ❣❡♥✉s ✶ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❛r❡ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ ❛
❧♦♥❣ ❛♥❞ ✐♠♣r❡ss✐✈❡ ♣r♦❥❡❝t✳ ■♥ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ♣❛♣❡rs t❤❡② ✇❡r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞
t♦ ●r♦♠♦✈✕❲✐tt❡♥ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ✈✐❛ s②♠♣❧❡❝t✐❝ ♠❡t❤♦❞s ❬❩✐♥✵✾❛❪✱ ❬▲❩✵✼❪✱ ❬▲❩✵✾❪✱
❬❩✐♥✵✽❪✳ ❚❤❡s❡ ✇♦r❦s r❡❧② ♦♥ ❡❛r❧✐❡r ✇♦r❦ ♦❢ ❩✐♥❣❡r ❬❩✐♥✵✾❝❪✱ ❬❩✐♥✵✼❪✳ ❚❤❡ ❛❧✲
❣❡❜r❛✐❝ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s ❛ ❜❧♦✇✲✉♣ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧✐ s♣❛❝❡ ♦❢ st❛❜❧❡
♠❛♣s ❬❱❩✵✽❪✱ ❬❱❩✵✼❪✳ ❆ ♠♦❞✉❧❛r ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❧♦✇✲✉♣ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧✐
s♣❛❝❡ ♦❢ st❛❜❧❡ ♠❛♣s ❛♥❞ ❡①♣❧✐❝✐t ❧♦❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❬❍▲✶✵❪✳ ▼♦r❡ r❡✲
❝❡♥t❧②✱ r❡❞✉❝❡❞ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ●r♦♠♦✈✕❲✐tt❡♥ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ✇✐t❤
❛❧❣❡❜r❛✐❝✲❣❡♦♠❡tr✐❝ ♠❡t❤♦❞s ❬❈▲✶✺❪✳ ❚❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♣r♦♦❢ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❝♦♥str✉❝✲
t✐♦♥ ♦❢ ♠❛♣s ✇✐t❤ ✜❡❧❞s ❬❈▲✶✷❪ ❛♥❞ ♦♥ ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ✈✐rt✉❛❧ ❝❧❛ss ❬❑▲✶✸❪✳

❘❡❞✉❝❡❞ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ❬❩✐♥✵✾❜❪ ✈✐❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❝♦♠✲
♣✉t❛t✐♦♥ ❧❡❞ t♦ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❣❡♥✉s 1 ●r♦♠♦✈✕❲✐tt❡♥ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❬❩✐♥✵✾❜❪✳

❘❡❞✉❝❡❞ ●r♦♠♦✈✕❲✐tt❡♥ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❛r❡ ❛❧s♦ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ●♦♣❛❦✉♠❛r✕❱❛❢❛
❬●❱✾✽❛❪✱ ❬●❱✾✽❜❪ ✐♥✈❛r✐❛♥ts✱ ❛♥❞ t❤❡② ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐t❤ ●♦♣❛❦✉♠❛r✕❱❛❢❛ ✐♥✈❛r✐❛♥ts
❢♦r ❋❛♥♦ t❛r❣❡ts✳ ■♥❞❡❡❞ t❤❡ ●♦♣❛❦✉♠❛r✕❱❛❢❛ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❛r❡ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ r❡❧❛t❡❞
t♦ ●r♦♠♦✈✕❲✐tt❡♥ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❜② ❛ r❡❝✉rs✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛ ✇❤✐❝❤ t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t
❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❧♦✇❡r ❣❡♥✉s ❛♥❞ ❧♦✇❡r ❞❡❣r❡❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡s❡ ❝♦♥tr✐✲
❜✉t✐♦♥s ✇❡r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ❘✳ P❛♥❞❤❛r✐♣❛♥❞❡ ✐♥ ❬P❛♥✾✾❪✳ ❲❡ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ r❡❞✉❝❡❞
✐♥✈❛r✐❛♥ts ❢♦r ❤✐❣❤❡r ❣❡♥✉s✱ ❜✉t ✐❢ ✇❡ ❤❛❞ ❛ ✇❛② ♦❢ ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ t❤❡ ♠❛✐♥
❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧✐ s♣❛❝❡ ♦❢ st❛❜❧❡ ♠❛♣s✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ✈✐❡✇ t❤❡ ●♦♣❛❦✉♠❛r✕
❱❛❢❛ ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r ❋❛♥♦ t❤r❡❡✲❢♦❧❞s ❛s ❛ ❤✐❣❤❡r ❣❡♥✉s ❛♥❛❧♦❣✉❡ ♦❢ t❤❡ ▲✐✕❩✐♥❣❡r
❢♦r♠✉❧❛✳

❚❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ✉s✐♥❣ ❝✉s♣✐❞❛❧ ♠❛♣s t♦ ❞❡✜♥❡ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ✇✐t❤ ❜❡tt❡r ❡♥✉♠❡r❛t✐✈❡
♠❡❛♥✐♥❣ ❛♣♣❡❛r❡❞ ❜❡❢♦r❡✳ ■♥❞❡❡❞ P✳ ❇♦✉ss❡❛✉ ✐♥ ❬❇♦✉✶✹❪ ✉s❡s t❤❡♠ t♦ s❤♦✇ t❤❛t✿
❢♦r ❛♥ ✐♥t❡❣r❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ❝✉r✈❡ ✇✐t❤ ♦♥❧② ♣❧❛♥❛r s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s t❤❡ ❣❡♥✉s 1 ❇P❙
♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝✉s♣✐❞❛❧ ♠❛♣s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ✐s
✈❡r② ♠✉❝❤ ✐♥ t❤❡ s♣✐r✐t ♦❢ ❬❋●✈❙✾✾❪✱ ✇❤❡r❡ ❛ s✐♠✐❧❛r st❛t❡♠❡♥t ✐s ♣r♦✈❡❞ ❢♦r t❤❡
❣❡♥✉s 0 ❝❛s❡✳

❘❡❝❡♥t❧②✱ ❉✳ ❘❛♥❣❛♥❛t❤❛♥✱ ❑✳ ❙❛♥t♦s✲P❛r❦❡r✱ ❛♥❞ ❏✳ ❲✐s❡ ❬❘❙P❲✶✾❪ ❤❛✈❡
❣✐✈❡♥ ❛ ♠♦❞✉❧❛r ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧✐ s♣❛❝❡ ♦❢
❣❡♥✉s ✶ st❛❜❧❡ ♠❛♣s ✈✐❛ ❝❡♥tr❛❧❧② ❛❧✐❣♥❡❞ ❧♦❣ str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥
♣r♦♣❡rt②✳ ❲❡ ❡♠♣❤❛s✐s❡ t❤❛t t❤❡ ♠♦❞✉❧✐ s♣❛❝❡s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❙♠②t❤✕❱✐s❝❛r❞✐ ✇❤✐❝❤
✇❡ ✉s❡ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ❛r❡ ❧❛r❣❡r ❛♥❞ ✇❡ ❡①♣❡❝t t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ✐♥✈❛r✐❛♥ts t♦ ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t
❢r♦♠ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❢♦r ❤✐❣❤❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ t❛r❣❡ts✳ ■♥ t❤✐s s❡♥s❡✱ t❤❡
♠♦❞✉❧❛r ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐♥ ❬❘❙P❲✶✾❪ ✐s t❤❡ ❝♦rr❡❝t ♦♥❡ ✐♥ ❛❧❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❲❡ ❤♦♣❡✱
❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t t❤❡ s✐♠♣❧❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ♠❛♣s ✐♥ t❤❡ ❙♠②t❤✕❱✐s❝❛r❞✐ ❝♦♠♣❛❝t✐✜❝❛t✐♦♥
♠❛② ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ ❛ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s✉❜❥❡❝t✳

❲❡ ✈✐❡✇ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✷ ❛s ❛♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ♦❢ t❤❡ ▲✐✕❩✐♥❣❡r ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r ❝✉s♣✐❞❛❧
✐♥✈❛r✐❛♥ts✳ ❖✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❛♥ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♦❢ ❬❈▲✶✺❪✳ ■t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣
t♦ s❡❡ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r ❝✉s♣✐❞❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ✐♥ t❤❡ s♣✐r✐t ♦❢
❬❩✐♥✵✾❜❪✳

✶✳✻✳ ❖✉t❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r✳ ■♥ ➓✷ ✇❡ r❡✈✐❡✇ s♦♠❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❛❜♦✉t t❤❡
✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ M1(P

r, d) ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤✐s ♠♦❞✉❧✐ st❛❝❦ ✐♥
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❛ s♠♦♦t❤ ❛♠❜✐❡♥t s♣❛❝❡✳ ❲❡ r❡❝❛❧❧ ❙♠②t❤✬s m✲❡❧❧✐♣t✐❝ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ❛♥❞ ❱✐s❝❛r❞✐✬s
❛❧t❡r♥❛t❡ ❝♦♠♣❛❝t✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ♠❛♣s✳ ❲❡ ❞✐s❝✉ss t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦♦❢s
♦❢ ❱❛❦✐❧✬s ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❛t✐♦♥ ♦❢ s♠♦♦t❤❛❜❧❡ ♠❛♣s t♦ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ s♣❛❝❡✿ ♦♥❡ ✐s ❜❛s❡❞
♦♥ ❍✉✲▲✐✬s ❧♦❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s❀ t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡ ♦♥ ❛ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt② t❤r♦✉❣❤
❣❡♥✉s ✶ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s✳

■♥ ➓✸ ✇❡ ❛❞❛♣t ❈❤❛♥❣✲▲✐✬s ✇♦r❦ ♦♥ p✲✜❡❧❞s t♦ ♦✉r ❝❛s❡✿ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♠♦❞✉❧✐

s♣❛❝❡ M
(1)
1 (P4, d)p ♦❢ 1✲st❛❜❧❡ ♠❛♣s ✇✐t❤ p✲✜❡❧❞s✱ ✇❡ ❡♥❞♦✇ ✐t ✇✐t❤ ❛ ❝♦s❡❝t✐♦♥✲

❧♦❝❛❧✐s❡❞ 0✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✈✐rt✉❛❧ ❝❧❛ss s✉♣♣♦rt❡❞ ♦♥ ❛ ♣r♦♣❡r s✉❜st❛❝❦ ✭❞❡♣❡♥❞✐♥❣
♦♥ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ w✮✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t ✐ts ❞❡❣r❡❡ ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡
❣❡♥✉s 1 ❝✉s♣✐❞❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ♦❢ t❤❡ q✉✐♥t✐❝ t❤r❡❡❢♦❧❞ X5 = V (w) ✉♣ t♦ ❛ s✐❣♥✳

■♥ ➓✹ ✇❡ ❛r❣✉❡ ✐♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ♠♦r♣❤✐s♠ ♦❢ ❆rt✐♥ st❛❝❦s

M
wt,st
1,n → M

wt,st
1,n (1)

❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ♦♥ s♠♦♦t❤ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡s ❛♥❞ r❡♣❧❛❝✐♥❣ ❡❧❧✐♣t✐❝ t❛✐❧s ♦❢
✇❡✐❣❤t 0 ❜② ❝✉s♣s✳ ❲❡ t❤❡♥ ✉s❡ ✐t t♦ ❞❡✜♥❡✿

Z := M
wt,st
1,n ×

M
wt,st
1,n (1) M

(1)
1,n(P

4, d), Zp := M
wt,st
1,n ×

M
wt,st
1,n (1) M

(1)
1,n(P

4, d)p.

❲❡ s❤♦✇ t❤❛t Z ✐s ❛ ❝❧♦s❡❞ s✉❜st❛❝❦ ♦❢ M1(P
4, d)✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧② ✇❡ ❛r❡ ♥♦t

❛❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ Zp ❞✐r❡❝t❧② ✇✐t❤ M1(P
4, d)p✳

■♥ ➓✺ ❛♥❞ ➓✻ ✇❡ st✉❞② ❧♦❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❛ ❞❡s✐♥❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ♦❢ Zp✳ ❲✐t❤
t❤❡s❡ ✐♥ ♣❧❛❝❡✱ ✇❡ ❛❞❥✉st ❈❤❛♥❣✲▲✐✬s s♣❧✐tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♥♦r♠❛❧ ❝♦♥❡ t♦ ♦✉r
❝❛s❡✳ ❚❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ♠❛✐♥ t❤❡♦r❡♠✳

✶✳✼✳ ◆♦t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥s✳

• ❲❡ ✇♦r❦ ♦✈❡r ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝❛❧❧② ❝❧♦s❡❞ ✜❡❧❞ k ♦❢ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ 0✳
• ❲❡ ✜① ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ w ∈ k[x0, . . . , x4]5 ♦❢ ❞❡❣r❡❡ 5 s✉❝❤ t❤❛t X5 =
V (w) ⊆ P

4 ✐s ❛ ❣❡♥❡r✐❝ s♠♦♦t❤ q✉✐♥t✐❝ t❤r❡❡❢♦❧❞✳ ❲❡ ✉s✉❛❧❧② ❞r♦♣ t❤❡ s✉❜s❝r✐♣t
❛♥❞ ✇r✐t❡ X ❢♦r X5✳

• ❲❡ ✜① ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r d ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ❤♦♠♦❧♦❣② ❝❧❛ss❡s β = d[ℓ] ∈ A1(P
4)✱

❧✐♥❡ ❜✉♥❞❧❡ ✇❡✐❣❤ts✱ ❡t❝✳
• M := M

wt,st
1,n ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♠♦❞✉❧✐ st❛❝❦ ♦❢ ♣r❡st❛❜❧❡ ❝✉r✈❡s ✇✐t❤ ❛ ✇❡✐❣❤t ❛ss✐❣♥✲

♠❡♥t s✉❜❥❡❝t t♦ ❛ st❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ s❡❡ ➓✹✳ ❚❤❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❝✉r✈❡ ✐s π : C → M✳
• P := Pic

totdeg=d,st
1,n ❞❡♥♦t❡s t❤❡ P✐❝❛r❞ st❛❝❦ ♦❢ π : C → M ✇✐t❤ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❧✐♥❡

❜✉♥❞❧❡ L ♦❢ t♦t❛❧ ❞❡❣r❡❡ d✱ s✉❜❥❡❝t t♦ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✿

ωlog
π ⊗ L

⊗2 ✐s π✲❛♠♣❧❡✳

• Mdiv
1 ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♠♦❞✉❧✐ s♣❛❝❡ ♦❢ ♥♦❞❛❧ ❝✉r✈❡s ✇✐t❤ ❛ r❡❧❛t✐✈❡ ❈❛rt✐❡r ❞✐✈✐s♦r

s❛t✐s❢②✐♥❣ ❛ st❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ s❡❡ ➓✷✳
• M := M1,n(X, β) ❞❡♥♦t❡s ❑♦♥ts❡✈✐❝❤✬s ♠♦❞✉❧✐ s♣❛❝❡ ♦❢ n✲♣♦✐♥t❡❞ ❣❡♥✉s 1 st❛❜❧❡
♠❛♣s t♦ X ✐♥ t❤❡ ❤♦♠♦❧♦❣② ❝❧❛ss β❀ ✇❡ ❛❧✇❛②s ❞❡♥♦t❡ ❜② (π, f) : CM → M × X
t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❝✉r✈❡ ❛♥❞ st❛❜❧❡ ♠❛♣✳

• ❙✐♠✐❧❛r❧② ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② M̂ := M
wt=d,st
1,n (1) t❤❡ st❛❝❦ ♦❢ ✇❡✐❣❤t❡❞✲st❛❜❧❡✱ ❛t ✇♦rst

❝✉s♣✐❞❛❧ ❝✉r✈❡s ✭s❡❡ ➓✹✮✱ ✇✐t❤ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❝✉r✈❡ π̂ : Ĉ → M̂✳
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• ▲❡t P̂ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ P✐❝❛r❞ st❛❝❦ ♦❢ π̂ : Ĉ → M̂, ✇✐t❤ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❧✐♥❡ ❜✉♥❞❧❡ L̂ ♦❢
t♦t❛❧ ❞❡❣r❡❡ d ❛♥❞ s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ✉s✉❛❧ st❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳

• ▲❡t Mdiv
1 (1) ❜❡ t❤❡ ♠♦❞✉❧✐ st❛❝❦ ♣❛r❛♠❡tr✐s✐♥❣ ❛t ✇♦rst ❝✉s♣✐❞❛❧ ❝✉r✈❡s ✇✐t❤ ❛

r❡❧❛t✐✈❡ ❈❛rt✐❡r ❞✐✈✐s♦r s✉❜❥❡❝t t♦ t❤❡ ✉s✉❛❧ st❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳

• M̂ := M
(1)
1 (X, β) ✐s t❤❡ ❙♠②t❤✲❱✐s❝❛r❞✐✬s ♠♦❞✉❧✐ s♣❛❝❡ ♦❢ 1✲st❛❜❧❡ ♠❛♣s❀ ✇❡

❛❧✇❛②s ❞❡♥♦t❡ ❜② (π̂, f̂) : Ĉ
M̂

→ M̂×X t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❝✉r✈❡ ❛♥❞ st❛❜❧❡ ♠❛♣✳
• ❲❡ ✉s✉❛❧❧② ✇♦r❦ ✇✐t❤ ✉♥♠❛r❦❡❞ ❝✉r✈❡s✱ ❢♦r ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ●r♦♠♦✈✲
❲✐tt❡♥ t❤❡♦r② ♦❢ ❛ ❈❛❧❛❜✐✲❨❛✉ t❤r❡❡❢♦❧❞✱ s♦ n = 0✳

• ❲❡ ❛❧✇❛②s ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ r✐♥❣ ✭❉❱❘✮ ❜② ∆✱ ✇✐t❤
❝❧♦s❡❞ ♣♦✐♥t 0 ❛♥❞ ❣❡♥❡r✐❝ ♣♦✐♥t η✳

• ❙✉❜❝✉r✈❡s ❛r❡ ❛❧✇❛②s ❝♦♥♥❡❝t❡❞✳ ❚❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ❣❡♥✉s 1 s✉❜❝✉r✈❡ ✐s
❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❝♦r❡ ♦r t❤❡ ❝✐r❝✉✐t✳

❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥ts✳ ❚❤✐s ✇♦r❦ ✇❛s ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② ❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✇✐t❤ Pr♦❢✳ ❘✳
❚❤♦♠❛s✳ ❲❡ t❤❛♥❦ Pr♦❢✳ ❚✳ ❈♦❛t❡s ❢♦r ✉s❡❢✉❧ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ❛♥❞ Pr♦❢✳ ❏✳ ▲✐ ❛♥❞
Pr♦❢✳ ❆✳ ❩✐♥❣❡r ❢♦r ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠❛♥✉s❝r✐♣t✳ ▲✳❇✳ ❛♥❞ ❋✳❈✳ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦
t❤❛♥❦ ❋✳ ❇❡r♥❛s❝♦♥✐✱ ❆✳ ❉♦tt♦ ❛♥❞ Pr♦❢✳ ❉✳■✳ ❙♠②t❤ ❢♦r t❤❡✐r ❝❧❡✈❡r s✉❣❣❡st✐♦♥s✳

▲✳❇✳ ✐s s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② ❛ ❘♦②❛❧ ❙♦❝✐❡t② ✶st ❨❡❛r ❯❘❋ ❛♥❞ ❉❍❋ ❘❡s❡❛r❝❤ ●r❛♥t
❙❝❤❡♠❡✳ ❈✳▼✳ ✐s s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② ❛♥ ❊P❙❘❈ ❢✉♥❞❡❞ ❘♦②❛❧ ❙♦❝✐❡t② ❉♦r♦t❤② ❍♦❞❣❦✐♥
❋❡❧❧♦✇s❤✐♣✳ ❚❤✐s ✇♦r❦ ✇❛s s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛♥❞ P❤②s✐❝❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡s
❘❡s❡❛r❝❤ ❈♦✉♥❝✐❧ ❣r❛♥t ❊P✴▲✵✶✺✷✸✹✴✶✿ t❤❡ ❊P❙❘❈ ❈❡♥tr❡ ❢♦r ❉♦❝t♦r❛❧ ❚r❛✐♥✐♥❣
✐♥ ●❡♦♠❡tr② ❛♥❞ ◆✉♠❜❡r ❚❤❡♦r② ❛t t❤❡ ■♥t❡r❢❛❝❡✳

✷✳ M1(P
r, d) ✲ ❈♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❛❧t❡r♥❛t❡

❝♦♠♣❛❝t✐❢✐❝❛t✐♦♥s

✷✳✶✳ ▲♦❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❲❡ st❛rt ❜② r❡❝❛❧❧✐♥❣ ❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ M1(P

r, d)✳ ❇❡s✐❞❡s t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s
❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❢♦r ❡✈❡r② ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r k ❛♥❞ ♣❛rt✐t✐♦♥ λ ⊢ d ✐♥t♦
k ♣♦s✐t✐✈❡ ♣❛rts✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♠♣♦♥❡♥t Dλ(P

r, d) ❞❡✜♥❡❞ t♦
❜❡ t❤❡ ❝❧♦s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝✉s ✇❤❡r❡✿

✭✐✮ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❝✉r✈❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❣❧✉✐♥❣ ❛ s♠♦♦t❤ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡ E ✇✐t❤ k
r❛t✐♦♥❛❧ t❛✐❧s Ri ∼= P

1✱
✭✐✐✮ t❤❡ ♠❛♣ ❝♦♥tr❛❝ts t❤❡ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡ E t♦ ❛ ♣♦✐♥t✱
✭✐✐✐✮ t❤❡ ♠❛♣ ❤❛s ❞❡❣r❡❡ λi ♦♥ t❤❡ r❛t✐♦♥❛❧ t❛✐❧ Ri✳

■♥❞❡❡❞ Dλ(P
r, d) ✐s t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❣❧✉✐♥❣ ♠♦r♣❤✐s♠ ❢r♦♠ t❤❡ ✜❜❡r ♣r♦❞✉❝t✿

(
M1,k ×

k∏

i=1

M0,1(P
r, λi)

)
×(Pr)k P

r.

❲❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦t❡ ❜② Dk t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ Dλ(P
r, d) ✇❤❡r❡ λ ❤❛s k ♣❛rts✳
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Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✳ ✭✶✮ ❚❤❡s❡ ❛r❡ ❛❧❧ t❤❡ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ M1(P
r, d)✿

M1(P
r, d) = M1(P

r, d)main ∪
⋃

λ

Dλ(P
r, d).

✭✷✮ ❆ ♠❛♣ [f ] ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢✿

• ❡✐t❤❡r f ✐s ♥♦♥✲❝♦♥st❛♥t ♦♥ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝♦r❡✱

• ♦r ✐❢ f ❝♦♥tr❛❝ts t❤❡ ❝♦r❡✱ ✇r✐t❡ C = E p⊔q

⊔k
i=1Ri✱ ✇❤❡r❡ E ✐s t❤❡

♠❛①✐♠❛❧ ❝♦♥tr❛❝t❡❞ ❣❡♥✉s 1 s✉❜❝✉r✈❡✱ t❤❡♥ {df(TqiRi)}
k
i=1 ❛r❡ ❧✐♥❡❛r❧②

❞❡♣❡♥❞❡♥t ✐♥ Tf(E)P
r✳

■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✇❡ s❛② t❤❛t [f ] ✐s s♠♦♦t❤❛❜❧❡✳

❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ ❘✳ ❱❛❦✐❧ ❛♥❞ ❆✳ ❩✐♥❣❡r✱ s❡❡ ❬❱❛❦✵✵✱ ▲❡♠♠❛ ✺✳✾❪❬❱❩✵✼❪✳ ❲❡ s❤❛❧❧
❧❛t❡r ❞✐s❝✉ss ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤✐s ❢❛❝t ❜❛s❡❞ ♦♥ ❧♦❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♠♦❞✉❧✐ s♣❛❝❡✳

❲❡ ♥♦✇ r❡✈✐❡✇ ❍✉✲▲✐✬s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r ✜♥❞✐♥❣ ❧♦❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ M1(P
r, d) ✐♥ ❛

s♠♦♦t❤ ❛♠❜✐❡♥t s♣❛❝❡ ❬❍▲✶✵❪✳ ❚❤❡② ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ ✇❤❡♥ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ str✉❝t✉r❡
♦❢ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♥♦r♠❛❧ ❝♦♥❡ ❛♥❞ ✐ts s♣❧✐tt✐♥❣✳

❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ❛ ♠❛♣ C → P
r ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ ❧✐♥❡ ❜✉♥❞❧❡ L ♦♥ C t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤

r+1 s❡❝t✐♦♥s ✐♥ H0(C,L) t❤❛t ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ❧✐♥❡ ❜✉♥❞❧❡✳ ■t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ♥❛t✉r❛❧ t♦
❡♠❜❡❞ M1(P

r, d) ❛s ❛♥ ♦♣❡♥ ✐♥s✐❞❡ π∗L ⊕r+1 ♦♥ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧ P✐❝❛r❞ st❛❝❦ P✳
❍✉ ❛♥❞ ▲✐ ❛❝t✉❛❧❧② ✇♦r❦ ♦✈❡r ❛ ❧♦❝❛❧ ❝❤❛rt ♦❢ Mdiv

1 ✱ ♣❛r❛♠❡tr✐s✐♥❣ ❢❛♠✐❧✐❡s
♦❢ ♥♦❞❛❧ ❝✉r✈❡s ✇✐t❤ ❛ r❡❧❛t✐✈❡ ❈❛rt✐❡r ❞✐✈✐s♦r s❛t✐s❢②✐♥❣ ❛ st❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱
♥❛♠❡❧② t❤❛t ωπ ⊗ OC (2D) ✐s ❛ π✲❛♠♣❧❡ ❧✐♥❡ ❜✉♥❞❧❡✱ ✇❤❡r❡ D ✐s t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧
❈❛rt✐❡r ❞✐✈✐s♦r✳ ❲❡ ❝❛♥ ❝♦♥str✉❝t Mdiv

1,n ❛s t❤❡ ♦♣❡♥ ✐♥s✐❞❡

C(π∗L ) = Spec
P
Sym•(R1 π∗L

∨ ⊗ ωπ)

✭s❡❡ ❬❈▲✶✷❪ ❛♥❞ ❙❡❝t✐♦♥ ✸ ❜❡❧♦✇✮✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ s❡❝t✐♦♥ ♦❢ L ✐s ♥♦t 0 ♦♥ ❛♥② ✐r✲
r❡❞✉❝✐❜❧❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧② t❤✐s ✐s t❤❡ ♠♦❞✉❧✐ ❢✉♥❝t♦r ♦❢
❛ ♣r❡st❛❜❧❡ ❝✉r✈❡ ✇✐t❤ ❛ ❧✐♥❡ ❜✉♥❞❧❡ ❛♥❞ ❛ s❡❝t✐♦♥ ✉♣ t♦ s❝❛❧❛r✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡
t❤♦✉❣❤t ♦❢ ❛s t❤❡ ❤♦♠✲st❛❝❦ HomM1(C , [A

1/Gm])❀ t❤❡♥ ✇❡ s❤♦✉❧❞ ♣✐❝❦ t❤❡ ❝♦♥✲
♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✇❤❡r❡ t❤❡ ❧✐♥❡ ❜✉♥❞❧❡ ❤❛s t♦t❛❧ ❞❡❣r❡❡ d✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦♣❡♥ s✉❜st❛❝❦
♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② r❡q✉✐r✐♥❣ ✇❡✐❣❤t❡❞ st❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ t❤❡ s❡❝t✐♦♥ ♥♦t t♦ ✈❛♥✐s❤ ♦♥ ❛♥② ✐r✲
r❡❞✉❝✐❜❧❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡✳ ❚❤❡ ♠♦r♣❤✐s♠ Mdiv

1,n → P ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②
❞❡❝❧❛r✐♥❣ LMdiv

1,n
:= OC (D)✳

▲❡t [f : C → P
r] ❜❡ ❛ ♣♦✐♥t ♦❢ M1(P

r, d)✿ ✇❡ ♠❛② ✜① ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s
♦♥ P

r ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t D := f−1{x0 = 0} ✐s ❛ s✐♠♣❧❡ ❞✐✈✐s♦r s✉♣♣♦rt❡❞ ♦♥ t❤❡
s♠♦♦t❤ ❧♦❝✉s ♦❢ C✱ ✐✳❡✳ ❛ d✲✉♣❧❡ ♦❢ ❞✐st✐♥❝t s♠♦♦t❤ ♣♦✐♥ts❀ t❤✐s ♣r♦♣❡rt② ✇✐❧❧ t❤❡♥
❤♦❧❞ ✐♥ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ ♦❢ [f ]✳ ❚❤✐s ❣✐✈❡s ❛ ♠♦r♣❤✐s♠ ❢r♦♠ ❛♥ ét❛❧❡ ❝❤❛rt U
♦❢ M1(P

r, d) t♦ ❛♥ ét❛❧❡ ❝❤❛rt V ♦❢ Mdiv
1 . ❲❡ ♠❛② ❛ss✉♠❡ t❤❛t V ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞

✐♥ t❤❡ ❧♦❝✉s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞✐✈✐s♦r ❝♦♥s✐sts ♦❢ d ❞✐st✐♥❝t s♠♦♦t❤ ♣♦✐♥ts❀ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t
s✉❝❤ ❧♦❝✉s ✐s s♠♦♦t❤ ♦✈❡r M1✳ ❆ ♠❛♣ t♦ P

r s❤❛❧❧ ♥♦✇ ❜❡ t❤♦✉❣❤t ♦❢ ❛s ❛ ❝✉r✈❡✲
❞✐✈✐s♦r ♣❛✐r (C,D) t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ r s❡❝t✐♦♥s ♦❢ OC(D)❀ t❤❡ ♠❛♣ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s
[1 : u1 : . . . : ur]✱ ✇❤❡r❡ 1 ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❣✐✈❡♥ s❡❝t✐♦♥ ♦❢ OC → OC(D)✳
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❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ét❛❧❡ ❧♦❝❛❧❧② ♦♥ M1(P
r, d)✱ ✇❡ ♠❛② ♣✐❝❦ ❡①tr❛ s❡❝t✐♦♥s A ❛♥❞ B

♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❝✉r✈❡ C → M1(P
r, d) s✉❝❤ t❤❛t✿

✭✶✮ t❤❡② ♣❛ss t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦r❡❀
✭✷✮ t❤❡② ❛r❡ ❞✐st✐♥❝t s♠♦♦t❤ ♣♦✐♥ts ❞✐s❥♦✐♥t ❢r♦♠ t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ D✳

◆♦✇ π∗OC (D + A) ✐s ❛ ✈❡❝t♦r ❜✉♥❞❧❡ ♦♥ V ❛♥❞ π∗OC (D) ✐s ❝❛r✈❡❞ ✐♥s✐❞❡ ✐t ❜②
t❤❡ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♦❢ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♠❛♣ π∗OC (D +A) → π∗OC (D +A)|A✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳ ✭✶✮ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ❧♦❝❛❧❧② ❝❧♦s❡❞ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ♦❢ ❛♥ ét❛❧❡ ❝❤❛rt ♦❢

M1(P
r, d) ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✈❡❝t♦r ❜✉♥❞❧❡ V := Spec

V
(π∗OC (D +A)⊕r)✿

M1(P
r, d) U V

Mdiv
1 V

ét

ét

◆♦t✐❝❡ t❤❛t V ✐s s♠♦♦t❤ s✐♥❝❡ V ✐s✳
✭✷✮ ❆ss✉♠❡ ❢✉rt❤❡r♠♦r❡ t❤❛t V ✐s ❛✣♥❡❀ ♦♥ V ✇❡ t❤❡♥ ❤❛✈❡✿

π∗OC (D +A) ∼= π∗OC (D +A − B)⊕ π∗OC (D +A)|B

❛♥❞ r❡str✐❝t✐♥❣ t♦ A ✐s ③❡r♦ ♦♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❢❛❝t♦r✳
✭✸✮ ❈❛❧❧ ϕ : π∗OC (D+A−B) → π∗OC (D+A)|A t❤❡ ♠❛♣ ✐♥❞✉❝❡❞ ♦♥ t❤❡ ✜rst

❢❛❝t♦r ❜② r❡str✐❝t✐♥❣ t♦ A✳ ▲♦❝❛❧❧② ♦♥ V ✱ π∗OC (D + A − B) ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❛

s✉♠ ♦❢ ❧✐♥❡ ❜✉♥❞❧❡s✿ ❧❡t D =
∑d

i=1 δi✱ t❤❡♥

ϕ = ⊕ϕi : ⊕d
i=1 π∗OC (δi +A − B) → π∗OC (D +A)|A.

❆❢t❡r ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛ tr✐✈✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡ ❜✉♥❞❧❡s ❛❜♦✈❡✱ ϕi : OV → OV

✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜② ∏

q∈[A,δi]

ζq,

✇❤❡r❡ ζq ✐s t❤❡ s♠♦♦t❤✐♥❣ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♦♥ M1 ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥♦❞❡ q✱ ❛♥❞
[A, δi] ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s❡t ♦❢ ♥♦❞❡s s❡♣❛r❛t✐♥❣ A ✭t❤❡ ❝♦r❡✮ ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦✐♥t δi✳

❲❡ ♠❛② ♥♦✇ ❝❤♦♦s❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s (wji )
j=1,...,r
i,...,d ♦♥ t❤❡ ✜❜❡r ♦❢ V → V ❝♦♠♣❛t✲

✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❜❛s✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷ ✳✭✸✮ s✉❝❤ t❤❛t U ✐s ❛♥ ♦♣❡♥ ✐♥s✐❞❡{
F 1 = . . . = F r = 0

}
⊆ V ✱ ✇❤❡r❡✿

F j =
d∑

i=1


 ∏

q∈[A,δi]

ζq


wji .

❲❡ r❡❢❡r t❤❡ r❡❛❞❡r t♦ ❬❍▲✶✵✱ ▲❡♠♠❛ ✹✳✶✵✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✸❪ ❢♦r t❤❡ ❞❡t❛✐❧s❀ ✇❡ ❛r❡

❣♦✐♥❣ t♦ r❡✈✐❡✇ t❤❡ ❦❡② ✐❞❡❛s ✐♥ ➓✺✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ ✜♥❞ ❧♦❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r M
(1)
1 (Pr, d)✳

❲❡ ✐♥❝❧✉❞❡ ❤❡r❡ ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶ ✳✭✷✮ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❍✉✲▲✐✬s ❡q✉❛t✐♦♥s✳
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Pr♦♦❢✳ ▲❡t ✉s st❛rt ✇✐t❤ t❤❡ ❡❛s✐❡st ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ s✐t✉❛t✐♦♥✿ ❛ ❝♦♥tr❛❝t❡❞ ❡❧❧✐♣t✐❝
❝✉r✈❡ ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ ❛ P

1 ♦❢ ❞❡❣r❡❡ d ❛t ❛ s✐♥❣❧❡ ♥♦❞❡ q✳ ❊q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♠♦❞✉❧✐
s♣❛❝❡ ♦❢ ♠❛♣s ❛r♦✉♥❞ s✉❝❤ ❛ ♣♦✐♥t ❧♦♦❦ ❧✐❦❡✿

ζq

d∑

i=1

wji = 0, ❢♦r j = 1, . . . , r.

❖✉r ♣♦✐♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ s♠♦♦t❤❛❜❧❡ ♠❛♣ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛❞♠✐t
❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ζq 6= 0✱ t❤❛t ✐s

∑d
i=1w

j
i = 0 ❢♦r ❡✈❡r② j✳ ❚❛❦✐♥❣ ❛ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ z

♦♥ P
1 ❝❡♥tr❡❞ ❛t t❤❡ ♥♦❞❡ q✱ t❤❡ i✲t❤ ❜❛s✐s ✈❡❝t♦r ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧

✈❛♥✐s❤✐♥❣ ❛t q ❛♥❞ ❛t δl, ∀l 6= i✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s✿

ei(z) = z
∏

l 6=i

(z − δl)

−δl
,

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ ❛ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥✳ ❙♦ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ r❛t✐♦✲
♥❛❧ t❛✐❧ ♦❢ t❤❡ ♠❛♣ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s (wji )

j=1,...,r
i=1,...,d ❝❛♥ ❜❡

✇r✐tt❡♥ ❛s✿

[1 :

d∑

i=1

w1
i ei(z) : . . . :

d∑

i=1

wri ei(z)].

❉✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ z ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ t❛♥❣❡♥t ✈❡❝t♦r ❛t q
✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❛✣♥❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛r♦✉♥❞ f(E) ❜②✿

(

d∑

i=1

w1
i , . . . ,

d∑

i=1

wri ).

❍❡♥❝❡ s♠♦♦t❤❛❜✐❧✐t② ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ t❛♥❣❡♥t ✈❡❝t♦r ❜❡✐♥❣ ③❡r♦✳
▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ✇❡ ♠❛② ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❞✉❛❧ ❣r❛♣❤ ✐s t❡r♠✐♥❛❧❧② ✇❡✐❣❤t❡❞

❬❍▲✶✵✱ ➓✸✳✶❪✳ ❆ss✉♠❡ t❤❡r❡ ❛r❡ k r❛t✐♦♥❛❧ t❛✐❧s ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ ✇❡✐❣❤t Rh, h = 1, . . . , k✳
❉❡♥♦t❡ ❜② D(h) t❤❡ s❡t ♦❢ ✐♥❞✐❝❡s i s✉❝❤ t❤❛t δi ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ Rh✱ ❛♥❞ ❜② E(h)
t❤❡ s❡t ♦❢ ♥♦❞❡s s❡♣❛r❛t✐♥❣ t❤❡ ❝♦r❡ ❢r♦♠ Rh✳ ❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐❧❧ t❤❡♥ t❛❦❡ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✿

k∑

h=1


 ∏

q∈E(h)

ζq




 ∑

i∈D(h)

wji


 = 0, j = 1, . . . , r,

✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❛ss❡♠❜❧❡❞ ✐♥ ♠❛tr✐① ❢♦r♠ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

W · ζ :=


 ∑

i∈D(h)

wji



j,h

·


 ∏

q∈E(h)

ζq



h

= 0.

❲❡ s❡❡ t❤❛t s♠♦♦t❤❛❜✐❧✐t② ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r♦✇s ♦❢
t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♠❛tr✐① W ✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ ❝❤♦♦s❡ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ zh
❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♥♦❞❡ qh ♦♥ Rh ❛♥❞ ✇r✐t❡ t❤❡ ♠❛♣ ❛s✿

[1 : p1h(zh) : . . . : p
r
h(zh)],
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✇❤❡r❡✿

pjh(zh) =
∑

i∈D(h)

wji e
h
i (zh) ❛♥❞ ehi (zh) = zh

∏

l∈D(h)\{i}

(zh − δl)

−δl
.

❚❤❡ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡ ✐s ❝♦♥tr❛❝t❡❞ t♦ t❤❡ ♣♦✐♥t [1 : 0 : . . . : 0] ❛♥❞ t❤❡ t❛♥❣❡♥t ✈❡❝t♦r
t♦ Rh ❛t qh ✐s ♠❛♣♣❡❞ t♦ t❤❡ h✲t❤ r♦✇ ♦❢ W ✭✐♥ ❛✣♥❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛r♦✉♥❞ f(E)✮✳
❆❣❛✐♥ ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ♠❛♣ ✐s s♠♦♦t❤❛❜❧❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ t❛♥❣❡♥t
✈❡❝t♦rs t♦ t❤❡ r❛t✐♦♥❛❧ t❛✐❧s ❛t t❤❡ ♥♦❞❡s ❛r❡ ❧✐♥❡❛r❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✐♥ Tf(E)P

r✳ �

✷✳✷✳ ❙♠②t❤✲❱✐s❝❛r❞✐✬s ❝♦♠♣❛❝t✐✜❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♠♦❞✉❧✐ s♣❛❝❡s ♦❢m✲st❛❜❧❡ ♠❛♣s
❣✐✈❡ ❛❧t❡r♥❛t❡ ❝♦♠♣❛❝t✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ M1,n(X, β)✱ ♣❛r❛♠❡tr✐s✐♥❣ ♠❛♣s ❢r♦♠ s♠♦♦t❤
❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✳ ▲❡t C ❜❡ ❛ ❝♦♥♥❡❝t❡❞✱ r❡❞✉❝❡❞✱ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ❝✉r✈❡ ♦❢ ❛r✐t❤♠❡t✐❝
❣❡♥✉s 1 ♦✈❡r k✱ ❛♥❞ ❧❡t p1, . . . , pn ∈ C ❜❡ s♠♦♦t❤✱ ❞✐st✐♥❝t ♣♦✐♥ts✳ ❆ ♠❛♣ f : C →
X ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ m✲st❛❜❧❡ ✐❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❤♦❧❞✿

✭✶✮ C ❤❛s ♦♥❧② ♥♦❞❡s ❛♥❞ ❡❧❧✐♣t✐❝ l✲❢♦❧❞ ♣♦✐♥ts✱ l ≤ m✱ ❛s s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s✳
✭✷✮ ❋♦r ❛♥② s✉❜❝✉r✈❡ E ⊂ C ♦❢ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ❣❡♥✉s 1 ♦♥ ✇❤✐❝❤ f ✐s ❝♦♥st❛♥t✱

∣∣∣
{
E ∩ C \ E

}
∪ {i : pi ∈ E}

∣∣∣ > m.

✭✸✮ f ❤❛s ♥♦ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠s✳

❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ❛ k✲r❛t✐♦♥❛❧ p ∈ C ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛♥ ❡❧❧✐♣t✐❝ m✲❢♦❧❞ ♣♦✐♥t ✐❢✿

ÔC,p
∼=





k[[x, y]]/(y2 − x3) m = 1

k[[x, y]]/(x(x− y2)) m = 2

k[[x, y]]/(xy(x− y)) m = 3

k[[x1, . . . , xm−1]]/Im m ≥ 4

✇❤❡r❡ Im = (xhxi − xhxj : i, j, h ∈ {1, . . . ,m− 1}) ❛♥❞ i, j, h ❛r❡ ❞✐st✐♥❝t✳
❱✐s❝❛r❞✐✬s ♠❛✐♥ r❡s✉❧t ❬❱✐s✶✷✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✻❪ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✹✳ ❚❤❡ ♠♦❞✉❧✐ ❢✉♥❝t♦r ♦❢ m✲st❛❜❧❡ ♠❛♣s M
(m)
1,n (X, β) ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞

❜② ❛ ♣r♦♣❡r ❉❡❧✐❣♥❡✲▼✉♠❢♦r❞ st❛❝❦ ♦❢ ✜♥✐t❡ t②♣❡ ♦✈❡r k✳

❘❡♠❛r❦ ✷✳✺✳ ❚❤❡ ❇❡❤r❡♥❞✲❋❛♥t❡❝❤✐ ♦❜str✉❝t✐♦♥ t❤❡♦r② R• π̂∗f̂
∗TX ❢♦r s♣❛❝❡s

♦❢ ♠♦r♣❤✐s♠s ❡♥❞♦✇s M
(m)
1,n (X, β) ✇✐t❤ ❛ ♣❡r❢❡❝t ♦❜str✉❝t✐♦♥ t❤❡♦r② r❡❧❛t✐✈❡ t♦

M1,n(m)✳ ❚❤❡ ❜❛s❡ ✐s ❛♥ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ❆rt✐♥ st❛❝❦ ❢♦r ❡✈❡r② m ❛♥❞ ❡✈❡♥ ❛ s♠♦♦t❤

st❛❝❦ ❢♦r m ≤ 4✳ ❲❡ t❤✉s ❤❛✈❡ ❛ ✈✐rt✉❛❧ ❝❧❛ss ✭❬❇❋✾✼❪✱ ❬▲❚✾✽❪✮ ♦♥ M
(m)
1,n (X,β)

❛♥❞ m✲st❛❜❧❡ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✉s✉❛❧ ✇❛②✳

❚❤❡ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ❱✐s❝❛r❞✐✬s ♠♦❞✉❧✐ s♣❛❝❡ M
(m)
1,n (P

r, d) ❛r❡ ❛❧s♦
✇❡❧❧ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❬❱✐s✶✷✱ ❚❤♠✳ ✺✳✾❪❀ ✐♥❞❡❡❞ t❤❡② ❤❛✈❡ ❛ s✐♠✐❧❛r ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ t♦ t❤❡
♦♥❡s ♦❢ ❑♦♥ts❡✈✐❝❤✬s s♣❛❝❡✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ m✲st❛❜❧❡ ❝♦♠♣❛❝t✐✜❝❛t✐♦♥
✐s t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❞r♦♣s ❛s m ✐♥❝r❡❛s❡s✳
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■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ s♣❛❝❡ M
(1)
1 (Pr, d) ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥s ❤❛s

♥♦t ❣♦t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♠♣♦♥❡♥t D1✳

✷✳✸✳ ❆♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❛t✐♦♥ ♦❢ s♠♦♦t❤❛❜✐❧✐t② ✈✐❛ ❣❡♥✉s ✶ s✐♥✲

❣✉❧❛r✐t✐❡s✳ ■♥s♣✐r❡❞ ❜② ❱✐s❝❛r❞✐✬s ❛❧t❡r♥❛t❡ ❝♦♠♣❛❝t✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛♥♦t❤❡r
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ s♠♦♦t❤❛❜❧❡ ♠❛♣s ✐♥ ❣❡♥✉s 1.

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✻✳ ▲❡t [f : C → P
r] ❜❡ ❛ st❛❜❧❡ ♠❛♣ ❢r♦♠ ❛ ❣❡♥✉s 1 ❝✉r✈❡ C =

Ep⊔q

⊔m
i=1Ri✱ ✇❤❡r❡ E ✐s t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❣❡♥✉s 1 s✉❜❝✉r✈❡ ❝♦♥tr❛❝t❡❞ ❜② f ✱ ❛♥❞ t❤❡

Ri ❛r❡ r❛t✐♦♥❛❧ t❛✐❧s ♦♥ ✇❤✐❝❤ f ❤❛s ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡❣r❡❡✳
❚❤❡♥ f ✐s s♠♦♦t❤❛❜❧❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ✐t ❢❛❝t♦rs t❤r♦✉❣❤ ❛ ❝✉r✈❡ ✇✐t❤ ❛ ❣❡♥✉s

1 s✐♥❣✉❧❛r✐t② f : C
φ
−→ Ĉ

f̂
−→ P

r✱ s✉❝❤ t❤❛t φ ❝♦♥tr❛❝ts Exc(f) := {D ⊂ C :
f∗OPr(1)|D ≃ OD} ❛♥❞ ✐s ❛♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ♦✉ts✐❞❡ ✐t✳

▲❡♠♠❛ ✷✳✼✳ ❬❙♠②✶✸✱ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆❪ ❚❤❡ ❈♦❤❡♥✲▼❛❝❛✉❧❛② ❣❡♥✉s 1 s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s
✇✐t❤ m ❜r❛♥❝❤❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❣❧✉✐♥❣ ❛ ❣❡♥✉s 0 s✐♥❣✉❧❛r✐t② ✇✐t❤ k ❜r❛♥❝❤❡s
t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛ (m − k)✲❡❧❧✐♣t✐❝ ❢♦❧❞✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t k ♠❛② ❜❡ 0 ✭✐✳❡✳ ❛ ♣♦✐♥t✮ ♦r 1
✭✐✳❡✳ ❛ s♠♦♦t❤ r❛t✐♦♥❛❧ ❝✉r✈❡✮✳

▲❡♠♠❛ ✷✳✽✳ ❊✈❡r② ❣❡♥✉s 1 s✐♥❣✉❧❛r✐t② ✐s s♠♦♦t❤❛❜❧❡✳

Pr♦♦❢✳ ❲❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❝♦♥str✉❝t ❛ ✭s❡♠✐✮st❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ t♦ t❤❡
❣✐✈❡♥ s✐♥❣✉❧❛r✐t②✳ ❆ss✉♠❡ ✇❡ st❛rt ✇✐t❤ ❛ (k,m − k)✲s✐♥❣✉❧❛r✐t② Ĉ✳ P✐❝❦ ❛♥②
m✲♣♦✐♥t❡❞ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡ (E, q1, . . . , qm) ❛♥❞ ❣❧✉❡ E ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♠❛r❦✐♥❣s ✇✐t❤ m
❝♦♣✐❡s ♦❢ P1 ❛t t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♣♦✐♥ts 0❀ ❝❛❧❧ t❤❡ r❛t✐♦♥❛❧ t❛✐❧s R1, . . . , Rm✳ ■t
✐s ✉s❡❢✉❧ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❝✉r✈❡ C ❛s ❛ ♣♦✐♥t ♦❢ M1,2m ✇✐t❤ ♠❛r❦✐♥❣s
♦♥ t❤❡ r❛t✐♦♥❛❧ t❛✐❧s ❣✐✈❡♥ ❜② 1 ❛♥❞ ∞✳ ❲❡ ♥♦✇ ❝❤♦♦s❡ ❛ s♠♦♦t❤✐♥❣ C∆ ♦❢ C
♦✈❡r ❛ ❉❱❘ s❝❤❡♠❡ ∆✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ t♦t❛❧ s♣❛❝❡ C∆ ❤❛s ❛♥ A1✲s✐♥❣✉❧❛r✐t② ❛t t❤❡
♥♦❞❡s q1, . . . , qk ❛♥❞ ✐s r❡❣✉❧❛r ❡✈❡r②✇❤❡r❡ ❡❧s❡❀ ❢✉rt❤❡r♠♦r❡ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ♠❛r❦✐♥❣s
t♦ ❣❡t ❛ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❈❛rt✐❡r ❞✐✈✐s♦r Σ✳ ❘❡s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛
✜❜❡r❡❞ s✉r❢❛❝❡ πss : C ss

∆ → ∆ s✉❝❤ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ✜❜❡r t❤❡ str✐❝t tr❛♥s❢♦r♠s
R̃1, . . . , R̃k ❛r❡ ❛t ❞✐st❛♥❝❡ 1 ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦r❡ E✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦t❤❡r r❛t✐♦♥❛❧ t❛✐❧s ❛r❡
❛❞❥❛❝❡♥t t♦ ✐t✳ ❈❛❧❧ F1, . . . , Fk t❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥❛❧ ❞✐✈✐s♦rs ♦❢ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ❆s ✐♥
❬❙♠②✶✶❛✱ ▲❡♠♠❛ ✷✳✶✷❪ ✇❡ ♠❛② ❝♦♥tr❛❝t E✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❜✈✐♦✉s❧② ❜❛❧❛♥❝❡❞✱ ❜② ♠❡❛♥s
♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡ ❜✉♥❞❧❡✿

L1 := ωπss(E +Σ),

✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ✐♥ C∆ ✇✐t❤ ❛♥ m✲❡❧❧✐♣t✐❝ s✐♥❣✉❧❛r✐t② ✐♥ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ✜❜❡r✱ k ♦❢ ✇❤♦s❡
❜r❛♥❝❤❡s ❛r❡ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ♦❢ F1, . . . , Fk ❛♥❞ ❛r❡ t❤✉s ✉♥♠❛r❦❡❞✳ ❲❡ ♠❛② ✜♥❛❧❧②
♣❡r❢♦r♠ ❛ s❡❝♦♥❞ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡ ❜✉♥❞❧❡ L2 := O

C∆
(Σ)❀ ❧❡t Ĉ∆

❞❡♥♦t❡ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❝✉r✈❡s✱ ✇✐t❤ s✐♥❣✉❧❛r✐t② q̂✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t L2 s❛t✐s✜❡s
❝♦❤♦♠♦❧♦❣② ❛♥❞ ❜❛s❡✲❝❤❛♥❣❡✱ ❤❡♥❝❡ ✇❡ ♠❛② s✐♠♣❧② ❝❤❡❝❦ ♦♥ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ✜❜❡r
❜♦t❤ ✐ts r❡❧❛t✐✈❡ s❡♠✐✲❛♠♣❧❡♥❡ss ❛♥❞ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ✐ts s❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ s❡❝t✐♦♥s
✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥st❛♥t ❛❧♦♥❣ F 1, . . . , F k✱ s♦ t❤❡ ❧✐♥❡❛r r❡❧❛t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ t❤❡✐r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s
❛t t❤❡ ❙♠②t❤✬s s✐♥❣✉❧❛r✐t② ✇✐❧❧ ♦♥❧② ✐♠♣❧② t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t❛♥❣❡♥t
✈❡❝t♦rs ♦❢ R̂k+1, . . . , R̂m ❛t q̂❀ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ s❡❝t✐♦♥s ♦❢ L2 ❛❧♦♥❣ R1, . . . , Rk
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❛r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡② ❡♠❜❡❞ t❤❡s❡ P
1✳ ❲❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t t❤❡

❝❡♥tr❛❧ ✜❜❡r ♦❢ Ĉ∆ ❤❛s ❛ (k,m− k)✲s✐♥❣✉❧❛r✐t②✳ �

Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✻✳ ❚❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t t❤❛t ✐❢ f ✐s s♠♦♦t❤❛❜❧❡ t❤❡♥ ✐t ❤❛s t♦
❢❛❝t♦r t❤r♦✉❣❤ ❛ ❣❡♥✉s 1 s✐♥❣✉❧❛r✐t② ✇❛s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❣✐✈❡♥ ❜② ❱❛❦✐❧ ✐♥ ❬❱❛❦✵✵✱
▲❡♠♠❛ ✺✳✾❪✳ ❲❡ r❡✈✐❡✇ ✐t ❤❡r❡ ✐♥ s♦♠❡ ❞❡t❛✐❧✳

P✐❝❦ ❛ s♠♦♦t❤✐♥❣ F : C∆ → P
r ♦❢ f = F0✳ ❆❢t❡r ❜❛s❡✲❝❤❛♥❣❡ ✇❡ ♠❛② ❛ss✉♠❡

t❤❛t ∆ ✐s t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❉❱❘✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡ ❜✉♥❞❧❡ L := F ∗OPr(1) ✐s
tr✐✈✐❛❧ ♦♥ ❡✈❡r② ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ✜❜❡r ❝♦♥tr❛❝t❡❞ ❜② f ✳ ❙✐♥❝❡
❡✈❡r② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ Exc(L ) = {D ⊂ C : L |D ≃ OD} ❤❛s ❛r✐t❤♠❡t✐❝
❣❡♥✉s 0 ♦r 1✱ ✇❡ ♠❛② ✉s❡ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ✐♥ ❬❙♠②✶✶❛✱ ▲❡♠♠❛ ✷✳✶✷❪ t♦ s❤♦✇ t❤❛t
L ✐s π∆✲s❡♠✐✲❛♠♣❧❡✳ ❲❡ t❤✉s ❣❡t ❛ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ φ : C∆ → C∆ ❛♥❞ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t F

❢❛❝t♦rs t❤r♦✉❣❤ φ ❜② t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ C∆ = Proj
∆

(⊕
n≥0 π∆,∗L

⊗n
)
✳ ❇❡✐♥❣

❛ s♠♦♦t❤✐♥❣ ♦❢ ❛ r❡❞✉❝❡❞ ❝✉r✈❡✱ C∆ ✐s ♥♦r♠❛❧✱ t❤✉s φ ❢❛❝t♦rs t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♥♦r✲
♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ν : Ĉ∆ → C∆✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ✜♥✐t❡ ♠❛♣ ❜② ❬▲✐✉✵✷✱ ➓✽✳✷❪✳ ■t ✐s ♥♦✇ ❝❧❡❛r
t❤❛t Ĉ∆ → ∆ ✐s ❛ ✢❛t ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❣❡♥✉s 1 ❝✉r✈❡s ✇✐t❤ r❡❞✉❝❡❞ ✜❜❡rs✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛♣
F ◦ ν ❤❛s ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡❣r❡❡ ♦♥ ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ Ĉ0✳

❱✐❝❡✈❡rs❛ ❧❡t ✉s s✉♣♣♦s❡ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥✿

C P
r

Ĉ

f

φ f̂

s✉❝❤ t❤❛t φ ❝♦♥tr❛❝ts Exc(f) ❛♥❞ ✐s ❛♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ❡✈❡r②✇❤❡r❡ ❡❧s❡✳ ❲❡ s❤❛❧❧
❜❡❧♦✇ ♠❛❦❡ t❤❡ ♣♦✐♥t t❤❛t f ✐s s♠♦♦t❤❛❜❧❡ ❛s s♦♦♥ ❛s ✐t ✐s ♥♦t ❝♦♥st❛♥t ♦♥ t❤❡
❝♦r❡ ✭❝♦♠♣❛r❡ ❛❧s♦ ✇✐t❤ ❬❘❙P❲✶✾✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✺✳✶❪✮✱ s♦ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦
✉s❡ ❢♦r φ✳ ❖t❤❡r✇✐s❡ φ ❝♦♥tr❛❝ts ❛t ❧❡❛st t❤❡ ❝♦r❡✱ ❛♥❞ Ĉ ❤❛s ❛ ❣❡♥✉s 1 s✐♥❣✉❧❛r✐t②
❛t ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♣♦✐♥t q✳ ❲❡ ✜rst s❤♦✇ t❤❛t✿

❈❧❛✐♠ ✶✳ ❯♥❞❡r t❤❡s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ ✇❡ ❝❛♥ ♣r♦❞✉❝❡ s♠♦♦t❤✐♥❣s C∆ ♦❢ C ❛♥❞ Ĉ∆

♦❢ Ĉ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ♠❛♣ φ∆ ❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ❣✐✈❡♥ φ✳

❆ st❛t❡♠❡♥t ♦❢ t❤✐s ❦✐♥❞ ✐s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❢❛r ❢r♦♠ tr✉❡✱ s❡❡ ❘❡♠❛r❦ ✷✳✾ ❜❡❧♦✇✳ ❚❤❡
♣r♦♦❢ ♦❢ t❤✐s ❝❧❛✐♠ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ❧✐♥❡s ♦❢ t❤❡ t✇♦✲st❡♣ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡
♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✷✳✽✳ ■t ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ t♦ tr❡❛t C ❛s ❛ st❛❜❧❡ ❝✉r✈❡ ♠❛r❦❡❞ ✇✐t❤
f−1(Q) ❢♦r ❛ ❣❡♥❡r✐❝ q✉❛❞r✐❝ Q ⊆ P

r✳

Pr♦♦❢✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t Ĉ ❤❛s ❛ (k,m−k)✲s✐♥❣✉❧❛r✐t② ❛t q❀ ❞❡♥♦t❡ ❜② E := φ−1(q) ⊂
C✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❣❡♥✉s 1 ✉♥♠❛r❦❡❞ ✭✐✳❡✳ ❝♦♥tr❛❝t❡❞ ❜② f✮ ❝♦♥♥❡❝t❡❞
s✉❜❝✉r✈❡ ♦❢ C✳ ❇② ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ C ❛❞❥❛❝❡♥t t♦ E ❛r❡ ♠❛r❦❡❞
✭✐✳❡✳ ♥♦t ❝♦♥tr❛❝t❡❞ ❜② f✮✱ ❛♥❞ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ✐♥t♦ R1, . . . , Rk ♠❛♣♣✐♥❣
t♦ t❤❡ ❣❡♥✉s 0 ♣❛rt ♦❢ t❤❡ (k,m−k)✲s✐♥❣✉❧❛r✐t②✱ ❛♥❞ Rk+1, . . . , Rm ♣❛r❛♠❡tr✐s✐♥❣
t❤❡ ❜r❛♥❝❤❡s ♦❢ t❤❡ (m − k)✲❡❧❧✐♣t✐❝ ❢♦❧❞✳ ▲❡t li ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ Ri ❢r♦♠
t❤❡ ❝♦r❡ Z✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛r❦❡❞ ❞✉❛❧ ❣r❛♣❤✳ ▲❡t l =
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max{lk+1, . . . , lm} ❛♥❞ L = max{l1, . . . , lm}✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ s♠♦♦t❤✐♥❣ C∆ ♦❢ C ✇✐t❤
❛♥ Al−li s✐♥❣✉❧❛r✐t② ❛t Ri ∩ E ❢♦r i = k + 1, . . . ,m✱ ❛♥❞ ❛♥ AL−li+1✲s✐♥❣✉❧❛r✐t②
❛t Ri ∩ E ❢♦r i = 1, . . . , k✳ ❊①t❡♥❞ t❤❡ ♠❛r❦✐♥❣s f−1(Q) t♦ ❛ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❈❛rt✐❡r
❞✐✈✐s♦r Σ✳ ▲❡t C ss

∆ ❜❡ t❤❡ s❡♠✐st❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ r❡❣✉❧❛r t♦t❛❧ s♣❛❝❡❀ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t
✐♥ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ✜❜❡r t❤❡ str✐❝t tr❛♥s❢♦r♠s ♦❢ Rk+1, . . . , Rm ❛r❡ ❛t ❞✐st❛♥❝❡ l ❢r♦♠
t❤❡ ❝♦r❡✱ ✇❤✐❧❡ ❛❧❧ ♦t❤❡r ♠❛r❦❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ❢✉rt❤❡r ❛♣❛rt✳ ▲❡t Ebal ❜❡ t❤❡
♠❛①✐♠❛❧ ✉♥♠❛r❦❡❞ ❜❛❧❛♥❝❡❞ s✉❜❝✉r✈❡ ✐♥s✐❞❡ C ss

0 ✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
❛t ❞✐st❛♥❝❡ ❧❡ss t❤❛♥ l ❢r♦♠ Z✳ ❲❡ ♠❛② ♥♦✇ ✉s❡ ❙♠②t❤✬s ❧✐♥❡ ❜✉♥❞❧❡✿

L1 = ωC ss
∆ /∆


 ∑

F⊆Ebal

(l + 1− l(F,Z))F


⊗ OC ss

∆
(Σ),

t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ Ebal✱ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛ ❢❛♠✐❧② C∆ → ∆ ✇❤♦s❡ ❝❡♥tr❛❧
✜❜❡r ❤❛s ❛♥ m✲❡❧❧✐♣t✐❝ ❢♦❧❞ ♣♦✐♥t✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ✐s ♦t❤❡r✇✐s❡ ❛♥
✐s♦♠♦r♣❤✐s♠✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❆s ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✷✳✽ ✇❡ ♠❛② t❤❡♥
♣❡r❢♦r♠ ❛ s❡❝♦♥❞ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡ ❜✉♥❞❧❡ L2 := O

C∆
(Σ)❀ ✇❡ ❞❡♥♦t❡

❜② Ĉ∆ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❝✉r✈❡s✳ ■t ♠❛② ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ✜❜❡r Ĉ0 ✐s
✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ Ĉ✱ ❛♥❞ s♦ ✐s t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ✉♣ t♦ ❛♥ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠ ♦❢
C✳ �

▲❡t L̂ ❜❡ ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ L̂ := f̂∗OPr(1) ♦♥ Ĉ ✱ ✇❤✐❝❤ ❡①✐sts ❜❡❝❛✉s❡ ❞❡❢♦r♠✐♥❣
❧✐♥❡ ❜✉♥❞❧❡s ♦♥ ❝✉r✈❡s ✐s ✉♥♦❜str✉❝t❡❞✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①t❡♥❞ f̂ t♦ F̂ : Ĉ∆ → P

r ❛❧❧
✇❡ ❤❛✈❡ t♦ s❤♦✇ ✐s t❤❛t t❤❡ r + 1 s❡❝t✐♦♥s ŝ0, . . . , ŝr+1 r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ♠❛♣ f̂

❡①t❡♥❞ t♦ s❡❝t✐♦♥s ♦❢ L̂ . ❚❤✉s ✐t ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦ ✈❡r✐❢② t❤❛t H1(Ĉ, L̂) = 0 ❬❲❛♥✶✷❪✳
❖♥❝❡ t❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ✇❡ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ s♠♦♦t❤✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠❛♣ ❜②

♣r❡❝♦♠♣♦s✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ F : C∆
φ
−→ Ĉ∆

F̂
−→ P

r✳
❙✐♥❝❡ ❛❧❧ t❤❡ ❝✉r✈❡s ✇❡ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛r❡ ❈♦❤❡♥✲▼❛❝✉❧❛②✱ t❤❡② ❤❛✈❡ ❛ ❞✉❛❧✲

✐s✐♥❣ s❤❡❛❢ ω
Ĉ
s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛♥② ❧✐♥❡ ❜✉♥❞❧❡ L̂✿

H1(Ĉ, L̂) = (H0(Ĉ, L̂−1 ⊗ ω
Ĉ
))∨.

■t ✐s ❦♥♦✇♥ ❬❙❡r✵✵✱ ■❱✱ ➓ ✸❪ t❤❛t ω
Ĉ
❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s t❤❡ s✉❜s❤❡❛❢ ♦❢ ν∗ωC ⊗

K(C) ✭✇❤❡r❡ ν : C̄ → Ĉ ✐s t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥✮ s❛t✐s❢②✐♥❣✿ ❢♦r ❡✈❡r② ♦♣❡♥ U ⊆ Ĉ ❛
r❛t✐♦♥❛❧ 1✲❢♦r♠ ω ∈ ν∗

(
ωC ⊗K(C)

)
(U) ✐s ❛ s❡❝t✐♦♥ ♦❢ ω

Ĉ
(U) ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢✿

∑

q∈ν−1(0)

Res(ν∗(f)ω) = 0 ∀f ∈ O
Ĉ
(U)

❋r♦♠ t❤✐s ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐t ✐s ♣❛t❡♥t t❤❛t t❤❡ ♣✉❧❧❜❛❝❦ ♦❢ ω
Ĉ
t♦ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥

r❡str✐❝ts t♦ ❛ ❧✐♥❡ ❜✉♥❞❧❡ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ −1 ♦r 0 ♦♥ ❡✈❡r② ❜r❛♥❝❤✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✐t ❜❡✐♥❣
♦♥❡ ♦❢ t❤❡ k ♦r m− k ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❍❡♥❝❡ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥
❡①❛❝t s❡q✉❡♥❝❡ ❛♥❞ ❙❡rr❡ ❞✉❛❧✐t② t❤❛t H1(Ĉ, L̂) = 0 ❛s s♦♦♥ ❛s L̂ ❤❛s ♣♦s✐t✐✈❡
❞❡❣r❡❡ ♦♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❜r❛♥❝❤❡s✳ �
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❘❡♠❛r❦ ✷✳✾✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧ ✐t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✜♥❞ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ s♠♦♦t❤✐♥❣s ❛s
❛❜♦✈❡✿ ♣✐❝❦ ❛♥② ❣❡♥✉s 2 ❝✉r✈❡ ✇✐t❤ ❛ r❛t✐♦♥❛❧ t❛✐❧ ❛♥❞ ♠❛♣ ✐t t♦ t❤❡ r❛♠♣❤♦✐❞
❝✉s♣✱ ❛ ♣❧❛♥❛r s✐♥❣✉❧❛r✐t② ✇✐t❤ ❧♦❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ y2 − x5 = 0✳ ❚❤❡♥ ❛ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡
s♠♦♦t❤✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ r❛t✐♦♥❛❧ t❛✐❧ ✐s ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ ❛ ❲❡✐❡rstr❛ss ♣♦✐♥t
♦❢ t❤❡ ❣❡♥✉s 2 ❝✉r✈❡✱ ❛s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ s❡♠✐✲st❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡
r❛♠♣❤♦✐❞ ❝✉s♣✳ ❚❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ ✇❛s ❦✐♥❞❧② s✉❣❣❡st❡❞ t♦ ✉s ❜② Pr♦❢✳ ❉✳■✳ ❙♠②t❤✳

❘❡♠❛r❦ ✷✳✶✵✳ ❆ ✇❛② ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ s♠♦♦t❤✐♥❣✱ ✇♦✉❧❞
❜❡ t♦ ❛♣♣❡❛❧ t♦ ❬❙♠②✶✸✱ ▲❡♠♠❛ ✷✳✾❪ ❛♥❞ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ s♠♦♦t❤❛❜✐❧✐t② ♦❢ f ♦♥❧②
❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ✐ts r❡str✐❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ k r❛t✐♦♥❛❧ t❛✐❧s✱ ♥❛♠❡❧② ✐t ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡
k✲♣♦✐♥t❡❞ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡ t❤❛t f ❝♦♥tr❛❝ts✳

✸✳ ❚❤❡ ♠♦❞✉❧✐ s♣❛❝❡ ♦❢ 1✲st❛❜❧❡ ♠❛♣s ✇✐t❤ p✲❢✐❡❧❞s

❲❡ ❛❞❛♣t ❈❤❛♥❣✲▲✐✬s t❤❡♦r② ♦❢ p✲✜❡❧❞s t♦ ❝✉s♣✐❞❛❧ ♠❛♣s✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ✇♦r❞✲❜②✲
✇♦r❞ r❡♣❡t✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ✐♥ ❬❈▲✶✷❪ ♦♥❝❡ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t t❤❡② ❝❛rr② ♦✈❡r t♦
❢❛♠✐❧✐❡s ♦❢ ❛t ✇♦rst ❝✉s♣✐❞❛❧ ❝✉r✈❡s✳ ❲❡ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ♥♦♥✲❡①♣❡rt r❡❛❞❡r ✇✐t❤ ❛
rés✉♠é ♦❢ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❦❡② ✐❞❡❛s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❬❈▲✶✷❪❀ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❝❛♥ ♦t❤❡r✇✐s❡
❜❡ s❦✐♣♣❡❞✳

✸✳✶✳ ▼♦❞✉❧✐ ♦❢ s❡❝t✐♦♥s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳ ▲❡t B ❜❡ ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ st❛❝❦ ❛♥❞ ❧❡t π : C → B ❜❡ ❛ ✢❛t ♣r♦♣❡r
♠♦r♣❤✐s♠ ♦❢ ✜♥✐t❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❛❜❧❡ ❜② ❛❧❣❡❜r❛✐❝ s♣❛❝❡s✱ ❛♥❞
✇❤♦s❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ✜❜❡rs ❛r❡ r❡❞✉❝❡❞ ❧✳❝✳✐✳ ❝✉r✈❡s✳ ▲❡t Z ❜❡ ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ st❛❝❦✱
r❡♣r❡s❡♥t❛❜❧❡✱ q✉❛s✐✲♣r♦❥❡❝t✐✈❡✱ ❛♥❞ s♠♦♦t❤ ♦✈❡r C ✳ ❚❤❡ ❝♦♥❡ ♦❢ s❡❝t✐♦♥s ♦❢ Z

♦✈❡r C ✐s ❛ B✲st❛❝❦ S ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

S(S → B) = {s❡❝t✐♦♥s ♦❢ ZS → CS} ;

❚❤❡ ❣r♦✉♣♦✐❞ S ✐s ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ st❛❝❦ r❡♣r❡s❡♥t❛❜❧❡ ❛♥❞ q✉❛s✐✲♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ♦✈❡r
B ❬❈▲✶✺✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸❪✳

❚♦ ✜① t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ❧❡t ✉s ❞r❛✇ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐❛❣r❛♠✿

Z

CS C

S B

e

πS π

✇❤❡r❡ e ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧ s❡❝t✐♦♥✳ ▲❡t ✉s s❡❡ s♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✇❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥✳
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❉✐r❡❝t ✐♠❛❣❡ ❝♦♥❡s✳ ❲❤❡♥ Z = Vb(L ) ❢♦r ❛ ❧✐♥❡ ❜✉♥❞❧❡ L ♦♥ C ✱ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝
st❛❝❦ S → B r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s ♦❢ L ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❛s✿

C(π∗L ) := Spec
B
Sym•(R1 π∗L

∨ ⊗ ωπ).

❚❤✐s ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❜❡❝❛✉s❡ R1 π∗L
∨ ⊗ ωπ ❝♦♠♠✉t❡s ✇✐t❤ ♣✉❧❧❜❛❝❦s✱ ❛♥❞ ✐t ❤❛s

t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ♠♦❞✉❧❛r ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❜② ❙❡rr❡ ❞✉❛❧✐t②✳

▼♦❞✉❧✐ ♦❢ st❛❜❧❡ ♠❛♣s ❛♥❞ 1✲st❛❜❧❡ ♠❛♣s✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t P ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧
P✐❝❛r❞ st❛❝❦✳ ▲❡t X ⊆ P

r ❜❡ ❛ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ✈❛r✐❡t② ❛♥❞ ❧❡t ZX ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❛rt❡s✐❛♥ ❞✐❛❣r❛♠ ♦✈❡r CP✿

ZX X × CP

L ⊕r+1 \ 0C P
r × CP

/Gm

�

/Gm

❚❤❡♥ M1(X, β) ✐s t❤❡ ♦♣❡♥ s✉❜st❛❝❦ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧✐ s♣❛❝❡ SX ♦❢ s❡❝t✐♦♥s ♦❢
ZX → CP ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ✇❡ ❤❛✈❡
❛❧r❡❛❞② t❛❦❡♥ ❢♦r X = P

n ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢
t❤❡ ♠♦❞✉❧✐ s♣❛❝❡ ♦❢ ♠❛♣s✳

❆♥❛❧♦❣♦✉s❧② t❤❡ ♠♦❞✉❧✐ s♣❛❝❡ ♦❢ 1✲st❛❜❧❡ ♠❛♣s M
(1)
1 (X, β) ❝❛♥ ❜❡ t❤♦✉❣❤t ♦❢

❛s ❛♥ ♦♣❡♥ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ♠♦❞✉❧✐ s♣❛❝❡ ♦❢ s❡❝t✐♦♥s ♦❢

ẐX = (Vb(L̂ ⊕r+1

P̂
) \ 0

Ĉ
)×Pr X

♦✈❡r Ĉ
P̂
.

▼♦❞✉❧✐ ♦❢ 1✲st❛❜❧❡ ♠❛♣s ✇✐t❤ p✲✜❡❧❞s✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② M̂ t❤❡ ♠♦❞✉❧✐

s♣❛❝❡ ♦❢ 1✲st❛❜❧❡ ♠❛♣s M
(1)
1 (P4, d) ❛♥❞ ❜② P̂

M̂
= L̂

⊗−5

M̂
⊗ ωπ̂

M̂
.

❚❤❡ ♠♦❞✉❧✐ s♣❛❝❡ ♦❢ p✲✜❡❧❞s ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❝♦♥❡ ♦❢ s❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡ ❜✉♥❞❧❡
P̂

M̂
♦✈❡r Ĉ

M̂
✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✳ ❚❤❡ ♠♦❞✉❧✐ s♣❛❝❡ ♦❢ 1✲st❛❜❧❡ ♠❛♣s ✇✐t❤ p✲✜❡❧❞s✿

M
(1)
1 (P4, d)p := C(π̂

M̂,∗(P̂M̂
))

♣❛r❛♠❡tr✐s❡s 1✲st❛❜❧❡ ♠❛♣s✿

ĈS P
4

S

f̂S

π̂S

✇✐t❤ ❛ p✲✜❡❧❞ ψ̂ ∈ H0(ĈS , f̂
∗
SOP4(−5)⊗ ωπ̂S )✳
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❲❡ ✉s❡ t❤❡ ❛❜❜r❡✈✐❛t✐♦♥ P̂ := M
(1)
1 (P4, d)p✳ ❊♠♣❧♦②✐♥❣ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧✐ s♣❛❝❡ ♦❢ 1✲st❛❜❧❡ ♠❛♣s✱ P̂ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ t❤♦✉❣❤t ♦❢ ❛s ❛♥ ♦♣❡♥ ✐♥ t❤❡
♠♦❞✉❧✐ s♣❛❝❡ ♦❢ s❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦r ❜✉♥❞❧❡ Vb(L̂ ⊕5

P̂
⊕ P̂

P̂
).

✸✳✷✳ ❖❜str✉❝t✐♦♥ t❤❡♦r✐❡s✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ ♠♦r♣❤✐s♠ S → B ❛❞♠✐ts ❛
r❡❧❛t✐✈❡ ❞✉❛❧ ♣❡r❢❡❝t ♦❜str✉❝t✐♦♥ t❤❡♦r②✿

φS/B : TS/B → ES/B := R• πS,∗e
∗TZ /C

❋♦r t❤❡ ♣r♦♦❢ s❡❡ ❬❈▲✶✷✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✺❪ ❛♥❞ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t ✐t r❡❧✐❡s ♦♥ ❣❡♥❡r❛❧
♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♦❜str✉❝t✐♦♥ t❤❡♦r✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦t❛♥❣❡♥t ❝♦♠♣❧❡①✱ ❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t
Z → C ✐s s♠♦♦t❤✱ ❜✉t ♥❡✈❡r ♦♥ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ t❤❛t C → B ✐s ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ♥♦❞❛❧
❝✉r✈❡s✳

▲❡t ✉s r❡✈✐❡✇ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡s ❛❜♦✈❡✿

• ❢♦r t❤❡ ❞✐r❡❝t ✐♠❛❣❡ ❝♦♥❡ ♦❢ ❛ ❧✐♥❡ ❜✉♥❞❧❡ L t❤❡ ❞✉❛❧ ♦❜str✉❝t✐♦♥ t❤❡♦r②
✐s EC(π∗L )/B = R• π∗L ❀

• t❤❡ ♠♦❞✉❧✐ s♣❛❝❡ M̂ = M
(1)
1 (P4, d) ❤❛s ❛ ❞✉❛❧ ♦❜str✉❝t✐♦♥ t❤❡♦r② r❡❧❛t✐✈❡

t♦ P̂ ❣✐✈❡♥ ❜② E
M̂/P̂

= R• π̂
M̂,∗(

⊕4
0 L̂

M̂
)❀

• ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ 1✲st❛❜❧❡ ♠❛♣s ✇✐t❤ p✲✜❡❧❞s P̂ = M
(1)
1 (P4, d)p✱ ✇❡ ❣❡t

EP̂/P̂ = R• π̂P̂ ,∗(L̂
⊕5

P̂
⊕ P̂P̂ ).

❲❡ r❡✈✐❡✇ t❤❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ♦❜str✉❝t✐♦♥ t❤❡♦r✐❡s ❢♦r t❤❡ ♠♦❞✉❧✐ s♣❛❝❡s
♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✳

▲❡♠♠❛ ✸✳✸✳ P̂ ✐s ❛ s♠♦♦t❤ ❆rt✐♥ st❛❝❦ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 0✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡ t❤❡r❡ ✐s ❛
❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ tr✐♣❧❡ ♦❢ ❞✉❛❧ ♣❡r❢❡❝t ♦❜str✉❝t✐♦♥ t❤❡♦r✐❡s✿

ρ̂∗T
P̂/M̂

[−1] T
M̂/P̂

T
M̂/M̂

R• π̂
M̂,∗(OĈ

) R• π̂
M̂,∗(

⊕4
0 L̂

M̂
) R• π̂

M̂,∗(f
∗
M̂
TP4)

≀

[1]

[1]

✐♠♣❧②✐♥❣ t❤❛t E
M̂/P̂

= R• π̂
M̂,∗(

⊕4
0 L

M̂
) ❣✐✈❡s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❇❡❤r❡♥❞✲❋❛♥t❡❝❤✐ ✈✐r✲

t✉❛❧ ❝❧❛ss ♦♥ M̂✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ✜rst st❛t❡♠❡♥t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❡♦r②✿ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ρ̂ : P̂ →

M̂ ✐s ✉♥♦❜str✉❝t❡❞ ♦❢ r❡❧❛t✐✈❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 0 ❛♥❞ M̂ ✐s ❛ s♠♦♦t❤ ❆rt✐♥ st❛❝❦ ♦❢ ❞✐✲
♠❡♥s✐♦♥ 0✱ s✐♥❝❡ ❜♦t❤ ♥♦❞❛❧ ❛♥❞ ❝✉s♣✐❞❛❧ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ❛r❡ ❧✳❝✳✐✳✱ s♦ ♦❜str✉❝t✐♦♥s
t♦ t❤❡✐r ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ Ext2

O
Ĉ
(Ω

Ĉ
,O

Ĉ
) = 0✳

❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t T
M̂/M̂

→ E
M̂/M̂

:= R• π̂
M̂,∗(f

∗
M̂
TP4) ✐s ❛ ♣❡r❢❡❝t ♦❜str✉❝t✐♦♥ t❤❡♦r②

✇❤❡♥ Ĉ → M̂ ✐s ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ●♦r❡♥st❡✐♥ ❝✉r✈❡s ✐s ♣r♦✈❡❞ ✐♥ ❬❇❋✾✼✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥
✻✳✸❪✳

❚❤❡ ❧♦✇❡r r♦✇ ✐♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞✐❛❣r❛♠ ✐s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❊✉❧❡r s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ P4✳
❚❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ❝♦❧✉♠♥ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ st❛❜❧❡ ♠❛♣s ❛s ❛♥ ♦♣❡♥



❘❊❉❯❈❊❉ ■◆❱❆❘■❆◆❚❙ ❋❘❖▼ ❈❯❙P■❉❆▲ ▼❆P❙ ✶✼

s✉❜st❛❝❦ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❡ ♦❢ s❡❝t✐♦♥s ✭s❡❡ ❛❜♦✈❡✮ ♦❢ Vb(
⊕4

0 L̂ ) ♦✈❡r P̂✳ ❚❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡
♦❢ s✉❝❤ ❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❞✐❛❣r❛♠ ✐s ❬❈▲✶✷✱ ▲❡♠♠❛ ✷✳✽❪✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ ❝❧❛✐♠ ❢♦❧❧♦✇s
❢r♦♠ ❢✉♥❝t♦r✐❛❧✐t② ♦❢ ✈✐rt✉❛❧ ♣✉❧❧❜❛❝❦s ❬▼❛♥✶✷❪✳ �

▲❡♠♠❛ ✸✳✹✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ tr✐♣❧❡ ♦❢ ❞✉❛❧ ♣❡r❢❡❝t ♦❜str✉❝t✐♦♥ t❤❡♦r✐❡s

(R• π̂P̂ ,∗(P̂P̂ ),R
• π̂P̂ ,∗(L̂

⊕5

P̂
⊕ P̂P̂ ),R

• π̂P̂ ,∗(L̂
⊕5

P̂
))

❢♦r t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡✿

P̂ M̂

P̂

ρ̂

◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ✈✐rt✉❛❧ r❛♥❦ ♦❢ EP̂/P̂ := R• π̂P̂ ,∗(L̂
⊕5

P̂
⊕ P̂P̂ ) ✐s 0✱ ❤❡♥❝❡ ✐t

❡♥❞♦✇s t❤❡ ♠♦❞✉❧✐ s♣❛❝❡ ♦❢ 1✲st❛❜❧❡ ♠❛♣s ✇✐t❤ p✲✜❡❧❞s ✇✐t❤ ❛ ❝②❝❧❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❞✐✲
♠❡♥s✐♦♥ 0✳ ❍♦✇❡✈❡r P̂ ✐s ♥♦t ♣r♦♣❡r✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❈❤❛♥❣✲▲✐✬s
❝♦s❡❝t✐♦♥ ✭❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ w ∈ k[x0, . . . , x4]5✮ ♦❢ t❤❡ ♦❜str✉❝t✐♦♥ ❜✉♥✲
❞❧❡✱ ❛♥❞ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❧♦❝❛❧✐s❡❞ ❝②❝❧❡ ✐s s✉♣♣♦rt❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r♦♣❡r

s✉❜t❛❝❦ M
(1)
1 (X, d), ✇❤❡r❡ X = V (w) ✐s t❤❡ q✉✐♥t✐❝ t❤r❡❡❢♦❧❞✱ t❤❛t ✐s t❤❡ ❞❡❣❡♥✲

❡r❛❝② ❧♦❝✉s ♦❢ t❤❡ ❝♦s❡❝t✐♦♥✳

✸✳✸✳ ❈♦s❡❝t✐♦♥ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✈✐rt✉❛❧ ♣✉❧❧❜❛❝❦✳ ❘❡❝❛❧❧ ❑✐❡♠✲▲✐✬s ♠❛❝❤✐♥✲
❡r② ♦❢ ❝♦s❡❝t✐♦♥ ❧♦❝❛❧✐s❡❞ ✈✐rt✉❛❧ ❝❧❛ss❡s ❬❑▲✶✸✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✶❪✿

❚❤❡♦r❡♠ ✭▲♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❜② ❝♦s❡❝t✐♦♥✮✳ ▲❡t Y → S ❜❡ ❛ ♠♦r♣❤✐s♠ ♦❢ ❉▼ t②♣❡
❜❡t✇❡❡♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ st❛❝❦s✱ ✇✐t❤ Y ❉❡❧✐❣♥❡✲▼✉♠❢♦r❞ ❛♥❞ S s♠♦♦t❤✱ ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐t❤ ❛
♣❡r❢❡❝t ♦❜str✉❝t✐♦♥ t❤❡♦r②✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❡ ♦❜str✉❝t✐♦♥ s❤❡❛❢ ObY ❛❞♠✐ts ❛ s✉r❥❡❝t✐✈❡
❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠ σ : ObY|U → OU ♦✈❡r ❛♥ ♦♣❡♥ U ⊆ Y ✳

▲❡t ι : Y (σ) := Y \ U →֒ Y ✱ t❤❡♥ (Y, σ) ❤❛s ❛ ❧♦❝❛❧✐s❡❞ ✈✐rt✉❛❧ ❝②❝❧❡✿

[Y ]virloc ∈ A∗Y (σ).

❚❤✐s ❝②❝❧❡ ❡♥❥♦②s t❤❡ ✉s✉❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ✈✐rt✉❛❧ ❝②❝❧❡s❀ ✐t r❡❧❛t❡s t♦ t❤❡ ✉s✉❛❧
✈✐rt✉❛❧ ❝②❝❧❡ [Y ]vir ✈✐❛ [Y ]vir = ι∗[Y ]virloc ∈ A∗Y.

❲❡ ♥♦✇ r❡✈✐❡✇ ❛ s❧✐❣❤t ❣❡♥❡r❛❧✐s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s✱ t❤❛t ❝♦♠❜✐♥❡s ✐t ✇✐t❤ ▼❛♥♦❧❛❝❤❡✬s
✈✐rt✉❛❧ ♣✉❧❧❜❛❝❦ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❬▼❛♥✶✷❪❀ t❤✐s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬❈▲✶✷✱ ➓ ✺❪✳

▲❡t Y → S ❜❡ ❛s ✐♥ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡♠✱ ♦r ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② s✉❝❤ t❤❛t
t❤❡r❡ ✐s ❛ tr✐♣❧❡ ♦❢ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ♦❜str✉❝t✐♦♥ t❤❡♦r✐❡s ❢♦r ❛ tr✐❛♥❣❧❡ Y → S → T ✇✐t❤
T s♠♦♦t❤✳ ❆ss✉♠❡ ❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t② t❤❛t t❤❡ ♦❜str✉❝t✐♦♥ t❤❡♦r② EY/S ✐s ❛ ✈❡❝t♦r
❜✉♥❞❧❡ E ❛❞♠✐tt✐♥❣ ❛ ❝♦s❡❝t✐♦♥✿

E
σ
−→ OY

s✉r❥❡❝t✐✈❡ ♦♥ ❛♥ ♦♣❡♥ U ⊆ Y ❀ ❞❡♥♦t❡ ❜② Y (σ) t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t Y \ U. ❘❡❝❛❧❧ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦t❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❬❑▲✶✸❪✿

G = Ker (E|U → OY |U ) , E(σ) = E|Y (σ) ∪G.
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❑✐❡♠ ❛♥❞ ▲✐ ❞❡✜♥❡ ❛ ❧♦❝❛❧✐s❡❞ ●②s✐♥ ♠❛♣✿

s!σ,loc : A∗(E(σ)) → A∗(Y (σ)),

✇❤✐❝❤ ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥ ✐♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✳ ▲❡t [B] ∈ Z∗(E(σ)) ❜❡ ❛ ❝②❝❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞
❜② ❛ ❝❧♦s❡❞ ✐♥t❡❣r❛❧ s✉❜st❛❝❦✳ ■❢ B ⊂ E|Y (σ) t❤❡♥ t❤❡② ✉s❡ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ●②s✐♥
♠♦r♣❤✐s♠✿

s!σ,loc[B] := s!E|Y (σ)
[B] ∈ A∗(Y (σ)).

❙✉♣♣♦s❡ ✐♥st❡❛❞ t❤❛t B ✐s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ E|Y (σ). ❚❤❡♥ ✇❡ ♠❛② ❝❤♦♦s❡ ❛ ✈❛r✐❡t②

✇✐t❤ ❛ r❡❣✉❧❛r✐s✐♥❣ ♠♦r♣❤✐s♠ Ỹ
ν
−→ Y s✉❝❤ t❤❛t✿

• ν ✐s ♣r♦♣❡r ❛♥❞ ν(Ỹ ) ∩ U 6= ∅❀
• t❤❡ ♣✉❧❧❜❛❝❦ ❛❧♦♥❣ ν ♦❢ t❤❡ ❝♦s❡❝t✐♦♥ ν∗σ =: σ̃ ❡①t❡♥❞s t♦ ❛ s✉r❥❡❝t✐✈❡
♠♦r♣❤✐s♠

ν∗E
σ̃
−→ O

Ỹ
(D) → 0

❢♦r ❛ ❈❛rt✐❡r ❞✐✈✐s♦r D ⊆ Ỹ .
• t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝❧♦s❡❞ ✐♥t❡❣r❛❧ B̃ ⊂ G̃ = Ker(σ̃) s✉❝❤ t❤❛t ν̃∗[B̃] = k[B] ❢♦r
s♦♠❡ k ∈ N.

❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② ν(σ) : D → Y (σ) t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ ν t♦ t❤❡ ❞✐✈✐s♦r✱ ❛♥❞ ❜② ν̃ : G̃→
E(σ) t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ♠❛♣ ν∗E → E. ❚❤❡ ❧♦❝❛❧✐s❡❞ ●②s✐♥ ♣✉❧❧❜❛❝❦
✐s t❤❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

s!σ,loc[B] :=
1

k
ν(σ)∗

(
[D] · s!

G̃
[B̃]
)

∈ A∗(Y (σ)).

■♥ ❬❑▲✶✸✱ ➓ ✷❪ t❤❡② ♣r♦✈❡ t❤❛t✿ s✉❝❤ (Ỹ , ν, B̃) ❛❧✇❛②s ❡①✐st❀ t❤❡ ❝②❝❧❡ s!σ,loc[B] ✐s
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❝❤♦✐❝❡s❀ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣r❡s❡r✈❡s r❛t✐♦♥❛❧ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡s
❛♥❞ t❤✉s ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ♠♦r♣❤✐s♠ ♦♥ ❈❤♦✇ ❣r♦✉♣s✳

❘❡♠❛r❦ ✸✳✺✳ ■❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r [Y ] ❛s ❛ ❝②❝❧❡ ✐♥ E(σ)✱ t❤♦✉❣❤t ♦❢ ❛s t❤❡ ③❡r♦ s❡❝t✐♦♥
♦❢ E✱ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r Ỹ ✐s BlY (σ) Y.

❑✐❡♠ ❛♥❞ ▲✐ t❤❡♥ ♣r♦❝❡❡❞ t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❝♦s❡❝t✐♦♥✲❧♦❝❛❧✐s❡❞ ●②s✐♥ ♣✉❧❧❜❛❝❦ t♦
✈❡❝t♦r ❜✉♥❞❧❡ st❛❝❦s h1/h0(E) ✭t❤✐s ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② ❡❛s② ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❣❧♦❜❛❧
r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❛t ❤❛♥❞✮❀ t❤❡② s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝
♥♦r♠❛❧ ❝♦♥❡ CY/S ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❧♦s❡❞ s✉❜st❛❝❦ h1/h0(E)(σ), ❛t ❧❡❛st ✇❤❡♥
t❤❡ ❝♦s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♦❜str✉❝t✐♦♥ ❜✉♥❞❧❡ ❧✐❢ts t♦ ❛ ❝♦s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡
♦❜str✉❝t✐♦♥ ❜✉♥❞❧❡ ❬❑▲✶✸✱ ❈♦r♦❧❧❛r② ✹✳✺❪✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✻✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ ❝❛rt❡s✐❛♥ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ st❛❝❦s✿

Y ′ Y

S′ S

ϕ′

ρ′ � ρ

ϕ
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✇✐t❤ ρ ❛s ❛❜♦✈❡✳ ❆ss✉♠❡ ❢✉rt❤❡r♠♦r❡ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❝♦s❡❝t✐♦♥

ObY/S → OY

t❤❛t ❧✐❢ts t♦ ❛ ❝♦s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ♦❜str✉❝t✐♦♥ s❤❡❛❢ ObY✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥
❞❡✜♥❡ ❛ ❧♦❝❛❧✐s❡❞ ✈✐rt✉❛❧ ♣✉❧❧❜❛❝❦ ♦♣❡r❛t✐♦♥✿

(ρ′)!EY ′/S′ ,σ′ : A∗(S
′) → A∗−rk(E)(Y

′(σ′))

✇❤❡r❡ EY ′/S′ = (ϕ′)∗EY/S , σ
′ = (ϕ′)∗(σ) ❛♥❞ Y ′(σ′) = Y (σ)×Y Y

′✳

❘❡♣❧❛❝❡ S′ ❜② ❛ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❝②❝❧❡ ✐♥ ✐t✱ ✐✳❡✳ ❛ss✉♠❡ t❤❛t S′ ✐s ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ❛♥❞
r❡❞✉❝❡❞✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ♣✉❧❧✐♥❣ ❜❛❝❦ EY/S ❛❧♦♥❣ ϕ′ ❡♥❞♦✇s ρ′ ✇✐t❤ ❛ r❡❧❛t✐✈❡ ♣❡r❢❡❝t
♦❜str✉❝t✐♦♥ t❤❡♦r②✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡ ✇❡ ❝❛♥ ♣✉❧❧❜❛❝❦ t❤❡ ❝♦s❡❝t✐♦♥✿

ObY′/S′
∼= ϕ∗ObY/S

σ′

−→ OY′ .

❚❤❡ ❞❡❣❡♥❡r❛❝② ❧♦❝✉s ♦❢ σ′ ✐s Y ′(σ′), ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t✿

h1/h0(EY ′/S′)(σ′) = (ϕ′)∗h1/h0(EY/S)(σ).

❇② ❬❑▲✶✸✱ ❈♦r♦❧❧❛r② ✹✳✺❪ ❛♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❛rt❡s✐❛♥ ❞✐❛❣r❛♠ ❛❜♦✈❡✱

CY ′/S′ ⊆ (ϕ′)∗CY/S ⊆ EY ′/S′(σ′)

t❤✉s ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐s❡❞ ✈✐rt✉❛❧ ♣✉❧❧❜❛❝❦ ♦❢ [S′] t♦ ❜❡✿

(ρ′)!EY ′/S′ ,σ′ [S′] = s!σ′,loc[CY ′/S′ ].

✸✳✹✳ ❆ ❝♦s❡❝t✐♦♥ ❢♦r p✲✜❡❧❞s✳ ❲❡ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ❝♦s❡❝t✐♦♥ ♣❛r❛❧✲
❧❡❧✐♥❣ ❬❈▲✶✷✱ ➓➓✸✳✷✲✸✳✹❪✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ♠♦r♣❤✐s♠ ♦❢ ✈❡❝t♦r ❜✉♥❞❧❡s ♦♥ P̂ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜②
✐t❡r❛t❡❞ t❡♥s♦r✐♥❣ ♦❢ ❧✐♥❡ ❜✉♥❞❧❡s✿

h1 : Vb(L̂
⊕5

P̂
⊕ P̂

P̂
) → Vb(ωπ̂

P̂
), h1(x, p) = pw(x0, . . . , x4)

❇② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ ✐t ❛♥❞ ♣✉❧❧✐♥❣ ✐t ❜❛❝❦ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥

Vb(L̂ ⊕5

P̂
) \ {0} ⊕Vb(P̂

P̂
)

ĈP̂ Ĉ
P̂

P̂ P̂

e

π̂
P̂ π̂

P̂

✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❝♦s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♦❜str✉❝t✐♦♥ s❤❡❛❢

σ1 : ObP̂/P̂ = R1 π̂P̂ ,∗(L̂
⊕5

P̂
⊕ P̂P̂ ) → R1 π̂P̂ ,∗(ωπ̂P̂ ) ≃ OP̂

σ1|(u,ψ)(̊x, p̊) = p̊w(u) + ψ
4∑

i=0

∂iw(u)̊xi
✭✷✮
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❚❤❡ ❞❡❣❡♥❡r❛❝② ❧♦❝✉s ♦❢ t❤✐s ❝♦s❡❝t✐♦♥ ✐sM
(1)
1 (X, d)✿ ❜② ❙❡rr❡ ❞✉❛❧✐t② ✐❢w(u) 6=

0 t❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥ ✜♥❞ ❛ p s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❝♦s❡❝t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ✈❛♥✐s❤❀ s✐♠✐❧❛r❧② ✇❡
❝❛♥ ❞♦ ✐❢ ψ

∑4
i=0 ∂iw(u) 6= 0✳ ❇✉t w(u) = 0 ❛♥❞ ∂iw(u) = 0 ♥❡✈❡r ❤❛♣♣❡♥

s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❜② s♠♦♦t❤♥❡ss ♦❢ X✱ s♦ ✐t ❤❛s t♦ ❜❡ w(u) = ψ = 0✳
▼♦r❡♦✈❡r ❈❤❛♥❣ ❛♥❞ ▲✐ ♣r♦✈❡ t❤❛t σ1 ❧✐❢ts t♦ ❛ ❝♦s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ♦❜✲

str✉❝t✐♦♥ ❜✉♥❞❧❡ ObP̂ → OP̂ ; ✐t ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ❞❡❣❡♥❡r❛❝② ❧♦❝✉s ❜❡❝❛✉s❡ ObP̂/P̂ →

ObP̂ ✐s s✉r❥❡❝t✐✈❡✳ ❚❤✐s ✐s ❛ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♥♦r♠❛❧
❝♦♥❡ t♦ ❜❡ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❧♦s❡❞ s✉❜st❛❝❦ ♦❢ t❤❡ ♦❜str✉❝t✐♦♥ ❜✉♥❞❧❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞
❜② t❤❡ ❝♦s❡❝t✐♦♥✱ s❡❡ ➓ ✹✳✹✳

❲❡ ♠❛② t❤✉s ❡♥❞♦✇ M
(1)
1 (P4, d)p ✇✐t❤ ❛ ❧♦❝❛❧✐s❡❞ ✈✐rt✉❛❧ ❝②❝❧❡✿

[P̂ ]virloc = 0!σ1,loc[CP̂/P̂] ∈ A0

(
M

(1)
1 (X, d)

)
.

❲❡ ✇❛♥t t♦ s❤♦✇ t❤❛t ✐t ❣✐✈❡s t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❛s t❤❡ ❝✉s♣✐❞❛❧
●r♦♠♦✈✲❲✐tt❡♥ t❤❡♦r② ♦❢ X✱ ✉♣ t♦ ❛ s✐❣♥✿

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✼✳

deg[M
(1)
1 (P4, d)p]virloc = (−1)5d deg[M

(1)
1 (X, d)]vir

✸✳✺✳ ❋r♦♠ p✲✜❡❧❞s t♦ t❤❡ q✉✐♥t✐❝ t❤r❡❡❢♦❧❞✳ ❚❤✐s ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐♥ t✇♦ st❡♣s✿ ✇❡

✜rst ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ♦❢M
(1)
1 (P4, d)p ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❡s ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠M

(1)
1 (NX/P4 , d)p✱

✇❤❡r❡ NX/P4 ✐s t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❜✉♥❞❧❡ ♦❢ t❤❡ q✉✐♥t✐❝ ✐♥ P
4.

❙❡❝♦♥❞ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❧❛tt❡r ✐♥✈❛r✐❛♥ts ✇✐t❤ deg[M
(1)
1 (X, d)]vir.

❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❝♦♥❡✳ ❚❤✐s ✐s ❛tt❛✐♥❡❞ ✐♥ ❬❈▲✶✷✱ ➓➓✹✲✺❪ ❜② ❛ ❢❛♠✐❧②
✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ p✲✜❡❧❞s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❝♦♥❡
♦❢X ⊆ P

4❀ ❧❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❧❛tt❡r ❜② V → A
1
t ✱ s♦ t❤❛t Vt 6=0 = P

4 ❛♥❞ V0 = NX/P4 .

▲❡♠♠❛ ✸✳✽✳ ❚❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❝♦♥❡ V ✐s ❝✉t ✐♥s✐❞❡ Vb(OP4(5))×
A
1
t ✇✐t❤ ❜❛s✐s ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s [x0 : . . . : x4] ❛♥❞ ✜❜❡r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ y ❜② t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥

w(x) − ty = 0✳ ■❢ C(V ) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❛✣♥❡ ❝♦♥❡ ♦✈❡r V ✱ t❤❡♥ ✐ts t❛♥❣❡♥t ❜✉♥❞❧❡
✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❛❝t s❡q✉❡♥❝❡s✿

0 → TC(V )/A1
t
→ O

⊕5
C(V ) ⊕ OC(V )

∑
i ∂iw(x)x̊i−t̊y

−−−−−−−−−−→ OC(V ) → 0✭✸✮

0 → TC(V ) → O
⊕5
C(V ) ⊕ OC(V ) ⊕ OC(V )

∑
i ∂iw(x)x̊i−t̊y−ẙt

−−−−−−−−−−−−→ OC(V ) → 0✭✹✮

❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧✐ s♣❛❝❡ ♦❢ ♠❛♣s t♦ V ❛s t❤❡ ❝♦♥❡ ♦❢
s❡❝t✐♦♥s ♦❢ ❛ ❝❡rt❛✐♥ s♠♦♦t❤ ♦❜❥❡❝t Z ′ ♦✈❡r Ĉ

P̂×A1 ✿
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Z ′ V

Vb(L ⊕5

P̂
) \ {0} ⊕Vb(L ⊗5

P̂
) Vb(OP4(5))× A

1
t

Ĉ
M

(1)
1 (V )

Ĉ
P̂×A1

t

M
(1)
1 (V, (d, 0)) P̂× A

1
t

�e

π̂
M

(1)
1 (V )

π̂
P̂×A1t

❙✐♠✐❧❛r❧② V̂ := M
(1)
1 (V, (d, 0))p ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❝♦♥❡ ♦❢ s❡❝t✐♦♥s ♦❢ Z :=

Z ′⊕Vb(P̂
P̂
)✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ t❤❡♦r② ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❛❜♦✈❡ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ♦❜str✉❝t✐♦♥ t❤❡♦r②

❢♦r V̂ → P̂× A
1
t ❬❈▲✶✷✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷❪✿

▲❡♠♠❛ ✸✳✾✳ ❆ ❞✉❛❧ ♣❡r❢❡❝t ♦❜str✉❝t✐♦♥ t❤❡♦r② ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

φV̂/P̂×A1
t
: TV̂/P̂×A1

t
→ EV̂/P̂×A1

t
:= R• π̂V̂ (f

∗
V̂
H ⊕ P̂V̂ )

✇❤❡r❡ fV̂ : ĈV̂ → V ✐s t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ♠❛♣ ❛♥❞ H ✐s t❤❡ ✈❡❝t♦r ❜✉♥❞❧❡ ♦♥ V ❞❡✜♥❡❞
❜② t❤❡ ❡①❛❝t s❡q✉❡♥❝❡✱ s❡❡ ✭✸✮✿

0 → H → pr∗
P4

(
OP4(1)⊕5 ⊕ OP4(5)

) ∑
i ∂iw(x)̊xi−t̊y

−−−−−−−−−−→ pr∗
P4OP4(5) → 0.

❚❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ φV̂/P̂×A1
t
t♦ ❛ ✜❜❡r

V̂t =

{
P̂ t 6= 0

M
(1)
1 (NX/P4 , d)p t = 0

❣✐✈❡s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♦❜str✉❝t✐♦♥ t❤❡♦r② ♦❢ V̂t → P̂✳

❲❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈✐rt✉❛❧ ❝②❝❧❡ t♦ t❤❡ ✜❜❡rs
✐s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ✈✐rt✉❛❧ ❝②❝❧❡ ♦♥ t❤❡ ✜❜❡r✳ ❚❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ♦❢ ❢✉♥❝t♦r✐❛❧✐t② ✐♥ ✐♥t❡r✲
s❡❝t✐♦♥ t❤❡♦r② t❡❛❝❤ ✉s t❤❛t ✇❡ s❤♦✉❧❞ ❧♦♦❦ ❢♦r ❛ tr✐♣❧❡ ♦❢ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ♦❜str✉❝t✐♦♥
t❤❡♦r✐❡s ❢♦r t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡✿

V̂t V̂

P̂

ιt

❚❤❡ ❝♦♥❡ ♦❢ s❡❝t✐♦♥s ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s ✉s ✇✐t❤ ❛♥ ♦❜str✉❝t✐♦♥ t❤❡♦r② r❡❧❛t✐✈❡
t♦ V̂ → P̂ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

E
′
V̂/P̂

:= R• π̂V̂ (f
∗
V̂
K ⊕ P̂V̂ )
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✇❤❡r❡ K ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❛❝t s❡q✉❡♥❝❡ ♦♥ V ✱ s❡❡ ✭✹✮✿

0 → K → pr∗
P4

(
OP4(1)⊕5 ⊕ OP4(5)⊕ OP4

) ∑
i ∂iw(x)̊xi−t̊y−ẙt

−−−−−−−−−−−−→ pr∗
P4OP4(5) → 0

❖❢ ❝♦✉rs❡ h0(E′
V̂/P̂

) ≃ TV̂/P̂✱ ❜✉t t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❧❡♠♠❛ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥

H ❛♥❞ K ❤✐♥t ❛t t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♦❜str✉❝t✐♦♥ s❤❡❛❢ h1(E′
V̂/P̂

) ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❡ ❢❛❝t♦r

R1 π̂V̂ ,∗OĈ
V̂
≃ OV̂ t♦♦ ♠❛♥②✱ s♦ t❤❛t r❡str✐❝t✐♥❣ E

′
V̂/P̂

t♦ t❤❡ ✜❜❡rs ✇❡ ✇♦✉❧❞ ♥♦t

✜♥❞ t❤❡✐r st❛♥❞❛r❞ ♦❜str✉❝t✐♦♥ t❤❡♦r②✳ ❆ ❝♦♥✜r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❢❛❝t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②
♦❜s❡r✈✐♥❣ t❤❛t E

′
V̂/P̂

❡q✉✐♣s V̂ ✇✐t❤ ❛ 0✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝②❝❧❡✱ ✇❤✐❧❡ ✇❡ ❛r❡ ❧♦♦❦✐♥❣

❢♦r ❛ 1✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝②❝❧❡ s✉❝❤ t❤❛t r❡str✐❝t✐♥❣ t♦ ❛♥② ✜❜❡r✱ ✐✳❡✳ ❛♣♣❧②✐♥❣ ι!t, ✇❡
❣❡t [V̂t]vir ∈ A0(V̂t)✳

❚❤✐s ✐ss✉❡ ✐s s♦❧✈❡❞ ✐♥ ❬❈▲✶✷✱ ➓➓✹✳✺✲✻❪ ❜② ❧✐❢t✐♥❣ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♦❜str✉❝t✐♦♥ t❤❡♦r②
φ′
V̂/P̂

t♦ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t✱ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② t❛✐❧♦r❡❞ ♦♥❡✿

φV̂/P̂ : TV̂/P̂ → EV̂/P̂,

✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❛tt❡r t✇♦✲t❡r♠ ❝♦♠♣❧❡① ✜ts ✐♥t♦ ❛♥ ❡①❛❝t tr✐❛♥❣❧❡✿

R1 π̂V̂ ,∗OĈ
V̂
[−2] → EV̂/P̂

ν
−→ E

′
V̂/P̂

[1]
−→

❋✉rt❤❡r♠♦r❡ φV̂/P̂ ✐s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♦❜str✉❝t✐♦♥ t❤❡♦r② ❢♦r t❤❡
✜❜❡rs✿

▲❡♠♠❛ ✸✳✶✵✳ ❋♦r ❡✈❡r② t ∈ A
1
k ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❞✐❛❣r❛♠✿

π̂V̂c∗
O

Ĉ
V̂c

[−1] EV̂c/P̂
EV̂/P̂|V̂c

T
≤1

V̂c/V̂
T
≤1

V̂c/P̂
T
≤1

V̂/P̂
|V̂c

❋♦r t❤❡ ♣r♦♦❢ s❡❡ ❬❈▲✶✺✱ ➓ ✹✳✻❪✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ❧♦✇❡r r♦✇ ✐s ♥♦t ❛ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞
tr✐❛♥❣❧❡✱ ②❡t ❈❤❛♥❣ ❛♥❞ ▲✐ ♣r♦✈❡ ✐♥ ❬❈▲✶✷✱ ❆✳✹❪ t❤❛t t❤✐s ✇❡❛❦❡r ✭tr✉♥❝❛t❡❞✮
♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦ ♣r♦✈❡ ❢✉♥❝t♦r✐❛❧✐t②✳

❙✐♥❝❡ ✇❡ ❛r❡ ✇♦r❦✐♥❣ ✇✐t❤ ❝♦s❡❝t✐♦♥ ❧♦❝❛❧✐s❡❞ ❝②❝❧❡s✱ ✇❡ ♥❡❡❞ ❛ ❢❛♠✐❧② ✈❡rs✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❝♦s❡❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✈❡❝t♦r ❜✉♥❞❧❡
♠♦r♣❤✐s♠ ♦♥ P̂× A

1
t ✿

Vb(L̂ ⊕5

P̂
⊕ L̂

⊗5

P̂
⊕ P̂

P̂
)

(pr2,pr3)−−−−−→ Vb(L̂ ⊗5

P̂
⊕ P̂

P̂
)

·
−→ Vb(ωπ̂

P̂
)

❚❤❡ ❝♦s❡❝t✐♦♥ t❛❦❡s t❤❡♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✿

ObV̂/P̂×A1 ⊆ R1 π̂∗(L̂
⊕5

V̂
⊕ L̂

⊗

V̂
⊕ P̂V̂ ) → R1 π̂∗ωπ̂

σ̄1|(u,v,ψ)(̊x, ẙ, p̊) = ψẙ + vp̊
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■t ✐s s❤♦✇❡❞ ✐♥ ❬❈▲✶✷✱ ➓✹✳✼❪ t❤❛t σ̄1 ❧✐❢ts t♦ ❛ ❝♦s❡❝t✐♦♥ σ̄ : ObV̂ → OV̂ ❛♥❞ t❤❛t
t❤❡ ❞❡❣❡♥❡r❛❝② ❧♦❝✉s ♦❢ σ̄ ✐s

M
(1)
1 (X, d)× A

1
t .

❘❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ s❡❝t✐♦♥s (u, v) ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ s❛t✐s❢② w(u) − tv = 0✳ ❙♦ σ̄1
❝♦✐♥❝✐❞❡s ✉♣ t♦ ❛ ♥♦♥✲③❡r♦ s❝❛❧❛r ✇✐t❤ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞❡✜♥❡❞ ❝♦s❡❝t✐♦♥ σ1 ❢♦r P̂ ✇❤❡♥
t 6= 0✳ ■t ✐s ♣r♦✈❡❞ ✐♥ ❬❑▲✶✸✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✷❪ t❤❛t✱ ❣✐✈❡♥ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ♣❡r❢❡❝t ♦❜str✉❝✲
t✐♦♥ t❤❡♦r✐❡s✱ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦s❡❝t✐♦♥ ❧♦❝❛❧✐s❡❞ ✈✐rt✉❛❧ ❝②❝❧❡ ✐s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡
✇✐t❤ ●②s✐♥ ♣✉❧❧❜❛❝❦s✱ s♦ t❤❛t ❜② ❬❈▲✶✷✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✾❪✿

ι!t 6=0[V̂ ]
vir
σ̄ = [P̂ ]virσ ∈ A0(Q̂), ι!0[V̂ ]

vir
σ̄ = [M

(1)
1 (NX/P4 , d)p]virσ̄0 ∈ A0(Q̂)

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② Q̂ := M
(1)
1 (X, d)✳

❋✉♥❝t♦r✐❛❧✐t② ♦❢ ❝♦s❡❝t✐♦♥✲❧♦❝❛❧✐s❡❞ ♣✉❧❧❜❛❝❦✳ ❲❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t deg[M
(1)
1 (NX/P4 , d)p]virσ̄0

❝♦✐♥❝✐❞❡s ✉♣ t♦ ❛ s✐❣♥ ✇✐t❤ deg[M
(1)
1 (X, d)]vir✳ ■♥ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ✉s❡

t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦t❛t✐♦♥✿ N̂ := M
(1)
1 (NX/P4 , d)p✱ ❛♥❞ v̂ : N̂ → Q̂✳

❋✐rst✱ ❈❤❛♥❣ ❛♥❞ ▲✐ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣❡r❢❡❝t ♦❜str✉❝t✐♦♥ t❤❡♦r②

EN̂ /Q̂ := R• π̂N̂ ,∗
(L̂ ⊗5

N̂
⊕ P̂N̂ )

❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ EN̂ /P̂
❛♥❞ v̂∗EQ̂/P̂✱ s♦ t❤❛t EN̂ /Q̂ ✐♥❤❡r✐ts ❛ ❝♦s❡❝t✐♦♥ σ′0 ✇✐t❤

❞❡❣❡♥❡r❛❝② ❧♦❝✉s D(σ′0) = Q̂✳ ❙♦ t❤❡② ❤❛✈❡ ❛ ❧♦❝❛❧✐s❡❞ ✈✐rt✉❛❧ ♣✉❧❧❜❛❝❦✿

v̂!E
N̂/Q̂

,loc : A∗(Q̂) → A∗(D(σ′0) = Q̂)

✇❤✐❝❤ t❤❡② t❤❡♥ ♣r♦✈❡ t♦ s❛t✐s❢② ❢✉♥❝t♦r✐❛❧✐t② ✉s✐♥❣ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ♦❢ ❬❑❑P✵✸❪✱
s♦✿

v̂!E
N̂/Q̂

,loc[Q̂]vir = [M
(1)
1 (NX/P4 , d)p]virσ′

0
.

❚♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ✐t ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ v̂!
E
N̂/Q̂

,loc ♦♥ A0(Q̂)❀ ✇❡ ❥✉st

♥❡❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ deg(v̂!
E
N̂/Q̂

,loc[ζ]) ❢♦r ❛ ❝❧♦s❡❞ ♣♦✐♥t ζ✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ✐♥ ❬❈▲✶✷✱

❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✼❪ ❛♥❞ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ✇♦r❦ ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡✳
❍♦♣❡❢✉❧❧② ✇❡ ❤❛✈❡ ♠❛♥❛❣❡❞ t♦ ❝♦♥✈✐♥❝❡ t❤❡ r❡❛❞❡r t❤❛t t❤❡ s✉❜t❧❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥

t❤❡♦r② ♣❡r♣❡t✉❛t❡❞ ✐♥ ❬❈▲✶✷❪ ❞♦❡s ♥♦t r❡❧② ❛t ❛❧❧ ♦♥ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❤❛t t❤❡
❢❛♠✐❧✐❡s ♦❢ ❝✉r✈❡s ✇❡ ❛r❡ ✇♦r❦✐♥❣ ✇✐t❤ ❛r❡ ♥♦❞❛❧✱ ❜✉t ❧✳❝✳✐✳ ❝✉r✈❡s ❛r❡ ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞
❡♥♦✉❣❤ s♦ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ ♣r♦♦❢s ❝❛rr② ♦✈❡r t♦ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ✐♥t❡r❡st✳

✹✳ ❚❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ 1✲st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ♠♦r♣❤✐s♠

❇❡❢♦r❡ st❛t✐♥❣ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧t ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ r❡❝❛❧❧ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✳ M
wt=d,st
1,n ❞❡♥♦t❡s t❤❡ st❛❝❦ ♦❢ ✇❡✐❣❤t❡❞✲st❛❜❧❡ ❝✉r✈❡s ♦❢ ❣❡♥✉s

1 ✇✐t❤ n ♠❛r❦✐♥❣s ❛♥❞ t♦t❛❧ ✇❡✐❣❤t d✿ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♣♦✐♥ts ♦❢ Mwt=d,st
1,n r❡♣r❡s❡♥t



✷✹ ▲✳❇❆❚❚■❙❚❊▲▲❆✱ ❋✳❈❆❘❖❈❈■✱ ❈✳▼❆◆❖▲❆❈❍❊

❝♦♥♥❡❝t❡❞✱ r❡❞✉❝❡❞✱ ♥♦❞❛❧✱ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ❝✉r✈❡s ♦❢ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ❣❡♥✉s 1 ✇✐t❤ n ❞✐st✐♥❝t
s♠♦♦t❤ ♠❛r❦✐♥❣s ❛♥❞ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r✲✈❛❧✉❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ wt ♦♥ t❤❡ ❞✉❛❧ ❣r❛♣❤✳

❙✉❝❤ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛ss✉♠❡s ♦♥❧② ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s✱ t❤❡ s✉♠ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ♦♥ ❛❧❧ t❤❡
✈❡rt✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ❞✉❛❧ ❣r❛♣❤ ✐s d❀ wt ✐s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ s♣❡❝✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ♠❛♣s✱ ❛♥❞
✇❡ ❢✉rt❤❡r ✐♠♣♦s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✿

• ❡✈❡r② pa = 0 ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ✇❡✐❣❤t 0 ❤❛s ❛t ❧❡❛st t❤r❡❡ s♣❡❝✐❛❧ ♣♦✐♥ts❀
• ❡✈❡r② pa = 1 ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ✇❡✐❣❤t 0 ❤❛s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ s♣❡❝✐❛❧ ♣♦✐♥t✳

❚❤❡r❡ ✐s ❛♥ ét❛❧❡✱ ♥♦♥✲s❡♣❛r❛t❡❞ ♠♦r♣❤✐s♠ M
wt=d,st
1,n → M1,n✳ ❚❤❡ st❛❜✐❧✐t②

❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❢♦r❣❡t❢✉❧ ♠❛♣ M1,n(P
r, d) → M1,n ❢❛❝t♦rs t❤r♦✉❣❤

M
wt=d,st
1,n ✱ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛♣ t♦ P

r✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷✳ ▲❡t M
wt=d,st
1,n (1) ❜❡ t❤❡ st❛❝❦ ♦❢ ❛t ✇♦rst ❝✉s♣✐❞❛❧ ❝♦♥♥❡❝t❡❞✱

r❡❞✉❝❡❞✱ n✲♠❛r❦❡❞✱ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ❝✉r✈❡s ♦❢ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ❣❡♥✉s 1 t❤❛t ❛r❡ ✇❡✐❣❤t❡❞✲
st❛❜❧❡ ✇✐t❤ t♦t❛❧ ✇❡✐❣❤t d✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ✐s ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ❛♥❞ s✉❝❤ t❤❛t✿

• ❡✈❡r② pa = 0 ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ✇❡✐❣❤t 0 ❤❛s ❛t ❧❡❛st t❤r❡❡ s♣❡❝✐❛❧ ♣♦✐♥ts❀
• ❡✈❡r② pa = 1 ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ✇❡✐❣❤t 0 ❤❛s ❛t ❧❡❛st t✇♦ s♣❡❝✐❛❧ ♣♦✐♥ts✳

■♥ t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ❜② s♣❡❝✐❛❧ ♣♦✐♥t ✇❡ ♠❡❛♥ t❤❡ ♣r❡✐♠❛❣❡ ♦❢ ❛ ♥♦❞❡ ♦r ❛ ♠❛r❦✐♥❣
✐♥ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥✳

❘❡♠❛r❦ ✹✳✸✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ♠✐♥✐✈❡rs❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉s♣ t❤❛t ❜❡✐♥❣
❛t ✇♦rst ❝✉s♣✐❞❛❧ ✭✐✳❡✳ ❤❛✈✐♥❣ ♦♥❧② ♥♦❞❡s ❛♥❞ ❝✉s♣s ❛s s✐♥❣✉❧❛r✐t②✮ ✐s ❛♥ ♦♣❡♥
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❜❛s❡ ♦❢ ❛♥② ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❝✉r✈❡s✳

❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✹✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♠♦r♣❤✐s♠ M
wt=d,st
1,n → M

wt=d,st
1,n (1) ✇❤✐❝❤ ❡①t❡♥❞s

t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ♦♥ t❤❡ s♠♦♦t❤ ❧♦❝✉s✳

❆s ❛♥t✐❝✐♣❛t❡❞ ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ t❤❡ ♣r♦♦❢✿

✭✶✮ ✇❡ ✜rst ❝♦♥str✉❝t ❛ s✉❜st❛❝❦ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t Mwt=d,st
1,n ×M

wt=d,st
1,n (1) ✇❤✐❝❤

♣❧❛②s t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤ ♦❢ s✉❝❤ ❛ ♠♦r♣❤✐s♠✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❝❤❡❝❦ t❤❛t t❤❡
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥t♦ t❤❡ ✜rst ❢❛❝t♦r ✐s ❛♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❀

✭✷✮ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ 1✲st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ❡①✐sts ❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝✉r✈❡s ✇✐t❤ ❛ ❞✐✈✐s♦r
❝♦♥str✉❝t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❧②✱ t❤❡♥ ❛r❣✉❡ t❤❛t ✐t ❞❡s❝❡♥❞s t♦ ❛
♠♦r♣❤✐s♠ ❜❡t✇❡❡♥ ♠♦❞✉❧✐ s♣❛❝❡s ♦❢ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❝✉r✈❡s✳

✹✳✶✳ ❋✐rst ❛♣♣r♦❛❝❤✿ t❤❡ ❣r❛♣❤✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❡ s❤♦rt❤❛♥❞ ♥♦t❛t✐♦♥ M = M
wt=d,st
1,n

❛♥❞ M̂ = M
wt=d,st
1,n (1)✱ ✇✐t❤ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❝✉r✈❡s π : C → M ❛♥❞ π̂ : Ĉ → M̂ r❡s♣❡❝✲

t✐✈❡❧②✳ ❆❜✉s✐♥❣ ♥♦t❛t✐♦♥ ✇❡ ✇✐❧❧ st✐❧❧ ✇r✐t❡ C ❛♥❞ Ĉ ❢♦r t❤❡✐r ♣✉❧❧❜❛❝❦s t♦ t❤❡
♣r♦❞✉❝t M× M̂ ❛❧♦♥❣ t❤❡ t✇♦ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s✳

▲❡♠♠❛ ✹✳✺✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ❧♦❝❛❧❧② ❝❧♦s❡❞ s✉❜st❛❝❦ X ⊆ Mor
M×M̂

(C , Ĉ ) r❡♣r❡s❡♥t✲
✐♥❣ ♠♦r♣❤✐s♠s t❤❛t ❝♦♥tr❛❝t ❣❡♥✉s 1 t❛✐❧s ♦❢ ✇❡✐❣❤t 0 t♦ ❝✉s♣s✱ ❛♥❞ ❛r❡ ✇❡✐❣❤t✲
♣r❡s❡r✈✐♥❣ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠s ❡✈❡r②✇❤❡r❡ ❡❧s❡✳
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Pr♦♦❢✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛tMor
M×M̂

(C , Ĉ ) ✐s ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ st❛❝❦❀ ✐♥ ❢❛❝t t❤❡ ♠❛♣ t♦M×M̂

✐s r❡♣r❡s❡♥t❛❜❧❡ ❜② ❛❧❣❡❜r❛✐❝ s♣❛❝❡s ❬❆❖❱✶✶✱ ❆♣♣❡♥❞✐① ❈❪✳ ▲❡t φ : C → Ĉ ❞❡♥♦t❡
t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ♠♦r♣❤✐s♠✳ ❲❡ ♥♦✇ ♣r♦❝❡❡❞ t♦ ❝♦♥str✉❝t X ❛s ❛ ❧♦❝❛❧❧② ❝❧♦s❡❞
s✉❜st❛❝❦ ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ♠♦r♣❤✐s♠s✳

❙t❡♣ ✶✿ ❲❡ ✜rst ❧✐❢t t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ t♦ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ P✐❝❛r❞ st❛❝❦s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ tr❛♥s✲
♠✉t❡ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❜❡✐♥❣ ✇❡✐❣❤t✲♣r❡s❡r✈✐♥❣ ✐♥t♦ t❤❡ ♠♦r❡ ♠❛♥❛❣❡❛❜❧❡ ♦♥❡ ♦❢
♣r❡s❡r✈✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡ ❜✉♥❞❧❡s✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥✿

λ : P = Pic
totdeg=d,st
1,n → M, λ̂ : P̂ = Pic

totdeg=d,st
1,n (1) → M̂

❢♦r t❤❡ P✐❝❛r❞ st❛❝❦s ♦❢ π ❛♥❞ π̂ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✇✐t❤ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❧✐♥❡ ❜✉♥❞❧❡s L

❛♥❞ L̂ ✳ ❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ st❛❝❦ Mor
P×P̂

(C , Ĉ ) ✇✐t❤ ✉♥✐✈❡rs❛❧

♠♦r♣❤✐s♠ Φ ❛♥❞ ♥❛t✉r❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ Π t♦ Mor
M×M̂

(C , Ĉ )✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❧♦✲

❝❛❧❧② ❝❧♦s❡❞ s✉❜st❛❝❦ Y ′ ⊆ Mor
P×P̂

(C , Ĉ ) r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤♦s❡ ♠♦r♣❤✐s♠s t❤❛t

♣r❡s❡r✈❡ t❤❡ ❧✐♥❡ ❜✉♥❞❧❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❣✐✈❡♥ ❛ s♠♦♦t❤ ❝❤❛rt S → Mor
P×P̂

(C , Ĉ )✱

t❤❡ ❧♦❝✉s ♦❢ s ∈ S ✇❤❡r❡ Φ∗
sL̂s

∼= Ls ✐s ♥♦t❤✐♥❣ ❜✉t t❤❡ ❧♦❝✉s T ✇❤❡r❡ t❤❡ t✇♦
s❡❝t✐♦♥s LS ❛♥❞ Φ∗

SL̂S ♦❢ P(S) → M(S) ❛r❡ ✐s♦♠♦r♣❤✐❝✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s ✇❡
❛r❡ ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡ ✜❜❡r ♣r♦❞✉❝t

T //

��

P

∆
��

S // P×M P

❇❡✐♥❣ P → M r❡♣r❡s❡♥t❛❜❧❡ ❜② ❧♦❝❛❧❧② s❡♣❛r❛t❡❞ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ s♣❛❝❡s ❬❇▲❘✶✷✱
❚❤❡♦r❡♠ ✽✳✸✳✶❪✱ ∆ ✐s ❛ q✉❛s✐✲❝♦♠♣❛❝t ❧♦❝❛❧❧② ❝❧♦s❡❞ ✐♠♠❡rs✐♦♥ ❬❙t❛✷✵✱ ❚❛❣
✵✹❨❯❪✱ s♦ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r T ⊆ S ✐s ❧♦❝❛❧❧② ❝❧♦s❡❞✳

❙t❡♣ ✷✿ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝❧♦s❡❞ s✉❜st❛❝❦ Y ⊆ Y ′ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ s✉r❥❡❝t✐✈❡
♠♦r♣❤✐s♠s t❤❛t ♣r❡s❡r✈❡ t❤❡ ♠❛r❦✐♥❣s✳

●✐✈❡♥ ❛ ❝❤❛rt S → Mor
P×P̂

(C , Ĉ )✱ t❤❡ ❧♦❝✉s ♦❢ s ∈ S ✇❤❡r❡ Φs ✐s ♠❛r❦✐♥❣✲
♣r❡s❡r✈✐♥❣ ✐s t❤❡ ❡q✉❛❧✐s❡r ♦❢ t❤❡ t✇♦ s❡❝t✐♦♥s✿

S ĈS ×S . . .×S ĈS

×σ̂i

×Φ◦σi

❚❤✐s ❞❡✜♥❡s ❛ ❝❧♦s❡❞ s✉❜s❝❤❡♠❡ ♦❢ S✱ s✐♥❝❡ ĈS → S ✐s s❡♣❛r❛t❡❞✳
❆s r❡❣❛r❞s s✉r❥❡❝t✐✈✐t②✱ s✐♥❝❡ Φ ✐s ♣r♦♣❡r ❛♥❞ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜❜❡r ✐s

✉♣♣❡r s❡♠✐❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❬❙t❛✷✵✱ ❚❛❣ ✵❉✹■❪✱ t❤❡ ❧♦❝✉s ✐♥ ĈS ✇❤❡r❡ t❤❡ ✜❜❡r ♦❢ Φ
✐s ❡♠♣t② ✐s ♦♣❡♥✳ ■ts ✐♠❛❣❡ ✐♥ S ✐s ♦♣❡♥ ❜② ✢❛t♥❡ss ♦❢ ĈS → S ❬❙t❛✷✵✱ ❚❛❣
✵✶❯❆❪✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❧❛tt❡r ✐s t❤❡ ❧♦❝✉s ✇❡ ♥❡❡❞✳

❙t❡♣ ✸✿ ❲❡ ♠❛② ♥♦✇ ❣❡t ❜❛❝❦ t♦ Mor
M×M̂

(C , Ĉ )✳ ▲❡t X ′ ❜❡ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ Y

✉♥❞❡r Π✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ❝♦♥str✉❝t✐❜❧❡ s✉❜st❛❝❦ ♦❢ Mor
M×M̂

(C , Ĉ ) ❜② ❈❤❡✈❛❧❧❡②✬s
t❤❡♦r❡♠ ❬▲▼❇✵✵✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✾✳✹❪✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t t♦ s❤♦✇ t❤❛t ❛ ❝♦♥str✉❝t✐❜❧❡ s❡t
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✐s ♦♣❡♥ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❝❧♦s❡❞✮ ✐t ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t ✐t ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ t❤❡ ❣❡♥❡r✲
✐s❛t✐♦♥s ♦❢ ✐ts ♣♦✐♥ts ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛❧❧ t❤❡ s♣❡❝✐❛❧✐s❛t✐♦♥s✮ ❬❙t❛✷✵✱ ❚❛❣ ✵❉◗◆❚❛❣
✵✾✵✸❪✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✉♥❞❡r ◆♦❡t❤❡r✐❛♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ t✇♦ ♣♦✐♥ts r❡❧❛t❡❞ ❜② s♣❡❝✐❛❧✐✲
s❛t✐♦♥✴❣❡♥❡r✐s❛t✐♦♥ ❛r❡ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❛ ❉❱❘ s❝❤❡♠❡ ❬❙t❛✷✵✱ ❚❛❣
✵✺✹❋❪✳

■t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ ❛s ❛❜♦✈❡ t❤❛t ❜❡✐♥❣ s✉r❥❡❝t✐✈❡ ❛♥❞ ♠❛r❦✐♥❣✲♣r❡s❡r✈✐♥❣ ❛r❡
❝❧♦s❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥t t❤❛t φ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦✈❡r❡❞ ❜② ❛ ❧✐♥❡ ❜✉♥❞❧❡✲
♣r❡s❡r✈✐♥❣ ♠♦r♣❤✐s♠ ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❧❛t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥s✿
✭✶✮ φ ❝♦♥tr❛❝ts ♦♥❧② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ✇❡✐❣❤t 0✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤✐s ✐s ♦♣❡♥✳ ❆s✲

s✉♠❡ t❤❛t ∆ ✐s ❛ ❉❱❘ s❝❤❡♠❡ ✇✐t❤ ❝❧♦s❡❞ ♣♦✐♥t 0 ❛♥❞ ❣❡♥❡r✐❝ ♣♦✐♥t η✱ ❛♥❞
✇❡ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ∆ → X ′ s✉❝❤ t❤❛t φ0 : C0 → Ĉ0 ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥tr❛❝t ❛♥② ❝♦♠✲
♣♦♥❡♥t ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ ✇❡✐❣❤t✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t
Dη ⊆ Cη ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ ✇❡✐❣❤t dD ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥tr❛❝t❡❞ ❜② φη. ❚❤❡ ❝♦♥tr❛❝t❡❞
❧♦❝✉s✱ ✐✳❡✳

{
c ∈ C∆| dimc φ

−1(φ(c)) ≥ 1
}
✱ ✐s ❝❧♦s❡❞ ❜② s❡♠✐❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢

✜❜❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ❤❡♥❝❡ ✐t ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts Di ⊆ C0 t♦ ✇❤✐❝❤
Dη s♣❡❝✐❛❧✐s❡s✳ ❆t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠ ❤❛s ♣♦s✐t✐✈❡ ✇❡✐❣❤t✱ s✐♥❝❡ t❤❡ s✉♠ ♦❢
t❤❡✐r ✇❡✐❣❤ts ✐s dD✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳

✭✷✮ φ ❤❛s ❞❡❣r❡❡ ✶ ♦♥ ❡✈❡r② ♥♦♥ ❝♦♥tr❛❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦r✱ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ ❢♦r
❡✈❡r② S → X ′ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ S✲❞❡♥s❡ ♦♣❡♥ ✐♥ ĈS s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢
φS t♦ ✐ts ♣r❡✐♠❛❣❡ ✐s ❛♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠✳ ❚❤✐s ✐s ❛♥ ♦♣❡♥ ❛♥❞ ❝❧♦s❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❀
✇❡ s❤♦✇ ✐t ✐s ♦♣❡♥✳ ▲❡t ∆ ❜❡ ❛ ❉❱❘ s❝❤❡♠❡ ❛s ❛❜♦✈❡ ❛♥❞ ❛ss✉♠❡ t❤❛t
φ0 s❛t✐s✜❡s t❤❡ ♣r♦♣❡rt②✳ ❙✐♥❝❡ φ∆ ✐s ♣r♦♣❡r✱ ✇❡ ♠❛② ❝♦♥s✐❞❡r

φ∆,∗[C∆] =
∑

ni[Ĉ∆,i] ∈ A2(Ĉ∆).

❆♣♣❧②✐♥❣ ●②s✐♥ ♣✉❧❧✲❜❛❝❦ t♦ 0 ✭✇❤✐❝❤ ✐s ❛ r❡❣✉❧❛r ❝❧♦s❡❞ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡✮
❬❋✉❧✾✽✱ Pr♦♣✳ ✶✵✳✶✭❛✮❪✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ ni✬s ❛r❡ ✶ ❢♦r t❤♦s❡ Ĉi✬s s✉❝❤
t❤❛t 0![Ĉi] 6= 0✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢
Ĉ s✉♣♣♦rt❡❞ ♦♥ Ĉη✳

✭✸✮ φ ✐s ✇❡✐❣❤t✲♣r❡s❡r✈✐♥❣✳ ❚❤✐s ✐s ❛❣❛✐♥ ❛♥ ♦♣❡♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ❛s ✇❡ ❝❛♥ s❡❡
❢r♦♠ t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❞✉❛❧ ❣r❛♣❤s✳ ▲❡t Γ(φ) ❜❡ t❤❡ ♠❛♣ ✐♥❞✉❝❡❞ ❛t t❤❡
❧❡✈❡❧ ♦❢ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❞✉❛❧ ❣r❛♣❤s Γ(C∆) → Γ(Ĉ∆)✳ ■t ✐s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡
s♣❡❝✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ♠❛♣s✿

Γ(C0) Γ(Ĉ0)

Γ(Cη) Γ(Ĉη)

Γ(φ0)

sp sp

Γ(φη)

❙✐♥❝❡ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ♦❢ ❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ✜❜❡r ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤♦s❡
♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts t♦ ✇❤✐❝❤ ✐t s♣❡❝✐❛❧✐s❡s

deg(v) =
∑

w∈sp−1(v)

deg(w)
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Γ(φη) ❤❛s t♦ ❜❡ ✇❡✐❣❤t✲♣r❡s❡r✈✐♥❣ ❛s ✇❡❧❧✳
❙t❡♣ ✹✿ ❲❡ ❤❛✈❡ ✐♠♣♦s❡❞ t❤❛t✱ ✐❢ φ ❝♦♥tr❛❝ts ❛ s✉❜❝✉r✈❡ E ♦❢ t❤❡ ✜❜❡r✱ ✐t ♠✉st

❤❛✈❡ ✇❡✐❣❤t 0✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ✜❜❡rs ♦❢ Ĉ ♦♥❧② ❤❛✈❡ ♥♦❞❡s ❛♥❞ ❝✉s♣s ❛s s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s✱
❛♥❞ t❤❡ ♠❛r❦✐♥❣s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❜❡ s♠♦♦t❤ ♣♦✐♥ts✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t E ♠✉st
❜❡ ✉♥♠❛r❦❡❞ ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ❣❡♥✉s 1 ❜② ✇❡✐❣❤t❡❞ st❛❜✐❧✐t②❀ ❢✉rt❤❡r♠♦r❡∣∣∣E ∩ C \ E

∣∣∣ ≤ 2✱ ✐✳❡✳ E ✐s ❡✐t❤❡r ❛♥ ❡❧❧✐♣t✐❝ t❛✐❧ ♦r ❛♥ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❜r✐❞❣❡✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡

t✇♦ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❧❡❢t✿
✭✶✮ φ ❝♦♥tr❛❝ts ❛♥ ❡❧❧✐♣t✐❝ t❛✐❧ t♦ ❛ ❝✉s♣ ❛♥❞ ✐s ❛♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ❡✈❡r②✇❤❡r❡

❡❧s❡✱ ♦r t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❡❧❧✐♣t✐❝ t❛✐❧ t♦ st❛rt ✇✐t❤ ❛♥❞ φ ✐s ❛♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❀
✭✷✮ t❤❡ ❡❧❧✐♣t✐❝ t❛✐❧✴❜r✐❞❣❡ ✐s ❝♦♥tr❛❝t❡❞ t♦ ❛ s♠♦♦t❤ ♣♦✐♥t✴♥♦❞❡✱ t❤❡♥ ❛ ♥♦♥✲

s❡♣❛r❛t✐♥❣ ♥♦❞❡ ♦r ❛ ❝✉s♣ ♠✉st ❛♣♣❡❛r s♦♠❡✇❤❡r❡ ❡❧s❡ ✐♥ t❤❡ ✜❜❡r ♦❢ Ĉ

✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r❡s❡r✈❡ t❤❡ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ❣❡♥✉s✳
❲❡ ✇❛♥t t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ s❝❡♥❛r✐♦✱ s♦ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♦♣❡♥ s✉❜st❛❝❦ X ⊆ X ′

❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ●✐✈❡♥ CS → ĈS ∈ X ′(S)✱ ❧❡t U ⊆ Ĉ ❜❡ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ S✲❞❡♥s❡ ♦♣❡♥
s✉❜s❡t s✉❝❤ t❤❛t φS |φ−1

S (U) : φ
−1
S (U) → U ✐s ❛♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠✱ ❛♥❞ V ✐ts ❝❧♦s❡❞

❝♦♠♣❧❡♠❡♥t ✐♥ ĈS ✳ ❚❤❡♥ X ✐s t❤❡ ♦♣❡♥ ❧♦❝✉s ❬❙t❛✷✵✱ ❚❛❣ ✵✺✺●❪ ✇❤❡r❡ t❤❡
✜❜❡rs ♦❢ π|φ−1(V ) : φ

−1(V ) → S ❛r❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞✳

❚❤✐s ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧❧② ❝❧♦s❡❞ s✉❜st❛❝❦ X ⊆ Mor
M×M̂

(C , Ĉ )✳
�

▲❡♠♠❛ ✹✳✻✳ ❚❤❡ ✜rst ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ pr1 : Mor
M×M̂

(C , Ĉ ) → M r❡str✐❝t❡❞ t♦ X ✐s
❛♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ✇✐t❤ M✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✇✐❧❧ ❢♦❧❧♦✇ ❢r♦♠ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❩❛r✐s❦✐✬s ▼❛✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ❢♦r
❛❧❣❡❜r❛✐❝ s♣❛❝❡s✳ ❋✐rst ✇❡ ❝❧❛✐♠ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ pr1|X : X → M ✐s r❡♣r❡✲

s❡♥t❛❜❧❡ ❜② ❛❧❣❡❜r❛✐❝ s♣❛❝❡s✿ ❜② ❬❙t❛✷✵✱ ❚❛❣ ✵✹❨✺❪ ✇❡ ♦♥❧② ♥❡❡❞ t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t
✐t ✐s ❢❛✐t❤❢✉❧✱ ❛♥❞ ❜② ❬❈♦♥✵✼✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷✳✺❪ ✐t ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❧♦♦❦ ❛t ❣❡♦♠❡tr✐❝
♣♦✐♥ts✳ ❍❡♥❝❡ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ s❛② t❤❛t✱ ❣✐✈❡♥ φ : C → Ĉ ❛ K✲♣♦✐♥t ♦❢ X ✱ ✇❡ ❤❛✈❡
Aut(φ) ⊆ Aut(C)✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠s ♦❢ φ ❛r❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❞✐❛❣r❛♠s✿

C Ĉ

C Ĉ

φ

ψ ψ̂

φ

◆♦✇ ψ̂ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ψ : ❢♦r ❛♥② p ∈ Ĉ✱ ❡✐t❤❡r φ ✐s ❛♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ✐♥ ❛
♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ ♦❢ ✐ts ♣r❡✐♠❛❣❡ ❛♥❞ t❤✉s ❛r♦✉♥❞ t❤❛t ♣♦✐♥t ψ̂ = φ ◦ ψ ◦ φ−1, ♦r
φ−1(p) ✐s ❛ ❣❡♥✉s ✶ t❛✐❧✱ s♦ ψ ♠✉st ♣r❡s❡r✈❡ ✐t✳

❙❡❝♦♥❞❧② pr1|X ✐s ♣r♦♣❡r ✿ t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❛t✐✈❡ ❝r✐t❡r✐♦♥✿
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η′ = Spec(K ′) η = Spec(K) X

∆′ = Spec(R′) ∆ = Spec(R) M

∃?

▲❡t π : C∆ → ∆ ❜❡ t❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ♥♦❞❛❧ ❝✉r✈❡s ♦♥ ∆❀ t❤❡r❡ ❛r❡ t❤r❡❡ ❝❛s❡s t♦
❝♦♥s✐❞❡r✿

✭❛✮ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ✜❜❡r ❝♦♥t❛✐♥s ♥♦ ❡❧❧✐♣t✐❝ t❛✐❧✱ t❤❡♥ t❤❡ s❛♠❡ ✐s tr✉❡ ❢♦r Cη✱
❤❡♥❝❡ φη ✐s ❛♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠✳ ❲❡ ❝❛♥ ❡①t❡♥❞ φη ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

Cη Ĉη

C∆ C∆ =: Ĉ∆

∼

φη

ι ι◦φ−1
η

idC

❆♥♦t❤❡r ❡①t❡♥s✐♦♥ φ′ : C∆
∼= Ĉ∆ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♦♥❡

✈✐❛✿

C∆ Ĉ∆

C∆ C∆

φ′

id (φ′)−1

id

■❢ ✐♥st❡❛❞ C0 ❤❛s ❣♦t ❛♥ ❡❧❧✐♣t✐❝ t❛✐❧✱ t❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡ t✇♦ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s✿

✭❜✮ Cη ❤❛s ❣♦t ❛♥ ❡❧❧✐♣t✐❝ t❛✐❧ ❛s ✇❡❧❧❀ t❤❛t ✐s t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ∆ → M ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞
✐♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②✱ s♦ ✇❡ ❝❛♥ ✜♥❞ ❛ ❧✐❢t

M1,1 ×M
wt=d,st
0,1+n

∆ D{1,∅},{0,n} M.

❚❤❡♥ C∆ ✐s t❤❡ ♣✉s❤♦✉t ♦❢ ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ r❛t✐♦♥❛❧ ❝✉r✈❡s R∆ ❛♥❞ ❛ ❢❛♠✐❧②
♦❢ ❣❡♥✉s ✶ ❝✉r✈❡s E∆✿

✭✺✮

∆ R∆

E∆ C∆

❘❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ ❝✉s♣✐❞❛❧ ❝✉r✈❡ ĈK ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s t❤❡ ♣✉s❤♦✉t ♦❢ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐❛❣r❛♠✿

2K RK

K ĈK .
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❙✐♥❝❡ t❤❡ s♠♦♦t❤ s❡❝t✐♦♥ ∆ → R∆ ❞❡✜♥❡s ❛ ❈❛rt✐❡r ❞✐✈✐s♦r✱ ✐t ♠❛❦❡s
s❡♥s❡ t♦ t❛❦❡ ✐ts ❞♦✉❜❧❡ ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ t❤✉s ❞❡✜♥❡ Ĉ∆ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡
s✐♠✐❧❛r ❞✐❛❣r❛♠✿

2∆ R∆

∆ Ĉ∆

❚❤❡ ♠♦r♣❤✐s♠ φ∆ : C∆ → Ĉ∆ ❡①t❡♥❞✐♥❣ φη ✐s t❤❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❡①♣❧♦✐t✐♥❣
t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ C∆ ❛s ❛ ♣✉s❤♦✉t ✭✺✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦r♣❤✐s♠s id : R∆ → R∆

❛♥❞ prE∆
: E∆ → ∆ t♦ t❤❡ ✉♣♣❡r r✐❣❤t ❛♥❞ ❜♦tt♦♠ ❧❡❢t ❝♦r♥❡rs ♦❢ t❤❡ ❧❛st

❞✐❛❣r❛♠ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
✭❝✮ ■❢ C∆ ❞♦❡s s♠♦♦t❤ t❤❡ ❡❧❧✐♣t✐❝ t❛✐❧✱ t❤❡♥ φη ✐s ❛♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠✳ ❲❡ ♠❛②

❛ss✉♠❡ t❤❛t ∆ ✐s t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❉❱❘ ✇✐t❤ ❛❧❣❡❜r❛✐❝❛❧❧②
❝❧♦s❡❞ r❡s✐❞✉❡ ✜❡❧❞ ❬▲▼❇✵✵✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✼✳✶✵❪✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ♠❛② ♣✐❝❦ ❛ s♠♦♦t❤
s❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ r❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ C0 ❛♥❞ ❡①t❡♥❞ t❤❡♠ t♦ s❡❝t✐♦♥s
♦❢ C∆ → ∆ ❜② ●r♦t❤❡♥❞✐❡❝❦✬s ❡①✐st❡♥❝❡ t❤❡♦r❡♠❀ ❧❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② Σ t❤❡
❈❛rt✐❡r ❞✐✈✐s♦r t❤❛t ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❛❧❧ s✉❝❤ s❡❝t✐♦♥s✳ ▲❡t Z ❜❡ t❤❡ ❡❧❧✐♣t✐❝
t❛✐❧ ✐♥ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ✜❜❡r❀ t❤❡♥ ✇❡ ❝❧❛✐♠ t❤❛t ωC∆/∆(Z) ⊗ OC∆

(2Σ) ✐s π∆
s❡♠✐✲❛♠♣❧❡✱ ❛♠♣❧❡ ♦♥ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ✜❜❡r✱ ❛♥❞ ❣✐✈❡s t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❡❧❧✐♣t✐❝ t❛✐❧ t♦ t❤❡ ❝✉s♣ ✐♥ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ✜❜❡r✳ ❲❡ s❤❛❧❧ ♥♦t ♣r♦✈❡ t❤❡ ❝❧❛✐♠
❤❡r❡✱ s✐♥❝❡ t❤✐s ✐s t❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✳

❋✐♥❛❧❧② ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ♠❛♣ ✐s ❜✐❥❡❝t✐✈❡ ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ M ✐s ♥♦r♠❛❧✱ ❤❡♥❝❡
π|X : X → M ✐s ❛♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ❜② ❩❛r✐s❦✐✬s ♠❛✐♥ t❤❡♦r❡♠ ✭❛s ✐♥ ❬❙t❛✷✵✱ ❚❛❣
✵✽✷■❪✮✳ �

✹✳✷✳ ❙❡❝♦♥❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✿ ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ❜❡❤✐♥❞ t❤✐s
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❞✉❡ t♦ ❍❛ss❡tt ❬❍❍✵✾✱ ➓✷❪ ❛♥❞ ✐t ❤❛s r❡❝❡♥t❧② ❜❡❡♥
r❡✈✐❡✇❡❞ ❛♥❞ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✐♥ ❬❘❙P❲✶✾✱ ➓✸✳✼❪✳ ❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t② ✇❡ ✇✐❧❧ ✇♦r❦ ✇✐t❤
✉♥♠❛r❦❡❞ ❝✉r✈❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥❞❡❡❞ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✇❤❡♥ ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡ ●r♦♠♦✈✲
❲✐tt❡♥ t❤❡♦r② ♦❢ ❛ ❈❛❧❛❜✐✲❨❛✉ t❤r❡❡❢♦❧❞✳

❲❡ s❤❛❧❧ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ♦✈❡r Mdiv
1 ✜rst✱ ❛♥❞ t❤❡♥ s❤♦✇ t❤❛t ✐t ❞❡✲

s❝❡♥❞s t♦ M
wt,st
1 ✳ ❚❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ st❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ✐♠♣❧✐❝✐t ✐♥ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥✳

▲❡t E ❜❡ t❤❡ ❧♦❝✉s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❝✉r✈❡ s♣❛♥♥❡❞ ❜② ❡❧❧✐♣t✐❝ t❛✐❧s ♦❢ ✇❡✐❣❤t 0❀
t❤✐s ✐s ❛ ❈❛rt✐❡r ❞✐✈✐s♦r ✐♥ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❝✉r✈❡ ♦✈❡r Mwt,st

1 ❀ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛❜✉s❡ ♥♦t❛t✐♦♥
❛♥❞ ❞❡♥♦t❡ ❜② E ❛❧❧ ✐ts ♣✉❧❧❜❛❝❦s✳ ▼♦r❡♦✈❡r ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② D1 ✐ts ✐♠❛❣❡ ✐♥ M

wt,st
1 ✱

✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❈❛rt✐❡r ❞✐✈✐s♦r ❛s ✇❡❧❧✳
❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧✐♥❡ ❜✉♥❞❧❡ ♦♥ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❝✉r✈❡ ♦✈❡r Mdiv

1 ✿

✭✻✮ N := ωπ(E)⊗ OC (2D),

✇❤❡r❡ D ✐s t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❈❛rt✐❡r ❞✐✈✐s♦r ♦✈❡r Mdiv
1 ✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t N ✐s tr✐✈✐❛❧ ♦♥

t❤❡ ❧♦❝✉s ♦❢ ❡❧❧✐♣t✐❝ t❛✐❧s✱ s♦ t❤❡ Pr♦❥ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ N ✇✐❧❧ ❝♦♥tr❛❝t t❤✐s
❧♦❝✉s✳
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Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✼✳ ▲❡t Ĉ = Proj
Mdiv

1
(
⊕

n≥0 π∗N
⊗n)✳ ❚❤❡♥ Ĉ ✐s ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢

✇❡✐❣❤t❡❞ 1✲st❛❜❧❡ ❝✉r✈❡s ❛♥❞ φ ✐s ❛ r❡❣✉❧❛r ♠♦r♣❤✐s♠✿

(C ,D) (Ĉ , φ(D))

Mdiv
1

φ

π π̂

❚❤✐s ❞❡✜♥❡s t❤❡ 1✲st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ♠♦r♣❤✐s♠ Mdiv
1 → Mdiv

1 (1)✳

❲❡ ♥❡❡❞ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t N ✐s π✲s❡♠✐✲❛♠♣❧❡ ✭r❡❣✉❧❛r✐t② ♦❢ φ✮ ❛♥❞ t❤❛t π∗N ✐s
❧♦❝❛❧❧② ❢r❡❡ ✭✢❛t♥❡ss ♦❢ π̂✮✳ ❇♦t❤ t❤❡s❡ ❢❛❝ts ❛r❡ ❝❧❡❛r❧② tr✉❡ ❣❡♥❡r✐❝❛❧❧②✱ ❜✉t ❧❡ss
s♦ ♦♥ ♣♦✐♥ts ♦❢ E ❛♥❞ D1✳ ❲❡ s❤❛❧❧ ❝❤❡❝❦ t❤✐s ❜② ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤❡ ♥❡①t ❧❡♠♠❛✱
✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ♥✐❝❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❣❛❞❣❡t t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❬❘❙P❲✶✾❪✳

▲❡♠♠❛ ✹✳✽ ✭♣✉❧❧❜❛❝❦ ✇✐t❤ ❛ ❜♦✉♥❞❛r②✮✳ ▲❡t π : C → S ❜❡ ❛ ♣r♦♣❡r ❢❛♠✐❧② ♦❢
❝✉r✈❡s ♦✈❡r ❛ s♠♦♦t❤ ❜❛s✐s✱ ❛♥❞ ❧❡t N ❜❡ ❛ ❧✐♥❡ ❜✉♥❞❧❡ ♦♥ C s✉❝❤ t❤❛t R1 π∗N ✐s
❛ ❧✐♥❡ ❜✉♥❞❧❡ s✉♣♣♦rt❡❞ ♦♥ ❛ ❈❛rt✐❡r ❞✐✈✐s♦r D ⊆ S✳ ❚❤❡♥ ❢♦r ❡✈❡r② ❉❱❘ s❝❤❡♠❡
∆ ✇✐t❤ ❝❧♦s❡❞ ♣♦✐♥t 0 ❛♥❞ ❣❡♥❡r✐❝ ♣♦✐♥t η✱ ❛♥❞ ❢♦r ❡✈❡r② ♠♦r♣❤✐s♠ f : ∆ → S
s✉❝❤ t❤❛t f(0) ∈ D ❛♥❞ f(η) ∈ S \D ✇❡ ❤❛✈❡

f∗π∗N ∼= π∆,∗f
∗
C N .

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬❘❙P❲✶✾✱ ▲❡♠♠♠❛ ✸✳✼✳✷✳✷❪✳ �

◆♦✇ r❡❝❛❧❧ t❤❛t ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡ N ✐s tr✐✈✐❛❧ ♦♥ ❡❧❧✐♣t✐❝ t❛✐❧s ❛♥❞ ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡✲
❣r❡❡ ❡✈❡r②✇❤❡r❡ ❡❧s❡✳ ❚❤❡ r❛♥❦ ♦❢ R1 π∗N ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❡❝❦❡❞ ♦♥ t❤❡ ✜❜❡rs ❬❍❛r✼✼✱
❚❤❡♦r❡♠ ■■■✳✶✷✳✶✶❪✱ s♦ ✇❡ s❡❡ t❤❛t ✐t ✐s 0 ♦✉ts✐❞❡ D1 ❛♥❞ 1 ♦♥ ✐t✳

▲❡♠♠❛ ✹✳✾✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡ ❜✉♥❞❧❡ N ✐s π✲s❡♠✐✲❛♠♣❧❡✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ♠❛♣

π∗π∗N
⊗n → N

⊗n

✐s s✉r❥❡❝t✐✈❡ ❢♦r n≫ 0✳

Pr♦♦❢✳ ❖✉ts✐❞❡ t❤❡ ❧♦❝✉s ♦❢ ❡❧❧✐♣t✐❝ t❛✐❧s N ✐s π✲❛♠♣❧❡✳ ❲❡ ❛r❡ ❧❡❢t t♦ ❝❤❡❝❦ ♦♥
♣♦✐♥ts ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ ❛♥ ❡❧❧✐♣t✐❝ t❛✐❧❀ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ▲❡♠♠❛ ✇❡ ❝❛♥ r❡❞✉❝❡ t♦
t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t C ✐s t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ✜❜❡r ♦❢ ❛ ♦♥❡✲♣❛r❛♠❡t❡r s♠♦♦t❤✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡❧❧✐♣t✐❝
t❛✐❧✳ ❚❤✐s ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡❛❧t ✇✐t❤ ❜② ❙♠②t❤ ❬❙♠②✶✶❛✱ ▲❡♠♠❛ ✷✳✶✷❪✳ �

▲❡♠♠❛ ✹✳✶✵✳ π∗N ✐s ❧♦❝❛❧❧② ❢r❡❡ ♦♥ Mdiv
1 .

Pr♦♦❢✳ ❬❘❙P❲✶✾✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✼✳✷✳✶❪ ❲❡ ❤❛✈❡ t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t π∗N ❤❛s ❝♦♥st❛♥t
r❛♥❦✳ ❖♥ Mdiv

1 \D1 ✇❡ s❡❡ t❤❛t R1 π∗N = 0✱ s♦ π∗N s❛t✐s✜❡s ❈♦❤♦♠♦❧♦❣② ❛♥❞
❇❛s❡ ❈❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ✐ts r❛♥❦ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❘✐❡♠❛♥♥✲❘♦❝❤✳ ●✐✈❡♥ ❛ ♣♦✐♥t x ♦♥
t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② D1✱ ✇❡ ❝❛♥ ♣✐❝❦ ❛ ❉❱❘ s❝❤❡♠❡ ∆ ✇❤♦s❡ ❝❧♦s❡❞ ♣♦✐♥t ♠❛♣s t♦ x
❛♥❞ ✇❤♦s❡ ❣❡♥❡r✐❝ ♣♦✐♥t ♠❛♣s t♦ Mdiv

1 \ D1. ❚❤❡♥ ✇❡ ❛r❡ ✐♥ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s ♦❢
▲❡♠♠❛ ✹✳✽ ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ ❝❤❡❝❦ t❤❡ r❛♥❦ ❛t x ❜② ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t π∗f∗N ♦✈❡r ∆. ◆♦✇
f∗N ✐s ✢❛t ♦✈❡r ∆✱ s♦ π∗f∗N ✐s ❛s ✇❡❧❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t♦rs✐♦♥✲❢r❡❡ ❛♥❞ t❤✉s
❝♦♥st❛♥t r❛♥❦✳ �
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Pr♦♦❢✳ ✹✳✼ ▲❡t S → Mdiv
1 ❜❡ ❛ s♠♦♦t❤ ❛t❧❛s✱ t❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡✿

(CS ,DS) (ĈS , φ(DS))

S

φS

πS π̂S

✇❤❡r❡ ĈS = Proj
S
(
⊕

n≥0 πS,∗N
⊗n)✱ φS ✐s ❛ ♣r♦♣❡r ❛♥❞ ❜✐r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦r♣❤✐s♠

s✐♥❝❡ N ✐s πS✲s❡♠✐✲❛♠♣❧❡ ❛♥❞ π̂S ✐s ✢❛t s✐♥❝❡ πS,∗N ✐s ❧♦❝❛❧❧② ❢r❡❡✳ ❚♦ ✈❡r✐❢②
t❤❛t t❤✐s ❞❡✜♥❡s ❛ ♠♦r♣❤✐s♠ S → Mdiv

1 (1) ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❛r❣✉❡ t❤❛t ĈS ❤❛s r❡❞✉❝❡❞
✜❜❡rs ❛♥❞ ♦♥❧② ♥♦❞❡s ❛♥❞ ❝✉s♣s ❛s s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s✳

❙✐♥❝❡ t❤❡s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦♥❧② ❝♦♥❝❡r♥ t❤❡ ✜❜❡rs ♦❢ π̂ ✇❡ ❝❛♥ ✈❡r✐❢② t❤❡♠ ❛❢t❡r ❜❛s❡
❝❤❛♥❣❡ t♦ ❛ ❉❱❘ s❝❤❡♠❡∆ ❝❤♦s❡♥ ❛s ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✹✳✽✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❝♦♠✲
♠✉t❡s ✇✐t❤ ❜❛s❡✲❝❤❛♥❣❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡ ✇❡ ❝❛♥ ♣✐❝❦ f : ∆ → S s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ t♦t❛❧
s♣❛❝❡ C∆ ✐s r❡❣✉❧❛r✱ s♦ ✇❡ ♠❛② ❥✉st ❛♣♣❧② ❙♠②t❤✬s ❈♦♥tr❛❝t✐♦♥ ▲❡♠♠❛ ❬❙♠②✶✶❛✱
▲❡♠♠❛ ✷✳✶✸❪✳

❋✐♥❛❧❧② t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤✐s ❞❡✜♥❡s ❛ ♠♦r♣❤✐s♠ Mdiv
1 → Mdiv

1 (1) ✐t ✐s ❡♥♦✉❣❤
t♦ ✈❡r✐❢② t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ pr∗1ĈS

∼= pr∗2ĈS s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ❝♦❝②❝❧❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ pri : S

′ = S×Mdiv
1

S ⇒ S✳

❚❤✐s ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t pr∗i ĈS ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ Pr♦❥
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ t♦ pr∗i πS,∗N

∼= πS′,∗pr
∗
i N ✱ ❜② ✢❛t♥❡ss ♦❢ S′ → S✳ ❚❤✉s ✐t ✐s ❡♥♦✉❣❤

t♦ s❤♦✇ t❤❛t pr∗1N ∼= pr∗2N ✳ ❇✉t N ✐s t❤❡ ♣✉❧❧❜❛❝❦ ♦❢ ❛ ❧✐♥❡ ❜✉♥❞❧❡ ♦♥ Mdiv
1 ✱

t❤✉s t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠

S ×Mdiv
1
S S

S Mdiv
1

pr1

pr2

❚❤❡ ❝♦❝②❝❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❞❡r✐✈❡❞ s✐♠✐❧❛r❧②✳ �

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✶✳ ❚❤❡ 1✲st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ❢♦r ❝✉r✈❡s ✇✐t❤ ❛ ❞✐✈✐s♦r ✐♥❞✉❝❡s ❛♥ ❛♥❛✲
❧♦❣✉❡ ♠♦r♣❤✐s♠ ♦♥ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❝✉r✈❡s✿

Mdiv
1 Mdiv

1 (1)

M
wt,st
1 M

wt,st
1 (1)

�

∃

Pr♦♦❢✳ ➱t❛❧❡ ❧♦❝❛❧❧② ♦♥ M
wt,st
1 ✇❡ ❝❛♥ ❝❤♦♦s❡ s♠♦♦t❤ s❡❝t✐♦♥s si ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧

❝✉r✈❡ s♦ t❤❛t t❤❡ ❈❛rt✐❡r ❞✐✈✐s♦r D =
∑
si ❤❛s ❞❡❣r❡❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✇❡✐❣❤t

❢✉♥❝t✐♦♥✱ s♦ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐t ♠❛❦❡s N = ωπ(E) ⊗ OC (2D) tr✐✈✐❛❧ ♦♥ t❤❡ ❡❧❧✐♣t✐❝
t❛✐❧s ❛♥❞ π✲❛♠♣❧❡ ❡❧s❡✇❤❡r❡✳ ❋♦r ❛ s♠♦♦t❤ ❛t❧❛s S → M

wt,st
1 ✱ t❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥
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❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ❧✐❢t✐♥❣ S → Mdiv
1 ✱ ❛♥❞ t❤✉s ❛ ♠♦r♣❤✐s♠ ξ : S → M

wt,st
1 (1)

t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✼✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤✐s ❞❡s❝❡♥❞s t♦ ❛ ♠♦r♣❤✐s♠ M

wt,st
1 → M

wt,st
1 (1) ✇❡ ♥❡❡❞

t♦ ✈❡r✐❢② t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts pr∗1(ξ) ∼= pr∗2(ξ) s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ❝♦❝②❝❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡
pri : S

′ = S×
M

wt,st
1

S ⇒ S✳
❚❤✐s ❜♦✐❧s ❞♦✇♥ t♦ ❝❤❡❝❦✐♥❣ t❤❛t ❢♦r t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤♦✐❝❡s ♦❢ ❛ ❧✐❢t✐♥❣D1,D2 : S →

Mdiv
1 t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✉♥✐q✉❡ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠

Ĉ1 = Proj
S


⊕

n≥0

π∗(N1))
⊗n


 ∼= Proj

S


⊕

n≥0

π∗(N2))
⊗n


 = Ĉ2.

❇② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❜✐r❛t✐♦♥❛❧ ♠❛♣ ψ✿

CS

Ĉ1 Ĉ2.

φ1 φ2

ψ

❲❡ ✇❛♥t t♦ s❤♦✇ t❤❛t ψ ❡①t❡♥❞s t♦ ❛ r❡❣✉❧❛r ♠♦r♣❤✐s♠✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t Ĉi ✐s
♥♦r♠❛❧✱ i = 1, 2✳ ■♥❞❡❡❞ s✐♥❝❡ S ✐s s♠♦♦t❤ ❛♥❞ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ✜❜❡rs
❛r❡ ✐♥ ❝♦❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1✱ Ĉi ✐s r❡❣✉❧❛r ✐♥ ❝♦❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1✳ ▼♦r❡♦✈❡r s✐♥❝❡ ❜♦t❤ S
✭s♠♦♦t❤✮ ❛♥❞ t❤❡ ✜❜❡rs ✭❈♦❤❡♥✲▼❛❝❛✉❧❛②✮ s❛t✐s❢② ❙❡rr❡✬s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ S2✱ s♦ ❞♦❡s
t❤❡ t♦t❛❧ s♣❛❝❡ ♦❢ Ĉi ❜② ❬▼❛t✽✾✱ ❚❤♦r❡♠ ✷✸✳✾❪✳ ❚❤❡♥✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ✜❜❡rs
♦❢ φi ❛r❡ ❡✐t❤❡r ♣♦✐♥ts ♦r pa = 1 s✉❜❝✉r✈❡s✱ ❛♥❞ ✐♥ ❡✐t❤❡r ❝❛s❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞✱ ❩❛r✐s❦✐✬s
❝♦♥♥❡❝t❡❞♥❡ss t❤❡♦r❡♠ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t

φi,∗OCS
∼= O

Ĉi
.

▼♦r❡♦✈❡r ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ Exc(φ1) = Exc(φ2) ✐s t❤❡ ❧♦❝✉s ♦❢ ❡❧❧✐♣t✐❝ t❛✐❧s ♦❢ ✇❡✐❣❤t
0✱ s♦ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r φ2 ❝♦♥tr❛❝ts ❛❧❧ ✜❜❡rs ♦❢ φ1. ❚❤❡♥ ❬❉❡❜✶✸✱ ▲❡♠♠❛ ✶✳✶✺❪ ✐♠♣❧✐❡s
t❤❛t φ2 ❢❛❝t♦rs t❤r♦✉❣❤ φ1✱ ❛♥❞ ✈✐❝❡✈❡rs❛✳ ❚❤✐s ♣r♦✈❡s t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐t② ♦❢ ψ ❛♥❞ ✐ts
✐♥✈❡rs❡✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t ψ ✐s ✉♥✐q✉❡ ❛s ✐t ✐s t❤❡ ♦♥❧② ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ φ2 ◦ φ

−1
1 ✳ �

❘❡♠❛r❦ ✹✳✶✷✳ ❚❤❡ m✲st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ❢♦r m ≥ 2 ❞♦❡s ♥♦t ❡①t❡♥❞ t♦ ❛ r❡❣✉❧❛r
♠♦r♣❤✐s♠❀ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ st❛❜❧❡ ❝✉r✈❡s✿

❇♦t❤ ❝✉r✈❡s ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ❛r❡ 3✲st❛❜❧❡✱ s♦ ✐t ✐s ✉♥❝❧❡❛r ❤♦✇ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ 3✲
st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ❛❧r❡❛❞② ♦♥ ♣♦✐♥ts✳

❍❡r❡ ✐s s♦♠❡ ❤❡✉r✐st✐❝s ❛❜♦✉t ✇❤② t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❝❤♦✐❝❡s ✐♥ ❢❛♠✐❧✐❡s ❞♦ ♥♦t ✇♦r❦✳
■♥❞❡❡❞ s✉♣♣♦s❡ ✇❡ tr② ❝♦♥tr❛❝t✐♥❣ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❣❡♥✉s 1 ✉♥♠❛r❦❡❞ s✉❜❝✉r✈❡✳ ❈♦♥✲
s✐❞❡r ❛ 1✲♣❛r❛♠❡t❡r s♠♦♦t❤✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡ q✿ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ✜❜❡r ✐s ❛ s♠♦♦t❤ ❡❧❧✐♣t✐❝
❝✉r✈❡ ✇✐t❤ t❤r❡❡ ♠❛r❦❡❞ P

1 ❛tt❛❝❤❡❞✳ ■❢ ❛ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦r❡ ❡①✐st❡❞✱ ✇❡
✇♦✉❧❞ ❣❡t ❛ ❢❛♠✐❧② ✇✐t❤ ❛ ❙♠②t❤✬s 3✲❢♦❧❞ ❡❧❧✐♣t✐❝ ♣♦✐♥t ❞❡❣❡♥❡r❛t✐♥❣ t♦ t❤❡ t❛❝✲
♥♦❞❡✱ ❜✉t s✉❝❤ ❛ ❢❛♠✐❧② ❝❛♥♥♦t ❡①✐st❀ t❤❡ ♠✐♥✐✈❡rs❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❛❝♥♦❞❡
❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧② ❝✉s♣s ❛♥❞ ♥♦❞❡s ❛s s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s✳
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q

❋✐❣✉r❡ ✶✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❧❛✉s✐❜❧❡ 3✲st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥s✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ tr② t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ 3✲st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ❜② ❝♦♥tr❛❝t✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧
✉♥♠❛r❦❡❞ ❣❡♥✉s 1 s✉❜❝✉r✈❡✳ ❈❤♦♦s❡ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ s♠♦♦t❤✐♥❣ ♦❢ ♦✉r st❛❜❧❡ ❝✉r✈❡
✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t t❤❡ t♦t❛❧ s♣❛❝❡ C∆ ✐s s♠♦♦t❤✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧
✉♥♠❛r❦❡❞ s✉❜❝✉r✈❡ ♦❢ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ✜❜❡r ✐s ♥♦t ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❬❙♠②✶✶❛✱ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✶❪✱
s♦ ❝♦♥tr❛❝t✐♥❣ ✐t ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❣❡t ❛ ♥♦♥✲●♦r❡✐♥st❡✐♥ s✐♥❣✉❧❛r✐t②✳

❚❤❡ ✐♥❞❡t❡r♠✐♥❛❝② ❤❛s ❜❡❡♥ r❡s♦❧✈❡❞ ❜② ❬❘❙P❲✶✾❪✳

✹✳✸✳ ❆✉①✐❧✐❛r② s♣❛❝❡s ❛♥❞ ✐♥❞✉❝❡❞ ♦❜str✉❝t✐♦♥ t❤❡♦r✐❡s✳ ■♥ t❤✐s ❧❛st ♣❛rt
♦❢ t❤❡ s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❡①♣❧♦✐t t❤❡ 1✲st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ♠♦r♣❤✐s♠ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ s♦♠❡ ❛✉①✐❧✐❛r②
s♣❛❝❡s ✇✐t❤ ❛ ✈✐rt✉❛❧ ❝❧❛ss t❤❛t ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ❝✉s♣✐❞❛❧ ✇✐t❤
r❡❞✉❝❡❞ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ♦❢ t❤❡ q✉✐♥t✐❝ t❤r❡❡❢♦❧❞✳ ▲❡t Z ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣✉❧❧❜❛❝❦
❞✐❛❣r❛♠✿

Z M
(1)
1 (P4, d)

M
wt,st
1 M

wt,st
1 (1)

�

❖❜❥❡❝ts ♦❢ Z ♦✈❡r ❛ s❝❤❡♠❡ S ❝♦♥s✐st ♦❢ ❞✐❛❣r❛♠s✿

C Ĉ P
4

S

φ

π

f

π̂

✇❤❡r❡ f ✐s ❛ 1✲st❛❜❧❡ ♠❛♣ ❛♥❞ φ ✐s t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ 1✲st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥❀ ❛rr♦✇s ♦✈❡r idS
❛r❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❞✐❛❣r❛♠s✿

C Ĉ P
4

C ′ Ĉ ′
P
4

φ

ψ

f

ψ̂ idP

φ′ f ′

✇❤❡r❡ ψ ❛♥❞ ψ̂ ❛r❡ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠s✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ψ̂ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ψ✳
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❋♦r❣❡tt✐♥❣ Ĉ ❛♥❞ ❦❡❡♣✐♥❣ f ◦ φ : C → P
4✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♠♦r♣❤✐s♠

i : Z → M1(P
4, d).

▲❡♠♠❛ ✹✳✶✸✳ ❚❤❡ ♠♦r♣❤✐s♠ i : Z →֒ M1(P
4, d) ✐s ❛ ❝❧♦s❡❞ ✐♠♠❡rs✐♦♥✳ ■♥

♣❛rt✐❝✉❧❛r Z ✐s ❛ ♣r♦♣❡r ❉▼ st❛❝❦✳

Pr♦♦❢✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❛rr♦✇s ✐♥ Z ✱ i ✐s r❡♣r❡s❡♥t❛❜❧❡ ✭✐✳❡✳ ❢❛✐t❤❢✉❧✮
❛♥❞ ❛ ♠♦♥♦♠♦r♣❤✐s♠ ✭✐✳❡✳ ❢✉❧❧✮✳

❲❡ ❝❛♥ ❝❤❡❝❦ ♣r♦♣❡r♥❡ss ✉s✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❛t✐✈❡ ❝r✐t❡r✐♦♥✳ ❲❡ ❛r❣✉❡ ❛s ✐♥ ❬❘❙P❲✶✾✱
❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✸❪✳ ▲❡t ∆ ❜❡ ❛ ❉❱❘ s❝❤❡♠❡ ✇✐t❤ ❣❡♥❡r✐❝ ♣♦✐♥t η; ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❞✐❛❣r❛♠✿

Cη C∆ P
4

Ĉη Ĉ∆

φη φ∆

f

j

g

◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ♦♣❡♥ ❞❡♥s❡ s✉❜st❛❝❦ ♦❢ Z ✇❤❡r❡ φ ✐s ❛♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠✳
■♥❞❡❡❞ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ♣♦✐♥t ♦❢ ❡✐t❤❡r t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦r ❛♥② ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♠♣♦✲
♥❡♥t ✐s ❛❧r❡❛❞② 1✲st❛❜❧❡✳ ❚❤✉s ✇❡ ❝❛♥ ❛ss✉♠❡ t❤❛t φη ✐♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞✐❛❣r❛♠ ✐s ❛♥
✐s♦♠♦r♣❤✐s♠✳

❖❜s❡r✈❡ t❤❛t f ✐s ❝♦♥st❛♥t ♦♥ t❤❡ ✜❜❡rs ♦❢ φ∆✱ s♦ ✐t ❢❛❝t♦rs t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧❧②
t❤r♦✉❣❤ Ĉ∆. ❲❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ❛s ✐♥ ❬❘❙P❲✶✾❪ ♦r ❛♣♣❡❛❧ t♦ ❬❉❡❜✶✸✱ ▲❡♠♠❛ ✶✳✶✺❪
✉s✐♥❣ φ∗OC∆

∼= O
Ĉ∆

✳ ❚♦ s❡❡ t❤✐s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡①❛❝t s❡q✉❡♥❝❡✿

0 → O
Ĉ∆

→ φ∗OC∆
→ φ∗OC∆

/O
Ĉ∆

→ 0

❙✐♥❝❡ φ ✐s ❛♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ❝✉s♣✐❞❛❧ ♣♦✐♥t✱ t❤❡ ❝♦❦❡r♥❡❧ ✐s s✉♣♣♦rt❡❞
✐♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 0✳ ❍♦✇❡✈❡r χ(O

Ĉη
) = χ(φ∗OCη) ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ s❛♠❡ ❡q✉❛❧✐t② ❤♦❧❞s ♦♥

t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♦❢ ∆✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❊✉❧❡r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ✐s ❝♦♥st❛♥t ✐♥ ✢❛t ❢❛♠✐❧✐❡s✳ ❙♦
χ(φ∗OC∆

/O
Ĉ∆

) = length(φ∗OC∆
/O

Ĉ∆
) = 0. �

❙♦ ✇❡ ♠❛② ❛❞❞ t❤❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❞✐❛❣r❛♠ t♦ t❤❡ ❧❡❢t✿

M1(P
4, d) Z M

(1)
1 (P4, d)

M
wt,st
1 X M

wt,st
1 (1)

i

�

∼

❆ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ Z ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠
t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ i✿ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♠❛✐♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥t Z♠❛✐♥ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❝❧♦s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝✉s
♦❢ ♠❛♣s ❢r♦♠ ❛ s♠♦♦t❤ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡✱ ❛♥❞ ❢♦r ❡✈❡r② k ≥ 2 ❛ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♠♣♦♥❡♥t
DkZ ✱ ✇❤♦s❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣♦✐♥t r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❝♦♥tr❛❝t❡❞ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡ ✇✐t❤ k ♠❛♥②
r❛t✐♦♥❛❧ t❛✐❧s ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡❣r❡❡✳

❘❡♠❛r❦ ✹✳✶✹✳ ❊❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ Z ✐s ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦♥❡
✐♥ M1(P

4, d)✳ ■♥❞❡❡❞ ❣✐✈❡♥ ❛♥② st❛❜❧❡ ♠❛♣ t❤❡r❡ ✐s ❛t ♠♦st ♦♥❡ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥
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❋✐❣✉r❡ ✷✳ ❆ t②♣✐❝❛❧ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ D1 ∩D2✳

t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ 1✲st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ✐♥ ❞❡t❛✐❧s✿ ♦❜❥❡❝ts
♦❢ M1(P

4, d) \ D1 ❛r❡ 1✲st❛❜❧❡ ❛❧r❡❛❞②❀ ♦❜❥❡❝ts ♦❢ D1 ∩ M1(P
4, d)♠❛✐♥ ❢❛❝t♦r

t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝✉s♣ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ s♠♦♦t❤❛❜✐❧✐t② ❝r✐t❡r✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ♥♦❞❡ ✐s
❛ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ♠❛♣❀ ❛♥❞ ♦❜❥❡❝ts ♦❢ D1 ∩Dk ✭k ≥ 2✮ ❢❛❝t♦r t❤r♦✉❣❤
❛ ♠❛♣ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥st❛♥t ♦♥ t❤❡ ❝✉s♣✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ♦❜❥❡❝ts ♦❢ D1,◦ = D1 \ (M1(P
4, d)♠❛✐♥ ∪

⋃
k≥2D

k) ❞♦ ♥♦t
❛❞♠✐t ❛♥② ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥✱ s♦ Z ❤❛s ♥♦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳

❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t✇♦ ♠♦r❡ s♣❛❝❡s✿ ❧❡t XP ❛♥❞ Zp ❜❡ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ st❛❝❦s ❞❡✜♥❡❞
❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❛rt❡s✐❛♥ ❞✐❛❣r❛♠✿

Zp M
(1)
1 (P4, d)p

XP Pic1(1)

X M
wt,st
1 (1)

α

γ �

�

❘❡♠❛r❦ ✹✳✶✺✳ ❚❤❡ st❛❝❦ XP ♣❛r❛♠❡tr✐s❡s

CS ĈS

S

φS

✇✐t❤ ❛ ❧✐♥❡ ❜✉♥❞❧❡ L̂S ♦♥ ĈS ✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t ❜② ♣✉❧❧✐♥❣ ❜❛❝❦ L̂S ✈✐❛ φS ✇❡ ♦❜t❛✐♥
❛ ❧✐♥❡ ❜✉♥❞❧❡ ♦♥ CS ✱ ❤❡♥❝❡ ❛ ♠♦r♣❤✐s♠ XP → Pic1✳ ❚❤✐s ✐s ❣❡♥❡r✐❝❛❧❧② ❛♥
✐s♦♠♦r♣❤✐s♠✱ ❜✉t ❤❛s 1✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✜❜❡rs ♦✈❡r t❤❡ ❧♦❝✉s ♦❢ ❡❧❧✐♣t✐❝ t❛✐❧s✱ ❞✉❡ t♦
t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t Pic(Ĉ) → Pic(C) ❤❛s ❦❡r♥❡❧ Ga ✇❤❡♥ Ĉ ❤❛s ❛ ❝✉s♣✳

❘❡♠❛r❦ ✹✳✶✻✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② t❤❡ st❛❝❦ Zp ♣❛r❛♠❡tr✐s❡s

CS ĈS P
4
S

S

φS

πS π̂S

fS

✇✐t❤ ❛ p✲✜❡❧❞ ψ ∈ H0(ĈS , f
∗
SOP4(−5)⊗ ωπ̂S )✳
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❲❡ ✇❡r❡ ♥♦t ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ Zp ✇✐t❤ M1(P
4, d)p ❞✐r❡❝t❧②✱ s✐♥❝❡ ❞❡♥♦t✐♥❣ ❜②

L̂ = f∗OP4(1) ❛♥❞ ❜② L = φ∗L̂ ✇❡ ♦♥❧② ❤❛✈❡ ❛ ♠❛♣ R1 π̂∗L̂ → R1 π∗L ♦♥ Zp

✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ❛♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ✭❞✉❛❧❧②✱ s✐♥❝❡ φ∗ωπ̂ = ωπ(E)✱ t❤❡ p✲✜❡❧❞s ♦♥ C t❤❛t
✇❡ ❣❡t ❜② ♣✉❧❧✐♥❣ ❜❛❝❦ ❢r♦♠ Ĉ ✈❛♥✐s❤ ♦♥ ❡❧❧✐♣t✐❝ t❛✐❧s✮✳

✹✳✹✳ ❆ ❝♦s❡❝t✐♦♥✲❧♦❝❛❧✐s❡❞ ❝❧❛ss ♦♥ Zp✳ ❚❤❡ ♦❜str✉❝t✐♦♥ t❤❡♦r② R• π̂∗(L̂
⊕5⊕

P̂) ❢♦r t❤❡ ♠♦r♣❤✐s♠ M
(1)
1 (P4, d)p → Pic1(1) t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ✐ts ❝♦s❡❝t✐♦♥ ✐♥❞✉❝❡

❛ ❧♦❝❛❧✐s❡❞ ✈✐rt✉❛❧ ❝❧❛ss ♦♥ Zp ❜② ❧♦❝❛❧✐s❡❞ ✈✐rt✉❛❧ ♣✉❧❧❜❛❝❦✱ s❡❡ ➓ ✸✳✸✿

[Zp]virα∗σ,loc := γ!EZp/XP ,α
∗σ[XP ].

■♥ ♦r❞❡r t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤✐s ❣✐✈❡s t❤❡ s❛♠❡ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❛s t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ 1✲st❛❜❧❡
♠❛♣s ✇✐t❤ p✲✜❡❧❞s✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t ❧♦❝❛❧✐s❡❞ ✈✐rt✉❛❧ ♣✉❧❧❜❛❝❦ ❝♦♠♠✉t❡s
✇✐t❤ ♣r♦♣❡r ♣✉s❤❢♦r✇❛r❞✳

▲❡♠♠❛ ✹✳✶✼✳ ❲✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ s❡t✉♣ ❛♥❞ ♥♦t❛t✐♦♥ ❛s ✐♥ ➓ ✸✳✸✱ s✉♣♣♦s❡ ❢✉rt❤❡r♠♦r❡
t❤❛t ϕ ✐s ♣r♦♣❡r ❛♥❞ ϕ′(Y ′) ∩ U 6= ∅✳ ❋♦r ❡✈❡r② ❝②❝❧❡ [B′] ∈ A∗(S

′)✱

ϕ′
∗ ◦ (ρ

′)!EY ′/S′
[B′] = (ρ)!EY/S

◦ ϕ∗[B] ∈ A∗(Y (σ)).

Pr♦♦❢✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐❛❣r❛♠✿

A∗(S
′) A∗(CY ′/S′) A∗(h

1/h0(EY ′/S′)(σ′)) A∗(Y
′(σ′))

A∗(S) A∗(CY/S) A∗(h
1/h0(EY/S)(σ)) A∗(Y (σ))

s!
σ′,loc

s!σ,loc

❖♥❧② t❤❡ r✐❣❤t✲♠♦st sq✉❛r❡ ✐s ♥♦t ❝❧❛ss✐❝❛❧✳ ❍❡♥❝❡ ✇❡ ❛r❡ ❧❡❢t ✇✐t❤ s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t
❢♦r ❡✈❡r② ❝②❝❧❡ [B′] ∈ A∗(h

1/h0(EY ′/S′)(σ′)) ✇❡ ❤❛✈❡✿

✭✼✮ ϕ′
∗(s

!
σ′,loc[B

′]) = s!σ,loc

(
ϕE
∗ [B

′]
)

∈ A∗(Y (σ)),

✇❤❡r❡ ϕE : h1/h0(EY ′/S′)(σ′) → h1/h0(EY/S)(σ) ✐s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦r♣❤✐s♠ ♦❢
✈❡❝t♦r ❜✉♥❞❧❡ st❛❝❦s✳

■❢ B′ ⊂ h1/h0(EY ′/S′)|Y ′(σ′) t❤❡♥ ϕE(B′) ⊂ h1/h0(EY/S)|Y (σ)✱ t❤✉s t❤❡ ❧♦✲
❝❛❧✐s❡❞ ●②s✐♥ ♠♦r♣❤✐s♠s ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐t❤ s!h1/h0(EY ′/S′ )|Y ′(σ′)

❛♥❞ s!h1/h0(EY/S)|Y (σ)
✱

❛♥❞ t❤❡✐r ❝♦♠♠✉t❛t✐✈✐t② ✇✐t❤ ♣r♦♣❡r ♣✉s❤❢♦r✇❛r❞ ✐s ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥✱ s❡❡ ❬❑r❡✾✾❪ ✭♦r
❬❋✉❧✾✽✱ ❈❤❛♣t❡r ✸❪ ✐❢ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❣❧♦❜❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥s✮✳

❆ss✉♠❡ t❤❡♥ t❤❛t B′ ✐s ❛ ♣r✐♠❡ ❝②❝❧❡ ✐♥ h1/h0(EY ′/S′)(σ′) ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥
h1/h0(EY ′/S′)|Y ′(σ′)✳ ❚❤❡♥ r❡❝❛❧❧ t❤❛t✿

s!σ′,loc[B
′] :=

1

k
ν ′(σ′)∗

(
[D] · s!

G̃
[B̃]
)

∈ A∗(Y
′(σ′)),

✇❤❡r❡ ν ′ : Ỹ → Y ′✱ (ν ′)∗(σ′) ❛♥❞ B̃ s❛t✐s❢② t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ❛ r❡❣✉❧❛r✐s✐♥❣ ♠♦r✲

♣❤✐s♠✱ s❡❡ ➓ ✸✳✸✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t ✐❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ν : Ỹ
ν′
−→ Y ′ ϕ′

−→ Y
❛♥❞ t❤❡ ♣✉❧❧✲❜❛❝❦ ν∗(σ)✱ t❤❡ ✜rst t✇♦ ♦❢ t❤♦s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❛❧✇❛②s s❛t✐s✜❡❞✳
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❍♦✇ ❛❜♦✉t B̃ → B′ → ϕE(B′) =: B? ❙✉♣♣♦s❡ ✜rst t❤❛t B′ → B ✐s ❣❡♥❡r✐❝❛❧❧②
✜♥✐t❡ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ h❀ t❤❡♥ B̃ → B ✐s ❣❡♥❡r✐❝❛❧❧② ✜♥✐t❡ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ hk✱ s♦✿

ϕ′
∗(s

!
σ′,loc[B

′]) =
1

k
ϕ′
∗ ◦ ν

′(σ′)∗

(
[D] · s!

G̃
[B̃]
)

=
1

k
ν(σ)∗

(
[D] · s!

G̃
[B̃]
)

= h s!σ,loc[B]

= s!σ,loc(ϕ
E
∗ [B

′]).

■❢ ✐♥st❡❛❞ B′ → B ✐s ♥♦t ❣❡♥❡r✐❝❛❧❧② ✜♥✐t❡✱ t❤❡♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ✐♥ ❢♦r♠✉❧❛ ✭✼✮
✐s ③❡r♦✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ s❛♠❡ ✐s tr✉❡ ❢♦r t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ✐t ✐s ❡♥♦✉❣❤
t♦ ❛♣♣❡❛❧ t♦ ❬❑▲✶✸✱ ▲❡♠♠❛ ✷✳✼❪✱ s✐♥❝❡ νE∗ [B̃] = (ν ′)E∗ ◦ φE∗ [B̃] = 0. �

❈♦r♦❧❧❛r② ✹✳✶✽✳ deg[Zp]virloc = deg[M
(1)
1 (P4, d)p]virloc

❚❤✐s ❞❡s❝❡♥❞s ❢r♦♠ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛ ❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t XP ❛♥❞ Pic1(1) ❛r❡
❜✐r❛t✐♦♥❛❧✳

▲❡♠♠❛ ✹✳✶✾✳ ❚❤❡ 1✲st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ M
wt,st
1 → M

wt,st
1 (1) ✐s ❛ ♣r♦♣❡r ♠♦r♣❤✐s♠✳

Pr♦♦❢✳ ❯s❡ t❤❡ ✈❛❧✉❛t✐✈❡ ❝r✐t❡r✐♦♥✿ ❧❡t ∆ ❜❡ ❛ ❉❱❘ s❝❤❡♠❡ ✇✐t❤ ❣❡♥❡r✐❝ ♣♦✐♥t η❀
✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ✜❧❧ ✐♥ t❤❡ ✉♣♣❡r r✐❣❤t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐❛❣r❛♠✿

Cη C

Ĉη Ĉ

φη φ

❲❡ ♠❛② ✐♥ ❢❛❝t ❛ss✉♠❡ t❤❛t φη ✐s ❛♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ✐t ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦ t❛❦❡
t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ st❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ Ĉ . �

✺✳ ▲♦❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❞❡s✐♥❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥

✺✳✶✳ ❊q✉❛t✐♦♥s ❢♦r Zp r❡❧❛t✐✈❡ t♦ XP ✳ ❲❡ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ♥❡❡❞ ❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❝♦♥❡ CZp/XP ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ s♣❧✐tt✐♥❣✳ ❙✐♥❝❡ Zp ✐s ❛ ❧✐♥❡ ❜✉♥❞❧❡
♦✈❡r t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ Z ✱ ✐t s✉✣❝❡s t♦ ✜♥❞ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❧❛tt❡r✳

❘❡❝❛❧❧ t❤❛t Z ❝❛♥ ❜❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❛s ❛♥ ♦♣❡♥ ✐♥s✐❞❡ C(π̂∗L̂ ⊕5) ♦✈❡r XP ✳ ❲❡ ❛r❡
❣♦✐♥❣ t♦ ✜♥❞ ❛♥ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ♦❢ C(π̂∗L̂ ⊕5) ✐♥ ❛ s♠♦♦t❤ ❛♠❜✐❡♥t s♣❛❝❡ ♦✈❡r XP ✱
t❤❛t ✐s ❛ ✈❡❝t♦r ❜✉♥❞❧❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s✉✐t❛❜❧② t✇✐st✐♥❣ L̂ ✳

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❬❍▲✶✵❪✱ ✇❡ ✇♦r❦ ❧♦❝❛❧❧② ♦♥ Z ✿ st❛rt ✇✐t❤ ❛ ♣♦✐♥t ξ = [(C
φ
−→ Ĉ

f
−→

P
4] ∈ Z ❛♥❞ ❝❤♦♦s❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦♥ P

4 s✉❝❤ t❤❛t f−1{x0 = 0} ✐s ❛ s✐♠♣❧❡ s♠♦♦t❤
❞✐✈✐s♦r D =

∑d
i=1 δi ♦♥ Ĉ✳ ❚❤✐s ❝♦♥t✐♥✉❡s t♦ ❜❡ tr✉❡ ♦♥ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ U ♦❢ ξ✳

▲♦❝❛❧❧②✱ t❤❡ ♠♦r♣❤✐s♠ Z → XP ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ξ 7→ [C → Ĉ,O
Ĉ
(D)]✱ ✇❤✐❝❤

❛❞♠✐ts ❛ ❧♦❝❛❧ ❧✐❢t✐♥❣ U → X div := Mdiv
1 (1) ×

M̂
X ✱ ❛♥❞ ✐♥ ❢❛❝t ❤✐ts t❤❡ s♠♦♦t❤

❧♦❝✉s ♦❢ t❤❡ ❧❛tt❡r✳
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❘❡♠❛r❦ ✺✳✶✳ ❚❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ X div → XP ✐s ♥♦t s♠♦♦t❤✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❧✐♥❡
❜✉♥❞❧❡ ✐s tr✐✈✐❛❧ ♦♥ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❡❧❧✐♣t✐❝ s✉❜❝✉r✈❡ E✱ s❡❝t✐♦♥s ♦❢ O

Ĉ
(D) ✇❤✐❝❤ ❛r❡

❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ ♥♦♥✲③❡r♦ ♦♥ E ❛r❡ ♦❜str✉❝t❡❞✳

◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ ❍✉ ❛♥❞ ▲✐✬s ❛r❣✉♠❡♥t st✐❧❧ ✇♦r❦s ❛s ✇❡ ♣r♦❝❡❡❞ t♦ r❡❝❛❧❧✳ ▲❡t
D1, . . . , Dd ❞❡♥♦t❡ ❛ ❧♦❝❛❧ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ δ1, . . . , δd ✐♥ t❤❡ s♠♦♦t❤ ❧♦❝✉s ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✲
✈❡rs❛❧ ❝✉r✈❡ ♦✈❡r ❛ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ V ♦❢ [C → Ĉ,O

Ĉ
(D)] ✐♥ XP ✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✜①

❛ ❧♦❝❛❧ s♠♦♦t❤ s❡❝t✐♦♥ A ♦❢ t❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ Ĉ ♦✈❡r V ✳ ❱✐❛ t❤❡ ❆❜❡❧✲❏❛❝♦❜✐ ♠❛♣✱ ❛♥❞
✉♣ t♦ r❡str✐❝t✐♥❣ V ✱ ✜♥❞ ❛♥♦t❤❡r s♠♦♦t❤ s❡❝t✐♦♥ p ♦❢ t❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ ĈV s✉❝❤ t❤❛t✿

L̂V (−D1 − . . .−Dd) ≃ O
ĈV
(p−A),

✇❤❡r❡ L̂ ✐s t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❧✐♥❡ ❜✉♥❞❧❡ ♦♥ XP ✳ ❲❡ s❤❛❧❧ t❤✐♥❦ ♦❢ p ❛s ❛ ❧♦❝❛❧
❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♦♥ XP r❡❧❛t✐✈❡ t♦ X ✳ ❲❡ ♠❛② ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ V ✱
p r❡♠❛✐♥s ❝❧♦s❡ t♦ A❀ ✇❡ ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ✜♥❞ ❛ s♠♦♦t❤ s❡❝t✐♦♥ B ♦❢ t❤❡ ❝♦r❡ ✇❤✐❝❤
✐s ❞✐s❥♦✐♥t ❢r♦♠ ❜♦t❤✳

❆s ✐♥ ❬❍▲✶✵✱ ▲❡♠♠❛ ✹✳✶✵❪ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

▲❡♠♠❛ ✺✳✷✳ C(π̂∗L̂V ) ✐s t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦r ❜✉♥❞❧❡ ♠❛♣✿

π̂∗L̂V (A)
ϕ
−→ π̂∗L̂V (A)|A.

▼♦r❡♦✈❡r✱ s✐♥❝❡ V ✐s ❛✣♥❡ ❛♥❞ L̂V (A) ✐s ❡✛❡❝t✐✈❡✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s♣❧✐tt✐♥❣ ❤♦❧❞s✿

π̂∗L̂V (A) ≃ π̂∗L̂V (A − B)⊕ π̂∗L̂V (A)|B,

❛♥❞ ϕ r❡str✐❝ts t♦ 0 ♦♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ s✉♠♠❛♥❞✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱

π̂∗L̂V (A − B) ≃ π̂∗

d⊕

i=1

O
ĈV
(Di + p− B)

❛♥❞ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜②
ϕi : π̂∗OĈ

(Di + p− B) → π̂∗OA(A)

t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ i✲t❤ s✉♠♠❛♥❞ ✇✐t❤ ϕ✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ st❛t❡ t❤❡ ♥❡①t ❧❡♠♠❛✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ♠♦r❡ ♥♦t❛t✐♦♥✿ ❛r♦✉♥❞ ❛ ♣♦✐♥t

[Ĉ] ∈ M
wt,st
1 (1)✱ ❢♦r ❡✈❡r② ♥♦❞❡ q ♦❢ Ĉ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ζq ✇❤♦s❡ ✈❛♥✐s❤✐♥❣

❧♦❝✉s ✐s t❤❡ ❞✐✈✐s♦r ✇❤❡r❡ s✉❝❤ ❛ ♥♦❞❡ ✐s ♥♦t s♠♦♦t❤❡❞✳ ❚❤❡s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡
♣✉❧❧❡❞ ❜❛❝❦ t♦ V ✳ ❉❡♥♦t❡ ❜②

ζ[δi,A] =
∏

ζq

✇❤❡r❡ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t r✉♥s ♦✈❡r ❛❧❧ t❤❡ ♥♦❞❡s s❡♣❛r❛t✐♥❣ δi ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦r❡✳

▲❡♠♠❛ ✺✳✸✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡ ❜✉♥❞❧❡s π̂∗OĈ
(Di + p − B) ❛♥❞ π̂∗OA(A) ❛❞♠✐t tr✐✈✐❛❧✐✲

s❛t✐♦♥s s✉❝❤ t❤❛t✱ ❧♦❝❛❧❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣❧✐❝✐t ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r ϕi✿

ϕi = ζ[δi,A].

❈♦♠♣❛r❡ ✇✐t❤ ❬❍▲✶✵✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✸❪✳
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▲❡♠♠❛ ✺✳✹✳ ❆ ❧♦❝❛❧ ❝❤❛rt U ❢♦r Z ❝❛♥ ❜❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❛s ❛♥ ♦♣❡♥ ✐♥s✐❞❡✿

(F0 = . . . = F4 = 0) ⊆ Vb(π̂∗L̂V (A)⊕5)

✇❤❡r❡

Fj =
d∑

i=1

ζ[δi,A]w
j
i

❛♥❞ wji ❛r❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦♥ t❤❡ ✜❜❡r ♦❢ t❤❡ j✲t❤ ❝♦♣② ♦❢ Vb(π̂∗L̂V (A−B)) ♦✈❡r V ✳

❈♦♠♣❛r❡ ✇✐t❤ ❬❍▲✶✵✱ ❚❤❡♦r❡♠s ✷✳✶✼✲✶✾❪✳

✺✳✷✳ ❍✉✲▲✐ ❜❧♦✇✲✉♣ ❛♥❞ ❞❡s✐♥❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥✳ ❲❡ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ♠♦❞✉❧❛r ❜❧♦✇✲✉♣
♦❢ Mwt,st

1 (1)✿ ✇❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡❧② ❜❧♦✇ ✉♣ Θ̂k, k ≥ 2, ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❝❧♦s✉r❡ ♦❢ t❤❡

❧♦❝✐ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❡❧❧✐♣t✐❝ s✉❜❝✉r✈❡ E ❤❛s ✇❡✐❣❤t 0 ❛♥❞
∣∣∣C \ E ∩ E

∣∣∣ = k.

◆♦t✐❝❡ t❤❛t ❛❢t❡r t❤❡ k✲t❤ ❜❧♦✇✲✉♣✱ t❤❡ str✐❝t tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ Θ̂k+1 ✐s s♠♦♦t❤✱ s♦
t❤❡ ✜♥❛❧ r❡s✉❧t M̃wt,st

1 (1) ✐s s♠♦♦t❤ ❛s ✇❡❧❧✳

❘❡♠❛r❦ ✺✳✺✳ ❚❤❡ ✜❜❡r ♣r♦❞✉❝t

M̃
wt,st
1 (1)×

M
wt,st
1 (1) M

wt,st
1

r❡❝♦✈❡rs t❤❡ ❍✉✲▲✐ ❜❧♦✇✲✉♣ M̃
wt,st
1 . ❚❤❡ ❦❡② ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t Θ1 ✐s ❛❧r❡❛❞② ❛

❈❛rt✐❡r ❞✐✈✐s♦r ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ Θ̂k ✐s ♣r❡❝✐s❡❧② Θk❀ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧
♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ ❜❧♦✇✲✉♣✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♣s ✐♥ ❜♦t❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✱
❛♥❞ t❤❡② ❛r❡ ✐♥✈❡rs❡ t♦ ♦♥❡ ❛♥♦t❤❡r✳

❘❡♠❛r❦ ✺✳✻✳ ❆❢t❡r ❜❧♦✇✐♥❣ ✉♣✱ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ ✺✳✹ ❛r❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❛♥❞ ❛ss✉♠❡
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✿

ζ̃w̃ = 0

✇❤❡r❡ ζ̃ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇❧② ❝r❡❛t❡❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❞✐✈✐s♦rs Θ̃k ❢r♦♠ M̃
wt,st
1 ✭✐✳❡✳ ♦♥❡

♦❢ t❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥❛❧ ❞✐✈✐s♦rs ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❜❧♦✇✲✉♣ ♣r♦❝❡ss✮✱ ❛♥❞ w̃ ✐s ❛ s✉✐t❛❜❧②
❞❡✜♥❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♦♥ t❤❡ ✜❜❡r ♦❢ Vb(π̂∗L̂ (A))×XP X̃P ✳

❙✉♠♠✐♥❣ ✉♣✱ ✇❡ ❣❡t✿

Z̃p M̃(1)
1 (P4, d)p

M̃1(P
4, d) Z̃ M̃(1)

1 (P4, d)

P̃ic1 X̃P P̃ic1(1)

M̃
wt,st
1 X̃ M̃

wt,st
1 (1)

�

i

�

�

∼
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◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ Z̃p ❛r❡ ✐♥ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤♦s❡ ♦❢ Zp✱ ❤♦✇❡✈❡r
❛❧❧ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦♥❡s ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 5d+4✱ ❛♥❞ t❤❡✐r ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤
♠❛✐♥ ✐s ❛ ❞✐✈✐s♦r ✐♥ t❤❡ ❧❛tt❡r✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ Z̃ ❤❛s ♦♥❡ ❧❡ss ❝♦♠♣♦♥❡♥t
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ M̃1,n(P

4, d)✱ s❡❡ ❘❡♠❛r❦ ✹✳✶✹✳
❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤✐s ❜r✐❡❢ s❡❝t✐♦♥ r❡♠❛r❦✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❜❧♦✇✲✉♣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❞♦❡s ♥♦t

❛✛❡❝t t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥ts✿

▲❡♠♠❛ ✺✳✼✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t②✿

deg[Z̃p]virloc = deg[Zp]virloc.

❈♦♠♣❛r❡ ✇✐t❤ ❬❈▲✶✺✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✺❪✳

✻✳ ❙♣❧✐tt✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❡ ❛♥❞ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ▼❛✐♥ ❚❤❡♦r❡♠

❲❡ ❛r❡ ✜♥❛❧❧② ❛❜❧❡ t♦ st✉❞② t❤❡ ❝♦♥❡ C
Z̃p/X̃P

. ❚❤✐s ✐s ❣♦✐♥❣ t♦ ❜❡ ❛ ✇♦r❞✲❜②✲

✇♦r❞ r❡♣❡t✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ✐♥ ❬❈▲✶✺❪✳

▲❡♠♠❛ ✻✳✶✳ ❚❤❡ ♠❛♣ ρ̃ : Z̃p → X̃P ❤❛s ❛ r❡❧❛t✐✈❡ ♣❡r❢❡❝t ♦❜str✉❝t✐♦♥ t❤❡♦r②

E
Z̃p/X̃P

= R• π̂∗(L̂
⊕5⊕P̂)✳ ❚❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♥♦r♠❛❧ ❝♦♥❡ C

Z̃p/X̃P
❤❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

♣r♦♣❡rt✐❡s✿

✭✶✮ ■ts r❡str✐❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♦♣❡♥ Z̃p,◦ = Z̃p,main \
⋃
k≥2D

kZ̃p ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞

❛s t❤❡ ③❡r♦ s❡❝t✐♦♥ ♦❢ h1/h0(E
Z̃p/X̃P

)|Z̃p,◦

✭✷✮ ■ts r❡str✐❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♦♣❡♥ Z̃p,gst,◦ = Z̃p − Z̃p,main ✐s ❛ r❛♥❦ 2 s✉❜❜✉♥❞❧❡
st❛❝❦ ♦❢ h1/h0(E

Z̃p/X̃P
)|Z̃p,gst,◦

Pr♦♦❢✳ ❈♦♠♣❛r❡ ✇✐t❤ ❬❈▲✶✺✱ ▲❡♠♠❛ ✹✳✸❪

✭✶✮ ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t Z̃p,◦ ∼= Z̃◦ ❜❡❝❛✉s❡ ❤❡r❡ H0(Ĉ, L̂⊗−5 ⊗ ω
Ĉ
) = 0✳ ▼♦r❡✲

♦✈❡r Z̃◦ ✐s ✉♥♦❜str✉❝t❡❞ ♦♥ ✐ts ✐♠❛❣❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥ ♦♣❡♥ ♦❢ X̃P ✱ ❜❡❝❛✉s❡
R1 π̂∗L̂ = 0✳ ❙♦ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❝♦♥❡ ✐s [Z̃p,◦/π̂∗L̂

⊕5]✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ③❡r♦
s❡❝t✐♦♥ ♦❢ h1/h0(E

Z̃p/X̃P
)|Z̃p,◦ = [0⊕ R1 π̂∗P̂/π̂∗L̂

⊕5 ⊕ 0]✳

✭✷✮ ❲❡ ❦♥♦✇ t❤❛t Z̃p,gst,◦ ✐s ❛ ❧✐♥❡ ❜✉♥❞❧❡ ♦✈❡r Z̃gst,◦✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s
✺✳✻ ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❧❛tt❡r ✐s s♠♦♦t❤ ♦✈❡r ✐ts ✐♠❛❣❡ W ✐♥ X̃P ✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
t❤❡ ❝♦❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2 ❧♦❝✉s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦r❡ ❤❛s ✇❡✐❣❤t 0 ❛♥❞ t❤❡ ❧✐♥❡ ❜✉♥❞❧❡
✐s tr✐✈✐❛❧ ♦♥ ✐t✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ❡✈❡r② s♠♦♦t❤ ♠♦r♣❤✐s♠ A → B ♦❢ r❡❧❛t✐✈❡

❞✐♠❡♥s✐♦♥ n ❢❛❝t♦rs ❛s A
ét
−→ B × A

n pr1−−→ B✳ ❙♦ ✇❡ ❤❛✈❡

Z̃p,gst,◦ W × A
5d+6 X̃P × A

5d+6

W X̃P

ét

q

✇❤❡r❡ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛rr♦✇ ✐s ❛ ❝♦❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2 r❡❣✉❧❛r ❡♠❜❡❞❞✐♥❣✳
❚❤✉s

C
Z̃p/X̃P

|Z̃p,gst,◦
∼=
[
q∗C

W/X̃P
/π̂∗L̂

⊕5 ⊕ π̂∗P̂
]
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✐s ❛ r❛♥❦ ✷ s✉❜❜✉♥❞❧❡ st❛❝❦ ♦❢ h1/h0(E
Z̃p/X̃P

)|Z̃p,gst,◦ .

�

◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ Z̃◦ ✐♥ M̃1(P
4) ❝♦♥t❛✐♥s M̃1(P

4)main ∩ D̃1.

✻✳✶✳ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❧♦✲
s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ③❡r♦ s❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✈❡❝t♦r ❜✉♥❞❧❡ st❛❝❦ ✿ ❧❡t B ❜❡ ❛♥ ✐♥t❡❣r❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝

st❛❝❦ ❛♥❞ ❧❡t F = [F0
d
−→ F1] ❜❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ♦❢ ❧♦❝❛❧❧② ❢r❡❡ s❤❡❛✈❡s ♦♥ B✳ ❚❤❡ ③❡r♦

s❡❝t✐♦♥ ✐s 0F : [F0/F0] → h1/h0(F) = [F1/F0]✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ♥♦t ❛ ❝❧♦s❡❞
❡♠❜❡❞❞✐♥❣❀ ✐ts ❝❧♦s✉r❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

0F = [cl(dF0)/F0]

0F ✐s ❛♥ ✐♥t❡❣r❛❧ st❛❝❦✳

❊①❛♠♣❧❡ ✻✳✷✳ ❲❤❡♥ h0(F) = 0✱ t❤❡ ❝❧♦s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ③❡r♦ s❡❝t✐♦♥ ❧♦♦❦s ❧✐❦❡ B ✇✐t❤
s♦♠❡ ❢✉rt❤❡r st❛❝❦② str✉❝t✉r❡ ♦♥ t❤❡ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ❧♦❝✉s ♦❢ d✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡
B = P

1 ❛♥❞ F = [OP1
x
−→ OP1(1)]✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ e ∈ F0 ♦♥ F1 ✐s ❣✐✈❡♥

❜② f 7→ f + xe✳ ❈❧❡❛r❧② cl(dF0) ✐s t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❧✐♥❡ ❜✉♥❞❧❡ F1❀ t❤❡ F0✲❛❝t✐♦♥ ✐s
tr❛♥s✐t✐✈❡ ♦♥ t❤❡ ✜❜❡rs ♦✈❡r {x 6= 0} ❛♥❞ tr✐✈✐❛❧ ♦♥ t❤❡ {x = 0}✲✜❜❡r✳ ❍❡♥❝❡ 0F
✐s ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ P

1 \ {x = 0} ✇✐t❤ ❛ ❣❡r❜❡ [A1/Ga] r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ♣♦✐♥t {x = 0}✳

❲❡ ♠❛② ♥♦✇ s♣❧✐t t❤❡ ❝♦♥❡ C
Z̃p/X̃P

✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❛♥♥❡r✿ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② Cmain

t❤❡ ❝❧♦s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ③❡r♦ s❡❝t✐♦♥ ♦❢ h1/h0(E
Z̃p/X̃P

)|Z̃p,main ✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡
❝♦♥❡ s✉♣♣♦rt❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ❆❧❧ t❤❡ r❡st ✐s s✉♣♣♦rt❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②
❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ♣♦ss✐❜❧② ♦♥ t❤❡✐r ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛✐♥ ♦♥❡✱ ❛♥❞ ✇❡ ❛r❡ ❣♦✐♥❣
t♦ ♣❛❝❦ ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts s✉♣♣♦rt❡❞ ♦♥ DkZ̃p t♦❣❡t❤❡r ❛♥❞ ❧❛❜❡❧ t❤❡♠ Ck

❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ s♦ ✐♥ t❤❡ ❡♥❞ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ s♣❧✐tt✐♥❣✿

C
Z̃p/X̃P

= Cmain +
∑

k≥2

Ck

❲❡ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ s❤♦✇ t❤❛t✿

✭✶✮ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ Cmain ✐s ❡①❛❝t❧② t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ♦❢ X❀
✭✷✮ t❤❡ ♦t❤❡r ❝♦♥❡s Ck, k ≥ 2, ❛r❡ ❡♥✉♠❡r❛t✐✈❡❧② ♠❡❛♥✐♥❣❧❡ss✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ✜rst ❝❧❛✐♠ ✇❡ ♣r♦❝❡❡❞ ❛s ✐♥ ❬❈▲✶✺✱ ➓✺❪❀ ❧❡t ✉s st❛rt
❜② ♥♦t✐❝✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♦❜str✉❝t✐♦♥ t❤❡♦r② E := E

Z̃p/X̃P
s♣❧✐ts ❛s E1 ⊕ E2 ✇❤❡r❡

E1 = R• π̂∗(L̂
⊕5) ❛♥❞ E2 = R• π̂∗(P̂)✳ ❲❤❡♥ ✇❡ r❡str✐❝t t♦ Z̃p,main ✇❡ s❡❡ t❤❛t

h1/h0(E1) ✐s t❤❡ ❝❧♦s✉r❡ ♦❢ ✐ts ♦✇♥ ③❡r♦ s❡❝t✐♦♥❀ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t✿

Cmain = 0E|
Z̃p,main

= h1/h0(E1)|Z̃p,main ⊕ 0E2|Z̃p,main

❚❤❡♥ ❜② st❛♥❞❛r❞ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ t❤❡♦r② ✭♣✉❧❧❜❛❝❦ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ❜② π̂∗
E

=
π̂∗
E1

◦ π̂∗
E2
✮✿

0!E[C
main] = 0!E2

[0E2|Z̃p,main
]

❆t t❤✐s ♣♦✐♥t ✇❡ r❡❝❛❧❧ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❬❈▲✶✺✱ ▲❡♠♠❛ ✺✳✸❪✿
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▲❡♠♠❛ ✻✳✸✳ ▲❡t E = [E0 → E1] ❜❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ♦❢ ❧♦❝❛❧❧② ❢r❡❡ s❤❡❛✈❡s ♦♥ ❛♥
✐♥t❡❣r❛❧ ❉❡❧✐❣♥❡✲▼✉♠❢♦r❞ st❛❝❦ B s✉❝❤ t❤❛t h1(E) ✐s ❛ t♦rs✐♦♥ s❤❡❛❢ ♦♥ B ❛♥❞
t❤❡ ✐♠❛❣❡ s❤❡❛❢ ♦❢ E0 → E1 ✐s ❧♦❝❛❧❧② ❢r❡❡✳ ▲❡t U ⊆ B ❜❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡
s✉♣♣♦rt ♦❢ h1(E)✱ ❛♥❞ ❧❡t B ⊆ h1/h0(E∨[−1]) ❜❡ t❤❡ ❝❧♦s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ③❡r♦ s❡❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ✈❡❝t♦r ❜✉♥❞❧❡ h1/h0(E∨[−1]|U ) = h0(E|U )

∨✳ ❚❤❡♥

0![B] = e(h0(E)∨) ∈ A∗(B).

❲❡ ❛♣♣❧② t❤✐s ❧❡♠♠❛ t♦ R• π̂∗L̂
⊗5 = E

∨
2 ♦♥ Z̃p,main✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t ✐t s❛t✐s✜❡s

t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s ❜② ✈✐rt✉❡ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ ❘❡♠❛r❦ ✺✳✻✿ ✐♥❞❡❡❞ t❤❡ q✉❡st✐♦♥
♠❛② ❜❡ ❛❞❞r❡ss❡❞ ❧♦❝❛❧❧②❀ ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ E∨

2 ✿

π̂∗L̂
⊗5(A) → π̂∗L̂

⊗5(A)|A

✇❡ ❞❡❞✉❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤✐s ♠❛♣ ✐s π∗L̂ ⊗5(A)|A ⊗

OZ̃p,main(−Ξ)✱ ✇❤❡r❡ Ξ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❈❛rt✐❡r ❞✐✈✐s♦r Ξ = Z̃p,main ∩
(⋃

k≥2D
kZ̃p

)
✳

❚❤❡♥ π̂∗L̂ ⊗5 ✐s ❛ ✈❡❝t♦r ❜✉♥❞❧❡✱ ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ♦❢ ❛ ✈❡❝t♦r ❜✉♥❞❧❡ ♠❛♣✳

▲❡♠♠❛ ✻✳✹✳ ■❢ ✇❡ ❧❡t i ❜❡ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ Z̃ ✐♥ M̃1(P
4, d)✱ t❤❡♥✿

i∗(ctop(π̂∗L̂
⊗5) ∩ [Z̃p,main]) = ctop(π∗L

⊗5) ∩ [M̃1(P
4, d)p,main]

Pr♦♦❢✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ (−)p → (−) ✐s ❛♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ♦♥ ♠❛✐♥✱ s♦ ✐t
♠❛❦❡s s❡♥s❡ t♦ ✇r✐t❡ i∗[Z̃p,main] = [M̃1(P

4, d)p,main]✱ ✇❤✐❝❤ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ▲❡♠♠❛ ✹✳✶✸✳
❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t ♦♥ Z̃p,main ✇❡ ❤❛✈❡✿

π∗L = π̂∗φ∗φ
∗
L̂ = π̂∗L̂

❜② ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❢♦r♠✉❧❛ ❛♥❞ s✐♥❝❡ φ∗OC
Z̃p,main

= O
Ĉ
Z̃p,main

❜② ❩❛r✐s❦✐ ❝♦♥♥❡❝t❡❞♥❡ss

t❤❡♦r❡♠✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r ❈❤❡r♥ ❝❧❛ss❡s✳ �

❲❡ ❛r❡ ❧❡❢t ✇✐t❤ s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ Ck ❞♦ ♥♦t ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡
✐♥✈❛r✐❛♥ts✳ ❚❤✐s ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ♦❢
❬❈▲✶✺✱ ➓➓✻✲✽❪ ♠❛② ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞❀ ✇❡ s❤❛❧❧ ♦✉t❧✐♥❡ t❤❡♠ ❢♦r t❤❡ ❜❡♥❡✜t ♦❢ t❤❡ r❡❛❞❡r✳
❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ Z̃p,gst :=

⋃
k≥2D

kZ̃p ❢♦r t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②
❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ❛♥❞ Cgst =

⋃
k≥2 C

k✳

❙t❡♣ ■✿ r❡❞✉❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❝♦♥❡ ✐♥s✐❞❡ ❛ ✈❡❝t♦r ❜✉♥❞❧❡✳ ❚❤✐s
s❡❝t✐♦♥ ❞❡❛❧s ✇✐t❤ r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧✐t✐❡s ♦❢ ✇♦r❦✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥❡ st❛❝❦ ✐♥s✐❞❡
❛ ✈❡❝t♦r ❜✉♥❞❧❡ st❛❝❦✳

❚❤❡ ❦❡② ♣♦✐♥t ✐s t❤❛t E := E|Z̃p,gst ❤❛s ❧♦❝❛❧❧② ❢r❡❡ h0 ❛♥❞ h1✿ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥
❘❡♠❛r❦ ✺✳✻ ❛r❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② s❛t✐s✜❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②✱ ✇✐t❤♦✉t ✐♠♣♦s✐♥❣ ❛♥②
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✜❜❡r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳

❲❤❡♥ ✇❡ ✜① ❛ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❜② ❧♦❝❛❧❧② ❢r❡❡ s❤❡❛✈❡s E = [F0
d
−→ F1]✱ t❤❡ ✐♠❛❣❡

s❤❡❛❢ d(F0)✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ♦❢ F1 → h1(E)✱ ✐s ❛ s✉❜❜✉♥❞❧❡ ♦❢ F1✳ ❈♦♥s✐❞❡r
t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s✿

β : F1 → h1/h0(E) ❛♥❞ β′ : F1 → Ṽ := R1 π̂∗(L̂
⊕5 ⊕ P̂);
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t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐s ❛❧s♦ ✢❛t s✐♥❝❡ d(F0) ✐s ❛ ✈❡❝t♦r ❜✉♥❞❧❡✳ ❚❤❡ ❝♦♥❡ st❛❝❦ Cgst ❝❛♥ ❜❡
❞❡s❝❡♥❞❡❞ t♦ ❛ ❝♦♥❡ Cgst ⊆ Ṽ ❜② t❛❦✐♥❣ t❤❡ q✉♦t✐❡♥t ♦❢ β−1Cgst ❜② t❤❡ ❢r❡❡ ❛❝t✐♦♥
♦❢ d(F0)❀ Cgst s❤♦✉❧❞ t❤❡♥ ❜❡ t❤♦✉❣❤t ♦❢ ❛s t❤❡ ❝♦❛rs❡ ♠♦❞✉❧✐ ♦❢ Cgst✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t
✇❡ st❛rt❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❝♦s❡❝t✐♦♥ σ1 ♦❢ V ✭s❡❡ ❊q✳ ✭✷✮✮ ❛♥❞ ♣✉❧❧❡❞ ✐t ❜❛❝❦ t♦ ❛❧❧ r❡❧❡✈❛♥t
s♣❛❝❡s✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈✐t② ♦❢ ❧♦❝❛❧✐s❡❞ ●②s✐♥ ♣✉❧❧❜❛❝❦ ✇✐t❤ ✢❛t
♣✉❧❧❜❛❝❦ t❤❛t✿

s!h1/h0(E),σ̃1 [C
gst] = s!

Ṽ ,σ̃1
[Cgst]

❙❡❡ ❬❈▲✶✺✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✸❪✳

❙t❡♣ ■■✿ ❢r♦♠ ❝♦s❡❝t✐♦♥ ❧♦❝❛❧✐s❡❞ t♦ st❛♥❞❛r❞ ●②s✐♥ ♠❛♣✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧♦❝❛❧✐s❡❞ ✈✐rt✉❛❧ ❝❧❛ss r❡✜♥❡s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♦♥❡✱ ♥❛♠❡❧②✿

ι∗[Y ]virloc = [Y ]vir,

✇❤❡r❡ ι : Y (σ) →֒ Y ✐s t❤❡ ❞❡❣❡♥❡r❛❝② ❧♦❝✉s ♦❢ t❤❡ ❝♦s❡❝t✐♦♥✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❤❡♥
Y ✐ts❡❧❢ ✐s ❛ ♣r♦♣❡r ❉❡❧✐❣♥❡✲▼✉♠❢♦r❞ st❛❝❦✱ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐s❡❞ ✈✐rt✉❛❧
❝❧❛ss ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛❢t❡r ♣✉s❤✐♥❣ ✐t ❢♦r✇❛r❞ t♦ Y ✳

❚❤❡♥ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ s!
Ṽ ,σ̃1

[Cgst] ✇❡ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ❝♦♠♣❛❝t✐❢② Z̃p,gst, ❡①t❡♥❞ t❤❡

❝♦♥❡✱ t❤❡ ✈❡❝t♦r ❜✉♥❞❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦s❡❝t✐♦♥ t♦ ✐t✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t ✇❡
❥✉st r❡❝❛❧❧❡❞✳

❙✐♥❝❡ Z̃p,gst ∼= VbZ̃gst

(
π̂∗P̂

)
✱ ✇❡ t❛❦❡ ✐ts st❛♥❞❛r❞ ❝♦♠♣❛❝t✐✜❝❛t✐♦♥✿

γ̄ : Z
p,gst

:= P

(
π̂∗P̂ ⊕ OZ̃gst

)
→ Z̃gst.

❲❡ ✇❛♥t t♦ ♣✉❧❧❜❛❝❦ t❤❡ ❝♦s❡❝t✐♦♥✿

σ1|(u,ψ)(̊x, p̊) = p̊w(u) + ψ
4∑

i=0

∂iw(u)̊xi;

♥♦t✐❝✐♥❣ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣❛❝t✐✜❝❛t✐♦♥ t❤❡ p✲✜❡❧❞ ψ ❝❛♥ ❣♦ t♦ ✐♥✜♥✐t②✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡
t❤❡ ✈❡❝t♦r ❜✉♥❞❧❡s ♦♥ Z

p,gst
✿

Ṽ cpt
1 = γ̄∗V1(−D∞), Ṽ cpt

2 = γ̄∗V2.

❲❡ ❛r❡ ♥♦✇ ❛❜❧❡ t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❝♦s❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❣❡t✿

σ̄ : Ṽ cpt = Ṽ cpt
1 ⊕ Ṽ cpt

2 → O
Z

p,gst .

❚❤❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ♦❢ σ̃ ✇✐t❤ σ̄✱ ❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t Z
p,gst

✐s ♣r♦♣❡r✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤
t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✺✳ ▲❡t ι! : Z∗(Ṽ (σ̃)) → Z∗(Ṽ
cpt) ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ι![C] = [C]. ❆♥❞

i : D(σ̃) → Z̃gst t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥✳ ❚❤❡♥

γ̄∗ ◦ s
!
Ṽ cpt ◦ ι! = i∗ ◦ s

!
σ̃,loc : Z∗(Ṽ (σ̃)) → A∗(Z̃

gst).
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❙❡❡ ❬❈▲✶✺✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✹❪ ❢♦r ❢✉❧❧ ❞❡t❛✐❧s✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❢r♦♠ ❢✉♥❝t♦r✐❛❧✐t② ♦❢ ●②s✐♥ ♣✉❧❧❜❛❝❦s ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❡

♥♦r♠❛❧ ❝♦♥❡ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t✿

s!
Ṽ cpt [C] = s!

Ṽ cpt
2

◦ s!
Ṽ cpt
1

[NC∩0⊕Ṽ cpt
2
C].

❙t❡♣ ■■■✿ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❝♦♥❡s✳ ❈❤❛♥❣ ❛♥ ▲✐ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❤♦♠♦✲

❣❡♥❡✐t② ❢♦r s✉❜st❛❝❦s ♦❢ Ṽ ♦♥ Z̃p,gst✿ ✇r✐t❡

Ṽ = Ṽ1 ⊕ Ṽ2 ✇✐t❤ Ṽ1 = R1 π̂∗(L̂
⊕5) ❛♥❞ Ṽ2 = R1 π̂∗(P̂),

❛♥❞ γ : Z̃p,gst → Z̃gst t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡ Z̃p,gst ✐s t❤❡ t♦t❛❧ s♣❛❝❡ ♦❢ ❛ ❧✐♥❡
❜✉♥❞❧❡ ♦✈❡r Z̃gst✱ ✐t ❝♦♠❡s ✇✐t❤ ❛ ♥❛t✉r❛❧ Gm✲❛❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✜❜❡rs ♦❢ γ✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
s✐♥❝❡ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♣✉s❤❢♦r✇❛r❞s s❛t✐s❢② ❝♦❤♦♠♦❧♦❣② ❛♥❞ ❜❛s❡✲❝❤❛♥❣❡✿

Ṽi = γ∗Vi

❢♦r t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✈❡❝t♦r ❜✉♥❞❧❡s Vi ♦♥ Z̃gst✱ s♦ t❤❡ t♦t❛❧ s♣❛❝❡ ♦❢ Ṽi ❝❛♥ ❜❡
❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐t❤ ❛ Gm✲❛❝t✐♦♥ t❤❛t ♠❛❦❡s t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ t♦ Z̃p,gst ❡q✉✐✈❛r✐❛♥t✳ ❲❡
s❛② t❤❛t ❛ ❝❧♦s❡❞ s✉❜st❛❝❦ ♦❢ Ṽ ✐s 0✲❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✐❢ ✐t ✐s t❤❡ ♣✉❧❧❜❛❝❦ ♦❢ ❛ ❝❧♦s❡❞
s✉❜st❛❝❦ ♦❢ V ❛❧♦♥❣ γ✳ ■♥ ❢❛❝t t❤❡r❡ ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t Gm✲❛❝t✐♦♥s ♦♥ Ṽ t❤❛t ♠❛❦❡ t❤❡
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ t♦ Z̃p,gst ❡q✉✐✈❛r✐❛♥t✿ ♥❛♠❡❧②✱ ✇❡ ❝❛♥ t✇✐st t❤❡ tr✐✈✐❛❧ ❛❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡
✜❜❡rs ❜② t✇♦ ❝❤❛r❛❝t❡rs ♦❢ Gm✱ ♦♥❡ ❢♦r ❡❛❝❤ Ṽi✳ ❚❤❡♥ ✇❡ s❛② t❤❛t ❛ s✉❜st❛❝❦ ♦❢
Ṽ ✐s (l1, l2)✲❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✐❢ ✐t ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ s✉❝❤ ❛♥ ❛❝t✐♦♥✳ ❍❡r❡ ✐s
❤♦✇ ✇❡ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ✉s❡ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t②✿

▲❡♠♠❛ ✻✳✻✳ ▲❡t C ⊆ Ṽ ❜❡ ❛♥ (l1, l2)✲❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s s✉❜❝♦♥❡ ♦❢ Ṽ ❀ t❤❡♥ t❤❡ ❝♦♥❡

C ∩ (0⊕ Ṽ cpt
2 ) ✐s ♣✉❧❧❡❞ ❜❛❝❦ ❢r♦♠ ❛ ❝♦♥❡ ✐♥ V2 ♦♥ Z̃gst✳

Pr♦♦❢✳ ▲♦❝❛❧❧② ✇❡ ♠❛② ♣✐❝❦ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s t ♦♥ t❤❡ ✜❜❡rs ♦❢ γ✱ x1, . . . , x5 ♦♥ t❤❡
✜❜❡rs ♦❢ Ṽ cpt

1 ✱ ❛♥❞ y1, . . . , y5d+5 ♦♥ t❤❡ ✜❜❡rs ♦❢ Ṽ cpt
2 ✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ✐❞❡❛❧ ♦❢ C ✐s

❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② s❡♣❛r❛t❡❧② ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s pj ✐♥ t−l1xi ❛♥❞ t−l2yi✳ ❚❤❡
✐❞❡❛❧ ♦❢ C∩(0⊕Ṽ cpt

2 ) ✐s t❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜② 〈x1, . . . , x5, pj(0, t
−l2y)〉j ✱ ✇❤❡r❡ pj(0, t−l2y)

r❡s✉❧ts ❢r♦♠ s❡tt✐♥❣ xi = 0 ✐♥ pj ✳ ◆♦t✐❝❡ ♥♦✇ t❤❛t C ❜❡✐♥❣ ❛ ❝♦♥❡✱ ✐t ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t ❜②
s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✜❜❡rs ♦❢ Ṽ cpt✱ s♦ ✇❡ ♠❛② ❛s ✇❡❧❧ s❛② t❤❛t C∩(0⊕Ṽ cpt

2 )

✐s ❝✉t ❜② t❤❡ ✐❞❡❛❧ 〈x1, . . . , x5, pj(0, y)〉j ✳ ❚❤✐s ♠❛❦❡s ✐t ❝❧❡❛r t❤❛t C ∩ (0⊕ Ṽ cpt
2 )

✐s ♣✉❧❧❡❞ ❜❛❝❦ ❢r♦♠ (0⊕ V2) ♦♥ Z̃gst✳ �

❋✐♥❛❧❧② ❈❤❛♥❣ ❛♥❞ ▲✐ ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❛t t❤❡ ❝♦❛rs❡ ♠♦❞✉❧✐ ❝♦♥❡ Cgst ✐s (0, 1)✲
❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❬❈▲✶✺✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✼❪✳

❙t❡♣ ■❱✿ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❡✳ ❲❡ ♥♦✇ ❡①♣❧❛✐♥ ❛ ❦❡②
t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❧❡♠♠❛ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❡♥❛❜❧❡ ✉s t♦ s❤♦✇ t❤❛t Cgst ♣✉s❤❡s ❢♦r✇❛r❞ t♦ ③❡r♦
✉♥❞❡r ❛ s✉✐t❛❜❧② ❞❡✜♥❡❞ ♠♦r♣❤✐s♠✳ ■t ✐s ❜❛s✐❝❛❧❧② r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ Cgst ∩
0 ⊕ Ṽ cpt

2 t♦ ❛ ♠❛♥❛❣❡❛❜❧❡ s✉❜st❛❝❦ ♦❢ Ṽ cpt
2 ✱ t❤❛t ✐s t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ③❡r♦✲s❡❝t✐♦♥

✭✐✳❡✳ Z
p,gst

✮ ❛♥❞ ❛ ❧✐♥❡ s✉❜❜✉♥❞❧❡ ♦❢ Ṽ cpt
2 s✉♣♣♦rt❡❞ ♦♥ Ξ̃ = Z̃p,main∩Z̃p,gst✳ ❊✈❡♥

❜❡tt❡r✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ✇❡ ❝❛♥ s❤♦✇ t❤❛t s✉❝❤ ❛ ❧✐♥❡ ❜✉♥❞❧❡ ❝♦♠❡s ❢r♦♠
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Ξ = Z̃main ∩ Z̃gst✳ ❲❡ ❣✐✈❡ ❛ s❦❡t❝❤ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢✱ s❡❡ ❬❈▲✶✺✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳✶❪ ❢♦r
♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✳

▲❡♠♠❛ ✻✳✼✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ❧✐♥❡ s✉❜❜✉♥❞❧❡ F ♦❢ V2|Ξ s✉❝❤ t❤❛t✿

Cgst ∩ 0⊕ Ṽ cpt
2 ⊆ 0Ṽ cpt

2
∪ F̃ := Z

p,gst
∪ γ̄∗F

■t ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦ s❤♦✇ t❤✐s ❜❡❢♦r❡ t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❝❧♦s✉r❡✳ ❋✐rst t❤❡② ✉s❡ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t
t❤❡r❡ ✐s ❛ tr✐♣❧❡ ♦❢ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ♦❜str✉❝t✐♦♥ t❤❡♦r✐❡s ❢♦r t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡✿

Z̃p Z̃

X̃P

γ

s✉❝❤ t❤❛t t❤❡✐r r❡str✐❝t✐♦♥s t♦ Z̃p,gst ❤❛✈❡ ❧♦❝❛❧❧② ❢r❡❡ h0 ❛♥❞ h1✳ ❇② t❛❦✐♥❣ h1 ♦❢
t❤❡ ❞✉❛❧ ♦❜str✉❝t✐♦♥ t❤❡♦r✐❡s ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❞✐❛❣r❛♠✿

h1(L∨
Z̃p/Z̃

|Z̃p,gst) h1(L∨
Z̃p/XP

|Z̃p,gst) h1(γ∗L∨
Z̃/XP

|Z̃p,gst)

Ṽ2 Ṽ1 ⊕ Ṽ2 Ṽ1
i2 pr1

❚❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛rr♦✇s ❛r❡ ✐♥❥❡❝t✐✈❡ ❜② t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ♦❜str✉❝t✐♦♥ t❤❡♦r②✱ ❛♥❞
t❤❡ ❜♦tt♦♠ tr✐❛♥❣❧❡ ✐s ❡①❛❝t✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t 0⊕ Ṽ2 ✐s ♣r❡❝✐s❡❧② t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ♦❢ pr1✳ ■t
❢♦❧❧♦✇s t❤❛t✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ Cgst ∩ 0⊕ Ṽ2✱ ✐t ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦
st✉❞② t❤❛t ♦❢ N ✱ ✇❤❡r❡ N ✐s t❤❡ ❝♦❛rs❡ ♠♦❞✉❧✐ ❝♦♥❡ ♦❢ CZ̃p/Z̃ ✱ ❧✐✈✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ✉♣♣❡r
❧❡❢t ❝♦r♥❡r ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞✐❛❣r❛♠✳

❚❤✐s ✐s ❛♥ ❡❛s✐❡r t❛s❦✱ s✐♥❝❡ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t Z̃p/Z̃ ✐s ❛ ❧✐♥❡ ❜✉♥❞❧❡ ♦♥ Z̃gst ❛♥❞
❛♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ♦♥ Z̃main,◦✳ ❍❡♥❝❡ ✇❡ ❝❛♥ ❛❧✇❛②s ✜♥❞ ❛ ❧♦❝❛❧ ❝❤❛rt S → Z̃ ❛♥❞
❛ ❞✐❛❣r❛♠ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

Z̃p T S × A
1
t

Z̃ S

�

V (ζ̃t)

ét

✇❤❡r❡ ζ̃ ✐s ❛ ❧♦❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②✳ ❚❤❡♥ τ≥−1
LZ̃p/Z̃ |T = [I/I2

δ
−→

ΩA1
S/S

]❀ I ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ζ̃t✱ ✇❤♦s❡ ✐♠❛❣❡ ✉♥❞❡r δ ✐s ζ̃dt✱ ✇❤✐❝❤ r❡str✐❝ts t♦ 0 ♦♥

Z̃p,gst ×Z̃p T = {ζ̃ = 0}✳ ❙♦ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ✐s tr✐✈✐❛❧✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❛rs❡ ♠♦❞✉❧✐ ❝♦♥❡ ✐s

♣r❡❝✐s❡❧② Spec
T gst Sym

• I/I2✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❧✐♥❡ ❜✉♥❞❧❡ s✉♣♣♦rt❡❞ ♦♥ Ξ̃ ×Z̃p T ❛♥❞

tr✐✈✐❛❧ ♦t❤❡r✇✐s❡✳ ❇② ❣❧✉✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤❛rts ✇❡ ❣❡t t❤❡ ❧✐♥❡ ❜✉♥❞❧❡ F̃ ♦♥ Ξ̃✳
❚❤❡ ❧❛st ♣❛rt ♦❢ t❤❡ st❛t❡♠❡♥t✱ ♥❛♠❡❧② t❤❛t F̃ ❞❡s❝❡♥❞s t♦ ❛ ❧✐♥❡ ❜✉♥❞❧❡ F

♦♥ Ξ ✐s ♣r♦✈❡❞ ❜② ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t②✿ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❝♦♥❡ ♦❢ Z̃p/Z̃ ✐s ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ Gm✲❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❝❤❛r❛❝t❡r 1 ♦♥ t❤❡ ✜❜❡rs ♦❢ Ṽ2 → Z̃p,gst✱ ❜✉t ❜❡✐♥❣
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❛ ❝♦♥❡ ✐t ✐s 0✲❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛s ✇❡❧❧ ✭s❡❡ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t②✮✱ s♦
✐t ✐s γ̄∗F ❢♦r s♦♠❡ ❧✐♥❡ ❜✉♥❞❧❡ F ♦♥ Ξ ⊆ Z̃ ✳

❙t❡♣ ❱✿ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♣✉s❤❡s ❢♦r✇❛r❞ t♦ ③❡r♦✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ s❤♦✇
t❤❛t t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❧❛ss ✐s 0✿

s!
Ṽ cpt [C

gst] = s!
Ṽ cpt
2

◦ s!
Ṽ cpt
1

[NCgst∩(0⊕Ṽ cpt
2 )C

gst]

■t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ t❤❛t s!
Ṽ cpt
1

[NCgst∩(0⊕Ṽ cpt
2 )C

gst] ❝❛♥ ❜❡ r❡♣✲

r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ s✉♠ ♦❢ t✇♦ ❝②❝❧❡s✱ ♦♥❡ ✭❝❛❧❧ ✐t N1✮ s✉♣♣♦rt❡❞ ♦♥ ❛ ❧✐♥❡ s✉❜❜✉♥❞❧❡
♦❢ Ṽ cpt

2 ♦♥ Ξ̃✱ t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡ ✭❝❛❧❧ ✐t N2✮ s✉♣♣♦rt❡❞ ♦♥ t❤❡ ③❡r♦ s❡❝t✐♦♥ ♦❢ Ṽ cpt
2 ✳

▲❡♠♠❛ ✻✳✽✳ ❇♦t❤ N1 ❛♥❞ N2 ❛r❡ 5d+ 1✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝②❝❧❡s✱ ❛♥❞ ❢♦r i = 1, 2✿

deg(s!
Ṽ cpt
2

[Ni]) = 0.

Pr♦♦❢✳ ❈♦♠♣❛r❡ ✇✐t❤ ❬❈▲✶✺✱ ▲❡♠♠❛ ✽✳✶❪✳ ❚❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ Z̃gst ✐s 5d+3✱ ❜❡✐♥❣
❧♦❝❛❧❧② ❛ 5(d + 1) ✈❡❝t♦r ❜✉♥❞❧❡ ♦✈❡r ❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ −2 st❛❝❦❀ s♦ Z̃p,gst✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
❛ ❧✐♥❡ ❜✉♥❞❧❡ ♦♥ t❤❡ ❢♦r♠❡r✱ ❤❛s ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 5d + 4✳ ❚❤❡ ❝♦❛rs❡ ♠♦❞✉❧✐ ❝♦♥❡ ❤❛s
t❤❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 5d+6✱ ❛s ❝❛♥ ❜❡ ❛r❣✉❡❞ ❢r♦♠ ▲❡♠♠❛ ✻✳✶✳ Ṽ cpt

1 |
Z

p,gst ❤❛s r❛♥❦ 5✱

s♦ s!
Ṽ cpt
1

[Cgst] ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ❝②❝❧❡ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 5d+ 1✳ ❲❡ s❤❛❧❧ ❡①♣❧♦✐t t❤❡

❝♦♠♠✉t❛t✐✈✐t② ♦❢ ●②s✐♥ ♣✉❧❧❜❛❝❦ ✇✐t❤ ♣r♦♣❡r ♣✉s❤❢♦r✇❛r❞✳
❋♦rN1 ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❢❛❝ts✱ s✐♥❝❡ deg(s!

Ṽ cpt
2

[N1]) = deg(s!V2 γ̄∗[N1])✱

❜✉t γ̄∗[N1] ∈ A5d+1(F ) ♠✉st ❜❡ tr✐✈✐❛❧✱ s✐♥❝❡ F ❤❛s ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 5d✱ ❜❡✐♥❣ ❛ ❧✐♥❡
❜✉♥❞❧❡ ♦♥ Ξ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❞✐✈✐s♦r ✐♥ Zmain✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ N2 ⊆ Ṽ cpt
2 ❛❞♠✐ts ❛ ❢✉rt❤❡r s♣❧✐tt✐♥❣ ✐♥t♦ N2,µ ⊆ Ṽ cpt

2,µ

❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t DµZ
p,gst

♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡② ❛r❡ s✉♣♣♦rt❡❞✱ ✇✐t❤ µ ⊢ d
✐♥ k ♣❛rts✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♠♦r♣❤✐s♠✿

βµ : D
µZ

p,gst
→ DµZ = DµM1(P

4, d) → Wµ

✇❤❡r❡ Wµ :=
∏k
i=1 M0,1(P

4, di) ×(Pr)k P
r✳ ❚❤❡ ♠❛♣ βµ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❢♦r❣❡tt✐♥❣

t❤❡ p✲✜❡❧❞✱ t❤❡ ❱❛❦✐❧✲❩✐♥❣❡r ❜❧♦✇✲✉♣ ❛♥❞ t❤❡ k✲♣♦✐♥t❡❞ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡ ❝♦♥tr❛❝t❡❞
❜② t❤❡ ♠❛♣ t♦ P

4✳ ❚❤✐s ❤❛s t❤❡ ♥✐❝❡ ♣r♦♣❡rt② t❤❛t Ṽ cpt
2 ✐s t❤❡ ♣✉❧❧❜❛❝❦ ❛❧♦♥❣

βµ ♦❢ ❛ ✈❡❝t♦r ❜✉♥❞❧❡ ♦♥ Wµ✳ ❋✐rst ❝♦♥str✉❝t ❛ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝✉r✈❡ C µ ❜② ❣❧✉✐♥❣
t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❝✉r✈❡ ♦✈❡r ❡❛❝❤ ❢❛❝t♦r ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❣✐✈❡♥ s❡❝t✐♦♥s✱ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ❣❡♥✉s
0 ♥♦♥✲●♦r❡♥st❡✐♥ ✭✉♥❧❡ss k = 2✮ s✐♥❣✉❧❛r✐t② t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ♠❛♣s t♦ P

4

❞❡s❝❡♥❞ ❜② t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ♣✉s❤♦✉ts✿

C µ P
4

Wµ

π̄

f̄
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◆♦t✐❝❡ ♥♦✇ t❤❛t t❤❡ s❤❡❛❢ Vµ := π̄∗f̄
∗OP4(5) ✐s ❛ ✈❡❝t♦r ❜✉♥❞❧❡ ♦❢ r❛♥❦ 5d+ 1 ♦♥

Wµ✱ ❛s ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❡❝❦❡❞ ❜② ❘✐❡♠❛♥♥✲❘♦❝❤ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡✱ ❛♥❞
Ṽ cpt
2,µ = β∗µ(V

∨
µ )✳ ❋✐♥❛❧❧② t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ Wµ ✐s 5d + 4− 2k < 5d + 1 ❢♦r

k ≥ 2 ❜② ❑❧❡✐♠❛♥✲❇❡rt✐♥✐ t❤❡♦r❡♠✱ s♦ βµ,∗[N2,µ] = 0✳
�

Pr♦♦❢✳ ✭▼❛✐♥ ❚❤❡♦r❡♠✮ ❋♦r t❤❡ ❜❡♥❡✜t ♦❢ t❤❡ r❡❛❞❡r ✇❡ s✉♠♠❛r✐s❡ ❤❡r❡ t❤❡ ❦❡②
r❡s✉❧ts ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡✿

• p✲✜❡❧❞s ❣✐✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❛s t❤❡ q✉✐♥t✐❝ ✉♣ t♦ ❛ s✐❣♥✱ s❡❡ ❚❤❡♦r❡♠
✸✳✼✿

deg[M
(1)
1 (P4, d)p]virloc = (−1)5d deg[M

(1)
1 (X, d)]vir.

• Zp ❛♥❞ M
(1)
1 (P4, d)p ❛r❡ ✈✐rt✉❛❧❧② ❜✐r❛t✐♦♥❛❧✱ s❡❡ ❈♦r♦❧❧❛r② ✹✳✶✽✿

deg[Zp]virloc = deg[M
(1)
1 (P4, d)p]virloc.

• ❚❤❡ ❞❡s✐♥❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ Z̃p → Zp ❞♦❡s ♥♦t ❛❧t❡r t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥ts✱ s❡❡ ▲❡♠♠❛
✺✳✼

deg[Z̃p]virloc = deg[Zp]virloc.

• ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ Z̃p ❝♦♥tr✐❜✉t❡s ✇✐t❤ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ✉♣ t♦
❛ s✐❣♥✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ✐s ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ✐rr❡❧❡✈❛♥t✱ s❡❡ ▲❡♠♠❛s ✻✳✹ ❛♥❞
✻✳✽✿

deg[Z̃p]virloc = (−1)5d deg
(
ctop(π̃∗f̃

∗
OP4(5) ∩ [M̃1(P

4, d)main]
)
.

�
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❬❇♦✉✶✹❪ P✐❡rr✐❝❦ ❇♦✉ss❡❛✉✳ P❛✐r❡s st❛❜❧❡s✱ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❞❡ P❛♥❞❤❛r✐♣❛♥❞❡✕❚❤♦♠❛s ❡t ✐♥✈❛r✐✲
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❬❈▲✶✺❪ ❍✉❛✐✲▲✐❛♥❣ ❈❤❛♥❣ ❛♥❞ ❏✉♥ ▲✐✳ ❆♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡
❣❡♥✉s ♦♥❡ ●❲✲✐♥✈❛r✐❛♥ts ♦❢ q✉✐♥t✐❝s✳ ❏✳ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ●❡♦♠✳✱ ✶✵✵✭✷✮✿✷✺✶✕✷✾✾✱ ✷✵✶✺✳
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s②♠♠❡tr✐❝ ♣r♦❞✉❝ts✳ ❆♥♥❛❧s ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ✶✻✹✭✷✮✿✺✻✶✕✻✵✶✱ ❙❡♣t ✷✵✵✻✳
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✐❤r❡r ●r❡♥③❣❡❜✐❡t❡✳ ✸✳ ❋♦❧❣❡✳ ❆ ❙❡r✐❡s ♦❢ ▼♦❞❡r♥ ❙✉r✈❡②s ✐♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ❬❘❡s✉❧ts
✐♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ❛♥❞ ❘❡❧❛t❡❞ ❆r❡❛s✳ ✸r❞ ❙❡r✐❡s✳ ❆ ❙❡r✐❡s ♦❢ ▼♦❞❡r♥ ❙✉r✈❡②s ✐♥ ▼❛t❤✲
❡♠❛t✐❝s❪✳ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✱ ❇❡r❧✐♥✱ s❡❝♦♥❞ ❡❞✐t✐♦♥✱ ✶✾✾✽✳
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