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beliebige Funktion in Abhéngigkeit von z und y

minimaler Abstand einer Trajektorie zu einer benachbarten Trajektorie als absolutes
FehlermaB3 zur Genauigkeitsbeurteilung in Abs. 5.4

Funktionswert an der Stiitzstelle ¢ der zu interpolierenden Funktion in Abs. 4.2.2
und 6.2

Vektordarstellung der Funktionswerte f; in Abs. 4.2.2
ATRYsche Spannungsfunktion der Scheibentheorie in Abs. A.3 zu Abs. 5.6

resultierende Kraft der Hauptspannungsverteilung o1 (ss) bzw. 01(S2) im Kontext
von Abs. 2.4.2
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resultierende Kraft der Spannungsverteilung in Bezugsrichtung eines Lastpfades an
verschiedenen Schnitten senkrecht zu dieser Bezugsrichtung nach Abb. 2.14(b)

Fallbeschleunigung im Schwerefeld der Erde
Geraden durch die Punkte P, und P in Abs. 4.2.4

Barrieregerade durch den Startpunkt einer Trajektorie senkrecht zur verfolgten
Hauptspannungsrichtung zur Detektion geschlossener Trajektorien in Abs. 4.2.6

Gerade durch die Punkte A und P; in Abs. 4.2.6

Gerade entlang eines Abschnittes der polygonalen Bauteilbegrenzung in Abs. 4.2.6
Zihlindex

Torsionstrigheitsmoment im Beispiel in Abs. 6.5

Kernfunktion einer Stiitzstelle ¢ des Interpolationsverfahrens in Abs. 4.2.2 und 6.2
Vektordarstellung der Kernfunktionen £; (Zeilenvektor)

Matrixdarstellung der Kernfunktionen im Gleichungssystem (4.3b) in Abs. 4.2.2
Geradenparameter der Geraden gy und g; in Abs. 4.2.4

charakteristische Bauteilabmessung zur Festlegung der maximal zulédssigen Schritt-
weite 7.y als Bruchteil von [g.,, 1. d. R. die kleinste Bauteilausdehnung (z. B. als
kleinster Abstand ,,gegeniiberliegender* Rinder)

Torsionsmoment im Beispiel in Abs. 6.5
Anzahl der Stiitzstellen des numerisch ermittelten Spannungszustands in Abs. 4.2.2

Anzahl der zur Interpolation verwendeten Stiitzstellen des Spannungszustands in
Abs. 6.2

Formfunktionen finiter Elemente in Abs. B.1

verteilte Belastungen (Strecken- oder Flichenlasten) von Bauteilen in der Dimensi-
on einer Spannung (Streckenlasten sind auf die Scheibendicke bezogen angegeben)

Streckenlast eines Bauteils in der Dimension von Spannung -Lénge in Abs. A.1

Startpunkt eines Schrittes bei der Trajektorienermittlung, ergibt sich i.d.R. aus P,
des vorigen Schrittes

zu bestimmender Endpunkt eines Schrittes bei der Trajektorienermittlung
Ortsvektoren der Punkte Py und P in Abs. 6.1

Schrittweite der Trajektorienermittlung ab Kap. 4
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maximal zuldssiger Wert fiir die Schrittweite r der Trajektorienermittlung in
Abs. 4.2.5, sofern nicht anders angegeben mit r,,, = Wlolchar

durch die Schrittweitensteuerung in Abs. 4.2.5 fiir den folgenden Schritt der Trajek-
torienermittlung festgelegter Wert fiir

Koordinaten eines Zylinderkoordinatensystems
krummlinige Koordinaten entlang zweier o,-Trajektorien im Kontext von Abs. 2.4.2
Scheibendicke eines ebenen Problems in Abs. A.1

Geradenparameter zur Schnittpunktermittlung der Geraden gap, und grp/ In
Abs. 4.2.6

Wichtungsfaktor der Kernfunktion k; des Interpolationsverfahrens in Abs. 4.2.2
und 6.2

Vektordarstellung der Wichtungsfaktoren w;
Koordinaten eines kartesischen Koordinatensystems

Koordinaten eines kartesischen Koordinatensystems mit Ursprung im Punkt Py in
Abs. 6.1 (Abb. 6.1)

groBte und kleinste vorkommende x-Koordinate der Bauteilbegrenzung
groBte und kleinste vorkommende y-Koordinate der Bauteilbegrenzung

Ergebnisgrofe bei der Ermittlung des Iterationssinns in Abs. 4.2.4, vgl. Gl. (4.15)

Griechische Buchstaben

Olim

minimaler, betragsméBiger Differenzwinkel der Hauptspannungsrichtungen an den
Punkten Py und P, ab Abs. 4.2.4 gem. GI. (4.12)

Schitzung der zu erwartenden Richtungsidnderung o vor Durchfithrung der Iteration
in Abs. 4.2.5

maximal zuldssige Richtungsidnderung innerhalb eines Schrittes der Trajektoriener-
mittlung zur Schrittweitensteuerung gem. Abs. 4.2.5, GI. (4.21)

Winkel einer (allg. nicht rechtwinkligen) Scheibenecke in Abs. 5.2.1 (Abb. 5.9(c)),
A2und B4

Abstand des i-ten Schnitts mit der Barrieregeraden ¢, (bzw. mit der Barriere-
ebene [}, im rdumlichen Fall) zum Startpunkt einer Trajektorie in Abs. 4.2.6 (bzw.
sinngemil in Abs. 6.3)

Referenzwert zur Festlegung von Ay, ) gemifl Abs. 4.2.6
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tolerierte Abweichung bei der Detektion einer geschlossenen Trajektorie in
Abs. 4.2.6

minimaler Abstand zweier Stiitzstellen eines numerisch ermittelten Spannungszu-
stands

Toleranzgrenze bei der Iteration in Abs. 4.2.4, vgl. GI. (4.19)
Schrittweite der numerischen Losungsverfahren in Abs. 3.2

Abstand der Punkte Ey und E; in Abs. 4.2.6 zur Iteration der Lage eines Fortset-
zungspunkts P; bei der Trajektorienermittlung

Schrittweite der Iteration innerhalb eines Schrittes der Trajektorienermittlung in
Abs. 4.2.4

Winkel der Stirnflichenverdrehung um die x-Achse im Beispiel des T-Trigers in
Abs. 7.1, vgl. Abb. 7.4

Verzerrung

Matrixdarstellung der Verzerrungen gem. Abs. 3.3

Schalter fiir den Rotationssinn der Iteration in Abs. 4.2.4

Schalter fiir Vorwirts- oder Riickwértsschritt bei der Iteration in Abs. 4.2.4
Querdehnzahl

Koordinaten eines kartesischen Koordinatensystems

Koordinaten eines lokalen Koordinatensystems innerhalb eines zweidimensionalen
finiten Elements in Abs. B.1

Normalspannung
Hauptnormalspannungen

Grenzen des FarbmalBstabes im Zug- bzw. Druckbereich, ab welchen die Span-
nungsgrofen durch volle Farbsittigung abgebildet werden, vgl. Abb. 4.21(c) in
Abs. 4.2.7

entlang der Trajektorien eines Trajektorienbilds algebraisch maximal bzw. minimal
auftretende Hauptnormalspannung

im Kontext betrachtete Hauptnormalspannung
Matrixdarstellung der Spannungen gem. Abs. 3.3
Schubspannung

im Kontext betrachtete Hauptnormalspannungsrichtung
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Winkel der verfolgten Hauptspannungsrichtung am Punkt Py gemif der Definition
in Abs. 4.2.4

Steuerwinkel bei der Iteration der Lage des Punkts P; gemdf der Definition in
Abs. 4.2.4 (Abb. 4.10) bzw. Abs. 6.1 (Abb. 6.1(a))

Winkel der verfolgten Hauptspannungsrichtung am Punkt P; gemif der Definition
in Abs. 4.2.4 in vier moglichen Varianten (Kopfzeiger !, ', ™ und IV, vgl. Abb. 4.8(b)
und GI. (4.9))

Einheitsvektor in Richtung von ¢
Einheitsvektor in Richtung von ¢,

Einheitsvektoren in Richtung der algebraisch grofiten, mittleren und kleinsten
Hauptnormalspannung in Abs. 6.5

Hilfsvektoren zur Bestimmung des Iterationssinns in Abs. 4.2.4, vgl. Abb. 4.9(b)
und Gl. (4.14)

Steuerwinkel bei der Iteration der Lage des Punkts P; gemdf der Definition in
Abs. 6.1 (Abb. 6.1(a))
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1 Einfithrung

Die Festkorpermechanik als Teilgebiet der Mechanik beschiftigt sich im Kontext des konstruktiven
Ingenieurbaus mit der Untersuchung von Spannungs- und Verformungszustanden von Tragwerken
bzw. einzelnen Bauteilen. Seit jeher sind Ingenieure daran interessiert, die Ergebnisse dieser Un-
tersuchungen visuell darzustellen, um sich ein anschauliches Bild von diesen machen zu kdnnen.

Hierfiir wurden mittlerweile verschiedenste Visualisierungsmethoden entwickelt, welche mehr
oder weniger gut geeignet sind, z. B. den Spannungszustand eines Bauteils anschaulich abzubil-
den. Dabei hiingt es auch vom konkret zu behandelnden Problem ab, welche Visualisierungsform
zu bevorzugen ist. Eine beliebte Visualisierungsform fiir zweidimensionale Probleme ist die Dar-
stellung von Hauptspannungstrajektorien, insbesondere von Hauptnormalspannungstrajektorien.

Aufgrund der Komplexitit der zu untersuchenden Probleme entziehen sich diese hédufig einer ana-
lytischen kontinuumsmechanischen Behandlung. Erst die Erfindung und Verbreitung des Compu-
ters ermoglichte den umfinglichen Einsatz numerischer Losungsverfahren, um z. B. Spannungszu-
stande komplexer Bauteile zu berechnen. Zuvor gingige, aber sehr aufwendige spannungsoptische
Untersuchungen zur Bestimmung dieser Hauptspannungstrajektorien traten dadurch weitgehend
in den Hintergrund — gleichzeitig bieten die Softwareldsungen fiir numerische Berechnungen dem
Nutzer bis heute nicht die Moglichkeit zur Darstellung von Hauptspannungstrajektorien. Trotzdem
hat sich das Interesse an der Darstellung von Hauptspannungstrajektorien gehalten.

Im Bereich des Bauingenieurwesens sind insbesondere im Massivbau Trajektorienbilder bis heu-
te populér, nicht zuletzt unterstiitzt durch die Veroffentlichung der Biicher zu ,,Vorlesungen im
Massivbau* von FRITZ LEONHARDT. So gehoren Trajektorienbilder heute vielerorts zum akade-
mischen Standardlehrstoff nicht nur im Massivbau. Dabei wird oft irrtiimlich falsch oder gar nicht
vermittelt, wie diese zu interpretieren sind. Auch in wissenschaftlichen Veroffentlichungen wer-
den zur Erlduterung komplexer Spannungszustinde hédufig Trajektorienbilder angefiihrt. Die zur
Erzeugung von Trajektorienbildern nétigen Grundlagen und technischen Voraussetzungen sind al-
lerdings meist nicht gegeben. Dies fiihrt bedauerlicherweise dazu, dass in der Literatur angefiihrte
Trajektorienbilder hdufig grundlegende Fehldarstellungen enthalten und darum als Argumentati-
onsgrundlage oft eigentlich untauglich sind, aber trotzdem dazu herangezogen werden. Aufgrund
mangelnder Aufmerksamkeit oder mangelnden Wissens sowohl bei der Erzeugung von Trajekto-
rienbildern auf der einen Seite, als auch bei deren Weiterverbreitung und Interpretation auf der
anderen Seite haben sich einige unzutreffende Annahmen beziiglich der Eigenschaften von Tra-
jektorienbildern weit verbreitet manifestiert und werden irrtiimlich als grundlegende Tatsachen
angesehen. So wird beispielsweise gemeinhin davon ausgegangen, dass die Verdichtung von Tra-
jektorien auf eine Spannungskonzentration schlieBen lédsst, obwohl dieser Zusammenhang so nicht
besteht.

Die vorliegende Arbeit widmet sich dieser Wissensliicke und liefert nach einer systematischen
Aufarbeitung des Kenntnisstandes und verbreiteter Sichtweisen auf diese Thematik einen Algo-
rithmus zur Berechnung von Hauptspannungstrajektorien fiir ebene Probleme und stellt dessen
Ergebnisse Angaben aus der Literatur gegeniiber. Im Anschluss werden der Algorithmus fiir die
Behandlung dreidimensionaler Probleme erweitert und ein Einblick in dreidimensionale Trajekto-
rienbilder gegeben.

Da fehlerhafte Darstellungen von Trajektorienbildern in nicht unerheblichem MaBe zur Motivation
fiir diese Arbeit beigetragen haben, bleibt es nicht aus, dass solche zitiert werden. Die diesbeziig-
liche Diskussion und Gegeniiberstellung mit den erzielten Ergebnissen erfolgt auf rein fachlicher
Ebene und dient dem Ziel der wissenschaftlichen und technischen Weiterentwicklung.
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2 Stand des Wissens, Beurteilung und Zielstellung
2.1 Elementares zu Hauptspannungen und -trajektorien

Bevor in diesem und den folgenden Kapiteln Niheres zu Hauptspannungen und deren Trajekto-
rien behandelt wird, sei an dieser Stelle zunéchst eine grobe Einordnung gegeben, was diese im
Wesentlichen sind, und welche grundlegenden Eigenschaften sie aufweisen. Dabei geniigt es hier
zundchst, diese Betrachtung auf das Zweidimensionale und kartesische Koordinaten zu beschrin-
ken.

Die Beanspruchung eines elastischen Bauteils fithrt im Allgemeinen zu Spannungen und Verfor-
mungen. Wird ein infinitesimaler Materialausschnitt freigeschnitten, treten an den Berandungen
Spannungen zutage. Dabei konnen Normalspannungen und Schubspannungen als Spannungskom-
ponenten unterschieden werden. Normalspannungen sind normal zur Berandung und stehen somit
mit Stauchungen und Streckungen im Zusammenhang. Schubspannungen sind entsprechend tan-
gential zur Berandung gerichtet und korrellieren mit Schubverzerrungen (Gleitungen). Abhéngig
von der Orientierung des freigeschnittenen Ausschnitts ergeben sich diese Spannungskomponen-
ten in verschiedenen GroBenverhéltnissen. Abbildung 2.1 zeigt von links nach rechts betrachtet,
wie die Schubspannung bei Drehung des Ausschnittes abnimmt, bis sie schlielich bei einer spezi-
ellen Orientierung ginzlich entféllt. Die Darstellung des Spannungszustands in dieser Orientierung
wird als Hauptnormalspannungszustand bezeichnet.
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Abbildung 2.1: Verschiedene Freischnitte eines infinitesimalen Materialausschnitts, Normalspan-
nungen ¢ und Schubspannungen 7

Die in der Orientierung des Hauptnormalspannungszustands freigeschnittenen Normalspannungen
sind entsprechend die Hauptnormalspannungen, bezeichnet mit o7 und o5. Dabei gilt:

e konventionell o1 > 05 (im Dreidimensionalen o; > g9 > 03, somit 01 = 0y UNd 03 =0 min),
e grundsitzlich o, L oy (im Dreidimensionalen oy Loy 1 o3 Loy),
e konventionell o < 0 fiir Druckspannungen, ¢ > 0 fiir Zugspannungen,
e grundsitzlich 7 = 0.
Die Hauptnormalspannungstrajektorien sind nun solche Linien, bei denen infinitesimale Elemen-

te mit zu diesen Trajektorien parallelen Réndern keine Schubspannungen und Schubverzerrungen
aufweisen, wie es in Abb. 2.2 gezeigt ist. Gleichzeitig stellen diese die Richtungen der extremalen
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Normalspannungen dar (vgl. Abb. 2.1). Was aus dem in dieser Form dargestellten Trajektorienbild
nicht hervorgeht, sind die Groenverhiltnisse und Vorzeichen der Hauptnormalspannungen, wozu
Abschnitt 4.2.7 Besserung verspricht. Die im Trajektorienbild erkennbaren, zueinander orthogona-
len Kurvenscharen lassen sich im Ubrigen je nach Definition nicht unbedingt jeweils genau einer

der beiden Hauptnormalspannungen zuordnen, in dem Sinne, dass alle Trajektorien einer Schar
etwa o abbildeten, und alle der anderen Schar os.

\
/

- N -
L 1

Abbildung 2.2: Hauptnormalspannungstrajektorienbild fiir einen wandartigen Trédger (links),
exemplarisch herausgeschnittenes, infinitesimales Element orientiert nach den
Hauptnormalspannungsrichtungen (rechts)

Es sei hier noch erwihnt, dass neben dem Hauptnormalspannungszustand mit extremalen Nor-
malspannungen auch eine Darstellung des Spannungszustands existiert, bei der die Schubspan-
nungen extremal sind, die als Hauptschubspannungszustand bezeichnet wird. Bei dieser entfallen
allerdings im Allgemeinen nicht die Normalspannungen. Die Hauptschubrichtungen unterscheiden
sich von den Hauptnormalenrichtungen um den Winkel 7, entsprechende Hauptschubspannungs-
trajektorien lassen sich daher analog zu oder basierend auf Hauptnormalspannungstrajektorien er-
mitteln und darstellen, liegen aber nicht im Fokus dieser Arbeit. Insofern werden im Weiteren mit

Spannungstrajektorien bzw. kurz Trajektorien verkiirzend die Hauptnormalspannungstrajektorien
bezeichnet.
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2.2 Etablierte Visualisierungsformen ohne Trajektorien

Seit jeher helfen bei der Wahrnehmung von Funktionsverldufen grafische Représentationen, was
sich bereits bei an sich recht iibersichtlichen analytischen Funktionen zeigt. Mit der praktischen
Verbreitung numerischer Losungsverfahren und den dabei anfallenden Massendaten wird das noch
viel deutlicher. So bieten auch die meisten Finite-Elemente-Programme, die im konstruktiven In-
genieurwesen groBBe Verbreitung finden, zur Ergebnisdarstellung verschiedene grafische Darstel-
lungsformen an.

2.2.1 Konturplots

Die wohl bekannteste Darstellungsform stellen die sogenannten Konturplots dar, bei denen dem
Wertebereich der darzustellenden Funktion eine Farbskala zugeordnet wird und die Funktions-
werte im Definitionsbereich durch die entsprechend zugeordnete Farbe reprisentiert werden. Die
Farbskala wird meist mit endlich vielen Einzelfarben versehen, sodass entsprechend vielen Inter-
vallen des Wertesbereiches jeweils ein Farbwert zugeordnet wird. Prinzipiell kann aber auch eine
kontinuierliche Farbskala verwendet werden.

Fiir das System aus Abb. 2.2 ist ein solcher Konturplot in Abb. 2.3 beispielhaft fiir die maxima-
le Hauptnormalspannung o4 (x,y) dargestellt. Die Beurteilung der Niitzlichkeit von Konturplots

S, Max. In-Plane Principal
(Avg: 75%)
+4.683e+00
+4.177e+00
+3.670e+00
+3.164e+00
+2.657e+00
+2.151e+00
+1.644e+00
+1.138e+00
+6.313e-01
+1.248e-01
-3.817e-01
-8.882e-01
-1.395e+00

Abbildung 2.3: Konturplot fiir o1 (z, y) aus ABAQUS®

hingt gewiss von der Art der darzustellenden physikalischen Gréfe ab. Bei der Darstellung ei-
ner skalarwertigen Funktion wie beispielsweise einer Temperaturverteilung diirfte ein Konturplot
relevante Informationen kaum vermissen lassen. Bei Spannungen, bei denen die skalaren Werte
mit zugehorigen Richtungen verkniipft sind, ist das nicht der Fall. So lassen sich dem gezeigten
Konturplot zwar die Spannungswerte der grof3ten Hauptnormalspannung iiberall in etwa ablesen,
in welcher Richtung diese wirken, ldsst sich aber nicht ablesen. Bei einem Konturplot von Span-
nungskomponenten in einer festen Richtung wie o,,(z,y) wiren hingegen zwar die Richtungen
zu den dargestellten Werten bekannt, aber mitunter die ablesbaren Werte gar nicht von Interesse —
besonders, wenn diese als Ergebnis einer ,,willkiirlichen* Transformation des Hauptspannungszu-
standes verstanden werden. Zur leicht interpretierbaren Darstellung von Spannungszustidnden sind
die Konturplots also nicht sonderlich gut geeignet.

Praktisch ungeeignet ist diese Form zur Darstellung von Funktionen iiber einen dreidimensionalen
Definitionsbereich, da die sichtbaren, farbgefiillten Oberflichen alles dahinterliegende verdecken.
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Eine teiltransparente Darstellung ist dabei auch nicht hilfreich, da sich dabei Farben aus verschie-
denen Tiefen vermischen und dadurch keine Werte mehr anhand der Farbskala abgelesen werden
konnen. Mithilfe mehrerer Schnitte wird gelegentlich versucht, den rdumlichen Verlauf wenigstens
schrittweise abzubilden, was bei ggf. gebotenen maximalen Schrittweiten zu vielen Einzelbildern
fiihren kann.

2.2.2 Isolinien und Isoflichen

Eine mit den Konturplots eng verwandte Darstellungsform sind die Isolinien (Hohenlinien) bzw.
im Dreidimensionalen die Isoflichen. Dabei wird der Wertebereich ebenfalls in Intervalle diskreti-
siert und es werden nur diejenigen Punkte dargestellt, an denen der Funktionswert einer Intervall-
grenze entspricht. Sie entsprechen bei gleich gewihlten Intervallgrenzen den Grenzen zwischen
verschiedenfarbigen Gebieten bei den Konturplots, wie es Abb. 2.4 im Vergleich mit Abb. 2.3
sofort erkennen ldsst. Aufgrund dieser Verwandtschaft zeigen sich hierbei allerdings auch weitge-

\\ /' S, Max. In-Plane Principal
~ - (Avg: 75%)
_ _ — — +4.683e+00
~__ _— = +4.177e400
- p={ +3.670e+00
N - - +2.657e+
S 7 +2.1516+00
Y e +1.644e+00
— +1.138e+00
+6.313e-01
+1.248e-01
-3.817e-01
-8.882e-01
-1.395e+00

Abbildung 2.4: Isolinien fiir o1 (z,y) aus ABAQUS®

hend die gleichen Schwierigkeiten wie bei den Konturplots. Eine wie bei den Konturplots ange-
sprochene kontinuierliche Darstellung hitte hier wieder den Konturplot zum Ergebnis. Im Drei-
dimensionalen kann als Vorteil gegeniiber den Konturplots angefiihrt werden, dass von auflen ge-
wissermallen zwischen die Isoflachen geschaut werden und somit deren Fortsetzung in die Tiefe
gesehen werden kann — sofern die Zwischenrdume nicht durch eine Isofliche verdeckt werden. Als
Behelf kann mithilfe einer dynamischen Schnittfithrung (clipping) das riumliche Erscheinungsbild
der Isofldchen vermittelt werden. Dass nicht gleichzeitig Betrag und Richtung der Spannungen er-
kennbar sind, bleibt dabei natiirlich unveréindert.

2.2.3 Gebirge / Projektion von Funktionsgraphen

Funktionswerte einer Funktion als Hohenwerte abzutragen, ist u. a. in der Mathematik die sicher
verbreitetste Methode, um Funktionsverldaufe zu visualisieren. Im Zweidimensionalen werden die
Funktionswerte in einer dritten, zur Koordinatenebene senkrechten Raumrichtung abgetragen, was
als Funktionsgraph einer rdumlichen Flidche entspricht, die immerhin noch mithilfe einer ebenen
Projektion abgebildet werden kann, wobei der rdiumliche Charakter zumeist gut erkennbar bleibt.
Abbildung 2.5 zeigt dies anhand der gleichen Funktion wie in den vorigen Beispielen.

Im Dreidimensionalen ist diese Darstellungsweise nicht vorstellbar, da bereits fiir die Lokalisie-
rung der Punkte im Definitionsbereich alle drei Raumrichtungen benétigt werden und eine vierte
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Raumrichtung zur Abtragung der Funktionswerte im dreidimensionalen Raum freilich nicht exis-
tiert. Somit bleibt die Anwendbarkeit auf Funktionen mit zweidimensionalem Definitionsbereich

Abbildung 2.5: Plot der Funktionswerte o (z, y) als Hohenwerte in einer Parallelprojektion

beschrinkt, bei denen mit Blick auf die Visualisierung von Hauptspannungsverldufen die gleichen
Einschrinkungen gelten, wie sie bereits bei den Konturplots beschrieben wurden. Die Qualitét von
Funktionen (ob z. B. Knicke oder Spriinge auftreten) kann hier allerdings besser beurteilt werden,
als bei den vorigen beiden Visualisierungen.

2.2.4 Richtungskreuze

Eine Losung des Problems, dass bei der Darstellung von Hauptspannungen nur deren Werte,
nicht aber die zugehorigen Richtungen entnehmbar sind, brachte die Darstellung, bei der nur an
diskreten Punkten innerhalb des Definitionsbereichs die dortigen Richtungen durch kurze Rich-
tungstangenten dargestellt wird. In frithen Umsetzungen wurde der zugehorige Funktionswert
durch die Lange der dargestellten Richtungstangente wiedergegeben, im Falle tensorwertiger Gro-
Ben wie Spannungen das Vorzeichen durch eine zusitzliche Kennzeichnung, vgl. [BASAR &
KRATZIG 1985], [JENNEWEIN 1989], [SCHAEFER 1993], [ROJEK 2003], [THIELE 2010] u.v.a.
In [RUCKERT & SCHREIBER 1991] wird diese Methode als ,,die einzig verniinftige Moglichkeit*
zur Visualisierung des Hauptspannungszustands bezeichnet.

Spiter wurden die Funktionswerte durch eine zugeordnete Farbskala ergdnzend oder ersatzwei-
se dargestellt. Abbildung 2.6 zeigt eine solche Darstellung, wobei die Spannungswerte durch die
Linge der Richtungstangenten und deren Farbe ausgedriickt werden und das Vorzeichen zusitz-
lich durch voneinander weg (+4) oder aufeinander zu (—) zeigende Pfeilspitzen gekennzeichnet
ist. Diese Form der Visualisierung gestattet es obendrein, mehrere Funktionen gemeinsam darzu-
stellen, so zeigt die Abbildung oy (z,y) und oy(x,y). Auffillig ist, dass die Informationen an den
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S, Max. In-Plane Principal
S, Min. In-Plane Principal
S, Out-of-Plane Principal

+4.149e+00
—+3.125e+00
+2.102e+00
+1.078e+00
+5.454e-02
-9.690e-01
-1.993e+00
-3.016e+00
-4.040e+00
-5.063e+00
-6.087e+00
-7.111e+00
-8.134e+00

Abbildung 2.6: Richtungskreuze fiir o1 (z, y) und o5(z,y) in ABAQUS® (symbols plot)

dargestellten Punkten schwer erkennbar sind, da die Punktdichte recht hoch ist. Dementsprechend
klein miissen die Richtungssymbole skaliert sein, damit sich benachbarte Symbole nicht tibermé-
Big tiberlappen. Wihrend bei einer analytisch geschlossen vorliegenden Funktion die Punkte zur
Ergebnisdarstellung direkt frei gewihlt werden konnen, liegen bei numerisch ermittelten Finite-
Elemente-Ergebnissen die Funktionswerte nur an den Integrationspunkten oder Knoten der Ele-
mente unmittelbar vor. Die Postprocessing-Module gingiger FEM-Programme verwenden daher
auch nur diese. Damit ist die Punktdichte durch die Auflosung bzw. Feinheit des Finite-Elemente-
Netzes und ggf. durch die Art der verwendeten Elemente festgesetzt.

Bei dem Versuch der Visualisierung dreidimensionaler Spannungszustinde mit dieser Methode ist
im Gesamtbild kaum mehr etwas zu erkennen, da in Blickrichtung erneut Verdeckungseffekte in
erheblichem Mafe auftreten. Prinzipiell ist auch hierbei die Darstellung von mehreren (ebenen)
Schnitten denkbar, allerdings miissten in diesen auch Richtungen, die aus der Schnittebene he-
rausragen, dargestellt werden konnen. AuBBerdem miisste hierbei die ,,Schnittebene‘ eigentlich ein
scheibenartiger, raumlicher Ausschnitt des Korpers sein, der eine gewiinschte Anzahl und Ver-
teilung von Punkten mit vorliegenden Ergebnissen einschlief3t. In einigen Programmen gibt es die
Moglichkeit, nicht alle Punkte, sondern nur eine Teilmenge darzustellen, die stochastisch bestimmt
wird; die Resultate sehen allerdings recht wirr aus. Zudem folgen trotz solcher Maflnahmen bei Ort-
lichen Netzverfeinerungen dort hohere Dichten dargestellter Punkte. Das ist nicht unbedingt ge-
wiinscht, da Netzverfeinerungen in der Festkorpermechanik oft an Stellen vorgenommen werden,
an denen besonders grofle Gradienten der Spannungsverteilung, oft gepaart mit vergleichsweise
sehr groen Spannungen, auftreten, wodurch die dort dargestellten Symbole (Richtungskreuze)
nicht nur besonders dicht, sondern obendrein besonders gro3 werden und sich gegenseitig und ihre
Umgebung iiberlappen und kaum noch etwas erkennen lassen.

Mit Blick auf die spéter beschriebene stereoskopische Darstellung sei an dieser Stelle noch ange-
merkt, dass die Tiefenwahrnehmung bei einer groen Anzahl im Raum verteilter kurzer Linien-
abschnitte wie hier wesentlich schlechter ist, als bei zusammenhingenden Objekten. Damit haben
die Trajektorien bei der Darstellung dreidimensionaler Hauptspannungszustinde gegeniiber den
Richtungskreuzen einen Vorteil.
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2.3 Verbreitung von Trajektorienbildern in der Literatur

In Literatur zur Spannungsoptik finden sich im Allgemeinen sehr gute Trajektorienbilder. Die da-
rin abgebildeten Trajektorien sind aus durch Experimente erhaltenen Isoklinenbildern zeichnerisch
konstruiert. Diese Methode der Gewinnung von Trajektorienbildern ist allerdings hochst aufwen-
dig und miihsam, sie wird u. a. in [SPEER 1971] beschrieben. Auf diese Weise gewonnene Bilder
herausragender Qualitit finden sich beispielsweise in [WYSS 1926], [FROCHT 1941a] und [WOLF
1976], in geringerem Umfang auch in [MINDLIN 1939], [FROCHT 1941b] und [ALBRECHT 1953].

Abbildung 2.7: Spannungsoptisch ermittelte Isoklinen (linke Bildhélfte) und daraus konstruiertes
Trajektorienbild (rechte Bildhélfte) aus [FROCHT 1941a]

Es werden daneben auch in Lehrbiichern, in der Fachliteratur und in wissenschaftlichen Arbeiten
im konstruktiven Ingenieurwesen immer wieder Trajektorienbilder angefiihrt, die zur Veranschau-
lichung von Tragwerksbeanspruchungen dienen sollen, was grundsétzlich auch hilfreich sein kann,
sofern diese Bilder richtig sind. Oftmals ldsst sich aber anhand eklatanter Verletzungen von Rand-
bedingungen und Grundeigenschaften nur der Schluss ziehen, dass viele dieser Bilder wohl weder
aus einer spannungsoptischen Analyse noch einer Berechnung stammen, und demnach wohl ver-
mutet und gemalt sind. Abbildung 2.8 zeigt hierfiir drei Beispiele.

Abbildung 2.8(a) soll den Hauptspannungszustand in einer gemauerten Scheibe unter der einge-
zeichneten Auflast darstellen, wobei die Ausfithrungen dazu lassen offen, ob die Scheibe am linken
und rechten Rand als fortgesetzt zu betrachten ist. Am oberen und unteren Rand sind jedoch aus-
schlieBlich Druckspannungen (und keine Schubspannungen) freigeschnitten, sodass deren Rich-
tung dort einer Hauptspannungsrichtung entsprechen muss, also die Trajektorien dort zu diesen
Réndern senkrecht oder parallel verlaufen miissen. An den kreisformig, rot markierten Stellen ist
das offensichtlich nicht gewihrleistet. Des Weiteren fillt an den quadratisch, cyan markierten Stel-
len auf, dass die beiden Hauptspannungsrichtungen nicht orthogonal sind, was sie allerdings sein
miissen. In Abschnitt 5.1 wird dieses Beispiel einer rechnerischen Losung gegeniibergestellt.

Abbildung 2.8(b) zeigt ebenfalls Unstimmigkeiten dieser Art, wie es an den analog hervorgehobe-
nen Stellen erkennbar ist. Der Gesamteindruck des Bilds ldsst vermuten, dass hierfiir durchaus eine
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FE-Spannungsberechnung durchgefiihrt wurde, die Trajektorien allerdings hindisch in ein Raster
aus Richtungskreuzen (vgl. Abs. 2.2.4) eingeschrieben wurden. Auffillig sind hier noch die unru-
higen Verldaufe der Trajektorien, was innerhalb der ovalen, griinen Hervorhebung besonders stark
ausgeprigt ist, obwohl dort kein ersichtlicher Grund fiir derartige UnregelméBigkeiten existiert.
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(a) [POHL et al. 1992], (b) [WETZELL & KRINGS 2011]
[SCHNEIDER et al. 1999]
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(c) [TiMM 2004]

Abbildung 2.8: Fehlerhafte Trajektorienbilder in der Literatur mit Verletzungen der Randbedin-
gungen (), Verletzungen der Orthogonalitédt (' ') und unerklédrlich unregelmafBi-
gen Verlidufen (0)

In Abbildung 2.8(c) ist der Schnitt durch eine Platte mit aufstehender Stiitze skizziert. Da die
dargestellten Trajektorien innerhalb der Schnittebene liegen, kann es sich bei der Schnittebene
nur um eine Symmetrieebene handeln, oder die Platte inklusive Stiitze wurde als unendlich langer
Streifen betrachtet, wobei zur Schnittebene senkrechte Trajektorien nicht dargestellt wurden. Die
Bildbeschreibung lisst dies offen. Als Fundamentkorper betrachtet wire eine Ubertragung von
Schubspannungen iiber die Bodenfuge grundsitzlich moglich, sodass dort die Trajektorien nicht
zwangsliufig orthogonal oder parallel zum Rand verlaufen miissten. Das Auflagersymbol rechts
in Kombination mit der links eingetragenen Symmetrieebene sowie der Kontext widersprechen
dem jedoch. An der freien Oberseite sind die Trajektorien zweifelsohne entsprechend falsch. Die
markierten Trajektorien, die die eingetragene Symmetrieebene in Winkeln ungleich 90° schneiden,
wiirden bei Vervollstindigung auf der gegeniiberliegenden Seite Knicke aufweisen, die sich nur bei
Unstetigkeiten im Spannungszustand ergeben konnen, die bei diesem System an dieser Stelle nicht
vorkommen konnen.
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Hiufig werden als Argumentationshilfe auch Trajektorienbilder aus der Literatur iibernommen und
einer via Bildbearbeitung durchgefiihrten Entfremdung zugefiihrt, was teils zu recht seltsamen Re-
sultaten fiihrt, wie das folgende Beispiel zeigt. Im deutschen Sprachraum diirften die unangefoch-
ten beliebtesten Quellen fiir entlehnte Trajektorienbilder [LEONHARDT 1984] und [LEONHARDT
1986] sein. In Abbildung 2.9(a) ist eines der wohl bekanntesten Trajektorienbilder dargestellt. Die-
ses beinhaltet allerdings bereits offensichtliche Unstimmigkeiten. Die Legende gibt an, dass die
erste Hauptspannung grundsitzlich Zugspannung und die zweite Hauptspannung Druckspannung
ist, was weder im Allgemeinen noch bei diesem Beispiel der Fall ist. Zumindest im mittigen Be-
reich nahe der Oberkante sind sicherlich beide Hauptspannungen Druckspannungen, sodass dieser
Zusammenhang sichtlich nicht bestehen kann. Ferner miissen an den schubfreien Seitenrdndern
bei ausgezeichneter Druckbeanspruchung? die Hauptspannungsrichtungen orthogonal und parallel
zum Rand verlaufen. Zudem sei als Vorgriff auf spitere Vergleichsberechnungen hierzu noch an-
gemerkt, dass die Kennzeichnung der Hauptspannungsrichtungen in Hohe der Schwerpunktachse
mit jeweils 45° zu ebendieser ohne weitere Erlduterung fiir das zugrundegelegte Tragwerk nicht
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l

Richtung von GI ( Zugspannungen)

———— Richtung von G‘H ( Druckspannungen )

(a) [LEONHARDT 1986]
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O
®
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O
®

—— Richtung von o, (Zugspannungen) . D

— Richtung von ¢, (Druckspannungen)

(b) [ROJEK 2003]

Abbildung 2.9: Ubernahme und grafische Entfremdung von Trajektorienbildern

2 Die in Abb. 2.9(a) am oberen Rand angetragene Streckenlast wird als am oberen Rand wirkend interpretiert, einer-
seits da auch die angetragenen Lager dem Trajektorienbild nach ausdriicklich am unteren Rand angeordnet sind,
andererseits da in darauf folgenden Beispielen in [LEONHARDT 1986] ausdriicklich zwischen Belastung am oberen
und unteren Rand unterschieden wird (vgl. Abbn. 5.3(a) und 5.3(c) auf S. 67).
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korrekt ist (vgl. Abs. 5.1). In der Originalquelle [LEONHARDT 1986] wird die notige Erlduterung
—néamlich die Beschrinkung auf die reine BERNOULLIsche Balkentheorie — zwar gegeben, bei der
Ubernahme des Trajektorienbilds wird diese Anmerkung aber zumeist nicht mit mitiibernommen.

Abbildung 2.9(b) soll das Trajektorienbild fiir einen Stahlbetonbalken darstellen, der eine in griin
eingezeichnete ,,Biegezugbewehrung* und einen in magenta skizzierten ,,Biegeriss* im Beton auf-
weise — praktischerweise ausgerechnet zwischen zwei rissparallelen Trajektorien im Bild. Der
Vergleich mit Abb. 2.9(a) ldsst sofort erkennen, dass die hier dargestellten Trajektorien im We-
sentlichen eine colorierte Version der dortigen sind. Die dem Modell hinzugefiigte Bewehrung
und der ausmittige Riss haben auBler in unmittelbarer Rissnihe demnach keinerlei Auswirkun-
gen. Lediglich in Rissndhe wurden zwei Trajektorien bildbearbeitungstechnisch modifiziert; der
umliegende Bereich bleibt unzutreffenderweise unberiihrt. Die Unstimmigkeit, dass am druckbe-
anspruchten Rand Zugspannungen auftreten, wurde mit iibernommen, genauso wie die inkorrekte
Zuordnung von Zug- und Druckspannung zu erster und zweiter Hauptspannung, sowie die Abwei-
chungen an den schubfreien Seitenrdndern. Die Angabe der Hauptspannungsrichtungen in Hohe
der Schwerpunktachse wurde — obwohl im zugehdrigen Text iiberhaupt nicht darauf eingegan-
gen wird — ebenfalls iibernommen, wobei hier die zugehorige Annahme der idealen Balkentheorie
weder angemerkt wird, noch ggf. statthaft wire.

In weiteren Ausfithrungen in [ROJEK 2003] werden dem Bild noch mehr Risse hinzugefiigt, wobei
die dazu ,,qualitativ dargestellte Situation* (grafisch modifiziertes Trajektorienbild) zusitzlich zu
den bereits zu Beginn enthaltenen Fehlern in den bearbeiteten Bereichen deutliche Verletzungen
der Orthogonalitit der beiden Hauptspannungsrichtungen aufweist. Damit ist dies auch ,,qualitativ
als nicht richtig zu bezeichnen.

Ein weiteres Beispiel fiir die Ubernahme von Trajektorienbildern und grafischer Manipulation
sei noch angefiihrt. So wird in [STOPP 2010] ein Trajektorienbild gezeigt (Abb. 2.10), das sich
an [TiMM 2004] (Abb. 2.8(c)) anlehnt, wie es die dortige Bildbeschriftung angibt.

schlanke Platte

.............. Druckspannu ngen
Zugspannungen

AN

Abbildung 2.10: Ubernahme und grafische Bearbeitung von Trajektorienbildern in [STOPP 2010]

Die Verletzungen der Rand- und Symmetriebedingungen sind dabei offenbar aufgefallen und wur-
den korrigiert. Mit bloBem Auge erkennbare nicht-orthogonale Kreuzungen von Trajektorien blie-
ben erhalten oder sind durch die Anderungen zusitzlich entstanden. In Abschnitt 5.1 wird ein
berechnetes Trajektorienbild dem gegeniibergestellt.
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2.4 Verbreitete Irrtiimer
24.1 Zusammendringen von Trajektorien bedeutet SpannungsvergroSerung

Eine weitverbreitete Meinung ist, dass sich aus der Verringerung der Abstdnde von Trajektorien auf
erhohte Spannungen schlieen lieBe bzw. dass generell die Abstinde von Trajektorien die Span-
nungsgrofen erkennen lieBen. In der Literatur finden sich hierzu zahlreiche Einlassungen, wie es
die drei nachfolgenden Zitate beispielhaft zeigen:

[MESMER 1939]:

»oie (Die Trajektorien) laufen strahlenformig von einer Einzelkraft aus, laufen etwa parallel
in Bereichen gleichformiger Beanspruchung, verengen sich in Bereichen hoherer Spannung
und erweitern sich nach Bereichen geringerer Spannungsdichte.*

[HORMANN 2005]:
,Biindeln sich Trajektorien, ist das ein Anzeichen dafiir, dass auch deren Spannungswerte
steigen, umgekehrtes gilt bei einer Streuung.*

[KIENZLER & SCHRODER 2009]:

,Die Kenntnis der Trajektorien liefert eine anschauliche Darstellung fiir den ,Spannungs-
fluss® (...) und deutet bei einer Verdichtung der Trajektorien auf Spannungskonzentrationen
hin.*

Tatsdchlich lésst sich so etwas hiufig beobachten, weshalb aufgrund solcher Erscheinungen in ei-
nem Trajektorienbild die Verdnderung der Spannungsgrofe unter Umstédnden entsprechend ver-
mutet werden kann. Eindeutig ist hingegen, dass diese Zusammenhinge nicht allgemeingiiltig
sein konnen, wie es die beiden folgenden einfachen Beispiele zeigen. Die Abbildungen 2.11(a)
und 2.11(b) zeigen eine Kreisringscheibe mit vollstindig rotationssymmetrischer Belastung p ver-
gleichend am AufBen- und Innenrand. Darunter sind jeweils die Verldufe der Radialspannung o,.,
und der Umfangsspannung o, liber den Radius aufgetragen, wobei diese beiden Spannungen hier
aufgund der Symmetrie auch Hauptspannungen sind.

In beiden Trajektorienbildern driangen sich die radial verlaufenen Trajektorien von auflen nach
innen hin zusammen. In (a) nimmt die zugehorige Hauptspannung dabei allerdings ab, in (b) hin-
gegen nimmt sie zu. Aufgrund dieser Tatsache kann der zuvor zitierte Zusammenhang zumindest
nicht allgemeingiiltig sein. Bereits in [WYSS 1926] wurde hierzu festgestellt, ,,dal eine Haufung
von Kraftlinien (Spannungstrajektorien) noch lange nicht als Zeichen gesteigerter Kraftwirkung
(Spannungen) angesehen werden kann®. Dariiberhinaus ist auch offensichtlich, dass kein etwa li-
nearer Zusammenhang zwischen Anderung des Abstandes zweier benachbarter Trajektorien und
der Hauptspannungsgrofle existiert, wie in (a) und (b) die nichtlinearen Spannungsverldufe von
o, trotz linear verdnderlichen Trajektorienabstandes zeigen, was in [MESMER 1939] interessan-
terweise wenige Sitze nach obigem Zitat auch beschrieben wird. Der Abstand der Trajektorien in
Umfangsrichtung ist im Ubrigen beliebig gewihlt und sagt folglich auch nichts iiber die GroBe
der zugehorigen Spannung aus. Ein weiterer Aspekt, der zumeist nicht beriicksichtigt (und auch
nicht ausgeschlossen) wird, aber praktisch immer von Bedeutung ist, ist der Einfluss des Eigenge-
wichts infolge Gravitation. Abbildung 2.11(c) zeigt das Trajektorienbild einer Wandscheibe unter
Eigenlast infolge der Gravitation g. Zur Vermeidung von Zwangsstorungen am Auflager sei die
Querdehnzahl v = 0 oder die Lagerung wie dargestellt horizontal zwéngungsfrei. Die angedeu-
teten horizontalen Trajektorien sind weder als Druck noch als Zug kenntlich gemacht, da die hier
zugehorige Hauptspannung o; = 0 ist. Der Abstand der vertikalen Trajektorien verdndert sich
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nicht, obwohl die zugehorige Hauptspannung (hier o0, = o,,) dem Betrage nach zunimmt. Den
obigen Zitaten nach miisste sich bei Anderung der GroBe der Hauptspannung der Trajektorien-
abstand dndern, was nicht geschieht und damit ebenfalls gegen die Allgemeingiiltigkeit dieses
Zusammenhangs spricht.

lg . O—ZZ
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(a) Zugspannung am AufBlenrand (b) Zugspannung am Innenrand  (c) Wandscheibe unter Eigen-

last

Abbildung 2.11: Kreisringscheibe unter verschiedenen Beanspruchungen und Wandscheibe unter
Eigenlast infolge Gravitation g, zugehorige Trajektorienbilder inbegriffen und
Verldufe der relevanten Hauptspannungen

Fazit: Es ist nicht allgemeingiiltig so, dass das Zusammendringen von Trajektorien eine Erh6hung
der zugehorigen Spannung zum Ausdruck bringt. Allgemein sagt der Abstand von Trajektorien zu-
einander nichts aus.

2.4.2 Trajektorienbilder stellen den Kraftfluss dar

,Kraftfluss* ist ein weit verbreiteter Begriff, der auch hiufig verwendet wird, ohne dass dafiir eine
Definition parat gehalten wird. In [FONSECA 1995] steht geschrieben: ,,Der Kraftfluf} ist, analog
zu dem bekannten DurchfluB, ein eindeutig und mechanisch sauber definierbarer Begriff.*“ Die dort
gebrachte Definition (vgl. Abs. 2.5) mag dort als Kraftfluss bezeichnet worden sein, hat allerdings
mit Spannungstrajektorien nichts zu tun. In [HORMANN 2005] wiederum wird angegeben, dass
,Hauptspannungstrajektorien (...) als Kraftflusspfade gedeutet werden*. In [WYSS 1926] werden
Spannungstrajektorien als ,,Kraftlinien* bezeichnet; weiterhin ist die Rede von ,,Kraftbiindeln®,
die Maschen im Trajektorienbild entsprechen, also durch jeweils zwei benachbarte Trajektorien in
den beiden Hauptspannungsrichtungen begrenzt werden, vgl. Abb. 2.12(a). In [BAY 1960] ist bei
der Interpretation von Trajektorienbildern auch von ,,KraftfluB* und ,,zuflieBenden Kraftlinien®,
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die ,,in den (...) Hauptstrom einmiinden®, die Rede. In [JENNEWEIN 1989] wird schlicht ange-
fithrt: ,,Das Trajektorienbild hat Ahnlichkeit mit einem Stromungsbild, weshalb man auch vom
KraftfluB} sprechen kann.* Weiterhin wird dort beschrieben, dass bei der Interpretation von Trajek-
torienbildern die Vorstellung niitzlich sei, ,,da die Lasten wie Partikel das Tragwerk durchlaufen
oder durchstromen und das Tragwerk am Lager verlassen®. Die Gesamtheit dieser teils fragwiirdi-
gen Aussagen vermittelt schnell den Eindruck, dass zwischen zwei Trajektorien tatsédchlich Krifte
flieBen. Zwar wire dabei als erstes die Frage, in welche Richtung (vgl. nachfolgender Abschnitt
und Abs. 2.5), aber unabhingig davon bleibt bei Fluidstromungen (ohne Zu- und Abfliisse) der
Durchfluss konstant, was auch als Kontinuititsprinzip bezeichnet wird. Wenn also ein zu Fluid-
stromungen analoger Zusammenhang, wie in [FONSECA 1995] postuliert, existierte, dann hiefle
das (unter Ausschluss von Gravitation), dass die resultierende Kraft zwischen zwei Trajektorien
im Sinne von Abb. 2.12 konstant bleiben miisste, also in Abb. 2.12(¢c) F} = Fy gelten miisste.
Dabei ist F} als Integral der freigeschnittenen Hauptspannung o (sy) iiber so zu betrachten, F
analog. Dieser Zusammenhang besteht aber (von wenigen Spezialfillen abgesehen) nicht, wie es
in [DEUTLER & MOUFANG 1941] mathematisch bewiesen wurde.

@O%QE?

(a) aus Abb. 2.2 (b) ©

Abbildung 2.12: Veranschaulichung zum Kraftfluss-Gedanken

Fazit: Der Begriff , Kraftfluss* in Verbindung mit Trajektorienbildern suggeriert eine Analogie zu
Fluidstromungen, die bewiesenermallen nicht existiert. Da dariiberhinaus Krifte nicht flieBen kon-
nen, ist der Begriff ein Widerspruch in sich. Somit ist der Begriff keinesfalls selbsterklarend und
sollte generell vermieden oder ggf. bei Verwendung belastbar definiert werden.

2.4.3 Spannungsverteilungen sind Vektorfelder

Beispielhaft sei hierzu folgende Beschreibung von Spannungstrajektorien aus [HORMANN 2005]
angefiihrt:

»Stromungslinien (...) werden als Verbindungslinien von Richtungstangenten des Geschwin-
digkeitsfeldes gedeutet (...). In diesem Sinne wird eine Trajektorie nachfolgend als Kurve
verstanden, die an jedem Punkt tangential zur Richtung des Vektorfeldes verlduft. (...), Stro-
mungsfelder, Spannungsfelder, etc. sind derartige Vektorfelder, d. h. Gebiete in denen an
diskreten Punkten Informationen iiber Ort, Wert der Feldgroe und deren Richtung bekannt
sind.*

Auch in [JENNEWEIN 1989] wird ein Spannungsfeld (,,Kraft-Stromungsfeld*) als Vektorfeld be-
zeichnet, was allerdings so nicht richtig ist. Vektoren haben neben einer Richtung auch einen
Richtungssinn. Bei einem Stromungsfeld gibt dieser die Stromungsrichtung an und ist eindeutig.
Bei einem Spannungsfeld exisitiert ein solcher Richtungssinn nicht. Zwar lassen sich bei einem
Freischnitt innerhalb eines Spannungsfeldes Spannungsvektoren finden, die wiederum einen Rich-
tungssinn aufweisen, allerdings ist deren Richtungssinn an das jeweilige Schnittufer gebunden
und entspricht nicht der gemeinten Feldgroe. Bereits in [WYSS 1926] ist im Zusammenhang mit
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Spannungstrajektorien nicht umsonst auch von ,, Tensorlinien* die Rede. In ABAQUS® werden die
in Abschnitt 2.2.4 gezeigten Richtungskreuze als Tensorsymbole (tensor symbols) bezeichnet, bei
Geschwindigkeitsfeldern hingegen als Vektorsymbole (vector symbols). Gemeinhin wird trotzdem
in beiden Fillen oft von Vektorplots gesprochen.

Im Ubrigen ist es — von Spezialfillen abgesehen — auch nicht méglich, durch globale Festlegung
auf ein bestimmtes Schnittufer Spannungen als Vektorfeld darzustellen. Abbildung 2.13 zeigt in
(a) am unteren Rand die Festlegung eines Anfangsrichtungssinns (eine der beiden groBlen griinen
Pfeilspitzen). Zwischen den dargestellten Trajektorien konnen beliebig viele weitere Trajektorien
beliebig dicht eingefiigt werden, wobei von einer zur benachbarten Trajektorie kein schlagarti-
ger Wechsel des positiv gewihlten Richtungssinns auftreten kann. Dementsprechend folgt aus der
Festlegung des positiven Richtungssinns an einer Trajektorie auch die Festlegung fiir alle anderen
benachbarten Trajektorien an diesem Rand (exemplarisch: zweite grofe griine Pfeilspitze). Bei der
kontinuierlichen Verfolgung der Trajektorien in der gewidhlten Richtung kann sich der Richtungs-
sinn ebenfalls nicht schlagartig dndern (kleinere griine Pfeile), womit die anfingliche Wahl den
Richtungssinn an den oberen schrigen Réindern vorgibt. Wie bereits am unteren Rand beschrie-
ben, folgt in (b) daraus wiederum der festgelegte Richtungssinn fiir alle dort benachbarten Tra-
jektorien (exemplarisch: groB3e cyanfarbene Pfeilspitzen). Die Vervollstindigung des Richtungs-
sinns von diesen Rindern aus (kleinere cyanfarbene Pfeilspitzen) fiihrt an irgendeiner Stelle zum
Widerspruch; der positive Richtungssinn miisste von Punkt zu Punkt umschlagen (exemplarisch:
rote, widerspriichliche Pfeilspitzen in der Mitte). Unter anderem darin begriindet sich auch, dass
Postprocessing-Module und andere Werkzeuge fiir die Darstellung von Stromungslinien (stream
tracer) nicht ohne Weiteres zur Bestimmung von Hauptspannungstrajektorien anwendbar sind, da
schlicht das dafiir vorausgesetzte Vektorfeld nicht bereitgestellt werden kann — von der (gegeniiber
Stromungen) dabei vorhandenen zweiten (und ggf. dritten), physikalisch gleichrangigen Richtung
ganz zu schweigen.

Fazit: Spannungsverteilungen sind keine Vektorfelder, sie entsprechen Tensorfeldern.

R R

(a) (b)

Abbildung 2.13: Widerlegung der Ubertragbarkeit von Spannungsverteilungen auf Vektorfelder
anhand eines Beispiels, Trajektorienbild fiir eine Sechseckscheibe mit dreifach
rotationsymmetrischer’Belastung

3 Symmetriebegriff gemiB [HAIOS 1970].



2.5 Weitere Uberlegungen in der Literatur 17

2.5 Weitere Uberlegungen in der Literatur

In Abschnitt 2.4.2 wurde bereits beschrieben, dass das Kontinuitétsprinzip von Fluidstrémungen
bei Trajektorienbildern im Sinne eines ,,Kraftflusses* keine Giiltigkeit besitzt. Bei der nachfolgend
in diesem Abschnitt genannten Literatur steht diese Tatsache auch weitestgehend auller Frage.
Dennoch gibt es das Bestreben, ,,Kraftfluss* grafisch darzustellen zu konnen.

Mit [KELLY & ELSLEY 1995] und [FONSECA 1995] wurden Ausfithrungen zu sogenannten Last-
pfaden (load paths) verodffentlicht. Seither hat sich diese Idee ein wenig verbreitet und wurde neben
zahlreichen weiteren Publikationen von KELLY wie [KELLY & ToSH 2000] u.a. in [WALDMAN
et al. 2002] und [MOLDENHAUER 2012] aufgegriffen. Die genannten Quellen unterscheiden sich
zum Teil hinsichtlich der Herangehensweise scheinbar erheblich, fithren aber letztlich alle zum
gleichen Ergebnis, was die erhaltenen Lastpfade anbelangt. Daher soll es geniigen, stellvertre-
tend [KELLY & TOSH 2000] zugrunde zu legen. Im Ubrigen wird mittlerweile im EUROCODE 2,
Teil 1-1 [DIN EN 1992-1-1 2004] zur Stahlbetonbemessung angegeben, dass sog. Stabwerk-
modelle alternativ zur Orientierung an Trajektorien auch ,,mit dem Lastpfadverfahren entwickelt
werden‘ konnen.

Hinter der Idee der Lastpfade steht die Vorstellung, dass Lasten in Lager abgetragen werden und
dass dies entlang bestimmter Pfade geschehen miisse. Dabei wird versucht, Pfade zu definieren,
in denen die darin ,,abgetragene‘ Last konstant bleibt. Der Definition nach gelingt das nur entlang
globaler, geradliniger Koordinatenrichtungen. Abbildung 2.14(a) zeigt links einen Abschnitt eines
Lastpfades in z-Richtung®, der unten durch einen Bauteilrand und oben durch eine zu ermittelnde
Begrenzung berandet ist. Damit die darin ,,durchgeleitete” Kraft kontant ist, also Fy = Fg gilt,
wird gefordert, dass entlang der Berandungen aus Normalspannungen und Schubspannungen (in
Abb. 2.14(a) namentlich o,, und 7,,;) kein Beitrag in z-Richtung anfillt, also

o, 8N = 7, cosd 2.1)

gilt.

Choose L such that

L L
Fa l Fg= -[0 GntdS =F,
S

(b)

Abbildung 2.14: Definition von Lastpfaden (load paths) nach [KELLY & ToSH 2000]
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In Abbildung 2.14(b) wird erginzend angegeben, dass die Breite des Lastpfades demnach so aus-
fillt, dass in jedem Schnitt des Lastpfades senkrecht zur z-Richtung das Integral iiber die Nor-
malspannungen in z-Richtung konstant ist. In Abbildung 2.14(b) meint 0,, im Unterschied zu
Abb. 2.14(a) die Normalspannungen an so einem Schnitt, also o, in diesem Falle.

Aus dieser Herleitung folgt, dass fiir einen Abschnitt eines solchen Lastpfades ausdriicklich nur
Kriftegleichgewicht in der gewéhlten Richtung erfiillt ist, Gleichgewicht in jeder anderen Rich-
tung und Momentengleichgewicht im Allgemeinen nicht, allein weil die Schubspannungen an den
Schnitten A und B ignoriert werden.

Da die Ermittlung der Lastpfade an eine feste Bezugsrichtung gebunden ist, wird es meist fiir
hilfreich erachtet, dies fiir mehrere Richtungen auszufiihren, zumeist neben der z- noch in y-
Richtung*. Abbildung 2.15 zeigt fiir das dargestellte System die auf beschriecbene Weise ermit-
telten Lastpfade beziiglich der x- und y-Richtung, wobei in beiden Teilbildern zur nachfolgenden
Diskussion je ein Lastpfad farblich hervorgehoben ist.

A A A A A A

A

A O O

EN

(a) Lastpfade bzgl. der z-Richtung* (b) Lastpfade bzgl. der y-Richtung*

A

Abbildung 2.15: Lastpfadbilder’ nach [KELLY & TOSH 2000]

Diese Lastpfadbilder wecken beim Betrachter allerdings nicht gerade selten unzutreffende As-
soziationen. Wihrend in zahlreichen Arbeiten im Zusammenhang mit diesen Lastpfaden von ei-
ner Analogie zu Fluidstromungen die Rede ist, fiihrt genau diese Vorstellung oft zu einer vollig
falschen Interpretation. Wihrend sich bei Fluidstromungen bei einer Richtungsidnderung des be-
grenzenden ,,Rohres* auch die Flussrichtung des Fluids @ndert, gibt es innerhalb eines Lastpfades
keine Anderung der Kraftrichtung, wenn der Lastpfad optisch seine Richtung #indert. Bei Betrach-
tung des in Abb. 2.15(a) hervorgehobenen Lastpfades, beginnend bei der Randlast bis hin zum
Auflager, ist es nicht so, dass hier etwa die entlang des Lastpfades geleitete Kraft in Richtung
Auflager abbiegt. Genausowenig verlauft die Kraftwirkungslinie entlang des in Abb. 2.15(b) mar-
kierten Lastpfades beziiglich der y-Achse bogenformig, vgl. Abbn. 2.16(a) und 2.16(b).

Die Lastpfade beziehen sich ausschlieBlich auf eine Kraft, die mithilfe des Kriftegleichge-
wichts in der Bezugsrichtung konstant gehalten wird, also parallel zur Bezugsrichtung ist, wie
es Abb. 2.16(c) deutlich macht. In der dazu analogen Abb. 2.16(d) kdnnte berechtigterweise die
Frage aufkommen, warum die beiden Krifte /' gerade in der Weise angetragen sind und nicht dem
Richtungssinn nach umgekehrt. Nun, das hingt vom Richtungssinn der zugehorigen Koordinaten-
richtung ab. Im Sinne von SchnittgroBBendefinitionen besitzt der Lastpfadausschnitt prinzipiell ein
negatives und ein positives Schnittufer, wobei die freigeschnittene Kraft am positiven Schnittufer

4 Die z-Richtung ist horizontal definiert worden, die y-Richtung vertikal, was aus der Beschriftung der Ausschnitts-
vergroferung rechts in Abb. 2.14(a) hervorgeht.

> Die dargestellten, in den Bildern ergiinzten Lagerungen sind rein symbolisch zu verstehen; die Abbildungen
in [KELLY & TosH 2000] sind beziiglich der genauen Anordnung der Lagerungen nicht klar und spezifizieren
die tatsdchliche Umsetzung nicht hinreichend. Fiir die Betrachtungen in diesem Abschnitt ist dies ohne Bedeutung.
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in postiven Koordinatenrichtungssinn weist, am negativen Schnittufer in negativen (oder beides
umgekehrt). Fiir die Gleichgewichtsaussage ist der Koordinatenrichtungssinn unbedeutend, da so
oder so letztlich die Krifte an beiden Lastpfadschnittufern in Bezugsrichtung im Gleichgewicht
stehen. Diese Auswertung bzw. Interpretation gelingt allerdings nur dann, wenn beide Schnit-
te jeweils beide Berandungen schneiden, insofern sind Schnitte wie in den Abbildungen 2.16(e)
und 2.16(f) aussagelos, fiir das Kriftegleichgewicht ist dabei nicht alles freigeschnitten.

Abbildung 2.16: Beschriankungen und Fehlinterpretationen von Lastpfadbildern

Fehlinterpretationen von Lastpfadbildern werden mitunter auch durch entsprechende Beschreibun-
gen provoziert. So wird beispielsweise in [FONSECA 1995] zunéchst beziiglich eines Fachwerk-
stabes beschrieben:

,»Am Lager (der Senke) kommt genau die Kraft an, die (aus der Quelle) am anderen Ende
des Stabes eingeleitet wird. Kraft ist in diesem Zusammenhang zum Durchflufl analog. Die
Last entspricht einer Quelle und das Lager einer Senke.*, vgl. Abbildung 2.17.

—r—r— © Quelle

\ ) ® Senke

t

t

t

[

—— !

—= || -Stromlinie

Stromlinie :

PfellerJJj :
wldo. b sonke 10 kN o Quelle

(a) b)

Abbildung 2.17: Unzutreffende Beschreibung von Lasten und Lagern als Quellen und Senken
aus [FONSECA 1995]
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Anschlieend wird fiir das Beispiel einer Wandscheibe, an der Unterkante elastisch gebettet und
an der Oberkante druckbeansprucht, verallgemeinert:

,»Was oben ,quellt* und nach unten ,sinkt‘ ist jedem klar; (...). Die Stromlinien der analogen
Stromung werden uns den Lastpfad von der Quelle bis zur Senke zeigen.*

Diese Beschreibung bringt zum Ausdruck, dass es darauf ankommt, was Last und was Lager eines
statischen Systems ist. Erstens um den Richtungssinn dieser ,,analogen Stromung® zu ermitteln,
die nach Abb. 2.17 immer bei Lasten zu beginnen und auf Lager hinzuzulaufen scheint. Und zwei-
tens, weil davon auszugehen ist, dass es bei Vorhandensein z. B. einer Quelle und zweier Senken
durchaus darauf ankommen miisste, welches der drei die Quelle ist. In Abbildung 2.18 sind zwei
statisch identisch beanspruchte Systeme dargestellt. Werden die Lasten als Quellen und die Lager
als Senken einer Stromung aufgefasst, gibe es zwischen den beiden System einen enormen Unter-
schied beziiglich des Stromungsverlaufes. In Fall von Abb. 2.18(a) wiren die Stromungsrichtungen
spiegelsymmetrisch bzgl. der mittigen Vertikalen, in Fall von Abb. 2.18(b) hingegen ganz und gar
nicht. Die Spannungsverteilung ist aber in beiden Fillen identisch. Da die Spannungen fiir die Er-
mittlung der Lastpfade zugrunde gelegt werden, kann es also nicht darauf ankommen, was Quelle
und was Senke ist, sodass sich diese Charakterisierung génzlich eriibrigt.

|2¢ <

AN VAN AN Fi

() (b)

Abbildung 2.18: Zwei statisch identisch beanspruchte Systeme

Interessanterweise folgt wenig spiter in [FONSECA 1995] ein Beispiel, das dieser Zuordung von
Last und Lager selbst widerspricht und in Abb. 2.19 zu sehen ist. In Abb. 2.19(a) beginnen die
Lastpfade am Ort der Belastung (Quelle). An der Lagerung (Senke) — wo alle Lastpfade enden
miissten, wenn es denn eine Senke wire — enden und beginnen Lastpfade entsprechend der (bereits
im Original) hindisch erginzten Pfeile. Folglich ist entweder das Lager keine Senke oder das La-
ger kein Lager. Und in Abb. 2.19(b) kommen die Lastpfade schlieBlich ohne Quelle und Senke aus,
womit sich der Stromungsrichtungssinn daraus sowieso nicht ableiten lieBe. Allerdings wird auch
beschrieben, dass der Richtungssinn ,,zunédchst unbestimmt* ist und dass ,,zur Veranschaulichung
(...) ein Sinn gewdhlt” wurde. Die eingezeichneten Pfeile provozieren bereits ohne Weiteres die
Fehlinterpretation, die im Zusammenhang mit den Abbildungen 2.16(a) und 2.16(b) angesprochen
wurde. Zudem wird hierzu geschrieben:

,Einige Lastpfade beginnen an der duBleren Kraft und enden am Auflager. Dabei wird die
Kraft® P seitlich nach links umgelenkt.*

® Die Kraft P entspricht der Kraftresultierenden der in Abb. 2.19(a) am oberen Rand angetragenen verteilten Last.
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(a) Lastpfade bzgl. der vertikalen Rich- (b) Lastpfade bzgl. der horizontalen
tung (n) Richtung (n)

Abbildung 2.19: Beispiel fiir Lastpfadbilder in [FONSECA 1995]

Im Allgemeinen wird unter der Umlenkung einer Kraft eine Richtungsénderung der Kraftwirkung
verstanden, wihrend die direkte Aussage eines Lastpfadbilds auf eine einzige Kraftrichtung be-
schriankt ist. Im Weiteren wird zu Abb. 2.19(b) noch erldutert:

,In Zugbereichen, wo die Lastpfade sehr dicht beieinander liegen, wird sich das Tragwerk
am stirksten dehnen, was sicherlich einen guten Platz fiir Bewehrung anzeigt.*

Es ist aber hier noch einmal deutlich darauf hinzuweisen, dass der Abstand der Begrenzungen ei-
nes Lastpfades im Sinne des optisch wahrgenommenen, also des minimalen Abstandes gar nicht
malgeblich ist, sondern immer nur der zur Bezugsrichtung senkrechte Abstand. In den Abbildun-
gen 2.16(c) bis 2.16(f) ist dies bereits erkennbar; so kann der gesehene Abstand abnehmen, wih-
rend der Abstand senkrecht zur Bezugsrichtung zunimmt (und umgekehrt), sodass leicht falsche
Schliisse gezogen werden konnen. Abbildung 2.20 verdeutlicht dies ergidnzend anhand des Bei-
spiels in Abb. 2.19(b) zu den Lastpfaden beziiglich der horizontalen Richtung. Dazu ist in allen
Teilbildern ein Abschnitt ein und desselben Lastpfades farbig hervorgehoben.

Der Definition eines Lastpfades von [KELLY & TosH 2000] gemil3 Abb. 2.14(b) nach stellt
Abb. 2.20(a) die einzig zuldssige Interpretation dar. Die Lastpfadschnitte sind senkrecht zur Be-
zugsrichtung gefiihrt und verlaufen jeweils zwischen zwei verschiedenen Lastpfadbegrenzungen
eines Lastpfades. Wihrend am linken Schnitt der optisch wahrzunehmende Abstand der Lastpfad-
begrenzungen groBer ist, als am rechten (vgl. hierzu Abb. 2.19(b)), verhalten sich die zur Beurtei-
lung der GroBe der Normalspannung in Bezugsrichtung relevanten Abstdnde umgekehrt — somit
sind die Normalspannungen in Bezugsrichtung am rechten Schnitt tatsichlich kleiner als am lin-
ken.

In Abbildung 2.20(b) ist zum Vergleich der Lastpfad mit Schnitten versehen, die dem optisch intui-
tiv wahrgenommenen Abstand der Lastpfadbegrenzungen entsprechen. Nach der Vorgehensweise
von [FONSECA 1995] sind auch solche Schnitte zuldssig, allerdings geniigt dann nicht mehr die
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Integration der Normalspannungen entlang eines Lastpfadschnittes wie nach [KELLY & TOSH
2000], denn hier miissen Normal- und Schubspannungen entlang des Schnittes beriicksichtigt wer-
den. Dementsprechend ist aber auch der Umkehrschluss auf die GroB3e der Normalspannungen in
Bezugsrichtung anhand der ,,Lastpfadbreite (Linge der Lastpfadschnitte) nicht mehr moglich, da
sich die Resultierende F' eben nicht mehr direkt aus diesen ergibt.

Abgesehen davon sind die festzustellenden Kraftresultierenden F' entlang eines Lastpfades im-
mer in Bezugsrichtung wirkend (Abb. 2.20(a) und 2.20(b)). Keinesfalls @ndert sich die Wir-
kungsrichtung der Kraftresultierenden entlang eines Lastpfades. Eine Interpretation entsprechend
Abb. 2.20(c) mit den aus dem Original in [FONSECA 1995] iibernommenen Pfeilen als Wirkungs-
richtung der Kraftresultierenden entlang eines Lastpfades ist daher unzuléssig.

Al

() (b)

Abbildung 2.20: Zur Interpretation und Fehlinterpretation von Lastpfadbildern am Beispiel von
Abb. 2.19(b)

Dariiberhinaus ist aufgrund der Bindung an eine einzige Kraftrichtung eines Lastpfadbilds dessen
Aussagekraft auf Systeme mit entsprechend ausgerichteten Réndern und Lasten beschrinkt. Aus
diesem Grund wurden in den gezeigten Beispielen aus der Literatur auch immer zwei Lastpfad-
bilder angegeben, eines fiir die senkrechte und eines fiir die horizontale Richtung, was sogesehen
geniigte, weil alle Réander und Lasten parallel zu einer der beiden Richtungen verliefen — wobei da-
zu die Richtung der Lagerreaktionen in Abb. 2.19 nicht nédher betrachtet werden sollte. Das heif3t,
dass fiir Bauteile etwas weniger simpler Geometrie Lastpfadbilder zu allen Rand- und Lastrich-
tungen bendtigt wiirden. Diese konnten dann auch nur in den jeweils entsprechenden Bereichen
niitzlich sein. Das lédsst auch ein weiteres Beispiel in [FONSECA 1995] (dort S. 34, Bild 11.11)
erkennen, wobei es dabei noch durch Ausnutzung von Symmetrie gelingt, die Anzahl der Last-
pfadbilder auf vier zu begrenzen. Ein Gesamtbild des Beanspruchungszustands im Allgemeinen
kann daher damit im Grunde nicht bereitgestellt werden.

Das in Abb. 2.21 dargestellte System ist — Geometrie und Belastung in Einheit betrachtet — dreifach
rotationssymmetrisch. Dementsprechend ist auch der Beanspruchungszustand als dreifach rotati-
onssymmetrisch anzunehmen. Kein Lastpfadbild, egal mit welcher Bezugsrichtung, ist imstande,
diese Symmetrie widerzuspiegeln, ein Trajektorienbild hingegen schon.
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o

Abbildung 2.21: Sechseck-Scheibe unter dreifach rotationssymmetrischer Belastung

Des Weiteren ist die Theorie der Lastpfade bei Hinzuziehung von Volumenlasten wie Eigenge-
wicht gesamtheitlich nicht mehr schliissig. Abbildung 2.22 zeigt dies anschaulich. In Abb. 2.22(a)
sind ausgehend von der vertikalen Symmetrielinie die Lastpfade fiir die vertikale Richtung entspre-
chend der Definition in Abb. 2.14(b) eingetragen, sodass F'y = F'z gilt. In den (dreieckformigen)
duBeren Lastpfaden kann das Kriterium £’y = F’g nicht mehr erfiillt werden, da fiir diese am obe-
ren Ende F4 = 0 sein muss und an der Unterkante (und iiberall zwischen Ober- und Unterkante)
Fg # 0 ist. Die Alternative in Abb. 2.22(b) vermeidet zwar das Auftreten der dreieckformigen
Lastpfade an den Seitenrdndern, zeigt aber an sich gar keine Lastpfade, da F'4 bzw. F'z entlang der
eingezeichneten Pfade generell verdnderlich ist.

by el Ly b yr el

F, Fy

(a) (b)
Abbildung 2.22: Unschliissigkeit der Lastpfadmethode bei Volumenlasten am Beispiel einer Schei-

be unter Druckbeanspruchung p in Kombination mit Eigengewicht (g)

In [MARHADI & VENKATARAMAN 2009] werden weitere, der Theorie der Lastpfade zum Teil
dhnliche Ansitze vergleichend beschrieben, auf die hier nicht separat eingegangen wird.
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2.6 Zielstellung

Wie aus Abschnitt 2.3 hervorgeht, besteht prinzipiell Interesse daran, Trajektorienbilder zur Visua-
lisierung von Bauteilbeanspruchungen verwenden zu konnen. Da den Autoren meist die Moglich-
keit fehlt, fiir ihre konkreten Probleme iiberhaupt ein zutreffendes Trajektorienbild zu erzeugen,
werden teils zweifelhafte Notlosungen gesucht und vermeintlich gefunden. Ein Ziel dieser Arbeit
ist es, solche Vorgehensweisen in Zukunft vermeidbar zu machen, indem eine Methode zur tat-
sdchlichen Berechnung und aussagekriftigen Darstellung von Trajektorienbildern entwickelt und
umsetzbar dargelegt wird.

Da fiir nur wenige spezielle Tragwerksgeometrien analytische Spannungslosungen zur Verfiigung
stehen, wird fiir das zu entwickelnde Verfahren grundlegend davon ausgegangen, dass keine ana-
lytische Losung fiir den Spannungszustand vorliegt. Die Resultate sollen auf der Basis numerisch
berechneter Spannungslosungen, sei es mithilfe der Methode der finiten Elemente oder des Diffe-
renzenverfahrens, gewonnen werden konnen. Natiirlich wird ein solches Verfahren auch analytisch
vorliegende Spannungslésungen auswerten konnen.

Herkommliche Trajektorienbilder haben des Weiteren den Nachteil, dass sie keine Auskunft iiber
die GroBe der Spannungen geben, wie es u.a. Abs. 2.4 klarstellt. Dieses Problem soll durch ei-
ne entsprechende Darstellungsform geldst werden, die neben den Richtungen auch die GroBen
der Hauptspannungen anhand der Trajektorien ablesbar macht. Gleichzeitig soll diese Form die
verbreitete Fehlannahme eines direkten Zusammenhangs zwischen Abstands- und Spannungsén-
derung von vornherein iiberfliissig machen.

Bisher blieb die Verwendung von Trajektorienbildern praktisch auf zweidimensionale Probleme
beschrinkt. Das Potenzial von Spannungstrajektorien zur Visualisierung dreidimensionaler Span-
nungszustinde ist unerforscht. Daher ist ein weiteres Ziel, das Verfahren zur Berechnung von
Spannungstrajektorien fiir dreidimensionale Spannungszustinde zu verallgemeinern. Die dabei er-
haltenen Trajektorien werden sicher riumliche Kurven sein, womit ein wichtiges Nebenziel darin
besteht, diese interpretierbar darzustellen. Die stereoskopische Projektionstechnik stellt dafiir ein
derzeit probates Mittel dar. Der technische Fortschritt auf dem Gebiet der 3D-Visualisierung bzw.
-Simulation wird zukiinftig sicherlich noch bessere Techniken hervorbringen.
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3 Mechanische und mathematische Grundlagen zu Trajektorien
3.1 Bedeutung des Begriffs Trajektorie

Bevor auf die Grundlagen zu Trajektorien in verschiedenen Disziplinen eingegangen werden kann,
muss zunichst geklidrt werden, was unter dem Begriff Trajektorie eigentlich zu verstehen ist. Dabei
fallt allerdings bald auf, dass der Begriff in verschiedenen Bereichen teils stark unterschiedlich
aufgefasst wird. Tabelle 3.1 stellt die Aussagen einiger Literaturquellen zur Bedeutung des Begriffs
Trajektorie vergleichend dar. Auf Fachliteratur der Mechanik wurde hierbei verzichtet, da die dort
geldufige Bedeutung im Sinne von Spannungstrajektorien bereits an fritherer Stelle erlautert wurde.

Tabelle 3.1: Literaturangaben zur Bedeutung des Begriffs Trajektorie
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Trajektorien heif3en bei...
... konstantem Schnittwinkel isogonal.

... konstant rechtem Schnittwinkel orthogonal. o o | o |0 oo

Als Beispiel angefiihrt werden ...

... Ellipsen und Hyperbeln. o | o °

... konzentrische Kreise u. deren Mittelpunktgeraden. ° o

Trajektorien werden in der mathematischen Physik | e
als krummlinige Koordinaten verwendet.
Trajektorien sind Schnittkurven.

Eine rechnerische Ermittlung auf der Grundlage ei- o | o
nes gegebenen Gradientenfeldes wird dargestellt.
Trajektorien werden dabei als Integralkurven be- °

zeichnet.
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In der Tabelle ist mit dem Symbol e gekennzeichnet, dass eine Quelle die voranstehende Aussage
(mindestens sinngeméf) trifft. Mit dem Symbol o ist gekennzeichnet, dass die Angaben und Aus-
fiihrungen in der jeweiligen Quelle entsprechend interpretiert werden konnen, die Aussage aber
nicht explizit getroffen wird. Zur Kennzeichnung der Literatur-Genres siehe FuBnote ”.

Der Vergleich zeigt, dass der Begriff nicht eindeutig definiert ist. Die lexikalischen Quellen ge-
ben zumeist mehrere Bedeutungen an. Als eine Bedeutung wird hidufig die einer Bahnkurve eines
im Raum bewegten Teilchens oder Korpers in der Physik genannt, was der Ubersetzung aus dem
Lateinischen am nédchsten kommt. Als alternative Bedeutung im Bereich Mathematik bzw. Geo-
metrie wird eine Trajektorie als Kurve beschrieben, die alle Kurven einer Kurvenschar schneidet.
Die Konkretisierungen zu dieser Beschreibung unterscheiden sich von Quelle zu Quelle und wider-
sprechen sich teilweise; in [BROCKHAUS et al 1993] widerspricht sogar die Beschreibung (V) dem
dazu angefiihrten Beispiel. Die Hinzuziehung der genannten Fachliteratur zur Mathematik Idsst zu-
sammenfassen, dass (in dieser Bedeutung) Trajektorien Kurven bezeichnen, die alle Kurven einer
Kurvenschar schneiden. Sind die Schnittwinkel konstant, heiflen sie isogonale Trajektorien, sind
die Schnittwinkel zudem rechte Winkel, heiflen sie orthogonale Trajektorien. Letzterer Spezial-
fall stimmt im Wesentlichen mit dem Erscheinungsbild von Spannungstrajektorien iiberein. Fiir
Bahnkurven haben die Schnitteigenschaften hingegen keine direkte Relevanz.

Die hervorgehobenen beiden Bedeutungen erheben keinen Anspruch auf Vollstiandigkeit. In ande-
ren Fachdisziplinen sind noch weitere spezielle Bedeutungen des Begriffs Trajektorie gebrauchlich
(z. B. die Biirgi-Dunitz-Trajektorie in der Chemie), auf die hier nicht niher eingegangen werden
muss. In den folgenden beiden Abschnitten wird auf die Sicht aus den Bereichen Mathematik und
Mechanik mit Blick auf die Ermittlung von Trajektorien im Allgemeinen und Spannungstrajekto-
rien im Speziellen niher eingegangen.

7 Abkiirzungen: L - Lexikon, W - Worterbuch, M - Mathematik
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3.2 Trajektorien in der Mathematik

Die Begriffsbestimmung von Trajektorien im Bereich der Mathematik wurde im vorigen Abschnitt
in ausreichendem Umfang vorgenommen. Die Ermittlung von Trajektorien wird in der Literatur
hiufig auf der Basis eines durch eine Differentialgleichung gegebenen Gradientenfeldes im Sinne
eines Richtungsfeldes durchgefiihrt. Mit Blick auf die Hauptspannungen, deren Richtungen durch
einen gegebenen Spannungszustand auch prinzipiell als gegeben betrachtet werden konnen (Néhe-
res hierzu in Abs. 3.3), scheint es lohnenswert, das mathematische Vorgehen hierzu etwas genauer
zu beleuchten. In dem Kontext geniigt es auch, sich auf orthogonale Trajektorien zu beschrinken.

Es seien zwei zueinander orthogonale Kurvenscharen 1 und 2 beschrieben durch die Differential-
gleichungen

yr = f(z,y) 3.1
vo =~ = —f(zy)" (3.2)
beziiglich der kartesischen (x, y)-Koordinaten. Wenn die Neigungen y; durch die Funktion f(z,y)
gem. Gl. (3.1) gegeben sind, lassen sich die Neigungen y} der dazu orthogonalen Trajektorien
ebenfalls in Abhingigkeit von f(z,y) entsprechend Gl. (3.2) ausdriicken. Demnach lassen sich
die beiden Differentialgleichungen formal unabhingig voneinander 16sen. Die Moglichkeit einer
formelméBigen Losung der Differentialgleichungen stellt allerdings mehr die Ausnahme als die
Regel dar, selbst wenn f(z,y) geschlossen vorlidge, was aber — ausgehend von einer punktweise
vorliegenden, numerischen Datenbasis — grundsétzlich nicht der Fall sein wird. Daher werden im
Folgenden nur numerische Losungsverfahren betrachtet, vergleichend allesamt mit dem Ziel, die
Losung y(x) einer Differentialgleichung y' = f(x, y) zu ermitteln. Das Problem ldsst sich zunichst
formal als Anfangswertaufgabe formulieren: Gesucht sei

y(r) =/f(r7:,y(f))di~+yo. (3.3)

Welche Kurve der Kurvenschar als Losung hervorgeht, wird durch die Konstante y, bestimmt,
die dem Funktionswert y(x = x) entspricht. Eine numerische Losung dieses Problems wird im
Allgemeinen nur eine (schrittweise) Ndherungslosung darstellen und nur fiir ein endliches Intervall
in x vorliegen. Das Intervall wird hierzu in n Schritte unterteilt. Die einzelnen Schritte seien mit
i € [0,n — 1] nummeriert, womit sich die Schrittweite Az; durch Az; = x;,; — z; ausdriicken
lasst.

Polygonzugverfahren

Das wohl einfachste numerische Losungsverfahren ist das Polygonzugverfahren [WENZEL 1981],
genauer: explizites EULER-Verfahren [BURG et al. 2009]. Dabei wird am Beginn x; eines Schrit-
tes ¢ die Neigung

yi = f(2i,y:) (3.4)
berechnet und damit der nachste Wert y;,; an der Stelle z;,, = z; + Ax; extrapoliert:

Anders ausgedriickt wird der Integrand in Gl. (3.3) innerhalb eines Schrittes 7 als ndherungsweise
konstant angenommen:

VIelz,rml: [f(@yx) =y (3.6)
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Die erhaltene Losung unter Verwendung dieses Verfahrens mag sich bei Schrittenweiten Ax; — 0
der exakten Losung nédhern; gleichwohl sind derartige Schrittweiten nicht sonderlich praktikabel,
was den Fortschritt der Berechnung angeht. Bei groleren Schrittweiten sind allerdings (je nach
Verlauf von f(x,y)) groBe Abweichungen zu beobachten. Beispielhaft sei das Verfahren (wie auch
das nachfolgende) auf die Differentialgleichung ' = —x/y angewandt. Fiir diese existiert eine
exakte Losung, die einer Schar konzentrischer Kreisbégen® beziiglich des Koordinatenursprungs
entspricht.

1 01 23 45 6 7 8 910

(o, yo)\
Y 7~ exakte Losung
Niherungslosung
At T
ACL‘O AIlAJ?Q

Abbildung 3.1: Anwendung des Polygonzugverfahrens

Abbildung 3.1 zeigt fiir einen solchen Kreisbogen eine Niherungslosung. Der Startpunkt (g, yo)
wurde dabei willkiirlich gewihlt und die Schrittweite der Erkennbarkeit wegen recht grof3 bemes-
sen. Es ist unschwer erkennbar, dass die Niherung immer weiter von der exakten Losung abweicht
und kaum zufriedenstellend sein diirfte. Aus diesem Grund wurde das Verfahren weiterentwickelt.

Verbessertes Polygonzugverfahren

Beim vorgestellten Polygonzugverfahren wurde innerhalb eines Schrittes die Anderung der Nei-
gung ¢’ nicht beriicktsichtigt. Das verbesserte Polygonzugverfahren von RUNGE [BURG et al.
2009] versucht hingegen, diese zu beriicksichtigen. Anschaulich beschrieben wird hierbei die mitt-
lere Neigung innerhalb des Schrittes 7 nicht mehr nur an der Stelle x;, sondern auch an der Stelle
x;+1 (ndherungsweise) herangezogen und mit gleichem Gewicht einbezogen. Es werden sogesehen
zwei Extrapolationen vorgenommen, eine mit der Neigung an der Stelle x; (Beginn des Schrittes %)

Yim 2 YAz +y; mit g = f(2i, ), (3.7a)
und eine mit der Neigung an der Stelle z;,; (Ende des Schrittes 7)

yf+1 ~ yg-‘,—lei +y; mit yz/'+1 = [(@ig1, Y1) = [(@ig1, y?—|—1)' (3.7b)
Der Mittelwert dieser beiden Werte stellt letztlich die Né@herung fiir y;,, dar:

1
Vi1 & = (Y +Yl) - (3.8)

[\

Es ist hier noch anzumerken, dass in Gl. (3.7b) zur Berechnung der Neigung y;, , bereits das
Ergebnis ;.1 notig ist, wiahrend es dieses noch zu berechnen gilt. Darum wird hierfiir der bereits

8 Die Losung der umgekehrten Beziehung y' = y/z stellt die orthogonalen Trajektorien als Geraden durch den
Koordinatenursprung dar. Geraden sind aber zur Demonstration der Verfahrensweisen nicht zweckméBig.
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vorliegende Niherungswert aus Gl. (3.7a) eingesetzt, womit folglich bereits 3/, ; nur noch einen
Niherungswert darstellt.

101 23 45 6 7 8 910

(%a yo)\

y 7~ exakte Losung
Niherungslésung

v T

Al‘o AI1A$2

Abbildung 3.2: Anwendung des verbesserten Polygonzugverfahrens von RUNGE

Abbildung 3.2 zeigt das Resultat bei Verwendung des verbesserten Polygonzugverfahrens fiir das
gleiche Beispiel wie zuvor. Im Vergleich zu Abb. 3.1 fillt auf, dass der Kreisbogen nun wesent-
lich besser angendhert wird. Was aber ebenfalls aufféllt, ist, dass Schritt 9 und in der Folge auch
Schritt 10 ausreifien. Die Extrapolation entsprechend Gl. (3.7a) findet (x941,y§, ) plotzlich im
IV. Quadranten, wodurch das Vorzeichen der Steigung ohne Nulldurchgang von negativ zu positiv
wechselt. Darauthin liefert GI. (3.7b) einen unsinnigen Wert. Die Vertikale (3’ — +00) kann nicht
tiberwunden werden.

i "~ (an yO)
('r07 yO)\ y y
—t ' —
Az Az

(a) Polygonzugverfahren: Schritt vorwérts (links) und Schritt zuriick (rechts)

(b) verbessertes Polygonzugverfahren: Schritt vorwérts (links) und Schritt zuriick (rechts)

Abbildung 3.3: Abhingigkeit der Resultate von der Integrationsrichtung bei Polygonzugverfahren,
Schritt vorwérts und riickwirts fiihren nicht zum Ausgangspunkt zuriick

Es gibt zahlreiche weitere Verbesserungen dieses Verfahrens, wie z. B. das klassische RUNGE-
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KUTTA-Verfahren, bei denen die Qualitdt der Ndherung noch weiter gesteigert wird. Bei genaue-
rem Hinsehen wird erkennbar, dass der Fehler pro Schritt mit (betragsmifig) grolen Neigungen
korreliert. GroBBere Neigungen fithren zu groleren Fehlern. Durch Verringerung der Schrittweite
kann das Problem in gewissem MaB eingedimmt werden. Ein Uberschreiten der Vertikalen ist bei
dieser Verfahrensklasse generell nicht vorgesehen und generell (mindestens ohne Weiteres) nicht
moglich.

In Bezug auf die Zielstellung der vorliegenden Arbeit ist noch ein weiterer Aspekt diese Verfah-
ren betreffend anzumerken. Wiirde nach Ausfithrung eines Schrittes ¢ vom gefundenen Endpunkt
(i41,Yix1) aus mit dem gleichen Verfahren und der gleichen Schrittweite ein neuer Schritt ent-
gegen der urspriinglichen Richtung ausgefiihrt, so endet dieser nicht am Ausgangspunkt. Bildhaft
ausgedriickt: Ein in einer Richtung gefundener Pfad kann aus der anderen Richtung nicht gefunden
werden. Abbildung 3.3 zeigt das anhand der beiden beschriebenen Polygonzugverfahren deutlich.
Der erste Schritt ist jeweils im linken Bild in griin dargestellt, der Schritt riickwirts im jeweils
rechten Bild. Der Endpunkt des riickwérts gerichteten Schrittes (roter Punkt) erscheint in beiden
Fillen oberhalb des urspriinglichen Startpunkts. Alle Verfahren, die konsequent hierauf aufbauen,
weisen naturgemdl diese Eigenschaft auf, wenngleich bei zunehmender Genauigkeit das Ausmaf
immer geringer wird. In Abschnitt 4.1 bzw. 4.2.4 wird auf diese Eigenschaft noch einmal Bezug
genommen.
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3.3 Trajektorien in der Mechanik

In der Mechanik (wenigstens innerhalb des Bau- und Maschinenbauingenieurwesens) werden
unter Trajektorien iiblicherweise Hauptspannungstrajektorien verstanden. Zur Berechnung von
Hauptspannungstrajektorien ist die Kenntnis der Hauptspannungen und deren Richtungen natiir-
lich essentiell. Daher seien die grundlegenden Beziehungen zu deren Ermittlung hier in iiberschau-
barem Umfang genannt’. Die Zusammenhiinge bei zweidimensionalen Problemen leiten sich als
Spezialfille aus dem dreidimensionalen Problem ab, weshalb zundchst vom Dreidimensionalen
ausgegangen wird.

Numerisch berechnete Spannungszustidnde werden iiblicherweise durch Spannungskomponenten
beziiglich eines orthonormierten Koordinatensystems représentiert, die sich in einer Matrizen-
form darstellen lassen. Vonseiten der Kontinuumsmechanik entspricht diese Darstellung einer Ma-
trixdarstellung der MaB3zahlen des Spannungstensors beziiglich einer Basis entsprechend dem fiir
die numerische Losung zugrundegelegten Koordinatensystem. Diese Matrix sei mit o bezeichnet
und beinhalte bezogen auf ein kartesisches (z, y, z)-Koordinatensystem formal neun Komponen-
ten:

Ozz Ogzy Ogz Ozx Toy Taz
O= |0y Oyy Oyo| = |Tya Oyy Ty | - 3.9
Oz Ozy Oz Tze Tzy Ozz

Die gemischt indizierten Komponenten entsprechen den Schubspannungen und werden im Ein-
klang mit den anderen Kapiteln dieser Arbeit mit 7 bezeichnet. Aufgrund des BOLTZMANN-
Axioms, das sich mit Momentengleichgewicht an einem infinitesimalen Element wie in Abb. 2.1
veranschaulichen ldsst, sind die Schubspannungen an zueinander senkrechten Schnittufern gleich,
also 70, = 7o, sodass sich die Darstellung aus Gl. (3.9) vereinfacht zu

Ozx Toy Taz
O = |Tay Oyy Tyz| - (3.10)
Tz Tyz Oz
Die Losung des Eigenwertproblems
(0 —ogE)v =0 (3.11)
mit der Einheitsmatrix E fiithrt mithilfe der Bedingung fiir die Losbarkeit bei v # 0
det (6 — oyE) =0 (3.12)

iber die Losung einer kubischen Gleichung zu den Eigenwerten oy, die (absteigend nach ihrer
GroBe sortiert) den Hauptspannungen o1, 05 und o3 entsprechen. Durch Einsetzen der Eigenwerte
in Gl. (3.11) wird jeweils ein homogenes Gleichungssystem der Form

Ogx — 04 Ty Tez Z; 0
Teoy Oy —0i Ty yi| = (0] mit e {1,2,3} (3.13)
Txz Tyz Ozz — 04 Zi 0

° Es wird hier vorausgesetzt, dass der Leser mit den Begriffen Spannung und Verzerrung im mechanischen Sinne
grundlegend vertraut ist. Die Zusammenhénge zwischen Spannungen und Verzerrungen (Materialgesetz) werden im
Folgenden nicht ausdriicklich benétigt, da Spannungs- u. ggf. Verzerrungszustand als vorberechnete Eingangsda-
ten betrachtet werden. Fachfremde Leserschaft sei an dieser Stelle bei entsprechendem Interesse auf Grundlagen-
Literatur zur Technischen Mechanik verwiesen.



32 3 Mechanische und mathematische Grundlagen zu Trajektorien

erhalten. Die Losungen der drei Gleichungssysteme sind die Eigenvektoren. Sind die drei Eigen-
werte untereinander verschieden (o, > 05 > 03) ergeben sich drei linear unabhingige, der Rich-
tung nach eindeutige Eigenvektoren (wenngleich uneindeutigen Richtungssinns). Aufgrund der
Symmetrie der Koeffizientenmatrix o sind diese zudem zueinander orthogonal, wie es bereits in
Abs. 2.1 angegeben wurde.

Bei mehrfachen Eigenwerten wird die Bestimmung der Eigenvektoren uneindeutig. Bei einem
zweifachen Eigenwert (anders ausgedriickt: sind zwei Hauptspannungen gleich, beispielsweise
01 = 09) lassen sich zwar immer noch zwei linear unabhingige Eigenvektoren innerhalb einer
Ebene bestimmen, diese sind aber innerhalb dieser Ebene uneindeutig und auch nicht zwingend
orthogonal. Bei einem dreifachen Eigenwert (wenn alle drei Hauptspannungen gleich sind), wie
er z. B. beim Spannungszustand bei hydrostatischem Druck auftritt, sind alle drei Eigenvektoren
uneindeutig. Solche Stellen bilden iiblicherweise punktuelle Ausnahmen innerhalb beliebig bean-
spruchter Korper. In den Abschnitten 3.4 und 5.2.2 wird hierzu Néheres beschrieben. Des Weiteren
gelten die vorigen Ausfithrungen zu den Hauptspannungen auch sinngemal fiir die Hauptverzer-
rungen, die aber — da analog — hier nicht separat betrachtet werden miissen.

Bei der Behandlung zweidimensionaler, als eben bezeichneter Probleme wird iiblicherweise zwi-
schen einem ebenen Spannungszustand und einem ebenen Verzerrungszustand unterschieden. Un-
ter der Voraussetzung, dass die (z, y)-Ebene die betrachtete Ebene ist und z die dazu orthogonale
Richtung beschreibt, entfallen bei der ebenen Betrachtung alle Schubspannungen und Schubver-
zerrungen mit Bezug zur z-Richtung, sodass sich die in Gl. (3.13) dargestellten Spannungskompo-
nenten reduzieren zu

Opx Tay 0

o= |Toy 0y 0. (3.14a)
0 0 o0,

Fiir die Verzerrungen e gilt das entsprechend analog:

€xe Eay 0
€= |€zy &y 0. (3.14b)
0 0 e,

Fiir den ebenen Spannungszustand sowie den ebenen Verzerrungszustand gelten Gln. (3.14a)
und (3.14b), allerdings

e beim ebenen Spannungszustand mit o,, = 0 (i. A. €., # 0) bzw.

e beim ebenen Verzerrungszustand mit ., = 0 (i. A. 0, # 0).

Wie leicht zu erkennen ist, wird daraufthin ein zweidimensionales Eigenwertproblem abspaltbar, da
sich der Beitrag zur Determinante in z-Richtung (senkrecht zur betrachteten Ebene) ausklammern
lasst:

det (0 — ogE) = (040 —on)(0yy — on) (02 — o) — Tﬁy(azz —opg) =0
[(Um:_UH)(Uyy_OH)_Tny} (02: —0on) =0,

(3.15)

und zwar unabhingig davon, ob es sich um einen ebenen Spannungs- oder Verzerrungszustand
handelt. Die Losung der nunmehr quadratischen Gleichung fiir das ebene Problem

(Ope —om)(oyy —om) — Ta?y =0 (3.16)
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fiihrt direkt zu der Bestimmungsgleichung fiir die Hauptspannungen in der (z, y)-Ebene

2
Ozx +o Oge — O
0'H172 = Tyy + \/(Tyy) + T:%y‘ (317)

Darin kann die Sortierung der Hauptspannungen unter Vernachlidssigung der Existenz der Haupt-
spannung senkrecht zur Ebene allgemeingiiltig direkt vorgenommen werden, indem das (+) fiir
o1 als (+) und fiir o5 als (—) ausgewertet wird. Entlang einer Trajektorie kann (je nach Definition,
vgl. Abs. 5.2.2, Abs. Isotrope Grenzen) die zugehorige Hauptspannung allerdings durchaus wech-
seln, womit die Auswertung mit konsequent entweder (4) oder (—) entlang einer Trajektorie nicht
unbedingt dieselbe Hauptspannung liefert (Wechsel von o, zu o, bzw. umgekehrt).

Die Richtungen der Hauptspannungen, die im Grunde durch die Eigenvektoren, wie oben bereits
beschrieben, reprisentiert werden, lassen sich bei ebenen Problemen durch die Winkelbeziehung

2
tan g, , = _Gae = Oyy 4+ \/<M> +1 (3.18)

2Ty 2Ty

ausdriicken, worin ¢y beziiglich des zugrundegelegten Koordinatensystems den Winkel von der
x- oder y-Richtung zur 1- oder 2-Richtung im mathematisch positiven Sinn angibt. Die Zuordnung
bleibt dabei aber zunichst uneindeutig. Der Struktur nach ist GI. (3.18) mit der Differentialglei-
chung (3.1) bzw. (3.2) vergleichbar, wenn tan ¢y, , als 3/; bzw. y5 und die Spannungskomponenten
als Funktionen von (z,y) aufgefasst werden. Auch hier entspricht eine konsequente Auswertung
mit entweder (+) oder (—) nicht durchgingig der Richtung einer und derselben Trajektorie. Dazu
sind in Abb. 3.4(a) und 3.4(b) zwei Trajektorien beispielhaft dargestellt. Das linke Bild zeigt eine
Trajektorie, deren Richtung zwischenzeitlich der z-Richtung gleichkommt; das rechte Bild zeigt
das Pendant beziiglich der y-Richtung. An beiden ist jeweils eine Stelle beiderseits des Ubergangs
markiert. Abbildung 3.4(c) zeigt in den oberen beiden Bildern die Hauptspannungen an einem ent-
sprechend der Hauptspannungsrichtungen freigeschnittenen Element. Die unteren beiden Bilder
zeigen jeweils denselben Spannungszustand, nur entsprechend der Koordinatenrichtungen = und y
freigeschnitten. Die dabei auftretenden Schubspannungen 7,,, weisen beiderseits des Ubergangs
unterschiedliche Vorzeichen auf. Beim Ubergang selbst, also wenn die Hauptspannungsrichtungen
den Koordinatenrichtungen entsprechen, sind die Spannungen bzgl. des (z, y)-Koordinatensystems
zugleich Hauptspannungen. Dementsprechend ist beim Ubergang 7, null.

Bei einem Ubergang entsprechend Abb. 3.4(a) muss die Steigung von positiv zu negativ wechseln
und am Ubergang selbst null werden. Eine Grenzwertbetrachtung zu Gl. (3.18) zeigt, dass dies nur
erreicht wird, wenn die Auswertung des (%) gedndert wird. Die Gleichungen (3.19a) und (3.19b),
die den Grenzwert fiir positive und negative 7., gegen null angeben, zeigen dies eindeutig'”.

2
lim | =2z "% \/(M> +1] =0 (3.192)
Tay—0 + 27'xy 2Tmy
2
lim | =%z~ %y _ Jez “ %) L 1] = (3.19b)
_ 27, 27,
Ty —0 Y Y

9Die Gln. (3.19a) und (3.19b) sind fiir den Fall o, > oyy gem. Abb. 3.4(c) formuliert; andernfalls wire die Aus-
wertung des (+) jeweils umgekehrt vorzunehmen.
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P A Gl. (3.20b)

\ A ) (y' negativ)
Gl (3.192) Gl (3.19b)
Y (y' positiv) (y' negativ) Gl. (3.20a)
(y' positiv)
T
(a) Richtungsénderung einer Trajektorie iiber die (b) Richtungsianderung einer Trajektorie iiber die
z-Richtung hinweg y-Richtung hinweg

SUElE =

Uyy Uyy
%o [Ty ATy O o] (o I
< g N »’ < I I »
|Ta?y‘ |Ta;y| Orx |Tﬂﬁy’ |7—ch’ Oy
Uyy vV VvV Vv vV Uyy vV V VYV

(¢) Nulldurchgang der Schubspannungen bei Richtungsinderungen entsprechend (a) und (b)

Abbildung 3.4: Veranschaulichung der in den Gln. (3.19a) bis (3.20b) angegebenen Neigungs-
grenzwerte

Bei einem Ubergang entsprechend Abb. 3.4(b) folgt aus der Orthogonalitit der Trajektorien #hnli-
ches. Die Gleichungen (3.20a) und (3.20b) geben die Grenzwerte hierfiir an'!.

2
lim —w + \/(%) +1] = oo (3.20a)
Toy—0 oy oy
. Ogzz — Oyy Ozz — Oyy ?
lim [T Tw (T ) L) - o (3.20b)
roy 00 2Ty 2Ty

"Dije Gln. (3.20a) und (3.20b) sind fiir den Fall o, > oyy gem. Abb. 3.4(c) formuliert; andernfalls wire die Aus-
wertung des (£) jeweils umgekehrt vorzunehmen und die Grenzwerte ergében sich mit umgekehrten Vorzeichen.
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Die Formulierung in GI. (3.18) kann mithilfe von Additionstheoremen in die bekanntere Form
tan2py = ——— und damit

(3.21)

tiberfithrt werden. Eine eindeutige Zuordnung von Hauptspannung zu Hauptspannungsrichtung
kann hergestellt werden, indem bei der Auswertung der arctan-Funktion das origindre Vorzeichen
des Zihlers und des Nenners des Arguments beachtet wird. Entspringen die beiden Hauptspan-
nungen in der Ebene einem mehrfachen Eigenwert (07 = 03), fiihrt dies zu % als Argument der
arctan-Funktion in voriger Gleichung. Bei gleichen Hauptspannungen kdnnen auch in dieser Dar-
stellung Hauptspannungsrichtungen nicht (eindeutig) bestimmt werden. Ansonsten ldsst sich die
Zuordnung fiir arctan(OdJ) € [5F, ] eindeutig gestalten durch

22
( 274y >0 g
. Opg — Oyy = 0: 274y <0 -3
o = 5 sonst : unbestlrngmt 7 (3.22)
Ogw — Oy > 01 arctan —=%—
vy Ogz—0
sonst : Oy
sonst : arctan —— + 1
\ Ozz—0Oyy

worin ¢y den Winkel von der x- zur 1-Richtung (und gleichermafen von der y- zur 2-Richtung)
angibt. Fiir das spitere Vorgehen ist diese eindeutige Zuordnung allerdings eher in umgekehrter
Form wichtig: Wihrend zuvor so herangegangen wurde, dass zunédchst die Hauptspannungen von
Interesse sind, und anschlieBend dazu die Richtungen zu ermitteln sind, wird spiter methodisch
eher zunéchst die Richtung bestimmt sein, und dieser anschlieend die zugehdrige Spannungsgro-
Be zugeordnet werden, was in den Abschnitten 4.1 und 4.2.4 néher erldutert wird.
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3.4 Kenntnisse aus der Spannungsoptik

In der Literatur zur Spannungsoptik wird vielfach das punktuelle Auftreten gleicher Hauptspan-
nungen und insbesondere dessen Auswirkung auf das Erscheinungsbild eines Trajektorienbilds
thematisiert. Fiir die betreffenden Punkte werden verschiedene Begriffe verwendet. Aufgrund
des hédufig nur punktuellen Auftretens werden sie oft als singuldre Punkte bezeichnet [WYSS
1926], [FOPPL & MONCH 1972], [WOLF 1976]. Auch als isotrope Punkte werden sie bezeichnet,
weil die dortige Hauptspannung fiir alle Richtungen giiltig ist [FROCHT 1941a], [WOLF 1976]. Sie
werden gelegentlich auch als schubfreie Punkte bezeichnet, da unabhingig von der Ausrichtung
des Bezugskoordinatensystems keine Schubspannungskomponenten auftreten [FOPPL & MONCH
1972]). In [WYSS 1926] werden als Sonderfille noch Nullpunkte und Unendlichkeitspunkte be-
schrieben, an denen die Hauptspannungen — so die dortige Wortwahl — null bzw. theoretisch unend-
lich sind. Im Weiteren wird bezugnehmend auf [FROCHT 194 1a] der Begriff des isotropen Punkts
verwendet, wenngleich im Dreidimensionalen bei nur zwei gleichen Hauptspannungen u. U. ein
anderer Begriff verwendet werden sollte.

(a) ineinandergreifend (interlocking type) (b) nicht ineinandergreifend (non-interlocking type)
Abbildung 3.5: Charakterisierung isotroper Punkte in [FROCHT 1941a]

Es werden hiufig zwei Erscheinungsformen unterschieden, fiir die wiederum zahlreiche Synony-
me gebriuchlich sind. Abbildung 3.5(a) zeigt Trajektorien im Bereich eines isotropen Punktes, die
diesen gewissermaBen einschlieBen!?. Im Gegensatz dazu wirken die Trajektorien in Abb. 3.5(b)
wie vom isotropen Punkt abgestof3en. Die darin fett dargestellten (im Bild geraden) Linien werden
als Grenzlinien [WOLF 1976] bezeichnet, da die benachbarten Trajektorien, je niher sie an die
Grenzlinie herangefiihrt werden, sich an deren Form immer niher anschmiegen. Au3erdem gren-
zen sie benachbarte, ,,parallele” Trajektorien voneinander ab, die jenseits des isotropen Punkts
nicht mehr benachbart sind. In [WYSS 1926] werden sie als Grenztrajektorien aufgefasst, die im
isotropen Punkt selbst abknicken (in Abb. 3.5(b) links um 120°, rechts um 90°). In [WOLF 1976]
und [FROCHT 1941a] wird des Weiteren angegeben, dass benachbarte isotrope Punkte immer ver-
schiedenen Typs seien. Spitere Beispiele stellen allerdings die Allgemeingiiltigkeit dessen infrage
(Abs. 5.2). In [FOPPL & MONCH 1972] wird beschrieben, dass an lastfreien Ridndern nur isotrope
Punkte des nicht ineinandergreifenden Typs auftreten konnen, wobei dies dann Nullpunkte sein
miissen.

Da im Bereich der isotropen Punkte offenbar grole Kriimmungen, also starke Richtungsénderun-
gen innerhalb kleiner Bereiche auftreten, verlangen diese bei der Wahl bzw. Entwicklung numeri-
scher Methoden entsprechende Beachtung.

12 Das Eingangsbeispiel in Abb. 2.2 zeigte iibrigens auch bereits einen solchen isotropen Punkt oberhalb der Mitte.
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Ebenfalls zu beachten ist, dass auch geschlossene Trajektorien vorkommen, die nicht an Bauteil-
riandern enden, wie sie in [WYSS 1926] bereits beschrieben wurden. Angesichts der in Abb. 2.11
bereits gezeigten Trajektorien der Kreisringscheibe ist das an dieser Stelle keine Neuigkeit mehr,
jedoch bei der Formulierung von Abbruchkriterien von Bedeutung.
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4 Verfahren zur Berechnung und aussagekriftigen Darstellung von Trajek-
torien im Zweidimensionalen

4.1 Grundlegendes Vorgehen

Der Spannungszustand fiir ein beliebig berandetes, ebenes Bauteil sei mithilfe eines geeigneten
numerischen Verfahrens wie der Finite-Elemente-Methode oder dem Differenzenverfahren ermit-
telt worden. Informationen zum Spannungszustand liegen daraufhin an endlich vielen, iiber das
Bauteil verteilten, diskreten Punkten vor (fiir einen Teilbereich eines Bauteils symbolisch darge-
stellt in Abb. 4.1(a)). Klar ist, dass die Menge aller Punkte auf einer Trajektorie keine Teilmenge
der Menge der Punkte mit berechnetem Spannungszustand sein kann, da letztere endlich ist und
erstere nicht. Insofern ist es bis auf Ausnahmen so, dass die Trajektorien zwischen diesen dis-
kreten Punkten verlaufen. Dementsprechend miissen auch dort Aussagen zum Spannungszustand
bzw. zu den Hauptspannungsrichtungen getroffen werden konnen. Durch geeignete Approxima-
tionen wie Inter- und Extrapolation kann dies (natiirlich nur) ndherungsweise ermoglicht werden
(Abs. 4.2.2). Demgemal sei der Spannungszustand an jeder Stelle des Bauteils als bekannt ange-

sehen (Abb. 4.1(b)).
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(b) Riickschluss auf den Spannungszustand im gesam-

(a) Informationen zum Spannungszustand als Ergebnis
ten Gebiet mithilfe einer Approximation

einer numerischen Berechnung in diskreten Punkten
-

/| Begrenzung des betrachteten Bereichs
~ S

< diskreter Punkt Spannungszustand bekannt

Abbildung 4.1: Ermittlung des Spannungszustands eines Gebiets anhand einzelner bekannter
Stiitzstellen

Gesucht sind nun die Trajektorien des Bauteils. Bei der Ermittlung einer Trajektorie wird gefordert,
dass sie in allen Punkten zu einer der Hauptspannungsrichtungen parallel und selbst glatt ist, was
insbesondere meint, dass keine sprunghaften Wechsel der Richtung um +7 auftreten sollen. Beim
weiteren Vorgehen wird die Ermittlung der Trajektorien als Pfadverfolgungsproblem aufgefasst

und beschrieben.

Fiir eine Pfadverfolgung wird grundsitzlich ein Ausgangspunkt fiir den zu verfolgenden Pfad be-
notigt. Fiir die Ermittlung einer Trajektorie ist dementsprechend ein Startpunkt festzulegen, durch
den die Trajektorie verlaufen wird. Er ist vergleichbar mit den Scharparametern bei Kurvenscha-
ren, die einzelne Kurven solcher Scharen spezifizieren. Der gewihlte Startpunkt heile Py. An
diesem lassen sich im Allgemeinen zwei Hauptspannungsrichtungen feststellen, die in Abb. 4.2(a)
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Abbildung 4.2: Darstellung des grundlegenden Vorgehens zur Trajektorienermittlung

mit 1 und 2 bezeichnet sind. Natiirlich kann beiden Hauptspannungsrichtungen gefolgt werden,
woraus sich zwei Trajektorien ergiiben. Es stellt sich dabei im Sinne einer Pfadverfolgung aber
noch die Frage nach dem Richtungssinn, in dem dabei fortgeschritten werden soll; die beiden Op-
tionen sind jeweils mit ()’ und ()" gekennzeichnet. Fiir die weitere Beschreibung wird exemplarisch

Richtung und Richtungssinn 1’ gewihlt.

Fiir den entwickelten numerischen Pfadverfolgungsalgorithmus wurde angestrebt, dass die erhal-
tenen Losungen moglichst unabhingig von verwendeten Koordinatensystemen sind. Wihrend bei
den in Abs. 3.2 beschriebenen Integrationsverfahren die Schrittweite auf eine feste Koordinaten-
achse bezogen wurde, wird hier nun eine ,.echte* Schrittweite r eingefiihrt, die den tatsichlichen
Abstand der Stiitzstellen der Losung angibt, und keine Projektion auf eine (im Sinne der Pfad-
verfolgung vollig willkiirliche) Koordinatenachse ist. Dadurch werden Abstand und Schrittweite

sogar gleich, wohingegen sie in Abs. 3.2 nicht einmal proportional waren.

Ausgehend vom Startpunkt Py wird in der gewihlten Startrichtung 1’ ein weiterer (vorldufi-
ger) Punkt P, extrapoliert (Abb. 4.2(b)), dessen dortige Hauptspannungsrichtungen ermittelt
(Abb. 4.2(c)) und ausgehend von dieser Anfangslage dessen Lage auf dem Kreis entsprechend
der Schrittweite r so gesucht bzw. iteriert, dass sich die beiden Punkte durch ein Kreisbogen-
segment derart verbinden lassen, dass die Tangenten dieses Kreisbogensegments in den Punkten
Py und P, der jeweiligen Hauptspannungsrichtung entsprechen. Erreicht ist dieses Ziel, wenn die
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Strecken PySp; und Sy P, die gleiche Linge aufweisen. Die Strecken entsprechen je einer gerad-
linigen Fortsetzung der Hauptspannungsrichtung ausgehend von Py bzw. P; und schneiden sich
in Sp;. Die Approximation des Trajektorienabschnitts innerhalb eines Schrittes als Kreisbogenseg-
ment entspricht der Annahme einer konstanten (mittleren) Kriimmung. Die Ubereinstimmung der
Tangentenrichtung des Kreisbogensegments mit den Hauptspannungsrichtungen in den Punkten
Py und P; bringt mit sich, dass ausgehend von P; bei umgekehrtem Richtungssinn auch wieder
Py gefunden werden wiirde (vgl. Abs. 3.2). Das Iterationsverfahren wird in Abs. 4.2.4 niher be-
schrieben.

Ist schlieBlich der Punkt P, gefunden, so wird dieser fiir den ndchsten Schritt als Ausgangspunkt
tibernommen und die Prozedur wiederholt, bis ein Abbruchkriterium — beispielsweise das Uber-
schreiten eines Randes — erfiillt wird. Damit ist (geschlossene Trajektorien ausgenommen) auf-
grund der anfinglichen Auswahl des Richtungssinns zwischen 1’ und 1” zunéchst eine Halbtra-
jektorie gefunden. Die zweite Halbtrajektorie wird dann vom urspriinglichen Startpunkt aus mit
umgekehrtem Richtungssinn ermittelt. Beide Halbtrajektorien konnen letztlich zu einer gesamten
Trajektorie zusammengesetzt werden. Halbtrajektorien konnen prinzipiell parallel berechnet wer-
den — bei geschlossenen Trajektorien allerdings nicht entkoppelt, da dabei das Aufeinandertreffen
der in zwei parallelen Prozessen entwickelten Halbtrajektorien koordiniert werden miisste.

Die grafische Darstellung der Trajektorien geschieht schlieBlich so, dass neben den Hauptspan-
nungsrichtungen auch die Grofen der Hauptspannungen ablesbar sind, was herkdbmmliche Dar-
stellungsformen zumeist nicht (gleichzeitig) bieten. Die Quantifizierung der den Trajektorien zu-
gehorigen Hauptspannungsgroflen wird mithilfe eines FarbmaBstabs realisiert. Zug- und Druck-
spannungen werden durch eine priagnante Farbzuordnung direkt voneinander unterscheidbar dar-
gestellt und die Spannungsgroflen durch die Intensitidt der jeweiligen Farbe vermittelt. Auf die
Verwendung der zuweilen verbreiteten Regenbogenskalen (vgl. Abb. 2.3) wird folglich bewusst
verzichtet. Die genaue Umsetzung wird in Abs. 4.2.7 beschrieben.
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4.2 Behandlung wesentlicher Teilprobleme

Bei der algorithmischen Umsetzung des im vorigen Abschnitt grundlegend beschriebenen Vorge-
hens treten viele zu 16sende Teilprobleme auf. Die in diesem Kapitel folgenden Losungen stellen
die Umsetzung im Rahmen dieser Arbeit dar. Alternative Losungen im Einzelnen sind grundsétz-
lich denkbar.

4.2.1 Bereitstellung des numerisch ermittelten Spannungszustands in einem neutralen Aus-
tauschformat

Im vorigen Kapitel wurde vorausgesetzt, dass der Spannungszustand zur Ermittlung der Trajekto-
rien vorberechnet ist. Wie bereits erwéhnt existieren dafiir verschiedene Verfahren. Da allein bei
z. B. der Finite-Elemente-Methode eine Vielzahl von Software-Losungen existiert, die alle zumeist
eigene und somit unterschiedliche Datenformate verwenden (sei es bei der Modelleingabe oder der
Ergebnisausgabe), ist fiir eine von der verwendeten Software zur Berechnung des Spannungszu-
stands unabhédngige Anwendbarkeit die Verwendung eines neutralen Austauschformats sinnvoll.
Benotigt werden zunéchst natiirlich die Spannungen an den diskreten Punkten (Abb. 4.1(a)), wie
sie aus der numerischen Berechnung stammen. Dazu wird eine Liste der diskreten Punkte, repré-
sentiert durch ihre Koordinaten, benutzt. Mit den Koordinaten verkniipft werden die dort berech-
neten Spannungskomponenten. Fiir die Angabe der Koordinaten und der Spannungskomponenten
nach Koordinatenrichtungen wird das Koordinatensystem nach Abb. 4.3(a) grundlegend und ein-
heitlich festgelegt. Abbildung 4.3(b) zeigt beispielhaft an vier Zeilen die Struktur des Austausch-

y oo
9.77460e+01, 2.90000e+02,-6.6176271e-01,-1.0045233e+00, -1.3994354e-01
8.22540e+01, 2.97746e+02,-4.3817699e-01,-9.9864405e-01,-3.3725485e-02
1.02254e+02, 2.25403e+00, 3.1520116e+00, 1.6231336e-02, 4.4903759e-02
1.17746e+02, 2.25403e+00, 3.0251935e+00, 3.0867708e-05, 3.1666219e-02
(a) Koordinatensystem (b) Austauschformat fiir Spannungsergebnisse, je Zeile x, vy, 04z, 0yy, Toy €ines Punkts

Abbildung 4.3: Koordinatensystem zur Angabe von koordinatenbezogenen Spannungskomponen-
ten und der zugehorigen Punktkoordinaten

formats. Jede Zeile entspricht dabei einem Punkt der numerischen Spannungslosung und gibt die
Koordinaten x und y gefolgt von den Spannungskomponenten o, 0y, und 7., an. Jede Zeile
wird mit einem Zeilenumbruch abgeschlossen; als Dateiformat geniigt eine simple Textdatei. Eine
besondere Sortierung der Zeilen ist nicht erforderlich.

Neben den Spannungsergebnissen wird die Definition deren Giiltigkeitsbereiches bendtigt — an-
ders ausgedriickt: die Geometrie der Bauteilbegrenzung(en), also der Réander. Auch hierfiir wird
ein neutrales Austauschformat verwendet. Ein Rand wird darin durch einen Polygonzug definiert,
was auch fiir gekriimmte Rinder ausreichend genau vorgenommen werden kann. Unter einem
Rand wird dabei ein geschlossener Polygonzug verstanden. Beinhaltet ein Bauteil Aussparungen,
konnen diese ebenfalls als Rand betrachtet werden. Es miissen keine inneren Ridnder von dufleren
Rindern unterschieden werden (siehe hierzu auch Abs. 4.2.6).

Abbildung 4.4 zeigt anhand eines einfachen Beispiels die syntaktische Umsetzung, erneut in Form
einer einfachen Textdatei. Jeder geschlossene Linienzug in (a) bzw. (b) ist ein Rand. Die Rei-
henfolge der Auflistung der Polygonstiitzstellen eines Randes muss dem Randverlauf folgen, der
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(a) Bauteilgeometrie (b) Polygon-Stiitzstellen zur Randdefinition

[(20.0,0.0),(0.0,30.0),(20.0,30.0),(30.0,40.0), (60.0,40.0),(60.0,0.0)],

[(50.000,20.000), (48.660,25.000), (45.000,28.660), (40.000,30.000), (35.000,28.660),
(31.340,25.000), (30.000,20.000), (31.340,15.000), (35.000,11.340), (40.000,10.000),
(45.000,11.340), (48.660,15.000) ]

(c) Austauschformat fiir Bauteilrdnder: Definition jedes Randes als Liste von Tupeln (x, y) der Polygon-
Stiitzstellen, jeder Randpolygonzug durch [...] umschlossen

Abbildung 4.4: Beispiel zum Austauschformat fiir die Definition der Bauteilrinder

Umlaufsinn ist dabei aber ohne Bedeutung. Der erstgelistete Punkt ist nicht erneut am Ende der
Liste als Endpunkt aufzufiihren.

Export der Spannungsergebnisse und Geometrieinformationen am Beispiel einer Berech-
nung mit der FEM-Software ABAQUS®

Vorbemerkung: Der Datenexport ist sogesehen nicht Bestandteil des Algorithmus zur Ermittlung
von Trajektorien, fiir den die Spannungsergebnisse und die Bauteilgeometrie in obiger Form als
Eingangsparamter dienen. Zu deren Bereitstellung scheint allenfalls eine Formatkonvertierung
notig zu sein. Wie unerwartet aufwendig dieser vorgelagerte Arbeitsschritt in der tatsdchlichen
Umsetzung letztlich doch sein kann, soll die nachfolgende Beschreibung zeigen. Auch da die An-
wendung der Finite-Elemente-Methode (FEM) mit ABAQUS® nur eine vieler Moglichkeiten ist,
wdre es nicht angemessen, hier alle notigen Grundlagen zur FEM zusammenzustellen; siehe hierzu
ggf.- [THIEME 1996], [BATHE 1986]. Der prinzipielle Aufbau eines FE-Modells in der Festkorper-
mechanik sollte daher an dieser Stelle hinreichend bekannt sein, die Beschreibung ist moglichst
kurz gefasst.

Bei Verwendung der Finite-Elemente-Methode wird das Bauteil mithilfe finiter Elemente diskre-
tisiert, da eine geschlossene Losung fiir das gesamte Bauteil in der Regel nicht gefunden werden
kann. Die Elemente werden durch die Bindung an Knoten im Modell eingeordnet und miteinander
zu einer Gesamtstruktur gekoppelt. Die Knoten- und Elementdefinitionen werden neben weite-
ren Modellparametern in einer Eingabedatei aufgelistet, welche das Berechnungsmodell definiert.
Aus diesen Angaben lassen sich bereits die notigen Informationen zur Berandung im Sinne von
Abb. 4.4 entnehmen. Elementrinder, die nur einem Element angehoren, sind Bauteilridnder, al-
le zwei Elementen zugehorigen Rinder nicht. Um eine polygonale Randdefinition entsprechend
Abb. 4.4(c) zu erhalten, miissen alle Berandungen aller Elemente (jeweils charakterisiert durch
zweil Knoten) aufgelistet, anschlieBend daraus alle doppelten geloscht, die verbleibenden in eine
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passende Reihenfolge sortiert und kombiniert werden. AnschlieBend konnen Zwischenknoten auf
geraden Randabschnitten geloscht werden.

Die nun noch fehlenden Informationen sind die berechneten Spannungen. Zur Ergebnisausgabe
stehen in ABAQUS® verschiedene Ausgabeformate zur Wahl. StandardmiBig wird das eigene
Ausgabeformat, die sog. output database-Datei (odb), verwendet, die eine objektorientierte Daten-
struktur aufweist, und auf die mittels einer integrierten Scriptsprache'® zugegriffen werden kann.
Die genaue Struktur dieser Datenbank kann hier des Umfangs wegen nicht beschrieben werden.
Die berechneten Spannungsergebnisse liegen an den Integrationspunkten der Elemente vor und
sind diesen strukturell auch eindeutig zugeordnet, als abtraktes Beispiel fiir einen Integrations-
punkt:

Am Integrationspunkt 5 von Element 137 sind
Oz = 123,4567, o0y, = 76,5432, 7, = 9,8765.

Nun ist zwar bekannt, mit welchen Knoten das Element verkniipft ist, und die Koordinaten dieser
Knoten sind auch bekannt — nur sind die Integrationspunkte keine Knoten, und deren Koordinaten
werden den Spannungsergebnissen nicht beigefiigt. Insofern muss zu den berechneten Spannungen
also erst herausgefunden werden, an welchen Koordinaten sich der zugehorige Integrationspunkt
befindet, bevor die Daten entsprechend Abb. 4.3(b) angegeben werden konnen. Die Anzahl und
die Lage der Integrationspunkte eines Elements hingen von der Art des verwendeten Elementtyps
ab. Die tatsdchliche Lage der Integrationspunkte lidsst sich unter Verwendung der dem Elementtyp
zugrundegelegten Formfunktionen, der prinzipiellen Lage der Integrationspunkte und der tatsidch-
lichen Knotenkoordinaten bestimmen. Die Umsetzung fiir zwei Elementtypen ist in Anhang B.1
beschrieben, da dies hier zu umfinglich wire.

4.2.2 Interpolation bzw. Approximation der numerischen Ergebnisse

In der Literatur wird gelegentlich sinngemidfl beschrieben, dass Trajektorienbilder aus
Richtungskreuz-Darstellungen (Abs. 2.2.4) gefunden werden konnen, indem Linien hindurchge-
zeichnet werden, die entlang ihres Verlaufes zu den Richtungen der umliegenden Richtungskreu-
ze passen. Diese Vorgehensweise klingt zunéchst plausibel, ist aber nicht unbedingt zuverléssig
praktikabel, insbesondere in der Umgebung isotroper Punkte, deren Auftreten allerdings eher der
Regelfall als eine Seltenheit ist. Eng damit verbunden ist der Gedanke, direkt Richtungen zu inter-
polieren. Allerdings kann weder fiir Hauptspannungswinkel noch fiir Vektoren in Hauptspannungs-
richtung eine durchgéngige Interpolation angegeben werden. Die Ursache liegt darin, dass nicht
durchgédngig ein Richtungssinn zugeordnet werden kann, was in Abs. 2.4 anhand Abb. 2.13 bereits
gezeigt wurde. Was hingegen widerspruchsfrei bewerkstelligt werden kann, ist die Interpolation
des Spannungszustands in Form von 0., (z,y), oy,(x,y) und 7,,(z,y). Mithilfe dieser Interpola-
tionen lassen sich dann natiirlich auch die Hauptspannungen und deren Richtungen entsprechend
Abs. 3.3 bestimmen.

Stellt man sich die drei Funktionen jeweils als ein ,,Gebirge* entsprechend Abb. 2.5 vor, legt dies
die Uberlegung nahe, ob fiir die Interpolationen eventuell Verfahren aus dem Bereich Geodisie
bzw. Photogrammetrie Anwendung finden konnen. So werden z. B. in [KRAUS 2000] einige Fla-
cheninterpolationsverfahren beschrieben, die bei der Erstellung digitaler Gelindemodelle verwen-
det werden. Neben einfachen Polynominterpolationen, denen duBerst schlechte Interpolationsei-
genschaften zugeschrieben werden, werden auch Interpolationsverfahren mittels Flichensumma-
tion (auch multiquadratic methods) vorgestellt, die hervorragende Ergebnisse liefern.

3 PYTHON 2.6.2 bei der Programmversion ABAQUS 6.12, gegeniiber den freien PYTHON-Distributionen mit speziel-
len Biliotheken ausgestattet.
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Grundlage fiir die Interpolation mittels Flichensummation ist die Zuordnung einer Elementarfli-
che zu jeder Stiitzstelle, wobei die (gewichtete) Summe all dieser Flichen die Interpolationsfliche
bildet. Die Wichtung der einzelnen Flachen bei der Summation wird so vorgenommen, dass die
Stiitzstellen auf der Interpolationsfliche liegen. Die Elementarfliche wird durch eine sog. Kern-
funktion k festgelegt. [KRAUS 2000] stellt einige Moglichkeiten dafiir vor. Eine Abwégung zwi-
schen Ergebnisqualitit und Rechenaufwand fiihrte zur Wahl einer Schale eines zweischaligen Hy-
perboloids, ausgedriickt durch die Kernfunktion

ki(w,y) = (@ — 27 + (y — ) + e, (4.1)

in der (x;,y;) die Koordinaten einer Stiitzstelle i und (z, y) die Koordinaten einer variablen Stelle
sind. Der Parameter c ist noch geeignet festzulegen. Die Summe aller Kernfunktionen, und damit
das Interpolationsergebnis f, ist mit den noch zu bestimmenden Wichtungsfaktoren w;

fla,y) = ki(z,y)w (4.2)
=1
= k(r,y)w.

Die Wichtungsfaktoren werden erhalten, indem GI. (4.2) an allen n Stiitzstellen 7 ausgewertet, dem
jeweiligen Wert f; gleichgesetzt und das resultierende lineare Gleichungssystem

]ﬁ(wl,yl) k2(371,y1) kn(l’hyl) wy Ji
k1($?,y2) kQ(x.?ay2> kn(ﬁ'%yz) w2l _ f2 432)
Ba@n ) Ralwns) o ka(enu)] (wa]

K w = f (4.3b)

gelost wird. Dementsprechend berechnen sich die Wichtungsfaktoren w; als Komponenten von
w=K'f. 4.4)

Da sowohl K als auch f unabhingig von der Stelle, an der interpoliert wird, ist, geniigt eine
einmalige Vorberechnung der Wichtungsfaktoren. Die Werte an den Stiitzstellen f unterscheiden
sich allerdings je nach interpolierter GréBe; insofern ist die Auswertung von Gl. (4.4) dreimal
notig, ndmlich je einmal pro Spannungskomponente:

Wy, = K 'ou,, (4.52)
w,,, =K oy, (4.5b)
w,, =K '7m,. (4.5¢)

Nach Durchfiihrung dessen kann der Spannungszustand mittels der Spannungskomponenten

Ozxx ($a y) = k(xv y) wam ) (463)
oyy(T,y) = k(2,y) w,,, , (4.6b)
Toy(T,y) = k(z,y) ws,, (4.6¢)

im gesamten Bauteil interpoliert berechnet werden. Zur Festlegung des Parameters ¢ in Gl. (4.1)
wird von GOPFERT (siehe [KRAUS 2000]) vorgeschlagen, diesen mit

¢=0,6Amin 4.7)
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zu wihlen, worin A,,;, dem geringsten Abstand zweier Stiitzstellen des numerisch ermittelten
Spannungszustands entspricht. Der Faktor ¢ kann als Gléattungsfaktor der Interpolationsfliche auf-
gefasst werden; der in Gl. (4.7) vorgeschlagene Wert hat sich bei den im Rahmen dieser Arbeit
durchgefiihrten Berechnungen als geeignet erwiesen.

Bei stark unterschiedlicher Stiitzstellendichte — relevant z. B. bei starken lokalen Netzverfeine-
rungen eines FE-Netzes — wird in [KRAUS 2000] noch eine mégliche Verbesserung nach WILD
(siehe ebenda) durch verschiedene Kernfunktionen je Stiitzstelle vorgestellt. Bei iiber das Bauteil
im Wesentlichen gleichverteilten Stiitzstellen besteht fiir diese (aufwendigere) Implementierung
aber keine Veranlassung.

4.2.3 Wahl von Startpunkten und Abstandsregelung

Trajektorien existieren theoretisch unendlich dicht und die Darstellung aller Trajektorien liee im
Trajektorienbild nichts mehr erkennen. Die Richtungsinformation einer Trajektorie ist schlieSlich
nur solange zu erkennen, solange die Trajektorie als Linie wahrgenommen werden kann. Inso-
fern sind nur einige Trajektorien darzustellen, deren Auswahl auf irgendeine Weise erfolgen muss.
Der Erkennbarkeit wegen sollte der Abstand einer Trajektorie zur benachbarten Trajektorie groer
als die Strichstédrke sein. Weitere Kriterien sind in der Hauptsache dem &sthetischen Empfinden
geschuldet. Insofern besteht eine Moglichkeit darin, fiir jede zu ermittelnde Trajektorie einen in-
dividuellen Startpunkt unter Beriicksichtigung der erwiinschten Abstinde festzulegen, und somit
nach und nach das Trajektorienbild zu ,.fiillen, bis das Ergebnis zufriedenstellend ist. Prinzipiell
ist dieses Vorgehen auch nicht unverniinftig, jedoch einigermaB3en miithsam. Die Ermittlung der
Startpunkte wurde deshalb automatisiert, ausgehend von einem initialen Startpunkt.

(a) Initialer Startpunkt (o) und Ermittlung weiterer Start- (b) Vervollstindigung analog in der anderen Richtung
punkte entlang einer initialen Startpunkt-Trajektorie

Abbildung 4.5: Startpunktermittlung mittels konstanter Absténde

Abbildung 4.5(a) zeigt einen Ausschnitt eines Bauteils. Mittig wurde der initiale Startpunkt ge-
wihlt. Ausgehend von diesem wurden die beiden fett dargestellten Trajektorien Ay und By ermit-
telt. Weitere Startpunkte fiir Ay benachbarte Trajektorien werden entlang der dazu senkrechten
Richtung, also entlang B, festgelegt. In Abschnitt 2.4.1 wurde gezeigt, dass die Abstinde von
Trajektorien nicht proportional zu den zugehorigen Hauptspannungsgrdf3en sind. Insofern sollten
die Hauptspannungsgroen zur Festlegung der Trajektorienabstinde nicht herangezogen werden.
Stattdessen wird ein konstantes Abstandsmal} festgelegt, das in Abb. 4.5(a) mit a bezeichnet ist
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und der Bogenlinge eines Segments von B entspricht, das durch zwei Trajektorien A; und A;
begrenzt wird. Abbildung 4.5(b) zeigt das Resultat der Durchfiihrung in beiden Richtungen.

Es ist allerdings anzumerken, dass die Wahl des initialen Startpunkts bei diesem Vorgehen bestim-
mend fiir die Abstandsverhéltnisse der Trajektorien im resultierenden Trajektorienbild ist. Abbil-
dung 4.6 zeigt noch einmal die in Abb. 4.5 mit konstantem Abstand a ermittelten Trajektorien. Es
sollte an den farbig hervorgehobenen Stellen deutlich erkennbar sein, dass die urspriinglich kon-
stant gewdhlten Abstédnde entlang der Trajektorien untereinander nicht konstant bleiben. Auch die
Dichte bzw. Anzahl der Trajektorien hingt i. A. von der Startpunktwahl ab, vgl. spéter Abb. 4.7(a).

Abbildung 4.6: Verdnderung der Abstandsverhiltnisse

Dass ein allgemeines Kriterium fiir die Wahl eines Startpunkts existiert, das allgemein sicherstellt,
dass das Ergebnis auf den Betrachter dsthetisch wirkt, ist fraglich — schon allein, weil die Wahr-
nehmung individuell verschieden ist und algorithmisch kaum erfasst werden kann. Insofern bleibt
derweil die Wahl dem Anwender iiberlassen, womit es u. U. mehrerer Durchlidufe mit verschiede-
nen Startpunkten bedarf, bis das Ergebnis gefillt.

Damit in Zusammenhang steht auch die nicht zwangslaufige Erfiillung der Erwartung, dass sich
Systemsymmetrien im Trajektorienbild wiederfinden. Abbildung 4.7(a) zeigt die Ergebnisse einer
Trajektorienermittlung mit zwei verschieden (willkiirlich) gewéhlten initialen Startpunkten fiir das
System aus Abb. 2.13. Es ist an diversen Stellen gut erkennbar, dass die dreifache Rotationssym-
metrie des urspriinglichen Systems nicht fiir die beiden resultierenden Trajektorienbilder gilt. Die
Ergebnisse sind zwar richtig, aber nicht unbedingt zufriedenstellend.

Zu nennen ist noch, dass mit der beschriebenen Vorgehensweise zur Ermittlung weiterer Startpunk-
te bei Auftreten isotroper Punkte nicht ineinandergreifenden Typs (non-interlocking type) Teilbe-
reiche des Bauteils nicht erreicht werden, wie es Abb. 4.7(a) ebenfalls zeigt. Das Auftreten eines
isotropen Punkts inandergreifenden Typs (interlocking type) fiihrt hingegen dazu, dass Teilberei-
che mehrfach erreicht werden. Abbildung 4.7(b) zeigt diesen Effekt selbsterkldarend anhand eines
Trajektorienbilds fiir das System aus Abb. 2.2. Mangels Alternative weist das Bild die Symmetrie-
eigenschaften des urspriinglichen Systems auf; die Abstidnde der dargestellten Trajektorien diirften
allerdings auBerhalb dieses Kontextes etwas seltsam anmuten. Zur Erzeugung eines ,,hiibschen*
Trajektorienbilds, das Symmetrien widerspiegelt und ausgewogene Abstdnde aufweist, ist die An-
wendung dieser Methode allein also nicht unbedingt ausreichend.

Eine interaktive grafische Bediener-Schnittstelle (GUI) konnte die Defizite ausgleichen; der An-
wender bekdme die bereits ermittelten Trajektorien dargestellt und konnte direkt im Bild die
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(a) Trajektorienbild bei Auftreten eines isotropen Punkts nicht ineinandergreifenden Typs,
System entsprechend Abb. 2.13

| [

I T

(b) Trajektorienbild bei Auftreten eines isotropen Punkts ineinandergreifenden Typs'4,
System entsprechend Abb. 2.2

Abbildung 4.7: Effekte des Auftretens isotroper Punkte bei der Anwendung der automatisierten
Ermittlung weiterer Startpunkte

Startpunkte fiir weitere Trajektorien seinem Empfinden nach auswihlen (durch wohlkoordinier-
ten Mausklick, Koordinateneingabe, ...), worauthin die Trajektorienermittlung ausgelost und der
Rechenfortschritt direkt im Bild dargestellt wiirde. Damit wéren die mit Abb. 4.7 verbundenen Pro-
bleme weitestgehend hinféllig; in Bereichen mit unzureichender Dichte der Trajektorien wiirde der
Anwender noch weitere ermitteln lassen (betrifft Abb. 4.7(a)); in Bereichen, in denen bereits ge-
niigend viele Trajektorien vorhanden sind, wiirde er keine weiteren ermitteln lassen (Abb. 4.7(b)).
Das entspriche einer direkten individuellen Festlegung der Startpunkte fiir jede einzelne Trajekto-
rie unter Berlicksichtigung des bereits vorliegenden Teilergebnisses. Prinzipiell ist dieses Vorgehen
aber auch ohne eine solche interaktive grafische Schnittstelle moglich; sie bleibt wegen ihrer so-
gesehen reinen Komfortfunktion im Rahmen dieser Arbeit nur ein Vorschlag zur Realisierung.

4.2.4 Iterationsverfahren

Fiir die Iteration der Lage (x1,y;) des nichsten Trajektorienpunkts P; wird zunichst eine Aus-
gangslage angesetzt, die durch lineare Extrapolation der verfolgten Hauptspannungsrichtung
mit ¢, ausgehend vom Ausgangspunkt Py an (z, yo) bestimmt wird (vgl. Abb. 4.8(a)):

T1 =T+ T COSY, (4.8a)
Y1 =yYo + 7 singg . (4.8b)

14Neben dem oberhalb der Mitte gelegenen isotropen Punkt ineinandergreifenden Typs treten am oberen Rand auch
isotrope Punkte nicht ineinandergreifenden Typs auf (vgl. Abb. 2.13 und 5.15(d)) — diese sind hier nicht gemeint.
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Bestimmung der relevanten Pfadverfolgungsrichtung

An dieser Stelle fiir P; wird mittels Gl. (3.21) der Winkel ¢y zu einer Hauptspannungsrichtung
berechnet, wobei prinzipiell zwei Hauptspannungsrichtungen mit (die Pfadverfolgung betreffend)
je zwei Moglichkeiten fiir den Richtungssinn existieren (vgl. Abb. 4.2(a)). Diese vier moglichen
Pfadfortsetzungen werden zunéchst gleichrangig bestimmt (Abb. 4.8(b)):

1

3
¢l = em, sfﬁl:soH+§7r, o =g+, ¢§V=¢H+§ﬂ. (4.9)

Anschlieend wird mit Blick auf den kontinuierlichen Verlauf der Trajektorien diejenige Variante
ausgewdhlt, deren Richtung einschlieBlich Richtungssinn am wenigsten von ¢, abweicht. Da sich
fiir die Winkeldifferenzen ¢, — o mit 1 € {1, oT, P!, 1V} aufgrund der Periodizitit des Win-
kelmaBes kein allgemein zielfithrendes Minimalititskritierum formulieren lidsst, wird stattdessen
die Definition des Skalarprodukts

a-b
a| b

ausgenutzt, in welchem o dem minimalen positiven Winkel zwischen den Vektoren a und b ent-
spricht. Dazu werden anstelle der Winkel ihnen entsprechende Einheitsvektoren

o COS ©g . COS Y1
fpo = |:Si1’lg00:| s @1((,01) = [sinwl] (411)

cosa = 4.10)

formuliert (Abb. 4.8(c)) und in Gl. (4.10) anstelle a und b eingesetzt. Der nach Umformung erhal-
tene Winkel

a(py) = arccos (!150 : 5151(<p1)> (4.12)

wird fiir alle Varianten ¢; € {o}, !l ol oIV} ausgewertet (vgl. Abb. 4.8(d)). Die Variante, mit
der der geringste Wert fiir o erhalten wird, wird fiir ; iibernommen.

........... 4‘ @1(9011)

S | @y (p1")
o,
""",...'," @1 ((pll\/)
; Ap 0 /
Py Py Py
(a) Extrapolation von Py (b) unzugeordnete Hauptspan- (c) vektorielle Darstellung von (b)
nungswinkel
b
a(er) a(p") 0
&, (goll)/ﬁv 1 \Qﬂ a(er)
D, P il @0
° er) %,(o1")

(d) Auswahl der Richtung anhand der minimalen Richtungsénderung bzgl. &

Abbildung 4.8: Bestimmung der relevanten Pfadverfolgungsrichtung
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Bestimmung des Iterationsbereiches

Die Lage des Punktes P, wird entlang eines Kreisbogens (Radius r, entspricht der Schrittweite)
iteriert. Ausgehend von der anfinglich extrapolierten Lage lésst sich in Abhédngigkeit von &, fest-
stellen, ob die iterierte Lage ausgehend von der extrapolierten Stelle im positiven oder negativen
Umlaufsinn von ¢ entsprechend Abb. 4.9(a) zu erwarten ist. Zu dieser Charakterisierung wird eine
Schaltervariable k. eingefiihrt, welche den Startrichtungssinn der Iteration als Rotationssinn mit
+1 oder —1 angibt.

(a) (b) (©) (d)

Abbildung 4.9: Bestimmung des Iterationsbereichs anhand des Drehsinns der Richtungsénderung

Ein Kriterium zur Festlegung von . 1dsst sich mithilfe der Vektoren &, und ¢, und des Vektor-
produkts (Kreuzprodukt) finden, wofiir die beiden Vektoren formal zu dreidimensionalen Vektoren

COS o COSs 1
450 = |sin Yo | , 451 = |sin ®1 (413)
0 0

erweitert werden. Daraus lassen sich die in Abb. 4.9(b) eingetragenen, zueinander orthogonalen
Vektoren

1
@m:§(5151+d50), b, =P, - P (4.14)

bestimmen, die natiirlich immer noch in der (x, y)-Ebene liegen, aber — ohne dass dies nachteilig
ist — keine Einheitsvektoren mehr sind. Das Vektorprodukt ergibt mit

COS 1 + €Os Pg COS Y1 — COS Yo 0
b, X D, = 3 siny +singgy | X |sing; —singg | = | 0 4.15)
0 0 201

einen zur (z, y)-Ebene senkrechten Vektor mit der Komponente zy;. Aus dem Richtungssinn dieses
Vektors kann «,.; ermittelt werden mit
Rrot = Sign [ZOI]

= sign [(cos @1 +cos g ) (sin 1 —sin pg) — (sin 1 +sin @) (cos 1 —cos )|, (4.16)

wobei der Faktor % aus GI. (4.15) fiir die Auswertung der sign-Funktion ohne Einfluss ist und da-
her im letzten Ausdruck unberiicksichtigt blieb. Fiir die Konstellationen entsprechend Abb. 4.9(c)
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und 4.9(d) ergeben sich somit die angegebenen verschiedenen Werte fiir x,.;. Auf diese Weise
kann die Iteration gezielt mit dem entsprechenden Richtungssinn gestartet werden. Ist ks = 0, ist
das gleichbedeutend mit ¢; =  und die extrapolierte Lage von P; kann ohne Iteration direkt als
Losung des Schrittes iibernommen werden.

Iteration

Zur Beschreibung der untersuchten Stelle fiir P; auf dem Kreisbogen wird der Winkel ¢(; einge-
fiihrt, dargestellt in Abb. 4.10(a). Wihrend der Iteration wird die Lage des Punkts P; durch Ver-
dnderung dieses Winkels (g, gesteuert, der inkrementell'® vergroBert bzw. verkleinert wird. Die
aktuellen Koordinaten (1, y;) wihrend der Iteration ergeben sich analog zu Gl. (4.8a) und (4.8b),
nur mit g, statt ©,'®. Der Winkel ¢; der dortigen Hauptspannungsrichtung wird weiterhin ent-
sprechend den Gln. (4.9) bis (4.12) und Abb. 4.8(d) bestimmt.

(b)

Abbildung 4.10: Darstellung des Iterationsprinzips mit dem Steuerwinkel g,

Entsprechend der in Abs. 4.1 beschriebenen Approximation ist es Ziel der Iteration, dass die
Strecken PSg; und Sg;P; Strecken gleicher Linge werden. Darin ist Sp; der Schnittpunkt der
Geraden

_ @0 cos o

Jgo = {yol + [y {sin 900] und (4.17a)
T - COS ©1

g1 = {m} ly [sin 901} ) (4.17b)

Der Geradenschnitt gy = g; fiihrt zu den Parametern

Iy = (yl - yo) (.308 Y1 — .(:161 — xo) sin (g ’ (4.189)
COS 1 SIN Yo — S1IN Y1 COS Yo
— (y1 — Yo) cos g + (1 — ) sin g

cOs (1 sin @y — sin 1 cos g

L =

(4.18b)

I5Es wird hier begrifflich nicht zwischen Inkrement und Dekrement unterschieden; die Unterscheidung wird im Fol-
genden durch einen Schalter geregelt. Unter Winkelinkrement ist betragsméBig die Schrittweite der Iteration zu
verstehen, die aber wegen einer moglichen Verwechslung mit der Schrittweite r hier absichtlich nicht auch als
Schrittweite bezeichnet wird.

16 Genaugenommen brauchen die Gln. (4.8a) und (4.8b) hier nicht modifiziert zu werden, da der enthaltene Winkel
prinzipiell bereits ¢g; ist, nur vor Beginn der Iteration mit g angesetzt wird. Aus Griinden der Nachvollziehbarkeit
wurde die Bezeichnung (g, erst hier eingefiihrt, da erst hier der Unterschied deutlich wird.
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wobei [, betragsmiBig der Linge der Strecke PSy; und [; betragsmiBig der Linge der Strecke
So1P; entspricht. Der eventuell ungewohnlich erscheinende Ansatz (,,—*) in Gl. (4.17b) wurde ge-
wihlt, damit sich [, und [, positiv ergeben, wenn sich der Schnittpunkt Sy; zwischen!” Py und P4
befindet, wie es in Abb. 4.10(b) und 4.10(c) der Fall ist. Das Ziel der Iteration ist somit [y = [ bzw.
l; — lp = 0. Da auf numerischem Wege dieses Ziel im Allgemeinen nicht exakt zu erreichen ist,
wird eine Nidherungslosung mit moglichst geringer Abweichung akzeptiert. Es wird vorgeschla-
gen, die Abweichung auf die Schrittweite r zu beziehen, um MaBstabseffekte zu vermeiden. Das
verwendete Kriterium zum Abbruch der Iteration lautet

Iy — o]
.

< Aol (4.19)

worin A, eine Toleranzgrenze ist, die — sofern nichts anderes genannt ist — zu 0,0001 gewéhlt
wurde.

Abbildung 4.11 zeigt regelmiBig auftretende Konstellationen im Rahmen der Iteration. Hierfiir ist
in allen Teilabbildungen gleichermaflen in sechs Punkten auf dem Kreisbogen (Schrittweite ) der
dortige Winkel ¢, durch Richtungstangenten beispielhaft skizziert. Abbildung 4.11(a) zeigt noch
einmal den ersten Schritt vor Beginn der Iteration, anhand dessen der Schalter k.., bestimmt wird;
in diesem Beispiel wire k., = 1, woraufhin die Iteration im Gegenuhrzeigersinn gestartet wiir-
de. In den Abbildungen 4.11(b) und 4.11(c) sind zwei Iterationsschritte skizziert, bei denen der
Schnittpunkt Sy; zwischen!” Py und P, liegt. Im ersten Fall ist [y > [;, im zweiten [, < [;; die
Losung mit [y = [; befidnde sich demnach dazwischen. Ergibt ein Iterationsschritt einen Fall ent-
sprechend Abb. 4.11(b), bedeutet dies, dass der ndchste Iterationsschritt im positiven Sinn von
zu erfolgen hat (Vorwirtsschritt). Im Fall von Abb. 4.11(c) wiire der néchste Iterationsschritt entge-
gen dem Sinn von k. zu gehen (Riickwirtsschritt). Die Unterscheidung wird durch einen Schal-
ter ki, vorgenommen, dem fiir einen Vorwirtsschritt der Wert 1 und fiir einen Riickwirtsschritt
der Wert —1 zugewiesen wird. Der Anfangswert fiir ;; ist 1, sodass mit einem Vorwirtsschritt
begonnen wird. Der Steuerwinkel (g, fiir einen Iterationsschritt wird dementsprechend basierend
auf dem vorigen Wert und dem Winkelinkrement Ay, berechnet mit

©o1 1= Po1 + Krot Kit Apor ; (4.20)

vor dem ersten Iterationsschritt wird ¢y, mit dem Wert von ¢, vorbelegt. Als anfingliches Winkel-
inkrement wird Apg = «/3 angesetzt; darin ist o die mit Gl. 4.12 mit ¢, des initial extrapolierten
Punkts (vgl. Abb. 4.9) ermittelte Richtungsinderung. Andert sich der Wert des Schalters ;; fiir
den nichsten Iterationsschritt, wird das Winkelinkrement halbiert.

Liegt der Schnittpunkt Sy; nicht zwischen!” Py und P;, wie es in den Abbildungen 4.11(d)
und 4.11(e) der Fall ist, wird das Winkelinkrement als zu gro3 angesehen und die Iteration mit
halbiertem Inkrement (Ayg, = 0,5Apg;) vom Ausgangspunkt (g, = g, kiy = 1) aus neu-
gestartet. Theoretisch kann es bei der Ermittlung der Schnittpunktlage zu Problemen kommen,
nimlich wenn die Geraden g, und g; parallel sind, vgl. Abb. 4.12(a). Aus numerischer Sicht ist
es zwar recht unwahrscheinlich, dass dieser Fall praktisch eintritt, dennoch sollte dieser Fall vor
Berechnung der Schnittpunktlage abgefangen werden. Da dieser Fall im Grunde eine Zwischensi-
tuation von Abb. 4.11(d) und 4.11(e) darstellt, kann hierbei genauso weiter verfahren werden, also
die Iteration mit verringertem Winkelinkrement neugestartet werden.

17 So1 zwischen Py und P;* ist hierbei so zu verstehen, dass der Schnittpunkt des Lotes durch Sg; auf die Gerade
durch P und P; mit dieser Geraden zwischen P und P, liegt. In diesem Sinne nicht zwischen Py und P liegt der
Schnittpunkt z. B. in Abb. 4.11(d) oder 4.11(e).
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Py
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(a) Bestimmung von £, ®) 2 €]0,1[ A lo>1 (©) ?0 €0, 1] A lo<h
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Abbildung 4.11: Steuerwinkel ¢y, und Regelfille bei der Iteration

() (b) (©)

Abbildung 4.12: Sonderfille und Grenzen bei der Iteration
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Abbildung 4.12(b) zeigt eine Situation, bei der keine sinnvolle Losung gefunden werden kann.
Die Umschlédge der Ausrichtung der Richtungstangenten folgen aus der Ermittlung von ¢; nach
den Gln. (4.9) bis (4.12) und Abb. 4.8(d), diese sind aber nicht zwingend ursichlich dafiir, dass
keine brauchbare Losung gefunden werden kann. Vielmehr ist hier die Schrittweite r zu groB3, so-
dass eine Approximation als Kreisbogensegment nicht gelingt. Ohne weitere Beachtung derartiger
Fille wiirde die Iteration hier entweder ein unsinniges Ergebnis liefern oder nie zum Ende kom-
men. Daher ist es sinnvoll, den Iterationsbereich zu begrenzen. Abbildung 4.12(c) zeigt hierfiir
eine obere Grenze. Im dargestellten Grenzfall unterscheidet sich die Hauptspannungsrichtung an
Py von der an Py um 7. Darauthin wire deren Abweichung von der in Py orthogonalen Haupt-
spannungsrichtung genauso grof3. Die Zuordnung iiber den minimalen Winkel « nach Gl. (4.12) ist
in diesem Bereich nicht mehr zuverldssig. Der Iterationsbereich ist daher bzgl. ¢y; mindestens auf
lo1 — 0| < § zu begrenzen; aus Griinden der Genauigkeit sollte der Bereich aber ohnehin noch
wesentlich kleiner gewiéhlt werden (vgl. Abs. 4.2.5). Wird schlieBlich die Begrenzung des Itera-
tionsbereiches erreicht, ohne dass Kriterium (4.19) erfiillt ist, muss die Schrittweite r verringert
werden, und die Iteration wird neugestartet.

4.2.5 Schrittweitensteuerung

Die angesetzte Approximation der Trajektorienschritte mit Kreisbogensegmenten, also mit kon-
stanter Kriimmung, ist im Allgemeinen umso besser, je geringer die Richtungsidnderung innerhalb
eines Schrittes ist. Demnach sollten Abschnitte grolerer Kriimmung mit kleinerer Schrittweite
behandelt werden. Hinzu kommt, dass letztlich bei der grafischen Darstellung eine Trajektorie
moglichst durch einen einfachen Polygonzug dargestellt werden konnen soll. Dafiir ist es ebenfalls
zweckmiBig, stirker gekriimmte Bereiche feiner aufzuldsen.

Die Richtungsinderung eines Trajektorienschrittes wird hierzu mit einem Winkel ay;,, limitiert.
Die vorhandene Richtungsidnderung « gleicht dem das Kreisbogensegment bildenden Winkel, vgl.
Abb. 4.13(a). Sie entspricht (1) nach Gl. (4.12), wenn ¢, des iterierten Punkts P; eingesetzt
wird. Nach der Iteration des Punkts P; gemiBl dem vorigen Abschnitt kann die Richtungsédnde-

RV

(a) nach der Iteration: tatsdchliche Richtungsdnderung o (b) vor der Iteration: geschitzte Rich-
tungsdnderung « mithilfe des extra-
polierten Punkts Py

Abbildung 4.13: Richtungsinderung innerhalb eines Trajektorienschritts geschitzt und ermittelt

rung « bestimmt werden, die kleiner/gleich oder grofler als der festgelegte Grenzwert vy, ist. Da-
rauf basierend ist zu entscheiden, ob die Iteration mit verringerter Schrittweite wiederholt werden
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muss, ndmlich wenn das Kriterium o < ay;,, nicht erfiillt ist. Andernfalls kann mit dem nichsten
Trajektorienschritt fortgefahren werden. In jedem Fall ist es sinnvoll, unabhiingig von dieser Ent-
scheidung eine neue Schrittweite r := r,,, festzulegen, fiir die keine (weitere) Wiederholung der
Iteration notig wird. Unter der Annahme eines nidherungsweise linearen Zusammenhangs zwischen
Schrittweite und Richtungsdnderung lésst sich formulieren

T'neu ~ Qlim

~

r (%

(4.21)

Bei ausreichend kleinen Schrittweiten und ausreichend kleinem oy, st diese Annahme durchaus
brauchbar. Folglich kann ein Anhaltswert fiir eine geeignete neue Schrittweite mit

Qlim

Tneu A (4.22)
angegeben werden. Da der Ansatz (4.22) nur einer Schitzung entspringt, wird die tatsidchlich fest-
gelegte neue Schrittweite etwas niedriger angesetzt, um geringfiigige Uberschitzungen von 7y,
auszugleichen, sodass moglichst keine weitere Wiederholung der Iteration bzw. im nachfolgenden
Trajektorienschritt keine Wiederholung der Iteration nétig wird:

Qlim

T = Theu = Cred r. 4.23)
Die Wahl des Faktors c¢,.q = 0,9 hat sich als geeignet erwiesen. Fiir den Fall, dass das Kriterium
a < oy erfiillt ist, kann die Schrittweite offenbar vergro3ert werden. Es ist aber nicht notig, die
Schrittweite fiir den néchsten Trajektorienschritt in diesem Fall grundlegend anders zu bestimmen.
Vielmehr wird die gleiche Beziehung wie in Gl. (4.23) verwendet, allerdings sollte die Schrittweite
auf eine fiir das jeweilige System geeignete maximale Schrittweite ., begrenzt werden:

. Alim
T I= Tpey = MiN <cred o 75 Tmax | - 4.24)

Im vorher zu priifenden Fall = 0 wird als Schrittweite direkt r := 7,0, = Tmax verwendet, was
dem Grenzwert von Gl. (4.24) mit o — 0 entspricht.

Die bis hierhin beschriebenen MaBnahmen zur Anpassung der Schrittweite regelmifBig nach durch-
gefiihrter Iteration sind bereits ausreichend, um das Kriterium o < ayy, fiir jeden Trajektorien-
schritt sicherzustellen. In Bereichen starker Verringerungen der groBtmoglichen Schrittweite zur
Erfiillung des Kriteriums werden aber mehrfache Wiederholungen der Iteration nétig, was sich
unvorteilhaft auf die Berechnungszeit auswirkt. Bei einer deutlich geringeren Wahl des Parame-
ters c,oq Wiirde dieses Problem zwar nicht auftreten, allerdings wiirden dann hédufig Schrittweiten
verwendet werden, die viel kleiner als notig wiren. Dadurch wiirde sich die Gesamtanzahl der
Trajektorienschritte erhohen, was insgesamt wieder mehr Iterationen bedeutete.

Stattdessen wird mithilfe der Richtung am Startpunkt der Iteration (vgl. Abb. 4.11(a)) die zu er-
wartende Richtungsidnderung geschitzt. Dabei wird ausgenutzt, dass fiir kleine oy, folgt, dass

ar Lr, 4.25)

gilt, was gleichbedeutend damit ist, dass der Abstand von Startpunkt P; der Iteration und iterierter
Lage von P; zueinander viel geringer ist, als deren Abstinde zu P(. Darauf aufbauend wird ange-
nommen, dass die Richtung ; zur Bestimmung von «(¢;) (was dort eigentlich die Richtung an
der iterierten Lage P, ist) mit ¢; am Startpunkt der Iteration vor deren Durchfiihrung abgeschitzt
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werden kann. Die auf diese Weise abgeschitzte Richtungsinderung heille &. Vor Beginn der Ite-
ration wird gepriift, ob die geschitzte Richtungsinderung das Kriterium & < ay;y,, erfiillt. Wenn
nicht, wird angenommen, dass die tatsiichliche Anderung o nach der Iteration ebenfalls zu grof
sein wird und diese Iteration kein im Sinne von «y;y, zuléssiges Ergebnis liefern wird. Darum wird
die Schrittweite solange durch

T = Cred T (4.26)

verringert und damit & neu geschitzt, bis & < ayy, erfiillt ist. Erst dann wird die Iteration ge-
startet. Mehrfache Iterationen werden auf diese Weise praktisch vermieden. Abbildung 4.14 zeigt
eine mit der beschriebenen Schrittweitensteuerung ermittelte Trajektorie. Deren Segmente sind mit
abwechselnder Strichstirke dargestellt, um die Schrittweiten erkennbar zu machen. Bei dieser Er-
mittlung wurden die folgenden'® Parameter gewihlt: ovip, = 185> Cred = 0,9, Tmax = %lchar, wobei
fiir [,y die kleinste Bauteilausdehnung (hier die vertikale Bauteilabmessung) angesetzt wurde.
Der Startpunkt wurde wie in Abb. 4.7(b) asymmetrisch gewihlt.

= T'max

Abbildung 4.14: Anwendungsbeispiel zur Schrittweitensteuerung, Trajektorienschritte mit ab-
wechselnder Strichstirke dargestellt, Schrittweitenbegrenzung r,,,, maBstiblich

4.2.6 AbbruchKkriterien

In Ergénzung zu den beiden vorigen Abschnitten sei zunidchst noch angemerkt, dass nicht prin-
zipiell ausgeschlossen werden kann, dass im Zuge der beschriebenen Schrittweitensteuerung die
Schrittweite r bei sehr kleinen Werten aufgrund der begrenzten Maschinengenauigkeit (epsilon)
als identisch null verarbeitet wird, insbesondere in unmittelbarer Nihe isotroper Punkte. Das Er-
reichen von » = 0 infolge einer Schrittweitenverringerung wird daher als Abbruchkriterium for-
muliert, da eine Fortsetzung mit groBBerer Schrittweite offenbar nicht zuverléssig gelingt und eine
Fortsetzung mit = 0 nicht moglich ist. Dieser Fall tritt allerdings hochst selten ein, wenn dessen
Auftreten nicht bewusst provoziert wird.

Das bedeutendste Abbruchkriterium stellt das Uberschreiten eines Randes dar. Ausgehend von ei-
nem Startpunkt, der innerhalb des Bauteils liegen muss, ist also bei jedem Trajektorienschritt zu
priifen, ob der ermittelte Punkt P; auch noch innerhalb des Bauteils liegt. Wenn nicht, ist die Tra-
jektorienermittlung in diesem Richtungssinn (Halbtrajektorie gemédfl Abs. 4.1) abzubrechen. Der
Schritt, bei dem P, erstmalig auBlerhalb des Bauteils gefunden wird, kann verworfen oder besser

8 Die maximale Schrittweite 7., wurde aus Griinden der Erkennbarkeit der einzelnen Segmente in Abb. 4.14 recht
grof3 gewihlt. Ansonsten wird 1y, = ﬁlchar verwendet, sodass auch eine ausreichende Auflosung fiir die Farb-
skalendarstellung nach Abs. 4.2.7 erreicht wird.
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mit dem Rand verschnitten werden, sodass die Trajektorie genau am Rand endet. Von entschei-
dender Bedeutung ist hierfiir, dass fiir einen beliebigen Punkt festgestellt werden kann, ob dieser
innerhalb oder auBerhalb des Bauteils liegt. Auf den menschlichen Betrachter wirkt diese Frage
banal, weil die Antwort einem Bild mit einer Fliche und einem Punkt sofort entnommen werden
kann. Eine algorithmische Umsetzung zu dieser Entscheidungsfindung ist allerdings nicht ganz so
einfach.

Dazu wird ein Verfahren aus dem Bereich Computergrafik verwendet. Mithilfe eines Punktes A,
der definitiv auBBerhalb des Bauteils liegend gewihlt wird, kann eine Verbindungslinie zwischen
den Punkten A und P, konstruiert werden. Ist deren Anzahl der Schnitte mit dem Bauteilrand unge-
rade, liegt P, innerhalb des Bauteils, andernfalls aulerhalb. Die Abbildungen 4.15(a) und 4.15(b)
zeigen dies anschaulich.

Infolge der Randdefinition gemil3 Abb. 4.4 sind die extremalen Koordinaten x iy, maxs Ymin Und
Ymax aller vorliegenden Polygonstiitzstellen bekannt. Die Koordinaten (x4, y) des Punkts A wer-
den gewdhlt mit

|:IA:| _ |:~rmax + CAz (xmax - xmin) ’ (427)
Yya Ymax + CAy (ymax - ymin)

worin positive Werte fiir ca, und ca,, sicherstellen, dass der Punkt auBerhalb liegt. Gewihlt wird
zunichst willkiirlich ¢y, = cay = % Zur Zihlung der Randschnitte werden alle definierten Réander

A A
b

(a) ein einfacher Randschnitt, P, innerhalb (b) zwei einfache Randschnitte, P, auflerhalb

A A

“
P,
P,

(c) ein doppelter Randschnitt, Py innerhalb (d) ein doppelter Randschnitt, P; auferhalb

Abbildung 4.15: Feststellung der Lage eines Punktes innerhalb oder auflerhalb des Bauteils
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segmentweise untersucht. Anfangs- und Endpunkt eines Segments seien mit R und R’ bezeich-
net. Das untersuchte Randsegment und die Verbindung der Punkte A und P; werden durch die
Geradengleichungen

IR TR — IR
)= + trpy und 4.28a
JRR {yR] RR [ U — ?JPJ ( )
TA Ip, — TA
= + tap, ! 4.28b
A LJJ AP [ypl - ?JA} ( )

rA —Tr) (Yp, — Ya)

) — (
trpy = 4,29
" Ty = y) (2p, — 7a) — (o1 — 7n) (4, — ya) (.25
tap, = (yA - yR) ($Rf - $R) - (IA - iER) (?JR/ - ?JR) ' (4.29b)
(yr' — yr) (TP, — ¥a) — (¥R — 2R) (YP, — YA)

Entscheidend sind nur Schnitte, die auf den Strecken AP; und RR’ liegen. Demnach muss gelten
0<tap, <1, (4.30)

wobei die Lage von P; auf dem Rand als innerhalb gewertet wird. Ist diese Bedingung erfiillt,
werden daraufhin drei Fille unterschieden.

Wenn
O0<tprr <1 (431)

erfiillt ist, liegt der Schnittpunkt auf dem Rand zwischen R und R/, die festgestellte Anzahl von
Randschnitten wird um 1 erhoht.

Ansonsten, wenn
thkw =0 V tgr =1 (4.32)

ist, liegt der Schnittpunkt auf einer Ecke und schneidet zwei Polygonsegmente in demselben Punkt.
Wie es in den Abbn. 4.15(c) und 4.15(d) zu erkennen ist, kann in einem solchen Fall nicht entschie-
den werden, ob der Punkt innerhalb oder aulerhalb liegt. Daher wird der Punkt A verschoben,
beispielsweise durch folgende Anderung einer Koordinate:

._ CAy

Ya = YA + 100 (ymax ymm) . (433)
Da alle Randabschnitte mit demselben Punkt A zu priifen sind, muss die bereits festgestellte An-
zahl von Randschnitten verworfen und die Untersuchung erneut fiir alle Randabschnitte durch-
gefiihrt werden. Ist neben Bedingung (4.32) zusitzlich t4p, = 1, dann liegt P; auf einer Poly-
gonstiitzstelle des Randes, demnach auf dem Rand und somit nicht auBerhalb des Bauteils. Die
weitere Uberpriifung konnte daraufhin abgebrochen werden. Das Eintreten dieses Falls ist aller-
dings so unwahrscheinlich, dass die Inkaufnahme einer Verschiebung von A sinnvoller ist, als die
sonst erforderliche zusitzliche Priifung dieser Bedingung.

Ist Bedingung (4.30) nicht erfiillt oder unter Erfiillung von (4.30) weder (4.31) noch (4.32) erfiillt,
wird mit der Untersuchung des ndchsten Randpolygonsegments fortgefahren und die Anzahl der
festgestellten Randschnitte nicht erhoht.
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Fiir geschlossene Trajektorien (vgl. Abb. 2.11(a) und 2.11(b) sowie Abb. B.3) bedarf es eines
zusitzlichen Abbruchkriteriums, da bei deren Ermittlung nie der Bauteilrand iiberschritten wird.
Es sind hier verschiedene Ansitze denkbar. Der gewihlte Ansatz verwendet eine Gerade g;, durch
den Startpunkt der zu ermittelnden Trajektorie senkrecht zur dortigen Richtung ¢y, die wihrend
der Ermittlung nicht verdndert wird und als eine Art Barriere dient.

erstmaliges
8C8)

\
| |
. | |
Uber- | |
/ schreiten | / !
/ / / /
f 4 ! ! /
I / / /! /
| 9o / | zweites /
I I Uber-
| | | |
| |

| schreiten |

\ | \ |
\ \ \ \

L=l 2 L=l 2

(a) Barriere gy, erstmalig tiberschritten (b) Barriere g1, zum zweiten Mal iiber-
schritten

Abbildung 4.16: SchlieBung einer geschlossenen Trajektorie als Abbruchkriterium

Die Abbildungen 4.16(a) und 4.16(b) zeigen einen Ausschnitt aus Abb. B.3 bei der Ermittlung
einer geschlossenen Trajektorie; eingetragen ist jeweils die Barrieregerade gy,. Es lésst sich beob-
achten, dass fiir diesen Fall beim zweiten Uberschreiten offenbar die Trajektorienermittlung ab-
zubrechen ist. Als alleiniges Kriterium geniigt das Vorliegen dieses Sachverhalts allerdings nicht.
Das Beispiel’in Abb. 4.17 zeigt, dass bei geschlossenen Trajektorienverliufen mit Wendepunkten
abhingig von der Startpunktwahl auch mehr als zwei Schnitte mit der Barriere auftreten konnen,
ausdriicklich in Abb. 4.17(c). Dabei ist aber die Anzahl der Schnitte mit der Barriere bei Erreichen

_> 4_
™1,

_> <_
.—’ 4—
_> 4_.
_> <_

O .

(a) Statisches System (b) Barriere g1, mit zwei Trajek- (c) Barriere g, mit vier Trajekto-

torienschnitten rienschnitten

Abbildung 4.17: Zur Formulierung des Kriteriums fiir die SchlieBung einer Trajektorie
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des Ausgangspunkts immer gerade®’. Neben der Geradzahligkeit der Anzahl der Barriereschnitte
ist demnach auch die Stelle eines geradzahligen Schnittes mit der Lage des Startpunkts zu ver-
gleichen. Hierzu wird der Abstand des festgestellten Schnittpunkts zum Startpunkt ermittelt, der
theoretisch exakt null wire. Durch den Nidherungscharakter des interpolierten Spannungszustands
und der Pfadverfolgung wird dieser allerdings bestenfalls unbedeutend klein. Zur Beurteilung, ob
der festgestellte Abstand ,klein* ist, ist ein maximal tolerierter Abstand Ay, festzulegen. Die
Verwendung von Ay, i1 := rmax Wire eine einfache Moglichkeit, wiirde aber die Ausdehnung des
Trajektorienverlaufs nicht beriicksichtigen. Alternativ kann ein Bruchteil des beim ersten Barrie-
reschnitt festgestellten Abstands Ay, verwendet werden. Bei Startpunkten nahe eines isotropen
Punkts ineinandergreifenden Typs kann sich dieser allerdings ungeeignet klein ergeben. Daher
wird schlicht der Mittelwert der bei der Ermittlung der Trajektorie bereits aufgetretenen Abstin-
de zwischen Barrierenschnittpunkten und Startpunkt als Referenz Ay, ,¢ angesetzt. Mit anfinglich
Ay et = 0 wird bei jedem ¢-ten Barrierenschnitt der Mittelwert berechnet mit

(4.34)

und
Ab tol 1= Cpred Db ref mit 0 < chrea K 1 (4.35)

festgelegt. Fiir ¢y, ;oq Wird der Wert 0,02 vorgeschlagen und verwendet.

4.2.7 Ergebnisausgabe

Die berechneten Trajektorien werden in einzelnen Dateien abgespeichert, wofiir erneut ein neu-
trales Format gewihlt wurde. In einer solchen Datei werden alle berechneten Stiitzstellen einer
Trajektorie in geordneter Reihenfolge in Form der Stiitzstellen-Koordinaten und der dortigen zu-
gehorigen Hauptspannung abgespeichert. Abbildung 4.18 zeigt beispielhaft fiinf Zeilen einer sol-
chen Datei. Die zwei mit unterschiedlichem Richtungssinn berechneten Halbtrajektorien sind ggf.

5.417215502088363e+02,9.279141187996454e+01,-2.617366667553032e+00
5.444347846556265e+02,8.734644875520479%e+01, -2.708466678700138e+00
5.468940772646710e+02,8.220283015639767e+01,-2.810827076414484e+00
5.492525895182351e+02,7.705864323902399e+01, -2.926596579340048e+00
5.514298504912534e+02,7.209306849155159e+01, -3.035439058181552e+00

Abbildung 4.18: Datenformat fiir die Speicherung berechneter Trajektorien, je Zeile z, y, oy einer
Trajektorienstiitzstelle

geeignet zusammenzusetzen®!. Liegen diese beiden als zwei mit Abb. 4.18 vergleichbare Listen
vor, die beide mit einem gemeinsamen Startpunkt beginnen, wird die Zeilenreihenfolge einer der
beiden Listen umgekehrt und diese anschlieBend der anderen Liste vorangestellt.

Zur Darstellung der Bauteilumrisse wird noch einmal auf die Randdefinition nach Abb. 4.4 zu-
riickgegriffen.

19 Ein vollstindiges Trajektorienbild dieses Beispiels ist im Anhang in Abb. B.15 angegeben.

20 Theoretisch konnte der Trajektorienverlauf die Barriere auch nur tangieren. Das Eintreten dieses Falls ist aus nume-
rischer Sicht allerdings mindestens hochst unwahrscheinlich; ggf. wire solch eine Stelle nicht als Schnitt mit der
Barriere zu werten, da diese nicht iiberschritten wird.

21 Entfillt bei geschlossenen Trajektorien.
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Die grafische Ausgabe wird mittels Ausgabe in eine Grafikdatei und deren anschlieBender Anzei-
ge mit einem kompatiblen Grafikprogramm realisiert. Als Grafikformat wurde das SVG-Format
(Scalable Vector Graphics) gewihlt. Bei klassischen Schwarz-Weil3-Darstellungen von Trajektori-
enbildern konnen Druck- und Zugspannungen durch verschiedene Linienarten voneinander unter-
schieden werden. Abbildung 4.19 zeigt eine solche Umsetzung fiir das System aus Abb. 2.2. Darin
sind die Trajektorien bei Zugspannungen durchgezogen und bei Druckspannungen gestrichelt dar-
gestellt.

---- Druckspannungen
— Zugspannungen

Abbildung 4.19: Klassische Schwarz-Wei3-Darstellung des Trajektorienbilds fiir das System nach
Abb. 2.2

Zur Darstellung der tatsdchlichen Groen der Hauptspannungen ist diese Darstellung allerdings
nicht geeignet. Deren Darstellung erfolgt iiber einen FarbmalBstab, die Zugspannungen Rot und
Druckspannungen Blau zuordnet (Abb. 4.20). Die Angabe der betragsmifBigen Groen der Haupt-
spannungen erfolgt mithilfe der Farbsittigung, wobei minimaler Betrag einer Hauptspannung mit
minimaler Farbsittigung in Zusammenhang gebracht wird, sodass Trajektorien in Bereichen des
Spannungswerts null die Hintergrundfarbe annehmen bzw. weill werden.

|
Druckspannungen 0 Zugspannungen

Abbildung 4.20: Farbskala zur Darstellung der Hauptspannungsgroflen in Trajektorienbildern

Bei diesem Vorgehen wird der praktische Aspekt bei der Verwendung von Trajektorienbildern
als Bemessungshilfe unterstellt bzw. beriicksichtigt, dass Hauptspannungen um null nicht bemes-
sungsrelevant sind und daher deren Richtungen auch nicht von Interesse sind. Der verwendete
FarbmaBstab blendet Trajektorienbereiche aus dem Trajektorienbild zunehmend aus, je mehr sich
die zugehorige Hauptspannung dem Wert null nihert.

Abbildung 4.21 zeigt das zuvor angefiihrte Trajektorienbild unter Verwendung des eingefiihrten
FarbmaBstabes mit unterschiedlicher Skalierung. Die grofte Hauptspannung aller dargestellten
Trajektorien ist mit o,,,, bezeichnet (in diesem Beispiel eine Zugspannung), die kleinste vor-
kommende Hauptspannung (hier eine Druckspannung) mit o,,;,. In Abbildung 4.21(a) wird der
FarbmaBstab anhand der extremalen Hauptspannung — dem Betrage nach max (|0pmax| , |Omin|) —
bemessen. Die volle Farbsittigung wird bei Zug- und Druckspannungen bei gleichem Spannungs-
betrag dargestellt. Farbsittigung und Spannungsbetrag sind auf diese Weise proportional.

Bei Spannungszustidnden, bei denen extremale Hauptzug- und Hauptdruckspannungen auftreten,
die betragsmiBig quantitativ sehr unterschiedlich sind, fiihrt dies dazu, dass der Wertebereich der
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Spannungen mit dem betragsmifig kleineren Extremum (entweder die Zug- oder die Druckspan-
nungen) nur durch ein kleines Intervall des FarbmaBstabs mit geringer Séttigung abgebildet wird —
in diesem Beispiel (Abb. 4.21(a)) werden die Hauptzugspannungen nur iiber das Intervall |0, 0.y
des FarbmaBstabes abgebildet; Séttigungen oberhalb von o, treten in dem Trajektorienbild nicht
auf.

Zur vollstindigen Ausschopfung aller Sittigungsgrade konnen Zug- und Druckbereich des Farb-
malistabes separat anhand der jeweils extremalen Spannung skaliert werden, wie es Abb. 4.21(b)
zeigt. Darin ist die Rot-Séttigung proportional zur Zugspannungsgrofle und separat die Blau-
Sittigung (betragsmiBig) proportional zur Druckspannungsgrofle. Die allgemeine Proportionali-
tdat von Sittigung und betragsméifiger Spannungsgrofe ist allerdings nicht mehr vorhanden. Die
Skalierung des FarbmafBstabes anhand der extremal auftretenden Werte ist zumeist Voreinstellung
gingiger Postprocessing-Module (vgl. Abs. 2.2), wie es die Abbn. 2.3, 2.4 und 2.6 zeigen; eine
intuitive Unterscheidbarkeit von Druck- und Zugspannungen ist dort aufgrund des nicht problem-
spezifisch ausgelegten Farbmalstabes allerdings nicht gegeben.

Werden die Trajektorien in Bereichen vergleichsweise geringer Spannungsbetrige unerwiinscht
stark ausgeblendet, kann eine Anpassung des FarbmaBstabes durch Verwendung zusitzlicher,
durch den Anwender zu definierender Schwellenwerte angepasst werden, wofiir Abb. 4.21(c) ein
Beispiel zeigt. Im Zugbereich des FarbmaBstabs ist der Schwellenwert oy;,,, 4 eingefiihrt worden, ab
dem die Hauptspannungsgréfe mit voller Farbsittigung dargestellt wird. Auf diese Weise nimmt
die Sittigung auch im Bereich kleinerer Spannungen (im Zugbereich |0, oy, [) zu. Allerdings
sind daraufthin SpannungsgroBen im Bereich [0y, 1, 0max] im Trajektorienbild nicht mehr unter-
scheidbar. Gleiches gilt sinngemil fiir den Druckbereich des FarbmafBstabs mit dem Schwellen-
wert olim— -

Es ist ausdriicklich darauf hinzuweisen, dass die Angabe eines solchen Trajektorienbilds grund-
sitzlich die Beigabe des verwendeten FarbmaBstabes erfordert.
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Finax = 2,806 p

(/// \\\\\) Opin = — 7,970 p

(a) Skalierung des FarbmaBstabes auf Basis des betragsmiBig groften Extremums der Hauptspannungswer-
te, Farbsittigung proportional zum Betrag der Hauptspannung

Omax = 2,806 p

(/(7/ \\"\\\) O ppin = _7,970 P

(b) Skalierung des Farbmaf3stabes auf Basis der Extrema der Hauptspannungswerte, Rot-Farbsittigung pro-
portional zum Betrag der Hauptzugspannung, Blau-Farbsittigung proportional zum Betrag der Haupt-

druckspannung
O max = 2,306 p
Olim+
0
Olim—
Omin = _77970 p

(c) Limitierte Skalierung des Farbmalstabes zur besseren Erkennbarkeit von Trajektorien in Bereichen be-
tragsmiBig kleiner Spannungen

Abbildung 4.21: FarbmaBstébliche Darstellungen des Trajektorienbilds fiir unterschiedlich skalier-
te FarbmaBstiibe fiir das System nach Abb. 2.2

22 Die Druckbeanspruchung am oberen Bauteilrand in Abb. 2.2 ist hier in Abb. 4.21 betragsmiBig mit p bezeichnet.
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5 Anwendungsbeispiele (2D): Vergleich mit Literatur und Diskussion
5.1 Vergleich mit Literaturbeispielen und -angaben

In diesem Abschnitt werden mit dem in Kap. 4 beschriebenen Verfahren berechnete Trajektorien-
bilder einigen teils populdren und vielfach zitierten Trajektorienbildern gegeniibergestellt.

Zunichst wird noch einmal auf die Abbildungen 2.8 und 2.10 Bezug genommen, in denen of-
fensichtliche Unstimmigkeiten bei einigen Trajektorienbildern aus der Literatur hervorgehoben
wurden. Zur Berechnung des Spannungszustands der in Abb. 2.8(a) gezeigten gemauerten Wand-
scheibe wurde hier fiir Mauersteine und Mortelfugen gleiches, linear elastisches Materialverhalten
angesetzt und die seitlichen Rénder wurden als freie Rénder betrachtet. Die Quelle macht hier-
zu keine Angaben. Abbildung 5.1(a) zeigt das berechnete Trajektorienbild samt zur Darstellung
angewandtem FarbmaBstab. Zu Vergleichszwecken ist in Abb. 5.1(b) das in griin dargestellte Ori-
ginal aus Abb. 2.8(a) mit dem berechneten Trajektorienbild (aus Abb. 5.1(a), nur in klassischer
Darstellung) iiberlagert worden. Die Zuordnung von durchgezogenen und gestrichelten Linien zu

2p
0
(- \‘
)lu |) |
— |
-
\
—4p
Lt 1t ft 1t tr
(a) berechnetes Trajektorienbild in Farbskalendarstel- (b) Trajektorienbild aus der Literatur in (vgl.
lung Abb. 2.8(a)), tberlagert mit Schwarz-Weil3-

Darstellung des berechneten Trajektorienbilds

Abbildung 5.1: Trajektorienbild einer gemauerten Wandscheibe, Vergleich zwischen Berechnung
und Bild in [POHL et al. 1992], [SCHNEIDER et al. 1999]

Druck- und Zugspannungen ist im Literaturbeispiel umgekehrt. Beim Vergleich der beiden Bilder
fallt auf, dass deren Trajektorienverldufe insgesamt wenig Gemeinsamkeiten aufweisen. Der im
berechneten Trajektorienbild knapp unter der Oberkante etwa mittig auftretende isotrope Punkt
ineinandergreifenden Typs ist im Literaturbeispiel nicht vorhanden.

In Abbildung 2.10 wurde ein Trajektorienbild fiir einen scheibenartigen Schnitt einer Platte mit
aufstehender Stiitze gezeigt. Da zu der angedeuteten Bewehrung in [STOPP 2010] keine konkreten
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Angaben gemacht werden und der Einfluss von Bewehrung auf das Trajektorienbild im ungerisse-
nen Zustand bei den iiblichen Materialpaarungen (Stahl in Beton) nicht bemerkenswert ist, wurde
bei der Berechnung des Spannungszustands auf eine Beriicksichtigung von Bewehrung verzich-
tet. Es ist dem Kontext zu entnehmen, dass die abgeschnitten dargestellte Stiitze unter vertikaler
Druckbeanspruchung steht, da in der Abbildung die Angabe einer Belastung fehlt. Unter der An-
nahme, dass dieses Problem iiberhaupt als Scheibenproblem behandelbar ist, stellt Abb. 5.2(a) ein
hierzu berechnetes Trajektorienbild dar. In Abbildung 5.2(b) wurde analog zum vorigen Beispiel
erneut das Literaturbeispiel mit dem berechneten Trajektorienbild iiberlagert. Der Vergleich zeigt

(a) berechnetes Trajektorienbild in Farbskalendarstellung

(b) Trajektorienbild aus der Literatur in (vgl. Abb. 2.10), iiberlagert mit Schwarz-Weil-Darstellung des be-
rechneten Trajektorienbilds

Abbildung 5.2: Trajektorienbild eines scheibenartigen Schnittes einer Platte mit aufstehender Stiit-
ze, Vergleich zwischen Berechnung und Bild in [STOPP 2010]

auch hier deutliche Unterschiede zwischen den vermuteten und den berechneten Trajektorienver-
laufen. Ein Vergleich mit Abb. 2.8(c) briachte noch groBere Unterschiede hervor. In jedem Fall tritt
auch hier (etwa in halber Hohe der Platte unterhalb der rechten Stiitzenbegrenzung) tatsidchlich
ein isotroper Punkt ineinandergreifenden Typs auf, der in den Literaturbeispielen offenbar nicht
vorkommt.
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(a) Trajektorienbild aus [LEONHARDT 1986]... (b) ... und dazu berechnetes Trajektorienbild
L (2)q
7~ ’ \ —2q

)
6 ; §~ ..‘) =
2 Qy / %q
(c) Trajektorienbild aus [LEONHARDT 1986]... (d) ... und dazu berechnetes Trajektorienbild

Abbildung 5.3: Trajektorienbild einer quadratischen Wandscheibe mit verteilter Last an Ober- bzw.
Unterseite, Vergleich von Berechnungergebnis und Bild aus [LEONHARDT 1986]
bei Annahme einer zwangfreien (horizontal verschieblichen) Lagerung

Wie in Abschnitt 2.3 bereits angedeutet, erfreuen sich Trajektorienbilder aus den Biichern von
LEONHARDT zu Vorlesungen im Massivbau groBBer Beliebtheit als plakative Beispiele in verschie-
densten Lehrveranstaltungen und auch wissenschaftlichen Arbeiten. Zwei dieser Bilder sind in
den Abbildungen 5.3(a) und 5.3(c) dargestellt, worin die nur halbseitig dargestellten Lasten als
iber die volle Breite wirkend zu verstehen sind. Anhand derer soll fiir eine quadratische Schei-
be der Unterschied zwischen Lasteintragung am oberen und unteren Rand gezeigt werden. In
Abbildung 5.3(a) lassen die am oberen, linken und rechten Rand auftretenden, nicht im rechten
Winkel zum Rand endenden Trajektorien eine gewisse Ungenauigkeit erahnen. Abbildung 5.3(c)
lasst hingegen grundsitzliche Unstimmigkeiten erkennen. Entlang der eingezeichneten Symme-
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trielinie zeigt das Trajektorienbild das aufeinanderfolgende Auftreten von drei isotropen Punkten
ineinandergreifenden Typs, was gemill [FROCHT 1941a] (dort S. 195, Abb. 6.19) bei einem sol-
chen Problem nicht moglich ist. Abgesehen davon miissten an den isotropen Punkten jeweils die
Hauptspannungen gleich sein, wihrend die vorgenommene Kennzeichnung von Zug- und Druck-
trajektorien dem eher widerspricht.

Daher wurde angestrebt, die Trajektorienbilder fiir diese beiden Probleme zu berechnen. Zur vor-
bereitenden Berechnung des Spannungszustandes kommt es bei der Modellbildung darauf an, ob
die Lagerungen als horizontal verschieblich zu verstehen sind oder nicht. Aufgrund der bildlichen
Darstellung, die andeutet, dass die Scheibe auf zwei darunter senkrecht stehenden Wandscheiben
gelagert ist, denen Biegeweichheit unterstellt werden kann, wurde zunéchst von einer zwangfrei-
en Lagerung ausgegangen. Die jeweils nebenstehenden Abbildungen 5.3(b) und 5.3(d) zeigen die
so berechneten Trajektorienbilder. Aufgrund der gewéhlten punktuellen Modellierung der Lage-
rungen treten dort rechnerisch verhiltnismiBig sehr groBe®*Spannungen auf. Damit im restlichen
Bauteil die Drucktrajektorien noch erkennbar sind, wurde der Farbmafstab wie dargestellt stark
beschrinkt.

Das Trajektorienbild in Abb. 5.3(b) ldsst knapp unterhalb der Bauteilmitte einen isotropen Punkt
nicht-ineinandergreifenden Typs und etwas darunter noch einen ineinandergreifenden Typs erken-
nen. Beide sind in Abb. 5.3(a) nicht vorhanden. Im zunéchst moglicherweise iiberraschend anmu-
tenden Trajektorienbild in Abb. 5.3(d) treten im unteren Bereich zwei isotrope Punkte ineinander-
greifenden Typs auf, wobei sich zwischen diesen ein isotroper Punkt nicht-ineinandergreifenden
Typs findet, den es in Abb. 5.3(c) nicht gibt. Die Modellierung der Lagerung als Punktlagerung ist
dafiir nicht ursidchlich; Abb. B.5 zeigt das Trajektorienbild vergleichend fiir eine verteilte Lager-
pressung.

In [LEONHARDT 1984] finden sich zwei Trajektorienbilder, die eigentlich das gleiche darstellen
sollen, wie jene in den Abbildungen 5.3(a) und 5.3(c) aus [LEONHARDT 1986]. Sie sind in den
Abbildungen 5.4(a) und 5.4(c) abgebildet. Auf den ersten Blick scheinen die Trajektorienbilder
gleich zu sein, sie sind es aber nicht. Beim Vergleich der inneren Zugtrajektorien (durchgezogene
Linien) der Abbildungen 5.3(c) und 5.4(c) ist dies miihelos erkennbar. Auch hier ist auf die Exis-
tenz isotroper Punkte ineinandergreifenden Typs zu schlieBen — ob es zwei oder drei sein miissten,
ist hier mangels Genauigkeit nicht zu erkennen.

Desweiteren sind die Lager nun durch Punktlagersymbole gekennzeichnet. Durch diese Anderung
passt der Verlauf der Drucktrajektorien in Auflagernihe nicht mehr zur dargestellten Lagerung,
da diese nun auf den Lagerpunkt zulaufen wiirden. Auflerdem ist den Lagersymbolen keine hori-
zontale Verschieblichkeit anzusehen. Allerdings sollten bei zwangfreier Lagerung und beidseitig
fester Lagerung durchaus Unterschiede im Trajektorienbild feststellbar sein. Da unklar ist, ob nun
zwangfreie oder feste Lagerung gemeint ist, wurden die Trajektorienbilder noch einmal fiir den
Fall der festen Lagerung berechnet. Sie sind in den Abbildungen 5.4(b) und 5.4(d) dargestellt.

Der Vergleich der berechneten Trajektorienbilder nach Lagerungsart zeigt einen bedeutenden Un-
terschied, was die Bauteilbeanspruchung betrifft: Die Zugspannungen im unteren Bereich entlang
des Randes sind bei fester Lagerung deutlich geringer. Auch die Verldufe der Drucktrajektorien
zwischen oberem und unterm Rand sind in den Abbildungen 5.3(b) und 5.4(b) teils deutlich ver-
schieden. Weitere Unterschiede lassen sich im Detail finden. Auf die Lagerungsart kommt es also
durchaus an, aber die Spezifizierung fehlt bei den zitierten Bildern.

23 Eine punktuelle Krafteintragung fiihrt theoretisch zu betragsmiBig unendlich groBen Spannungen (vgl. hierzu auch
Abs. 5.2.1). Die angewandte numerische Berechnung des Spannungszustands bildet jedoch keine Unendlichkeits-
stellen ab, sodass faktisch nur sehr groe Spannungswerte auftreten.
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(b) ... und dazu berechnetes Trajektorienbild
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(c) Trajektorienbild aus [LEONHARDT 1984]...
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(d) ... und dazu berechnetes Trajektorienbild

Abbildung 5.4: Trajektorienbild einer quadratischen Wandscheibe mit verteilter Last an Ober- bzw.
Unterseite, Vergleich von Berechnungergebnis und Bild aus [LEONHARDT 1984]
bei Annahme der symbolisch dargestellten horizontal unverschieblichen Lagerung

Es ist hier noch anzumerken, dass die in Abb. 5.4(d) bei genauerem Hinsehen unmittelbar in Nihe
des unteren Randes erkennbaren starken Richtungsidnderungen der Trajektorien nicht (nur) einer
Ungenauigkeit der Interpolation oder des Algorithmus geschuldet sind. Bereits bei der Richtungs-
kreuzdarstellung des numerisch berechneten Hauptspannungszustands sind diese Effekte zu erken-
nen. Es tritt schlicht eine dhnliche Konstellation wie in Abb. 5.3(d) hier ndher am Rand auf.

Abbildung 5.5 zeigt noch einmal das Trajektorienbild aus Abb. 2.9(a), hier nun im Vergleich zu
dem berechneten Trajektorienbild. Was die Trajektorienverlidufe anbelangt, ist das Bild aus [LEON-
HARDT 1986] recht gut. Im Bereich der groiten Zugspannungen, wo in diesem Beispiel die Tra-
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jektorien sehr dicht beieinander verlaufen, wurden im oberen Bild einige Trajektorien ausgesetzt.
Diese MaBBnahme zur Wahrung der Erkennbarkeit einzelner Trajektorien ist durchaus statthaft.
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(b) ...und dazu berechnetes Trajektorienbild

Abbildung 5.5: Trajektorienbild eines Balken auf zwei Stiitzen mit oberseitiger verteilter Last
und zwangsfreier Lagerung unten, Vergleich von Berechnungsergebnis und Bild
aus [LEONHARDT 1986]

Dass die Kennzeichnung als Zugspannungstrajektorien der am druckbeanspruchten, oberen Rand
senkrecht endenden Trajektorien nicht stimmt, wurde in Abs. 2.3 bereits erldutert. Ebenda wurde
beziiglich der Kennzeichnung der Trajektorienrichtungen in Hohe der Schwerpunktachse mit £45°
beziiglich der z-Achse®* auf das Folgende verwiesen:

Der Fall, dass die Hauptspannungsrichtungen um 45° von der z- und y-Richtung abweichen, tritt
(isotrope Punkte ausgenommen) genau dann auf, wenn die Spannungen o, und o, gleich sind.
Abbildung 5.6(a) zeigt hierzu drei Schnittfithrungen des Balkens. In Abbildung 5.6(b) sind iiber
die drei Schnitte die Spannungsverteilungen fiir o,, und o, aufgetragen. Der Fall 0, = o, fin-
det sich jeweils in Hohe des Schnittpunkts der beiden Graphen, der in allen Fillen oberhalb der
Schwerpunktachse liegt. Bei der BERNOULLIschen Balkentheorie wird die Spannung o, vernach-
lassigt und ist demnach quasi null tiber die gesamte Querschnittshohe. Demnach tritt der Winkel
von 45° dort auf, wo (auch) o, null ist. Nach der Balkentheorie ist dies bei reiner Biegung ohne
Normalkraft in Hohe der Schwerpunktachse. [LEONHARDT 1986] gibt die Beschrinkung dieser
Angabe auf die Balkentheorie an. Es ist allerdings fragwiirdig, ob eine fiir die Balkentheorie giil-
tige Angabe in einem Trajektorienbild angebracht ist, das einen Spannungszustand darstellt, der
ausdriicklich nicht der Balkentheorie entspricht, was der Darstellung in Lagernihe zu entnehmen
ist. Richtig ist natiirlich, dass die Stelle mit o,, = o0y, an einem Schnitt (i.S.v. Abb. 5.6(a)) je
ndher an die Schwerpunkthdhe heranriickt, desto groler die Balkenldnge ist — sie liegt bei die-

24 Koordinaten gemdl Abb. 4.3(a).
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ser Konstellation (Druckbeanspruchung gegeniiber des gelagerten Randes) trotzdem immer in der
Druckzone.
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(a) mechanisches Modell mit Kennzeichnung von drei Schnitten
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(b) Spannungen o, und o, aufgetragen iiber drei Schnitte

Abbildung 5.6: Spannungsschnitte des Systems aus Abb. 5.5, o,, = o, oberhalb der Schwer-
punktachse

Abbildung 5.7(a) zeigt eine Scheibe unter Einwirkung von Eigengewicht, die durch eine Zugbe-
anspruchung am oberen Rand und eine Druckbeanspruchung am unteren Rand im Gleichgewicht
gehalten wird. Abbildung 5.7(b) zeigt das hierfiir berechnete Trajektorienbild. Die vertikalen Tra-
jektorien verlaufen darin wie auch die zu ihnen orthogonalen® Trajektorien geradlinig. In [HOR-
MANN 2005] (dort S. 32) wird angegeben:

,Entlang einer Trajektorie kann sich dabei sowohl der Betrag, als auch das Vorzeichen der
betreffenden Hauptspannung édndern.

23 Die horizontalen Trajektorien sind bei dem verwendeten FarbmaBstab gem. Abs. 4.2.7 nicht sichtbar, da die zuge-
horige Hauptspannung null ist.
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Diese Aussage wird durch Abb. 5.7(b) gestiitzt. Es wird weiter beschrieben:

,Das hingt von der Kriimmung der dazu orthogonal verlaufenden Trajektorie ab. (...) (Es)
dndert sich in der vertikalen Trajektorie weder Betrag noch Vorzeichen, wenn die horizonta-
len Trajektorien nicht gekriimmt sind.*

Diese Aussage gilt hingegen offensichtlich nicht ohne Einschrinkung, wie es Abb. 5.7(b) ganz klar
zeigt. Belastungen, die nicht ausschlieflich am Bauteilrand eingetragen werden, miissten hierzu
ausgeschlossen werden, zu denen auch Volumenlasten wie Eigengewicht zdhlen. Gleiches gilt fiir
die spiter zur Thematik der Schrittweitensteuerung folgende Aussage

. Verlaufen die Trajektorien eher geradlinig, sind auch keine groeren Spannungsénderungen
zu erwarten.“

osesnf T 11

- 0,50gh
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gi 0 h 0
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(a) mechanisches Modell (b) berechnetes Trajektorienbild

Abbildung 5.7: Scheibe der Dichte p unter Eigengewicht (Fallbeschleunigung g)

Zur Thematik der Startpunktwahl und Startrichtung zur Ermittlung von Trajektorien wird in [HOR-
MANN 2005] (dort S.36f) weiterhin beschrieben, dass die Orte der Lasteinleitungen die Start-
punkte der Trajektorien seien. Gerade an Stellen, an denen der theoretische Spannungszustand
Singularitiiten aufweist, sei eine Festlegung einer Startrichtung ,,allein aus den Spannungswerten
besonders schwierig®. Abbildung 5.8(a) zeigt einen Ausschnitt eines Trajektorienbilds um eine
Einzellast wirkend auf eine Halbebene?. In der Tat ist es so, dass direkt am Angriffspunkt der
Kraft ' eine eindeutige Richtungsbestimmung auf Basis der Spannungskomponenten nicht nur
schwierig, sondern gar unmoglich ist. Der Schluss daraus kann nur lauten, dass solche Punkte als
Startpunkte ungeeignet sind. [HORMANN 2005] gibt dagegen an:

,»(...) die Neumann-Randbedingung, auch Kraftrandbedingung genannt, (gibt) als Quelle ei-
ner Trajektorie deren Initialrichtung zuverléssig vor.*

Diese Bedingung wiirde in Abb. 5.8(a) nur die vertikale Trajektorie ergeben. AnschlieBend wird
angegeben:

,Die Ausrichtung der Kraft ist klar definiert und zeigt direkt am Rand in Richtung der gro-
Beren Hauptspannung.*
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Die Aussage (,,Neumann-Randbedingung®) ist auch auf verteilte Lasten bezogen und an sich bes-
tenfalls betragsmifBig zu verstehen, da die vorzeichenmifige Umkehrung aller Belastungsgrofen
an einem System (zumindest bei linearer Elastizitét) keinen Einfluss auf den Verlauf der Trajekto-
rien hat. Einzig die Farbe bzw. Linienart, mit der die Trajektorien dargestellt werden, wiirde ggf.
davon beriihrt werden. Die Aussage miisste also fiir Zug- und Druckbeanspruchungen gleicher-
mafen gelten (vgl. auch oberen und unteren Rand in Abb. 5.7). Aber auch eine betragsmiBige
Interpretation verhilft der Aussage nicht zu Giiltigkeit. Bei dem Beispiel in Abb. 5.8(b) sind am
Rand der Belastung p die Hauptspannungen gleich grof3 (vgl. nachfolgender Abs.); im Beispiel in
Abb. 5.8(c) gilt die Aussage nur fiir die vertikalen Rédnder, nicht fiir die horizontalen.
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(c) Scheibe unter biaxialer Zugbeanspruchung

Abbildung 5.8: Trajektorienbilder einer Halbebene (Ausschnitte) unter Einzellast und verteilter
Last, basierend auf der analytisch exakten Spannungslosung nach [GIRKMANN
1959] und prinzipielles Trajektorienbild fiir eine biaxial zugbeanspruchte Scheibe

AbschlieBend ist anzumerken, dass die Wahl von Lasteintragungsstellen als Startpunkte zur Er-
mittlung von Trajektorien weder notwendig noch allgemein vorteilhaft ist. Nur wenn es aus
dsthetischen Griinden gewiinscht ist, dass die Trajektorienabstinde im Bereich eines bestimm-
ten, gleichmiéBig verteilt belasteten Rand moglichst gleich sind, wie es in Abb. 5.4(b) am oberen
Rand der Fall ist, kann die Abstandsbestimmung und Startpunktwahl i.S.v. Abs. 4.2.3 in Rand-
nihe niitzlich sein. Von einer Startpunktwahl genau auf dem Rand sollte abgesehen werden, damit
bei Fillen wie in den Abbildungen 5.8(a) und 5.8(b) keine der genannten Probleme auftreten.

26Die FarbmaBstibe wurden in Abb. 5.8 nicht mit dargestellt, da sie an dieser Stelle nicht von entscheidender Bedeu-
tung sind. Alternativ zur Schwarz-Weil3-Darstellung entsprechend Abb. 4.19 wurden in den Abbn. 5.8(a) und 5.8(b)
die Hintergriinde abgedunkelt, um Trajektorien zu Hauptspannungen nahe null sichtbar zu machen.
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5.2 Singularititen
5.2.1 Punkte uneindeutigen Spannungszustands

Bei bestimmten Randbedingungen kann der Spannungszustand an einzelnen Punkten uneindeutig
bzw. unbestimmt sein. Abbildung 5.9 zeigt hierfiir drei Beispiele. So lidsst beispielsweise bei einer
konzentrierten Einzellast normal zum Rand die analytische Spannungslésung (vgl. Anhang A)
keine eindeutige Aussage fiir die Stelle der Lasteinleitung zu. Bei dem Beispiel in Abb. 5.9(a)
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(a) konzentrierte Einzellast (b) geometrisch begrenzte Streckenlast (c) nicht rechtwinklige Ecke

Abbildung 5.9: Punkte uneindeutigen Spannungszustands (rot markiert)

lasst sich fiir o, nach GI. (A.2)*" kein (eindeutiger) Grenzwert an der Stelle der Lasteinleitung
bestimmen. Einerseits ergibt sich

Tim (lim 0y, (2.4) ) = —oc. 5.1)

andererseits ist

91611)1(1) (;1_% oy, y)) =0. (5.2)

Tabelle 5.1: Spannungs-Grenzwerte an den Begrenzungen (z==+d; y=0) einer begrenzten
Streckenlast gem. Abb. 5.9(b)

lim ( lim .. ) lim ( lim .. ) lim ( lim .. )
r—xdt \y—0— rz—+dFT \y—0— y—0— \z—=*d
p
Ozx (SL’, y) 0 —-P - 5
p
O'yy<l‘, y) 0 -p - 5
Ty (T, Y) 0 0 ig

?Die Last F greife beziiglich Abb. A.1 und GI. (A.2) an der Stelle £ =0 an.
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Ebenfalls uneindeutig ist der Spannungszustand an den (geometrischen) Begrenzungen einer
Streckenlast entsprechend Abb. 5.9(b). In Tabelle 5.1 sind fiir diese Stellen auf verschiedenen We-
gen bestimmte Grenzwerte fiir die Spannungskomponenten o, o,, und 7,, nach den Gln. (A.5)
bis (A.7) aufgefiihrt. Offensichtlich sind die Grenzwerte einer Spannungskomponente untereinan-
der nicht gleich und damit uneindeutig.

i l i l g
U5+ + ++ + [+ + +[+ + +[+ + F|+ + +[+ + F|+ + +|+ + +|+ + +[+ + +[+ + +[+ +\ 7
\+ + + + +[+ + +[+ + +]+ + +[+ +\\
e e e e o e e o o e I e e e A o e e e N e S e el e
l+ ++ + H[F o+ [+ H[F o+ [+ o+ H[+ o+ [+ o+ [+ o+ [+ + [+ o+ [+ [+ o+ [+ +i
R e L e R S T o R S e S B S o B ) S ) B o S RS +
e alle @ ol o ool o alle @ dle o oale o alls o o dls o alle o alls o oalls o ol o s & ]
I A o ] o ] o= P ) e EE S ) EoN ) Py
~— —— \\\‘ - \_‘\\ - -

(a) Ausschnitt um den Lasteinleitungsbereich einer begrenzten Streckenlast mit Darstellung einer FEM-
Diskretisierung (ABAQUS-Elementtyp CPS8)

-2d -d Ty A o
T == = | >
\
-2d -d Try A I \ 1 p
I 4 ! | B > \ 2
[

1P

e
___]_? 2 = — A A—A—]
5 p

(b) Verldufe der Spannungen o, und 7, der analytischen Losung (--,~,~) entlang der in (a) gekennzeichneten
Integrationspunktreihen (—,—,—) und numerisch ermittelte Spannungswerte an den Integrationspunkten (e,e,e)

Abbildung 5.10: Ungenauigkeiten der numerischen Spannungslosung in der Umgebung singulérer

Punkte unbestimmten Spannungszustands

Die giingigen Methoden zur numerischen Berechnung des Spannungszustands bilden derartige Lo-
sungsqualitdten nicht ab. Am Beispiel des in Abb. 5.9(b) skizzierten Problems wird in Abb. 5.10 ei-
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ne mit der Finite-Elemente-Methode numerisch berechnete Spannungslésung der analytisch exak-
ten Losung gegeniibergestellt. Abbildung 5.10(a) gibt hierzu eine Diskretisierung des Lasteinlei-
tungsbereichs an. Die innerhalb jeden finiten Elements eingetragenen neun Kreuze geben die Lage
der Integrationspunkte der verwendeten Elemente an, an welchen die Spannungsergebnisse letzt-
lich vorliegen. Entlang der farbig verbundenen Integrationspunktreihen sind in Abb. 5.10(b) je-
weils die Verldufe der analytischen Losung und die Ergebnisse an den Integrationspunkten fiir o,
und 7,,,*® eingetragen. Gut zu erkennen ist, dass die numerisch bestimmten Spannungswerte nahe
der dargestellten Stelle der Begrenzung der Streckenlast (z = —d) umso groB3ere Abweichungen
aufweisen, je ndher die betrachtete Integrationspunktreihe am oberen Rand liegt. Da an der Stel-
le (x = —d; y =0) selbst kein Integrationspunkt liegt, wird auf Basis der bekannten Punkte inter-
bzw. extrapoliert. Der Einfluss der ndchstgelegenen Punkte ist dabei i. d. R. am groBten, wobei dies
gerade jene mit den ungenauesten Ergebnissen sind. Demnach ist davon auszugehen, dass in der
nidheren Umgebung einer solchen Stelle der numerisch berechnete Spannungszustand mindestens
sehr ungenau ist, woraufhin folglich auch die ermittelten Trajektorienverldufe in diesen Bereichen
ungenau sein konnen.

TTA 56 TTA 56
0 > 01— >
X / oy
\_/
_p 4 _p 4
(a) Spannungen o,.., 0gg, Trg liber 6 (b) Spannungen 0, Oyy, Txy liber 0

Abbildung 5.11: Spannungsverteilungen einer Scheibenecke nach Abb. 5.9(c) fiir den Fall = %7‘1’,
aufgetragen tiber ¢

Bei der in Abb. 5.9(c) dargestellten Scheibenecke beliebigen Winkels S mit einer am Eckpunkt
(einseitig) begrenzten Streckenlast treten vergleichbare Probleme auf. Fiir den Winkel =7 ergé-
be sich die zuvor beschriebene Konstellation als Spezialfall. Die analytische Spannungslosung in
Polarkoordinaten nach den Gln. (A.9) bis (A.11) ist abhidngig vom Winkel # und unabhingig von
der Koordinate r, insofern unterscheidet sich die Losung fiir » =0 formal nicht von den Losungen
fiir » > 0. Abbildung 5.11(a) stellt den Verlauf der Spannungen bzgl. der Polarkoordinaten (r, )
dar. Fiir r = 0 fallen alle Winkel 6 € [0, 3] im Eckpunkt zusammen. Die Spannungswerte iiber 6
sind allerdings noch nicht direkt vergleichbar, da sich die zugehorigen Richtungen abhingig von ¢
dndern. Abbildung 5.11(b) gibt hierzu die transformierten Spannungen bzgl. der richtungsfesten
Koordinaten z und y an, die nun eindeutig erkennen lassen, dass der Spannungszustand im Eck-
punkt unbestimmt ist, da andernfalls die Verldufe am Eckpunkt iiber 6 konstant sein miissten. Der
Fall 3= 7 bildet eine Ausnahme; die transformierten Spannungen i. S. v. Abb. 5.11(b) ergeben sich
in dem Fall iiber 6 konstant zu 0, () =0, 0,,(0)=—p und 7,,(6)=0.

Eine Betrachtung als Grenzwertproblem fiir » — 0 ist formal ebenso durchfiihrbar. Aufgrund der
Unabhingigkeit der Funktionen von 7 ist der Grenzwert fiir r — 0 der Funktionswert selbst, der
von der Annzherungsrichtung, ausgedriickt durch 6, abhingig ist.

28 Auf die Angabe von o, wurde wegen der in diesem Bereich starken Ahnlichkeit der Verliufe zu oyy Vverzichtet.
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Zur abschlieBenden Betrachtung der Auswirkungen auf das Trajektorienbild gibt Abb. 5.12 zwei
Systeme zur Untersuchung einer stumpfen und einer spitzen Scheibenecke an. Darin sind die an-
schlieBend vergroBert dargestellten Ausschnitte farbig gekennzeichnet; Abb. 5.13 zeigt innerhalb
der Ausschnitte Trajektorienverldufe auf Basis der numerischen Spannungsermittlung (magenta)
und zu Vergleichszwecken nahegelegene Trajektorien der analytischen Spannungslosung (griin).
Zur Einordnung der Auflésung der verwendeten Diskretisierung sind die Rénder der finiten Ele-
mente als Raster hinterlegt (grau). Nennenswert fehlerhafte Trajektorienverldufe treten im Bereich
der direkt an den Eckpunkt anschlieBenden Elemente auf, was in beiden Fillen anhand der nicht
senkrecht zum Rand endenden Trajektorien deutlich zu erkennen ist. Im MaBstab des Gesamtsys-
tems betrachtet sind derartige Abweichungen allerdings hinnehmbar, wie es den Trajektorienbil-
dern in Abb. B.7 entnommen werden kann.

N P b 4 4

(a) (b)

Abbildung 5.12: Mechanische Modelle mit stumpfen und spitzen Scheibenecken i.S.v. Abs. A.2
zur numerischen Spannungsberechnung

(a) stumpfe Ecke (8= %w), Ausschnitt nach Abb. 5.12(a)  (b) spitze Ecke (5= iﬂ'), Ausschnitt nach Abb. 5.12(b)

Abbildung 5.13: Auswirkungen von singuldren Punkten unbestimmten Spannungszustands auf
Trajektorien numerisch ermittelter Spannungszustinde (~), im Vergleich Tra-
jektorien des analytisch exakten Spannungszustands (~); Detaildarstellungen zu
Abb. 5.12

In Abb. B.8 sind weitere Trajektorienbilder fiir verschiedene Eckwinkel 3 auf Basis der analyti-
schen Spannungslosung angegeben.
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5.2.2 Isotrope Punkte

Als isotrop werden Punkte bezeichnet, an denen die Hauptspannungen gleich sind. Im Falle glei-
cher Hauptspannungen sind alle Richtungen Hauptspannungsrichtungen, vgl. Abs. 3.3. In Ab-
schnitt 3.4 wurden isotrope Punkte bereits angesprochen; fiir den Fall singulidren Auftretens®
wurde nach ineinandergreifendem und nicht-ineinandergreifendem Typ unterschieden. Die Be-
griffe orientieren sich am Erscheinungsbild der Trajektorien im jeweils umliegenden Bereich. Zur
Charakterisierung wird im Folgenden der Begriff Masche verwendet. Unter Maschen sind die im
Trajektorienbild durch die Trajektorien begrenzten Flachen zu verstehen, vgl. Abb. 2.12(a). Ohne
Auftreten isotroper Punkte sind die Maschen durch vier Trajektorien berandet und die Maschen
weisen vier Ecken (vier Trajektorienschnittpunkte auf dem Maschenrand) auf.

Isotrope Punkte ineinandergreifenden Typs

Bei isotropen Punkten ineinandergreifenden Typs liegen die Mittelpunkte der Kriimmungs- bzw.
Schmiegekreise der Trajektorien auf der gleichen Seite der jeweiligen Trajektorie wie der isotrope
Punkt. Daraus folgt im Allgemeinen, dass sich zwei Trajektorien im Umfeld eines solchen Punkts
zweimal schneiden, sofern dieser nicht am Bauteilrand liegt. Die den isotropen Punkt beinhalten-
de Masche weist nur zwei Ecken auf und ist in Trajektorienbildern leicht zu identifizieren (vgl.
Abb. 5.3(c)). Spiegelsymmetrie der Trajektorien beziiglich einer Linie durch den isotropen Punkt,
wie sie Abb. 3.5(a) vermuten ldsst, tritt nur bei speziellen Systemsymmetrien auf, im Allgemeinen
hingegen nicht. Dazu zeigt Abb. 5.14 die Umgebung zweier isotroper Punkte ineinandergreifenden
Typs im Trajektorienbild des Systems in Abb. 5.12(a) in zwei VergroBerungsstufen. In den kreis-
formigen AusschnittsvergéBerungen ist jeweils die charakteristische ,,zweieckige* Masche dunkel
hinterlegt gekennzeichnet.

Abbildung 5.14: Trajektorien im Bereich isotroper Punkte ineinandergreifenden Typs am Beispiel
des Systems in Abb. 5.12(a), vgl. auch Abb. B.7(a)

Isotrope Punkte nicht-ineinandergreifenden Typs

Bei isotropen Punkten nicht-ineinandergreifenden Typs liegen die Mittelpunkte der Kriimmungs-
bzw. Schmiegekreise der Trajektorien hingegen auf der anderen Seite der jeweiligen Trajektorie
als der isotrope Punkt. Im Trajektorienbild entsteht um den isotropen Punkt meist eine sechseckige
Masche, wie es die Ausschnitte in Abb. 5.15 bereits angefiihrter Trajektorienbilder zeigen. Die ge-
nannten, immer geradzahligen Anzahlen der Maschenecken setzen voraus, dass der isotrope Punkt
innerhalb der Masche und nicht auf deren Rand liegt; dementsprechend darf dabei keine der die
Masche begrenzenden Trajektorien durch den isotropen Punkt verlaufen. Abbildung 5.15(d) zeigt
speziell die Umgebung eines isotropen Punkts auf dem Bauteilrand. Der die gefiillt hervorgeho-
bene Masche begrenzende obere Bauteilrand kann aufgrund der schubfreien Beanspruchung (vgl.

29 Alle unmittelbar benachbarten Punkte eines isotropen Punkts seien keine isotropen Punkte.
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Abb. 2.2) im Wesentlichen selbst als Trajektorie betrachtet werden; allerdings verliefe diese durch
den isotropen Punkt und widerspriche damit der zuvor genannten Voraussetzung. Unter Beachtung
der angedeuteten, schraffiert dargestellten Komplettierung der Masche iiber den Rand hinaus kann
letztlich ebenfalls eine sechseckige Masche erkannt werden.

e e St e e il et e i T Rttt P S e e

(b) zu Abb. 5.3(d) (d) zu Abb. 2.2 (e) zu Abb. B.3 und B.4

Abbildung 5.15: Trajektorien im Bereich isotroper Punkte nicht-ineinandergreifenden Typs in der
hdufigsten Erscheinungsform

Abbildung 5.15(e) zeigt anhand eines Ausschnittes des Trajektorienbilds in Abb. B.4(a) zwei iso-
trope Punkte nicht-ineinandergreifenden Typs in gewisser Nachbarschaft zueinander, ohne dass
dabei ein isotroper Punkt ineinandergreifendes Typs auftritt. Diese Tatsache steht den Auskiinften
in [WOLF 1976] und [FROCHT 1941a] entgegen, denen zufolge zwei benachbarte isotrope Punk-
te immer verschiedenen Typs sein miissten. Es ist zu vermuten, dass bei der Formulierung dieser
Aussagen zum Auftreten isotroper Punkte abwechselnden Typs Einfliisse etwaiger Aussparungen
nicht beriicksichtigt wurden. Bei weiterer Betrachtung des Trajektorienbilds in Abb. B.4(a) bzw.
B.4(c) sind noch weitere isotrope Punkte nicht-ineinandergreifenden Typs festzustellen, nimlich
am Rand der inneren Bohrung und rechts des in Abb. 5.15(e) dargestellten Ausschnitts an der
diagonalen Segmentbegrenzung.

Bei speziellen Symmetrien lassen sich auch Maschen mit mehr als sechs Ecken finden, wobei die
Anzahl der Ecken grundsitzlich geradzahlig ist. Abbildung 5.16(a) zeigt noch einmal das Tra-
jektorienbild fiir das nach Geometrie und Belastung dreifach rotationssymmetrische System aus
Abb. 2.13 mit einer den mittigen isotropen Punkt einschlieBenden sechseckigen Masche. Das Pro-
blem lésst sich verallgemeinern fiir 2n-eckige Scheiben mit (wegen der wechselnden Randlast)
n-facher Rotationssymmetrie, bei denen um den isotropen Punkt 2n-eckige Maschen auftreten.
Die Abbildungen 5.16(b) und 5.16(c) zeigen dies beispielhaft fiir n =4 bzw. n =6, wobei n nicht
geradzahlig zu sein braucht, aber fiir das Auftreten eines isotropen Punkts n > 3 sein muss.

Trajektorienverldufe fiir die Félle n=3 und n =4 wurden in Abs. 3.4 bereits aus [FROCHT 1941a]
zitiert (Abb. 3.5(b)). Diese zeigen zusitzlich Trajektorien, welche in oder durch den isotropen
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Punkt fithren, womit der isotrope Punkt auf den Réndern der dort zu erkennenden Maschen liegt.
Wie bereits beschrieben, ist dann die 2n-eckige Masche in diesem Kontext so nicht vorzufinden.

I A

L4 )P Ly

(a) 6-eckige Masche (n=3) (b) 8-eckige Masche (n=4)
L1 1 I
p p
p p

Ll
(c) 12-eckige Masche (n=06)
Abbildung 5.16: Trajektorien im Bereich isotroper Punkte nicht-ineinandergreifenden Typs

bei speziellen Symmetrien (Farbskalendarstellungen der Trajektorienbilder in
Abb. B.9)
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Isotrope Grenzen

In [FOPPL & MONCH 1972] (dort S. 35) wird angegeben, dass sich ein jedes Trajektorienbild ei-
nes ebenen Spannungszustands aus zwei Trajektorienscharen zusammensetzt, und zwar aus einer
Schar, die iiberall die grolere Hauptspannung o, wiedergibt, und aus einer dazu orthogonalen
Schar, der iiberall die kleinere Hauptspannung o2 zugehorig ist. Die Konsequenz ist, dass eine
jede Trajektorie in allen Punkten gleichermalen entweder mit der kleineren oder mit der grof3e-
ren Hauptspannung korrespondiert. Mit Blick auf das Trajektorienbild in Abb. 5.7(b) scheint diese
Angabe zweifelhaft, da die vertikalen Trajektorien offenbar am oberen Rand der gréeren Haupt-
spannung und am unteren Rand schlieBlich der kleineren Hauptspannung zugehorig sind.

Es wird beschrieben, dass die einer Trajektorie zugehorige Hauptspannung nur von o, zu o9 (bzw.
umgekehrt) wechseln kann, wenn die Differenz o1 — 05 zwischenzeitlich null wird. Fiir diesen Fall
verliefe die Trajektorie durch einen isotropen Punkt. Daraus wird korrekt gefolgert, dass die konse-
quente Zuordnung von groBerer bzw. kleinerer Hauptspannung iiber das gesamte Trajektorienbild
hinweg giiltig ist, wenn kein isotroper Punkt iibergangen wird. Was allerdings nicht unbedingt ge-
lingt, ist die folgend (aus o. g. Quelle) zitierte Vorgehensweise:

,,Man kann so, von Linien der einen Schar immer wieder auf solche der anderen Schar iiber-
wechselnd, das ganze Spannungsfeld bestreichen, ohne einen singulédren (isotropen) Punkt
iiberschreiten zu miissen; ...*

Bei einem punktuellen” Auftreten isotroper Punkte ist diese Beschreibung zutreffend. Der Span-
nungszustand des Problems in Abb. 5.7 ist allerdings in allen Punkten auf halber Hohe isotrop.
Damit gelingt es nicht, den vertikalen Trajektorien eindeutig die groere oder kleine Hauptspan-
nung zuzuschreiben, da immer ein isotroper Punkt tiberschritten werden muss, um von der oberen
in die untere Hilfte (bzw. umgekehrt) der Scheibe zu gelangen. Solch eine Linie isotroper Punkte
kann im Sinne der Uberschrift als eine isotrope Grenze fiir eine eindeutige Zuordnung von groBerer
oder kleinerer Hauptspannung zu einer Trajektorie angesehen werden.

Alternativ wire es iiberlegenswert, Trajektorien per Definition nicht iiber isotrope Punkte hinweg
zuzulassen. Als Begriindung konnte angefiihrt werden, dass Trajektorien an isotropen Punkten en-
den miissen, weil aufgrund der dort unbestimmten Hauptspannungsrichtungen nicht iiber die Fort-
setzungsrichtung der Trajektorie entschieden werden kann. Die im Trajektorienbild in Abb. 5.7(b)
durchgiingig erscheinenden vertikalen Trajektorien wéren bei dieser Sichtweise eigentlich zwei
Trajektorien, die mehr oder weniger zuféllig am gleichen isotropen Punkt enden. Daraufhin wi-
re eine eindeutige Zuordnung der groferen oder kleineren Hauptspannung zu jeder Trajektorie
wiederum ohne Einschriankung moglich.

Isotrope Gebiete

Neben punktuellem und linienférmigem Auftreten isotroper Punkte im Sinne der vorigen Ab-
schnitte konnen prinzipiell auch alle Punkte eines zweidimensionalen Gebiets isotrop sein. Da an
einem isotropen Punkt selbst keine eindeutige Bestimmung von Hauptspannungsrichtungen mog-
lich ist und dort alle Richtungen Hauptspannungsrichtungen sind, gilt dies konsequent auch fiir ein
solches Gebiet. Ein triviales Beispiel fiir das Auftreten eines isotropen Gebiets zeigt Abb. 5.17.
Abbildung 5.18(a) zeigt ein Trajektorienbild fiir dieses Problem. Die darin eingezeichneten Tra-
jektorien sind an den (schubfreien) Rindern zu diesen parallel bzw. orthogonal und entsprechen in
allen Punkten Hauptspannungsrichtungen. Die gleiche Beschreibung trifft aber auch auf das verzo-
gene Trajektorienbild in Abb. 5.18(b) zu. Bei einem isotropen Spannungszustand ist es allerdings
weder zwingend, dass die Trajektorien zueinander orthogonal sind, noch dass diese zu schubfreien
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Abbildung 5.17: System mit ausgedehntem isotropen Spannungszustand

Rindern parallel oder senkrecht verlaufen (vgl. Eigenwertproblem mit mehrfachen Eigenwerten
in Abs. 3.3). Diese Begebenheiten folgen bei anisotropen Spannungszustinden (also im Allgemei-
nen) als Resultat und sind daher keine Randbedingungen im eigentlichen Sinne, deren Erfiillung
notwendigerweise gefordert werden muss. So ist fiir den isotropen Spannungszustand jedes belie-
bige Trajektorienbild zuldssig, da die Trajektorien, ganz gleich wie sie verlaufen, in allen Punkten
Hauptspannungsrichtungen entsprechen.

()

0 p=01=0
Abbildung 5.18: Trajektorienbilder eines isotropen Gebiets

Wenn allerdings die Hauptspannungsrichtungen uneindeutig sind, ist es auch nicht sinnvoll, in
einem Trajektorienbild scheinbar eindeutige Richtungen einzutragen. Die Grofle der Spannungen
01 = 09 ist allerdings eindeutig und kann entsprechend des verwendeten Farbmaf3stabs kenntlich
gemacht werden. Abbildung 5.18(c) zeigt die Umsetzung, bei welcher jeder Punkt mit dem der dort
giiltigen Hauptspannung zugeordneten Farbwert dargestellt wird. Dabei entfallen die nur scheinbar
eindeutigen Richtungsinformationen, wie sie die zwei nebenstehenden Varianten aufweisen. In
diesem Beispiel ist die Hauptspannungsgrofe iiber das isotrope Gebiet konstant; das Beispiel lédsst
sich allerdings auch in der Weise abwandeln, dass die Hauptspannungsgrée verdnderlich ist, und
dennoch an jedem Punkt o, =05 gilt, wie es Abb. 5.19 zeigt. Ein weniger kiinstlich konstruierter,
aber in der Sache dem gleichkommender Fall wire der iiber die Tiefe verdnderliche hydrostatische
Spannungszustand eines Fluids.

Isotrope Gebiete wurden bei der Entwicklung des vorgestellten Algorithmus nicht beriicksichtigt,
da bei den beabsichtigten Anwendungsfillen solche Gebiete nicht auftreten, sondern nur in spezi-
ell konstruierten Beispielen vorkommen. Obendrein geniigen selbst bei tatsdchlich vorhandenem



5.2 Singularitéiten 83

7 2p
4% !
by
7x 0
e N
p
* l * =T

Abbildung 5.19: Isotropes Gebiet mit verdnderlicher Hauptspannungsgrofle

isotropen Gebiet kleinste Ungenauigkeiten der numerischen Spannungslosung oder deren Inter-
polation, um die Hauptspannungsrichtungen rechnerisch eindeutig bestimmt erscheinen zu lassen.
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5.3 Sensitivitiit gegeniiber kleinen Storungen

Dieser Abschnitt widmet sich den Auswirkungen kleiner Anderungen am zugrundegelegten Mo-
dell auf Trajektorienbilder, weil diese Aspekte bei der Interpretation von Trajektorienbildern be-
deutsam sind. Abbildung 5.20(a) zeigt eine Scheibe unter Eigenlast, wobei die Randlasten p an
den horizontalen Rindern mit der Eigengewichtskraft im Gleichgewicht stehen. Zusitzlich ist die
Scheibe durch die Randlasten p an den vertikalen Rdndern in Querrichtung gespannt, wodurch
der Spannungszustand entlang des oberen Randes isotrop ist. Das angegebene Trajektorienbild
entspricht sicherlich den Erwartungen.

Im Vergleich dazu wurden dem System in Abb. 5.20(b) geringfiigige Imperfektionen bei der Last-
aufbringung an den vertikalen Réndern hinzugefiigt. Diese modifizierten Randlasten stehen mitein-
ander zwar immer noch im Gleichgewicht, wirken aber nicht stetig entlang der Rénder. Die Aus-
wirkungen auf das Trajektorienbild am linken Rand sind iiberschaubar und kaum iiberraschend. In
Bauteilmitte gibt es keine nennenswerten Unterschiede. Aber im Bereich des oberen Randes ver-
dndert sich das Trajektorienbild stark. Dadurch, dass die Randlast am rechten Rand nicht mehr am
oberen Rand beginnt, sind die Punkte des oberen Randes nicht mehr durchgéngig isotrop. Statt-
dessen tritt im Bauteilinneren ein einzelner isotroper Punkt ineinandergreifenden Typs mit den
dargestellten Auswirkungen auf das Trajektorienbild auf. In der linken Hilfte des oberen Randes
tritt in Verbindung damit ein isotroper Punkt nicht-ineinandergreifenden Typs auf.
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(a) Trajektorienbild des Referenzssystems (b) Trajektorienbild bei geringfiigiger Modifikation

der Lasteintragung

Abbildung 5.20: Auswirkung kleiner Anderungen der Modellierung auf das Trajektorienbild am
Beispiel einer quadratischen Scheibe (Randlasten und Eigengewicht stehen in
beiden Fillen im Gleichgewicht)

Obwohl die Scheibe in beiden Fillen grob betrachtet gleich belastet ist, unterscheiden sich die Tra-
jektorienbilder zum Teil erheblich. Problematisch bei der Interpretation von Trajektorienbildern ist,
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dass der Betrachter ein geschultes Auge benétigt, um zu erkennen, dass es aus bemessungstech-
nischer Sicht keinen praktisch relevanten Unterschied zwischen diesen beiden Trajektorienbildern
gibt.

Als ein zweites Beispiel wird ein Probekorper aus der Materialforschung zu textilbewehrtem Be-
ton unter zweiaxialer Zugbeanspruchung angefiihrt. Textilbeton besteht aus einer Feinbetonmatrix,
welche mit Gelegen aus z. B. Glas- oder Carbonfasern bewehrt ist. Der zur Untersuchung des Mate-
rialverhaltens dieses Verbundwerkstoffs entwickelte Probekorper ist in Abb. 5.21 prinzipiell, aber
vereinfacht dargestellt. Der Probekorper besteht im Wesentlichen aus einem Lasteinleitungsbe-
reich (16 Laschen), einem Messbereich (griine Markierung) und einem Bereich zur Vergleichma-
Bigung des Spannungszustands im Sinne des Prinzips von ST.-VENANT (Bereich zwischen den 16
Laschen und dem Messbereich). Der Lasteinleitungsbereich wurde geschlitzt, um eine markante
Erhohung der Dehnsteifigkeit in der dazu senkrechten Richtung zu unterbinden. Die Lasteintra-
gung in die daraus resultierenden Laschen wurde hier vereinfachend durch die Randlasten p; und
po beriicksichtigt, was fiir die Betrachtungen in diesem Abschnitt vollig ausreichend ist. Die tat-
sdchliche Realisierung und die Geometrie des Probekorpers ist in [JESSE 2011] und [BEYER &
ZASTRAU 2011] beschrieben.

S

h V41
- iy
re=ts—— | _— —3
e Messbereich —
P —————— ———— —3%
] L

CI T

Abbildung 5.21: Vereinfachtes Modell eines Biaxialpriifkorpers aus der Materialforschung zu tex-
tilbewehrtem Beton nach [JESSE 2011], [BEYER & ZASTRAU 2011]

Es stellte sich die Frage, ob die im Experiment beobachteten Ausrichtungen der Risse der Be-
tonmatrix anhand der Richtungen der Hauptzugspannungen prognostiziert werden konnen. Ab-
bildung 5.22 zeigt zwei Trajektorienbilder innerhalb des Messbereichs. Im linken Bild wurden
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die Zugbeanspruchungen p; und p- gleich grol3 angesetzt. Das Trajektorienbild ist doppelt spie-
gelsymmetrisch, da System und Belastung doppelt spiegelsymmetrisch sind. Trotzdem kann von
einer Vergleichmifigung des Spannungszustands nicht die Rede sein; die Randstorungen durch
die Schlitzungen sind urséchlich fiir die Eindeutigkeit der Hauptspannungsrichtungen. Das rechte
Bild zeigt demgegeniiber die Trajektorien fiir einen Fall, bei dem die Zugbeanspruchungen p; und
po geringfiigig voneinander abweichen; konkret wurde p, mit 99% des Wertes von p; angesetzt.
Das Trajektorienbild sieht daraufhin vollig anders aus. Eine derart minimale Anderung der Bela-
stungsverhéltnisse liegt bei experimentellen Untersuchungen hingegen im Rahmen des iiblichen
Streubereiches und fiihrt zu keinen erkennbaren Unterschieden. Die Hauptzugspannungsrichtun-
gen lassen also keine Prognose des Rissbilds zu, zumindest solange diese auf Grundlage iiblicher
Vereinfachungen ermittelt werden:

Einerseits wurde fiir den Beton linear elastisches, homogenes, isotropes Materialverhalten unter-
stellt — nichts davon trifft tatsdchlich zu. Andererseits ist das Trajektorienbild dariiberhinaus fiir den
ungerissenen Zustand ermittelt worden. Tatsdchlich nehmen bereits eingetretene Risse Einfluss auf
den Spannungszustand, wodurch sich wihrend der Rissentwicklung zumindest lokal stidndig die
Hauptspannungsrichtungen dndern. Aulerdem spielen bei ,,schlagartiger* Rissentwicklung mog-
licherweise dynamische Aspekte eine bedeutende Rolle, die bei einer statischen Analyse keine
Beriicksichtigung finden.

b1

(a) Trajektorien fiir p; = po (b) Trajektorien fiir 0,99 p; = po

Abbildung 5.22: Trajektorienbilder innerhalb des in Abb. 5.21 gekennzeichneten Messbereichs

Dieses Beispiel zeigt — von den genannten, nicht beriicksichtigten Aspekten abgesehen — erneut
mogliche Schwierigkeiten bei der Interpretation von Trajektorienbildern auf. Die beiden gezeigten
Trajektorienbilder in Abb. 5.22 sollen den Spannungszustand eines praktisch gesehen in beiden
Richtungen gleich zugbeanspruchten Bauteils zeigen, vermitteln aber ein vollig unterschiedliches
Bild.

Die hier gezeigten Effekte treten in Bereichen #hnlich groBer Hauptspannungen auf. Kleinste An-
derungen beeinflussen das Auftreten isotroper Punkte stark, woraufhin sich das Trajektorienbild
optisch maBigeblich dndert. Es wire deshalb iiberlegenswert, bei einer nur geringen Differenz
01—05 ein Gebiet als isotrop zu werten und dieses im Sinne von Abb. 5.18(c) entsprechend darzu-
stellen. Dadurch lieBen sich die gezeigten, irrefithrenden Auswirkungen auf das Trajektorienbild
einschrinken.
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5.4 Genauigkeitsbeurteilung der erzielten Ergebnisse

Da bei der beschriebenen Anwendung des Algorithmus an verschiedenen Stellen Nédherungen
verwendet werden, ist den resultierenden Gesamtabweichungen nicht zu entnehmen, ob diese
maBgeblich Ungenauigkeiten des numerisch ermittelten Spannungszustands, der Interpolation des
Spannungszustands oder des Pfadverfolgungsalgorithmus zuzuschreiben sind. Sowohl die numeri-
schen Methoden zur Berechnung von Spannungszustidnden als auch die beschriebene Interpolation
sind etablierte Verfahren, deren Genauigkeitsuntersuchung den Entwicklern der jeweiligen Ver-
fahren obliegt. Zur Untersuchung der Genauigkeit des entwickelten Pfadverfolgungsalgorithmus
fiir sich wird daher angestrebt, andere Niherungseinfliisse zu eliminieren. Im Allgemeinen lie-
gen Trajektorien nicht als analytisch geschlossene Funktionen vor, selbst wenn der Spannungszu-
stand analytisch exakt vorliegt. Eine einfache Ausnahme bilden sicher die rotationssymmetrischen
Spannungszustdnde (vgl. Abb. 2.11), diese taugen allerdings hierfiir nicht, da als Ndherungsansatz
selbst ein Kreisbogensegment verwendet wird (Kap. 4) und damit die kreisformigen Trajektori-
en exakt gefunden werden konnten. Daher wird auf den direkten Bezug zu Spannungen fiir diese
Untersuchung verzichtet und es werden auf die Pfadverfolgung bezogen vergleichbare Probleme
herangezogen.

o 1 2 3 4 5 6 7 8=

Abbildung 5.23: Beispiel analytisch gegebener orthogonaler Kurvenscharen

Einer analytisch geschlossen vorliegenden Kurvenschar ist zueigen, dass fiir die Kurven dieser
Schar analytisch exakte Funktionen vorliegen, die als Referenz zur Beurteilung der Genauigkeit
numerisch ermittelter Kurven (i. S. v. Trajektorien) ideal sind. Abbildung 5.23 zeigt einige Kurven
zwelier orthogonaler Kurvenscharen, die gegeben sind durch

yi(r) =/ —2(z + C1), (5.3a)

y2(x) = Cye”. (5.3b)

Die zur numerischen Ermittlung willkiirlich ausgewihlte Kurve ist mit groBBerer Strichbreite ge-
kennzeichnet. Diese gehort der Schar y; an und der zugehorige Scharparameter ist C; = —7. Die
Ermittlung erfolgt einmal ausgehend vom eingetragenen Startpunkt @ sowie einmal vom Start-
punkt @ aus. Der Teil des Algorithmus, von dem sonst die Hauptspannungsrichtungen ermittelt
werden (vgl. Anfang Abs. 4.2.4), wird durch die Riickgabe des der Neigung

1
! e — 5.4
vi(@) —2(z + 1) S
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entsprechenden Winkels ersetzt. Hierbei ist allerdings zu beachten, dass der Algorithmus im Rah-
men der Iteration Winkel an Punkten (x, y) abfragt, die nicht genau auf der gesuchten Kurve liegen.
Insofern ist fiir die Riickgabe des Winkels zunéchst der zum Punkt (x,y) zugehorige Scharpara-
meter C' (z, y) zu ermitteln, der sich durch Einsetzen der Punktkoordinaten (z, y) in GI. (5.3a) und
Auflosen nach C ergibt zu

1
Ciw,y) = —5y° — . (5.5)
Fiir die Auswahl der relevanten Pfadverfolgungsrichtung gemifl Abs. 4.2.4 wird damit @y in

Gl. (4.9) bestimmt mit

! = arctan | — !
vp(z,y) = arctan (y)(z,y)) = arct ( \/_2(x = Cl(x,y))> ) (5.6)

Als absolutes Fehlermal ( f,,,s) wird der Abstand der Stiitzstellen des numerisch ermittelten Pfades
zur analytisch exakten Kurve verwendet.

Abbildung 5.24(a) zeigt den Verlauf des FehlermaBes fiir die Pfadermittlung ausgehend von
Punkt @ nach Abb. 5.23 (ze =6,995; yo» =0,1) fiir verschiedene Grenzwerte «y;,, nach Abs. 4.2.5
(maximal zulédssige Richtungsidnderung pro Schritt). Abbildung 5.24(b) gibt den Verlauf der bei
der Pfadverfolgung verwendeten Schrittweite r an, die bei diesem und den folgenden Beispielen
dieses Abschnitts mit dem Maximalwert 7, =0,1 begrenzt ist (vgl. Abs. 4.2.5).

fabs A
1,2653-10 4+

(b) Verlauf der gesteuerten Schrittweite r {iber der Bogenldnge s

— 1.0 — 0,6 — 0,2
Uim /T8¢ ___ g'g ——= 0,5 ——— 0,1

Abbildung 5.24: Fehlerentwicklung bei Pfadermittlung ausgehend von Punkt @ nach Abb. 5.23

Der Fehler beginnt mit dem Wert null, da der Startpunkt auf der gesuchten Scharkurve gewihlt
wurde. Zunichst steigt das Fehlermall in diesem Fall progressiv mit der Bogenlinge an. Ab Er-
reichen der maximalen Schrittweite (vertikale Kennzeichnungen in Abb. 5.24(a)) verringert sich



5.4 Genauigkeitsbeurteilung der erzielten Ergebnisse 89

der Zuwachs des FehlermaBes. Dieser Ubergang ist hier als eine Art Wendepunkt im Verlauf von
fans wahrnehmbar. Vor Erreichen dieser Stelle wird die Schrittweite r nach GI. (4.23) so festge-
legt, dass die Richtungsinderung o den Grenzwert o, knapp unterschreitet. Wird die Schrittweite
schlieBlich durch 7., begrenzt, liegen die Werte fiir o (hier immer mehr) unterhalb von vy, und
die Nédherung wird (hier fortwihrend) genauer, allerdings immer noch aufbauend auf zuvor ge-
machten Fehlern. Dass das Fehlermal} ab irgendeiner Stelle insgesamt riicklaufig ist, wie es vor
allem bei groleren Werten fiir oy;,,, im Diagramm zu sehen ist, liegt an der Ermittlungsrichtung
in Verbindung mit der vorliegenden Kurvenschar; die Neigungen der Scharkurven weisen in Er-
mittlungsrichtung aufeinander zu, womit sich die Abstinde der Scharkurven verringern. Ist die
Abstandsverringerung der Scharkurven gegeniiber weiterer Ndherungsfehler der Pfadverfolgung
dominierend, nimmt der absolute Fehler ab.

f abs A
4,6306-10 4+
S
0 >
0 8,16
(a) absoluter Fehler f,ps aufgetragen iiber der Bogenlinge s
A
Tmax = 0,1
S
0 >
0 8,16

(b) Verlauf der gesteuerten Schrittweite r iiber der Bogenlidnge s

Abbildung 5.25: Fehlerentwicklung bei Pfadermittlung ausgehend von Punkt @ nach Abb. 5.23

Abbildung 5.25(a) zeigt die Entwicklung des Fehlers, wenn an Punkt @ (ze =0; ye =3,741657...)
die Pfadermittlung begonnen wird. Der zugehorige Verlauf der Schrittweite in Abb. 5.25(b) er-
gibt sich erwartungsgemil als ungefihre Spiegelung des Verlaufs in Abb. 5.24(b). Qualitativ lasst
sich hier der Umkehrschluss ziehen, nimlich dass der Fehlerzuwachs umso groBer wird, je mehr
sich die Scharkurvenabstiinde erweitern. Der Vergleich der maximalen Fehler (1,2653-10"* zu
4,6306 -10™* fiir ayy, = ﬁ) deutet darauf hin, dass eine Pfadermittlung in Richtung abnehmender
Scharkurvenabstinde zu geringeren Maximalabweichungen fiihrt. Allerdings existiert fiir eine ge-
suchte Kurve (Trajektorie) nicht unbedingt ein Startpunkt, von dem aus gesehen sich die Abstinde
zu den Nachbarkurven entlang der gesamten Kurve monoton verringern.

In der Nihe isotroper Punkt treten Ortlich sehr groe Kriimmungen auf. Als ein zu der Umgebung
eines isotropen Punkts ineinandergreifenden Typs dhnliches Beispiel einer Kurvenschar wird die
Parabelschar

y(z) = [(10C5 4 0,1) z]* + O (5.7)

gewihlt. Einige Kurven dieser Schar sind in Abb. 5.26 dargestellt. Die dicker dargestellte Para-
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bel mit dem Scharparameter C5 = 0,5 wird analog zum vorherigen Beispiel von zwei Startpunk-
ten @ und @ aus ermittelt.

Ya
10

8Y

Abbildung 5.26: Beispiel einer analytisch gegebenen Schar von Parabeln (fiir C5 > 0 einander
nicht schneidend)

Der Startpunkt @ (ze = 0;yo = 0,5) liegt auf der Symmetrielinie (x = 0). Demnach sind auch
das Ergebnis und die Fehlerentwicklung symmetrisch. Abbildung 5.27 zeigt den Verlauf des Feh-
lermaBes darum nur fiir die rechte Halbparabel und den zugehorigen Verlauf der verwendeten
Schrittweite. Auch hier lidsst sich beobachten, dass sich ab Erreichen der maximalen Schrittweite
der Fehlerzuwachs verringert.
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f abs A
5,8646-10 4

I

>

0 9,45

(a) absoluter Fehler f,15 aufgetragen tiber der Bogenldnge s

L g

>

9,45

(b) Verlauf der gesteuerten Schrittweite r

Abbildung 5.27: Fehlerentwicklung bei Pfadermittlung ausgehend von Punkt @ nach Abb. 5.26

f abs A
6,5215-10 4+ e
| / |
I I
I I
Y/
|
@
S | 0 \
0 > - -
0 18,9
(a) absoluter Fehler f,1, aufgetragen tiber der Bogenldnge s
r
Tmax = 07 1 \
S
0 >
0 18,9

(b) Verlauf der gesteuerten Schrittweite 73°

Abbildung 5.28: Fehlerentwicklung bei Pfadermittlung ausgehend von Punkt @ nach Abb. 5.26

Der Verlauf des Fehlers ausgehend von Startpunkt @ (ze = —0,604354...;yo = 10) erscheint
qualitativ vollig anders. Der optisch deutlich hervorstechende Ausschlag um die Stelle z =0 (bzw.
s=18,9/2) ist den Umsténden geschuldet, die anschaulich als Abstinde zu einer der dargestellten
Nachbarkurven im rechts beigefiigten Ausschnitt eingetragen sind. Bis zur Annidherung an den
Scheitelpunkt bereits entstandene Fehler schlagen sich am Scheitelpunkt durch die lokal rapide

39Tm Rahmen der Schrittweitensteuerung kann die in einem Schritt reduzierte Schrittweite fiir den nachfolgenden
Schritt bereits klein genug sein, woraufhin im 7-s-Diagramm Stufen auftreten (vgl. auch Abb. 5.30(b)).
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Aufweitung der Scharkurven besonderes stark nieder. Bemerkenswert ist, dass der mittlere Fehler
iiber die gesamte Bogenlidnge bei Ermittlung ausgehend von Punkt @ deutlich geringer ausfillt,
als bei Beginn am Scheitelpunkt @®.

In Abbildung 5.29 ist noch eine weitere Kurvenschar angegeben, deren Kurven periodisch Wende-
punkte aufweisen. Die Schar ist gegeben durch

y(x) =sin(z) + Cy. (5.8)

0 I I I >
0 T 2 37 47

Abbildung 5.29: Beispiel einer analytisch gegebenen Kurvenschar mit Wendepunkten

Die hervorgehobene Kurve mit dem Scharparameter Cy = 2 wurde ausgehend von Punkt @®
(ro = 0;y» = 2) numerisch ermittelt. Das Fehlermal} und der Verlauf der verwendeten Schritt-
weite sind in Abb. 5.30 angegeben. Die Abweichung stellt in den Intervallen |0, 7| und |27, 37| ein
Unterschreiten und in den Intervallen |, 27r[ und |37, 47| ein Uberschreiten der exakten Kurve dar.
Eine erkennbare Fehlerakkumulation von Periode zu Periode ist nicht zu verzeichnen. Bei Wahl
der Stelle (z = m;y = 2) als Startpunkt wiren die maximalen Abweichungen in den Intervallen
10, 7[ und |7, 27| gleich grof.

fabs A
3,4118-10 -
S
0 » i~
0 15,53
(a) Pfadermittlung ausgehend von Punkt @ nach Abb. 5.29
r
Tmax = 0,1
S
0 >
0 15,53

(b) Verlauf der gesteuerten Schrittweite r

Abbildung 5.30: Absoluter Fehler aufgetragen iiber der Bogenlinge s, 7. = 0,1
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Nachdem bisher in diesem Abschnitt die Genauigkeit des Pfadverfolgungsalgorithmus fiir sich un-
tersucht wurde, soll anhand des folgenden Beispiels die Genauigkeit bei angedachter Anwendung
beurteilt werden. Es soll also die Genauigkeit der Trajektorienermittlung auf Grundlage eines nu-
merisch ermittelten, interpolierten Spannungszustands beurteilt werden. Das Einfiihrungsbeispiel
aus Abb. 2.2 wird hierzu noch einmal aufgegriffen. Das dort angefiihrte System ist augenscheinlich
spiegelsymmetrisch beziiglich der vertikalen Mittellinie. Abbildung 5.31 zeigt das Trajektorienbild
noch einmal im Kontext dieses Abschnitts, worin zwei Trajektorien hervorgehoben sind. Die bei-
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Abbildung 5.31: Trajektorienbild fiir das System in Abb. 2.2, zwei Trajektorien zur Genauigkeits-
untersuchung hervorgehoben

den Trajektorien werden von den Startpunkten @ und @ aus ermittelt und enden in den Punkten @
und @ am Bauteilrand. Zur Genauigkeitsbeurteilung wird die Abweichung der Lage eines End-
punkts beziiglich des Spiegelbilds des zugehorigen Startpunkts ermittelt und als absoluter Fehler
betrachtet. Unter Verwendung der Parameter oy, = 1,0 %= und 7. = 0,1 der Schrittweitensteue-

180
rung stellt sich bei der Trajektorie ermittelt von @ nach @ eine Abweichung von

favsoe = 2,0885-107" := |(5 — 20) — (zo — 5)] (5.9)
und bei der Trajektorie ermittelt von @ nach @ eine Abweichung von

farsoe = 1,3047-107" := |ye — ye (5.10)
ein.

Die festgestellten Fehler als absolute Pfadabweichungen sind in allen bisher untersuchten Beispie-
len so klein, dass sie im erhaltenen Trajektorienbild bei Darstellung in iiblichen MaBstidben keine
wahrnehmbaren Auswirkungen haben. Angenommen, die bisher einheitenlos angegebenen Ab-
messungen seien gegeben in ¢m, dann ligen die festgestellten Abweichungen allesamt unterhalb
von 10 um.

Die Verwendung der Abweichung im letzten Beispiel als Genauigkeitsmerkmal fiir das Zusam-
menwirken von numerischer Spannungsermittlung, Interpolation und numerischer Trajektoriener-
mittlung ist allerdings nur eingeschrinkt statthaft. So kann nicht ausgeschlossen werden, dass
durch die vorliegende Symmetrie Fehler in einer Symmetriehilfte bei Fortsetzung in der ande-
ren Symmetriehilfte kompensiert werden und beim Vergleich von Anfangs- und Endpunkt nicht
mehr festzustellen sind. Bei unsymmetrischen Systemen fehlt hingegen zumeist eine Referenz. Ei-
ne Ausnahme bilden nicht-symmetrische, geschlossene Trajektorien. Die Referenz ist bekannt, der
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Endpunkt muss im Idealfall den Anfangspunkt treffen. Hierzu wird noch einmal die im Kontext der
Abbruchkriterien in Abb. 4.16 dargestellte geschlossene Trajektorie betrachtet. Zur Vergleichbar-
keit der Fehlermafe wird das Problem in Abb. 5.32 mit der Groenordnung nach den anderen Bei-
spielen dhnlichen Abmessungen dargestellt. Die Abweichung wird als Abstand der Tangenten an
Anfangspunkt @ und Endpunkt @ ermittelt. Fiir die gleichen Parameter wie zuvor (am = 1,055,
Tmax =0,1) ist eine Abweichung von

Jfavs,00 = 1,0664-1072 (5.11)

festzustellen, was bei Annahme von c¢m als Lingeneinheit immerhin im Zehntel-mm-Bereich lige
und bei genauem Hinsehen bereits sichtbar wire. Die Abweichung wire aber das Gesamtbild be-
treffend immer noch akzeptabel, vgl. Abb. B.3 oder B.4(c). Eine ma3gebliche Reduzierung dieses
Fehlers kann mit einer hoheren Auflésung der Diskretisierung bei der Ermittlung des Spannungs-
zustands erreicht werden. Die verwendete Diskretisierung mit dem in Gl. (5.11) angegebenen re-
sultierenden Fehler ist in Abb. B.4(b) angegeben. Grobere Diskretisierungen wiirden zu grofleren
— und damit deutlicher sichtbaren — Fehlern fiihren und sollten daher vermieden werden.

Abbildung 5.32: Geschlossene Trajektorie zur Genauigkeitsbeurteilung, vgl. Abb. B.3
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5.5 Zur Verdichtung von Trajektorien

In Abschnitt 2.4.1 wurde bereits beschrieben, dass aus der Verdichtung von Trajektorien nicht ge-
nerell auf die Zunahme des Betrags der zugehorigen Hauptspannung geschlossen werden kann.
Dass es fiir gegenteilige Beobachtungen nicht der Einbeziehung von Volumenlasten oder aus-
gezeichneter Spezialfille bedarf, wie es die angefiihrten Beispiele in Abb. 2.11 moglicherweise
vermuten lassen, zeigt das nachfolgende Beispiel.

-q

Abbildung 5.33: Trajektorienbild aus Abb. 5.5(b) mit Hervorhebung zweier Trajektorien

Abbildung 5.33 zeigt das Trajektorienbild aus Abb. 5.5(b) in Schwarz-Weil3-Darstellung mit zwei
zusitzlich farbig eingetragenen Trajektorien und zugehorigem FarbmaBstab. Die Hauptspannungs-
werte entlang der farbigen Trajektorien weisen ungefihr in halber Hohe des Tréagers einen Null-
durchgang auf. Von diesen Stellen an nehmen die Druckspannungen zum oberen Bauteilrand of-
fensichtlich (betragsmiBig®') zu; die Trajektorien verdichten sich dabei aber nicht, sondern das
Gegenteil ist der Fall.

3 Die betragsmiiBige Betrachtung ist nicht ursichlich fiir diesen Sachverhalt. Bei Anderung der Belastungsrichtung
von g blieben die Trajektorienverldufe gleich und die zugehorigen Hauptspannungen wechseln iiberall das Vorzei-
chen. Fiir diesen Fall folgte die gleiche Aussage ohne betragsméfige Betrachtung.
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5.6 Idealisierte Losungen im Vergleich zur Kontinuumsléosung anhand von Trajektorien

In der Ingenieurpraxis werden hédufig vereinfachend idealisierte Modelle zur Berechnung von Bau-
teilbeanspruchungen verwendet. Eine der am héufigsten verwendeten Modellierungen von Trag-
werken ist die Gliederung in stabférmige Bauteile und deren Behandlung als Balken im Sinne der
BERNOULLIschen Balkentheorie der Technischen Biegelehre??.

Abbildung 5.34 zeigt das System aus Abb. 5.5(a) modelliert als Balken mit den zugehdrigen
SchnittgroBenverlaufen fiir Querkraft und Biegemoment; da in [LEONHARDT 1986] nicht anders
angegeben, wird von einer rechteckigen Querschnittsfliche ausgegangen. Gemédll Balkentheorie
gehen mit der Querkraft Schubspannungen mit iiber die Querschnittshthe parabolischem Ver-
lauf einher und mit dem Biegemoment (Biege-)Normalspannungen parallel zur Balkenlidngsachse
mit iiber die Querschnittshohe linearem Verlauf. Diese Schubspannungen und Normalspannungen
stellen im Rahmen der Balkentheorie zusammen den Spannungszustand des Bauteils dar. Abbil-
dung 5.35 gibt fiir diesen ein Trajektorienbild in Farbskalen- und Schwarz-WeiB3-Darstellung an.
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Abbildung 5.34: Modellierung des Systems in Abb. 5.5(a) aus [LEONHARDT 1986] als Balken mit
den SchnittgroBenverldufen fiir Querkraft und Biegemoment

Da die Normalspannungen aus (normalkraftfreier) Biegung in Hohe des Querschnittsschwerpunkts
(bei rechteckigem Querschnitt in halber Querschnittshohe) null und damit gleich der zur Balken-
langsachse senkrechten Normalspannungen (wegen Nichtberticksichtigung im Rahmen der Bal-
kentheorie) sind, ergeben sich dort die Hauptspannungsrichtungen um +45° zur Balkenlidngsachse
geneigt (vgl. Diskussion in Abs. 5.1 um Abb. 5.5). Ebenfalls um +45° geneigt sind demnach die
Hauptspannungsrichtungen an Schnitten mit dem Biegemoment M =0.

32Die Kenntnis der wesentlichen Grundlagen der Technischen Biegelehre muss hier vorausgesetzt werden, ggf. sei auf
die einschligige Fachliteratur wie [GROSS et al. 2004] und [GROSS et al. 2005] verwiesen.
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An Stellen nicht stetigen SchnittgroBenverlaufs sind auch die daraus abgeleiteten Spannungen
nicht stetig. So fiihrt der Sprung des Querkraftverlaufes an den beiden Auflagern (Abb. 5.34) zu
einer sprunghaften Anderung der SchubspannungsgroBen iiber die Auflager hinweg. Daraufhin
dndern sich 1. A. auch die Hauptspannungen und Hauptspannungsrichtungen abrupt. Die abrupte
Anderung der HauptspannungsgroBen ist in der Farbskalendarstellung des Trajetorienbilds gut zu
erkennen: In den Randbereichen jenseits der Lager fehlen die Trajektorien nicht etwa, sie werden
lediglich aufgrund der (betragsmifBig) deutlich kleineren Hauptspannungen bei Verwendung des
angegebenen Farbmalistabs beinahe unerkennbar hell dargestellt. Aus diesem Grund ist zusétzlich

........................ 15¢

-15¢q

Abbildung 5.35: Trajektorienbild*des Systems in Abb. 5.5(a) aus [LEONHARDT 1986] bei Zu-
grundelegung der Balkentheorie fiir die Ermittlung des Spannungszustands

die Schwarz-WeiB-Darstellung des Trajektorienbilds angegeben. Uber die Auflagerpunkte hinweg
scheinen darin die Trajektorien (wenn auch mit abrupter Anderung der zugehérigen Hauptspan-
nungsgrofe) ohne Knick zu verlaufen; dies wirkt allerdings nur aufgrund der Konstellation der
SchnittgroBen in diesem Beispiel so, bei welcher die Anderungen der Hauptspannungsrichtungen
an der Stelle sehr klein, und deshalb praktisch nicht zu erkennen sind. Das im Anschluss angefiihrte
Beispiel zeigt dies deutlicher.

Der Vergleich mit dem Trajektorienbild in Abbildung 5.5(b) auf Grundlage einer (numerischen)
Kontinuumslosung zeigt deutliche Unterschiede. Da bei der Balkentheorie der Querschnitt auf
die Balkenldngsachse reduziert behandelt wird und Normalspannungen senkrecht zu dieser nicht
beachtet werden, lassen sich auch keine Randbedingungen fiir Normalspannungen senkrecht zur
Balkenldngsachse erfiillen. Demnach finden sich die bei der Kontinuumslosung senkrecht zum
oberen, druckbeanspruchten Rand festgestellten Druckspannungen im Trajektorienbild zur Bal-
kenlosung nicht wieder. Ahnliches gilt fiir die Druckspannungstrajektorien im Auflagerbereich der
Kontinuumsldsung. Die vertikalen Stiitzungen werden bei der Balkentheorie tiber den Querschnitt
verteilt als Schubspannungsverteilungen beriicksichtigt; Normalspannungsrandbedingungen senk-
recht zur Balkenldngsachse werden nicht erfiillt. In der Farbskalendarstellung des Trajektorien-
bilds in Abb. 5.35 ist dies deutlich daran zu erkennen, dass an den am unteren Rand angedachten
Lagerungen keine Spannungskonzentrationen im Sinne lokaler Lagerpressung auftreten.

3 Eine Trajektorie endet nur scheinbar in nicht rechtem Winkel am oberen Rand, vgl. Auschnittsvergroferung in
Abb. B.10.
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Abbildung 5.36: Balken mit mittiger Einzellast F' anstelle der verteilten Last p in Abb. 5.34 mit
den zugehorigen SchnittgroBenverldufen fiir Querkraft und Biegemoment

Abbildung 5.36 zeigt in Erginzung das gleiche System wie in Abb. 5.34, allerdings mit geédnder-
ter Belastung. Anstelle der verteilten Last p greife hier mittig eine konzentrierte Einzellast F' an.
Infolgedessen ist der Querkraftverlauf zwischen den Auflagern nicht mehr stetig. An der Stelle
der Lasteintragung treten (wie zuvor bereits beschrieben) dementsprechend abrupte Anderungen
des Spannungszustands auf. Im Vergleich zum vorigen Beispiel sind die Anderungen der Haupt-
spannungsrichtungen hier groler und im Trajektorienbild in Abb. 5.37 deutlich als Knicke der
Trajektorien wahrnehmbar. Diese Knicke sind umso ausgeprigter, je weiter die Stelle vom oberen
bzw. unteren Rand entfernt ist. An diesen Réndern sind die Schubspannungen aus Querkraft gleich
null (vgl. BOLTZMANN-Axiom in Abs. 3.3), die Unstetigkeit des Querkraftverlaufs ist am oberen
und unteren Rand darum ohne Einfluss, und die Trajektorien verlaufen dort entlang des Randes
ohne Knick.

Die zuvor beschriebenen abrupten Anderungen der Werte der Hauptspannungen an der Stelle einer
Unstetigkeit des Spannungszustands treten in diesem Beispiel hingegen nicht hervor, weil die Stel-
le in der Symmetrieebene liegt. Die Hauptspannungen sind somit symmetrisch und deshalb iiber
die Knicke hinweg stetig. Bei ausmittigem Angriff der Last F' wiren sichtbare Knicke in Kom-
bination mit sichtbar unstetigen Hauptspannungen beobachtbar. An dieser Stelle sei angemerkt,
dass der Algorithmus zur Trajektorienermittlung nach Kap. 4 fiir unstetige Spannungszustinde
nicht ausgelegt ist. Die zur Schrittweitensteuerung festgelegte maximale Richtungsidnderung oy,
verhindert die Fortsetzung einer Trajektorie, deren Richtung sich an der Stelle einer Unstetigkeit
des Spannungszustands um mehr als oy, dndern miisste. Bei der Berechnung von Trajektorien
stetiger Spannungszustinde tritt dieses Problem nicht auf — die vorgesehene Interpolation eines
numerisch ermittelten Spannungszustands geméal der Gln. (4.6a) bis (4.6¢) ist (verfahrensgemal
unter Ausschluss mehrfacher Stiitzstellen) immer stetig. Die Trajektorienermittlung fiir dieses Bei-
spiel erfolgte bereichsweise.
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Abbildung 5.37: Trajektorienbild analog Abb. 5.35, jedoch fiir mittige Einzellast gemidfl Abb. 5.36
(Spannungszustand nach Balkentheorie)

Die Randbereiche jenseits der Auflager sind bei Zugrundelegung der Balkentheorie mit () = 0
und M = 0 spannungsfrei und demnach im Sinne des Trajektorienbilds isotrope Gebiete. Die
Darstellung in diesen Bereichen entspricht der Darstellungsform in Abb. 5.18(c) (S. 82).

Erginzend zeigt Abb. 5.38 das Trajektorienbild einer (numerischen) Kontinuumslosung des Span-
nungszustands unter Einzellast. Die sonstige Systemgeometrie entspricht weiterhin der des Bei-
spiels aus [LEONHARDT 1986] in Abb. 5.5(a), weshalb auch weiterhin die Last am oberen®* Rand
angesetzt wird. Die Unterschiede zur Balkenldsung sind erneut deutlich erkennbar: An den Auf-
lagern tritt eine Lagerkraft vergleichbar zu der aufgebrachten Einzellast auf, sodass sich in unmit-
telbarer Nédhe der Lager erhebliche Druckspannungen in vertikaler Richtung ergeben. Desweiteren
sind die Randbereiche jenseits der Auflager nicht spannungsfrei, unter der Einzellast treten deut-
lich groBere Druckspannungen auf, und die Trajektorien weisen keine Knicke auf.
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Abbildung 5.38: Trajektorienbild des Biegebalkens in Abb. 5.36 bei Behandlung als ebenes Fli-
chentragwerk (Scheibe / wandartiger Tridger) im Vergleich zu Abb. 5.37

34 Zu anderen, nicht auf diesen Kontext bezogenen Auslegungen sieche Anhang B.6.
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Als ein weiteres Beispiel wird die in Abb. 5.39 dargestellte dreieckige Scheibe als ebenes Flachen-
tragwerk betrachtet. Eine analytische Losung des Spannungszustands wird mithilfe der ATRYschen
Spannungsfunktion der Scheibentheorie ermittelt [RAACK 1989] (dort S. 115ff). Diese im Anhang
in Abs. A.3 genauer angegebene Losung erfiillt die Spannungsrandbedingungen am oberen und
am geneigten unteren Rand. Verformungsrandbedingungen im Bereich der Lagerung finden darin
hingegen keine Beriicksichtigung.
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Abbildung 5.39: Mechanisches Modell einer dreieckigen Scheibe

Vergleichsweise wird der Spannungszustand der Scheibe numerisch mithilfe der Finite-Elemente-
Methode untersucht. Die verwendete Diskretisierung ist in Abb. 5.39 durch das hinterlegte Raster
angedeutet und bewusst sehr fein gewihlt, um grobe Diskretisierungsfehler zu vermeiden. Die
Lagerung wurde als starre Einspannung entlang des gesamten vertikalen Randes unverschieblich
modelliert.

Abbildung 5.40 zeigt fiir die beiden Spannungslosungen je ein Trajektorienbild. Die Startpunkte
der Trajektorien wurden in beiden Fillen gleich gewihlt, und zwar dquidistant entlang des oberen
und geneigten unteren Randes der Scheibe.

Auf den ersten Blick sind moglicherweise kaum Unterschiede zu erkennen, weshalb die beiden
Trajektorienbilder in Abb. 5.41 zusitzlich mit verschiedenen Linienfarben tibereinandergelegt dar-
gestellt sind. Die Trajekorien des numerisch ermittelten Spannungszustands sind in griin dargestellt
und in der Abbildung hinter den in magenta dargestellten Trajektorien des nach der Scheibentheo-
rie ermittelten Spannungszustands angeordnet. Die Trajektorien beider Fille sind in weiten Teilen
beinahe deckungsgleich. In Auflagernidhe weichen die Trajektorien allerdings deutlich voneinander
ab. Der Grund hierfiir liegt in der unterschiedlichen Beriicksichtigung der Verformungs- bzw. Ver-
schiebungsrandbedingungen des gelagerten Randes. Neben den Hauptspannungsrichtungen unter-
scheiden sich auch die Hauptspannungsgrofen (zumindest in Auflagernihe) zum Teil deutlich, was
aus den dargestellten FarbmaBstdben in Abb. 5.40 hervorgeht. Die Skalenenden stellen die entlang
der dargestellten Trajektorien extremal auftretenden Hauptspannungen dar (o, und oy,;,). Der
Vergleichbarkeit der beiden Trajektorienbilder halber sind beide Farbskalen mit gleichen Limitie-
rungen oy, + und oy, (bei £6p) versehen. Der Vergleich der Skalen in den Abbildungen 5.40(a)
und 5.40(b) zeigt somit, dass die maximal auftretende Zugspannung (an der rechten, oberen Ecke)
bei Beriicksichtigung der festen Lagerung deutlich groBer ist.
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-6p

(a) AIRYsche Spannungsfunktion (analytische Spannungslosung)

-6p

(b) Finite-Elemente-Berechnung (numerische Spannungslosung)

Abbildung 5.40: Trajektorienbilder des Systems in Abb. 5.39 auf Grundlage einer vereinfachten
analytischen und einer numerischen Spannungslésung

Abbildung 5.41: Vergleich der Trajektorienbilder in Abb. 5.40, ~ Trajektorien aus Abb. 5.40(a),
~ Trajektorien aus Abb. 5.40(b)



102 5 Anwendungsbeispiele (2D): Vergleich mit Literatur und Diskussion




103

6 Erweiterung des Verfahrens zur Berechnung und Darstellung von Tra-
jektorien im Dreidimensionalen

Zur Ermittlung von Trajektorien dreidimensionaler Spannungszustiande sind einige in Kap. 4 be-
schriebene Verfahrensweisen nicht direkt iibertragbar. Ein Grund dafiir ist, dass spezielle Eigen-
schaften der ebenen Probleme ausgenutzt wurden, die im rdumlichen Fall nicht vorliegen. In die-
sem Kapitel werden die wesentlichen methodischen und grundlegenden Unterschiede gegeniiber
den Ausfithrungen in Kap. 4 beschrieben.

6.1 Verallgemeinerung des Iterationsverfahrens fiir den dreidimensionalen Spannungszu-
stand

Fiir die Ermittlung eines Fortsetzungspunkts (P;) einer Trajektorie wurde bei der Iteration nach
Abs. 4.2.4 grundlegend vorausgesetzt, dass die Geraden gy und g; gemill den Gln. (4.17a)
und (4.17b) — abgesehen von dem Ausnahmefall g || g1 — einen Schnittpunkt aufweisen.

Zunichst wird analog zum ebenen Problem innerhalb eines Schrittes ausgehend vom Startpunkt
Py in der zu verfolgenden Richtung die Lage des Fortsetzungspunkts P, im Abstand r extrapoliert,
wie es in Abb. 6.1(a) dargestellt ist. Die Eigenvektoren nach GI. (3.13) des an P; ausgewerteten
Eigenwertproblems geben unter Beriicksichtigung der je zwei Moglichkeiten fiir den Richtungs-
sinn sechs mogliche Fortsetzungsrichtungen an (vgl. sinngemél} Abb. 4.8 fiir den ebenen Fall). Die
Auswahl der zur verfolgten Richtung passenden Variante erfolgt weiterhin anhand der minimalen
Richtungsidnderung o gemél Gl. (4.12), nur dass darin @, und @, die normierten, nun dreidimen-
sionalen Eigenvektoren an den Punkten Py und P; sind. Der in Abb. 6.1(a) eingetragene Vektor
&, reprisentiert bereits die passend gewéhlte Variante. Bei einer (wie auch beim ebenen Problem)
wihrend der Iteration konstant gehaltenen Schrittweite r als Abstand zwischen den Stiitzstellen
Py und P, wird die Lage des Fortsetzungspunkts P; auf einer Kugelschale variiert. Zur Steuerung
von dessen Lage wurde bei der ebenen Betrachtung in Abb. 4.11 der Steuerwinkel ¢(; eingefiihrt.

<

(a) initiale Extrapolation des Fortsetzungspunkts P; (b) Iteration der Lage von P; auf einer Kugelschale des
ausgehend von Py in Richtung von @ Radius r mit dem Ziel Ag — min

Abbildung 6.1: Iterationsprinzip zur Ermittlung von Trajektorien im Dreidimensionalen (perspek-
tivische Darstellung in dimetrischer Axonometrie, der Ubersichtlichkeit halber mit
lokalen Koordinaten (z, y, 2) bzgl. Py)
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Beim rdumlichen Problem werden nun die Winkel der Kugelkoordinaten als Steuerwinkel ver-
wendet, die in Abb. 6.1(a) mit den Bezeichnungen ¢(; und vy; eingetragen sind und unabhéngig
voneinander inkrementell geéndert werden konnen. Die Koordinaten (x1, %, z1) des Punktes P4
ergeben sich damit zu

X1 = Tg+ T COS o1 COS Yo » (6.1a)
Y1 = Yo + 7 sin gy cos Yo , (6.1b)
21 = 2o + 7 sinyg (6.1¢)

mit den Koordinaten (g, yo, 20) des Punktes Py.

Die Geraden durch die Punkte Py und P, in den Hauptspannungsrichtungen @, und @, schnei-
den sich allerdings — abgesehen von der extrapolierten Anfangslage — im Gegensatz zum ebenen
Problem im Allgemeinen nicht.

Bei der ebenen Betrachtung wurde als Iterationsziel gefordert, dass die Strecken PySy; und So; P
gleicher Linge sind, vgl. Abb. 4.10. Da bei der rdumlichen Betrachtung der Schnittpunkt Sy; nicht
vorliegt, werden stattdessen die zwei in Abb. 6.1(b) eingetragenen Endpunkte E, und E; einge-
fiihrt. Die Lage der Punkte E, und E;, ausgedriickt durch deren Ortsvektoren E, und E;, wird
ausgehend von den Punkten P, und P; bestimmt mit

E, = Py + gfﬁo und (6.22)
E =P, — gdsl : (6.2b)

worin Py und P die Ortsvektoren der Punkte Py und P, sind. P, @, und folglich auch E; sind
darin abhingig von den Steuerwinkeln (g1 und 1)y, . Fiir die Losungsfindung wird gefordert, dass
der Abstand Ag der Punkte E; und E; (Abb. 6.1(b)) minimal wird. Dazu wird

Ag(po1, Yo1) = | E1(por, Yo1) — Eo| (6.3)

als Zielfunktion fiir das nichtlineare Minimierungsproblem

Ag(po1,%01) — min (6.4)

mit den Entscheidungsvariablen ¢g; und vy, formuliert. Zur numerischen Losung des nichtlinearen
Minimierungsproblems wurde das BROYDEN-FLETCHER-GOLDFARB-SHANNO-Verfahren (kurz
BFGS) angewandt, welches im wissenschaftlichen Erweiterungspaket SCIPY (Scientific Python)
fiir PYTHON enthalten® ist. Als Startwerte fiir die Entscheidungsvariablen ¢y, und )y, werden
die entsprechenden Winkel der initial extrapolatierten Lage des Punktes P; verwendet, also jene
in der in Abb. 6.1(a) dargestellten Situation. Zur Beschreibung dieses Verfahrens wird auf die
Fachliteratur verwiesen, z. B. [NOCEDAL & WRIGHT 2006].

¥ scipy.optimize.fmin_bfgs in SCIPY-Version 0.15.0b1 fiir PYTHON-Version 2.7 fir AMD64-basierte
WINDOWS-Systeme
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6.2 Interpolation des dreidimensionalen Spannungszustands

In Abschnitt 4.2.2 wurde zur geschlossenen Bereitstellung der Spannungswerte im Bauteil ein Fl4-
cheninterpolationsverfahren vorgestellt, das sich formal zu einem Volumeninterpolationsverfahren
erweitern lésst, indem in GI. (4.1) das Wurzelargument um den Summanden (z — 2;)? ergéinzt wird,
woraufhin die Kernfunktion

ki(z,y,2) = \/(37 —m) (Y- + (- 2) +e, (6.5)

lautet. Die numerische Spannungslosung weist allerdings bei vergleichbarer Stiitzstellendichte bei
einem dreidimensionalen Problem gegeniiber dem ebenen Problem viel mehr Stiitzstellen auf, wie
es Abb. 6.2 prinzipiell zeigt. Das ebene Beispiel in Abb. 6.2(a) weist n = 5.5 = 25 Stiitzstel-
len auf, das nebenstehende, um die Ausdehnung in z-Richtung erweiterte rdumliche Beispiel be-
reits n = 5-5-5 = 125. Die Anzahl der Stiitzstellen bestimmt die Anzahl der Gleichungen des
Gleichungssystems (4.3a) und somit die Dimension der (n x n)-Matrix K in Gl. (4.3b), deren
Elementanzahl quadratisch von der Stiitzstellenanzahl abhédngt. Gegenwirtig resultiert daraus das
Problem, dass der Speicheraufwand bereits fiir das Anlegen dieser Matrix bei zuverlédssiger Stiitz-
stellendichte und ohne Abstriche bei der Genauigkeit zum Zeitpunkt der Verfassung dieser Arbeit
die verfiigbaren Kapazititen iibersteigt.
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Abbildung 6.2: Stiitzstellen der numerischen Spannungslosung beim Ubergang von einem zwei-
dimensionalen zu einem dreidimensionalen Problem vergleichbarer Abmessungen
und Stiitzstellendichte

Aus diesem Grund wird die Interpolation unter Einbeziehung aller Stiitzstellen fiir die Behand-
lung dreidimensionaler Probleme aufgegeben. Stattdessen wird nur auf eine begenzte Anzahl 7
von Stiitzstellen in der Umgebung eines Punktes, an dem die Spannungen zu bestimmen sind,
zuriickgegriffen. Daraufhin ist allerdings die Moglichkeit der einmaligen Vorberechnung der In-
terpolationen im Sinne der Gln. (4.5a) bis (4.5¢) fiir das gesamte Bauteil nicht mehr gegeben, da
sich die zur Interpolation herangezogenen Stiitzstellen stindig @ndern. Insofern werden die Inter-
polationen fiir jeden Fortsetzungschritt passend neu bestimmt®®. Dazu werden zunichst die zur
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betreffenden Stelle nichstgelegenen Stiitzstellen identifziert, wozu die Abstinde zu allen vorhan-
denen Stiitzstellen berechnet und anschlieend die 7 Stiitzstellen mit den geringsten Abstinden
ausgewdihlt werden. Mit diesen erfolgt die Formulierung des angepassten Gleichungssystems

ki(z1,y1,21) kel y1,21) o0 kal@n, v, 21) w1 J1
ki(zo,y2, 22) ka2, Yo, 20) ki(2, Y2, 22) | | w2 2

: : : = (6.6)
ki(wa, Yas 20)  Ko(Ta, Yo 2a) - ka(@a, ya, 2a) | |wa fa

zur Bestimmung der Wichtungsfaktoren w;, worin die Indices [1,2,...,n] als die den 7 ausge-

wihlten umliegenden Punkten zugehorigen Indices zu verstehen sind. Die Losung erfolgt analog
zu den Gln. (4.5a) bis (4.5c), im dreidimensionalen Fall allerdings fiir die sechs Spannungen o,
Oyy> Ozzs Tays Tyz» Tz (VL Gl (3.10)). Die Bestimmung der interpolierten Spannungen erfolgt
schlieBlich analog zu den Gln. (4.6a) bis (4.6¢) mit

Uxx(mayaz) = k:(x,y, Z) cWe,, (6.7a)
Tyz(Iayaz) = k?(l’,y, Z) ‘W, (676)
sz(iﬁ,y,Z) = k<x7ya Z)'wrzz . (67f)

Zur Berechnung der Spannungszustinde im Dreidimensionalen wird weiterhin die Finite-
Elemente-Methode angewendet, wobei die Bauteile mit Elementen mit 20 Knoten und 27 Inte-
grationspunkten (ABAQUS-Elementtyp C3D20) diskretisiert werden.

Die Anzahl n der zur Interpolation herangezogenen Punkte sollte so gewihlt werden, dass in der
Niéhe von Elementgrenzen nicht anhand der Integrationspunkte eines einzigen Elements interpo-
liert wird. Ausgehend von einer Wiirfelform der finiten Elemente konnten neben den 33 = 27
Integrationspunkten eines Elements selbst noch die nichstgelegenen Integrationspunkte der be-
nachbarten Elemente herangezogen werden. Bei flichig benachbarten Elementen konnte die je-
weils nichste Lage von 3? = 9 Integrationspunkten zusiitzlich beriicksichtigt werden, bei iiber
eine Kante benachbarten Elementen die naheliegendste Reihe von 3! = 3 Integrationspunkten und
bei iiber einen Eckpunkt benachbarten Elementen noch der der Ecke nichste (3° = 1) Integrati-
onspunkt. Von einem regelmifigen Netz ausgehend wiren dies 27 + 6-9 + 12-3 + 8.1 = 125
Integrationspunkte.

Da die Auswabhl der herangezogenen Punkte anhand minimaler Entfernungen von der zu interpolie-
renden Stelle erfolgt, wird insbesondere in der Nédhe der Elementbegrenzungen auch bei geringerer
Anzahl n ohnehin mit einer Stiitzstellenauswahl iiber Elementgrenzen hinweg interpoliert. Bei den
verwendeten finiten Elementen hat sich eine Anzahl von n = 50 als vollig ausreichend erwiesen.

36 Zugunsten der Berechnungsgeschwindigkeit konnte eine Unterteilung des Bauteils in Teilvolumina erwogen wer-
den, fiir welche die Interpolationen i. S. der Gln. (4.5a) bis (4.5¢) wieder einmalig vorberechnet werden konnten.
Die Untersuchung derartiger Ansitze, die ausschlieBlich der Steigerung der Berechnungsgeschwindigkeit dienen,
liegt allerdings nicht im Fokus dieser Arbeit.
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6.3 Weitere Teilprobleme bei der Erweiterung

Austauschformat und Darstellung der Bauteilbegrenzung

Das in Abschnitt 4.2.1 beschriebene Austauschformat wird um die Angabe einer weiteren Koordi-
nate () und dreier weiterer Spannungen (0., Ty, T,.) erginzt. Im Sinne von Abb. 4.3(b) werden
je Zeile fiir eine Stiitzstelle aufgefiihrt: x, y, 2, 04z, Oyys 022y Tays Tyzs Taz-

Fir den Datenexport der Spannungsergebnisse der FE-Berechnung gilt die Beschreibung aus
Abs. 4.2.1, angepasst an den verwendeten Elementtyp, gleichermalen. Die Angaben zur Beschrei-
bung und Darstellung der Gebietsberandungen nutzen allerdings einige Vereinfachungen aus, wel-
che im dreidimensionalen Fall nicht gegeben sind. Wihrend die Bauteilberandungen beim ebenen
Problem stets durch geschlossene Linienziige abgebildet werden konnen, sind dies im rdumlichen
Fall Flichen. Die beschriebene Methode, innenliegende Elementridnder nicht als Bauteilbegren-
zung zu werten, wenn durch diese zwei Elemente begrenzt werden, ist fiir den rdumlichen Fall auf
Begrenzungsflichen iibertragbar, die zwei Volumenelemente begrenzen. Insofern entspricht die
Bauteilbegrenzung der Gesamtheit aller Elementbegrenzungsflichen, die nur ein einziges Element
begrenzen. Wihrend die linienformigen Bauteilbegrenzungen beim ebenen Problem opak darge-
stellt werden konnen (vgl. schwarze Bauteilrdnder in allen ebenen Trajektorienbildern in Kap. 5),
gelingt dies mit der flachigen Bauteilbegrenzung im dreidimensionalen Fall natiirlich nicht, ohne
alle Trajektorien zu verdecken. Stattdessen konnte ein ,,Drahtgittermodell verwendet werden (vgl.
Trajektorienbilder in Kap. 7). Eine automatische Ermittlung, welche Elementkanten darzustellen
sind (also das Drahtgitter bilden) und welche nicht, kann allgemein allerdings nicht mehr allein
anhand der Anzahl der angrenzenden Elemente erfolgen. Im ebenen Fall waren Elementrinder bei
Zugehorigkeit zu nur einem Element darzustellen, bei Zugehorigkeit zu zwei Elementen nicht;
andere Fille gab es nicht. Im dreidimensionalen Fall ist die Zugehorigkeit einer Elementkante zu
mehr als zwei Elementen nicht nur moglich, sondern auch der Regelfall. Zu je nur einem Element
zugehorige Elementkanten konnen grundsitzlich als Teil des darzustellenden Drahtgitters betrach-
tet werden, als ausschlieliches Kriterium geniigt dies jedoch nicht, da sonst z. B. die Kanten am
Ansatz von Steg und Flansch in Abb. 7.5 (s. Abs. 7) nicht dargestellt werden wiirden; bei einer
volumetrischen Diskretisierung einer Kugel wiirden mit diesem Kriterium gar keine Gitterlinien
festgestellt werden. Die Festlegung der darzustellenden Drahtgitterlinien erfolgt deshalb manuell;
im Vergleich zu Abb. 4.4(b) allerdings nicht iiber geschlossene Polygonziige, sondern als einzelne
Strecken, definiert durch Angabe der jeweiligen Anfangs- und Endpunktkoordinaten.

Abbruchkriterien

Das Abbruchkriterium des Uberschreitens einer Bauteilbegrenzung in Abs. 4.2.6 durch Zihlung
der Anzahl der Schnitte einer Hilfsgeraden mit den einzelnen Abschnitten des Randes ist prin-
zipiell tibertragbar, nur dass als ,,Rand* die AuBlenflichen des Bauteils heranzuziehen sind. Die
Randabschnitte wurden in Kap. 4 vereinfachend als abschnittsweise gerade betrachtet; im rdumli-
chen Fall konnten die Bauteilbegrenzungsflichen durch Netze ebener Dreiecksflichen angenihert
werden, bei denen die Schnittpunkte der Hilfsgeraden mit Ebenen bestimmt werden konnten. Kri-
terium (4.30) gilt dafiir analog, anstelle Kriterium (4.31) miisste die Schnittpunktlage innerhalb
eines Dreiecks gepriift werden; bei der Lage des Schnittpunkts genau auf dem Rand oder im Eck-
punkt eines Dreiecks wire der Bezugspunkt der Hilfsgeraden zu verschieben (vgl. Abs. 4.2.6). Fiir
die nachfolgend betrachteten Beispiele mit simplen Geometrien geniigt allerdings die Priifung der
Punktkoordinaten innerhalb (z. T. nur bereichsweise) fester Intervalle.

Zur Feststellung der Schlieung einer geschlossenen Trajektorie wurde im ebenen Fall eine Barrie-
regerade g, verwendet, die im Startpunkt senkrecht zur verfolgten Hauptspannungsrichtung fest-
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gelegt wurde. Das Vorgehen ist fiir den dreidimensionalen Fall tibertragbar, indem als Barriere eine
Barriereebene Ej, verwendet wird, welche im Startpunkt der Trajektorie durch die zur verfolgten
Hauptspannungsrichtung orthogonalen Eigenvektoren aufgespannt wird. Alle weiteren Angaben
in Abs. 4.2.6 hierzu bleiben bestehen.

Startpunktwahl

In Abschnitt 4.2.3 wurde eine automatisierte Startpunktermittlung beschrieben, bei der an einem
initialen Startpunkt die Trajektorien in allen (beiden) Hauptspannungsrichtungen ermittelt werden
und entlang dieser in dquidistanten Abstdnden neue Startpunkte fiir weitere Trajektorien in den
restlichen (in der (einen) anderen) Hauptspannungsrichtung(en) gewihlt werden. Abbildung 4.7
zeigte, dass bei diesem Vorgehen bei Vorhandensein isotroper Punkte unerwiinschte Effekte auf-
treten konnen. Bei der Ubertragung der beschriebenen Vorgehensweise auf das riumliche Problem
kommt unabhingig von einem u. U. storenden Einfluss isotroper Punkte hinzu, dass es nicht ge-
niigt, entlang der Trajektorien durch den initialen Startpunkt weitere Startpunkte festzulegen, um
das Gebiet angemessen abzudecken. Auf die beschriebene automatisierte Startpunktwahl wurde
bei der Erzeugung der im Folgenden dargestellten riumlichen Trajektorienbilder verzichtet, wobei
es dafiir noch mehr Griinde als den zuvor genannten gibt. Weiteres hierzu wird in Kap. 7 anhand
konkreter Beispiele diskutiert.

Schrittweitensteuerung

Der Vollstindigkeit halber sei angemerkt, dass die Steuerung der Schrittweite r nach Abs. 4.2.5
direkt auf das rdumliche Problem {iibertragbar ist.
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6.4 Ergebnisausgabe

Die berechneten Trajektorien werden analog zu den Beschreibungen in Abs. 4.2.7 in Form einer
Liste von Koordinaten der Stiitzstellen mit jeweils zugehoriger Hauptspannungsgrof3e in einzelnen
Dateien gespeichert, wie es Abb. 4.18 bereits zeigt. Es werden lediglich die Zeilen um die Angabe
einer weiteren Koordinate (z) erginzt und je Zeile wird z, y, 2z, oy einer Stiitzstelle aufgefiihrt.

Die grafische Darstellung auf ebenen Medien (Papier, Flachbildschirm, ...) ist — wie bei allen drei-
dimensionalen Objekten — auch bei Trajektorien des dreidimensionalen Spannungszustands nur
eingeschriankt moglich. Sogenannte Volumendisplays zur Darstellung der tatsdchlichen rdumlichen
Gestalt sind gegenwirtig erst in der Entwicklung, wobei es dafiir verschiedene technische Ansitze
gibt. Inwieweit diese Technik eines Tages verbreitete Anwendung finden wird, ist zur Zeit noch
nicht zu beurteilen. Die beiden nachfolgenden Abschnitte befassen sich daher mit Darstellungen
auf ebenen Bildtragern.

6.4.1 Ebene Projektionen

Projektionen in eine Darstellungsebene sind ein schon lange angewandtes und probates Mittel zur
anschaulichen Darstellung rdumlicher Objekte auf ebenen Bildtrigern. Dabei wird in einem Bild
die Ansicht eines Objekts aus einer festgelegten Richtung dargestellt. In Anlehnung an Abb. 5.8(c)
zeigt Abb. 6.3 ein Trajektorienbild fiir einen triaxial beanspruchten Kubus in einer Parallelprojek-
tion und einer Zentralprojektion. Der Spannungszustand des Kubus ist in diesem Beispiel kontant;
die Hauptspannungen sind oy = 3p, 03 = p, 03 = —2p und die Hauptspannungsrichtungen sind
zu den Oberfldchen parallel bzw. orthogonal. Der FarbmaBstab ist wie in Abs. 4.2.7 beschrieben
angegeben, dessen hier dargestellte Skalierung der Variante in Abb. 4.21(a) entspricht.

=
| |

(a) Parallelprojektion (b) Zentralprojektion

N

N

Abbildung 6.3: Darstellung von dreidimensionalen Trajektorienbildern durch ebene Projektionen

Fiir die Darstellung einfacher geometrischer Objekte konnen solche Projektionen sicher hilfreich
sein. Problematisch ist nur, dass bei derartigen Projektionen die Tiefeninformationen entfallen,
was sich leicht daran erkennen lésst, dass bei der Betrachtung von Abb. 6.3(a) nicht spontan zu
entscheiden ist, ob — bildhaft ausgedriickt — auf den Kubus von schrig oben oder von schrig un-
ten geschaut wird. Der Betrachter nimmt zumeist spontan eine der moglichen Interpretation zuerst
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wahr. Allein wegen der farbigen Darstellung der Trajektorien konnen anhand der Verdeckung eini-
ger Rinder durch Trajektorien noch Tiefeninformationen gewonnen werden, die allerdings auf die
spontane Wahrnehmung praktisch keinen Einfluss haben. Bei der Zentralprojektion in Abb. 6.3(b)
besteht prinzipiell das gleiche Problem. Hier kann sogar ein anderer geometrischer Korper als
eigentlich dargestellt wahrgenommen werden, ndmlich eine Art schiefer Pyramidenstumpf. Bei
letzterer Interpretation wiirden zwar z. B. die eingetragenen Drucktrajektorien nicht senkrecht zur
Deckfldche des ,,Pyramidenstumpfes enden, allerdings miisste dem Betrachter fiir diese Fest-
stellung bekannt sein, in welchen Raumrichtungen diese Trajektorien iiberhaupt verlaufen und
an welchen Oberflichen sie enden; der Projektion kann das nicht eindeutig entnommen werden.
Durch die vorige Beschreibung des Systems ausdriicklich als Kubus scheidet diese Interpretation
zwar in diesem Falle aus. Es zeigt sich daran aber, dass ein Betrachter schon eine gewisse raumli-
che Vorstellung dessen bendtigt, was die ebene Projektion eigentlich zeigen soll, um diese richtig
wahrzunehmen.

Dabei ist zu betonen, dass das aus Griinden der Ubersichtlichkeit gewihlte Beispiel in vielerlei
Hinsicht ein Spezialfall ist. Alle dargestellten Trajektorien weisen mehrere Schnittpunkte mit an-
deren Trajektorien auf, was der rdumlichen Zuordnung zutrédglich ist — im Allgemeinen ist dies
nicht der Fall, was in Abs. 6.5 noch gezeigt wird. Auch durch die Parallelitit der Trajektorien
zueinander sowie zu den dargestellten Kanten stellen die fehlenden Tiefeninformationen fiir die
richtige Interpretation kein grof3es Problem dar. Im Allgemeinen stellt das Fehlen von Tiefeninfor-
mationen fiir die Erkennbarkeit rdumlicher Trajektorienverldufe anhand einer ebenen Projektion
aber ein tatsdchliches Problem dar, wie es entsprechende Abbildungen in Kap. 7 zeigen. Der fol-
gende Abschnitt befasst sich darum mit Moglichkeiten zur Reduzierung dieser Probleme.

6.4.2 Stereoskopische Darstellungen

Stereoskopische Darstellungen bauen auf dem Grundprinzip des menschlichen rdumlichen Sehein-
drucks auf. Bei der Betrachtung eines realen dreidimensionalen Objekts sehen linkes und rechtes
Auge das Objekt aus unterschiedlichen Blickwinkeln. Diese verschiedenen Perspektiven lassen
einen Riickschluss auf die Entfernung von gesehenen Punkten bzw. Objekten zu. Bei der Trian-
gulation in der Messtechnik wird dieser Zusammenhang methodisch genutzt, bei der optischen
menschlichen Wahrnehmung geschieht dies gewissermallen unterbewusst.

Auf diese Weise kann ein rdumlicher Eindruck erzeugt werden, indem fiir das linke und das rechte
Auge des Betrachters zwei verschiedene, aufeinander abgestimmte Bilder exklusiv sichtbar ge-
macht werden. Dafiir geniigt die Darstellung der beiden Halbbilder auf ebenen Bildtriagern. Fiir
die Bereitstellung zweier verschiedener Bilder fiir linkes und rechtes Auge existieren verschie-
dene Techniken. Bei frithen Entwicklungen wurden Spiegel verwendet (Spiegelstereoskop von
WHEATSTONE, 1833), mit denen die Blicke auf zwei an unterschiedlichen Orten positionierte
(ebene) Bilder gelenkt wurden. Prinzipiell wire diese Methode auch heute nicht vollig abwegig,
wobei die beiden Bilder mittlerweile eher durch zwei Bildschirme erzeugt werden wiirden. Da
bei einer solchen Konstruktion praktisch immer nur ein Betrachter moglich ist, wurde spéter dazu
iibergegangen, die beiden Bilder in einer gemeinsamen Bildebene darzustellen. Darauthin muss
allerdings das fiir das jeweilige Auge unpassende Bild herausgefiltert werden.

Eine bis heute angewandte Methode hierfiir ist die farbanaglyphische Darstellung, bei welcher mit
zwei verschiedenen Farbfiltern jeweils nur ein Halbbild sichtbar ist. Dadurch wird allerdings die
Moglichkeit der Farbwiedergabe bunter Bilder geschmailert, womit auch die Anwendbarkeit des
eingefithrten FarbmaBstabes fiir die Wiedergabe der Hauptspannungswerte eingeschriankt wird.
Die Abbildungen 6.4(a) und 6.4(b) zeigen fiir das vorige Beispiel des Kubus zwei verschiedene
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Perspektiven, die unter Beriicksichtigung der Entfernung des Beobachters, des Augenabstandes
und des fokusierten Punkts (Hauptpunkt, gewéhlt in der Mitte des Kubus) als Zentralprojektionen
aus Sicht des linken bzw. rechten Auges konstruiert wurden. Auf die Zuordnung des Farbmalsta-
bes wurde aus genanntem Grund verzichtet. Abbildung 6.4(c) zeigt das daraus erzeugte Rot-Cyan-
Anaglyphenbild und die zugehorige Anordnung der Farbfilter bildhaft anhand einer stilisierten
Farbfilterbrille.

o~ 11

)
)

N

(a) Halbbild fiir das linke Auge (b) Halbbild fiir das rechte Auge (c) Rot-Cyan-Anaglyphenbild

Abbildung 6.4: Farbanaglyphen zur stereoskopischen Darstellung

Wenn die Farbfilter der Brille und die abgebildeten (ggf. abgedruckten) Farben nicht so aufein-
ander abgestimmt sind, dass bei Blick durch den roten Filter die roten Objekte und beim Blick
durch den cyanfarbenen Filter die cyanfarbenen Objekte unsichtbar werden, wird der rdumliche
Eindruck des Bilds gestort. Bei den gingigen Druckfarben ist dies leider der Fall; bei Betrach-
tung der digitalen Version dieser Arbeit am Bildschirm sollte die Filterung hingegen wirkungs-
voll sein®’. Die Wiedergabe der Hauptspannungswerte kinnte bei der Farbanaglyphendarstellung
durch den Grauwert der Trajektorien in den Halbbildern beriicksichtigt werden, die Unterschei-
dung zwischen Druck- und Zugspannungen konnte dabei prinzipiell erneut durch unterschiedliche
Linienarten i. S. v. Abb. 4.19 vorgenommen werden. Eine solche Umsetzung wurde aber nicht ni-
her verfolgt.

Stattdessen kann die Filterung der Halbbilder erfolgen, indem diese durch verschieden polarisier-
tes Licht erzeugt werden. Das Licht kann von einem speziellen Bildschirm abgestrahlt oder von
zwei Projektoren auf eine gemeinsame Leinwand?® projiziert werden. Eine Brille mit verschieden
ausgerichteten Polarisationsfiltern ldsst je Auge nur das zugeordnete Halbbild erkennen. Alternativ
werden die beiden Halbbilder mit hoher Frequenz abwechselt angezeigt und eine Brille mit zwei
Fluissigkristallflichen (LCD-Shutterbrille) versperrt abwechselnd die Sicht durch das linke und
rechte Brillenglas. Fiir die Aufbereitung der Ergebnisdaten zur stereoskopischen Wiedergabe als
rdumliches Trajektorienbild ist es nicht wichtig, welche dieser Techniken letztlich eingesetzt wird.

37Eine unpassende Farbkalibrierung des verwendeten Bildschirms kann eine vollstindige Ausloschung der Objekte
in Filterfarbe einschrinken, wodurch der raumliche Eindruck durch sog. ,,Geisterbilder* geschmalert werden kann.
Die Betrachtung mit einer Rot-Griin-Farbfilterbrille ist auch ausreichend, falls nur eine solche zur Hand ist.

38 Die Leinwand muss fiir diese Anwendung ausgelegt sein, damit bei der Reflexion die Polarisation des Lichts erhalten
bleibt.
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Der Vorteil gegeniiber den Farbanaglyphenbildern ist aber in beiden beschriebenen Fillen, dass
die Farbwiedergabe und damit die Verwendung des angedachten Farbmal3stabes uneingeschrinkt
moglich ist.

Im Gegensatz zu ebenen Trajektorienbildern besteht bei raumlichen Trajektorienbildern potenzi-
ell Interesse an der Moglichkeit, die Trajektorienbilder aus verschiedenen Perspektiven betrachten
zu konnen. Zudem sind die gegenseitigen Verdeckungen von Trajektorien gegeniiber dem ebe-
nen Fall hier bedeutsam; fehlerhafte Verdeckungen (ein eigentlich weiter hinten liegendes Objekt
verdeckt ein davor liegendes Objekt) sind storend fiir den rdumlichen Eindruck. Auflerdem wer-
den Trajektorien, vor denen viele andere Trajektorien verlaufen, schwer erkennbar. Ausgehend
von dem in Abs. 4.2.7 vertretenen Standpunkt, dass Hauptspannungen mit Werten um null nicht
praktisch relevant sind und daher im Trajektorienbild ausgeblendet werden konnen, wire es unan-
gebracht, wenn Trajektorien nennenswerter Hauptspannungsgrof3en hinter Trajektorien nicht nen-
nenswerter Hauptspannungsgrof3en unkenntlich zuriicktreten. Den Abbildungen 5.8(a) und 5.8(b)
ist zu entnehmen, dass verringerte Sattigung bei der Bildausgabe zuweilen durch erhohte Hel-
ligkeit realisiert wurde, daher erscheinen Trajektorien mit dem Hauptspannungswert 0 in weil,
und zwar undurchsichtig. Bei der Darstellung raumlicher Trajektorienbilder liegen unter Umstédn-
den viele Trajektorien geringer Spannung vor Trajektorien bedeutsamer Spannung, weshalb ab-
nehmende Sittigung durch zunehmende Transparenz (anstelle von weif3) beriicksichtigt werden
sollte. Gleichzeitig sollten die Tiefenverhéltnisse (Verdeckungen (hidden line)) korrekt abgebildet
werden. Auch hierbei bietet sich ein interdisziplindrer Ansatz an — nicht zuletzt durch die stets
wachsenden Grafik-Anforderungen von Computerspielen sind leistungsfihige Grafik-Engines ent-
wickelt worden, die die Anspriiche fiir das hier vorliegende Problem weit iibererfiillen. Insofern
bedarf es keiner fundamentalen Neuentwicklung fiir die Darstellung von rdumlichen Trajektori-

en unter den genannten Anforderungen, wohl aber spezieller Programmierkenntnisse auf diesem
Gebiet.

Die letztliche Umsetzung im Rahmen der Arbeit stellt in zwei getrennten Fenstern die beiden
Perspektiven fiir linkes und rechtes Auge dar (Abb. 6.5(a) und 6.5(b)). In einem Steuerungsfens-
ter konnen Anzeigeparameter wie Linienstirke, Hintergrundfarbe, Transparenzmodus und derglei-
chen eingestellt werden (Abb. 6.5(c)). Die Position des Beobachters kann per Tastensteuerung be-
wegt werden, wobei die Perspektiven in den Darstellungsfenstern praktisch in Echtzeit synchron
aktualisiert werden. Die Programmierung erfolgte in C++ unter Verwendung der Grafikschnitt-
stelle OpenGL (Open Graphics Library), aufgrund der erforderlichen speziellen Programmier-
kenntnisse auf diesem Gebiet mit maBgeblicher Unterstiitzung von DENNIS KOPPENHAGEN™.
Die aufwendige Berechnung der Verdeckungsbeziehungen der Trajektoriensegmente erfolgt bei
der Verwendung von OpenGL automatisch und bleibt somit dem Programmierer erspart.

Bei der Verwendung zweier Projektoren zur Anzeige wird iiber einen der Projektoren das Fens-
ter mit dem Halbbild fiir das linke Auge und iiber den anderen das Halbbild fiir das rechte Auge
jeweils im Vollbildmodus (ohne Fensterrahmen) angezeigt. Die beiden Halbbilder werden dabei
tiber insgesamt zweil Videokanile zu den Wiedergabegeriten iibermittelt. Bei stereoskopischen
Bildschirmen (insbesondere jenen mit Polarisationstechnik) sind derzeit noch verschiedene For-
mate wie side-by-side oder top-bottom gebriduchlich, bei welchen die beiden Halbbilder gestaucht
nebeneinander bzw. libereinander in einem Bild vereinigt werden, um mit einem Videokanal zum
Gerit auszukommen. Es ist aber davon auszugehen, dass diese Formate in Zukunft durch neue
Ubertragungstechniken iiberfliissig werden, weshalb darauf hier nicht weiter eingegangen wird.

3 Die Programmierarbeit erfolgte im Rahmen einer Beschiftigung als studentische Hilfskraft.
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(b) Fenster mit Halbbild fiir das rechte Auge
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(c) Fenster zur Festlegung von Anzeigeparametern

Abbildung 6.5: Programm zur stereoskopischen Darstellung, Halbbilder in getrennten Fenstern
und Steuerungsfenster fiir Anzeigeparameter (Bildschirmkopien (screenshots))

Aufgrund der geringeren Bildqualitit von Bildschirmkopien gegeniiber Vektorgrafiken werden in
Kap. 7 Vektorgrafiken bevorzugt, welche vom entwickelten Algorithmus im Anschluss an die Tra-
jektorienermittlung wahlweise als Parallel- oder Zentralprojektion im SVG-Bildformat ausgegeben

werden.
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6.5 Grundlegender Unterschied dreidimensionaler gegeniiber zweidimensionalen Trajek-
torien,,netzen

In Abschnitt 5.2.2 wurde speziell zur Charakterisierung der Trajektorienverldufe im Bereich iso-
troper Punkte der Begriff ,,Masche* eingefiihrt. Das Einfithrungsbeispiel eines dreidimensionalen
Trajektorienbilds in Abs. 6.4 zeigt vergleichbare Maschen; zwei orthogonale Trajektorienpaare
bilden in dem Beispiel mit vier Schnittpunkten offenbar eine viereckige Masche im Sinne dieses
Begriffs. Wie bereits angedeutet ist die Existenz solcher Maschen beim dreidimensionalen Pro-
blem keine Grundeigenschaft, wenngleich sie bei Spannungszustinden mit speziellen Symmetrien
als Spezialfall vorliegen kann. Anhand des nachfolgenden Beispiels wird dies gezeigt:

Gegeben sei ein Kreiszylinder mit Radius R unter Torsionsbeanspruchung, dargestellt in Abb. 6.6.

Abbildung 6.6: Kreiszylinder unter Torsionsbeanspruchung

Der Spannungszustand des Kreiszylinders ist beschrieben durch die Spannungskomponenten

Orr Tro  Trz 0 0 MO
T
Tor 0go Tp| = [0 0 T - (6.8)
M
Tor T2 Ozz 0 7 0

in Zylinderkoordinaten (r, 6, z). Darin ist Mt das integrale Moment der Schubspannungsvertei-
lung 7.9

2

R
My = //ngrrdQ dr, (6.9)
0

0

das Torsionsmoment, und It = %R‘* das Torsionstrigheitsmoment der Kreisquerschnittsfliche
z = const.

Die Losung des Eigenwertproblems analog zu Gl. (3.13) fiihrt (mit » # 0) zu den Hauptnormal-
spannungen

g1 = —T, 0'2:(), 03 = ——7T (610)
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und den zugehdrigen Hauptspannungsrichtungen in Form der Eigenvektoren*

0 1 0
¢1 == 1 5 @2 - 0 5 ¢3 = 1 . (611)
1 0 —1

Die Verfolgung der Hauptspannungsrichtungen €, und 5 liefert von beliebig vielen Punkten aus-
gehend zwei orthogonale Scharen von Schraubenlinien (Helices) und die Verfolgung der Haupt-
spannungsrichtung @, eine die z-Achse orthogonal schneidende Geradenschar als Hauptnormal-
spannungstrajektorien. Der in Abbildung 6.6 griin markierte Ausschnitt ist in Abb. 6.7 noch einmal
vergrofert dargestellt.

(a) ohne Maschenschluss (b) mit Maschenschluss

Abbildung 6.7: Ausschnitt des Zylinders (Abb. 6.6) mit Trajektorien

Durch den in Abbildung 6.7(a) linken oberen Eckpunkt (@) verlduft die Trajektorie @ entlang
der Richtung von @, und die Trajektorie © entlang der Richtung von #,. Die Abmessungen des
Ausschnitts sind mit Au = Az so gewihlt, dass Trajektorie @ durch einen weiteren Eckpunkt des
Ausschnitts (@) verlauft; ebenfalls durch diesen Punkt verlauft Trajektorie ©. Durch einen zweiten
Punkt auf Trajektorie © (@) verlduft Trajektorie @. Offensichtlich haben die Trajektorien @ und
keinen gemeinsamen Schnittpunkt. Andernfalls miissten die Stellen © und © zusammenfallen.
Demnach ergibt sich keine geschlossene Masche im Sinne dieses Begriffs.

Natiirlich bedeutet dies nicht, dass es geschlossene Maschen generell nie geben kann, was sich
hier am gleichen Beispiel zeigen ldsst. In Abbildung 6.7(b) sind hierzu zwei Trajektorien @ und
entlang der Richtungen von @, und &3 eingetragen, die durch einen gemeinsamen Punkt (®) ver-
laufen. Durch einen Punkt (@) auf Trajektorie @ verlduft Trajektorie ©, und durch einen Punkt (@)
auf Trajektorie © verlduft Trajektorie @. Die Trajektorien @ und © schneiden sich in einem Punkt
(@), womit hier eine geschlossene Masche entsteht. Fiir beliebig geformte und belastete Korper ist
der Fall nicht schlieBbarer*! Maschen als Regelfall anzusehen.

40Mit &, wurde in vorigen Abschnitten der Vektor in der verfolgten Hauptspannungsrichtung am Fortsetzungspunkt
P bezeichnet. In Gl. (6.11) wird mit @; der Vektor in Richtung der i-ten Hauptspannung bezeichnet, einschlie3lich
1=1

4 Der durch die in Abb. 6.7(a) eingetragenen Trajektorienabschnitte gebildete riumliche Polygonzug lieBe sich zwar
durch Anfiigung weiterer Trajektoriensegmente schlieBen (im vorliegenden Fall sogar ohne Hinzuziehung der dritten
Hauptspannungsrichtung), bildete dann aber keine Masche im Sinne dieses Begriffs.
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Fazit

Da raumliche Trajektorien (von Spezialfillen abgesehen) keine geschlossenen Maschen bilden, ist
die Bezeichnung der Gesamtheit der Trajektorien eines Trajektorienbilds als Trajektorien,,netz®,
wie sie im Kontext ebener Trajektorienbilder hdufig Verwendung findet, im raumlichen Fall streng
genommen nicht statthaft.

Diese Eigenschaft bringt direkt mit sich, dass es im Allgemeinen nicht gelingt, Startpunkte fiir die
Trajektorien in der Weise zu wihlen, dass solche Maschen auftreten. In Verbindung mit dem ersten
Beispiel in Kap. 7 wird auf die Startpunktwahl unter den hier beschriebenen Gesichtspunkten noch
einmal eingegangen.



117

7 Anwendungsbeispiele (3D) und Diskussion
7.1 Ausgewiihlte Beispiele

Quader mit Auflast

Als erstes Beispiel wird ein Quader mit oberseitiger Teilflachenlast untersucht. Das mechanische
Modell einschlieBlich Geometrie ist in Abb. 7.1 dargestellt. Das auf den sichtbaren Oberflachen
in grau gezeichnete Raster gibt die Diskretisierung des Quaders mit finiten Elementen an*?. Die
Lastfliche der Flidchenlast p ist quadratisch mit einer Seitenlinge von 1 und mittig auf der Oberseite
2z =238 angeordnet. Alle Knoten an der Unterseite z =0 sind in z-Richtung unverschieblich gelagert.

A<

Abbildung 7.1: Mechanisches Modell eines Quaders mit oberseitiger Teilflichenlast p, an z = 0 al-
le Knoten vertikal gestiitzt, Gitter zeigt Diskretisierung mit 20-Knoten-Elementen
(ABAQUS-Elementtyp C3D20)

Der Spannungszustand wird bei der angegebenen Diskretisierung mit 40 -24 -64 = 61440 Elemen-
ten und 27 Integrationspunkten je Element an 1.658.880 Stiitzstellen berechnet. Abbildung 7.2
zeigt die Zentralprojektionen des Trajektorienbilds in zwei Varianten. In Abbildung 7.2(a) ist das
Trajektorienbild als Farbskalendarstellung dargestellt. Aufgrund der Konstellation der Hauptspan-
nungsgroBen, bei der die mehr oder weniger vertikal gerichteten Druckspannungen die auftreten-
den Zugspannungen der Grofenordnung nach betragsméBig tibertreffen, wurde der FarbmaBstab
wie angegeben gewdhlt, sodass auch die Trajektorien quer zur dominierenden Druckspannung in
Teilen sichtbar sind. Abbildung 7.2(b) zeigt ergiinzend die gleichen Trajektorien unabhingig von
der zugeordneten Hauptspannungsgrofie als Schwarz-Weil3-Darstellung.

42 Die Diskretisierungsfeinheit wurde im Bereich der oberen Lasteintragung adiquat festgelegt und vereinfachend fiir
das restliche Bauteil nicht verdndert, wenngleich dadurch im unteren Bereich das Netz feiner als notig ist.
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Die zur Ermittlung der Trajektorien verwendeten Startpunkte sind im Anhang in Abb. B.13 angege-
ben. Dabei wird einem Startpunkt immer eine Richtungstendenz zugeordnet; die Hauptspannungs-
richtung mit der minimalen Winkelabweichung von der zugeordneten Richtungstendenz wird ver-
folgt. Von den Startpunkten in der Ebene z = 0 (vgl. Abb. B.13(a)) aus wurde diejenige Haupt-
spannungsrichtung verfolgt, die (am Startpunkt) der z-Richtung am ndchsten kommt — als Resultat
werden hier die Druckspannungstrajektorien erhalten. Von den Startpunkten in der Ebene x =2,5
(vgl. Abb. B.13(b)) wurden die Hauptspannungsrichtungen mit (am Startpunkt) minimaler Abwei-
chung von der z-Richtung verfolgt. Und schlieB3lich von den Startpunkten der Ebene y=1,5 (vgl.
Abb. B.13(c)) wurden die Trajektorien mit Anfangsrichtung nahe der y-Richtung ermittelt.
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(a) Farbskalendarstellung (b) Schwarz-Weill-Darstellung

Abbildung 7.2: Trajektorienbild fiir das System in Abb. 7.1 (Querdehnzahl v =0,2) als Zentralpro-
jektion

Da, wie bereits angefiihrt, aufgrund des Verlusts der Tiefeninformationen bei einer Projektion die
tatsdchlichen raumlichen Trajektorienverldufe zum Teil bestenfalls zu erahnen sind, sei erginzend
kommentiert:

Unterhalb der oberseitigen Lasteinleitung sind in Abb. 7.2(b) zwei geschlossene Trajektorien zu
erkennen (Startpunkte bei z = 7,5, vgl. Abb. B.13(b)). Darunter ist eine weitere geschlossene
Trajektorie zu sehen (Startpunkt bei y = 0,375; 2z = 6,5). Gewissermallen durch deren inneren
Bereich verlaufen zwei nicht geschlossene Trajektorien. Diese sind spiegelsymmetrisch beziiglich
der (x, z)-Ebene an y = 1,5, auch wenn dies in der Projektion nicht den Anschein erweckt. Sie
enden an den Bauteiloberflichen y =0 bzw. y=3.

In Abschnitt 6.5 wurde gezeigt, dass in riumlichen Trajektorienbildern im Allgemeinen nicht von
geschlossenen Maschen ausgegangen werden kann. Dies steht in direktem Zusammenhang mit
dem folgend beschriebenen Sachverhalt. Abbildung 7.3(a) zeigt den Quader noch einmal in der
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gleichen Perspektive wie Abb. 7.2; aus dem dortigen Trajektorienbild wurde aber fiir die folgende
Betrachtung nur die nun mit O bezeichnete (geschlossene) Trajektorie tibernommen.

Auf der Trajektorie @ wurden nun drei Punkte (@,@,@) als Startpunkte fiir die Trajektorien 2,3,
gewihlt. Ein weiterer Punkt (#) auf Trajektorie © wurde als Startpunkt fiir Trajektorie @ gewihlt.
Die Perspektive in Abb. 7.3(a) zeigt scheinbare Schnittpunkte der Trajektorien ® und @ mit Tra-
jektorie @. Die Perspektive in Abb. 7.3(b) lidsst hingegen erkennen, dass die Trajektorien ©® und
die Trajektorie @ nicht schneiden.

Das bedeutet umgekehrt, dass eine Festlegung der Startpunkte fiir die Trajektorien ® und @ auf
der Trajektorie @ dazu fithren wiirde, dass diese die Trajektorie @ nicht mehr schneiden.

(a) Trajektorien in der Perspektive von Abb. 7.2 (b) alternative Perspektive mit Ausschnittsvergroferung

Abbildung 7.3: Betrachtung der Schnitteigenschaften von Trajektorien im allgemeinen, dreidimen-
sionalen Fall in Anlehnung an Abb. 7.2

Insofern unterliegt die Startpunktwahl einer gewissen Willkiir. Die Festlegung von Startpunkten
weiterer Trajektorien auf bereits ermittelten Trajektorien bietet demnach mit Blick auf das Ge-
samtbild keine Vorteile, da sich daraus im Allgemeinen keine weiteren Schnitte ergeben. Infolge
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der in Abb. B.13 gekennzeichneten, unabhingigen Festlegung der Startpunkte schneiden sich die
in Abb. 7.2 dargestellten raumlichen Trajektorien untereinander nirgends.

Es ist noch anzumerken, dass die** Querdehnzahl v auf die Trajektorienverliufe einen signifikanten
Einfluss haben kann. Im konkreten Beispiel sind insbesondere die Verldufe der Zugtrajektorien in
Abb. 7.2 stark von der Querdehnzahl abhingig. Darum wird auch bei allen folgenden Beispielen
der Reproduzierbarkeit halber die darin angesetzte Querdehnzahl konsequent angegeben.

T-Tréiger unter Torsionsbeanspruchung

In Ankniipfung an die Betrachtung in Abs. 6.5 wird nachfolgend ein Torsionsproblem behandelt.
Abbildung 7.4 zeigt das mechanische Modell eines T-Trigers. Die Torsionsbeanspruchung wird
durch gegenseitige Verdrehung der Stirnflichen (z = 0 und x = 9) um jeweils den Winkel Ay,
appliziert. Verschiebungen in z-Richtung werden nicht behindert, sodass Verwolbungen zwangfrei
moglich sind. Ansonsten bleiben die Stirnflichen querschnittstreu**, womit nur ST.-VENANTsche
Torsion betrachtet wird.

Abbildung 7.4: Modell eines T-Trigers mit Torsionsbeanspruchung, Gitter zeigt Diskretisierung
mit 20-Knoten-Elementen (ABAQUS-Elementtyp C3D20)

Bei dem betrachteten Lastfall liefern zwar alle in z-Richtung benachbarten Elemente der darge-
stellten Diskretisierung die gleichen Ergebnisse, weshalb das angegebene Modell numerisch un-
notig aufwendig erscheinen mag. Dennoch wird die angegebene Diskretisierung so verwendet,
weil damit die fiir die Anwendung des Algorithmus (insbesondere der Interpolation) bereitzustel-
lenden Stiitzstellen des Spannungszustands direkt erhalten werden. Die Diskretisierung umfasst
5.625 finite 20-Knoten-Elemente mit insgesamt 151.875 Integrationspunkten als Stiitzstellen des
Spannungszustands.

Abbildung 7.5 zeigt ein Trajektorienbild als Farbskalendarstellung in Zentralprojektion. Der Be-
rechnung der darin dargestellten Trajektorien liegen die im Anhang in Abb. B.14(a) angegebe-

#isotropes Materialverhalten angenommen
# Die (orthogonalen) Parallelprojektionen der Stirnflichen in die (3, z)-Ebene bilden auch im verformten Zustand des
Systems den undeformierten Ausgangsquerschnitt (in gedrehter Lage) ab.
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nen Startpunkte zugrunde. Aufgrund der Spiegelsymmetrie des Querschnitts beziiglich der Ebene
y = 1,5 ergeben sich die Drucktrajektorien als Spiegelbild der Zugtrajektorien (und umgekehrt)
schlicht mit gegensitzlichem Vorzeichen der zugehorigen Hauptspannung. Abbildung 7.6(a) zeigt
eine Draufsicht des Trajektorienbilds in einer Parallelprojektion. Gut zu erkennen ist darin die
,LAusbreitung* in den Flansch des T-Trigers.

z
[ — , .
Omin 0 O max

Abbildung 7.5: Trajektorienbild fiir das System in Abb. 7.4 (v =0) als Zentralprojektion

In Abschnitt 6.5 entsprachen die hier dargestellten Trajektorien bei einem rotationssymmetrischen
Querschnitt Schraubenlinien, welche dargestellt in einer (orthogonalen) Parallelprojektion in die
(y, z)-Ebene als konzentrische Kreise erschienen. Abbildung 7.6(c) zeigt solch eine Projektion
der Trajektorien des T-Trdgers. Darin ist zu erkennen, dass die Trajektorien Schraubenlinien umso
dhnlicher werden, je weiter sie im Inneren verlaufen; die projezierte Form ndhert sich einem Kreis
an, dessen Mittelpunkt der Schubmittelpunkt des Querschnitts ist.

Abbildung 7.6(b) zeigt das Trajektorienbild in Seitenansicht (ebenfalls in Parallelprojektion). Die
gegenseitige Verdeckung der Trajektorien ist hier (wie bereits erwihnt) nicht beriicksichtigt wor-
den, deshalb wechseln die Trajektorien in der Mitte nicht die Farbe, wie es eigentlich der Fall
sein miisste; fiir die weiteren Betrachtungen ist dies aber unerheblich. Die Trajektorien bei Torsi-
onsproblemen weisen bei konstantem Querschnitt eine feste Periodizitit auf. Bei Schraubenlinien
entspricht die Periodenldnge der Ganghohe, die linear vom Radius abhingig ist. Die Trajektorien
des torsionsbeanspruchten T-Trigers weisen vergleichbare Eigenschaften auf. Besonders die ver-
gleichende Betrachtung der Abbildungen 7.6(b) und 7.6(c) zeigt, dass die d@uBeren Trajektorien
grofere Periodenldngen aufweisen. Die Abmessung des Tréagers in x-Richtung ist geringer, als die
Periodenlinge der in Abb. 7.6(c) erkennbaren duBleren Trajektorie, weshalb sie in dieser Ansicht
gegeniiber den anderen Trajektorien nicht geschlossen erscheint.
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Da die Festlegung der Startpunkte gem. Abb. B.14(a) in der Ebene x = 4,5 willkiirlich ist und der
Spannungszustand von der Stelle z unabhingig ist, konnten die gezeigten Trajektorien beliebig
oft mit beliebigen Versitzen in z-Richtung erneut eingefiigt werden; der Ubersichtlichkeit halber
wurde aber hier von einer solchen Umsetzung abgesehen.

(a) Draufsicht (Blick entgegen der z-Richtung) in Parallelprojektion

J/
(b) Seitenansicht *° (Blick in y-Richtung) in Parallelprojektion
(c) Stirnflichenansicht®  der  Trajektorien  in (d) Stirnflaichenansicht der Trajektorien orthogonal zu
Abb. 7.6(a) und Abb. 7.6(b) (Blick in z-Richtung) den Trajektorien in den restlichen Teilabbildungen
in Parallelprojektion (Blick in x-Richtung) in Parallelprojektion

Abbildung 7.6: Verschiedene Parallelprojektionen des Trajektorienbilds in Abb. 7.5

4 Es gilt zu beachten, dass die Trajektorien einzeln nacheinander projeziert wurden. Die gegenseitigen Verdeckungen
sind daher nicht richtig dargestellt.
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Abbildung 7.6(d) zeigt ergidnzend die Trajektorien der bisweilen nicht betrachteten Richtung. Wie
in Abs. 6.5 ist deren zugeordnete Hauptspannungsgrof3e zwar auch hier null, dennoch sind die
Verldufe bestimmt. Deren Ermittlung liegen die Startpunkte gem. Abb. B.14(b) zugrunde. Die dar-
gestellten Trajektorien enden allesamt im Schubmittelpunkt des Querschnitts, der entsprechend
Gl. (6.10) mit » =0 ein isotroper Punkt ist.

Scheibenartiges Bauteil

Als noch ein weiteres Beispiel wird das in Abb. 7.7 dargestellte Bauteil untersucht. Schnitte an
verschiedenen Stellen y = const. sind Geometrie und Belastung betreffend identisch und die Ab-
messung in y-Richtung ist gegeniiber den Abmessungen in x- und z-Richtung gering, weshalb das
Bauteil als scheibenartig angesehen werden konnte.

An der Oberseite z = 5 werden die dargestellten Flachenlasten aufgebracht, welche eine Gleich-
gewichtsgruppe bilden. Die Diskretisierung erfolgte mit 40 -8 -40 = 12.800 Elementen; der Span-
nungszustand wird damit an 345.600 Stiitzstellen berechnet. Alle Knoten an der Unterseite z =0
sind in z-Richtung unverschieblich gelagert. Abbildung 7.8 zeigt die berechneten Trajektorienver-
laufe erneut als Farbskalendarstellung mit nebenstehender Schwarz-Weil3-Darstellung in unterein-
ander gleicher Perspektive als Zentralprojektion. Der Ubersichtlichkeit halber wurden nicht alle
berechneten Trajektorien in einem einzigen Bild dargestellt, sondern in drei Teilbildern. Die Ver-

Abbildung 7.7: Mechanisches Modell eines scheibenartigen Bauteils, an z = 0 alle Knoten in z-
Richtung unverschieblich, Gitter zeigt Diskretisierung mit 20-Knoten-Elementen
(ABAQUS-Elementtyp C3D20)
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einigung der Teilbilder stellt das gesamte Trajektorienbild dar. Die oberen Abbildungen zeigen im
Wesentlichen diejenigen Trajektorien, die an der Lastfliche der Druckbeanspruchung p enden und
die mittleren Abbildungen zeigen die Trajektorien, die an den Lastflichen der Zugbeanspruchun-
gen 0,5 p enden. Die unteren Abbildungen zeigen Trajektorien, die genau in der Symmetrieebene
y=0,5 in y-Richtung verlaufen.

Die entgegengesetzten Oberflichenlasten fithren bei Querdehnzahlen » # 0 zu entgegengesetz-
ten Querdehnungen, wobei hier insbesondere die Querdehnungen in y-Richtung gemeint sind.
Die Druckbeanspruchung behindert dementsprechend die Querdehnung infolge der Zugbeanspru-
chung und umgekehrt — maBgeblich im Ubergangsbereich von Zug- zu Druckbeanspruchung*
aufgrund der erforderlichen Verformungsvertriglichkeit. Daraus resultieren Normalspannungen in
y-Richtung, die aber an den freien Oberflaichen y = 0 und y = 1 null werden miissen. In Abbil-
dung 7.8(a) (unteres Bild) sind unmittelbar unterhalb der Lastflichen der Zugbelastungen Trajek-
torien in schwachem Rot zu erkennen, die nahezu in y-Richtung verlaufen. Sie werden umso heller,
einerseits je weiter sie vom Ubergang von Zug- zu Druckbelastung entfernt sind, und andererseits
je mehr sie sich den freien Oberflichen ndhern. Analog erscheinen solche Trajektorien unterhalb
der Lastflache der Druckbeanspruchung in schwachem Blau. Obwohl Geometrie und Lagerungs-
bedingungen zunichst moglicherweise den Anschein erwecken, dass das Problem als Scheiben-
problem mit ebenem Spannungszustand behandelt werden kann, leitet sich aus den geschilder-
ten Begebenheiten ab, dass der vorliegende Spannungszustand kein ebener Spannungszustand ist.
Damit ist hier bei der Losung des Eigenwertproblems auch kein zweidimensionales Eigenwert-
problem abspaltbar, wie es in Gl. (3.15) fiir den ebenen Fall gelang. Die Folge ist, dass es keine
eigenstdandige Schar Trajektorien in ,,.Dickenrichtung* gibt, was besonders gut in Abb. 7.8(b) (un-
teres Bild) zu erkennen ist. Die in y-Richtung (Dickenrichtung) gestarteten Trajektorien weichen
von ihrer Anfangsrichtung ab, und zwar — rein bildlich gesprochen — zum Teil so, dass sie gewis-
sermalen ,,in eine andere Schar einbiegen®. Im oberen Bild ist dies gleichermal3en beobachtbar.
Mit Reduzierung der Abmessung in y-Richtung gegen null verschwindet dieser Effekt.

Abbildung 7.9 zeigt vergleichsweise die Trajektorien fiir den Fall, dass neben der unterseitgen La-
gerung in z-Richtung die Knoten an den Flichen y =0 und y = 1 in y-Richtung unverschieblich
gelagert sind. Dadurch sind bei dem {iiber y konstanten Lastbild die Querdehnungen in y-Richtung
gezwungenermalen null und damit konstant. Aufgrund daraufthin zum Teil entfallender Schubver-
zerrungen ldsst sich bei der Losung des Eigenwertproblems wieder ein zweidimensionales Eigen-
wertproblem 1. S. v. Gl. (3.15) abspalten und die y-Richtung ist an allen Stellen eine Hauptspan-
nungsrichtung. Die Trajektorien in Abb. 7.9 (untere Bilder) zeigen dies. Der Spannungszustand
(bei hinzugefiigter Lagerung in y-Richtung) ist durch den eines Scheibenproblems mit ebenem
Verzerrungszustand beschreibbar.

Bei der Querdehnzahl v = 0 ist die vorige Betrachtung gegenstandslos; fiir diesen Fall wire der
Spannungszustand und damit das Trajektorienbild fiir die beiden beschriebenen Félle identisch.
Die Hauptspannungen in y-Richtung wiren null.

Beziiglich der Ungenauigkeiten der numerischen Spannungslosung im Bereich der Begrenzungen
der Lastflachen gelten die Ausfiihrungen in Abs. 5.2.1 sinngemifB. Aufgrund solcher Niherungs-
fehler enden die darauf basierend berechneten Trajektorien in unmittelbarer Nédhe der Lastflachen-
grenzen nicht unbedingt orthogonal zur Bauteilbegrenzung.

46 Beim Ubergang vom unbelasteten Bereich zum zugbelasteten Bereich (z. B. an = = 1) ist das prinzipiell nicht an-
ders. Die Querdehnung infolge der Zugbeanspruchung wird dort sogesehen durch den angrenzenden, unbelasteten
Bereich behindert, wodurch ebenfalls Spannungen in y-Richtung auftreten. Diese sind aber im dargestellten Trajek-
torienbild nicht sichtbar, weshalb dies bei der an den Bildern orientieren Diskussion nicht weiter vertieft wird.
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Abbildung 7.8: Trajektorienbild fiir das System in Abb. 7.7 (v = 0,2) als Zentralprojektion, der
Ubersicht halber zerlegt in Teilbilder
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Abbildung 7.9: Trajektorienbild fiir das System in Abb. 7.7 mit zusitzlich in y-Richtung unver-
schieblicher Lagerung aller Knoten an y =0 und y =1 (v =0,2) als Zentralprojek-
tion, der Ubersicht halber zerlegt in Teilbilder
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7.2 Beurteilung des Nutzens von Trajektorien im Dreidimensionalen

Der entwickelte Algorithmus zur Ermittlung und Darstellung von Trajektorien dreidimensionaler
Spannungszustinde bietet im Rahmen dieser Arbeit einen ersten Einblick in diese Thematik und
die Qualitit zu erwartender Resultate. Da diese Visualisierungsform in kommerziellen Anwendun-
gen bisweilen kein Bestandteil ist, bestand bisher auch noch nicht die Moglichkeit des Einsatzes in
der Praxis. Demnach fehlen natiirlich die Erfahrungen aus der praktischen Anwendung. Inwieweit
sich diese Visualisierungsform etabliert, und inwieweit diese zur Interpretation dreidimensionaler
Spannungszustinde als hilfreich empfunden werden wird, ldsst sich gegenwiértig nicht beurteilen.

Zweifellos ist die zweidimensionale Darstellung in Form von Projektionen, wie Sie im Buchdruck
unumginglich ist, keine geeignete Methode, dreidimensionalen Trajektorienbildern Aussagekraft
zu verleihen. Bei einfachen Problemen helfen Symmetrie und ggf. Erfahrung bei der Interpretation.
Bei Trajektorienbildern fiir neue, allgemeinere Probleme, deren Ergebnisse der Betrachter nicht
ohnehin bereits mehr oder weniger im Kopf hat, scheitert die Interpretierbarkeit an den fehlenden
Tiefeninformationen.

—

(a) Richtungskreuze an allen Integrationspunkten (b) Richtungskreuze an einigen Integrationspunkten

Abbildung 7.10: Richtungskreuzdarstellung der Hauptspannungen fiir das System in Abb. 7.1 im
Vergleich zum Trajektorienbild in Abb. 7.2

Mithilfe einer dynamischen stereoskopischen Darstellung, wie sie in Abs. 6.4.2 beschrieben ist,
kann die rdumliche Wahrnehmbarkeit immens gesteigert werden. Zukiinftige Technologien wie
die bereits angesprochenen Volumendisplays werden dies moglicherweise noch weiter verbessern.
Dem Betrachter die riumliche Wahrnehmung des Trajektorienbilds zu ermoglichen, ist jedenfalls
Grundvoraussetzung fiir die Niitzlichkeit dieser Bilder.
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Verglichen mit den bisher zur Verfiigung stehenden Visualisierungsformen stellen die dreidimen-
sionalen Trajektorien allerdings eine tatsichliche Bereicherung zur Visualisierung dreidimensio-
naler Spannungszustinde dar. Unter den in Abs. 2.2 beschriebenen Visualisierungsformen ist nur
die Richtungskreuzdarstellung in der Lage, die Hauptspannungen gleichzeitig nach Grée und
Richtung darzustellen. Dabei werden an den Integrationspunkten kurze Linien in den Richtun-
gen der dortigen Hauptspannungen eingetragen und iiber die Linge und/oder Farbe der Linien
die GroBen der zugeordneten Hauptspannungswerte kenntlich gemacht. Abbildung 7.10(a) zeigt
fiir den im vorigen Abschnitt untersuchten Quader (Abb. 7.1) eine Richtungskreuzdarstellung der
Hauptspannungen in ABAQUS (Bildschirmkopie), bei welcher (standardméfBig) an allen Integrati-
onspunkten die Richtungskreuze angegeben sind. Bereits durch die gegenseitige Verdeckung der
Linien ist in dieser Darstellung beziiglich des Spannungszustands im Korper so gut wie nichts zu
erkennen. Abbildung 7.10(b) zeigt die Richtungskreuzdarstellung an einer reduzierten Anzahl in
ABAQUS stochastisch ausgewihlter Integrationspunkte. Die gegenseitigen Verdeckungen kénnen
damit deutlich reduziert werden. Eine stereoskopische Darstellung konnte dem Betrachter einen
rdumlichen Eindruck verschaffen, allerdings ist die rdumliche Wahrnehmung vieler einzelner kur-
zer Linien schwieriger, als bei durchgingigen Trajektorien.

Abgesehen davon liefern nach Meinung des Autors die Trajektorien ein besseres Gesamtbild des
Hauptspannungszustands als die Richtungskreuzdarstellung. Dafiir ist allerdings die zutreffende
Interpretation der Trajektorienbilder Voraussetzung, was im ebenen Fall gleichermallen gilt.

Abbildung 7.11 zeigt erginzend fiir den T-Tridger unter Torsion aus dem vorigen Abschnitt die
Richtungskreuzdarstellung aus ABAQUS zum Vergleich mit dem Trajektorienbild in Abb. 7.2. Der
Leser moge sich selbst eine Meinung bilden.

Abbildung 7.11: Richtungskreuzdarstellung der Hauptspannungen fiir das System in Abb. 7.4 im
Vergleich zum Trajektorienbild in Abb. 7.5, Richtungskreuze an nur einigen In-
tegrationspunkten zur Vermeidung absoluter Verdeckungen
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8 Zusammenfassung und Ausblick

Fiir die anschauliche Darstellung der Ergebnisse mechanischer Untersuchungen von Bauteilbe-
anspruchungen existieren diverse Visualisierungsformen. Eine solche Visualisierungsform ist die
Darstellung von Hauptspannungstrajektorien, vorwiegend der Hauptnormalspannungstrajektorien
des Spannungszustandes eines Bauteils. Trajektorienbilder sind im Bereich des Bauingenieurwe-
sens insbesondere im Massivbau nach wie vor von grolem Interesse. So werden beispielsweise
die in der Stahlbetonnormung fest verankerten Stabwerkmodelle in erster Linie auf der Basis von
Hauptspannungstrajektorien entwickelt. Aus diesem Grund gehoren Trajektorienbilder heute nicht
nur zum akademischen Standardlehrstoff, sondern werden auch in wissenschaftlichen Veroffentli-
chungen gern zur Erlduterung von komplexen Spannungszustinden herangezogen.

Die Bereitstellung eines geeigneten Algorithmus zur Erzeugung solcher Trajektorienbilder unter
Beachtung aller notwendigen Randbedingungen ist daher von entscheidender Bedeutung, denn bis-
her veroffentlichte Trajektorienbilder enthalten nicht selten grundlegende Fehldarstellungen, wel-
che u.a. auf mangelnde Aufmerksamkeit oder fehlendes Wissen auf diesem Gebiet und mangelnde
Hilfsmittel fiir eine korrekte Darstellung zuriickzufiihren sind. Die vorliegende Arbeit leistet einen
wesentlichen Beitrag dazu, diese bislang vorhandene Liicke zu schlieen.

Anhand von systematischen Untersuchungen zu verschiedenen Bauteilgeometrien und Beanspru-
chungskonstellationen konnte eine Reihe von immer wieder zu findenden Fehlinterpretationen von
Trajektorienbildern aufgezeigt werden. So konnte anhand von Beispielen belegt werden, dass die
bisweilen verbreitete Annahme, die Verdichtung von Trajektorien in einem Trajektorienbild be-
deute eine Spannungskonzentration an entsprechender Stelle, keinen allgemeingiiltigen Zusam-
menhang darstellt. Die oft angenommene Analogie von Spannungstrajektorien zu Stromlinien von
Fluidstromungen wurde widerlegt; Spannungsfelder konnen anders als Fluidstromungen aufgrund
des uneindeutigen Richtungssinns nicht durch Vektorfelder dargestellt werden. Aus diesem Grund
wird empfohlen, den hédufig verwendeten Begriff ,,Kraftfluss* zumindest in Verbindung mit Tra-
jektorienbildern generell zu vermeiden.

Im Hauptteil der Arbeit wurde im ersten Schritt zunichst eine Methode zur tatsdchlichen Berech-
nung und aussagekriftigen Darstellung von Trajektorienbildern fiir den zweidimensionalen Fall
entwickelt und umsetzbar dargelegt. Dieser Methodik werden numerisch berechnete Spannungslo-
sungen zugrunde gelegt, die beispielsweise mithilfe der Finite-Elemente-Methode oder des Ditfe-
renzenverfahrens gewonnen werden konnen, da — abgesehen von wenigen Spezialfillen von Trag-
werksgeometrien — davon ausgegangen wird, dass im Regelfall keine analytische Spannungslésung
zur Verfiigung steht. Das Verfahren ist jedoch nicht auf numerische Eingangsgroen beschrinkt,
sondern gleichfalls in der Lage, analytisch vorliegende Spannungslésungen auszuwerten.

Das Problem bei herkommlichen Trajektorienbildern, dass diese nicht imstande sind, Auskunft
iber die Groe der Spannungen zu geben, wurde durch die Einfiihrung einer neuen Darstellungs-
form gelost, die neben den Richtungen auch die Gréen der Hauptspannungen anhand eines Farb-
malstabes ablesbar macht. Auf diese Weise konnen zukiinftig Fehlinterpretationen, wie bspw. die
Annahme von Spannungsvergrolerungen im Bereich dichter verlaufender Trajektorien, die sich
bei gleichmiBig schwarz dargestellten Trajektorien optisch aufdridngen, in Zukunft vermieden wer-
den, indem die Trajektorien bei geringen Spannungsbetrigen entsprechend schwach im Trajekto-
rienbild erscheinen.

Zur Berechnung mehrerer Trajektorien eines Trajektorienbilds wird fiir jede einzelne Trajektorie
ein Startpunkt benotigt. Zu deren Festlegung wurde eine halbautomatische Startpunktermittlung
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entwickelt, welche nur die Vorgabe eines initialen Startpunkts erfordert. Allerdings wird das er-
rechnete Trajektorienbild in nicht unerheblichem Malle von der Wahl dieses Startpunkts beein-
flusst. Aufgrund von zu erwartenden verschiedenen dsthetischen Empfindungen der potenziellen
Anwender der entwickelten Methodik wird vorgeschlagen, die Wahl des Startpunktes dem Anwen-
der zu iiberlassen, da ein allgemeingiiltiges Kriterium hierfiir nicht existiert.

Mithilfe einer variablen Schrittweitensteuerung konnte die Genauigkeit bei der Pfadverfolgung
der Trajektorien gegeniiber festen Schrittweiten malBgeblich verbessert werden. Geeignete Ab-
bruchkriterien gewihrleisten das zuverldssige Auffinden von dueren sowie innenliegenden Bau-
teilbegrenzungen und die Detektion geschlossener Trajektorien. Einen wesentlichen Punkt stel-
len mogliche Singularititen wie isotrope Punkte, isotrope Grenzen oder isotrope Gebiete dar, in
denen die Hauptspannungsrichtungen mithilfe der Losung des Eigenwertproblems nicht eindeu-
tig ermittelbar sind. Die an solchen Stellen auftretenden Effekte und entstehenden Probleme bei
der Ermittlung und Interpretierbarkeit von Trajektorienbildern wurden systematisch analysiert und
entsprechende Losungsvorschlige erarbeitet.

Mithilfe von Genauigkeitsuntersuchungen wurde die Herkunft der mafgeblichen, das Endergeb-
nis beeinflussenden Ungenauigkeiten untersucht. Es hat sich gezeigt, dass diese vor allem mit der
Auflosung der Diskretisierung bei der Ermittlung des Spannungszustands in Zusammenhang ste-
hen. Insgesamt waren die absoluten Pfadabweichungen jedoch in allen untersuchten Beispielen so
klein, dass sie im erhaltenen Trajektorienbild bei Darstellung in iiblichen MaBstiben keine wahr-
nehmbaren Auswirkungen haben.

Bisher blieb die Verwendung von Trajektorienbildern praktisch auf zweidimensionale Probleme
beschrinkt. Das Potenzial von Spannungstrajektorien zur Visualisierung dreidimensionaler Span-
nungszustinde war bislang noch unerforscht. Daher wurde das Verfahren zur Berechnung von
Spannungstrajektorien im Hauptteil der Arbeit in einem zweiten Schritt auf dreidimensionale
Spannungszustinde tibertragen.

Wihrend sich einige Teilbereiche des entwickelten Algorithmus, wie beispielsweise die automa-
tisierte Schrittweitensteuerung, problemlos unter Hinzuziehung einer weiteren Richtungskompo-
nente fiir dreidimensionale Probleme erweitern lassen, hat sich gezeigt, dass diese Erweiterung
auch diverse Nichttrivialititen enthilt. So besteht beispielsweise das Problem, dass der Speicher-
aufwand fiir die Interpolation des Spannungszustandes auf gleiche Weise wie im ebenen Fall die
gegenwirtig verfiigbaren Kapazititen iibersteigt. Weiterhin ist eine automatisierte Detektion der
Bauteilridnder — insbesondere bei komplexen Geometrien, ggf. auch mit innenliegenden Bauteil-
kanten — deutlich komplizierter als im zweidimensionalen Fall.

Bei den aus der Berechnung erhaltenen Trajektorien handelt es sich im dreidimensionalen Fall
um rdumliche Kurven. Eine wesentliche Erkenntnis aus berechneten dreidimensionalen Trajekto-
rienbildern ist, dass sich diese Raumkurven im Unterschied zum ebenen Fall nicht zwangsliufig
schneiden miissen. Es hat sich herausgestellt, dass sich bei dreidimensionalen Trajektorien im
Allgemeinen keine Maschen zwischen den Trajektorien wie im Zweidimensionalen aufspannen
lassen. Anhand eines analytischen Beispiels sowie weiterer numerischer Beispiele konnte dies
eindeutig nachgewiesen werden.

Eine noch verbleibende Schwierigkeit bei der Anwendung dreidimensionaler Trajektorienbilder
besteht in deren interpretierbarer Darstellung. In der vorliegenden Arbeit wurden hierzu einige
Vorschlidge erarbeitet sowie deren Anwendbarkeit getestet und bewertet. Beispielsweise stellt die
stereoskopische Projektionstechnik dafiir ein derzeit probates Mittel dar, sie befindet sich jedoch
noch in der Entwicklung, entsprechende Wiedergabegerite stehen potenziellen Anwendern derzeit
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zumeist nicht zur Verfiigung. Fiir eine verbreitete Anwendung solcher Darstellungsformen bleibt
der weitere technische Fortschritt auf dem Gebiet der 3D-Visualisierung bzw. -Simulation abzu-
warten.

Um die Moglichkeit der eigenstidndigen Berechnung von Trajektorienbildern einem breiten Nutzer-
kreis zugédnglich zu machen, konnen aufbauend auf den Erkenntnissen dieser Arbeit leicht bedien-
bare Softwarelosungen mit grafischer Benutzeroberflache entwickelt werden. Der Algorithmus zur
Trajektorienermittlung wurde mit diesem Ansinnen in allen Details beschrieben. Auf dem Gebiet
der Trajektorien dreidimensionaler Spannungszustinde hat sich dariiber hinaus noch weiterer For-
schungsbedarf herausgestellt, hierzu werden in der Arbeit an den entsprechenden Stellen einige
Vorschlidge zur Weiterentwicklung gemacht. Die unterschiedlichen Auswirkungen isotroper und
teilisotroper Punkte auf ein dreidimensionales Trajektorienbild konnen mit Verfiigbarkeit entspre-
chender Darstellungstechnik niher untersucht werden.

Dariiber hinaus ermoglicht der entwickelte Algorithmus direkt auch die Ermittlung von Trajektori-
en materiell oder geometrisch nichtlinearer sowie dynamischer und sonstiger Probleme, sofern der
entsprechende Spannungszustand vorliegt. Aulerdem kann der Algorithmus prinzipiell auch zur
Bestimmung von Hauptschubspannungstrajektorien oder Hauptmomentenlinien angewandt wer-
den. Die Untersuchung der Charakteristika von Trajektorienbildern solcher Probleme stellt fiir
sich ein weiteres Forschungsfeld dar.
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Anhang
A Analytische Spannungslosungen zu speziellen Problemen

A.1 Halbebene unter Einzellast und begrenzter Streckenlast

Yy
T P z,¢

Abbildung A.1: Einzellast /" auf Halbebene

Der Spannungszustand fiir das Problem in Abb. A.1 mit der Kraft F' an der Stelle x = £ ist nach
Anpassung an das hier verwendete Koordinatensystem gemall [LAERMANN 1966] beschrieben

durch die Spannungskomponenten
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Abbildung A.2: Streckenlast p auf Halbebene

Der Spannungszustand fiir eine begrenzte Streckenlast p kann aus der vorigen Losung gewonnen
werden. Die Streckenlast wird lokal als Verteilung einer differentiellen Kraft d ' bezogen auf einen
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differentiellen Einwirkungsbereich d¢ formuliert:

_dF

-3 (A.4)

p(€)
Gleichung (A.4) nach der differentiellen Kraft dF' umgestellt wird in die Gln. (A.1) bis (A.3)
eingesetzt, welche daraufhin die differentiellen Spannungskomponenten angeben. Nach Integra-
tion iiber den Einleitungsbereich der Streckenlast p folgen die Spannungskomponenten fiir eine
Streckenlast im Bereich —d < z < d zu

_ 2 [ (x =&y

Opz (T,Y) = ﬂ[p(ﬁ)((x e +y2)2d£, (A.5)
_ 2 [ v’

Oyy (,) = 7Tt{p(é)((x myay +y2)2d£, (A.6)
_ 2 [ (z— &y

Tay (2, Y) = ﬂ[p(ﬁ)((x Bpr +y2)2d£' (A7)

Im Kontext von ebenen Spannungsproblemen konnen Streckenlasten p auch als Fldachenlasten p
der Form

(A.8)

~+ |3

p:

angegeben werden. Ab Einfiithrung des FarbmaBstabes wurde dies konsequent so gehandhabt, was
dessen Beschriftungen ab Abb. 4.21 zu entnehmen ist.
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A.2 Wedge-Problem: Scheibenecken mit nicht rechtem Winkel

N

Abbildung A.3: Scheibenecke (wedge) mit beliebigem Winkel /3, in Radialrichtung unendlich fort-
gesetzt

Der Spannungszustand fiir eine Scheibenecke mit beliebigem Winkel 5 nach Abb. A.3 wird in [T1-
MOSHENKO & GOODIER 1951] mit den Spannungskomponenten

o (0) = %% (—2k 4 tan  — 26 — sin 20 + tan (3 cos 20) , (A9)

o9 (0) = %% (—2k + tan 5 — 260 + sin 20 — tan 3 cos 20) , (A.10)
1

Trg (0) = 5%(1 — tan [3sin 20 — cos 26) (A.11)

in Polarkoordinaten geméfl Abb. A.3 angegeben, worin
k=tanp — (A.12)

ist.
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A.3 Dreieckige Scheibe unter verteilter Belastung

YA ¢
« mp

7
T 7
h
74
L L
/1 l 1

Abbildung A.4: Mechanisches Modell einer dreieckigen Scheibe

In Ergénzung zu Abs. 5.6 wird die Ermittlung des Spannungszustands der in Abb. A.4 noch ein-
mal dargestellten dreieckigen Scheibe mithilfe der AIRYschen Spannungsfunktion F' (siehe hier-
zu [RAACK 1989], S. 115ff) beschrieben. Die dargestellte Lagerung ist, wie in Abs. 5.6 (S. 100)
bereits beschrieben, nur symbolisch zu verstehen, da Verformungsrandbedingungen im Bereich
der Lagerung im Folgenden keine Beriicksichtigung finden.

Fiir das vorliegende Problem wird als AIRYsche Spannungsfunktion F' angesetzt*’

F(x,y) = axn®® + azr® + apy® + asy’ + anry + an 2’y + appry® . (A.13)

Ohne Vorhandensein von Volumenlasten sind die Spannungen gemill [RAACK 1989]

82

Oue(T,Y) = a—yQF(x, Y), (A.14a)
o2
oyy(2,y) = 55 F (2 y), (A.14b)
o2

und somit fiir die angesetzte AIRYsche Spannungsfunktion

Oz, y) = 2a02 + 6ag3y + 2a127, (A.15a)
Oyy(7,y) = 2a0 + 6azox + 2a21y, (A.15b)
Ty (T, Y) = —a11 — 2a2170 — 2a12y . (A.15¢)

Zur Bestimmung der sieben, in den Gln. (A.15a) bis (A.15c¢) verbliebenen Ansatzfreiwerte wird
die Erfiillung der Spannungsrandbedingungen am oberen horizontalen und unteren schrigen Rand

4T Die Indices der Ansatzfreiwerte wurden entsprechend der Exponenten von z und y gewihlt (z. B. az02?y° = aggz?).
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sowie speziell an der spitzwinkligen Ecke gefordert:

x
(2, y=0) = —p7, (A.16a)
Toy(2,y=0) =0, (A.16b)
0 (x=0,y=0) =0, (A.16¢)
Oyy(r=0,y=0) =0, (A.16d)
Toy(x=0,y=0) =0, (A.16¢)
h
Ugg(x,y:—jx) =0, (A.16f)
h
Tgn(x,y——jm) =0. (A.16g)

Fiir die Spannungsrandbedingungen (A.16f) und (A.16g) sind die Spannungen entsprechend in das
(&, m)-Koordinatensystem zu transformieren (vgl. Transformation in Abs. A.4 oder sieche [GROSS
et al. 2005], dort S. 40). Die Losung des Gleichungssystems fiihrt zu den Ansatzfreiwerten

ag =0, (A.17a)
= A.17b
as3o 6 ( )
agz = 0, (A.17¢)
p sin(2p)L — cos(2p) + cos?(2¢) + sin?(2¢p)
gz =~ . 5 5 : (A.17d)
6h cos(2¢) + cos?(2¢) + sin(2¢p)
ay =0, (A.17¢)
ag1 = 0, (A17f)
sin(2
13 = (2¢) (A.17g)

2h cos(2¢) + cos?(2p) + sin?(2p)

mit dem Transformationswinkel ¢ = arctan %

Die Gleichungen (A.15a) bis (A.15c) geben nach Einarbeitung der Losungen fiir die Ansatzfrei-
werte den Spannungszustand der Scheibe an. Bei dieser Losung wurden keine Verformungsrand-
bedingungen beriicksichtigt. Die in Abb. A.4 dargestellte Lagerung ist daher symbolisch zu ver-
stehen, und zwar in dem Sinne, dass das System im Gleichgewicht steht; eine starre Einspannung
wird nicht abgebildet.
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A.4 Halbraum unter Einzellast (Formeln von BOUSSINESQ) und rechteckig begrenzter

Flachenlast
4—””_—‘\\
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Abbildung A.5: Einzellast F' auf Halbraum

Fiir das in Abb. A.5 dargestellte Problem einer konzentrierten Einzellast auf einem elastischen
Halbraum geben die Formeln von BOUSSINESQ den Spannungzustand in Zylinderkoordinaten
nach [SZABO 2001] wie folgt an:

Gy = % [(1 — ) R(zi 7 3;;} : (A.18)
os = % (1-2v) {% - ﬁ] , (A.19)
.. = —3%%?;, (A.20)
Ty = —3%%2, (A21)
Trg = Tg> = 0. (A.22)

Darin steht R verkiirzend fiir /72 + 22. Zur Anwendung des auf kartesische Koordinaten ausge-
legten Algorithmus wird der Spannungszustand entsprechend transformiert. Dazu wird der Span-
nungszustand nach den Gln. (A.18) bis (A.22) in Zylinderkoordinaten zunédchst in Matrixform

o 0 T
0'(7,7972) = 0 (ox:1:} 0 . (A23)
T2 0 0.

notiert (vgl. Gl. (3.9)) und durch Multiplikation mit der Transformationsmatrix
cosy, sing, 0

T=|—sinp, cosp, 0 (A.24)
0 0 1

fiir eine Rotation bzgl. der z-Achse um den Winkel ¢, in kartesische Koordinaten gemél3 Abb. A.6
transformiert:

Oy =T 040y TT. (A.25)
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Der Transformationswinkel betrigt ¢, = —6. Daraus werden beziiglich kartesischer Koordinaten
die Spannungen

Opw = €08°0 0,y + sin?6 oy , (A.26)
Oyy = sin%6 o, + cos?6 oy , (A.27)
Opy = 0y s (A.28)
Toy = cosOsinf (o,, — ogg) , (A.29)
Ty. = sinf ., (A.30)
Tpz = COS 6O Ty (A.31)

mit 0,.., 0y, 0, und 7,, nach den Gln. (A.18) bis (A.21) erhalten. Abhingig von der Stelle (x, y, 2)
werden eingesetzt:

e T (A32)
R= TP+ 7, (A33)

y>0: 3
r=0: y<0: -3
0= sonst : unbestimmt . (A.34)

const: 4% 0: arctan ¥
’ sonst : arctan ¥ +

Bis hierhin wurden die Formeln von BOUSSINESQ nur in kartesische Koordinaten transformiert.
Die Einzellast F' greift demnach an der Stelle (x,y, z) = (0, 0, 0) konzentriert an. Zur Bestimmung

Abbildung A.6: Flidchenlast p auf Halbraum

des Spannungszustands unter einer rechteckig begrenzten Flidchenlast p im Bereich &, < x < &,
und 7, < y < 7, analog zu den Ausfithrungen in Abs. A.1 wird die Losung fiir einen Lastangriff
an der variablen Stelle (z,y,z2) = (§,7,0) formuliert. Dazu wird in den Gln. (A.26) bis (A.34)
ersetzt:

r:=x—E, (A.35)
y=y—-n. (A.36)
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Die konzentrierte Einzellast F' an der Stelle (x,y, z) =

dF = p(§,n) d&dn

(&,1,0) wird durch eine differentielle Kraft
(A.37)

ersetzt und die daraufhin erhaltenen differentiellen Werte der Spannungen sind fiir alle dF' im
Lasteinleitungsbereich zu integrieren. Die differentielle Kraft d F' bezogen auf einen differentiellen
Einwirkungsbereich dnd¢ entspricht dabei einer Flichenlast

dF
dédn

Der Spannungszustand fiir eine Teilflichenlast nach Abb. A.6 ldsst sich somit beschreiben durch

p(&n) = (A.38)

o Mo
Oralw,y,2) = [ [ PSR o0 | =ty — 32|+ sin® (1 - 20) | — g || e,
&u M
&o Mo ) ) -
oy, y, 2) = % _sin29 [Rl(;il]’%) — 3;{ } + cos?6 (1 — 2v) _% - R(zleR) | dnd¢,
&u T
éo Mo
0..(2,y,2) = 3p2§ﬂn 25 dnd¢,
gu T
éo Mo
Toy(T, Y, 2) = /@cos@smé’ HRl(;le’%) - 3? ] (1—2v) [—3 - ﬁ“ dndé¢,
gu T
60 Mo
Ty (T, y,2) = —?;p(2£ sin 055 dnd§
&u Mu
& Mo
Ty (2,y,2) = —3p(§ cos 0z dndf’
&u T
mit
r=/(z =&+ (y—n)?,
R=+/(z—&?+(y—n)?+22,
y—n>0: 5
r—&6=0: y—n<0: -3
0 = sonst : unbestimmt
arctan =1
sonst : r=¢

x—&>0:
sonst :

y=n
arctan pr +

Die Integration erfolgt numerisch mit der SIMPSONschen Regel.
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B Erginzende Berechnungsergebnisse und Angaben
B.1 Ermittlung der Lage von Integrationspunkten finiter Elemente

In Abschnitt 4.2.1 wird auf die folgende Bestimmung der (, y)-Koordinaten der Integrationspunk-
te eines finiten Elements verwiesen, an denen aus der numerischen Berechnung die Spannungen
vorliegen. Die weiteren Ausfithrungen bauen auf Grundlagen der Finite-Elemente-Methode auf,
die hier aus Griinden des Umfangs nicht im Detail wiedergegeben werden konnen; hierzu wird
auf [BATHE 1986] und [THIEME 1996] verwiesen.

Funktionen, fiir welche nur an den Knotenpunkten eines finiten Elements Funktionswerte bekannt
sind (z. B. Knotenverschiebungen), werden innerhalb eines Elements interpoliert (z. B. zur Be-
schreibung des Verschiebungsfelds). Fiir eine solche Interpolation wird eine Ansatzfunktion ver-
wendet.

74
Je ) — O N— ©
L3
5
74 74 ,,,,,, :
3
1] Vs |
e O — ) S ©)
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+ + A
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Abbildung B.1: Einheitselement fiir allgemeine 8-Knoten-Scheibenelemente mit normierten loka-
len Elementkoordinaten (p, <), eingetragen die Knoten (@, Knotennummer x) und
Integrationspunkte (®, Integrationspunktnummer ¢)

Abbildung B.1 zeigt das Einheitselement zu den in Kap. 4 und 5 fiir die ebenen Probleme verwen-
deten 8-Knoten-Scheibenelementen (Anzahl der Knoten nx =8, ABAQUS-Elementtyp CPS8 oder
CPES). Die angetragene Lage der Integrationspunkte wurde [BATHE 1986] (dort S.307, Tab.5.3)
entnommen. Die zugrunde gelegte Ansatzfunktion A zur Interpolation lautet

Alp,§) = ago + arop + aps + asop” + a11ps + agas® + az1p’s + ar2ps” (B.1)

mit den nk Ansatzfreiwerten*® a. An jedem Knoten @ wird verlangt, dass der Wert der Ansatz-
funktion dem dort vorliegenden Funktionswert fg gleicht, woraus sich ein lineares Gleichungs-

8 Die Indices der Ansatzfreiwerte wurden entsprechend der Exponenten von p und ¢ gewihlt (z. B. a20p%<? = ag0p?).
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system mit nk Gleichungen fiir die nx Ansatzfreiwerte ergibt:

ago + a10Po + A01Se + 2005 + A11P0Se + A02Se + A21P0Se + 120050 = fo (B.2a)
o + A10Pe + 01Se + A200% + A11P6Se + Q0255 + G21P0Se + 120058 = fa , (B.2b)
Qg + A10Pe + A01Se + a20p2 + a11p6% + agase + a21p2 Se + a12p 2 = fo- (B.2h)

Darin sind pg und ¢ (v = 1,2,...,nk) die lokalen Koordinaten der Knoten gem. Abb. B.1.
Die Losung dieses Gleichungssystems fiihrt zu den Ansatzfreiwerten a in Abhingigkeit von den
Funktionswerten fg (1 = 1,2, ..., nk). Diese werden in die Ansatzfunktion (B.1) eingesetzt. Alle
Faktoren eines Funktionswerts fg entsprechen einer Formfunktion Ng. So werden die Formfunk-
tionen erhalten mit

No(p,s) = —3(1=p)(1 =) (1 +p+9), (B.3a)
No(p.§) =~ (L4 )L~ )1 = p+). (B.3b)
No(p.s) = —3(1+ p)(1+6)(1 = p—<), (B.3¢)
N, (m)Z—;l(l—p)(1+<)(1+p—<), (B.3d)
Nolprs) = 5(1= )1 —9), (B3e)
Nolps) = g(1+p)(1 %), (B.36)
Nolps)= (1= )1 +9), B3g)
Nolp.s)= (1= p)(1—¢?). (B.3h)

Das Interpolationsergebnis fiir eine Funktion f an einer Stelle (p, <) berechnet sich mit

f(p,s) =Y Nolps)fo- (B.4)
=1

Die wahren Koordinaten der Integrationspunkte (x ), e ) werden bestimmt, indem fiir die Funkti-
onswerte an den Knoten f¢ die aus der Definition der Finite-Elemente-Diskretisierung bekannten
wahren z- bzw. y-Koordinaten der Knoten eingesetzt werden, und die Formfunktionen Ng an den
gem. Abb. B.1 bekannten lokalen Koordinaten (pq, <) der Integrationspunkte ausgewertet wer-
den. So werden beispielhaft fiir Integrationspunkt @ dessen Koordinaten

= = B.5
Yo (B-5)

g]\f (po,52) Yy nzlilj\/' <_\/§’ \/%)3;

erhalten.
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Abbildung B.2: Einheitselement fiir allgemeine 6-Knoten-Scheibenelemente mit normierten loka-
len Elementkoordinaten (p, <), eingetragen die Knoten (@, Knotennummer ) und
Integrationspunkte (®, Integrationspunktnummer ¢)

Abbildung B.2 zeigt in Ergénzung das Einheitselement in dreieckiger Gestalt fiir 6-Knoten-
Scheibenelemente (vgl. ABAQUS-Elementtyp CPS6 oder CPEO6). Die vorigen Aufithrungen gelten
sinngemil, nur dass dabei die Anzahl der Knoten nk =6 ist und die Ansatzfunktion A

A(p,s) = ago + arop + ams + a20,02 + anps + apas” (B.6)

lautet und die angetragenen Lagen der Integrationspunkte denen in Abb. B.2 nach [BATHE 1986]
(dort S. 308, Tab. 5.4) entsprechen. Die Formfunktionen ergeben sich bei analogem Vorgehen zu

No(p:s)=(1—p—9)2(1 —p—<)—1], (B.7a)
No(p,s) =p(2p—1), (B.7b)
Ne(p;s) =<(26 = 1), (B.7¢)
No(pss) =4p(1 —p—5), (B.7d)
No(p,s) = 4ps, (B.7e)
No(p,s) =4s(1—p—5). (B.7f)

Die Koordinaten der Integrationspunkte lassen sich darauthin am Beispiel von Integrationspunkt
@ entsprechend ermitteln mit

nK nK
. > Ne(po,so)x > No(3,5)
{ } _ = _ | (B.8)
Yo 2 1

Z:IN (p2,52)y Z:IN (§7E)y

Bei der Verwendung anderer FEM-Programme ist gegebenenfalls zu priifen, ob die dort imple-
mentierten Elemente mit den gleichen Ansatzfunktionen A(p, <) arbeiten.
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B.2 Trajektorien eines Reaktorbehilters

—— Zugspannungen Mafstab der Spannungen
——  Druckspannungen Q50 '® _ Glkptm ]

Omax = 27958 Di
0
Omin = —Pi

Abbildung B.3: Ausschnitt eines Reaktorbehélters aus [HANSSON 1973], Originalbild und berech-
netes Trajektorienbild (fiir vollstidndiges Trajektorienbild siche Abb. B.4(c))
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(a) Trajektorienbild in klassischer Schwarz-Weif3- (b) zur Spannungsberechnung zugrundegelegtes
Darstellung FE-Netz mit 8-Knoten-Scheibenelementen
(ABAQUS-Elementtyp CPS8)

(c) vollstdndiges Trajektorienbild durch Aneinanderfiigung des Ausschnitts aus Abb. B.3, zugehoriger Farb-
mafstab ebenda

Abbildung B.4: Ergiinzungen zu Abbildung B.3
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B.3 Variation der Lagerungsbedingungen bzgl. Abb. 5.3(d)

2q

_2q

l = ql ,‘

4q T T4q

Abbildung B.5: Trajektorienbild zu Abb. 5.3(c) bei Annahme kontinuierlicher Lagerung zum Ver-
gleich mit Abb. 5.3(d)

Abbildung B.6: AusschnittsvergroBerung zu Abb. B.5
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B.4 Trajektorien im Bereich von Scheibenecken beliebigen Winkels (wedges)
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Abbildung B.7: Trajektorienbilder der Systeme in Abb. 5.12 (Abs. 5.2.1)
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Abbildung B.8: Trajektorienbilder des wedge-Problems nach [TIMOSHENKO & GOODIER 1951]
fiir verschiedene Winkel (3
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B.5 Trajektorien um isotrope Punkte bei speziellen Symmetrien

Abbildung B.9: Trajektorien im Bereich von isotropen Punkten bei speziellen Symmetrien, Ergén-
zung zu Abb. 5.16
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B.6 Erginzende Abbildungen zu Abs. 5.1 und 5.6

Abbildung B.10: AusschnittsvergroBerung (75-fache VergroBerung) zu Abb. 5.35 (S. 97) mit
Darstellung der Trajektorienstiitzstellen, gleichermallen skalierte Linienstirken
transparent dargestellt
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(c) verteilte Belastung durch Wirkung von Eigengewicht (Fallbeschleunigung ¢)
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Abbildung B.11: Vergleich der Trajektorienbilder fiir unterschiedliche Lastangriffsorte in Ergin-
zung zu Abb. 5.5 (S. 70)
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(c) Belastung jeweils hilftig am oberen und unteren Rand

Abbildung B.12: Vergleich der Trajektorienbilder fiir unterschiedliche Lastangriffsorte in Ergin-
zung zu Abb. 5.38 (S. 99)
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B.7 Startpunkte zu Trajektorienbildern in Kap. 7
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(a) Schnittbei z =0 (b) Schnitt bei x = 2,5 (c) Schnittbei y = 1,5

Abbildung B.13: Startpunkte der Trajektorien (o) in Abb. 7.2 und durch geschlossene Trajektorien
mit abgedeckte Startpunkte (o)

(a) Schnitt bei z = 4,5 (b) Schnitt bei x = 4,5

Abbildung B.14: Startpunkte der Trajektorien (e) in Abb. 7.5 und 7.6
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B.8 Erginzende Beispiele zu Systemen mit geschlossenen Trajektorien

A

—» -~ 3,33p
T T 0
N ]
i = .

—> i ——

— —

-13,7p

T T T T T Tttt otpy

Abbildung B.15: Trajektorienbild eines Systems mit geschlossenen Trajektorien mit Wendepunk-
ten

1,34p

-1,34p

Abbildung B.16: Trajektorienbild eines Systems mit einander schneidenden geschlossenen Trajek-
torien
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