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Zusammenfassung

Im Folgenden wird die analytische Losung der eindimend@nanstationéaren Warmeleitungsgleichung mit einer Rand
bedingung 3. Art gegeben. Die AuRentemperatur wird datsehatimonische Schwingung angenommen. Abhangig von den
materialspezifischen Eigenschaften des Bauteils (Waitfglmgkeit, Rohdichte, spezifische Warmekapazitat) kdaraszur
Dampfung und zeitlichen Verschiebung der TemperaturvitliBauteil. Die analytische Losung liefert den raum- undaaek
gelosten Temperaturverlauf innerhalb des Bauteils.

Die analytische Losung ist primar fiir die Kalibrierung unaliglierung numerischer Approximationsverfahren relévan
Die zeitliche Verfligbarkeit von thermischer Speicherredssfur die thermische Geb&dude- und Raumsimulation voarbes
derer Wichtigkeit. Daher muss ein numerisches Berechivenfgiren diese Prozesse gut abbilden kénnen. Die hiergeze
analytische Lésung kann daher zur Bewertung der Gite deélgesm numerischen Approximation verwendet werden. Zu
diesem Zweck werden Ergebnisse beispielhaft flir zwei gateeKonstruktionen angegeben.
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1 Analytische Lésung der Warmeleitungsgleichung

Die Warmeleitungsgleichung
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kann durch Annahme konstanter Koeffizienten und Einflihdargremperaturleitfahigkeit in Normalform geschrieberg)
werden.

oT T

. A
E = aw mit a = E (2)

a : Temperaturleitfahigkeim?/q

1.1 Allgemeiner Losungsansatz

Ausgangspunkt fur die Berechnung des raumlichen und aedtli Temperaturfeldes bei periodischer Belastung bildet d
folgende allgemeine Lésungsansatz aus der Standartlitéiia die Warmeleitungsgleichung)

T (z,t) = Toe(_\/;p)aE cos (ath — \/ép:b) 3)

To : Temperaturamplitude an der Bauteiloberflagke
p : Integrationsvariable

Es werden die erste Zeitableiturd) (ind zweite Ortsableitund) gebildet.

1. Zeitableitungl; = 4:

2
T (x,t) = —apToe_gm sin (ath - %px) (4)
i _ dT.
1. Ortsableitung’, = 5
2 2 2 2

T, (z,t) = —ngoe’\/TEPz cos <ap2t — gpx> + ngo . efgpz sin (ath - gpx>

2. Ortsableitundg’,, = ‘fT:Q:
2

Tro (z,t) = —pQToe_%Epw sin (ath — gp:v> (5)

Mit diesen Ableitungen wird die Differentialgleichung @ff.
2 2
—apQToe_gpm sin (apzt — gpx> = a —pQToe_épm sin (apzt — gpx>
Te(z,t) Toww(z,t)

1.2 Randbedingung 3. Art

Die spezielle Lésung kann fur ein halbunendliches BautédiRandbedingung 3. Art bestimmt werden. Fiir die Gbergebend
Warmestromdichte an der Bauteiloberflache< 0) gilt Gleichung 6).

dTr
nir e -To0 = (-2%) ©
x=0
h . Warmeubergangskoeffiziefw/maK]
T : Raum- bzw. Auenluft [K]
T(0,t) : Temperaturan der Bauteiloberflache [K]



1.3 Zeitverlauf der AuRRenlufttemperatur

Die Anregung des Temperaturfelds resultiert aus einer baisohen Schwingung der angrenzenden Raum- bzw. Auf3en-
luft 77, (7).

T, (t) = ATypcos (%t) (7

ATy : Amplitude [K]
At : Periodendauer [s]

Es ist fur die Bestimmung der Losung ausreichend, von eimsindswelle ohne explizit angegebener Temperaturverschi
bung auszugehen, da sich eine solche Losung einfach durditigxddieser konstanten Temperaturverschiebung/Gamet
peratur in der Randbedingung wie in der Temperaturvenrgikrgibt (siehe auch Beispiel in Abschriit).

1.4 LOsung

Die zeitabhangige Temperaturverteilung im Bauteil erickpibei Randbedingung 3. Art und harmischem AuRentemperat
verlauf dem Lésungsansat®) (mit einer zusatzlichen Phasenverschiebirfg).

T(xz,t) = ATSe(f\/gp)m cos <ap2t - \/gpa: — gb) (8)

AT, : Amplitude der Temperaturschwankung an der BauteilobaTé§K]
) . Phasenverschiebung [s]

In der Randbedingung 3. Art erscheint die erste Ortsallgify, = % der Temperaturverteilungsfunktion, welche fiir den
Lésungsansat8| bestimmt wird (Gleichun@).

2 2 2 2
T, (z,t) = —gpATse_\/Tiw cos <ap2t - gpx - gb) + gpATse_gm sin <ap2t - gpa: - gb) (9)

Die Oberflachentemperatut@ und die Raumableitung der Temperaturverteiluti) (verden an der Bauteiloberflache £
0) ausgewertet.

T(0,t) = ATscos(ap’t — ¢) (10)
T.(0,t) = —gpATS coS (ath - (b) + gpATS sin (ath - ¢) (11)

Die Gleichungen®), (10) und (1) kénnen nun in die Gleichung) fur die Warmestromdichte an der Bauteiloberflache
eingesetzt werden:

h [ATL cos (%t) — AT cos (ath — (b)} = =\ [— ?pATS cos (apzt — ¢) + ?pATS sin (ath — (b)

Um die Winkelfunktionen ineinander tiberfilhren zu kénnetzesn wir:
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wobeir zur Verbesserung der Lesbarkeit eingeftihrt wird. Daralgg fo

27 27 27 . 27
h [ATL cos (Et> — AT, cos (Et — ¢>] =-A |:—TATS cos (Et — ¢> + rATy sin <Et — (b)}

und nach Umstellen und Ausklammern ergibt sich Gleichury (
2 27 27 . 27
AT h cos <Et) = hAT,cos <Et — ¢> + A\rAT, cos (Et — ¢> — A\rATy sin <Et — ¢>
ANTLh 2—7Tt AT [(h+ A 2—7Tt — — Ar sin 2—7Tt — (12)
heos | = s | ( T) COS A7 0] r A 0]
Durch die Anwendung von Additionstheoremen wird die Glaiof (12) in Gleichungl3 umgeformt.
2m 27 . (27 .
ATyphcos (Et) = AT, [(h + Ar) (cos (Et> cos ¢ + sin (Et) sin (b)
- i 2—7Tt ¢ — 2—7Tt in ¢ (13)
T | S1n At COS COS At Sin

Nun werden die Termeos ( ) undsin ( ) separiert, wodurch zwei Bestimmungsgleichungen gerievienden.

1. Bestimmungsgleichung:

27 Ar 2T Ar 2T
ATy, cos (Et) = AT, (1 + 7) cos (Et) cos ¢ + ATST (Et) sin ¢ (14)
2. Bestimmungsgleichung:
0 = ATs|1+ & ¢ — AT 10) (15)
= s 5 At sin " sin At cos

Aus der 2. Bestimmungsgleichuntg) kann die Phasenverschiebupgerechnet werderi).

0 = AT, 1—|—& sin(b—ATsﬁ cos ¢
h h
= <1+%>sin¢—)\—;cos¢
Ar Ar
= (1+7)tan¢—7
Ar
t = : 16
an ¢ X (16)

Hilfreich fur die weitere Losung ist die Substitution

AT
A = —
h

welche eingesetzt in Gleichungg) eine verkiirzte Darstellung der Phasenverschielufiy) ergibt.

A
t = 17
an ¢ 1+ A4 (n
Aus der 1. Bestimmungsgleichuntd) wird anschlielend die Temperaturamplitudé; an der Bauteiloberflache ermittelt.
Gleichung (4) wird zuerst durchcos (%t) dividiert, dann wird die Substitutiod eingeftihrt und anschlieend wird die
Gleichung umgestellt.

ATy JAVR (1 );L ) cos¢p + NTs— AT sm¢

ATy,
(14 A)cos¢p + Asing

AT, =



Die Gleichung wird quadriert
NT?
[(14 A)cos ¢ + Asin ¢]?

unter dem Bruch ausmultipliziert und zusammengefasst.

AT? =

AT? = AT
’ (1+ A+ A2) cos? ¢+ A2sin? ¢ + (1 + A)Acos ¢sin ¢
) AT
(14 A)cos? ¢ + A2 (coszqﬁ—i—sin2 ¢) +(1+ A)Acos ¢sin ¢
—_—
=1
2
_ AVE; (18)
cos? ¢ |1+ A+ Zs + (1 —|—A)Atan¢}
Mit Hilfe der Identitat (L9)
1 _ 2
el 1+ tan® ¢ (19)

und Anwendung der binomischen Formel verkiirzt sich Glaich{¥8) zu
NT?
cos? ¢ [1+ A+ A2(1 + tan2¢) + (1 + A) A tan @]
AT?
cos? p[(1 4+ A)2 + (1 + A)Atan ¢ + A?tan 2p]
NT?
cos2 ¢ (1+ A+ Atan¢)?

AT? =

und durch erneutes Anwenden der Identif#) zu
AT? (1 + tan? ¢)

AT? = 5
(1+ A+ Atan ¢)

Nun wird die Gleichung fir die Phasenverschiebuhd eingesetzt
A2
(1+4)°
(1+4+a:4;) ’
(14+A)24 A2
ATQ (1+A)2

L
(144)24 422
T+ A

AT? = AT?

, (14 A+ A2
P+ A)2 + 42)?
AT?
(1+ A2+ A2

Durch Ricksubstitution und Ziehen der Quadradwurzel égjdh damit fir die Temperaturamplitudel; an der Bauteilo-
berflache:

B ATy,
J1+Br+2(3)
Fur den zeitabhangigen Temperaturverlauf innerhalb deetidis ergibt sich somit Gleichung().
ATy,

2m
et e o s <_t T ¢> mit 7 = /35 (20)
\/1 + 2w 49 ()2 At

ATy




2 Beispiel zur Berechnung eines instationdren Temperatudides bei sich periodi-
scher &ndernder AulR3enlufttemperatur

2.1 Ausgangsparameter

Als Beispiel wird das instationare Temperaturfeld in zwetischiedenen Materialien bei periodischer Tagesschweanéar
Lufttemperatur zwischeib8 °C und30 °C berechnet. Dabei werden folgende Parameter gewahilt:

Material 1  Material2

ATy, . Temperaturamplitude 6K 6K
At : Periodendauer 24 h 24 h
Ty : Grundtemperatur 24°C 24°C
h © Warmeubergangskoeffizient 15W/m2K 8 W/m2K
A : Warmeleitfahigkeit 0,75 W/mK 2,1 W/mK
P Rohdichte 1400 kg/m3 2100 kg/m3
c spezifische Warmekapazitat 850 J/kgK 850 J/kgK
HilfsgroRen:
TpC 3,14157 - 1400 - 850
= — = = 7,596
" \/At/\ \/ 24-3600- 0,75 :
Ar 0,757,596
¢1 = arctan < h M) = arctan <W> = 0,269
1+ n 1+ =——2= 15’
ro = 5,559
ds = 0,536

2.2 Berechnungsgleichungen

Die folgenden Berechnungsgleichungen werden fiir die Ben@ng der AuR3enlufttemperatur und Bauteiltemperatur it d
Grundtemperatufy verwendet.

2
T, (t) = ATypcos (Kﬂ;‘t> + Ty
AT, . 2
T(xz,t) = L e "*cos (ét—m;—gf)) + T
Vieg ()

2.3 Ergebnisse

In Abbildung1l ist die analytische Losung des Temperaturverlaufs an kierdenen Stellen der Konstruktion zu sehen. Abbil-
dung? zeigt die raumliche Temperaturverteilung zu verschiedetatpunkten. Dabei ist deutlich die Temperaturdampfung
und damit verbunden die Phasenverschiebung mit zunehm8nbehtdicke zu erkennen.
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Abbildung 1: Zeitverlauf der Temperatur in unterschieldéicBauteiltiefe; Material 1 (oben), Material 2 (unten)
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Abbildung 2: Raumlicher Verlauf der Temperatur zu versdbieen Zeitpunkten; Material 1 (oben), Material 2 (unten)

3 Referenzergebnisse

Zur Validierung numerischer Simulationsprogramme fir idigtationare Warmeleitung werden in TabelleZahlenwerte
angegeben. Die Ergebnisse entsprechen dem Parameteisatzigem Beispiel fir Material 1.



xinm
tinh 0,0 0,1 0,2 0,3

0 28,04 25,01 2380 23,64
1 28,19 2541 24,04 23,72
4 2698 2596 24,68 24,03
7 24,03 25,36 24,92 24,32
12 19,96 22,99 24,20 24,36
16 21,02 22,04 2332 23,97
20 25,06 23,05 23,13 23,61

Tabelle 1: Numerische Ergebnisse fir Material 1

Beim Test instationarer Simulationsprogramme ist der &insngvorgang aus der Anfangsbedingungn zu beriicksiehtig
Ausgehend von einer gleichverteilten Anfangstemperabar24°C sollte nach einigen Tagen die Lésung eingeschwungen
sein und mit den Referenzwerten aus Tabgldereinstimmen.
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