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Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit werden mithilfe von Methoden zur numerischen Behandlung schwach
besetzter Matrizen O (n?)- und O (n)-Berechnungsalgorithmen fiir Mehrkorpersysteme aus de-
ren Bewegungsgleichungen abgeleitet. Durch Verwendung von Dualen Basen kann gezeigt wer-
den, dass sich die beziiglich der Berechnungszeit effizienten Algorithmen sowohl auf Systeme
mit explizit als auch implizit formulierten Bindungsgleichungen anwenden lassen. Mit diesen
gewonnen Erkenntnissen wird die derzeitige Implementierung der vorgestellten Algorithmen im
Sprachstandard Modelica untersucht. Es werden Ansatzmoglichkeiten aufgezeigt, mit denen aus-
gewihlte Modelica Compiler grole Mehrkorpersysteme effizienter 16sen konnen. Zum einen wird
durch eine graphentheoretische Verallgemeinerung des O (n)-Algorithmus dieser direkt in dem
freien Modelica Werkzeug OpenModelica umgesetzt. Zum anderen wird die Methode der Subsys-
teme fiir den O (n)-Algorithmus vorgestellt. Sie ermdoglicht es, beliebig komplexe Teilsysteme als
eigenstandige Modellelemente zu erstellen. Die Berechnung von kinematischen Schleifen kann
auf diese Weise wesentlich beschleunigt werden. Ferner wird gezeigt, dass sich mit der Metho-
de der Subsysteme Modellgleichungen eines idealen homokinetischen Gelenks ableiten lassen,
die frei von Zwangsbedingungen sind. Dies fiihrt ebenfalls zu einer schnelleren und robusteren
Berechnung.



Abstract

Using methods from sparse matrice theory, O (n3)- and O (n)-algorithms for multibody systems
are derived from the equations of motion. The concept of Dual Bases reveals that efficient algo-
rithms for explicit joint descriptions, regarding calculation time, may also be applied to systems
which use implicit joint constraints. Consequently, the feasibility of implementing these results
in Modelica is examined. This leads to new approaches which enable selected Modelica compil-
ers to solve large multibody systems more efficiently. On the one hand side a graph-theoretic
generalization of the O (n)-algorithm has been implemented into the OpenModelica compiler.
On the other hand, a method of subsystems for the O (n)-algorithm has been devised. It allows
to derive the model equations for arbitrary complex sub-systems which can be implemented
as new model elements for an O (n)-algorithm library. This has been carried out for recurring
kinematic loops of Mobile Machinery improving simulation speed considerably. Furthermore, it
is shown that a fast and robust model of an ideal constant velocity joint can be derived that
way.



Vorwort

Diese Arbeit entstand wihrend meiner Tétigkeit als wissenschaftlicher Mitarbeiter an der Pro-
fessur fiir Baumaschinen- und Férdertechnik der Technischen Universitdt Dresden.

Mein besonderer Dank gilt Prof. Dr.-Ing. habil. Giinter Kunze fiir die kontinuierliche Unterstiit-
zung und die Bereitstellung eines inspirierenden Arbeitsplatzes. An diesem Hort der Ruhe und
Gelassenheit hatte ich die Moglichkeit, mich herausfordernden Problemstellungen intensiv und
nachhaltig zu widmen. Herrn Prof. Dr.-Ing. Michael Beitelschmidt danke ich fiir die fachliche
Orientierung auf dem komplexen Gebiet der Mehrkérperdynamik. Die zahlreichen Diskussionen
und wertvollen Impulse haben wesentlich zum Inhalt der vorliegenden Arbeit beigetragen.

Den Mitarbeitern der Professur, insbesondere des Zimmers A114, danke ich fiir das kreative und
produktive Arbeitsumfeld, das mafigeblich durch Frau Dr.-Ing. Ines Gubsch geprigt wird. Des
Weiteren mochte ich Jens Frenkel fiir die Navigation durch die Untiefen der Welt der Modelica
Compiler danken. Die Vorstellung, kinematische Schleifen durch analytische Beziehungen zu
Loésen, geht auf Dr.-Ing. Timo Penndorf zuriick, dem ich dafiir audriicklich danken méchte.

Dank gilt auch Thomas Beutlich, der personifizierten Unterstiitzung der I'TT GmbH. Die Ergeb-
nisse meiner Arbeit in einer nachhaltigen Form verwertet zu wissen, hat eine grofle Bedeutung
fiir mich.



INHALTSVERZEICHNIS

3.2.

3.3.

1. Einleitung
1.1. Motivation . . . . . . . L
1.2. Prazisierung der Aufgabe . . . . . . . . . .. ... ... .
1.3. Aufbau der Arbeit . . . . . ..
2. Mechanik der Mehrkorpersysteme
2.1. Bewegungsgleichung des starren Korpers . . . . . . . . . . ... ... ... ...,
2.1.1. Kinematik des ungebundenen starren Koérpers . . . . . . .. ... ... ..
2.1.2. Kinetik des ungebundenen starren Korpers . . . .. .. .. ... ... ..
2.2. Beschreibung einer Bindung . . . . . . . .. ... ... o o
2.2.1. Bindungsgleichung . . . . . . . . ... oo
2.2.2. Prinzip der virtuellen Leistung . . . . . . . . .. ... ... ... ... ..
2.2.3. Duale Basen einer Bindung . . . . . .. ... ..o oo
2.2.4. Globale Form der Bindungsgleichungen . . . . ... .. ... ... ....
2.2.5. Beispiele fiir Bindungen in einem Mehrkoérpersystem . . . . . . .. .. ..
2.3. Bewegungsgleichung eines Mehrkorpersystems . . . . . . . . .. .. .. ...
2.4. Zusammenfassung zur Mechanik der Mehrkoérpersysteme . . . . . . . . .. .. ..
3. Losungsalgorithmen fiir Mehrkorpersysteme
3.1. Die Graphen eines Mehrkorpersystems . . . . . . . . . .. ... ... .......

3.1.1. Einfihrung in die Graphentheorie . . . . . .. ... .. ... ... ....
3.1.2. Graph einer quadratischen Matrix . . . . . .. . ... ... ... ... ..
3.1.3. Erweiterter Graph einer Matrix . . . . . . . . .. ... L oL
3.1.4. Topologiegraph eines Mehrkorpersystems . . . . . . . . .. ... ...
3.1.5. Systemgraph eines Mehrkorpersystems . . . . . . . . . ... ...
Loésungsalgorithmen fiir Systeme mit Baumstruktur . . . . . . .. .. .. ... ..
3.2.1. O (n3)-Algorithmus fiir explizite Beschreibung . . . . . ... ... .. ..
3.2.2. O (n3)-Algorithmus fiir implizite Beschreibung . . . . . .. ... .. ...
3.2.3. Modifizierter O (n3)-Algorithmus fiir implizite Beschreibung . . . . . . . .
3.2.4. O (n)-Algorithmus fir explizite Beschreibung . . . . . .. ... ... ...
3.2.5. O (n)-Algorithmus fiir implizite Beschreibung . . . . . . . ... ... ...
3.2.6. Modifizierter O (n)-Algorithmus fiir implizite Beschreibung . . . . . . ..
Losungsalgorithmen am Beispiel einer ebenen Pendelkette . . . . . . . . . .. ..
3.3.1. Allgemeine Festlegungen . . . . . . . . . ... ... ... ..
3.3.2. O (n?)-Algorithmus fiir implizite Beschreibungen . . . . . ... ... ...

13
13
14
14

16
17
18
22
26
26
29
30
32
34
36
38



Inhaltsverzeichnis

3.3.3. O (n3)-Algorithmus fiir explizite Beschreibung . . . . . ... ... .. ..
3.34. O(n)-Algorithmen . . . . .. . ... .. L
3.3.5. Vergleich der Rechenzeiten von Lésungsalgorithmen . . . . . . . . .. ..
3.4. Beriicksichtigung kinematischer Schleifen . . . . . . .. ... ... ... ... ...
3.4.1. Ansétze zur Beriicksichtigung kinematischer Schleifen . . . . . .. .. ..
3.4.2. Vergleich der Losungsalgorithmen . . . . . . . ... ... ... ... ...
3.5. Zusammenfassung der Losungsalgorithmen eines Mehrkorpersystems . . . . . . .

4. Effiziente Berechnung von Mehrkorpersystemen
4.1. Berechnung von Mehrkorpersystemen basierend auf Modelica . . . . . ... ...
4.2. O (n)-Algorithmus fiir Modelica Compiler . . . . . ... ... ... ... .. ...
4.2.1. Tearing . . . . . . . e e e
4.2.2. Ubertragung des O (n)-Algorithmus auf den Systemgraphen . . . . . . . .
4.2.3. Ubertragung des O (n)-Algorithmus auf Modelica Compiler . . . . . . . .
4.2.4. Vergleich der Rechenzeiten . . . . . .. .. ... .. .. ... .. ...
4.3. O (n)-Algorithmus fiir Bibliothekselemente . . . . . . . . .. ... ... ... ...
4.3.1. O (n)-MKS-Bibliothek fiir Modelica . . . . ... ... ... ... .....
4.3.2. Aufbereitung eines Subsystems . . . ... ... oL
4.3.3. Implementierung einer kinematischen Schleife als Subsystem . . .. . ..
4.3.4. Implementierung eines Gleichlaufgelenkes als Subsystem . . . . . . .. ..

5. Zusammenfassung und Ausblick
Literaturverzeichnis

A. Anhang
A.1. Grundlagen der Tensorrechnung . . . . . . . . . . .. . ... ... ... ...,
A.2. Duale Basis einer Bindung . . . . . . . ... .o oo
A.2.1. Einfuhrung . . . . . . . . ... e
A.2.2. Wahl der dualen Basen . . . . ... .. ... ... ... ...
A.2.3. Kinematische Differenzialgleichung . . . . . . . .. ... ... .. ... ..
A.3. Herleitung des Subsystems des Viergelenks . . . ... ... ... .........
A.3.1. Reduktion des Systems . . . . . . . . . ... ...
A.3.2. Numerische Losung . . . . . . . . oo oo
A.3.3. Symbolische Losung . . . . . . . ... .o
A.4. Homokinetisches Gelenk als Subsystem . . . . . . ... ... ... ... ......



ABBILDUNGSVERZEICHNIS

2.1.
2.2.
2.3.
2.4.
2.5.
2.6.
2.7.
2.8.

3.1.
3.2.
3.3.
3.4.
3.5.
3.6.
3.7.
3.8.
3.9.
3.10.
3.11.
3.12.

4.1.
4.2.
4.3.
4.4.
4.5.
4.6.
4.7.
4.8.

4.9.

4.10.
4.11.
4.12.
4.13.

Freier Korper . . . . . . . . . . 17
Statisches Kréftegleichgewicht an einem Liniensegment . . . . . . . .. ... ... 22
Kréaftegleichgewicht am ungebundenen Kérper . . . . . . . .. .. ... ... ... 24
Freigeschnittener gebundener Kérper . . . . . . . . .. .. ... oL 26
Relative Lage zweier Koordinatensysteme . . . . . . .. .. ... ... ... ... 27
Bindung bezogen auf das Gesamtsystem . . . . . . . .. ... .. L. 32
Drehgelenk . . . . . . o . 34
Kreuzgelenk . . . . . . ..o 35
Begriffsdefinitionen an einem Graphen . . . . . . . . ... ... .. L 0. 41
Graphen einer Matrix A . . . . . . . . L 42
Topologiegraph . . . . . . . . . . L 43
Systemgraph eines Viergelenks . . . . . . .. ... L oL 44
Systemgraph eines impliziten Viergelenks . . . . . .. ... .. ... .. ... .. 46
Mehrfachpendel . . . . . . . . oL 60
Pendel mit O (n3)-Algorithmus . . . . . . ... ... ... ... 63
Verbundkorper des Pendels . . . . . . . .. Lo o oo 65
Beispiel . . . . . 66
Rechenzeitvergleich der Algorithmen . . . . . . . . . .. ... ... ... ..... 67
Modell eines Pendels mit m = 10 kinematischen Schleifen . . . . . . ... .. .. 69
Mehraufwand bei Berechnung mit Schleifen . . . . . .. ... ... ... ... .. 70
Zuordnung von Gleichungen und Variablen im Systemgraphen eines Viergelenks . 77
nummerierter Systemgraph des Viergelenks . . . . . . ... ... ... 78
Systemgraph des Viergelenks innerhalb des OpenModelica Compilers . . . . . . . 79
Rechenzeitvergleich . . . . . . . . ... 81
Connection set . . . . . . . . . e 82
Ebenes Viergelenk . . . . . . .. oo 85
Skizze eines ebenen Viergelenks, nach [Mod13] . . . . ... ... ... .. ... .. 87
Normierte Rechenzeit eines Viergelenks mit verschiedenen Modelica Mechanikbi-

bliotheken mit SimulationX 3.6 . . . . . . . . .. ... ... 89
Mast einer Autobetonpumpe . . . . .. ... 90
Baggerarm . . . . .. e 90
Ausfiihrungen von Gleichlaufgelenken (aus Schmitz 1994) . . ... ... ... .. 91
Abstrahiertes Gleichlaufgelenk (nach [Sch94]) . . ... ... ... ... ... ... 92
Gleichlaufgelenk, modelliert mit Modelica . . . . . . . ... ... ... ... ... 93



Abbildungsverzeichnis

4.14. Modell eines Gleichlaufgelenks als doppeltes Kreuzgelenk . . . . . ... ... .. 93

4.15. Vergleich der Rechenzeiten der verschiedenen Implementierungen des homokine-
tischen Gelenks . . . . . . . . .o 97

A.1. Projektion des Vektors ¥ auf eine Basis€g; . . ... ... ... ... ... ... 106



SYMBOLVERZEICHNIS

=
Drehtensor des Korpers K. Es gilt €0, = Ax - €k

Zusammenfassung aller Transformationsmatrizen eines Systems zu einer Blockmatrix de-
ren Graph die Struktur des Topologiegraphen besitzt, siche Gl. (3.8)

Transformationsmatrix zur Anderung des Bezugspunktes einer Kinemate von K nach
P. Die Transponierte édndert den Bezugspunkt einer Last von P nach K. Handelt es
sich bei einem Index um Kleinbuchstaben, sind die Bezugssysteme der Korper mit dem
entsprechenden Index gemeint.

Beschreibt den Zusammenhang zwischen den Geschwindigkeiten und der Lagedinderung,
yg =H -z

Jacobimatrix, orthogonal zur Bindungsmatrix W

6 x 6 Massenmatrix beziiglich des Punktes S

Reduzierte Massenmatrix, wird im expliziten O (n3)-Algorithmus verwendet
Reduzierte Massenmatrix, wird im impliziten O (n3)—Algorithmus verwendet

Nachfolgerfunktion, gibt die Menge der Indizes aller Nachfolger des Korpers mit dem
Index 4 im aufspannenden Baum des Topologiegraphen zuriick

Vorgangerfunktion, gibt den Index des Vorgéangers des Korpers mit dem Index ¢ im auf-
spannenden Baum des Topologiegraphen zuriick

Bindungsmatrix, nachgestellte Subskripte h und nh kennzeichnen den holonomen bzw.
nicht holonomen Anteil

Translatorische Beschleunigung des Punktes K

Fasst alle Terme der expliziten Bindungsgleichung auf Beschleunigungsebene zusammen,
die nicht direkt von den Beschleunigungen x und § abhingen

i-ter Basisvektor des Koordinatensystems B
Kraft angreifend am Punkt K
Holonome implizite Bindungsgleichung auf Lageebene

Vektor der geschwindigkeitsproportionalen Trégheitsterme beziiglich S
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TK

Yk

ZK

Symbolverzeichnis

Eingeprigte bzw. aktive Last der Bindung i

Zwangslast der Bindung ¢

Last beziiglich des Punktes K

Fasst ¢ ¢p¢ und die bekannte Last in die freien Lastrichtungen zusammen, siehe Gl. (3.6)

Hilfsvariable zur kompakteren Notation, die die externen Lasten und die geschwindig-
keitsproportionalen Tragheitsterme zusammenfasst

Auf den Schwerpunkt S reduzierte externe Lasten, die am Korper angreifen
Schnittlast der Bindung ¢

Anzahl der Bindungen

Anzahl der Korper

Impuls

Eulerparameter zur Beschreibung der rotatorischen Lage des Korpers K
Vektor der generalisierten Lagekoordinaten

Generalisierte Lagekoordinaten der i-ten Bindung

Lagevektor des Punktes K

Generalisierte Geschwindigeiten der i-ten Bindung

Koordinaten zur Basis der freien Bewegungsrichtungen zur Darstellung der Beschleuni-
gung, also z; = ®;t; + ®;t;

Translatorische Geschwindigkeit des Punktes K

&
= _,K ] , Beschleunigung des Koérpers K
| Gk
&
= _,K ] , Kinemate des Korpers K
L VK
= I_),K ], Pose des Korpers K
L TK

Matrix der freien Bewegungsrichtungen der Bindung i, Teil der dualen Basis einer Bin-
dung

Matrix der gesperrten Bewegungsrichtungen der Bindung ¢, Teil der dualen Basis einer
Bindung

Matrix der freien Lastrichtungen der Bindung ¢, Teil der dualen Basis einer Bindung

Matrix der gesperrten Lastrichtungen der Bindung ¢, Teil der dualen Basis einer Bindung

Trégheitstensor beziiglich des Punktes S
Rotatorische Beschleunigung des Punktes K
Zwangsbedingungen der generalisierten Lagekoordinaten

Auf die freien Bewegungsrichtungen projizierte Anteil der eingepréigten Lasten der i-ten
Bindung, n = <I>TlN7A
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Symbolverzeichnis

Koordinaten der Kraftrichtungen, also Iy = ¥+ ¥ X (auch als Lagrange Multiplikato-
ren bekannt)

Drehgeschwindigkeitsvektor des Koordinatensystems K
Drall beziiglich des Punktes S

Funktion zur Abbildung der Topologie des Mehrkorpersystems, siehe Gl. (2.53)
Moment beziiglich des Punktes K

Rheonomer Anteil der expliziten Bindungsgleichung auf Geschwindigkeitsebene

Rheonomer Anteil der impliziten Bindungsgleichung auf Geschwindigkeitsebene
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1. EINLEITUNG

Simulationen schaffen die Voraussetzungen, um technische Systeme schon in frithen Phasen der
Produktentwicklung untersuchen und bewerten zu kénnen. Durch konsequente Anwendung der
computergestiitzten Berechnung als Werkzeug in Forschung und Entwicklung kann der Bau rea-
ler Prototypen vermieden werden. Besonders fiir die Branche der Baumaschinentechnik bietet
dies, aufgrund der hohen Stiickkosten bei gleichzeitig geringen Stiickzahlen, ein enormes Po-
tenzial um Kosten, Zeit und Ressourcen einzusparen. Dariiber hinaus ist es moglich, Versuche
unter unverdnderten Bedingungen durchzufiihren, sowie das Verhalten in auflergewdhnlichen
oder sogar gefdhrlichen Situationen vorherzusagen.

1.1. MOTIVATION

Die Qualitdt bzw. Zuverldssigkeit der Ergebnisse hingt mafigeblich von der Giite des erstellten
Modells ab und damit mittelbar von dem Wissen und der Erfahrung des Modellierers. Im Allge-
meinen gilt, je detaillierter und umfangreicher ein System modelliert wird, desto genauer werden
die Ergebnisse und desto mehr Effekte konnen berticksichtigt werden. Mit der Modelltiefe steigt
der Berechnungsaufwand und somit die nétige Rechenzeit. Insofern ist vom Modellierer immer
ein Kompromiss zwischen Modelltiefe und Rechenzeit zu finden.

Besonders im Rahmen von Echtzeitsimulationen werden daher nur stark vereinfachte und speziell
optimierte Modelle eingesetzt. Dies wiederum schrankt die Giiltigkeit des Modells und damit
das Anwendungsgebiet stark ein. So kann die interaktive Echtzeitsimulation zur Ausbildung und
dem Design der Bedienerschnittstellen schon heute genutzt werden, da hierfiir nur ein qualitativ
korrektes Verhalten erforderlich ist. Auch die Entwicklung von Steuergeriiten an Hardware-in-
the-Loop Priifstinden ist mittlerweile aufgrund leistungsfahigerer Rechentechnik in Grenzen
moglich.

Die Verhaltensweise sowie die Beanspruchung einer Baumaschine hingt mafigeblich vom Bedie-
ner ab. Es bedarf daher realistischer Bedienereingaben, um in einer ganzheitlichen Simulation
zu aussagekraftigen Ergebnissen zu kommen. Bemiihungen, geeignete Bedienermodelle zu entwi-
ckeln, haben aufgrund der vielfaltigen Wechselwirkungen und den komplexen Arbeitsaufgaben
bisher nicht zum gewiinschten Ergebnis gefiihrt. Die interaktive Simulation bietet hierzu eine
Losung an, indem Sie es erlaubt, einen echten Bediener in die virtuelle Welt einzubinden. Sie er-
moglicht die Bewertung stark subjektiver Kriterien, wie z.B. das Lenkverhalten, das nur schwer
anhand von Diagrammen beurteilt werden kann. Jedoch sind solche Bestrebungen aufgrund der
begrenzten Modelltiefe, die in Echtzeit verarbeitet werden kann, derzeit kaum denkbar.

Neben dem allgemeinen Bediirfnis, die Ergebnisse einer Simulation so schnell wie moglich zu
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1. Einleitung

erhalten, gibt es im Bereich der Baumaschinen folgende Anwendungen fiir die die Rechenzeit
kritisch ist:

o (interaktive) Echtzeitsimulation

o modellgestiitzte Regelung, wie z.B. Model Predicitve Control

e Zustandsiiberwachung, die auf einem Beobachter basieren

e numerische Parameter- und Modellstrukturoptimierung, die im Allgemeinen eine Vielzahl
von Simulationen bend&tigt.

Die Fortschritte auf dem Gebiet der Rechentechnik fithren zwar bereits zu einer Reduzierung
der Rechenzeit, aber diese Einsparungen wurden meist genutzt, um die Modelle entweder zu
vergroflern oder detailreicher aufzubauen. Eine weitere Moglichkeit Rechenzeiten zu verkiirzen
liegt darin, die verwendeten Algorithmen zur Berechnung der Modelle zu beschleunigen. Fiir
Letzteres entdeckte der Autor wihrend der Arbeit an der Professur fiir Baumaschinen- und
Fordertechnik an der TU Dresden verschiedene Ansétze. Mit diesen gelang es speziell, die Si-
mulation von Baumaschinen zu beschleunigen. Die Ergebnisse der wissenschaftlichen Téatigkeit
sollen in der vorliegenden Arbeit vorgestellt werden.

1.2. PRAZISIERUNG DER AUFGABE

Die Funktionalitdt einer Baumaschine entsteht durch das Zusammenspiel vieler technischer Teil-
systeme aus verschiedenen Doménen, wie Mechanik, Hydraulik und Thermodynamik. Folglich
muss das Modell zur Simulation des zeitlichen Verhaltens einer gesamten Maschine all diese
Teilsysteme umfassen. Fiir eine solche Modellierungsaufgabe eigenen sich Simulationswerkzeuge
und -bibliotheken basierend auf dem Sprachstandard Modelica [Frill]. Dieser wurde speziell fiir
die elegante Beschreibung komplexer physikalischer Modelle entwickelt.

Modelica erméglicht das Beschreiben von Verhaltensmodellen mithilfe von Differenzialgleichun-
gen in einer werkzeugunabhéngigen Form. Diese werden durch einen Modelica Compiler symbo-
lisch aufbereitet, in eine ausfithrbare Form tbersetzt und anschliefend numerisch gelost. Auf die-
se Weise wird eine vollstdndige Trennung der Beschreibung von der Losung des Modells erreicht.
Es finden sich eine Vielzahl an Veréffentlichungen [BO03, KSF10, KSEL10, KFSJ09, SNK11],
in denen die Vorziige der Verwendung von Modelica fiir Baumaschinen bereits betont wurden.

Die Rechenzeit eines Modells wird maf3geblich durch die verwendete Schrittweite des numerischen
Integrators sowie der bendtigten Zeit pro Rechenschritt beeinflusst. Aufgrund der meist erhebli-
chen Abmessungen von Baumaschinen liegen die Zeitkonstanten des mechanischen Teilsystems
einer Baumaschine typischerweise mehrere Zehnerpotenzen iiber der des Hydraulikteilmodells
[KRWT14]. Daher wird die Rechenschrittweite meist durch die Hydraulik bestimmt, wihrend
der zeitliche Aufwand pro Schritt tiblicherweise von der Mechanik dominiert wird.

Methoden zur gezielten Beeinflussung der Zeitkonstanten in der Hydraulik wurden in [Amall]
vorgestellt. Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wird untersucht, ob und wie es moglich ist,
die bendétigte Zeit zur Auswertung des mechanischen Teilsystems speziell unter Berticksichti-
gung grofler Modelle und damit die Simulationszeit des Gesamtmodells zu verringern. Auf diese
Weise wird die Voraussetzung geschaffen, detailliertere Modelle beispielsweise im Rahmen einer
Echtzeitsimulation nutzen zu kénnen.

1.3. AUFBAU DER ARBEIT

Soll die Simulationszeit fiir das mechanische Teilsystem eines Modells verkiirzt werden, muss
analysiert werden, wie dessen Berechnung vonstatten geht. Die Arbeitet gliedert sich dazu in
die Teilaufgaben:
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1. Einleitung

e Aufbauen des Grundverstédndnisses fiir die Berechnung des zeitlichen Verhaltens eines me-
chanischen Systems basierend auf Modelica

¢ Aufdeckung von Problemen, die eine effiziente Berechnung von mechanischen Teilsystemen
eines Modelles verhindern

e Umsetzung von Losungen fiir eine schnellere Berechnung von Modellen mechanischer Sys-
teme basierend auf Modelica.

Der am weitesten verbreitete Ansatz zur Modellierung und Simulation dreidimensionaler me-
chanischer Teilmodelle ist die Methode der Mehrkorpersysteme, kurz MKS. Der Fokus der vor-
liegenden Arbeit richtet sich auf die Erstellung und Berechnung von Mehrkorpersystemen zur
Simulation mechanischer Teilsysteme komplexer Maschinen. Ein MKS-Modell setzt sich aus ei-
nem System von starren Korpern zusammen, welche iiber eine Anzahl von Bindungen oder
Lastelementen! miteinander und ihrer Umgebung in Beziehung stehen. Im Sprachgebrauch der
Modellierung mechanischer Systeme werden Bindungen meist als Gelenke bezeichnet.

Algorithmen zur Berechnung von Mehrkérpersystemen stellen immer eine Verbindung zwischen
der Beschreibung der Mechanik und Methoden zum Ldsen eines linearen Gleichungssystems
dar. Ersteres beschreibt die physikalischen Zusammenhénge des mechanischen Teilsystems und
schliet mit der Herleitung der Bewegungsgleichungen eines MKS ab, die ein grofles, schwach
besetztes lineares Gleichungssystem bilden. Letzteres nutzt Methoden der linearen Algebra, um
das lineare Gleichungssystem aufzubereiten, wobei im Ergebnis Losungsalgorithmen fiir das Aus-
werten der Bewegungsgleichungen stehen. In der Literatur, z.B. [Piell, SBH10], wurden diese
beiden Bestandteile der MKS immer stark miteinander vermischt. Das erschwert die Suche nach
Optimierungspotenzialen beziiglich einer beschleunigten Berechnung von MKS-Modellen. Um
die Ursachen fiir eine ineflizient ausgefithrte Simulation von Mehrkorpersystemen hinsichtlich
der Rechenzeit zu ergriinden, werden beide Teile im Rahmen dieser Arbeit strikt getrennt von-
einander betrachtet.

Kapitel 2 beschéftigt sich mit der Mechanik eines Mehrkorpersystems. Es wird erldutert wie
durch die Beriicksichtigung der Kinematik und Kinetik des Systems die Bewegungsgleichungen
unter zur Hilfenahme einer kompakten Tensorschreibweise in allgemeiner Form aufgestellt wer-
den koénnen. Es wird ferner gezeigt, dass sich das resultierende Gleichungssystem zur Berechnung
der Systembeschleunigungen ungeachtet dessen, ob diese explizit oder implizit beschrieben wer-
den, immer aus drei Grundgleichungen und deren erster und zweiter Ableitung nach der Zeit
zusammensetzt.

Kapitel 3 befasst sich mit den Methoden der linearen Algebra und leitet mithilfe der Graphen-
theorie die bekannten Losungsalgorithmen fiir Mehrkorpersysteme her. Diese unterscheiden sich
zum einen in der verwendeten Formulierung der Bindungsgleichungen und zum anderen in der
Skalierung der Rechenzeit bei einer Vergroflerung des Mehrkorpersystems. Es wird gezeigt, dass
sie alle auf das in Kapitel 2 erarbeitete Gleichungssystem zuriickzufithren sind, auch wenn der
Bezug zu diesem sich oftmals nicht auf den ersten Blick offenbart.

Bezug nehmend auf das Ziel der vorliegenden Arbeit werden die Vor- und Nachteile der her-
geleiteten Losungsalgorithmen in Kapitel 4 diskutiert. Dartiber hinaus wird erlautert, wie die
verbreitetsten Modelica Werkzeuge die Losungsalgorithmen fiir Mehrkorpersysteme implemen-
tiert haben. In Verbindung mit den Erkenntnissen aus den Kapiteln 2 und 3 werden damit die
Ursachen fiir lange Berechnungszeiten von mechanischen Teilsystemen eines Baumaschinenmo-
dells ergriindet. Dies ist die Grundlage fiir die im Kapitel 4 vorgestellten erarbeiteten Losungen,
die wie an praktischen Beispielen gezeigt werden kann, eine Reduktion der Rechenzeit von MKS-
Modellen zur Folge haben.

'Im Rahmen dieser Arbeit wird anstelle von Kraftelement der Begriff Lastelement benutzt, da diese auch Mo-
mente in das System einbringen kénnen.
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2. MECHANIK DER
MEHRKORPERSYSTEME

Ziel dieses Kapitels ist es, die Bewegungsgleichungen eines Mehrkorpersystems herzuleiten. Die
Bewegungsgleichungen werden durch ein differenzial-algebraisches Gleichungssystem (DAE) be-
schrieben, dessen Losung den zeitlichen Verlauf aller kinematischen und kinetischen Gréfien
wiedergibt. Unter einem Mehrkorpersystem wird in dieser Arbeit ein System aus starren Kor-
pern, idealen zweiseitigen Bindungen und masselosen Lastelementen, die die wirkenden Kréfte
und Momente im System beschreiben, verstanden.

Um zu den Bewegungsgleichungen eines Mehrkorpersystems zu gelangen, soll zunéchst in Ab-
schnitt 2.1 die Bewegungsgleichung eines einzelnen starren Korpers hergeleitet werden. Es wird
aus der Kinematik und Kinetik des starren Koérpers die Newton-Euler-Gleichung des ungebun-
denen Koérpers abgeleitet. Diese wird anschlieffend um die Schnittlasten der angrenzenden Bin-
dungen erweitert. Im Ergebnis steht die Bewegungsgleichung des gebundenen starren Korpers.

In Abschnitt 2.2 schliefft sich die Betrachtung der zweiseitigen Bindungen an, die die Bewe-
gungsfreiheit zweier Korper zueinander einschréankt. Diese kinematischen Beziehungen werden
gemeinhin als Bindungsgleichungen bezeichnet. Sie konnen entweder in impliziter (Beschreibung
der verbotenen Bewegungen) oder in expliziter Form (Beschreibung der zuldssigen Bewegungen)
vorliegen. Abhéngig von der konkreten Bindung ldsst sich meist eine Form leichter beschreiben
als die andere. Vereinzelt existiert sogar nur eine der beiden Beschreibungsformen.

Aus dem Prinzip der virtuellen Leistung lassen sich bindungsspezifische Bedingungen an die
Schnittlasten ableiten, die fiir die Aufstellung der Bewegungsgleichung notwendig sind. Unter der
Verwendung von dualen Basen (auch Modes of Motion [RS88] genannt) lassen sich das Prinzip
der virtuellen Leistung und die Bindungsgleichungen auf Lageebene so umformulieren, dass
nicht mehr zwischen expliziter und impliziter Beschreibung unterschieden werden muss. Neben
Vorteilen in der Notation werden sich die speziellen Eigenschaften einer dualen Basis auch in
Kapitel 3 als niitzlich erweisen. Anschlieflend werden die Bindungsgleichungen so umgeschrieben,
dass sie sich in die Bewegungsgleichung des Mehrkorpersystems einbetten lassen. Der Abschnitt
wird durch die Betrachtung eines Dreh- und eines Schubgelenks abgeschlossen, fiir welche die
Bindungsgleichungen in globaler Form unter Nutzung der dualen Basen hergeleitet werden.

Abschnitt 2.3 fithrt die Ergebnisse der beiden vorhergehenden Abschnitte zusammen, um zu
den Bewegungsgleichungen eines Mehrkorpersystems als DAE mit dem Index 3 zu gelangen. Es
enthélt die Bindungsgleichungen auf Lageebene. Zur numerischen Berechnung der Losung des
Systems wird die DAE meist auf den Index 1 reduziert, was einer Ersetzung der Bindungsglei-
chungen auf Lageebene mit denen auf Beschleunigungsebene entspricht. Anhand des dadurch
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2. Mechanik der Mehrkérpersysteme

indexreduzierten Systems lésst sich zeigen, dass der wesentliche Teil der Bewegungsgleichungen
letztlich nur aus drei verschiedenen Gleichungen besteht, die ein grofles lineares schwach be-
setztes Gleichungssystem bilden. Dessen effiziente Losung wird mit den bis dahin erworbenen
Erkenntnissen in Kapitel 3 diskutiert.

2.1. BEWEGUNGSGLEICHUNG DES STARREN KORPERS

Fiir die Herleitung der Bewegungsgleichung eines starren Koérpers werden an dieser Stelle Verein-
barungen zu den in der Arbeit verwendeten Notationen getroffen. Ein Symbol mit aufgesetztem
Vektorpfeil, z.B. 7, beschreibt einen Tensor erster Stufe und damit das geometrische Objekt, dar-
gestellt durch eine gerichtete Strecke einer bestimmten Lénge. Ist dem Symbol ein tiefgestellter
Index vorangesetzt, z.B. g7, so ist die Darstellung des Tensors als 3 x 1 Matrix beziiglich der
Basis bzw. des Koordinatensystems K gemeint. Bei der Ableitung von Vektoren nach der Zeit
ist immer darauf zu achten, beziiglich welcher Basis diese ausgefiihrt bzw. beobachtet wird. Der
Term %f" zeigt an, dass die Basis B bei der Differentiation als ruhend angenommen wird. Ein
aufgesetzter Punkt wird ausschlieflich fiir Differenziation nach der Zeit beziiglich des Inertial-
systems verwendet. Fiir eine ausfithrlichere Diskussion sei auf A.1 verwiesen.

Im Folgenden soll die Bewegung eines ungebundenen starren Koérpers im Raum beschrieben
werden, um daraus dessen Bewegungsgleichung ableiten zu kénnen. Es wird ein orthonormales
Koordinatensystem K eingefiihrt, das fest mit dem Korper verbunden ist. Entsprechend Abb.
2.1, lasst sich die Lage Fop eines beliebigen korperfesten Punktes P beziiglich eines Inertialsys-
tems O bestimmen als [Shal0)]

Top = ToK + TKp. (2.1)

Abbildung 2.1.: Freier Korper

Sofern keine Verwechslungsgefahr besteht, wird im Folgenden der Index O weggelassen um zu
einer ubersichtlicheren Schreibweise zu gelangen. Beispielsweise wird an Stelle Pop kurz 7p
geschrieben. Vektoren, die relativ zu O gemessen werden, besitzen auf diese Weise nur einen
Index und sind somit als absolute Gréfien zu erkennen.

Sofern die Geometrie eines starren Korpers bekannt ist, ist auch die Lage grxp eines jeden
Punktes P auf selbigem beziiglich des korperfesten Koordinatensystems K bekannt. Um diese
Information in eine tensorielle Beschreibung zu tiberfuhren wird, die Lage der Basisvektoren

=
€k, des korperfesten Koordinatensystems ¢ benétigt. Diese Information ist im Drehtensor Ag
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2. Mechanik der Mehrkérpersysteme

gespeichert, fiir den gilt
=
€0, = Ak - €x.
Zusétzlich ist es moglich, dass die Basisvektoren von P gedreht zu denen von K liegen.

- = -
€k, = AKgp-€p;

=
Da es sich um einen Starrkérper handelt, muss der Drehtensor Ak p beziiglich der Zeit konstant
sein.

2.1.1. KINEMATIK DES UNGEBUNDENEN STARREN KORPERS

Um zu den Bewegungsgleichungen des ungebundenen starren Koérpers zu gelangen, miissen zuerst
dessen kinematische Zusammenhinge beschrieben werden.

LAGEEBENE

Die translatorischen und rotatorischen Lageinformationen des Kérpers K werden in der Pose zi

=
zusammengefasst. Anstelle jedoch den Drehtensor Ax zu verwenden, hat es sich in der Praxis
bewihrt lediglich mit den zugehorigen Eulerparametern py, siehe Gl. (A.13), zu arbeiten. Daher
wird im Rahmen dieser Arbeit die Pose definiert als

(2.2)

Somit ist es mithilfe der Pose zx und Gl. (2.1) immer moglich, die Lage eines beliebigen Punktes
P auf einem starren Koérper K eindeutig zu bestimmen. Zusétzlich muss die Zwangsbedingung

Pk P =1 (2.3)

beachtet werden. Das Koordinatensystem P besitzt eine relative Pose beziiglich des Korperbe-
zugssystems K.

Ppk
ZpK =

TPK

Es muss beachtet werden, dass zx als Spaltenvektor definiert wurde, da es sich bei py selbst um
eine Matrix handelt. Um zx numerisch auswerten zu konnen, muss jeder Tensor in eine Kom-
ponentendarstellung iiberfiihrt werden. Es ist {iblich, fiir die translatorischen und rotatorischen
Groflen verschiedene Basen zu verwenden. Obwohl die Eintrége in den Matrizen Tensoren sind,
ist die Notation so gewéahlt, dass sie sich direkt auf die Komponentendarstellung mit reellen
Zahlen tibertragen lasst.

Uber der Menge aller Posen kann eine nicht-abelsche Gruppe definiert werden. Deren Additi-
onsoperator @ wird definiert als

Dy xP2

21D z9 = . .
T+ 72

Der Operator * bezeichnet die Multiplikation von Quaternionen, entsprechend Gl. (A.18). Das
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2. Mechanik der Mehrkérpersysteme

Inverse Element ist definiert als

a0
entsprechend (A.17). Das Nullelement lautet
o= | P | p 1
6P~ |5

Der Einfachheit halber sei zusatzlich die Subtraktion als
z10 22 =Z1®z2_1
definiert. Auf diese Weise kann Gl. (2.1) zusammen mit der Lage der Basisvektoren als
zp=2zKg B zZKp

und damit sehr kompakt formuliert werden.

GESCHWINDIGKEITS- UND BESCHLEUNIGUNGSEBENE

Die Geschwindigkeit ¥p des Punktes P auf dem Kérper K beziiglich des Inertialsystems O ergibt
sich durch Differenziation von Gl. (2.1) beztiglich der Zeit:

dO
vp = E'I_:P
d° d°

= —7 —7
a K+ a KP
0]

dt

—

= Vg + TKP
Fiir jeden Starrkorper gilt, dass alle Punkte einen beziiglich der Zeit konstanten Abstand zuein-
ander besitzen. Deshalb muss

gelten. Mit dieser Information kann der Term %F xp durch Anwendung von Gl. (A.11) verein-
facht werden und es folgt die sogenannte Starrkérperformel

Up = Vg +IK X Pip. (2.4)

Damit ist ersichtlich, dass der Geschwindigkeitszustand jedes Punktes eines starren Korpers
vollstédndig iiber die translatorische Geschwindigkeit ¥ und die rotatorische Geschwindigkeit
W des Punktes K definiert ist. Diese Groflen werden zusammen als Kinemate y g des Korpers
K zusammengefasst.

—

Yx = l Q_J,K ] (2.5)

UK

Fir eine ausfithrliche Diskussion des Konzepts der Kinemate und des dahinterliegenden theo-
retischen Grundgeriists wird auf die Bewegungswinder aus [MMS05], bzw. die Spatial Vector
Algebra aus [Fea07] verwiesen.

Der differenzielle Zusammenhang der Kinemate und der Pose kann mithilfe der G1. (A.15) ge-
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2. Mechanik der Mehrkérpersysteme

funden werden.

QP%pK

T
(2P 0]
= | CRK
| 0 E
= H zg (2.6)

Die Gleichungen (2.6) und (2.3) bilden zusammen folgendes differenzial-algebraisches Gleichungs-
system (DAE) mit dem Index 1, das den Zusammenhang zwischen Lagednderungen und Ge-
schwindigkeiten beschreibt.

yx = H-zg (2.7a)
Pk Pk = 1 (2.7b)

Dieses muss als Teil der Bewegungsgleichung fiir jeden Korper zur Ermittlung der Pose geldst
werden. Unter Verwendung von Gl. (A.16) kann es direkt nach 2Zx umgestellt werden.

iPT 0
= | Yk
0 E

ZK =

Diese Gleichung beriicksichtigt jedoch nur die Zeitableitung der Nebenbedingung (2.3). Daher
sollte diese Form nicht ohne eine Mafinahme zur Stabilisierung der Zwangsbedingung fiir die
numerische Integration der Pose Zi benutzt werden. Andernfalls wiirde sich ein numerischer
Drift einstellen.

Die Kinemate yy gilt ausschliefflich fiir den Punkt K, also den Referenzpunkt des kérperfesten
Koordinatensystems K, da sich im Allgemeinen die translatorischen Geschwindigkeiten verschie-
dener Punkte auf einem Korper unterscheiden. Mithilfe von Gleichung (2.4) kann die Kinemate
auf einen anderen Punkt P transformiert werden

Wp [ WK
Yp =1 = q o ~

Vp Vg +WKg X Tgp
r = =
FE 0

= ~ Yk
=
rpx E

= Gpx Yk (2.9)

wobei pr einen Tensor zweiter Stufe mit denselben Abbildungseigenschaften wie ¥pg x be-
zeichnet, siche Gleichung (A.4). Die Matrix

E
Gpx = | -
—
r

(2.10)

Hl ol

PK

deren Eintrage kartesische Tensoren sind, wird im Rahmen dieser Arbeit Transformationsmatrix
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2. Mechanik der Mehrkérpersysteme

von K nach P genannt. Es ist zu beachten, dass bei Uberfiihrung der Elemente von Gpg in
eine Matrixdarstellung, die Einheitstensoren auf der Hauptdiagonalen, abhéngig von der Wahl
der Basisvektoren, die Gestalt von Rotationsmatrizen annehmen. Es ldsst sich zeigen, dass fiir
Transformationsmatrizen Rechenregeln, dhnlich derer von Rotationsmatrizen, wie folgt gelten:

Gap-Gpc =Gac

und
E 0 E 0
-1
GPK = :>T = = = = = GKP'
Tpi E TKP E

Ein erneutes Ableiten der Gleichung (2.4) fiithrt auf den Zusammenhang der Beschleunigungen.

d
ap = —0
P wlr

- St (20) xour v (S50
= dth dtwK TKp TWK dtTKP

= dg +0g X Trp + &K X (O X Fxp) (2.11)

Analog zur Kinemate yx soll nun die Beschleunigung & des Korpers K eingefithrt werden.

T = [ ‘f‘K 1 (2.12)
ar

Die Beschleunigung xx geht direkt durch Ableitung aus Gl. (2.5) hervor.

Y = TK (2.13)

Analog zur Kinemate kann Gl. (2.11) als Transformation des Bezugspunktes der Beschleunigung
verstanden werden, welche sich zu

:IZPZGPK-CCK+£pK (2.14)

ergibt, wobei gilt:

0

§pk = | | - -
Wi X (wK X TKP)

Mit den Bewegungsgroflen Pose zx, Kinemate y 7 und Beschleunigung i kann die Kinematik
eines starren Korpers vollstandig beschrieben werden.
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2. Mechanik der Mehrkérpersysteme

2.1.2. KINETIK DES UNGEBUNDENEN STARREN KORPERS

Im Folgenden soll nun auf die Kinetik eines starren Korpers eingegangen werden. Sie setzt sich
mit der Ursache der Anderung der BewegungsgréBen, hervorgerufen durch die Einwirkung von
Kraften und Momenten, auseinander.

LAST

Abb. 2.2 zeigt ein Linienelement, an dessen Ende K eine Kraft ]_‘: x und ein Moment 7 g angreifen.
Ahnlich der Kinemate und der Beschleunigung, werden diese beiden Grofien als Last beziiglich

des Punktes K
TK
lg = [ o ] (2.15)
Fr

zusammengefasst. Mithilfe des statischen Krifte- und Momentengleichgewichts

X (2.16a)
K +7pr % fi (2.16b)

<~
v
|
A~k

lasst sich eine dquivalente Last I p mit derselben Kraftwirkung ableiten. Gl. (2.16) lésst sich kurz
schreiben als
lp=Gpi k. (2.17)

Die Ahnlichkeit zur Transformation der Kinemate, siche Gl. (2.9), ist eine Folge aus der Forde-
rung, dass die virtuelle Leistung d Pp bzw. § Px gleich sein muss, da die beiden Lasten dquivalent
sind.

§Pp = 6ybh-lp (2.18a)
= (Grrdyr)" - (Grklx) (2.18b)
= oyk (GhxGrk) lx (2.18¢)
= Syl I (2.18d)
= 0Pg (2.18¢)

Tk fr
Txp P
K T
f P ?P\\

Abbildung 2.2.: Statisches Kréiftegleichgewicht an einem Liniensegment
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2. Mechanik der Mehrkérpersysteme

IMPULS UND DRALL

Der Impuls dpp eines differenziell kleinen Massenelements, das sich am Punkt P befindet ist
definiert als das Produkt aus seiner Geschwindigkeit ¥p und seiner Masse dm. Wird ein Starr-
korper als eine Menge von differenziell kleinen Massenelementen betrachtet, so ergibt sich dessen

Gesamtimpuls p zu
P - [

PeK
= / 17pdm
PeK
= / (ﬁs+@KXFSP)dm
PeK
= g / dm + &g X / rgpdm.
PeK PeK

Wird der Schwerpunkt S des Korpers als Bezugspunkt gewéhlt, verschwindet der Ausdruck
Jpex Tspdm und es folgt
D = mvs. (2.19)

Analog zum Impuls p kann der Drall ®g beziiglich eines Punktes S als Integral iiber alle diffe-
renziell kleinen Teilchen der Masse dm und des Dralls d@g p berechnet werden.

ﬁg = / d’l’?&p

- .
= / rsprgpdm - Wk
PeK

=
= Og &g (2.20)

=
Dabei wird die Grofle g als Trégheitstensor bezeichnet.
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2. Mechanik der Mehrkérpersysteme

BEWEGUNGSGLEICHUNG DES UNGEBUNDENEN STARREN KORPERS

Impuls- und Drallsatz besagen, dass die Anderung des Dralls bzw. des Impulses gerade dem
auBeren Moment Tg ;¢ respektive der duBeren Kraft f, ;

d 5

&7"5 = TSext
d o
EP = feut

entsprechen, sieche Abb. 2.3.

Abbildung 2.3.: Kriftegleichgewicht am ungebundenen Korper

Werden die Beziehungen fiir den Impuls (2.19) und den Drall (2.20) eingesetzt und gilt, dass die
=
Masse m konstant ist und sich der Trégheitstensor ®@g beziiglich des korperfesten Systems K

= =
nicht dndert, also %:@ s = 0, folgt die Bewegungsgleichung eines ungebundenen starren Koérpers
beziiglich seines Schwerpunkts S. Diese sind als Newton-Fuler-Gleichungen bekannt.

= =
Os - ag + Wk x (95 . wK> = TSext
mas = fext‘

Durch Einfiithren von Beschleunigung und Last nach Gl. (2.12) und (2.15) ergibt sich eine kom-
paktere Schreibweise

Mg-xs+hg = g‘,emt (2.21)

mit der 6 x 6 Massenmatrix M g beziiglich S

0s 0
S
Ms = -
0

=
mE

24



2. Mechanik der Mehrkérpersysteme

und dem Vektor der geschwindigkeitsproportionalen Tragheitsterme hg beziiglich S

— = —
wg X ®5~wK

0

hs =

Unter Nutzung der Transformationsbeziehungen (2.14) und (2.17) fiir die Beschleunigung und
die Lasten, konnen die Bewegungsgleichungen fiir einen beliebigen anderen korperfesten Be-
zugspunkt K formuliert werden. Dazu werden beide Seiten der Newton-Euler-Gleichung (2.21),
entsprechend der Transformation der Last aus Gleichung (2.17)

lx = Grs - s
von links mit G[_(:g multipliziert. AnschlieBend wird die Transformationsbeziehung (2.14)

TK :GKS'$5+£K5'

zum Umrechnen der Beschleunigung vom Punkt K auf den Schwerpunkt S eingesetzt

-T —1 -T
Grs | Ms- (GKS (xr — EKS)) +hs | = Ggg S
=S :l;(,eact

und es folgt die Bewegungsgleichung des ungebundenen starren Koérpers fiir einen beliebigen
Bezugspunkt K

Mg -z +hg = l;(,ext (2.22)

mit

= =
O mrsk
mTSK mE

— = —
WK X (-)K-wK

hk = -
- — -
Wi X <mr5p~wK)
= = ~T ~
O = Og+mrgxrsk. (2.23)

Die dabei entstandene Gleichung (2.23) ist unter dem Namen Satz von Steiner bekannt und
dient zur Umrechnung des Tragheitstensors vom Schwerpunkt auf einen beliebigen Bezugspunkt.
Im Folgenden wird fiir die Formulierung der Bewegungsgleichung immer ein vom Schwerpunkt
verschiedener Bezugspunkt verwendet, siehe Gl. (2.24). Dies erlaubt eine deutlich kompaktere
und effizientere Auswertung der gesamten Bewegungsgleichungen eines Mehrkorpersystems. Eine
Diskussion der Wahl des Bezugspunktes folgt in Abschnitt 3.1.5.

Da fiir den weiteren Verlauf der Arbeit die Unterscheidung zwischen hx und I ., nicht von
Bedeutung ist, werden diese beiden Groéflen, zugunsten einer kompakteren Notation, in dem
Vektor U ext = U ezr — hic vereinigt und Gl. (2.22) vereinfacht sich zu
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2. Mechanik der Mehrkérpersysteme

MK LK = lK,ezt' (2.24)

Diese soll im néchsten Abschnitt fiir einen gebunden Kérper erweitert werden.

BEWEGUNGSGLEICHUNG DES GEBUNDENEN STARREN KORPERS

Wird ein Mehrkorpersystem betrachtet, so sind die Koérper meist iiber Bindungen bzw. Ge-
lenke miteinander verbunden. Sie schrdnken die Bewegungsgmoglichkeiten ein und erzeugen
Bindungslasten. Diese miissen zusétzlich in Gl. (2.24) beriicksichtigt werden, um auf die Bewe-
gungsgleichung des gebundenen starren Korpers zu gelangen.

Zur Bestimmung der Bindungslasten wird der Kérper, wie in Abb. 2.4, freigeschnitten. Fiir jede
angrenzende Bindung 7 entsteht dabei eine Bindungs- oder auch Schnittlast 1;, die mithilfe der
Transformationsmatrix GZ-TK auf den Korperbezugspunkt K transformiert werden kann.

S

L

o/
Thl
Abbildung 2.4.: Freigeschnittener gebundener Korper

Die Bewegungsgleichung des gebundenen Korpers lautet somit

Mg g = lK,ext"‘ZUiKGlTK -1;. (2.25)

7

Die 0;x bestimmen das Vorzeichen, mit der die Schnittlast I; in die Bewegungsgleichung eingeht.
Dies héngt davon ab, ob das positive oder das negative Schnittufer an den Koérper angrenzt.

Somit wurde die erste der drei Gleichungen bestimmt, aus denen sich die Bewegungsgleichung
eines Mehrkorpersystems zusammensetzt.

2.2. BESCHREIBUNG EINER BINDUNG

Wie bereits im vorangegangenen Abschnitt erwdhnt, miissen zur Abbildung komplexer mecha-
nischer Strukturen mithilfe eines Mehrkorpersystems zwischen Koérpern bzw. mit ihnen fest
verbundenen Koordinatensystemen Bindungen eingefithrt werden. Die durch sie verursachten
Einschrankungen der Bewegungsfreiheit zweier verbundener Korper wird mit der sogenannten
Bindungsgleichung beschrieben, welche in diesem Kapitel hergeleitet werden soll.

2.2.1. BINDUNGSGLEICHUNG

Abb. 2.5 zeigt zwei Koordinatensysteme V und N. Das System V ist fest mit dem unteren Kérper
verbunden, der in diesem Kontext als Vorgédnger verstanden wird. Auf dem nachfolgenden Kérper
sei das Koordinatensystem N fixiert.
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2. Mechanik der Mehrkérpersysteme

Abbildung 2.5.: Relative Lage zweier Koordinatensysteme

Der Abstand ihrer Urspriinge betréigt
'FV N =TN — Fv.

Die Orientierungen der Koordinatensysteme seien durch ihre zwei Basen €y; und €y ; gegeben,

=
die iiber den Drehtensor Ay n miteinander in Beziehung stehen.

— = -
€v;, = AvnN €Ny

Analog Gl. (2.2) wird fiir die Bindung die relative Pose zyy der Koordinatensysteme V und N
definiert als

ZYN = 2ZN O 2y =

)

Pvn
TVN

=
wobei die Eulerparameter py  den Drehtensor Ay parametrisieren.

Eine implizit formulierte zweiseitige Bindung ist eine Funktion der Dimension n.,

g (ZVN,t) =0 ¢ R"", (2.26)

die den Drehtensor XVN bzw. die Eulerparameter py n zusammen mit dem Abstandsvektor
7y n und der Zeit t auf eine Menge von Bindungsverletzungen abbildet. Die Forderung nach
dem Verschwinden der Bindungsverletzungen schrinkt die relative Pose ein und es werden auf
diese Weise bestimmte Relativbewegungen untersagt. Einseitige Bindungen, die durch eine Un-
gleichung beschrieben werden, sollen in dieser Arbeit nicht behandelt werden. Fiir eine weiter-
fithrende Diskussion dieses Sachverhalts sei auf [PG96] verwiesen. Oft hangt g nicht direkt von
t ab, so dass % = 0 gilt. In diesem Fall wird von einer skleronomen Bindung gesprochen. An-
dernfalls wird sie als rheonome Bindung bezeichnet. Die Wahl von g ist jedoch nicht eindeutig.

So kann es verschiedene implizite Formulierungen fiir dasselbe Gelenk geben.

Meist ist es moglich, die komplette Losungsvielfalt von Gl. (2.26) explizit anzugeben. In diesem
Fall wird die relative Pose

zvn =g (q,1) (2.27)

durch eine Funktion g der Zeit ¢ und eines Parametervektors ¢ € R™ beschrieben. Die Elemente
von q werden als generalisierte Lagekoordinaten der Bindung bezeichnet. Sie miissen jedoch nicht
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2. Mechanik der Mehrkérpersysteme

zwingend unabhéingig voneinander sein. Im Allgemeinen muss davon ausgegangen werden, dass
sie gewissen Zwangsbedingungen

x(q) =0 (2.28)

unterliegen, wie es der Fall wire, wenn q z.B. Eulerparameter zur Beschreibung einer Drehung
enthalten wiirde. Demnach ergibt sich die Anzahl der Lagefreiheitsgrade zu nys, = dim (q) —
dim (x) = 6 — n¢p. Durch Einsetzen von Gleichung (2.27) in (2.26) vereinfacht sich letztere
zu trivialen Gleichungen, die fir jede mit der Zwangsbedingung (2.28) kompatible Wahl von ¢
erfiillt werden.

Gleichung (2.26) kann beziiglich der Zeit t abgeleitet werden. Die Ableitung wird vorerst beziig-
lich der Basis V' vorgenommen und durch den hochgestellten Index V' gekennzeichnet, also

dVZVN
dt

yX‘;N:H’

Die Anwendung der Kettenregel und der Gl. (2.8) liefert

dv og dzyny Og
de aZLqV dt ot
9g ,v 99
- CHL. =
0zv N Yvn + ot
Werden die folgenden Gréfien
9g
w?T — CH!
h Ozvn
9g
Ch = e

zusammengefasst, folgt eine verkiirzte Schreibweise mit

Wi yiy = G (2.29)

Zwischen den Kinematen y, und yy-, beobachtet aus dem Inertialsystem, und der relativen Ki-
nemate y“f ~» beobachtet aus dem Vorgangerkoordinatensystem V/, gilt folgender Zusammenhang
nach Gl. (A.11)

Yn = Yy T Yyn
v 0
Yn = Yy tYynt| . .
wy X TyN
yy = Gnv(zvn) Yy +yin. (2.30)

Die Einbettung einer Bindung in das Mehrkorpersystem wird zu einem spéateren Zeitpunkt in
Abschnitt 2.2.4 behandelt.

Gleichung (2.29) beschreibt die Menge aller holonomen Bindungen. Dies sind Bindungen, die die
relative Lage und Geschwindigkeiten gleichermaflen einschrinken. Hinzu kommen die nichtho-
lonomen Bindungen, die lediglich Auswirkungen auf die relative Geschwindigkeit besitzen, da
sie nicht integrierbar sind. Als Beispiel fiir nichtholonome Bindungen seien das ideale Rollen
eines starren Rades und das ideale Gleiten eines Schlittschuhs genannt. Laut [RS88] konnen alle
mechanischen nichtholonomen Bindungen angeschrieben werden als

Wgh'y\‘;N = Cun (2.31)
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2. Mechanik der Mehrkérpersysteme

und somit kénnen Gl. (2.29) und (2.31) zusammengefasst werden zu
whyry = ¢ (2.32)
unter der Verwendung von

W = [Wh th]

C/ — [ Ch ‘|
Cnh
An dieser Stelle sei zu beachten, dass W und ¢ selbst nichtlineare Funktionen von zyy sein
kénnen. Im Folgenden wird angenommen, dass W keine linear abhingigen Spalten, bzw. die

Bindung keine redundanten Bindungsgleichungen, besitzt. Fiir eine ausfiihrlichere Diskussion
der Behandlung eines Rangabfalls sei auf [Rei97] verwiesen.

Da Gl. (2.32) linear beziiglich der relativen Kinemate y“f n ist, lassen sich alle Losungen des
linearen Gleichungssystem als

yrny = Js'+¢€ (2.33)

fiir einen beliebigen Parametervektor s’ € R™ schreiben. Daher wird s’ als Vektor der genera-
lisierten Geschwindigkeiten bezeichnet und es gilt ny = 6 — n.. Die Jacobimatrix J kann als
Zusammenstellung der Vektoren der freien Richtungen verstanden werden. Da es sich bei Gl.
(2.33) um eine Losung von Gl. (2.32) handelt, muss sie auch fiir s = 0 gelten. Dadurch entsteht
eine Beziehung fiir £ mit

WT£/ — C/~
& stellt die inhomogene Losung der Gl. (2.32). Fur die homogene Losung muss
wly=0 (2.34)

gelten, da sie fiir alle s’ erfiillt sein soll.

Die impliziten und expliziten Bindungsgleichungen (2.26), (2.32) und (2.27), (2.33) auf Lage- und
Geschwindigkeitsebene bilden die Grundlage fiir die zweite Klasse der Gleichungen aus denen
sich die Bewegungsgleichung eines Mehrkorpersystems zusammensetzt. Sie werden im Abschnitt
2.2.3 wieder aufgegriffen. Mithilfe der dualen Basen werden sie umgeschrieben und anschlieflend
im Abschnitt 2.2.4 so umformuliert, dass sie sich direkt auf die Bezugspunkte der angrenzenden
Korper beziehen.

2.2.2. PRINZIP DER VIRTUELLEN LEISTUNG

Um die Integritét einer Bindung zwischen den angeschlossenen Kérpern zu gewéahrleisten, konnen
in den Bindungen Zwangslasten entstehen. Die in Kapitel 2.1.2 eingefiihrten Schnittlasten I einer
Bindung setzten sich aus diesen Zwangslasten I~ und ggf. einer eingepréigten Last I 4 zusammen,
die z.B. durch Effekte wie Reibung oder einen Antrieb verursacht werden kann.

l=1lc+14

Das Prinzip der virtuellen Leistung besagt, dass die die virtuelle Leistung der Zwangslasten ver-
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schwindet [Bud90, SE11]. Unter Benutzung der Symbole ly.¢ = l TV.C ] und Iy c = [ TNC ]
v.e N.C

fir die wirkenden Zwangslasten an dem Vorgénger V' und dem Nachfolger N einer Bindung,
muss demnach

5y‘T/ . lV,C’ + 6y7]\} . lN,C = 0 (2.35)

gelten. Die virtuelle Geschwindigkeit des Nachfolgers dy hingt jedoch mit der des Vorgéngers
zusammen. Unter Ausnutzung der Gleichungen (2.30) und (2.33) ldsst sich folgender Zusam-
menhang finden

dyny = Gyv - dyy +J - 68’

Wird dies in Gl. (2.35) eingesetzt, resultiert
oyl - (vo+ Ghy - Ive) + 6T - JT Iy = 0.

Die Zwangslasten ly,c und Iy ¢ hidngen entsprechend den Gesetzen der Statik, siehe GI. (2.17),
miteinander zusammen. Daher muss der Ausdruck (lv;c + G%V -1 N7c) und mit ihm der erste

Summand verschwinden. Alle Komponenten der §s’ sind voneinander unabhangig. Daher muss
zusitzlich der Koeffizient J71 ~,c verschwinden, um die Gleichung fiir alle ds’ zu erfiillen. Es
folgt damit die zentrale Aussage

Jlye = 0 (2.36)
JT Iy —Iya) = 0
Jhy = 7, (2.37)
wobei
,’7/ :JT'lN,A

die Projektion der von auflen wirkenden aktiven Lasten I 4 auf die freien Bewegungsrichtungen
darstellt. Anschaulich besagt Gl. (2.37), dass ein ideales Gelenk entlang der freien Richtungen
mit Ausnahme der eingeprigten Lasten keine Krafte oder Momente iibertragt.

Gleichung (2.37) ist Bestandteil der Bewegungsgleichungen des Mehrkoérpersystems und soll im
folgenden Abschnitt durch Nutzung der dualen Basen leicht umformuliert werden.

2.2.3. DUALE BASEN EINER BINDUNG

Fir das spétere Arbeiten mit den Bewegungsgleichungen eines Mehrkorpersystems ist es hilf-
reich, analog zu [RS88] fiir die Kinemate y“f y und die Gelenklast Iy zwei spezielle Basen beste-
hend aus den Basisvektoren ¢, bzw. 1;, i = 1...6 einzufithren. Um eine kompaktere Darstellung
zu erlangen, werden die ersten ny (Anzahl der Freiheitsgrade des Gelenks) und die verbleibenden
Basisvektoren zu den Matrizen

® = [¢],i=1...nf
® = [@i],i=(ng+1)...6
v = [y, i=1...ng
¥ = [],i=(ny+1)...6
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zusammengefasst. Sie sollen die besondere Eigenschaft aufweisen, dass die Basis {\Il,@] gerade

die duale Basis [LCE10] zu [@,5] darstellt. Dies bedeutet, dass

[W,W]T- EXIE [ ﬁ ; ] (2.38)

ist. Bilden die [@,5] selbst eine orthonormale Basis, so stellen sie zugleich die duale Basis zu
sich selbst dar.

Jeder Vektor des Vektorraums und damit auch die Kinemate y\,; und die Gelenklast Iy kénnen
beziiglich den neu eingefithrten Basen angeschrieben werden.

yiy = ®s+ ®s (2.39)
In = UA+TA (2.40)

s, 3, A und X stellen die entsprechenden Koordinatenvektoren dar. Die in @ und ¥ enthaltenen
Basisvektoren kénnen frei unter Beachtung von Gl. (2.38) gewéhlt werden. Zusétzlich soll

span () = span(J) (2.41)
span (@) = span (W) (2.42)

gelten. Sind alle Vektoren in J und W orthogonal zueinander, kann direkt ® = J und ¥ = W
gewahlt werden. Das Auffinden der dualen Basen ist fiir jede Bindung moglich.

Wird nun die Darstellung der Kinemate bzgl. der neuen Basis (2.39) in die implizite Bindungs-
gleichung auf Geschwindigkeitsebene (2.32) eingebunden, so folgt aufgrund der Eigenschaften
(2.42) und (2.38)

(WT 6) 5=
und damit eine Bestimmungsgleichung fiir die Koordinaten 5. Die Koordinaten s, zugehorig zu
den Basisvektoren ®, werden von der impliziten Bindungsgleichung nicht eingeschrankt und blei-
ben frei. Daher wird im Falle der Vektoren in ® von den freien Bewegungsrichtungen gesprochen,

wihrend ® die gesperrten Bewegungsrichtungen beschreibt. Analog kann die neue Darstellung
der Zwangslasten (2.40) in das Prinzip der virtuellen Leistung (2.37) eingesetzt werden. Mit

(J7®) A=n (2.43)

ergibt sich eine Bestimmungsgleichung fiir die Koordinaten A, wihrend die X frei bleiben. Folglich
stellen die ¥ die freien Lastrichtungen und die ¥ die gesperrten Lastrichtungen dar. Ist die Basis

[@76} orthonormal gewéhlt, was fiir viele Gelenke moglich ist, fallen jeweils die gesperrten und
freien Bewegungs- und Lastrichtungen zusammen, also ® = ¥ und ® = .

Da aufgrund von Gl. (2.42) die Matrizen ¥ und W den gleichen Raum aufspannen, kann die
implizite Bindungsgleichung (2.32) auf die neue Basis umgeschrieben werden zu

=T
T oyyy = G (2.44)

Analog kann fir die explizite Bindungsgleichung vorgegangen werden. Es folgt

yrn = Ps+E, (2.45)
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wobei die neuen generalisierten Geschwindigkeiten s eine Linearkombination der alten s’ dar-
stellen. Der Vorteil der dualen Basen kann anhand der neuen expliziten Bindungsgleichung
demonstriert werden. Wird diese auf die gesperrten Lastrichtungen W projiziert, so ergibt sich
die implizite Bindungsgleichung. Wird sie hingegen auf die freien Lastrichtungen W projiziert,
so resultiert dies in einer Vorschrift zur Berechnung der generalisierten Geschwindigkeiten s aus
der relativen Kinemate.

Zuletzt kann auch das Prinzip der virtuellen Leistung (2.37) mit der neuen Basis dargestellt
werden als

Ty =, (2.46)

Diese Gleichung besagt anschaulich, dass Bindungen entlang der freien Bewegungsrichtungen
keine Krifte oder Momente iibertragen, sofern sie nicht angetrieben sind (n # 0). Dies stellt die
dritte der drei Gleichungen dar, aus denen sich die Bewegungsgleichung eines Mehrkorpersystems
zusammensetzt.

2.2.4. GLOBALE FORM DER BINDUNGSGLEICHUNGEN

Fiir die Beschreibung der Bewegungsgleichungen eines Mehrkorpersystems ist es von Vorteil,
wenn die Bindungsgleichungen nicht die relativen kinematischen Gréflen zwischen dem Vor-
giangerkoordinatensystem V und dem Nachfolgerkoordinatensystem N, sondern die absoluten
Groflen der Bezugspunkte der beteiligten Starrkérper beschreiben, siehe Abb. 2.6.

ZKyN K
N

Zgyv
Ky

Abbildung 2.6.: Bindung bezogen auf das Gesamtsystem

Auf Lageebene ergibt sich die relative Pose zyny zu

ZYN = ZNOZz2y
(2Ky © 2K4,N) © (ZKy @ 2K,,V) -

Alle holonomen Bindungen kénnen damit wie folgt beschrieben werden

(2.47)

{O =g (2K, 2Ky,t) implizit formulierte Bindung

zZky =9 (2Ky,q,t) explizit formulierte Bindung.
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Die somit global formulierten Bindungsgleichungen liefern den zweiten Gleichungstyp, der in
den Bewegungsgleichungen des Mehrkorpersystems vorkommt.

Da die Bewegungsgleichungen mit den Bindungsgleichungen auf Lageebene schwierig auszu-
werten sind, werden an deren Stelle oft die Bindungsgleichungen auf Geschwindigkeits- oder
Beschleunigungsebene verwendet. Diese sollen im Folgenden zusammengetragen werden.

Die relative Kinemate yy n kann unter Anwendung von Gl. (2.9) wie folgt berechnet werden
yvn = GnNky Yy — Gviky Yk, - (2.48)

Da in dem vorangegangen Abschnitt lediglich die Ableitung %, beobachtet aus dem Koordi-
natensystem V', berechnet wurde, muss diese noch auf eine Ableitung beziiglich des ruhenden
Systems O umgerechnet werden. Nach einigen Umformungen folgt die Vorschrift

Gniy Yy = GNKy Yi, TYUN- (2.49)

Die Bewegung des Nachfolgekorpers mit der Kinemate y ., setzt sich demnach aus zwei Bewe-
gungen zusammen. Der erste Anteil beschreibt die Bewegung, die der Nachfolgekorper ausfithren
wiirde, wenn er fest mit dem Vorgénger verbunden wire. Der zweite Anteil enthélt die Bewegung
des Nachfolgekorpers, die durch das Gelenk bei einem ruhenden Vorgangerkorper verursacht
wird. Durch Einsetzen der expliziten Bindungsgleichung (2.45) in Gleichung (2.49) folgt mit

GN,KN’yKN:GN7Kv‘yKV+<I)S+£ (2.50)

die Geschwindigkeitsformulierung der Bindungsgleichungen, die auch die nichtholonomen Gelen-
ke enthalten kann. Auf Geschwindigkeitsebene ist es nicht mehr nétig, zwischen expliziten und
impliziten Bindungsgleichungen zu unterscheiden, da die implizite Bindungsgleichung enthalten
ist. Sie kann durch Multiplikation mit @’ von links sofort gewonnen werden. Darin liegt der
Vorteil in der Verwendung der dualen Basen.

Durch Ableiten von Gl. (2.50) nach der Zeit folgt die Bindungsgleichung auf Beschleunigungs-
ebene mit

Gniy Txy =GNk, Tk, + ®P5+c, (2.51)

wobei der Vektor c alle Terme zusammenfasst, die nicht direkt von den Beschleunigungen x und
§ abhéngen. Der Vektor ¢ setzt sich zusammen aus

c=cqg+co+E (2.52)

Der Anteil cg = (%—i@) s geht direkt aus dem Gelenk hervor, wohingegen der Anteil co aus der
Ableitung der Transformationsmatrix der Beschleunigung stammt. Letzterer berechnet sich zu

do d©
cc = (dtGN’KV> Yy — <dtGN’KN> "YKn

0

— — - - — -
Wy X | TNK, WV | —WN X | TNKy " WN

Mit den hier gewonnen Bindungsgleichungen auf Lage-, Geschwindigkeits und Beschleunigungs-
ebene, die die kinematischen Gréflen der angrenzenden Korperbezugspunkte enthalten, wurden
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alle relevanten Gleichungen fiir den zweiten Bestandteil der Bewegungsgleichung eines Mehrkor-
persystems vorgestellt. Letzteres soll im Anschluss an den folgenden Abschnitt in 2.3 aufgebaut
werden, in dem die Bindungsgleichungen fiir zwei Beipiele erarbeitet werden.

2.2.5. BEISPIELE FUR BINDUNGEN IN EINEM MEHRKORPERSYSTEM

An dieser Stelle sollen die Bindungsgleichungen und speziell die dualen Basen anhand von zwei
praktischen Beispielen, dem Dreh- und dem Kreuzgelenk, vorgestellt werden.

Drehgelenk Es wird angenommen, dasss die korperfesten Koordinatensysteme V' des Vorgén-
gers und N des Nachfolgers durch die orthonormalen Basisvektoren a; bzw. b;, i = 1...3
beschrieben werden. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit soll fiir die Drehachse 72

i = d3 = by

gelten. Die implizite Zwangsbedingung g des einachsigen Drehgelenks, siche Abb. 2.7, lautet

0,b;

‘PvN
TyN

Abbildung 2.7.: Drehgelenk

Ebenso ist es moglich, eine explizite Formulierung zu finden. Dazu wird der Drehwinkel ¢ = ¢
zwischen den Basisvektoren d; und by eingefiihrt.
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Auf Geschwindigkeitsebene lautet die implizite Zwangsbedingung

565
1 2
= . . y\‘jNZO
E 0 0
WT

bzw. in der expliziten Formulierung mit der Winkelgeschwindigkeit s = w = ¢

V ﬁ
= — S.
YvnN l o ]
N——
J

Die duale Basis entspricht nun den Spaltenvektoren in J und W.

P

v=J
=W

=l
I

Da das Gelenk skleronom ist, sind die Gréflen ¢ und £ identisch Null. Der von der Bindung
abhéngige Teil cg des Vektors ¢, aus Gl. (2.52), kann wie folgt berechnet werden:

ﬁvxﬁ
= - S.
0

Damit wurden alle nétigen Informationen zur Berechnung des Drehgelenkes hergeleitet.

Kreuzgelenk FEin Kreuzgelenk, siche Abb. 2.8, besitzt zwei Drehfreiheitsgrade und kann als
Reihenschaltung von zwei Drehgelenken mit den Drehachsen 7i; und 715 beschrieben werden.

Abbildung 2.8.: Kreuzgelenk
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Dabei stehen 72; und 715 senkrecht aufeinander. Letzteres definiert die implizite Bindungsglei-
chung

g(zvn) =

— = —
n1-A(pyy) 72 | _ 0.
TVN

Die explizite Bindungsgleichung ergibt sich aus der Aneinanderreihung der beiden Drehgelenke

mit den Gelenkkoordinaten g7 = [p1, ¢2]” zu
ZVyN = 2yN1DzZvnp2
cos - cos 22
*
= sin %ﬁl sin %’fig

0

Mithilfe der Gelenkgeschwindigkeiten s’ = [(,bl,gbg]T lasst sich durch Addition der Drehge-
schwindigkeiten beider Drehgelenke die relative Kinemate leicht bestimmen.

yv o ny T s
VN 6 6
~—_———
J

Da die Spaltenvektoren in J selbst orthonormal zueinander sind, kdnnen diese sofort als freie
Bewegungsrichtungen ® iibernommen werden. Durch die Wahl der gesperrten Bewegungsrich-
tungen zu
B‘ _, .,
— 71 X Ny
e=| B
E 0

bildet {‘i, 5} eine vollstdndige orthonormale Basis. Damit fallen die Kraft- und Bewegungsrich-
tungen zusammen und es gilt ¥ = & und ¥ = &.

Der nichtlineare Anteil bei der Transformation der Beschleunigung cg lautet

dO
Ccop = (dtq)> s

B [ Wy X 11181 + (L:;v + filsl) X 11989

—

0

Das Kreuzgelenk ist damit vollsténdig bestimmt.

2.3. BEWEGUNGSGLEICHUNG EINES MEHRKORPERSYSTEMS

Unter einem Mehrkérpersystem wird ein System aus nx Korpern verstanden, die iiber np Bin-
dungen miteinander in Beziehung stehen. Jeder der Korper und jede der Bindungen wird mit
einem eindeutigen Index aus dem Intervall [1,...,ng| bzw. [1,...,np| versehen. Zur besseren
Unterscheidung werden die Indizes der Koérper mit griechischen und die Indizes der Bindun-
gen mit lateinischen Buchstaben angegeben. Der Autbau des Mehrkorpersystems wird {iber drei
Funktionen dargestellt. Die Vorgangerfunktion a = V (7) und die Nachfolgerfunktion § = N (i)
geben jeweils den Index des Vorgénger- bzw. Nachfolgekorpers einer Bindung ¢ wieder. Diese
Information wird benétigt, um die Vorzeichen der Gelenklasten bestimmen zu kénnen. Diese
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werden iiber die dritte Funktion

1 a=N()
Oia =3 -1 a=V(i) (2.53)
0 sonst

festgelegt.

An Stelle des Index K, wird nur noch « geschrieben, welcher das Bezugssystem des Korpers a
beschreibt. Analog wird fiir das Nachfolgesystem N; der tiefgestellte Index i angehéngt, d.h.

Ma = MKa
Gio =GNk,
li = lNi-

Um die Bewegung eines Mehrkorpersystems berechnen zu kénnen, miissen folgende Gleichungen
der Kérper und Bindungen gemeinsam gelost werden.

Jeder Korper a trigt seine Bewegungsgleichung (2.25) sowie die kinematischen Differenzialglei-
chungen zur Bestimmung der Pose (2.7) und der Kinemate (2.13) bei. Jede Bindung ¢ wird
entweder durch ihre implizite holonome oder durch ihre (semi-)explizite! Bindungsgleichung auf
Lageebene charakterisiert (siehe Gl. (2.26) bzw. Gl. (2.27)). Ggf. miissen nichtholonome Bin-
dungsgleichungen nach Gl. (2.31) beriicksichtigt werden. Zusétzlich muss fir jede Bindung das
Prinzip der virtuellen Leistung nach Gl. (2.46) beachtet werden. Es ergibt sich somit folgendes
Gleichungssystem:

H-z, = vy, (2.54a)

Py Do = O (2.54b)

Yo = Ta (2.54c)

M, -z, = la,eact + Z Uioch:x 1 (254d)

0 = g(zv,2zn,1) (2.54e)

ZN = g(zVMLt) (254f)

xi(g;) = 0 (2.54g)

Wi (Z Uz'anﬂya> = Cnhi (2.54h)
/1, = n (2.54i)

Dabei handelt es sich um ein differenzial-algebraisches Gleichungssystem (DAE) mit dem In-
dex 3. Es ist bekannt [ESF98], dass die Berechnung der Losung solch einer DAE mit grofien
Schwierigkeiten verbunden ist. Obwohl es spezielle Integrationsverfahren, wie z.B. RADAU5S
[HW10] gibt, die mit solchen Systemen umgehen koénnen, werden in den meisten Anwendun-
gen aus Griinden der Geschwindigkeit und Robustheit andere Techniken zum Ldsen von DAEs
eingesetzt. Zu den bekanntesten Verfahren gehoéren Constraint-Stabilization [Bau72] und die
Projektion [LNPE92, Burl0]. Das gebrauchlichste Vorgehen in der Mechanik besteht in der

'Da die q ggf. impliziten Zwangsbedingungen geniigen.
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2. Mechanik der Mehrkérpersysteme

Umformulierung des Systems auf Basis von Minimalkoordinaten. Im Falle von offenen kine-
matischen Anordnungen stellen meist die Lage- und Geschwindigkeitsgrofien der Gelenke eine
giinstige Wahl der Minimalkoordinaten dar. Auch im Falle von geschlossenen kinematischen
Schleifen lassen sich meist Minimalkoordinaten und immer Minimalgeschwindigkeiten mithilfe
des Coordinate-Partitioning [WHB81, SBK10] bzw. der Dummy Derivative Methode [MS93]
finden. Es ist jedoch moglich, dass die gewdhlten Minimalkoordinaten lokal zu Singularitdten
fiihren, weshalb ggf. eine Umschaltung zwischen verschiedenen Koordinatensétzen vorgesehen
sein sollte. Diese Technik ist als Dynamic State Selection bekannt und in [MOEOO] beschrieben.

Allen hier genannten Verfahren ist gemein, dass eine Indexreduktion des Systems (2.54) auf den
Index 1 ausgefiihrt wird. Dabei werden alle Bindungsgleichungen durch ihre Formulierungen auf
Beschleunigungsebene (2.51) ersetzt [ESF98].

My @o = laeat+ Y 0iaGl - i (2.55a)
%
0 = Z 0iaGiaTo + P; - 8 + ¢; (255b)
0%
] 1, = m, (2.55¢)

2.4. ZUSAMMENFASSUNG ZUR MECHANIK DER
MEHRKORPERSYSTEME

Das Gleichungssystem (2.55) fasst die Bewegungsgleichungen eines allgemeinen starren Mehr-
korpersystems zusammen. Da die Bindungsgleichungen nun auf Beschleunigungsebene vorliegen,
muss nicht mehr zwischen holonomen und nichtholonomen Bindungen unterschieden werden.
Aufgrund der Verwendung der dualen Basen muss auflerdem nicht mehr zwischen impliziten
und expliziten Bindungen unterschieden werden, da die implizite Form einfach durch Projektion
auf die gesperrten Lastrichtungen ¥ gewonnen werden kann, siche Abschnitt 3.1.5.

Das Gleichungssystem (2.55) ist linear in den Unbekannten
o Beschleunigungen der Korper x,,
¢ Gelenkbeschleunigungen §; und
¢ Gelenklasten ; .

Es besitzt eine eindeutige Losung, sofern die Matrix der Koeffizienten Vollrang besitzt. Falle
in denen dies nicht zutrifft, werden in [Rei97] diskutiert. Die Zusammenhénge der Ableitungen
der kinematischen Groen sind in (2.55) vernachléssigt worden. Dies hingt stark von der ge-
wéahlten Methode der Indexreduktion ab. Im einfachsten Fall kénnen die mit den Bindungen
vertraglichen, x, und §; zu den Kinematen y,, Posen z,, bzw. Gelenkgeschwindigkeiten s;
und Gelenkkoordinaten g, aufintegriert werden. Dabei miisste jedoch mit einem Drift, also ei-

nem Fehler, in den Bindungsgleichungen auf Lage- und Geschwindigkeitsebene gerechnet werden
[ESF98].
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3. LOSUNGSALGORITHMEN FUR
MEHRKORPERSYSTEME

Es lassen sich eine Vielzahl von Algorithmen [ESF98, Fea07, Nik05, RS10] zur Losung der
Bewegungsgleichungen eines Mehrkorpersystems finden, die letztlich alle Losungen des linea-
ren Gleichungssystems (2.55) aus dem vorherigen Kapitel darstellen. Die Losungsalgorithmen
fiir Mehrkorpersysteme lassen sich in zweierlei Hinsicht unterteilen. Zum einen kann eine Unter-
scheidung zwischen O (n)-, oder auch rekursiven Algorithmen genannt, und O (n3)—Algorithmen,
also nicht-rekursive Algorithmen, erfolgen. Merkmal ist die Skalierung des Rechenaufwands fiir
ein Mehrkorpersystem mit steigender Anzahl n der Koérper bzw. Gelenke. Zum anderen kann
unterschieden werden, ob die Bindungsgleichungen in expliziter Form oder in impliziter Form,
siehe Abschnitt 3.1.5, vorliegen. Auf der zweiten Einteilung griindend haben sich zwei Heran-
gehensweisen zur Losung von Mehrkorpersystemen herausgebildet. Die erste [BJO86], welche
vorwiegend im Bereich der Robotik angewendet wird, befasst sich ausschliefflich mit der ex-
pliziten Formulierung (2.27), aus der hoch effiziente Algorithmen entwickelt wurden. In [SH95]
wird gezeigt, dass ihre Benutzung der relativen Kinematik am effizientesten ist und sich mit
dem speziell entwickelten O (n)-Algorithmus auch grofie Systeme berechnen lassen. Die zwei-
te Herangehensweise [Erl04], welche aus der Computergraphik stammt, bevorzugt die implizite
Formulierung (2.26), da die Herleitung der Bewegungsgleichungen mit der absoluten Kinematik
deutlich einfacher sei. Des Weiteren miissen kinematische Schleifen nicht gesondert behandelt
werden, da die linearen Gleichungssysteme mit generischen Algorithmen gelést werden kénnen.
Interessanterweise vertritt auch diese Seite die Auffassung, eine sehr effiziente Losung zu erhalten
[JB93].

Ziel dieses Kapitels ist es, abweichend von der in der Literatur iiblichen Darstellung, die Algorith-
men beider Ideologien mithilfe der Gaufl-Elimination fiir lineare Gleichungssysteme herzuleiten.
Diese abstrakte Sicht auf die Algorithmen bildet die Grundlage fiir die Losungen zur effizienteren
Berechnung von mechanischen Teilsystemen, die in den folgenden Kapiteln vorgestellt werden.

In Abschnitt 3.1 wird zuerst die Struktur des Gleichungssystems (2.55) genauer analysiert. Wie
in der Behandlung von schwach besetzen Gleichungssystemen tiblich, wird dazu die Graphen-
theorie eingesetzt. Mit deren Hilfe ist es moglich, die regelméfige Struktur in den Gleichungen zu
erkennen. Es wird gezeigt, dass im Vergleich zur Verwendung expliziter Bindungsbeschreibungen
sich die Struktur bei impliziten Bindungsbeschreibungen nur marginal verdndert. Dies fiithrt zu
der These, dass sich die Berechnungen mit Relativkoordinaten (explizite Bindungsgleichungen)
und Absolutkoordinaten (implizite Bindungsgleichungen) doch nicht so stark unterscheiden, wie
in der Literatur meist behauptet wird [Bar96, Nik05].

In Abschnitt 3.2.1 wird fiir Mehrkérpersysteme ohne kinematische Schleifen gezeigt, dass sich
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3. Losungsalgorithmen fiir Mehrkorpersysteme

alle bekannten Mehrkorperalgorithmen aus dem linearen Gleichungssystem (2.55) durch Gauf-
Elimination herleiten lassen, sofern die Gleichungen und Variablen vorher entsprechend sortiert
wurden. Durch die Verwendung der dualen Basen treten interessante Gemeinsamkeiten zwischen
den Algorithmen fiir die expliziten und die impliziten Bindungsgleichungen zu Tage. Weiterhin
wird gezeigt, dass es moglich ist, mit einer rein impliziten Bindungsformulierung (Absolutko-
ordinaten) durch entsprechende Projektion der Gleichungen Algorithmen zu konstruieren, die
fast identisch zu denen fiir die explizite Bindungsformulierung sind. Sofern die beschreibenden
Koordinatensysteme zur Darstellung gilinstig gewéhlt werden, entspricht die benttigte Projekti-
on lediglich einer geeigneten Umsortierung der Gleichungen und Variablen. Somit kann gezeigt
werden, dass es aus Sicht der Berechnung praktisch keinen Unterschied zwischen der impliziten
und expliziten Formulierung der Bindungsgleichungen gibt.

Abschnitt 3.3 soll durch die Anwendung der vorgestellten Algorithmen auf das Mehrkorpersys-
tem eines ebenen Pendels die gefundenen Zusammenhédnge nochmals praktisch darstellen.

Die Einbeziehung von kinematischen Schleifen in die vorgestellten Algorithmen wird in Abschnitt
3.4 diskutiert und anhand eines Beispieles der Mehraufwand fiir die jeweiligen Berechnungszeiten
prasentiert.

3.1. DIE GRAPHEN EINES MEHRKORPERSYSTEMS

In diesem Abschnitt soll ein kurzer Uberblick iiber das Gebiet der Graphentheorie gegeben
werden. Fiir eine detailliertere Behandlung sei auf Standardwerke, wie z.B. [Diel0, Bap10] ver-
wiesen.

3.1.1. EINFUHRUNG IN DIE GRAPHENTHEORIE

Ein Graph G = (V,E), wie in Abb. 3.1 dargestellt, beschreibt ein Paar einer endlichen nicht-
leeren Menge von Knoten V (engl. vertices) zusammen mit einer Menge an Kanten E (engl.
edges). Die Kantenmenge E enthélt Paare von Knoten, die durch die jeweilige Kante miteinan-
der verbunden werden. Sind die Paare in E geordnet, wird von einem gerichteten bzw. Digraphen
(engl. directed Graph) gesprochen andernfalls von einem ungerichteten Graphen. Zwei Knoten
sind adjazent, wenn sie durch eine Kante miteinander verbunden sind. Eine Knotensequenz
Vg, V1, - - -, Uy in dem jeder Knoten adjazent zu seinem Vorgéngerknoten ist, wird Pfad genannt.
Die Linge des Pfades entspricht der Anzahl der Kanten die ein Pfad besitzt. Sind der erste und
der letzte Knoten eines Pfades gleich und alle anderen voneinander verschieden, so wird von
einer Schleife gesprochen. Ein Graph ist schwach zusammenhdngend, sofern es moglich ist, einen
Pfad von einem beliebigen Knoten zu jedem anderen Knoten zu finden, ohne die Kantenrichtung
zu beriicksichtigen. Ein Graph mit Baumstruktur ist ein schwach zusammenhédngender Graph,
der keine Schleifen enthélt. Der aufspannende Baum Gy (engl. spanning tree) eines Graphen G
enthéilt alle Knoten und eine Untermenge der Kanten aus G. Die Menge der Kanten, die in G
aber nicht in G; enthalten sind, werden Cut-Set genannt. Die Untermenge der Kanten von Gy
besitzt die definierende Figenschaft, dass der Graph eine Baumstruktur besitzt und dass die-
se Eigenschaft durch das Hinzufiigen einer beliebigen Kante aus dem Cut-Set verloren gehen
wiirde. Die Wahl des aufspannenden Baums ist nicht eindeutig.

Durch Wahl eines Referenzknotens, auch Wurzel genannt, innerhalb eines Graphen mit Baum-
struktur lassen sich eindeutige Vorgédnger-Nachfolger-Beziehungen aufstellen. Der Vorgdinger
V (i) eines Knotens i ist der néchste Knoten entlang des Pfades zur Wurzel des Graphen. Die
Nachfolger N (i) eines Knotens 7 sind alle die Knoten, die i als Vorgénger besitzen. Die Menge
der erreichbaren Knoten E (i) enthilt alle Knoten, die von i aus iiber einen beliebigen Pfad
erreicht werden konnen. Ein hochgestelltes ™ soll darauf hinweisen, dass der Knoten ¢ selbst in
der Menge enthalten ist. So gilt z.B. Nt (i) = N (i) U {i}.
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3. Losungsalgorithmen fiir Mehrkorpersysteme

@ V= {v1;v21 U3, Uy, US}
E = {(Vp vy), (v1,v3), (v, 773)'}

(v3,14), (U4, V5), (V5, 11)

O Schleife

— Kante des aufspannenden Baums
---  Kante des Cut-Sets

@ Wurzelknoten

vy € N(vg) bzw. V(v4_) = V3

Abbildung 3.1.: Begriffsdefinitionen an einem Graphen

Der Erreichbarkeitsgraph zu einem Graphen G enthélt die selben Knoten wie G. Kanten zwischen
den Knoten existieren genau dann, wenn diese in G unter Beachtung der Kantenrichtung durch
einen Pfad verbunden sind.

3.1.2. GRAPH EINER QUADRATISCHEN MATRIX

Graphen konnen zur Visualisierung der Struktur von Matrizen verwendet werden. Speziell fiir
grofle schwach besetzte Matrizen ist die Darstellung als Graph gegeniiber der Darstellung in
klassischer Matrixschreibweise vorteilhaft, da nur die von Null verschiedenen Elemente sichtbar
sind. Dartiber hinaus ist das Aussehen des Graphen unabhéingig von der Permutation der zu-
grundeliegenden Matrix, d.h. von der Anordnung der Zeilen und Spalten. Daher bilden Graphen
die Grundlage fast aller effizienten Algorithmen zur Behandlung schwach besetzter Matrizen

[DERS6, Dav06].
Der Digraph G (A) einer quadratischen Matrix A = [a;] besitzt n Knoten. Die Elemente

a;; konnen entweder Skalare oder selbst Matrizen bzw. Tengé;len sein. Eine gerichtete Kante von
Knoten ¢ zu Knoten j existiert, sofern a;; # 0. Abb. 3.2a und 3.2b zeigen eine exemplarische
Matrix A und den zugehorigen Graphen. Falls A symmetrisch ist, werden die entgegengesetzten
Kanten zusammengefasst und es resultiert in einem ungerichteten Graphen. Das Aussehen des
Graphen ist invariant gegeniiber symmetrischen Zeilen- und Spaltenpermutationen. Es werden

lediglich die Knotennummern veréndert.

Einfache Matrixoperationen lassen sich effizient im Graphen durchfithren. So ldsst es sich leicht
verifizieren, dass die Kantenmenge E41p des Graphen G (A + B) der Menge E4 U Ep der
Graphen G (A) und G (B) entspricht. Summanden, die sich zu Null ergeben werden in dieser
Sichtweise nicht beriicksichtigt. Der Graph G (AT) kann direkt aus dem Graphen G (A) durch
eine Richtungsumkehr aller Kanten gewonnen werden. Das Produkt zweier Matrizen C = A - B
ist elementweise definiert als

n
cij = Y airbij.
k=1

Daraus folgt, dass der Graph G (A - B) eine Kante von j nach ¢ enthilt (¢;; # 0), wenn die
Knoten 7 und j durch jeweils eine Kante aus G (A) und G (B) iiber einen beliebigen Knoten &
verbunden sind. Im Falle von G (Az) entspricht dies den Pfaden der Linge 2. Verallgemeinert
auf G (A") enthélt dieser Graph eine Kante zwischen den Knoten j und i sofern zwischen ihnen
ein Pfad der Lédnge n existiert. Besitzt G (A) eine Baumstruktur, so kann es jedoch keinen
Pfad geben, der mehr als n Knoten umfasst. Andernfalls miisste ein Knoten mehrmals im Pfad
enthalten sein. Dies wiirde aber bedeuten, dass G (A) mindestens eine Schleife besitzt und
damit keine Baumstruktur hétte. Somit sind Matrizen deren Graph eine Baumstruktur besitzt
nilpotent, d.h. A"*! = 0. Durch Ausmultiplizieren lisst sich zeigen, dass fiir eine Diagonalmatrix
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3. Losungsalgorithmen fiir Mehrkorpersysteme

D und eine nilpotente Matrix A gilt
(D—A)'=D! (E +3 (D‘lA)l> . (3.1)
i=1

Ist D = E so vereinfacht sich die Beziehung zu

(E—A)"! :E+anAi. (3.2)
=1

Dieser Zusammenhang wird fiir die Herleitung der O (n3)-Algorithmen benétigt und in Abschnitt
3.2.1 aufgegriffen.

3.1.3. ERWEITERTER GRAPH EINER MATRIX

Der erweiterte Graph G (aug(B)) einer nicht notwendigerweise quadratischen Matrix B =
[bi5],1,5c, 15t definiert als Graph der erweiterten Matrix
(B) E B
au =
& B 0

Der Graph besitzt somit m Knoten fiir jede Zeile und n Knoten fiir jede Spalte der Matrix
B. Ist das Element b;; # 0, so gibt es eine ungerichtete Kante von dem Zeilenknoten i zu dem
Spaltenknoten j. Da sich die Knotenmenge in zwei disjunkte Teilmengen zerlegen ldsst und keine
Kante zwischen Knoten der gleichen Teilmenge existiert, wird der Graph als bipartit bezeichnet.
Der erweiterte Graph ist invariant gegeniiber Zeilen- und Spaltenpermutationen. Es &ndert sich
lediglich die Nummerierung der Zeilen- oder Spaltenknoten.

Ahnlich dem Graphen einer Matrix konnen auch im erweiterten Graphen Matrixoperationen
komfortabel dargestellt werden. Von besonderem Interesse im Kontext dieser Arbeit ist der
Zusammenhang zwischen G (BTB) und G (aug(B)). Der Graph G (BTB) besitzt genauso
viele Knoten, wie B Spalten besitzt. Eine Kante von ¢ nach j existiert, wenn es in G (aug (B))
jeweils eine Kante von einem beliebigen Zeilenknoten k zu den Spaltenknoten ¢ und j gibt.

Abb. 3.2 zeigt die beiden Graphen fiir eine frei gewéhlte Matrix.

0 0 X13 Xi14
X21 0 0 0

IIl Zeilenknoten

0 x32 x33 0
X 0 X 0 @ Spaltenknoten 2
4l 43 (b) Graph G (A) ohne Selbstkan-
(a) Matrix A (mit x # 0) ten (c) Erweiterter Graph G (aug (A))

Abbildung 3.2.: Graphen einer Matrix A
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3.1.4. TOPOLOGIEGRAPH EINES MEHRKORPERSYSTEMS

Im Topologiegraphen wird jedem Korper o € [1,...,ng| des Mehrkorpersystems ein Knoten
zugewiesen. Zuséatzlich wird das Inertialsystem als Knoten 0 hinzugefiigt, der die Wurzel des
Topologiegraphen bzw. seines aufspannenden Baumes bildet. Jede Bindung wird als Kante zwi-
schen den beteiligten Kérpern abgebildet. Sofern das Mehrkérpersystem Kérper ohne Verbin-
dung zu dem Inertialsystem besitzt, wird an einem geeigneten Korper eine gedachte Bindung
mit 6 Freiheitsgraden eingefiigt. Besitzt der Topologiegraph eine Baumstruktur, so wird auch
das zugehorige Mehrkorpersystem als baumstrukturiert bezeichnet. Andernfalls besitzt es kine-
matische Schleifen. Abb. 3.3 zeigt den Topologiegraphen fiir ein ebenes Viergelenk.

@)

O &)

: ®

(a) Ebenes Viergelenk (b) Topologiegraph des ebenen Vier-
gelenks

Abbildung 3.3.: Topologiegraph

Innerhalb des Topologiegraphen eines aufspannenden Baumes lassen sich die Gelenke in zwei
Gruppen unterteilen. Gelenke, deren Kanten Teil des aufspannenden Baumes sind, werden pri-
mdare Gelenke genannt. Gelenke, die Teil des Cut Sets sind, werden als sekunddre Gelenke be-
zeichnet. Die Wahl des Cut Sets ist dabei nicht eindeutig. Abhéngig von der konkreten Modell-
struktur, kann es sein, dass ein Cut Set eine effizientere Berechnung zulésst als ein anderes. Fiir
eine weitergehende Diskussion wird auf [MOEOO] verwiesen.

3.1.5. SYSTEMGRAPH EINES MEHRKORPERSYSTEMS

Fiir ein beliebiges nichtlineares System mit den Gleichungen h (z) = 0 und Variablen z ist
der zugehorige Systemgraph als erweiterter Graph der Jacobimatrix J = g—’; definiert. Jeder
Zeilenknoten reprasentiert eine Gleichung und jeder Spaltenknoten eine Variable des Systems.
Eine Kante zwischen dem Gleichungsknoten ¢ und dem Variablenknoten j existiert, wenn g};; #0

bzw. Variable j in der Gleichung i vorkommt. Die Nummerierung der Gleichungen und Variablen
beeinflusst das Aussehen des Graphen nicht.

DARSTELLUNG MIT EXPLIZITEN BINDUNGSGLEICHUNGEN

Mithilfe des aufspannenden Baums kann jedem Korper a0 genau ein priméres Gelenk ¢ zugeordnet
werden. Wird das Koérperbezugssystem K, nun genau in den Punkt gelegt, an dem das Gelenk
1 mit dem Korper verbunden ist, so vereinfacht sich die Transformationsmatrix G;, zu einer
Einheitsmatrix. Dadurch ist eine effektivere Auswertung des Mehrkorpersystems moglich. Das
System (2.55) lasst sich unter Nutzung der expliziten Bindungsbeschreibung darstellen als
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M, x, = li,emt +1; + Z Usz%z ” (3.3&)
k

i = Gypxye +Pi-site (3.3b)

&1, = m, (3.3c)

Im Unterschied zum Ausgangssystem (2.55) tauchen die Schnittlasten I; und die Beschleunigun-
gen x; nun ohne Vorfaktoren im System auf.

Der zugehorige Systemgraph besitzt eine leiterdhnliche Struktur. Er lasst zwei Holme mit Griffen
erkennen, die iiber Sprossen miteinander verbunden sind. Der kinematische Holm wird durch die
Variablenknoten der Beschleunigungen x; und durch die Gleichungsknoten A; (3.3b) gebildet.
Die Struktur entspricht dem des topologischen Graphen. Die Variablenknoten der Gelenkbe-
schleunigungen §; stellen die Griffe des kinematischen Holms dar. Der kinetische Holm wird
durch die Variablenknoten der Schnittlasten I; und die Gleichungsknoten I; (3.3a) gebildet.
Auch die Struktur des kinetischen Holms entspricht dem des topologischen Graphen. Die Griffe
des kinetischen Holms werden durch die Gleichungsknoten D; (3.3¢) repréisentiert. Die Sprossen
entstehen durch die Abhéngigkeit der Gleichung I; von den x;. Sie stellt die einzige Verbindung
zwischen dem kinematischen und dem kinetischen Holm dar. Der Systemgraph fiir das ebene

Viergelenk ist in Abb. 3.4 dargestellt.

A4

Kinematischer Holm

fl\ Kinetischer Holm
\‘f/
O P

ofE

OB o B O

10

®

Abbildung 3.4.: Systemgraph eines Viergelenks
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DARSTELLUNG MIT IMPLIZITEN BINDUNGSGLEICHUNGEN

Viele Algorithmen arbeiten nicht direkt mit dem System (3.3), sondern nutzen die implizite
Formulierung der Bindungsgleichungen. Um das System in die implizite Formulierung zu {iber-
fithren, wird G1. (3.3b) einmal mit ¥7 und einmal mit @;‘F multipliziert und es folgt

v (wz — Givixv () — Cz’) = 3 (3.4a)
=T =T
‘I/Z- <$z — le(z)mv(l)> = ‘IIZ» C;. (3.4b)

Auf diese Weise konnen die §; aus Gleichung (3.3b) separiert werden und es bleibt eine Gleichung
zur Berechnung der Gelenkbeschleunigung sowie eine Gleichung mit der impliziten Zwangsbe-
dingung tubrig.

Im néchsten Schritt wird I; durch die Darstellung (2.40) beziiglich der Basis ¥; und WZT er-
setzt. Die Koordinaten A; lassen sich analog zu Gl. (2.43) berechnen und GI. (3.3a) kann somit
umgeschrieben werden zu

M, x; = l;,mt + szl + Z Uk:iGZz‘ kak (3.5)
k
mit
;,emt = li,e:pt + Wi + Z O']“G%; WA (36)
k

Letzteres enthélt zusétzlich die Anteile der angeschlossenen angetriebenen Gelenke. Das lineare
Gleichungssystem der impliziten Bindungsgleichungen lautet

M; x; = l'/i,ext + @ZXZ + ZU’%GZZ . @kxk (3.7&)
k
=T =T
v, (ﬂvz - GiV(z‘)CEV(i)) = ¥;q. (3.7b)

Es ist gegeniiber dem Gleichungssystem (3.3) in der Anzahl der Gleichungen und Variablen
reduziert, da nur noch die Unbekannten x; und A; mit den Gleichungen (3.7a), abgekiirzt als I;,
und (3.7b), abgekiirzt als X;, vorkommen. Der Systemgraph ist in Abb. 3.5 dargestellt.

Der Systemgraph unterscheidet sich von dem der expliziten Formulierung durch die fehlenden
seitlichen Griffe, da die Gelenkbeschleunigungen aus dem System entfernt und das Prinzip der
virtuellen Leistung genutzt wurde, um die Koordinaten A der freien Lastrichtung der Schnittkréf-
te zu eliminieren. Die implizite Version kann somit als kompaktierte Darstellung der expliziten
Formulierung verstanden werden.
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(o)
o/

Abbildung 3.5.: Systemgraph eines impliziten Viergelenks
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3.2. LOSUNGSALGORITHMEN FUR SYSTEME MIT
BAUMSTRUKTUR

Vorerst sollen Algorithmen zur Berechnung der Bewegungsgleichungen fiir den aufspannenden
Baum eines Mehrkorpersystems préasentiert werden. Die Einbeziehung der sekundéren Gelenke
folgt in Abschnitt (3.4).

3.2.1. O (n®)-ALGORITHMUS FUR EXPLIZITE BESCHREIBUNG

Die Gleichungen des Systems (3.3) lassen sich zusammenfassen und kénnen wie folgt als Ma-
trixgleichungen angeschrieben werden:

GT M O l lext
0o G & x|=]| ¢ (3.8)
T 0 o 3 n

mit

M = blkdiag(My,..., My, )
G = [04Gyj]

N XN

z = [of....al]
lecst = {l{exu cee 7lgx,ext}T
& = blkdiag(®y,...,P,, )
1 = [llT,...,ng}T
T

c = [clT,...,ch]
5 = [:slT,...,:sZK]T
n = [mT,.--,nZK}T~

Das Gleichungssystem (3.8) kann nun iiber eine Gau$-Elimination in eine obere Dreiecksmatrix
iiberfithrt werden und es folgt

GT M 0 l lemt
0o G @ x|=| ¢ (3.9)
0 0 M E 7l
mit
N T
M:(G‘1<I>> M(G_1<I>) (3.10)

i =n+ (G*1<I>)T (MG e~ 1)

Die unterste Zeile von Gleichung (3.9) beschreibt nun die am weitesten verbreitete Schreibweise
fiir die Bewegungsgleichung eines Mehrkorpersystems

A~

M5 = 7.
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Die Gelenkbeschleunigungen $ kénnen durch Losen des Gleichungssystems berechnet werden.
Die Dimension der reduzierten Massenmatrix M entspricht dim (s). Je nachdem wie Gleichung
(3.10) zur Berechnung der reduzierten Massenmatrix M ausgewertet wird, ergeben sich ver-
schiedene Algorithmen. Das Befolgen der Klammern aus Gl. (3.10) zu diesem Zweck wird als
Velocity Transformation Algorithmus [Nik05] bezeichnet. Die Losung

M=3"(GTMG ) ® (3.11)

wird als Composite-Rigid-Body-Algorithmus [Fea07] bezeichnet.

Beide Algorithmen kénnen graphentheoretisch ausgewertet werden, um zu einer geschlossenen
Gleichung fiir M im Falle von baumstrukturierten Systemen zu gelangen.

GeméB Gl. (3.8) kann G geschrieben werden als
G=- (E - S) )

da aufgrund der speziellen Wahl der Kérperbezugssysteme K, die G;; = —FE sind, siehe Ab-
schnitt 3.1.5. Der Graph der Matrix S repréasentiert den topologischen Graphen des Systems und
besitzt somit Baumstruktur. Gleichung (3.2) zur Berechnung von G~! kann angewandt werden
und es gilt

G, i€ N+t
[G_l] = H Gy ky = { 7 )
(4.4)

Y (k1,k2)ePfad 0 sonst.

Das Produkt G"T MG~ ergibt sich somit zu

[G‘TMG_l] =Y GLM Gy, mit k= N* (i) N N* (j)
k

ij
und es konnen die Elemente der reduzierten Massenmatrix wie folgt berechnet werden:

|| > &7 GL, MGy @7, mit k= NT (i) N N* (j).
k

Fiir den Composite-Rigid-Body-Algorithmus lésst sich diese Summe effektiver auswerten. Dazu
werden die Variablen
IEN (i)

definiert. Entsprechend den Transformationsbeziehungen (2.14) und (2.17) beschreiben die M;
die Trégheitseigenschaften des Korpers i, der mit all seinen Nachfolgern fest verbunden ist.

Die Elemente der reduzierten Massenmatrix kénnen nun direkt iiber die Beziehung

{0 N* @) NN+ () =0
®/ Gl M;G;®] k=max (i, )

berechnet werden. Ein analoges Vorgehen fiir die rechte Seite fithrt auf die Berechnungsvorschrift

[ﬁ]z =n; — (I)zrii,ext
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mit

ii,eazt = Zi,ext + Z Glj; [Zemt}
leN(3)

[zeth = li,ewt - MiEi

i

¢, =c;+ G;ycy.

Der Algorithmus lasst sich dann wie folgt zusammenfassen:

Algorithmus 3.1 O (n3)-Algorithmus fiir die explizite Beschreibung

Vorwartsrekursion:

for i=1:n

¢ = -—¢+Giyey
li,e:pt = li,ext - Miéi
end
Riickwartsrekursion:

for i=n:-—-1:1
M; = M; + ZkeN(i) G%;Mkaz
zi,ext = ~djext + ZleN(i) Gljﬁivezt
end

Erstellen der Matrizen

A 0 Nt NNt () =0
M;; = A — T B o
®; G M,Gj®; k=max(i,j)
'f?i =n; — (I’?Zi,ext
Losen von
5 =M 'q

3.2.2. O (n*)-ALGORITHMUS FUR IMPLIZITE BESCHREIBUNG

Der Algorithmus fiir eine implizite Beschreibung der Bindungsgleichung basiert auf dem Glei-
chungssystem (3.7), dessen Gleichungen sich ebenfalls als Matrixgleichungen zu

ve 0 |5

zusammenfassen lassen, wenn die Definitionen aus Gl. (3.8) und zusétzlich

ll

ext

2

(3.13)

T = blkdiag(ﬁl,...@w)
l/e:pt = [”Textv R vng,ext]T

x = ALl

vy = {cllIll, ,CZB\IlnB}T
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3. Losungsalgorithmen fiir Mehrkorpersysteme
angewendet wird. Wird das Gleichungssystem (3.13) nun einer Block-Gauflelimination
M G'¥ x| U
o M ||X] |¥aeM, -~

M =T (GM'G")® (3.14)

mit

unterzogen, kénnen die Koordinaten A der Zwangslasten mithilfe der letzten Zeile berechnet
werden. Dazu muss jedoch die Matrix M™ invertiert werden.

Durch Auswerten von Gleichung (3.14) mithilfe von Graphen lésst sich ein geschlossener Aus-
druck fiir M™ finden.

M ist eine Blockdiagonalmatrix, deren Inverse blockweise berechnet werden kann.

M~ = blkdiag (M;l, - M*l)

9 ng

Demnach besitzt GM ~! denselben erweiterten Graphen wie G, da sich die Positionen der von
Null verschiedenen Eintrage nicht verdndern.

[GM—l} =GyM;!

%)

Der erweiterte Graph G (aug (G)) besitzt je einen Knoten fiir jede Bindung und je einen Knoten
fiir jeden Korper. Ausgehend von den Bindungsknoten verlauft jeweils eine Kante zu dem Knoten
des Vorgénger- und Nachfolgekorpers.

—FE j=i
[G]ij = 04iGij = Gij j=V(i)

0 sonst

Wird nun der Graph G (GM 71GT) betrachtet, wie in Abschnitt 3.1.3 beschrieben wurde,

reprasentieren dessen Knoten die Korper des Systems. Eine Kante zwischen zwei Knoten exis-
tiert, wenn die beiden Korper iiber eine Bindung miteinander in Beziehung stehen, oder einen
gemeinsamen Vorgénger besitzen.

[GMGT o = 2 oG M Gy
k

M Gy MG =4,V =V ()
GiM;'G], E=VT@E)NVT()

Somit berechnen sich die Elemente von M* zu

T (M4 Gy MG ) 0=,V =V ()

T (GaM'G) ¥, =V (@) nVT().

*
M} =

)

Der zugehorige Algorithmus zur Berechnung der Gelenkbeschleunigungen lautet:
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Algorithmus 3.2 Impliziter O (n?®)-Algorithmus

parfor i=1l:n
= W, GkiMi_lGlj,;) T, (k1) € (N (i) Ud) x (N (i) Ud)

=T _ _
7: = lI’Z Mz 1l;,emt + GiVM\/ll;/,ext) - i

NN

end
Losen von

M*X= ~*
parfor i=1:n
x; = M;l (l;,e:ct + ﬁzxz + ZkEN(i) G%;Wka)
end
und optional
for i=1:n
8 = wr («’Bz —GivTvi) — C")
end

Weil der Algorithmus fiir die implizite Bindungsbeschreibung keine quadratische Matrix G be-
notigt, kann er ebenso auf Systeme mit kinematischen Schleifen iibertragen werden.

3.2.3. MODIFIZIERTER O (n*)-ALGORITHMUS FUR IMPLIZITE
BESCHREIBUNG

Bei einem Vergleich der beiden vorgestellten Algorithmen féllt auf, dass sich Anzahl und Posi-
tion der Nicht-Null-Elemente der Matrizen M und M* stark unterscheiden. Der Algorithmus
fiir die implizite Beschreibung scheint ungeeignet fiir breit geficherte Topologien zu sein, da
Eintrége zwischen Korpern existieren, die einen gemeinsamen Vorgénger besitzen. Der explizite
Algorithmus ist ungiinstig fir lange Ketten, da die Nicht-Null-Elemente zwischen den Koérpern
auftreten, die auf einem gemeinsamen Pfad liegen.

Zu bertucksichtigen sind aulerdem die Dimensionen der Matrizen. Haben die einzelnen Gelenke
nur eine geringe Anzahl an Freiheitsgraden, also dim (s) < dim (X), so ist die Faktorisierung

der MatrixM im Allgemeinenweniger aufwendig als die von M™.

Interessanterweise sind die Berechnungsvorschriften der Massenmatrizen (3.10) und (3.14) sehr
dhnlich. Im Falle von M werden jedoch die zusammengefassten Massen G~ MG~! auf die
freien Richtungen ® projiziert, wihren fir M™* die Inverse der zusammengefassten Massen
GM'GT auf die gesperrten Lastrichtungen ¥ projiziert werden.

Verursacht wird dies durch die unterschiedliche Permutation des linearen Gleichungssystems.
Insbesondere wird die Bewegungsgleichung im expliziten Fall nach den Schnittlasten I und im
impliziten Fall nach den Beschleunigungen x umgestellt. Die Berechnung der Schnittlasten mit-
hilfe der Bewegungsgleichungen besitzt jedoch mehrere Vorteile. Zum einen muss die Massen-
matrix nicht invertiert werden und muss deshalb nicht zwingend regulir sein.! Zum anderen
ist die Hauptdiagonale der Matrix G aufgrund der giinstigen Lage der Koérperbezugssysteme

!Dies ist von Vorteil, wenn Modellierer die Trigheitseigenschaften beziiglich einer gesperrten Richtung zu Null
setzen.
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3. Losungsalgorithmen fiir Mehrkorpersysteme

mit Einheitstensoren besetzt. Somit kann die Bewegungsgleichung des Korpers ¢ ohne Inversion
einer Matrix nach der zugehdrigen Schnittlast umgestellt werden. Es sei darauf hingewiesen,
dass dies jedoch nur erreicht werden kann, wenn die Symmetrie der Koeflizientenmatrix wie in
Gleichung (3.8) aufgegeben wird. Andernfalls muss immer die Massenmatrix M auf der Haupt-
diagonalen stehen. Die meisten verfiigharen numerischen Losungsverfahren fiir schwach besetzte
Matrizen leiten die Permutation jedoch basierend auf symmetrischen Matrizen her. Daher ist
nicht davon auszugehen, dass bei deren Verwendung, wie bei der Formulierung mit impliziten
Bindungsgleichungen {iblich, diese effizientere Sortierung genutzt wird.

Aufgrund der unterschiedlichen Dimensionen kann in der impliziten Formulierung die Bewe-
gungsgleichung nicht ohne weiteres nach den Koordinaten X der Schnittlasten umgestellt wer-
den. Mithilfe der speziellen Eigenschaften (2.38) des ¥ konnen die Gleichungen aber geschickt
projiziert werden. Dazu wird die Bewegungsgleichung auf die freien Richtungen ® und auf die ge-
sperrten Richtungen ® projiziert. Zusétzlich werden die Beschleunigungen « der Kérper mithilfe
der Koordinaten t; beziiglich der Basis G~ - [@,5] dargestellt.

=G 'dt+ G Pt

Da die Matrix G~! den Erreichbarkeitsgraphen représentiert, bedeutet diese Wahl der Basis,
dass eine rekursive Kinematik verwendet wird, in der die Koordinaten t fir die Beschleunigung
eine dhnliche Funktion wie die Gelenkgeschwindigkeiten s fiir die Kinemate iibernehmen.

Somit ergibt sich

E (3¢ TMG'®) (8'¢TMG'®) ][ 'q T,

0 E 0 t | = %

0 (TG TMG'®) (¥TGTMGT'®) | | ¢t Tq T,
Wird nun wieder die Gauf-Elimination ausgefiihrt, folgt

E (3¢ TMG'8) (8'¢TMG'®) ][ X 'cT,

0 E 0 t | = %

0 0 M t ul

mit

i = ®TG" (U, — MG™'y).

Auf diese Weise wurde durch eine geeignete Transformation und Umsortierung der Gleichungen
und Variablen der Algorithmus fiir die explizite Beschreibung

Mt =17
mithilfe der impliziten Formulierung hergeleitet. Voraussetzung dafiir ist jedoch die Kenntnis

der dualen Basen der Bindung, speziell der freien Bewegungsrichtungen ® und der gesperrten
Lastrichtungen W.

3.2.4. O (n)-ALGORITHMUS FUR EXPLIZITE BESCHREIBUNG

Zur Berechnung grofler Mehrkorpersysteme sind die Algorithmen der O (ng) Klasse ungeeig-
net, da der Aufwand zum Losen des linearen Gleichungssystems mit der Anzahl der Korper
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zu stark ansteigt. Daher wurden in den 80er Jahren verschiedene O (n)-Algorithmen entwi-
ckelt. Es begann mit [Arm79] und wurde dann in [Fea83] verbessert. Den Durchbruch brachten
[BJO86, BJO87] im deutsch- und [Fea87] im englischsprachigen Raum. Letztere enthielten erst-
mals Ansétze zur Berticksichtigung kinematischer Schleifen. Kurz danach wurde in [Weh88|
gezeigt, dass sich die O (n)-Algorithmen als eine Matrixfaktorisierung darstellen lassen. Statt
die Gleichungen blockweise wie in den O (n?)-Algorithmen {iblich im Gleichungssystem anzu-
ordnen, werden sie nun korperweise und entsprechend des Topologiegraphen angeordnet. Dazu
werden die Gleichungen (3.3a), (3.3b) und (3.3¢) eines jeden Korper-Gelenkpaares zusammen-
gefasst. Anschlieflend wird beginnend bei der Wurzel eine Tiefensuche oder eine Breitensuche
ausgefiihrt und die Kérper-Gelenk-Paare in umgekehrter Reihenfolge in das Gleichungssystem
eingefiigt. Somit wird sichergestellt, dass die Gleichungsblécke der Nachfolgekérper immer {iber
denen des Vorgingerkorpers erscheinen. Fiir einen Kérper ¢ und seinen Vorgéanger k = V ()
ergibt sich folgender Aufbau

-E M; 0 --- 0 O O -- l; Ui et
® o o - 0 o0 o0 -- 3 n;

: : : : : : = : : (3.15)
GL o 0 .- -E M, 0 - Iy Ui.ext

0 0 0 ce 0 —F ‘I)k ce I —C

o o o --- ® o o -- 3, o

Das entstandene Gleichungssystem besitzt schon annéhernd eine obere Blockdreiecksform. Le-
diglich in den Spalten der Schnittlasten finden sich jeweils zwei Eintrége in der unteren Dreiecks-
hélfte. Um die Elimination dieser Eintrége iibersichtlicher zu gestalten, werden die relevanten
Zeilen und Spalten des Gleichungssystems in folgendes Tableau geschrieben.

l; T, 8 | Tg

L |-E M& o] o |12

i,ext
Ai 0 —F CI)i Gik C;

D;|® o o] 0 | n

(2

Ik Gz;; 0 0| My lk,ea:t

Die erste Spalte enthédlt den Namen der Gleichung entsprechend Abb. 3.4 und die erste Zeile
enthédlt die zugehdrigen Variablen. Fiir Blattkorper, also Korper die keinen Nachfolger besitzen,
gilt M = M; und I{,,; = l; cz¢. Nun kann mithilfe der GauB-Elimination das Tableau auf eine
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obere Blockdreiecksform tiberfithrt werden.

l; x; S; Ty

L |-E M# o 0 Vet

Al 0 —E @ (& c

Di| 0 0 N ®M!Gyx |+ (1 +Me)

I, 0 0 0 |M,+GEMGy Uk eat + Gl o

mit

M;=® M ®, (3.16)
M = M4 — MA®, M, &7 M (3.17)
1€ ot = Licar + Mci — MP®M, ' (1, + @l car)

Wird diese Elimination nun fiir alle Kérper beginnend bei den Blattkérpern durchgefiihrt, so
wird das gesamte Gleichungssystem in eine obere Blockdreiecksform iiberfiihrt. Dabei werden
in den Bewegungsgleichungen schrittweise die Schnittlasten der Vorgéngerkorper eliminiert. So-
mit werden die Bewegungsgleichungen aller Kérper sukzessive auf die Form von Blattkoérpern
gebracht.

Mty =1 o + Ui (3.18)
mit
M =Mi+ > GLM!Gy (3.19)
ieN(k)
Ulewt =lheat + D Ghl . (3.20)
ieN(k)

Die M ;3 beschreiben die kombinierten Trégheitseigenschaften des Korpers k und aller seiner

Nachfolger. Im Gegensatz zu den My, vergleiche Gl. (3.12) und (3.17), wird in (3.19) der Kor-
T . _
rekturterm (@?M f) M, ! (<I>ITM ;4) abgezogen. Dieser Term beriicksichtigt den Einfluss der

Gelenke bei der Berechnung der zusammengesetzten Massen, anstelle pauschal von einer festen
Verbindung auszugehen, wie es beim O (n?)-Algorithmus mit expliziter Beschreibung der Fall
ist.

Das Gleichungssystem kann nun durch Riickwértseinsetzen rekursiv gelost werden. Es werden
zuerst die Gelenkbeschleunigungen der Bindungen berechnet, die mit dem Inertialsystem ver-
bunden sind. Mit diesen Werten kann die Beschleunigung der zugehorigen Korper berechnet
werden. Ausgehend davon kénnen die Gelenkbeschleunigungen der angeschlossenen Gelenke be-
rechnet werden und von da an die Rekursion fortgefithrt werden. Der gesamte Berech nugsablauf
ist in Algorithmus 3.3 dargestellt.
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Algorithmus 3.3 Expliziter O (n)-Algorithmus
Riickwartsrekursion:

for i=n:—1:n
M} = M;+ Y cni) GLMiGr
iext — li,ewt + ZkEN(i) G%ﬂ%ewt
M; = ®' M1 ¥,
M? = M; - (@fMi)TMjl (®7M;)
lfil,ext = lf}e:}:t - M?Ci - MZ(DZM;l (771 + (plefe:vJ

end
Vorwértsrekursion (xo = 0)
for i=1:n
. 1 T
8 = M, (m + @ (ljext — M; (Givzy — Ci)))

z; = Gyaey +P;-8+¢
end

Wiéhrend der Berechnung aller Gelenkbeschleunigungen §; miissen folglich nx Gleichungssyste-
me der Dimension dim (s;), die der Anzahl der Freiheitsgrade entspricht, gelost werden.

3.2.5. O (n)-ALGORITHMUS FUR IMPLIZITE BESCHREIBUNG

Der O (n)-Algorithmus fiir eine implizite Gelenkbeschreibung wurde erstmals in [Bar96, Tas01]
vorgestellt. Darin wird das Gleichungssystem (3.13) mithilfe einer verallgemeinerten Cholesky-
Faktorisierung, der LD LT -Faktorisierung, fiir schwach besetzte Matrizen gelost. Statt die Glei-
chungen blockweise anzuordnen, werden sie entsprechend des Topologiegraphen angeordnet.
Ahnlich dem Algorithmus fiir die explizite Beschreibung wird ausgehend von der Wurzel des
aufspannenden Baumes eine Tiefen- oder Breitensuche ausgefithrt und die Gleichungsblécke
in umgekehrter Reihenfolge in das Gleichungssystem eingefiigt. Dadurch ergibt sich fiir einen
Korper 7 und seinen Vorgénger k =V (i)

Mi _Wi te 0 0 te T ;,ext

% 0 T Gy O X T c;
: : : : L= : ~ (3.21)
0 G?;;@ o M, Wy - T} ?c,ext
0 0 - % 0 - ||X T, c;

Im Unterschied zu [Bar96] soll die Herleitung des Algorithmus nicht iiber die Berechnung der
LDL"-Faktorisierung, sondern mithilfe der GauB-Elimination erfolgen. Auf diese Weise wird
die Ahnlichkeit zu der expliziten Version des vorherigen Abschnittes deutlicher. Die Blocke auf
der Hauptdiagonalen, die Verbindung zum Vorgénger sowie die rechte Seite werden kompakt als
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L | MA -, 0 A

1,ext

Xi —@- 0 WZTC;Z].C @zTCz

Iy 0 Gz;c ¥, M, ;c,emt

dargestellt, wobei fiir Blattkérper M;' = M, und /%, = I, ,, gilt. Wird der Block auf der

1,ext
Hauptdiagonalen nun in die Form einer oberen Dreiecksmatrix iberfiihrt, ergibt sich

x; A T
L | MY -, 0 Uit
X; Il o .7\~/I;1 —W?sz WZT ((M%A)_l léféxt + Ci)
I, || O 0 | My+GiM{Gy feat T Gilient
mit
M= (M) (3.22)
M¢ =%, M@,

= 02 (M) i)

Mithilfe dieser Gleichungen lassen sich die expliziten Abhéngigkeiten der Bewegungsgleichungen
von den Koordinaten der Zwangslasten ihrer Nachfolger eliminieren und es folgt

M? - = l;fext + kak (3.23)
mit
M;? = M+ ZG%M?GM
A

1A _ / T 71/a
lk,ea:t - lk,emt + Z Gikli,ext‘
i

Auf diese Weise kénnen die Bewegungsgleichungen aller Kérper rekursiv auf die Form eines
Blattkorpers gebracht und damit die Matrix in eine obere Blocksdreiecksform iiberfiithrt werden.
Dieser Schritt wird oft als Rickwdrtsrekursion bezeichnet.

Im Anschluss folgt die Vorwdrtsrekursion. Sie beginnt mit den Gelenken, die direkt mit dem Iner-
tialsystem verbunden sind. Fiir diese kénnen die Koordinaten A; der Schnittlasten berechnet und
damit die Beschleunigungen x; der angeschlossenen Korper ermittelt werden. Dieses Vorgehen
kann nun rekursiv fiir alle mit diesem Korper angeschlossenen Bindungen fortgesetzt werden.
Sollen zusétzlich die Gelenkbeschleunigungen $; bestimmt werden, um z.B. direkt die Relativ-
kinematik als Zustdnde fiir die numerische Integration zu verwenden, so muss im Anschluss
Gl. (3.4a) fiir jedes Gelenk ausgewertet werden. Das gesamte Vorgehen ist im Algorithmus 3.4
nochmals zusammengefasst.
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Algorithmus 3.4 Impliziter O (n)-Algorithmus
Riickwartsrekursion:

for i=n:-—1:1

M = M' + Cken) GriMiGri
lijqe;rt = z eact + ZkEN (4) szlz

e (o)) s
a _ a A

i = My ((Mk> lk:ext+ck)

end
Vorwértsrekursion (xo = 0)

for i=1:n

li @ X M lewv - la
L = (M?) B (l;Aext + ll)
s = \Il? (:L'Z sz( YLy (i) + ci) (optional)

end

Waéhrend der gesamten Berechnung der Beschleunigungen x; bzw. §; missen somit 2 - nx Glei-
chungssysteme der Dimensionen 6 und dim (XZ) =6 — dim (s;) gelost werden.

Es wird deutlich, dass dieser Algorithmus sehr stark der expliziten Form &hnelt. In der Tat ist es
sogar moglich, sowohl implizit als auch explizit formulierte Gelenke mit demselben Algorithmus
zu behandeln. Beide Algorithmen basieren auf dem Ansatz, die Bewegungsgleichungen der Ein-
zelkorper auf die Form eines Blattkorpers zu iiberfithren, indem die Schnittlasten der nachfolgen-
den Gelenke eliminiert werden, Vergleiche Gl. (3.18) und (3.23). Daher sind die Massenmatrizen
M; 4 jdentisch und die lAt und l -+ unterscheiden sich lediglich durch die Berticksichtigung der
bekannten Koordinaten der Schmttlasten W A,. Somit ergibt sich folgender Zusammenhang:

A Ag L A

M¢ =M -~ MM, I M;
= U, M, T, (3.24)
la

,ext

L1
lz,e:ct - M?ci - Mf(I)zMz (T,z + q’lei,ea:t)
= M%x!. (3.25)

Dies kann immer dann von Vorteil sein, falls nur eine implizite Gelenkbeschreibung vorliegt und
die Berechnung von ® sehr aufwendig wire.

Die vorgestellte Permutation des Gleichungssystems entspricht der Perfect Elimination Order
[DER86, Dav06], die fiir alle baumstrukturierten Systeme existiert. Eine Perfect Elimination
Order bedeutet, dass die Matrixfaktoren der LD L' -Faktorisierung keinen Fill-in besitzen. Als
Fill-In werden von Null verschiedene Eintrége in den Matrixfaktoren bezeichnet, die im Vergleich
zu der Ausgangsmatrix hinzugekommen sind. Wird das Gleichungssystem (3.13) mithilfe eines
Losungsverfahrens fiir schwach besetzte Matrizen gelost, so sucht der Loser zuerst nach einer
geeigneten Permutation der Matrix, bevor er sie faktorisiert und das Gleichungssystem 16st. Das
am weitesten verbreitete Verfahren zum Finden einer geeigneten Permutation ist die Minimum
Degree Sortierung, die als Approzimate Minimum Degree laufzeitoptimiert implementiert wurde
[ADDO4]. Es lésst sich leicht zeigen, dass dieser Algorithmus immer die Perfect Elimination
Order findet, sofern sie existiert. Daher beschreibt der hier vorgestellte Algorithmus den internen
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Rechenablauf eines Losers fiir schwach besetzte Matrizen.

3.2.6. MODIFIZIERTER O (n)-ALGORITHMUS FUR IMPLIZITE
BESCHREIBUNG

Ahnlich dem modifizierten O (n3)-Algorithmus fiir die implizite Beschreibungsform lésst sich
ebenso der explizit formulierte O (n)-Algorithmus aus der impliziten Formulierung erzeugen.

Dazu wird die Beschleunigung des Koérpers ¢ iiber der Basis {‘I’z’,@z} mit den Koordinaten ¢;
dargestellt o

Zuséatzlich wird die Bewegungsgleichung auf die freien und gesperrten Richtungen projiziert.
Somit ergibt sich in der kompakten Schreibweise

i t; t; Ty
2| -E & MM @ M| 0 |14,
X || o —E 0 TGy || —T! ¢
I} 0 &'MI®, M; 0 ®Tus,
I | GL®, 0 0 M, hcat-
Wird nun die Gauf3-Elimination ausgefiihrt, so folgt
by t; t; Tk,
2| -E & M'®, & M ®, 0 B 14,
X; | o —E 0 L em ~T ¢
I | o 0 M; T M{$, T, Gy, | @7 (lgéazt — M @WZTCZ’)
I, || O 0 0 M + GL MGy, fcat + GRl%w

mit
M =¥;®, (M{)®¥,
T8, (U4, — (M) ®F] c; — MA@ N, @71,

la
l; iext

i,ext —
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Mithilfe der Gleichungen (3.24) ldsst sich zeigen, dass M und M identisch sind, denn

< =T
=W, M;¥;
Analog kann unter Nutzung von Gl. (3.25) gezeigt werden, dass %, = I{,, gelten muss.

Dieser Sachverhalt ldsst sich an folgendem Beispiel veranschaulichen. Zur Darstellung der Ten-
soren wird eine Basis B gewdihlt, deren ny erste Basisvektoren mit den Vektoren aus ® zusam-
menfallen. Demnach lautet die Komponentendarstellung von ® beziiglich der Basis B

(2]

Ferner ist die Komponentendarstellung der Massenmatrix beziiglich der Basis B entsprechend
partitioniert.

s M — [ BeM11 ppMi2 1
MY, ppMa

A1
Damit ergibt sich M  zu
A —1 _
M = ppM7y]

und die transformierte Massenmatrix M% zu
M®=M — M®N "M

0 0
M, = T . ] . (3.26)
0 BpMos — gpMiy- M| - M2

Es werden also die Komponenten, die mit den freien Richtungen zusammenhéngen, eliminiert.
Entsprechend der Forderung nach einer dualen Basis muss das Produkt @Z-E;TF in Komponen-

tendarstellung

_ —T 0 o0
BBY; - BBP; :[0 E]

ergeben. Und damit fiihrt eine Multiplikation mit @iE? von links und mit Eiﬁf von rechts zu
einer Auswahl der rechten unteren Blockmatrix. Die restlichen Elemente ergeben sich zu null.
Da ggpM, eben diese Struktur schon besitzt, kann die Multiplikation mit @igiT entfallen.

Sofern die gewéhlte Basis mit den Vektoren aus ® tbereinstimmt, kann Gl. (3.26) benutzt
werden, um eine effektive Implementierung zur Berechnung der M® zu erhalten. Auflerdem ist
in diesem Falle ein generischer Permutationsalgorithmus in der Lage, die Gleichungen so zu
sortieren, dass mit der impliziten Formulierung der Algorithmus fiir die explizite Beschreibung
ausgefiithrt wird.
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3.3. LOSUNGSALGORITHMEN AM BEISPIEL EINER EBENEN
PENDELKETTE

Zur Veranschaulichung der in den vorherigen Abschnitten vorgestellten Losungsalgorithmen sol-
len diese anhand einer ebenen Pendelkette mit N Korpern, sieche Abb. 3.6, demonstriert werden.
Dieses System ist interessant, da hier die Anzahl N der Korper und Gelenke leicht verédndert
werden kann. Ermoglicht wird somit die Untersuchung des Rechenzeitverhaltens beziiglich N.
Obwohl die Simulation eines N-Pendels fiir sich wenig praxisrelevant ist, kann die Struktur des
Modells doch in vielfiltiger Form wiedergefunden werden. Zum einen wire die Simulation von
Seilen, wie sie z.B. bei grolen Kridnen vorgefunden werden, zu nennen. Ein weiteres Anwendungs-
beispiel ist die Simulation von Ketten. Dies kann Traktionsketten in Fahrwerken, Antriebsketten
in Getrieben oder sogar Ketten als Bestandteil des Arbeitswerkzeuges bei einem Kettenbagger
umfassen. Eine andere potenzielle Anwendung stellt die Simulation von Bandanlagen dar, mit
denen z.B. Abraum oder Kohle iiber mehrere Kilometer transportiert werden kann.

(a) System mit N =4  (b) Groflen an einem
Pendelkorper

Abbildung 3.6.: Mehrfachpendel

3.3.1. ALLGEMEINE FESTLEGUNGEN

Zur Beschreibung der Bewegung wird ein Inertialsystem verwendet, siehe Abb. 3.6a, dessen
x-Achse entlang des Horizonts und dessen z-Achse entgegen der Erdbeschleunigung g zeigt.
Die y-Achse ergibt sich aus der Forderung nach einem orthonormalen Rechtssystem. Die Bewe-
gung des gesamten Pendels findet ausschlielich in der x — z—Ebene des Inertialsystems statt.
Deswegen konnen die translatorischen Komponenten entlang der y-Achse und die rotatorischen
Komponenten um die z- und z— Achse vernachléssigt werden. Es miissen lediglich noch Vektoren
mit drei anstelle von sechs Komponenten behandelt werden. Alle Vektoren werden beziiglich des
Inertialsystems angeschrieben.

Alle Koérper bilden zusammen eine Pendelkette und sind jeweils durch ein Drehgelenk mit dem
Drehwinkel ¢; und der Winkelgeschwindigkeit s; = ¢; miteinander verbunden. Die Drehachsen
aller Drehgelenke liegen parallel zu der y-Achse des Inertialsystems. Entsprechend Abschnitt
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2.2.5 ergibt sich der Vektor der freien Richtungen zu

0
1
1
0 -
@ = |— = 0
0
0
0
L O -
und die Vektoren der gesperrten Richtungen zu
0 0]
00
0 0 0 0
¥ = =110
10
1
00
L O 1 -

Aufgrund der Parallelitdt von Drehachse und Drehgeschwindigkeit vereinfacht sich der geschwin-
digkeitsabhéngige Term der Beschleunigung zu

C@ZO.

Jeder Pendelkorper besitzt ein korperfestes Bezugssystem, das sich durch Drehung um die y-
Achse aus dem Inertialsystem ergibt. Die x-Achse verlduft entlang der Verbindungslinie der
beiden Drehgelenke. Die Lange der Verbindungslinie betrage d und der Schwerpunkt liege entlang
der korperfesten x-Achse in der Entfernung r. Somit lauten die zugehorigen Abstandsvektoren,
angeschrieben im Inertialsystem

und
Tix COS @5
r, = = i r
Tz — sin p;

Die Ausrichtung des korperfesten Bezugssystems eines Pendelkorpers i, beschrieben durch die
zugehorige Rotationsmatrix A; 7, lautet

cos (p; — sin ;
Air=1| .
S ©; COS 5

mit

i
Pi = Z dk-
k=1
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Die Transformationsmatrix zwischen den beiden Gelenkpunkten ¢ und 7 + 1 lautet nach Gl.
(2.10)

1 00
Gisii=| di. 10
—~dip 0 1

Bei der Transformation der Beschleunigungen muss der geschwindigkeitsabhéngige Term, siehe
Gl. (2.51),

0
— 2
Cit1.6=| dix | ¥i
di,z
beachtet werden. Die Masse der Pendelkorper betrage m und das Tréagheitsmoment beziiglich des

Schwerpunktes um die y-Achse sei ©. Es ergibt sich die Massenmatrix beziiglich des kérperfesten
Bezugssystems, angeschrieben im Inertialsystem, zu

2
O+m-|ri|” m-ri; —m-riy
M, = m- T, m 0

—M - Tig 0 m

Der zugehorige Lastvektor, geméfl Gl. (2.25), setzt sich aus der Schwerkraft und den Zentrifu-
galkriften zusammen.

T‘i@ 0
-2
li,ext = 0 m-g+ Tix me-;
—1 Tiz

Diese Informationen sind ausreichend, um ausgehend von den Anfangswerten g, und sg die
Bewegung des gesamten Pendels mittels numerischer Integration zu beschreiben. Dazu werden
die Gelenkbeschleunigungen § benétigt, die iiber die vorgestellten Algorithmen aus Kapitel 3.2
ermittelt werden konnen.

3.3.2. O (n®)-ALGORITHMUS FUR IMPLIZITE BESCHREIBUNGEN

Entsprechend der Herleitung in Abschnitt 3.2.2 wird aufgrund der speziellen Anordnung der Glei-
chungen und Variablen die Bewegungsgleichung nach den Beschleunigungen in Abhéngigkeit der
Zwangslasten umgestellt. Diese werden anschlieflend in die Beschleunigungszwangsbedingungen
eingesetzt. Wie in Abb. 3.7a zu erkennen ist, hdngt im Falle des Pendels die Beschleunigung des
freigeschnittenen i-ten Korpers von den Zwangslasten ¢ und i 4+ 1 ab.

Die i-te Beschleunigungszwangsbedingung hangt wiederum von den Beschleunigungen der Kor-
per i—1 und 7 ab und ist demnach indirekt abhéngig von den Zwangslasten i—1, ¢ und i+ 1. Eine
Ausfihrung fir jede Beschleunigungszwangsbedingung entsprechend Algorithmus 3.2 ergibt im
Falle des Pendels fiir M™* in Blockdarstellung eine Bandstruktur, wie sie in Abb. 3.7b dargestellt
ist.

Zur Berechnung der einzelnen Blocke wird die Inverse der Massenmatrix eines einzelnen Korpers
bendtigt. Diese ergibt sich zu

1 1 —Ti,z Tix
-1 _ S 2
Mz' - @ —Ti,z m + T@Z —Tix - Tiz
[S) 2
Tix —Tix - Tiz m + i,
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Da die Beschleunigungszwangsbedingung 7 jedoch direkt im Koérperbezugssystem i ausgewertet
wird, muss sie zusétzlich auf diesen Punkt transformiert werden.

1 1 _fi,z 7:1',:0
Ml.eT . = S e .
G'L‘i’l,l . MZ . G’L—‘rl,l - 6 _TT,,Z % + TZ,Z _Tz’x . T‘i’z
= = = [S) =2
Tix —Tix Tiz m + Tix

mit

Tz‘:Ti—di

Interessanterweise bleiben die Ausdriicke erhalten und es wird lediglich der Abstand r; vom
Korperbezugspunkt ¢ zum Schwerpunkt durch #; = r; — d; ersetzt, der die Entfernung vom
Koérperbezugspunkt ¢ + 1 zum Schwerpunkt angibt. Durch Multiplizieren des Ausdruckes von
links und rechts mit @;‘F bzw. ¥; bleiben nur noch die Komponenten entlang der gesperrten
Richtungen erhalten.

v’

)

—_ 1 o 452 e
(Gz‘+1,i : Mi_l : GiTJrl,z') v, = o l m T Tz ix " Tiz

" 0 ., =2
_rz’x ’ ri:'z a + T’L,Z‘

Die Blockmatrizen in M* besitzen eben diese Gestalt.

Aufgrund der Bandstruktur der Matrix M™ lasst sich zeigen, dass es fir dieses Beispiel nicht
sinnvoll wére, das entstehende lineare Gleichungssystem mit einem Loser fiir dicht besetzte
Matrizen zu berechnen. Wiirde jedoch ein Loser fiir schwach besetzte Matrizen zum Einsatz
kommen, kénnte das System in O (n) gelost werden. Diese Aussage lisst sich jedoch nicht verall-
gemeinern, da z.B. ein Mehrkorpersystem bestehend aus einem Basiskorper der direkt mit einer
beliebigen Anzahl anderer Korper verbunden ist, eine voll besetzte Matrix M™ ergeben wiirde,
deren Losung aufgrund der Notwendigkeit ihrer Invertierung O (n3) Operationen bendétigt.

reduzierte Massenmatrix O(n3) implizit

0 T
_ _ _ sf .
VY. 1Ai1 w2 W;,14;41 Schnittlasten St
10+ o] o o
R s e vy
200 earmanat.
. DRSS
% 25+ Y o] o o
< LRI LI TN
sl R el
. R
Beschleunigungen BSISNISE
a0+ . e el o0
sk DO DO TN
Implizite i ‘ ‘ ‘ et
wT .. L ) — 0 10 20 30 40 50
P (xi =Gy X + 1) = 0 Bindungsgleichung Spalte
(a) Funktionsweise impliziter O (nd) -Algorithmus (b) Positionen der skalaren Nicht-Null Elemente
der Matrix M *fiir ein ebenes Pendel mit 10
Korpern

Abbildung 3.7.: Pendel mit O (n?®)-Algorithmus
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3.3.3. O (n®)-ALGORITHMUS FUR EXPLIZITE BESCHREIBUNG

Zur Durchfithrung des O (nS)—Algorithmus fiir eine explizite Beschreibung des MKS, entspre-
chend Algorithmus 3.1, gilt es zuerst die zusammengesetzten Massenmatrizen zu berechnen.
Dazu muss die Massenmatrix mittels der Beziehung GZ-TJFMM i+1Git1,; transformiert werden. Es
ergibt sich
O +m- [P} mefip. —mefipia
G;TF+1,¢MZ'+1GZ‘+1,¢ = m - Tyl m 0

—m - Pip1 0 m
mit
Pit1 =Tiy1 + d;.

Durch die Transformation, analog zum vorigen Abschnitt, wird lediglich die Entfernung zum
Schwerpunkt von r;11 auf ;11 = r;+1 + d; gedndert. #; 1 gibt die Entfernung vom Koérperbe-
zugspunkt i zum Schwerpunkt des Kérpers i+ 1 an. Durch Addition der Massenmatrix des i-ten
Korpers ergibt sich

- o

M;=M;+ Gy ;Mi1Git1;
. -
O +my - 7|7 Ty T, —T T

= m - 'Fi,z m; 0

—T - Tig 0 ™
mit

m; = m + Mi41

_ 1 _ .
Ti=—(m-r;+Mit1 Tit1)

m;
— — m - M4 . 2
0, =0+4+0;11 + —— |r; — 71

)

und es folgen die bekannten Formeln zur Berechnung der Gesamtmasse m;, Schwerpunktslage
7; und die auf den neuen Schwerpunkt bezogene Trigheit ©; des Verbundkorpers, wie in Abb.
3.8 angedeutet.

Auf diese Weise besitzt die Massenmatrix M; des Verbundkérpers dieselbe Struktur, wie die
Massenmatrix des Vorgéangerkorpers M ;1. Der neue Verbundkérper kann in analoger Weise
mit seinem Vorgénger verschmolzen werden.

Es lisst sich zeigen, dass sich die Bewegungsgleichung des i-ten Korpers als Uberlagerung der
Gesamtbeschleunigung x; des Verbundkorpers und der Relativbeschleunigungen $; der nachfol-
genden Verbundkorper darstellen lasst.

n
M; x; + Z G%’iMk‘I)kék =1+l ext
k=i+1

Mit dieser lasst sich die Gelenklast I; direkt berechnen. Die Beschleunigung @; hingt jedoch von
den Gelenkbeschleunigungen

%
T, = Z Gi,kq)kék +c
k=1

aller Vorgiangergelenke ab. Somit gehen alle Gelenkbeschleunigungen s in die Berechnung der
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Gelenklast I; ein. Dies wiederum hat zur Folge, dass die reduzierte Massenmatrix M , deren i-te
Zeile das Prinzip der virtuellen Leistung

&7, =0

reprasentiert, voll besetzt sein muss. Folglich benétigt die direkte Losung dieses voll besetzten
linearen Gleichungssystems mit n Unbekannten O (n3) Operationen.

My

Abbildung 3.8.: Verbundkérper des Pendels

3.3.4. O (n)-ALGORITHMEN

Fiir die Simulation eines Pendels mit einer hohen Anzahl an Kérpern sind die O (n)-Algorithmen
rechentechnisch am effizientesten. In [SH95] ist beschrieben, dass sich der Einsatz von O (n)-
Algorithmen ab etwa sieben Pendelkérpern lohnt. Ahnlich wie bei dem O (n3)—AlgorithmuS
fiir explizite Beschreibungen von Mehrkorpersystemen werden dabei Verbundkérper gebildet.
Jedoch wird bei der Berechnung der neuen Tréigheitseigenschaften die Art des Gelenks mit
berticksichtigt. Dazu muss zuerst der Wert ‘IJ;TFM ;®; invertiert werden. Im Falle des ebenen
Pendels extrahiert diese Operation lediglich das skalare Tragheitsmoment beziiglich der y-Achse
aus der Massenmatrix.

Nun kann die korrigierte Massenmatrix M des letzten Pendelkorpers, die an den Nachfolge-
korper tibergeben wird, unter der Verwendung von explizit formulierten Gelenken berechnet
werden.

1 T
M¢=M; — ———— (®IM;) (®] M,
’ @{M@i< ' ) ( ' )
0 0 0
ZLQ 0 O4+m- 72, m-1i.7iz (3.27)
@—f‘m“lrl’ 1,T ) )

2
0 m-rigri. ©+m- T

Es lassen sich zwei interessante Beobachtungen an diesem Ausdruck feststellen. Zum einen sind
alle Komponenten, die mit der Rotation zusammenhéngen, verschwunden. Dies ergibt sich un-
mittelbar aus der Eigenschaft des Drehgelenks, entsprechend dem Prinzip der virtuellen Leis-
tung, kein Drehmoment in die nicht gesperrte Richtung zu iibertragen. Zum anderen sind al-
le translatorischen Komponenten ungleich null. Damit entspricht die korrigierte Massenmatrix
nicht mehr der Form eines iiblichen Starrkorpers, fiir den sich mFE5 fiir den translatorischen Teil
der Massenmatrix ergeben miisste, wie es bei M; der Fall ist. Dieser Umstand kann an zwei Bei-
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spielen verdeutlicht werden. Falls die Verbindung zwischen Gelenk- und Schwerpunkt parallel zur
globalen z-Achse liegt, siehe Abb. 3.9, gilt r, = 0. Wird der Kérper nun in Richtung der z-Achse
beschleunigt, so findet eine rein translatorische Beschleunigung statt und der zugehoérige Eintrag
in der Massenmatrix lautet deshalb m. Wird der Korper jedoch in x-Richtung beschleunigt, so
findet eine rotatorische Ausweichbewegung des Korpers statt und es muss nicht jeder Masse-
punkt des Korpers gleich stark beschleunigt werden. Dies wiederum fithrt zu einer geringeren
wahrgenommenen Tréagheit beziiglich dieser Richtung. Im Falle einer verschwindenden Tragheit
beziiglich des Schwerpunkts, etwa im Falle eines Massepunktes, wéire die wahrgenommene Trag-
heit in diesem Punkt sogar null. Sobald die Verbindungslinie zwischen Gelenk- und Schwerpunkt
nicht parallel zu einer Achse steht, sind die Nebendiagonalen des translatorischen Teils der kor-
rigierten Massenmatrix besetzt. Dies bedeutet, dass eine Beschleunigung entlang einer Achse
eine Kraftwirkung senkrecht dazu hervorruft und dadurch die rotatorische Ausweichbewegung
des Pendelkorpers verursacht wird.

N

X

0 0

M= |0 mgio
0 0 m

Abbildung 3.9.: Beispiel

Bei der anschliefenden Transformation GZFIM ¢Gj ;-1 wird der Bezugspunkt verschoben und
es folgt eine symmetrische, aber voll besetzte Massenmatrix M ;4_ 1 des Verbundkorpers unter
Berticksichtigung des verbindenden Gelenks. Dieser Umstand fithrt zu komplexeren Ausdriicken
der nachfolgenden M, weshalb auf deren Angabe an dieser Stelle verzichtet werden soll. Deren
Interpretation der richtungsabhingigen Tragheitseigenschaften sowie die Besetzung der Neben-
diagonalen bleiben jedoch giiltig.

Der O (n)-Algorithmus lésst sich ebenso auf implizit formulierte Gelenke anwenden, wobei diese
Formulierung fiir das untersuchte Beispiel aufwendiger ist. Dieser Umstand soll anhand des
letzten Korpers demonstriert werden. Dessen invertierte Massenmatrix lautet

1 1 —Tiz Tix
-1 _ 2 2
M;" =g | ~rie 7T TiaTie
2 2
Tix —TizViz T+ Tz
mit dem Tragheitsradius rp

5 O
TT = —.
m

Bei der Projektion auf die gesperrten Richtungen verbleiben lediglich die translatorischen Anteile

2 2
1 T T, TTializ

OIM,; =
7 7 L2 2 2
M-I | —Tializ 17+
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Wird diese Matrix invertiert, ergibt sich

m

13+ |rif?

2 2 . .
(\I'TM—lmp-)_l = T+ Tia  Tializ
i S =

2 2
Tigliz 17+ T,

Die Riickprojektion auf alle Richtungen fiithrt dazu, dass die rotatorischen Komponenten der
korrigierten Massenmatrix mit Nullen aufgefiillt werden und es folgt das gleiche Ergebnis, wie
in GL. (3.27).

3.3.5. VERGLEICH DER RECHENZEITEN VON LOSUNGSALGORITHMEN

Die vorgestellten Algorithmen wurden fir das ebene Pendel in Modelica implementiert und mit
Hilfe des Modelica Werkzeuges Dymola fiir verschiedene Anzahlen an Koérpern simuliert. Detail-
liertere Erlduterungen zu der Implementierung folgen in Kapitel 4. Abb. 3.10 stellt die Rechenzei-
ten der O (n)-Algorithmen und des expliziten O (n®)-Algorithmus fiir das ebene Pendel iiber der
Anzahl n der Koérper und Gelenke dar. Jeder der Algorithmen berechnet die exakten Gelenkbe-
schleunigungen. Unterschiede in den Ergebnissen sind héchstens aufgrund von Rundungsfehlern
durch die begrenzte Rechengenauigkeit zu erwarten. Somit sind die Rechenzeitergebnisse direkt
miteinander vergleichbar. Es ist zu sehen, dass der O (n)-Algorithmus, basierend auf der explizi-
ten Formulierung etwa nur ein Flinftel der Ausfithrungszeit der impliziten Version benétigt. Dies
liegt hauptséchlich daran, dass die verwendeten Drehgelenke nur eine freie Richtung besitzen.
Folglich muss im Algorithmus basierend auf der expliziten Gelenkbeschreibung lediglich durch
einen Skalar geteilt werden. Im Algorithmus mit impliziter Beschreibung miissen hingegen je
eine 6 x 6 und eine 5 x 5 Matrix pro Gelenk fiir die gesperrten Richtungen invertiert werden.
Der explizite O (n3)-Algorithmus ist fiir eine geringe Anzahl an Kérpern fast so schnell, wie der
explizite O (n)-Algorithmus. Fiir groflere n steigt die Rechenzeit wie erwartet stark an und ab
etwa 80 Korpern ist er auch langsamer als der implizite O (n)-Algorithmus und ab dieser Stelle
nicht mehr lohnenswert.

Rechenzeitvergleich
1.E+00

-4-Explizit O(n?)
1.6-01 | Implizit O(n)

--Explizit O(n) /
1.E-02 /
1.E-03 & .

1.E-04

Rechenzeit pro Schrittins

1.E-05

1.E-06 f f |
1 10 100 1000
Anzahl der Kérper

Abbildung 3.10.: Rechenzeitvergleich der Algorithmen
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3.4. BERUCKSICHTIGUNG KINEMATISCHER SCHLEIFEN

In den vorangegangenen Abschnitten wurden Algorithmen vorgestellt, mit denen die Beschleuni-
gungen baumstrukturierter Mehrkorpersysteme berechnet werden kénnen. An dieser Stelle folgt
die Einbezieheung sekundéarer Gelenke.

3.4.1. ANSATZE ZUR BERUCKSICHTIGUNG KINEMATISCHER SCHLEIFEN

Um die sekunddren Gelenke der kinematischen Schleifen zu beriicksichtigen, existieren zwei
generelle Ansédtze. Zum einen konnen die um sekundére Gelenke erweiterten Gleichungssysteme
direkt mit Losern fir schwach besetzte Gleichungssysteme gelost werden. In diesem Fall kénnen
die spezialisierten Algorithmen nicht mehr angewandt werden und es ist mit einer schlechteren
Laufzeit zu rechnen. Daher soll im Folgenden ein weiterer Ansatz vorgestellt werden.

Alle Gleichungssysteme (3.8), (3.13), (3.21), (3.15) der hier diskutierten Algorithmen lassen sich,
vorerst ohne Beriicksichtigung der Permutation und mit entsprechenden Matrizen A, B, ¢ und

d, darstellen als
M A x| |1
AT B c| |dl

Nun kénnen die Bewegungsgleichungen um die Schnittlasten der sekundiren Gelenke erweitert
werden. Wie sich im Verlauf zeigen wird, ist es vorteilhaft, eine implizite Formulierung der
sekundéaren Gelenke zu verwenden, um moglichst wenig neue Variablen einzufiithren. Daraus

folgt
M A T l W, | —
T - + As
A" B c d 0
mit
W, =GL¥,,
wobei A, die Koordinaten der sekundiren Zwangslasten beschreibt. Die Beschleunigung « ergibt
sich zu
T - T -1
E M A l E M A W, | -
T = T + T As
0 A" B d 0 A" B 0
zp X
= z,+ XAs. (3.28)

Der erste Term steht fiir die Beschleunigung «,, die sich ohne die Beriicksichtigung der se-
kundédren Gelenke einstellen wiirde. Der zweite Term gibt an, wie sich die Koordinaten der
sekundéren Zwangslasten A, auf die Gesamtbeschleunigung auswirken und ist linear in selbigen.
Um die Matrixinversion zur Berechnung der Matrix X zu vermeiden, kann diese als Unbekannte
des folgenden Gleichungssystems aufgefasst werden

M A x| X B l
AT Bl|lc|lCc | |d
Die Berechnung von X lasst sich somit durch die mehrmalige Anwendung des jeweiligen Algo-
rithmus realisieren, der zur Berechnung der Beschleunigungen im baumstrukturierten System
verwendet wurde. Anstelle der externen Lasten I miussen lediglich die Spalten der Matrix W

berticksichtigt werden. Der sich dabei ergebende Beschleunigungsvektor bildet die zugehorige
Spalte der Matrix X.

o (3.29)

WS]
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Nun kann der Ausdruck (3.28) zur Berechnung der Beschleunigung in Abhéngigkeit der gesuch-
ten A in die impliziten Bindungsgleichungen der sekundiren Gelenke eingesetzt werden. Es
ergibt sich

wle = ~
wT (wP + XXS) =
(WIX)X, = v-Wla.

Mit dieser Beziehung konnen die Koordinaten A, der Zwangslasten der sekundiren Gelenke
berechnet und in Gl. (3.28) eingesetzt werden. Damit ergeben sich schlussendlich die gesuchten
Beschleunigungen @ aller Korper.

Der damit verbundene Mehraufwand héngt stark von der jeweiligen Umsetzung der Algorithmen
ab. Im Idealfall wird das Gleichungssystem aus (3.29) einmal faktorisiert und die Riickwértselimi-
nation einmal fiir jede der 14+dim (XS) Spalten ausgefiihrt. Dazu muss der jeweilige Algorithmus
jedoch entsprechend vorbereitet sein. Eine solche Implementierung des O (n) Algorithmus fiir
explizite Bindungsbeschreibungen wird in [Rei97] vorgestellt. Im ungiinstigsten Fall muss der
gesamte Algorithmus 1 4+ dim (XS) mal ausgefithrt werden.

Zusiitzlich muss die im Allgemeinen dicht besetzte Matrix W2 X der Dimension dim (XS) in-

—\3
vertiert werden. Dies bedeutet einen zusétzlichen Aufwand von O (dim ()\s) ), der besonders

bei vielen kinematischen Schleifen ins Gewicht fallt. Es sei darauf hingewiesen, dass es sich bei
WX um eine symmetrische Matrix handelt, wie an der Definition von X aus Gl. (3.28) zu
erkennen ist.

3.4.2. VERGLEICH DER LOSUNGSALGORITHMEN

Um den realen Mehraufwand der Beriicksichtigung von kinematischen Schleifen abschétzen zu
kénnen, wurde das Beispiel der ebenen Pendelkette um kinematische Schleifen erweitert. Es
wurde eine feste Anzahl N an Korpern verwendet. Um m kinematische Schleifen einzufiigen,
wurde das Pendel aller N/m Korper iiber einen drehbar gelagerten Stab am Inertialsystem
befestigt. Es ergibt sich ein Verhalten, siche Abb. 3.11, wie es bei einem schlaff durchhdngenden
Seil zu erwarten wire. Als Koérperanzahl wurde N = 120 gewéhlt. Dies garantiert zum einen
eine ausreichend hohe Anzahl an Kérpern und zum anderen besitzt diese Zahl eine grofie Zahl
an Teilern m, so dass N/m eine Ganzzahl wird. Da es sich um ein ebenes Problem handelt,

entspricht die Dimension der Koordinaten der Zwangslasten dim (XS) gerade 2m und ist damit
nicht mehr vernachléssigbar klein gegentiber N.

1
CoL oL LD L)
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o
°° °°w°° °°°O° oo“oo °°~°O 9’”’0 °°“°9 o°”°o 9°“°0 °°“°0 o
ogg0 ogg0 ogg0 g0 gg0 g0 ogg0 g0 ogg0 ogg0

Abbildung 3.11.: Modell eines Pendels mit m = 10 kinematischen Schleifen

Abb. 3.12 zeigt die Rechenzeiten fiir die Einbindung kinematischer Schleifen, sowohl absolut als
auch normiert auf die Rechenzeiten ohne Schleifen, des O (n3) und des O (n)-Algorithmus fiir
die explizite Bindungsformulierung fiir bis zu m = 60 Schleifen. Der O (n?3)-Algorithmus nimmt
die A, als zusitzliche Unbekannte in das Gleichungssystem auf. Damit muss in jedem Schritt
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ein System der Grofle N 4 2m gelost werden. Da der Aufwand mit der dritten Potenz wéchst,
ergibt sich der relative Mehraufwand 73 in etwa zu

(N +2m)?
S

2 3
m m m
= 1+4+6—+12(— -
vogrz(3) +8 (%)
Im Falle des O (n)-Algorithmus sind Aufgaben verschiedener Komplexitétsklassen zu losen [ACO03],

deren relative zeitliche Wichtung nicht bekannt ist. Daher ergibt sich fiir den relativen Mehr-
aufwand 77 des O (n)

B N+C’1mN+C'2m3
N N
m m3
=1 - -
+01N+02N

m

wobei die Parameter C' eine unbekannte relative Wichtung zwischen den drei Bestandteilen des
Aufwandes darstellen.

Fir beide Algorithmen ist somit ein linearer Anstieg fiir m < n zu erwarten, der fiir grofie m
in ein Polynom dritter Ordnung beziiglich m {ibergeht. Es ist jedoch ersichtlich, dass der Term
dritter Ordnung in 7; deutlich dominanter ist, da er nur auf N anstelle von N3 normiert wird. In
Abb. 3.12b ist eben dieses Verhalten am Beispiel eines m-fach aufgehdngten Pendels zu erkennen.
Wihrend der Aufwand des O (n)-Algorithmus nur etwa bis m = 12 linear und danach wie ein Po-
lynom dritten Grades ansteigt, so wird der polynomielle Anteil bei dem O (n?)-Algorithmus erst
ab etwa m = 60 sichtbar. Es ist aulerdem zu sehen, dass der Anstieg des linearen Abschnittes
des O (n)- deutlich groBer als der des O (n?®)-Algorithmus ist. Die Beriicksichtigung der Schleifen
in diesem O (n)-Algorithmus scheint jedoch effizient umgesetzt, so dass nur die Riickwértseli-
mination mehrmals ausgefithrt werden muss. Andernfalls wére ein deutlich stidrkerer Anstieg zu
verzeichnen gewesen.

Absoluter Mehraufwand Relativer Mehraufwand
» . 3 . B . 3 .
£ 1E02 “+-Explizit O(n3) Explizit O(n) N % 2 “-Explizit O(n3) Explizit O(n)
2 4 2
<) 2 15
o 1.E-03 E
g g 10
£ g8s
- | s e —
o 7] J
1.E-04 | | | | =) achs
1 4 16 64 0 20 40 60
Anzahl der kinematischen Schleifen Anzahl der kinematische Schleifen
(a) Absoluter Mehraufwand (b) Relativer Mehraufwand

Abbildung 3.12.: Mehraufwand bei Berechnung mit Schleifen
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3.5. ZUSAMMENFASSUNG DER LOSUNGSALGORITHMEN
EINES MEHRKORPERSYSTEMS

Ausgehend von dem groflen schwach besetzten linearen Gleichungssystem (2.55) aus Kapitel 2
wurde dessen Losung mit speziellen Algorithmen diskutiert. Zum besseren Verstdndnis wurde,
wie bei schwach besetzten Gleichungssystemen iiblich, in Abschnitt 3.1 zuerst die Struktur des
Gleichungssystems analysiert und herausgefunden, dass der Systemgraph der Formulierung mit
expliziten Bindungsgleichungen eine spezielle wiederkehrende Leiterstruktur besitzt, deren zwei
Holme jeweils den Topologiegraphen enthalten. Diese Erkenntnis wird in Kapitel 4.2 eine zentrale
Rolle spielen. Der Systemgraph der Formulierung mit impliziten Bindungsgleichungen besitzt
abgesehen von den fehlenden Griffen die gleiche Leiterstruktur.

In Abschnitt 3.2 wurden sowohl bekannte als auch bisher unbekannte Losungsalgorithmen fiir
das Gleichungssystem hergeleitet. Diese Algorithmen wurden beziiglich ihrer zeitlichen Kom-
plexitit in die Gruppe der O (n3)— und der O (n)-Algorithmen unterteilt. Unter der Gruppe
der O (n?®)-Algorithmen sind alle die jenigen zusammengefasst, bei denen ein dicht besetztes
lineares Gleichungssystem gelost werden muss, dessen Grofle sich proportional zur Summe der
Anzahl der Gelenkfreiheitsgrade verhélt. Sie werden O (n3) genannt, da das direkte Losen eines
dicht besetzten Gleichungssystems mit n Unbekannten gerade O (n3) Operationen bendtigt. Die
O (n)-Algorithmen gehen bei der Losung rekursiv vor und erfordern fiir jedes Gelenk die Losung
eines Gleichungssystems, das nie mehr als sechs Unbekannte besitzt. Die bendtigte Zeit fiir des-
sen Losung ist damit unabhéngig von der Systemgrofle, muss jedoch n Mal ausgefithrt werden
und ergibt somit das zeitliche Verhalten O (n).

In der Literatur wird stark zwischen der impliziten und der expliziten Formulierung der Bin-
dungsgleichungen unterschieden. Es wurde gezeigt, dass sich die klassischen Algorithmen haupt-
séchlich darin unterscheiden, ob die Bewegungsgleichung eines Koérpers nach der Gelenklast
(explizit) oder nach der Beschleunigung (implizit) umgestellt wird. Letzteres erfordert die In-
vertierung der im Allgemeinen zeitlich verédnderlichen 6 x 6 Massenmatrix und fithrt zu Ge-
schwindigkeitseinbuflen gegeniiber der expliziten Formulierung. Durch die Kenntnis der dualen
Basen ist es jedoch moglich, die Formulierung mit impliziten Bindungsgleichungen in analoger
Weise zur expliziten Form mit etwa demselben Aufwand zu lésen. Es wurde erkannt, dass fir
den O (n)-Algorithmus sogar eine gemischte Beschreibung der Bindungsgleichungen gefunden
werden kann. Dies erlaubt die Einbeziehungen von komplizierten Gelenken, fiir die nur eine
implizite Formulierung vorliegt, ohne eine verdnderte Beschreibung der anderen Gelenke und
damit ohne die Rechenzeit zu beeintrachtigen.

Am Beispiel einer ebenen Pendelkette in Abschnitt 3.3 wurden Eigenschaften und Zwischener-
gebnisse der vorgestellten Algorithmen diskutiert. Abgeschlossen wurde der Abschnitt mit einem
Vergleich der Rechenzeiten pro Zeitschritt. Daraus lielen sich zwei zentrale Erkenntnisse ablesen:

o Algorithmen basierend auf der expliziten Formulierung der Bindungsgleichungen sind schnel-
ler als die der impliziten Formulierung.

o Fiir grole Systeme mit vielen Koérpern bzw. Gelenken sind die O (n)-Algorithmen deutlich
schneller als die O (n?®)-Algorithmen.

Bezogen auf das Beispiel des ebenen Pendels aus Abschnitt 3.3 lohnt sich der Einsatz der im-
pliziten Formulierung des O (n)-Algorithmus ab etwa 80 Korpern gegeniiber dem expliziten
O (n?)-Algorithmus. Der Einsatz des expliziten O (n)-Algorithmus lohnt sich hingegen immer.
Die Einbeziehung der kinematischen Schleifen im O (n)-Algorithmus gestaltet sich jedoch deut-
lich schwieriger als in O (n3)-Algorithmen, wie in Abschnitt 3.4 gezeigt wurde. Withrend im
Falle des O (n3)-Algorithmus lediglich die impliziten Bindungsgleichungen der sekundéren Ge-
lenke dem Gleichungssystem hinzugefiigt werden, muss die Riickwértselimination des O (n)-
Algorithmus mehrmals und zusétzlich ein weiteres Gleichungssystem gelost werden. Letzteres
hat die Dimension der Summe aller Koordinaten der Zwangslasten der sekundéren Gelenke,
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dim (XS) Anhand des erweiterten Pendelbeispiels konnte gezeigt werden, dass die Rechenzeit

des expliziten O (n)-Algorithmus deutlich stiarker unter der Einbeziehung von kinematischen
Schleifen leidet als im Falle des expliziten O (n3)—Algorithmus.

Gerade im Hinblick auf die steigende Leistungsfahigkeit moderner Rechnerarchitekturen, die es
den Modellierern erméglicht, immer grofiere Modelle zu erstellen, sollte zur Simulation von Mehr-
korpersystemen im Allgemeinen der explizite O (n)-Algorithmus verwendet werden. Es muss je-
doch festgestellt werden, dass der O (n)-Algorithmus vergleichsweise schlecht mit kinematischen
Schleifen umgeht. Dies ist problematisch, da in Modellen von Baumaschinen meist mehrere
kinematische Schleifen vorkommen. Als Beispiele seien hier das Viergelenk einer Baggerschau-
felauthdngung oder die Viergelenke der Kinematik einer Betonpumpe genannt. Da die Berech-
nungsvorschriften des O (n)-Algorithmus durch komplizierte Umformungen aus den Bewegungs-
und Bindungsgleichungen hervorgegangen sind, kann es unter Umstanden sehr schwer sein, neue
Modellelemente, wie z.B. ein Reifen mit massebehaftetem Giirtel oder flexible Korper, die keinen
klassischen Starrkorper oder ein ideales Gelenk darstellen, zu berticksichtigen.

72



4. EFFIZIENTE BERECHNUNG VON
MEHRKORPERSYSTEMEN

Bezug nehmend auf das Ziel der Arbeit muss basierend auf den bereits hergeleiteten Erkenntnis-
sen im néchsten Schritt analysiert werden, welche der aufgefiihrten Probleme bei Anwendung der
Methode der Mehrkorpersysteme auf die Simulation von Baumaschinen tatséchlich zu langsamen
Rechenzeiten fiihrt. Das bedeutet, es ist nun von Interesse, wie die zur Anwendung kommende
Software Mehrkorpersysteme beschreibt und 16st. Im Folgenden soll speziell auf die Simulation
mithilfe des Sprachstandards Modelica eingegangen werden.

4.1. BERECHNUNG VON MEHRKORPERSYSTEMEN
BASIEREND AUF MODELICA

Die Modelica Association entwickelt seit 1996 einen Sprachstandard zur werkzeugunabhéngigen
Beschreibung von Simualationsmodellen unter dem Namen Modelica [Ass12]. Ein Modelica Mo-
dell besitzt eine objektorientierte Struktur, deren Klassen Gleichungen und Variablen enthalten.
Der objektorientierte Ansatz unterstiitzt die einfache Erstellung von Modellbibliotheken. Die
bekannteste dieser Modellbibliotheken ist die Modelica Standard Library (MSL). Diese wird von
der Modelica Association frei zur Verfiigung gestellt und enthélt eine Vielzahl vorgefertigter
Bibliothekselemente aus verschiedenen technischen Doménen.

Ein Modelica Modell kann mithilfe eines Modelica Compilers, durch Uberfiihrung in eine Re-
prasentation aus Gleichungen und Variablen, in ein ausfithrbares Programm tibersetzt und an-
schlieBend simuliert werden. Neben freien Modelica Compilern wie OpenModelica [FAPT06]
und JModelica.org [AAGT10] gehéren SimulationX [UBB*09] und Dymola [BEMOO02] zu den
bekanntesten kommerziellen Vertretern. Modelica Compiler unterscheiden sich von anderen her-
kémmlichen Simulationswerkzeugen, wie z.B. MATLAB, durch ihre Fahigkeit, Gleichungen sym-
bolisch manipulieren zu kénnen. Daher wird im Kontext von Modelica streng zwischen einer
Zuweisung und einer Gleichung unterschieden. Im Gegensatz zu einer Zuweisung, kann eine
Gleichung nach jeder Variablen gelost werden. In Kombination mit der Moglichkeit Gleichungen
symbolisch differenzieren zu koénnen, sind Modelica Compiler in der Lage selbst differenzial-
algebraische Systeme mit hoherem Index, robust zu lésen. Genauere Informationen iiber die
Abléufe innerhalb eines Modelica Compilers kénnen [Fri04, Frel3] entnommen werden.

Zur Simulation von Mehrkorpersystemen stellt die Modelica Standard Library die Bibliothek
Modelica. Mechanics. MultiBody zur Verfiigung. Sie umfasst verschieden geformte Starrkoérper,
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alle einfachen Gelenke sowie iibliche Sensoren und Lastelemente. Die in den Bibliothekselemen-
ten enthaltenen Gleichungen sind vergleichbar mit denen aus Kapitel 2, wobei fast ausschliellich
die explizite Formulierung der Bindungen genutzt wird. Nach der Indexreduktion mit anschlie-
fendem Matching [Pan88, Frel3] entsteht innerhalb des Modelica Compilers das grofie schwach
besetzte lineare Gleichungssystem (2.55), mit dem Kapitel 2 endete.

Um den O (n)-Algorithmus, der sich im vorangegangenen Kapitel als duflerst lohnenswert her-
ausstellte, fiir Modelica zugénglich zu machen, gibt es zwei Ansétze. Zum einen ist es denkbar,
die MKS Bibliothek aus der MSL zu nutzen und das entstehende lineare Gleichungssystem in-
nerhalb des Modelica Compilers analog zu Kapitel 3.2.4 zu behandeln. Alternativ kann eine
spezielle Bibliothek erstellt werden, die direkt den O (n)-Algorithmus implementiert, so dass
innerhalb des Modelica Compilers erst gar kein lineares Gleichungssystem entsteht.

Eine Umsetzung des O (n)-Algorithmus innerhalb eines Modelica Compilers wurde erstmals
durch den Autor der vorliegenden Arbeit in [SFKB12] vorgestellt. Das Grundproblem liegt in
der Abstrahierung der Mechanik auf einfache Gleichungen und Variablen. Dadurch sind inner-
halb des Modelica Compilers die Informationen zu Kérpern und Gelenken nicht mehr verfiigbar.
Dies erschwert die Vorsortierung der Gleichungen und Variablen fiir die Gauf-Elimination be-
trachtlich. Ein moglicher Weg zum Auffinden der Sortierung wird in Abschnitt 4.2 vorgestellt,
indem aus dem Systemgraphen des Gleichungssystems der Topologiegraph rekonstruiert wird.
Der implementierte Algorithmus wird am Beispiel eines ebenen Pendels getestet und die Rechen-
zeit mit der des Tearing, siehe Abschnitt 4.2.1, und der eines numerischen Loésungsverfahrens
fiir grofle schwach besetzte Gleichungssysteme verglichen.

Eine Umsetzung des O (n)-Algorithmus als eigenstandige Bibliothek wurde z.B. von der ITI
GmbH fiir das auf Modelica basierende Simulationswerkzeug SimulationX [BL09] umgesetzt. Die
Bibliothekselemente enthalten anstelle der physikalischen Zusammenhénge die Berechnungsvor-
schrift des Algorithmus direkt. Dies erschwert die Erweiterung solch einer Bibliothek sogar fiir
mechanisch versierte Anwender, wenn sie nicht mit allen Details der Implementierung des O (n)-
Algorithmus vertraut sind. Abschnitt 4.3.2 stellt einen Lésungsweg vor, der es erlaubt komplexe
mechanische Elemente als Subsysteme zu betrachten. Darin wird eine Methode présentiert, wie
die Berechnungsvorschrift gewonnen und als neues Element der Bibliothek hinzugefiigt werden
kann.

Im Rahmen der Arbeit wurden zwei praktisch relevante Subsysteme erstellt. Zum einen han-
delt es sich um eine kinematische Schleife, deren Modellierung mit den Standardelementen einer
O (n)-Bibliothek bisher immer zu einer deutlich langeren Rechenzeit fithrte, wie in Abschnitt 3.4
angedeutet. Anhand zweier typischer Anwendungen aus dem Bereich der Baumaschinen wird
in Abschnitt 4.3.3 gezeigt, dass mithilfe des neuen Subsystems die Rechenzeit deutlich verkiirzt
werden kann. Als zweites Subsystem wurde das Modell eines Gleichlaufgelenks implementiert.
Dies war bisher nur als eine Aneinanderreihung zweier Kreuzgelenke moglich, die einer Zwangs-
bedingung unterliegen. Eine solche Losung fithrte zu einem Gleichungssystem auf Compilerebene
und damit zu einer Beeintrachtigung der Rechengeschwindigkeit. In Abschnitt 4.3.4 wird gezeigt,
wie mithilfe der dualen Basen eine rein explizite Formulierung des Gelenks gewonnen und als
Subsystem implementiert werden kann. Anhand von Messungen der Rechenzeit wird gezeigt,
dass diese explizite Implementierung etwa doppelt so schnell ausgewertet werden kann, wie die
bisher bekannten Beschreibungen eines Gleichlaufgelenkes.
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4.2. O (n)-ALGORITHMUS FUR MODELICA COMPILER

Bevor auf die Implementierung eines O (n)-Algorithmus fiir Modelica Compiler genauer einge-
gangen wird, soll der interne Programmablauf solch eines Compilers, bezogen auf die Bewe-
gungsgleichungen eines Mehrkorpersystems, erlautert werden.

4.2.1. TEARING

Sobald ein Modelica Compiler auf ein schwach besetztes lineares oder nichtlineares Gleichungs-
system stoBt, wie z.B. Gl. (2.55), wird ein Verfahren names Tearing [E094, Car00] angewandst.
Tearing ist ein symbolisches Verfahren, um grofe schwach besetzte Gleichungssysteme der Form

O0=f(x),zeR" f:R" > R" (4.1)

in ein deutlich kleineres dicht besetztes System zu iiberfiihren, welches sich effizienter 16sen
lasst. Dazu werden die unbekannten @ in n; Tearingvariablen x; und n, algebraische Varia-
blen x, sowie die Systemgleichungen f in n; Residuen f, und n, algebraische Beziehungen f,
partitioniert. Gleichung (4.1) lasst sich dann als

0= fa (mt? wll)
0=f; (s, xq) (4.2)

schreiben, wobei die Partitionierung so erfolgen soll, dass die Matrix der partiellen Ableitungen

gg: " regulér ist. Ist dies der Fall, kann f, nach den algebraischen Variablen x, gelost werden

2o = fo () (4.3)

und diese Beziehung in (4.2) eingesetzt werden. Es entsteht ein neues Gleichungssystem

0= f; (21, Fu(@)) = F ().

das nur noch n; < n Unbekannte besitzt. Auf diese Weise kann die Anzahl der Unbekannten
in der Praxis meist deutlich reduziert werden. Im Gegenzug ist das kleinere System meist nicht
mehr schwach besetzt. Oft kann Gl. (4.3) durch symbolische Umformung gewonnen werden,
ohne zusétzliche Gleichungssysteme numerisch 16sen zu miissen.

Ziel aller Tearingverfahren ist es, eine méglichst geringe Anzahl an Tearingvariablen @ zu finden
und eine Funktion f, zu erhalten, die sich moglichst leicht invertieren lasst. Da sich dieses Pro-
blem jedoch nicht in polynomieller Zeit losen lasst [CG97], muss dafiir auf spezielle Heuristiken
ausgewichen werden. Ein Vergleich existierender Verfahren kann [Waul3] entnommen werden.

Empirische Untersuchungen in [Waul3] haben gezeigt, dass bessere Tearingverfahren im Falle des
linearen Gleichungssystems eines Mehrkorpersystems meist die Gelenkbeschleunigungen $; und
im Falle von kinematischen Schleifen die Koordinaten der Zwangslasten A als Tearingvariablen
wahlen. Es wird angenommen, dass das lineare System die Gestalt

-GT M o0 GIv, l Lot
0 -G Lo 0 €T B —c
o7 0 0 0 5| 0
=T 5 =T
0 ¥.G, 0 0 Y ~, c,
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besitzt, die aus Gleichung (3.3) gewonnen werden kann. Dazu miissen die Gelenke in primére
und sekundéire Gelenke unterteilt werden, wobei alle Groflen der sekundédren Gelenke durch
den nachgestellten Index s gekennzeichnet wurden. Die Matrix G, welche die Topologie des
aufspannenden Baums des Mehrkorpersystems beschreibt, kann leicht invertiert werden, siehe
Abschnitt 3.1.2. Somit kénnen die ersten beiden Zeilen genutzt werden, um die verbleibenden
algebraischen Variablen x, = [l, x| zu berechnen. Das verbleibende reduzierte lineare System
ergibt sich dann zu

»TGg-T (lm - MG*lc)
—@f (cs + GSG*10>

M TG TG, 3
e Reamy 0 Y

Dies entspricht exakt dem expliziten O (n3)—Algorithmus aus Abschnitt 3.2.1, ergénzt um kine-
matische Schleifen. Insofern ist Tearing nur fiir kleine Mehrkorpersysteme sinnvoll anwendbar,
wie in Abschnitt 3.3.5 dargestellt wurde.

Folglich ist es moglich den expliziten O (n3)—Algorithmus mithilfe eines generischen Verfahrens
fiir schwach besetzte lineare Gleichungssysteme zu gewinnen. Dem Autor ist jedoch kein Ver-
fahren aus der Literatur bekannt, das zu dem expliziten O (n)-Algorithmus fiihrt. Daher ist es
derzeit nicht moglich unter Nutzung der MKS Bibliothek der MSL grofie Mehrkorpersysteme
im Hinblick auf die Rechenzeit effizient zu simulieren. Im Folgenden Abschnitt soll ein Weg
aufgezeigt werden, mit dem diese Einschriankung aufgehoben werden kann.

4.2.2. UBERTRAGUNG DES O (n)-ALGORITHMUS AUF DEN
SYSTEMGRAPHEN

Im Gegensatz zu spezialisierten Werkzeugen zur Simulation von Mehrkorpersystemen hat ein
Modelica Compiler keinen Zugriff auf den Topologiegraphen und kennt folglich nicht die Vorganger-
und Nachfolgerbeziehungen innerhalb eines Mehrkorpermodells. Stattdessen stellt sich das Mo-
dell als eine Menge anonymer Gleichungen und Variablen dar, die per se z.B. nicht als Ge-
lenkfreiheitsgrade oder Elemente der Massenmatrix zu erkennen sind. Daher ist es nicht sofort
moglich, den Algorithmus aus Abschnitt 3.2.4 zu implementieren.

Aus demselben Abschnitt ist jedoch bekannt, dass sich der O (n)-Algorithmus durch eine Gauf-
Elimination bei geeigneter Sortierung aller Variablen und Gleichungen herleiten lésst. Es handelt
sich dabei um ein generisches Verfahren, das sich auf einen Modelica Compiler iibertragen lésst.
Das Problem reduziert sich somit auf das Finden der geeigneten Sortierung. Um diese genauer zu
analysieren, soll der Systemgraph aus Kapitel 3.1.5 diskutiert werden. Das Finden der geeigneten
Sortierung bedeutet, dass jedem Gleichungs- und Variablenknoten ein eindeutiger Zeilen- bzw.
Spaltenindex zugeordnet wird, der den Aufbau des linearen Gleichungssystems bestimmt.
Abbildung 4.1 zeigt den Systemgraphen des Viergelenks. Im Gegensatz zu Abb. 3.4 wird das
sekundéare Gelenk implizit dargestellt, d.h. es wurde die Projektion auf die Lastrichtungen
{\114, @4} vorgenommen, um die Gelenkbeschleunigungen $4 und das Prinzip der virtuellen Leis-
tung Dy zu eliminieren, siche Abschnitt 3.1.5. Es wurden die partiellen Ableitungen der jeweiligen
Gleichung nach den Variablen in Form von Kantengewichten ergéinzt. Die Kanten sind auflerdem
gerichtet und geben den Informationsfluss im O (n)-Algorithmus an. Eine Kante, die einen Glei-
chungsknoten verldsst bedeutet, dass diese Gleichung nach der angrenzenden Variablen gelost
wird. Kanten, die in einem Gleichungsknoten enden, zeigen an, dass zur Auswertung der Glei-
chung die verbundene Variable bendtigt wird. Die fett gedruckten Verbindungslinien zeigen die
Hauptdiagonale an, also Gleichungen und Variablen, die den gleichen Zeilen- bzw. Spaltenindex
besitzen.

Es fallt auf, dass alle Einheitsmatrizen im System auf die Hauptdiagonalen gelegt wurden. Auf
diese Weise konnen die Gleichungen ohne Inversion einer Matrix nach der entsprechenden Va-
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riablen gelost werden. Da jede Gleichung nur nach einer Variablen umgestellt werden kann,
darf nur maximal eine Kante einen Gleichungsknoten verlassen. Im Gegensatz dazu darf fir
jede Variable nur eine bestimmende Gleichung existieren, weshalb jeder Variablenknoten nur
maximal eine einlaufende Kante besitzen darf. Unter Beachtung dieser Regeln ist der Informa-
tionsfluss im Systemgraphen vollstandig definiert. Variablenknoten, in die keine Kante einlauft,
und Gleichungsknoten, die von keiner Kante verlassen werden, stellen die Tearingvariablen bzw.
Residuen dar.

Der Informationsfluss erfolgt kreisférmig. Beginnend bei der Beschleunigung x¢ des Inertialsys-
tems konnen alle Beschleunigungen entsprechend der Topologie des Mehrkorpersystems berech-
net werden, da die Gelenkbeschleunigungen, in ihrer Eigenschaft als Tearingvariable, als bekannt
angenommen werden kénnen. Mithilfe der Newton-Euler-Gleichungen I; und der Koordinate
A4 (Tearingvariable) kénnen alle Gelenklasten ausgehend von den Blittern des aufspannenden
Baums hin zur Wurzel berechnet werden.

|- Kinematischer Holm |:| Residuum
(/_'\ Kinetischer Holm O Tearingvariable
Ay
\_/ GT G
43 Uy3

O Variablenknoten

I:l Gleichungsknoten

( Knoten mit

gleichem Index
M
13 -3 x,

T E -
D

; D3 | I, A3 @
G3o Gso

» 10

A0

Abbildung 4.1.: Zuordnung von Gleichungen und Variablen im Systemgraphen eines Viergelenks

Da alle anderen Gleichungen und Variablen zugeordnet sind, miissen die Paare aus Tearing-
variablen und Residuen eines Gelenks ebenfalls denselben Zeilen- und Spaltenindex besitzen.
Zwischen diesen Knoten existiert jedoch keine Kante. Somit besitzt das lineare System auf
der Hauptdiagonalen einen Nulleintrag. Folglich muss sichergestellt sein, dass sich wihrend der
GauB-Elimination an dieser Stelle ein reguldrer Eintrag ergibt.

Nachdem Paare mit gleichem Zeilen- und Spaltenindex identifiziert wurden, muss deren Platzie-
rung untereinander diskutiert werden. Analog zu Kapitel 3.2.4 wird ausgehend von den Residuen
der Blattkorper des aufspannenden Baums begonnen, das Paar I; — I; und anschliefend das Paar
x; — X; zu nummerieren. Danach wird der Index fiir das Paar aus Tearingvariable und Residuum
vergeben. Dies wird ausgehend von den Blattkoérpern bis hin zur Wurzel rekursiv ausgefiihrt.
Die Paare aus Residuen und Tearingvariablen werden, wie in [BJO87] beschrieben, eingefiigt,
sobald der Korper erreicht wurde, an dem sich alle Strange der kinematischen Schleife vereinigen.
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Das Ergebnis der Nummerierung ist in Abb. 4.2 dargestellt.

10
®

O] O 1O O

Abbildung 4.2.: nummerierter Systemgraph des Viergelenks

Das Vorgehen zur Ubertragung eines O (n)-Algorithmus kann wie in diesem Abschnitt beschrie-
ben in die folgenden Schritte unterteilt werden:

¢ Definition des Informationsflusses im betrachteten System
e Aufbau des Topologiegraphen
e Vergeben der Zeilen- und Spaltenindizes fiir den Aufbau des linearen Gleichungssystems

e Durchfiithren der symbolischen Gauf-Elimination

4.2.3. UBERTRAGUNG DES O (n)-ALGORITHMUS AUF MODELICA
COMPILER

VORBEMERKUNG

Die Implementierung eines O (n)-Algorithmus in einen Modelica Compiler gestaltet sich schwie-
rig, da der real im Compiler vorliegende Systemgraph nicht exakt die idealisierte Struktur des
vorhergehenden Kapitels aufweist. Dies liegt zum einen daran, dass es in Modelica z.B. moglich
ist, mehrere Korper oder Gelenke aneinanderzuheften und damit die alternierende Reihenfolge
zwischen Korper und Gelenk gestort wird. Zum anderen werden die Gleichungen innerhalb eines
Modelica Compilers auf skalarer Ebene behandelt. Dies bedeutet, dass eine sechsdimensionale
Vektorgleichung, wie sie in dem idealisierten Systemgraphen benutzt wurden, in sechs skala-
re Gleichungen zerféllt. Dies ermoglicht es dem Modelica Compiler, zusétzliche Optimierungen
auszufithren und beispielsweise einzelne Elemente von Vektoren einzusetzen oder aufgrund der
Gleichheit zu einer anderen Variablen aus dem System zu entfernen. Der Systemgraph eines
Viergelenkes innerhalb des Modelica Compilers ist in Abb. 4.3 dargestellt.

Fiir einen Modelica Compiler besteht der Systemgraph aus anonymen Variablen und Gleichun-
gen, so dass zuerst die Struktur des Systems aus dem Gleichungssystem erarbeitet werden muss.
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Abbildung 4.3.: Systemgraph des Viergelenks innerhalb des OpenModelica Compilers

HERSTELLEN DES INFORMATIONSFLUSSES

Es ist ausreichend, die Verteilung der Einheitsmatrizen E im Gleichungssystem zu kennen, um
den Informationsfluss innerhalb des Systemgraphen festzulegen. Daher werden fiir jede Glei-
chung alle Variablen herausgesucht, deren Koeffizient eins oder minus eins ist. Mit diesen In-
formationen wird ein Matching [Frel3] ausgefiihrt, das solang iteriert, bis ein vollstandiger und
widerspruchsfreier Informationsfluss gefunden wurde. Damit ist es moglich, den Kanten inner-
halb des Systemgraphen Richtungen zuzuweisen. Alle Indizes der Variablen, in deren Knoten
keine Kante endet, werden in der Menge T der Tearingvariablen zusammengefasst. Als Tea-
ringvariablen werden meist die Gelenkbeschleunigungen und die Koordinaten der Zwangskrafte
gewahlt. Alle Indizes der Gleichungen, in denen keine Kante beginnt, werden in der Menge R
der Residuen zusammengefasst. Die Gleichungen fiir die Gelenklasten nach dem Prinzip der
virtuellen Leistungen stellen meist die Residuen dar.

AUFBAU DES TOPOLOGIEGRAPHEN

Als néchstes gilt es, die Tearingvariablen entsprechend der Topologie des Mehrkorpersystems zu
sortieren und jeder Tearingvariablen das Residuum desselben Gelenks zuzuweisen. Dazu wird
fiir jeden Knoten &k die Menge der Vorginger-Tearingvariablen Ty, bestimmt.

Ty = {j € T |Es existiert ein Pfad von j zu k}

Anschlielend wird von jeder Tearingvariablen ausgehend der naheste Knoten [ bestimmt, der
auf dem kinematischen Holm liegt. Die Menge T; gibt nun an, welche Tearingvariablen im auf-
spannenden Baum des Mehrkorpersystems ndher an der Wurzel liegen. Durch einen Vergleich
der Mengen fiir alle Tearingvariablen lésst sich leicht der kinematische Baum ableiten. Eine Auf-
spaltung des kinematischen Baumes wird daran erkannt, dass zwei Knoten dieselben Vorgénger
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besitzen. Die Tearingvariablen der sekundiren Gelenke bilden immer Blattknoten und tauchen
in verschiedenen Zweigen auf. Auf diese Weise kénnen die kinematischen Schleifen erkannt wer-
den. Wird von jeder Tearingvariable t eines sekundéren Gelenks jeder Zweig des kinematischen
Baums soweit verfolgt, bis eine gemeinsame Tearingvariable b gefunden wurde, so bildet diese
den Basisknoten b (¢) der kinematischen Schleife.

Das gleiche Verfahren kann angewandt werden, um den kinematischen Baum der Residuen auf-
zubauen. Jedoch miissen in diesem Fall alle Kanten riickwérts durchlaufen werden. Wahrend
dieses Vorgangs konnen zu jedem Residuum alle erreichbaren Tearingvariablen festgestellt wer-
den. Dies ermoglicht es, die beiden kinematischen Bdume gegeneinander abzugleichen und die
Zuordnung der Tearingvariablen zu den Residuen festzulegen.

VERGEBEN VON ZEILEN- UND SPALTENINDIZES

Nachdem der kinematische Baum bekannt ist, konnen fiir alle Gleichungsknoten Zeilen- und
fiir alle Variablenknoten Spaltenindizes zum Aufbau des linearen Gleichungssystems vergeben
werden. Dazu wird bei den Residuen, die die Blattknoten im aufspannenden Baum darstellen,
begonnen. Von diesen ausgehend werden alle Kanten in entgegengesetzter Richtung durchlau-
fen. Alle Gleichungs- und Variablenknoten die auf dem Weg zur zugehorigen Tearingvariablen
passiert werden, werden getrennt voneinander in aufsteigender Reihenfolge nummeriert. Dies
geschieht so, dass die Einheitsmatrizen immer auf der Hauptdiagonalen der Matrix angeordnet
werden und keine Eintrége in der unteren linken Dreiecksmatrix erfolgen. Anschlieflend wird der
néchste freie Zeilen- und Spaltenindex fiir den Gleichungsknoten des aktuellen Residuums und
der Tearingvariablen vergeben. Auf diese Weise kann nun mit dem néchstfolgenden Paar aus
Tearingvariable und Residuum fortgefahren werden. Im Falle einer kinematischen Schleife, der
die Tearingvariable ¢ und das Residuum r zugeordnet ist, werden ¢ und r indiziert, bevor der
Basisknoten b (t) abgearbeitet wird.

SYMBOLISCHE GAUSS-ELIMINATION

Nachdem jeder Variable ein Spaltenindex und jeder Gleichung ein Zeilenindex zugewiesen wurde,
ist der Aufbau des linearen Gleichungssystems vollstdndig bekannt. Die hergestellte Permutation
ist identisch mit der aus den Abschnitten 3.2.4 bzw. 3.2.6. Wie darin gezeigt wurde, kann der
O (n)-Algorithmus nun durch eine GauB-Elimination des linearen Gleichungssystems hergelei-
tet werden. Diese muss symbolisch durchgefiithrt werden, da sich die Koeffizienten des linearen
Gleichungssystems tiber der Zeit &ndern. Dabei sollte darauf geachtet werden geeignete Hilfs-
variablen, wie sie z.B. die M7 und die M, darstellen, einzufithren, um die Komplexitat der
symbolischen Ausdriicke zu begrenzen. Im Ergebnis der symbolischen Gauf-Elimination erhélt
man eine Abfolge von Berechnungsvorschriften, mit denen die Lésung, in diesem Falle die Be-
schleunigungen und Bindungslasten, direkt berechnet werden konnen.

4.2.4. VERGLEICH DER RECHENZEITEN

Der vorgegebene Algorithmus wurde in den Open Source Modelica Compiler OpenModelica
[FAPT06] implementiert. Im Folgenden werden die Zeiten fiir die Auswertung der rechten Sei-
te fiir ein Pendel mit N Pendelkérpern und Gelenken untersucht. Dazu wurde ein explizites
Euler-Verfahren mit fester Schrittweite eingesetzt. Zum Vergleich wurde dasselbe Modell mit
Tearing und mit einem numerischen LU Lésungsverfahren fiir schwach besetzte Matrizen aus
der UMFPACK [Dav04] Bibliothek berechnet.

Abb. 4.4 zeigt das Ergebnis zum Vergleich der Rechenzeiten fiir das Beispiel eines ebenen Pendels.
Es ist zu erkennen, dass das in den Compiler integrierte O (n)-Verfahren (onRelazation) in der
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Tat linear mit der Anzahl N der Korper bzw. Gelenke skaliert, wihrend wie erwartet Tearing
mit O (n3) skaliert. In diesem Beispiel ist es etwa ab n = 18 Kérpern ratsam das neue O (n)-
Verfahren einzusetzen. Auch das generische Losungsverfahren UMFPACK skaliert linear mit
der Anzahl der Korper. Allerdings bendtigt es etwa die dreifache Rechenzeit des direkt in den
Modelica Compiler integrierten Verfahrens. Dafiir kann das generische Verfahren jedoch immer
eingesetzt werden, auch wenn der Systemgraph von der speziellen Struktur abweichen wiirde, wie
sie hier vorausgesetzt wurde. Dies ware der Fall, wenn z.B. Coulombsche Reibung auftritt und
damit Lasten im Systemgraphen beriicksichtigt werden miissen, die selbst keine Gelenklasten
sind, jedoch von diesen abhingen.

Rechenzeit des ebenen Pendels
120

-«UMFPack

100 {-=Tearing /
~0(n) /

” / / g

60 / /

) / /

20

. M

0 10 20 30 40 50 60
Anzahl der Kérper

Simulationszeit in s

Abbildung 4.4.: Rechenzeitvergleich

4.3. O (n)-ALGORITHMUS FUR BIBLIOTHEKSELEMENTE

Ein alternatives Vorgehen zu dem in Kapitel 4.2 vorgestellten Ansatz, den O (n)-Algorithmus in
Modelica verfiigbar zu machen, besteht darin, den Algorithmus selbst als eigenstdndige Modelica
Bibliothek zu hinterlegen. Die Grundlage dafiir wurde in [Rei97] geschaffen und in dem Simula-
tionswerkzeug SimulationX, das selbst ein Modelica Compiler ist, bereits umgesetzt [BL09]. Im
Folgenden sollen die wichtigsten Aspekte der Implementierung, die fiir das weitere Verstédndnis
erforderlich sind, kurz umrissen werden.

4.3.1. O (n)-MKS-BIBLIOTHEK FUR MODELICA

Die Bibliothekselemente einer Modelica Bibliothek tauschen iiber Konnektoren miteinander In-
formationen aus. Jeder Konnektor ¢ besteht aus einer oder mehreren Potenzialgréfien p; und
Flussgrofien f;.

Alle Knoten, die miteinander verbunden sind bilden zusammen ein Connection set. Fiir ein
Connection set an dem die Konnektoren ¢ = 1...n beteiligt sind, siche Abb. 4.5, gilt die Gleich-
heit der Potenzialgréfien

P1r=p2=...=Dn
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und das Verschwinden der Summe der Flussgrofien

> fi=0. (4.4)

®

f2

o740

fa

@)

Abbildung 4.5.: Connection set

Im Sinne der Mechanik wird eine Verbindung zwischen zwei Konnektoren als eine starre ab-
standslose Verbindung interpretiert. Folglich sind die kinematischen Groéfien

e Pose z
e Kinemate y
e Beschleunigung x

an dieser Stelle alle gleich und stellen somit die Potenzialgréfen des Konnektors dar. Die Last
[ bildet die Flussgrofie des Systems. Damit repréasentiert der Knotensatz (4.4) die Kréfte- und
Momentenbilanz an der freigeschnittenen starren Verbindung. Anstelle jedoch die Last I di-
rekt zu tibertragen, wird sie entsprechend der Bewegungsgleichung eines Blattkorpers k (3.18)
als eine beschleunigungsproportionale Komponente M ‘,;1 und eine unabhingige Komponente lﬁ
ibertragen. Damit gilt

Uy =1 sy — My .

Entsprechend den Gleichungen (3.19) und (3.20) werden diese Groflen ebenso wie Lasten in
der starren Verbindung aufsummiert und an deren statt als Flugrofien in dem Konnektor der
O (n)-MKS-Bibliothek verwendet. Da zur Ausfithrung des O (n)-Algorithmus der aufspannende
Baum des Topologiegraphen bekannt sein muf, erhélt jedes Bibliothekselement eine primére
und beliebig viele sekundére Schnittstellen. Das Bibliothekselement muss nun Gleichungen be-
reitstellen, mit denen es moglich ist, die kinematischen Groflen der sekundéren Konnektoren
aus denen der priméren zu berechnen. Dariiber hinaus ist es notwendig, die kinetischen Gréfien
M3 und 1# aus den kinetischen GréBen der sekundiren Konnektoren zu berechnen. Sobald der
Modelica Compiler dieses System aus Gleichungen und Variablen sortiert hat und das System
keine kinematischen Schleifen enthélt, wird sich die Vorwérts- und Riickwartskinematik, wie in
Algorithmus 3.3 dargestellt, automatisch ergeben.

Auf diese Art ist es jedoch nicht mdglich, ein Bibliothekselement mit mehr als einem priméren
Konnektor zu erstellen. Gédbe es ein Objekt mit zwei priméren Konnektoren 1 und 2, so wiirde
die Schnittlast des Konnektors 1

=M}z +M§ xy+1°

lauten und damit zusétzlich eine Abhédngigkeit beziiglich der Beschleunigung des zweiten Kon-
nektors besitzen. Dies kann jedoch durch die obige Konnektordefinition nicht dargestellt werden.
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Stattdessen kann ein Element entworfen werden, das eine implizite Bindungsgleichung und nicht
spezifizierte Zwangslasten Ag enthélt. Auf diese Weise entsteht ein lineares Gleichungssystem
tiber dem O (n)-Algorithmus. Durch Anwenden des Tearingverfahrens aus Abschnitt 4.2.1 wer-
den die A4 als Tearingvariablen gewdhlt und koénnen damit als bekannt angenommen werden.
Uber den Algorithmus wird danach so oft iteriert, bis das Residuum der impliziten Bindungs-
gleichungen ausreichend genau erfiillt ist. Dieses Vorgehen entspricht dem aus Abschnitt 3.4 und
fithrt zu einem mehrmaligen Ausfithren des O (n)-Algorithmus. Der genaue Mehraufwand lésst
sich jedoch nur schwer abschéitzen, da die Auswirkungen der symbolischen Optimierungen stark
vom dem vorliegenden System abhédngen. Die Modellierung der Systeme fiir Abb. 3.12 wurde
auf diese Weise durchgefihrt und es konnte gezeigt werden, dass der Modelica Compiler erkannt
hat, dass die Faktorisierung nicht wiederholt werden muss.

Es ist jedoch nicht trivial, eigene Bibliothekselemente fiir diese Bibliothek zu erstellen, da im-
mer mit den abstrakten Grofen M4 und i} gerechnet werden muss. Daher wurde im Rahmen
dieser Arbeit die Methode der Subsysteme entworfen, mit der es moglich ist, alle auf Beschleuni-
gungsebene linearen Beziehungen in ein Bibliothekselement einzubeziehen. Dies entspricht einer
Ubertragung des Macro-Joint Approaches aus [ER04] auf den O (n)-Algorithmus.

4.3.2. AUFBEREITUNG EINES SUBSYSTEMS

Es wird angenommen, dass das Subsystem iiber die primére Schnittstelle 0 und iiber ng sekun-
dére Schnittstellen 1...ng verfligen. Zusétzlich soll das Subsystem {iber beliebig viele interne
Variablen w € R™ verfiigen.

Zunéchst miissen alle Gleichungen bereitgestellt werden, mit denen die Posen und die Kinematen
der sekundéren Schnittstellen aus denen der primédren Schnittstelle berechnet werden koénnen.

Als néchstes muss das lineare Gleichungssystem auf Beschleunigungsebene gebildet werden. Dazu
werden fiir jede sekundare Schnittstelle ¢ die Lastbilanz

li = M} x;+1} (4.5)

und die Berechnung der Beschleunigung der sekundéren Schnittstelle, die potenziell von den
inneren Variablen w abhéngen darf, aufgefiihrt.

r; = GiOfBO + @iww +c;

Zusétzlich muss die Lastbilanz fiir die primére Schnittstelle aufgestellt werden.
ns
lo = Z G%ll + Fwaw
i=1
Komplettiert wird das System durch n,, Gleichungen zur Bestimmung der inneren Variablen
ns
Ww + Z (Dwili + Hwiwi) =.
i=0

Da jedes Element als Subsystem betrachtet wird, muss es ebenso fiir ein einfaches Gelenk gelten.
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In diesem Fall wiirde

Ny =ng = 1
w = S
by, = P
D, = &7

HwI:HwOZDwOZFOw =0

gelten.

Die genannten Gleichungen kénnen nun wie folgt zu einem linearen Gleichungssystem zusam-
mengefasst werden:

~-E M! 0 0 L 0 —18
0 -E &, O : el —¢;
w Ty _ 70 xo + C; (46)
Dwi Hwi w DwO w _HwO Y
GL 0 Fy,. -E lo 0 0
—_——
A B b

Formal ergibt sich fiir die unbekannte Schnittlast {g
lh = [0 0 0 E|(A'Bxy+A7"b).

Die unbekannten kinetischen GroBen M und I der priméren Schnittstelle 0 kdnnen nun leicht
durch Vergleich mit Gl. (4.5) abgelesen werden. Fiir eine robuste und effiziente Implementierung
ist jedoch von der Berechnung der Inversen A~! abzuraten. Stattdessen sollte folgendes lineares
Gleichungssystem gel6st werden:

-E M$ 0 0 Lo | X ¢ 0
0 —E ®,;, 0 zio| Y _ —c¢; | —Gjo . (@7)
D,, H, W Dy wo | Z v | —Hyo
GL 0 Fy, -E g | Mg 0 0

Dies kann entweder numerisch geschehen oder, um nochmals Rechenzeit einzusparen, auf sym-
bolischen Wege. Oft wird die Matrix W nur schwach besetzt sein, in diesem Fall ist unbedingt
auf die Permutation des Gleichungssystems zu achten, da dies die Effizienz sowie die Losbarkeit
stark beeinflussen kann.

4.3.3. IMPLEMENTIERUNG EINER KINEMATISCHEN SCHLEIFE ALS
SUBSYSTEM

In diesem Abschnitt soll die vorgestellte Methode der Subsysteme genutzt werden, um die Be-
rechnung der kinematischen Schleifen effizienter zu gestalten. Dazu wird eine gesamte kine-
matische Schleife als Subsystem aufgefasst. Das konkrete Vorgehen soll anhand eines ebenen
Viergelenks, sieche Abb. (4.6), demonstriert werden. Das Prinzip kann in analoger Weise auf jede
andere Schleife angewendet werden.
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[ Primare Schnittstelle
O Sekundére Schnittstelle

Abbildung 4.6.: Ebenes Viergelenk

BESCHLEUNIGUNGSEBENE

Es soll zuerst mit der Berechnung der Beschleunigungsebene begonnen werden. Daraus wer-
den die kinetischen Gréflen gewonnen, die an die primére Schnittstelle weitergegeben werden.
Auf Lage- und Geschwindigkeitsebene ergeben sich zusétzlich ein nichtlineares und ein lineares
Gleichungssystem, deren effiziente Losung im Abschnitt 4.3.3 betrachtet wird.

Alle Korper der kinematischen Schleife werden als masselos angenommen. Um entsprechende
Trégheiten zu berticksichtigen, kénnen Korper an den sekundéren Schnittstellen angeschlossen
werden. Die sekundéren Anschliisse liegen, abweichend von der Abbildung, direkt auf den Ge-
lenkpunkten, die gleichzeitig auch als Kérperreferenzpunkte dienen. Die Schleife wird gedanklich
am Gelenk D geschnitten, womit dieses zu einem sekundédren Gelenk, sieche Abschnitt (3.1.4),
wird. Die internen Gleichungen setzen sich unter anderem aus den Zusammenhingen der Be-
schleunigungen {iber den priméaren Gelenken zusammen.

T, = Glomo + P51+
2 = Goxy + Prso+ 2
3 = Gzoxg+ P3s3+c3

Zur Beschreibung des sekundéren Gelenks D wird die Beschleunigung xp in dem Gelenkpunkt
auf Korper 2 eingefiihrt und es folgt

xp = Gp2xa+cpr (4.8)
xp = Gpzx3+ Ppép + cps. (4.9)

Zusatzlich gilt fiir jedes Gelenk das Prinzip der virtuellen Leistung
®'l, = 0,i=1{1,2,3,D}. (4.10)

Um die Anzahl der Variablen und Gleichungen zusétzlich zu reduzieren, wird p durch Gleich-
setzen der Gl. (4.8) und (4.9) eliminiert.

Das so entstandene Gleichungssystem ist nur schwach besetzt, daher sollte unbedingt die Per-
mutation, also die Reihenfolge der Gleichungen und Variablen, giinstig gewéhlt werden. Da das
Subsystem selbst ein Mehrkorpersystem ist, kann zu diesem Zweck direkt auf die Erkenntnis-
se aus Kapitel 3 verwiesen werden. Demnach wéare es moglich, die Permutation entweder dem
O (n) oder dem O (n?®) Formalismus nachzuempfinden. Gegen die Permutation des O (n) Forma-
lismus spricht jedoch zum einen die geringe Grofle des Subsystems und zum anderen lassen sich
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kinematische Schleifen damit nicht effizient 16sen, sieche Abschnitt 3.4. Auflerdem miissten die
auf die freien Bewegungsrichtungen der priméren Gelenke projizierten Massen M, = <I>iTM ;4<I>Z~
stets invertierbar sein. Eine notwendige Bedingung dafir ist jedoch, dass an jeder sekundéaren
Schnittstelle des Subsystems ein massebehaftetes Objekt angeschlossen wére. Dies wiirde die An-
wendbarkeit unnotig einschréinken. Es unterstreicht nochmals den Fakt, dass die Permutation
einen Einfluss auf die Losbarkeit des Systems besitzt.

Das umsortierte lineare Gleichungssystem lautet somit:!

l3 l2 l1 3 o Ty 33 $2 51 lD éD lo r T 1 o
e lsog| - —
Is|—E o o M;j o o o o o Gpg o o l3cat| O
T lag| -
I, | o —E o o Mo o o o o —Gpy, o o loexe| O
- lso| -
I,| o Gy —E o o M; o o o o o o licat| O
30| -
A3l o o o —E o o ®3 o o o o o —c3 |G
T20| -
Ayl o o o o —FE Gy o P, o o o o —c | 0
Zi0| -
Aj| o o o o o —FE o o ® o o o ) = | —c1 |G1o
T 53,0 .
D3| ®; o o o o o o o o o o o ) 0 0
T 52,0
Dy o ®, o o ) o o o o o o o ) 0 0
T 51,0
D] o o ®7 o o o o o o o o o 0 0
Ipo
Ap| o o o Gpz3 —Gpy o o o o o ®p o ) —cp| O
T 5D | -
Dp| o o o o o o o o o &p; o o 0 0
Iy | M3
I, Ggo o G?O o o o o o o o o —FE | * - 0 0
(4.11)

mit
Cp = Cp3 — Cp2-

Die GauB-Elimination wurde symbolisch vorgenommen und daraus die Systemgleichungen des
Subsystems abgeleitet, siehe Anhang A.3. Um die Invertierbarkeit zu gewéhrleisten, wurden
in dem Prozess die Gleichungen des sekundiren Gelenks auf die gesperrten Richtungen Wp
projiziert und fir die Schnittlasten Ip des sekundéren Gelenks die Basis {\Il D,@p} eingefiihrt.
Das hier vorgestellte System lésst sich durch entsprechende Wahl der gelenkabhéngigen Gréfien
®, ¥ und ¢ auf verschiedene kinematische Schleifen iibertragen. Umgesetzt wurde es fiir das
ebene Viergelenk.

LAGE- UND GESCHWINDIGKEITSEBENE

Aufgrund der Betrachtung der gesamten Schleife als ein Objekt, ist es moglich, die Gleichungs-
systeme auf Lage- und Geschwindigkeitsebene mittels Coordinate Partitioning [WHB81] und
der Verwendung analytischer Losungen deutlich effizienter zu 16sen, als dies ein generisches nu-
merisches Verfahren erledigen konnte. Das Coordinate Partitioning beschreibt ein Verfahren mit
dem es moglich ist, das differenzial-algebraische System (DAE) eines Mehrkoérpersystems mit
kinematischer Schleife auf ein gew6hnliches Differenzialgleichungssystem (ODE) zu reduzieren.
Dazu wird der Zustandsvektor in eine Menge von abhingigen und unabhéngigen Koordinaten
partitioniert. Dieses Verfahren soll anhand des ebenen Viergelenks, siehe Abb. 4.7, erldutert
werden.

! Zur besseren Ubersicht wurde eine Zeilen- und Spalteniiberschrift eingefiihrt.
Die Nullen wurden als o markiert und im Vektor der Unbekannten alle nicht benétigten Ergebnisse mit
einem - gekennzeichnet
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Abbildung 4.7.: Skizze eines ebenen Viergelenks, nach [Mod13]

Ein ebenes Viergelenk verfiigt iiber einen Freiheitsgrad. Daraus folgt, dass die drei Gelenkwinkel
q1 = ¢, @ = a und g3 = ¥ nicht voneinander unabhéngig sein kénnen. Die Lage des Gelenk-
punktes D ist iber zwei Wege erreichbar, und muss in beiden Fallen gleich sein, also

licosp+lacosae = lp+Izcost (4.12a)
lisinp +lasina = I3siny. (4.12b)

Dieses Gleichungssystem lésst sich nach ¢ in Abhéngigkeit von ¢ auflésen zu [Mod13]

B+ VAT B -C?
A-C

1/9 = 2arctan (4.13)

mit

A = 23(lp—1licosyp)
B = —2hl3sinep
C = B+1i—153+13— 2l cos.

Beide Losungen der Gl. (4.13) sind giiltig und beschreiben jeweils eine Konfiguration in welcher
der Punkt B entweder iiberhalb bzw. unterhalb der Verbindungslinie A By liegt.

Nachdem eine Losung ¢ ausgewéhlt wurde, ergibt sich « zu

lgsiny — [y sinp

) 4.14
lo + I3 cost — i cosyp ( )

o = arctan

Zur Vermeidung von Unstetigkeitsstellen und zur eindeutigen Bestimmung des Quadranten ist
es jedoch besser die Hilfsfunktion

a = atan2 (I3sinvy — Iy sin g, lg + I3 cos ) — 11 cos ¢)

zu benutzen. Mithilfe dieser Beziehungen lassen sich nun die Gelenkwinkel in einen unabhén-
gigen Winkel v = ¢ und zwei abhingige Winkel v = [a,d}]T unterteilen. Gleichungen (4.13)
und (4.14) geben eine Vorschrift an, mit der es mdglich ist, die abhéngigen GroBen v aus u
zu berechnen. Ublicherweise wiirde sonst das Gleichungssystem (4.12) als nichtlineares Glei-
chungssystem iterativ gelost werden. Dies hat sich als deutlich ineffizienter als die Benutzung
der analytischen Losung herausgestellt [SBK10]. Das Verfahren kann jedoch nur funktionieren,
wenn sichergestellt ist, dass es zu jedem Wert des unabhéngigen Winkels u genau eine Losung
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fiir v gibt. Eine notwendige Bedingung, im Falle des Viergelenks, ist daher die Festlegung auf
ein Vorzeichen in Gl. (4.13). Diese Forderung ist jedoch nicht hinreichend. Abhéngig von den
Léangenverhéltnissen kann es vorkommen, dass Gelenk 1 umlduft wihrend Gelenk 3 eine Schwin-
gung vollfithrt. In diesem Fall ist es moglich von ¢ auf ¢ zu schlieBen, jedoch nicht umgekehrt.
Nimmt das Viergelenk eine Stellung ein, in der ein Ubergang von der positiven zur negativen
Losung von Gl. (4.13) moglich ist, so tritt an dieser Stelle eine Singularitit auf. Folglich sollte
die Wahl des unabhéngigen Winkels dem Modellierer vorbehalten sein. Andererseits kann auch
eine automatische, ggf. auch wiahrend der Simulation variierende, Auswahl getroffen werden, wie
es von [MOEOQ0] vorgestellt wurde. Fiir die Simulation von Viergelenken in Baumaschinen kann
das Coordinate Partitioning jedoch immer eingesetzt werden, da die Freiheit von Singularitdten
sowie die Eindeutigkeit der Lage der Korper konstruktiv gefordert wird.

Die Ableitung von Gl. (4.12) definiert den Zusammenhang der Gelenkwinkelgeschwindigkeiten
s; = ¢;. Das Gleichungssystem kann aufgeschrieben werden als

ys = Gaoyy+ P3s3 (4.15a)
Y2 = Gay; + P2s2 (4.15Db)
Y1 = Guyo+ Pisy (4.15¢)

0 = @f) (Gpsys — Gp2yy) (4.15d)

Werden alle Gleichungen ineinander eingesetzt, so taucht der Koeffizient (G p3sGsy — Gp2G21G1o)
vor y, auf. Dieser vereinfacht sich zu null, sofern die Zwangsbedingung (4.12) exakt erfillt ist. Da
die Gleichungen des Systems (4.15) in abgeleiteter Form auch in (4.11) vorkommen und diese sich
nur in der rechten Seite unterscheiden, ist es moglich, die Faktorisierung der Koeffizientenmatrix
von der Geschwindigkeitsebene aus ohne Mehraufwand aus denen der Beschleunigungsebene zu
gewinnen.

Das Viergelenk wurde in SimulationX implementiert. Die so entstehenden Rechenzeiten werden
im folgenden Abschnitt mit anderen kommerziell und frei verfiigharen Varianten verglichen.

VERGLEICH DER RECHENZEITEN

Im Folgenden sollen die Rechenzeiteinsparungen bei der Verwendung einer kinematischen Schlei-
fe, in Form eines Subsystems untersucht werden. Dazu wurde das Viergelenk mit all den im vor-
herigen Abschnitt vorgestellten Optimierungen als Subsystem in SimulationX implementiert.
Intern setzt die Software einen objektorientierten O (n)-Algorithmus ein. Um die Rechenzeit
abschétzen zu konnen, wurde als numerischer Zeitintegrator das Euler-Vorwértsverfahren mit
einer festen Schrittweite genutzt und die Simulationsdauer durch die Anzahl der Schritte geteilt.
Alle Ergebnisse wurden auf die Zeit des Viergelenks als Subsystem normiert.

Zuerst wurde zu Testzwecken ein einzelnes ebenes Viergelenk aufgebaut und mit den folgenden
Simulationsbibliotheken mechanischer Systeme verglichen:

o Planar Mechanics von ITI [SGR11],

e Planar Linkages des IFMT, TU Chemnitz [EMB™*10],

o Planar Mechanics des DLR-RM [Zim12],

o MBS Mechanics von ITI [WBNO6],

o Modelica.Mechanics.MultiBody der Modelica Standard Library (MSL) 3.2.1 [OEMO03],

o Modelica.Mechanics.MultiBody der MSL 3.2.1 mit analytischer Losung (JointUSR) [Woe88]

Das Ergebnis ist in Abb. 4.8 dargestellt. Es ist deutlich zu erkennen, dass das optimierte Subsys-
tem etwa zehnmal schneller rechnet als alle anderen Bibliotheken, mit denen die kinematische

88



4. Effiziente Berechnung von Mehrkérpersystemen

Schleife traditionell modelliert wurde. Aufgrund des verwendeten Indexreduktionsalgorithmus in
SimulationX, wird jedes dieser Modelle als gewdhnliche Differentialgleichung behandelt und da-
mit in Minimalkoordinaten berechnet. Somit kénnen sich Genauigkeitsunterschiede nur bei der
Berechnung der (minimalen) Gelenkbeschleunigungen ergeben. Das nichtlineare Gleichungssys-
tem auf Lageebene wird, abhéngig vom Modell, entweder analytisch oder numerisch mit einem
modifizierten Newtonverfahren gelost. Somit kann es in den Gelenkwinkeln zwar zu sehr gerin-
gen jedoch meist irrelevanten Abweichungen kommen. Auf Geschwindigkeits- und Beschleuni-
gungsebene 16sen alle Modelle das gleichen lineare Gleichungssystem, ggf. mit unterschiedlichen
Permutationen, und gelangen somit zu gleichen Ergebnissen. Abweichungen kénnen aufgrund
der Winkelabweichungen und den Rundungsfehlern entstehen, fiihrten jedoch zu keinen nen-
nenswerten Genauigkeitseinbufien.

30

25

0

Planar Mechanlcs Planar Linkages Planar Mechanics Modellca MultlBody Modelica MuItlBodyMBS Mechanics (ITI) Vlergelenk als
() (TUC) (DLR-RM) with JointUSR (MSL) (MSL) Subsystem fur MBS
Mechanics (TUD)

N
o

=
o

Normierte Rechenzeit
=
wv

Abbildung 4.8.: Normierte Rechenzeit eines Viergelenks mit verschiedenen Modelica Mechanik-
bibliotheken mit SimulationX 3.6

Im folgenden Schritt werden praxisrelevante Vergleiche vorgestellt. Als Vergleichsobjekt dient
das vereinfachte mechanische Modell eines Masts einer Autobetonpumpe. Dieses setzt sich aus
fiinf Armen zusammen, die miteinander mit Drehgelenken verbunden sind. Jedes Gelenk wird
iiber einen Hydraulikzylinder aktuiert. Mithilfe von Viergelenken ist es moglich die lineare Be-
wegung der Zylinder auf einen Winkelbereich von mehr als 180° zwischen den Armen der Auto-
betonpumpe zu tbersetzen. Dies ist notwendig, um den Mast zusammenfalten zu kénnen. Die
Hydraulikzylinder wurden der Einfachheit halber durch Feder-/Démpfersysteme mit geeigneter
Steifigkeit und Dadmpfung ersetzt. Abb. 4.9b zeigt die Rechenzeiten fiir eine Modellierung der ki-
nematischen Schleifen mit Zwangsbedingungen, mit dem analytischen Viergelenk als Subsystem
und mit deaktivierten Zwangsbedingungen. Obwohl im letzteren Fall unsinnige Ergebnisse er-
rechnet werden, ist es jedoch ein gutes Ma# fiir die minimal erreichbare Rechenzeit. Da jedes der
Viergelenke iiber zwei Zwangskréfte verfiigt, verwundert es nicht, dass etwa die achtfache Zeit
zur Berechnung des Gesamtsystems benétigt wird. Das analytische Viergelenk rechnet jedoch
nur etwa 5% langsamer als die offene kinematische Kette und ist somit fast achtmal schneller
als die Variante mit Zwangsbedingungen. Wie die néchste Untersuchung zeigen wird, sind diese
Ergebnisse nicht auf alle in der Praxis vorkommenden Modelle iibertragbar. Das Mastmodell
verfiigt iiber sehr viele kinematische Schleifen bei gleichzeitig wenigen Kérpern und anderen
Modellelementen und ist daher besonders giinstig fiir die vorgestellte Losung.

Aus diesem Grund wurde zusétzlich das Modell eines Baggerarms mit anspruchsvoller Hydrau-
lik untersucht, indem lediglich ein Viergelenk vorkommt. Urspriinglich verfiigte das Modell {iber
vier zusétzliche Zwangsbedingungen, da die Mechanik jedes Hydraulikzylinders als solche mo-
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delliert wurde. Deren Entfernung reduzierte die Rechenzeit um etwa 30%, siehe Abb. 4.10b. Die
anschliefende Verwendung des analytischen Viergelenks fiir die verbleibende kinematische Kette
der Loffelaufhdngung fiihrte nochmals zu einer Rechenzeitersparnis von gut 30%.
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w

IS

Normierter Rechenzeit
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aus analytisch an

(a) Simulationsmodell (b) Rechenzeitvergleich

Abbildung 4.9.: Mast einer Autobetonpumpe

Normierte Rechenzeit
[

4 Constraints Viergelenk als 1 Constraint
Subsystem

(a) Simulationsmodell (b) Rechenzeitvergleich

Abbildung 4.10.: Baggerarm

4.3.4. IMPLEMENTIERUNG EINES GLEICHLAUFGELENKES ALS SUBSYSTEM

In diesem Abschnitt soll die vorgestellte Methode der Subsysteme genutzt werden, um die Funk-
tionalitéit eines Gleichlaufgelenkes in einem Element der MKS-Bibliothek von SimulationX zu
modellieren. Das Gleichlaufgelenk findet vor allem in frontgetriebenen Kraftfahrzeugen Verwen-
dung. Fir diese Klasse von Fahrzeugen ist es wichtig, dass die Antriebsleistung des Motors
gleichméfBig auf die Vorderrader iibertragen wird. Aufgrund der Federung und Lenkung fithren
diese jedoch grofie Relativbewegungen beziiglich des Getriebeausgangs aus. Dabei treten grofie
Beugewinkel in den Antriebswellen zwischen Rad und Getriebe auf. Dies verbietet den Einsatz
von Kreuzgelenken, da sich unter solchen Bedingungen ein stark variierendes Drehzahliiber-
setzungsverhéltnis einstellen wiirde. Stattdessen kommen sogenannte Gleichlaufgelenke (auch
homokinetische Gelenke genannt) zum Einsatz, die diesen Nachteil, entsprechend ihres Namens,
nicht aufweisen [SBH10].
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Es gibt eine Vielzahl an Ausfiihrungen von Gleichlaufgelenken. Zu den bekanntesten Vertretern
gehoren:

e Rzeppa Gelenk, Abb. 4.11a
o Tracta Gelenk

e Weiss Gelenk

e Doppeltes Kreuzgelenk

e Zahnkupplung.

Oft werden auch Tripod Gelenke, sieche Abb. 4.11b, ebenfalls als Gleichlaufgelenke bezeichnet.
Sie stellen jedoch keinen exakten Gleichlauf sicher, da das innere Joch eine geringe Nutation
ausfiihrt [UP98]. Dieser Effekt ist jedoch nicht stark ausgepréigt. Daher werden die Gelenke
in Kraftfahrzeugen verwendet, da sie im Unterschied zu reinen Gleichlaufgelenken zusétzlich
Langenunterschiede in axialer Richtung ausgleichen kénnen.

(a) nach Rzeppa (b) Tripod

Abbildung 4.11.: Ausfithrungen von Gleichlaufgelenken (aus Schmitz 1994)

Im Folgenden werden drei Beschreibungsformen fiir die Funktionsweise eines Gleichlaufgelenkes
basierend auf

e FEulerparameter,
e drei Drehgelenken und
e zwei symmetrischen angeordneten Kreuzgelenken

hergeleitet und fiir einen Vergleich der jeweils bendtigten Rechenzeiten implementiert.

BESCHREIBUNG

Ideale Gleichlaufgelenke weisen ein konstantes Drehzahlverhéltnis der An- und Abtriebswelle
auf, sofern die Kérper A und B keine Relativbewegung zueinander ausfithren (siche Abb. 4.12)
und damit der Beugewinkel konstant bleibt. Bei sich d&nderndem Beugewinkel der Achsen tritt
in der Regel eine leichte Ungleichférmigkeit in der Abtriebsdrehgeschwindigkeit auf, die jedoch
deutlich geringer ist als es bei herkdmmlichen Kreuzgelenken der Fall wire. Abb. 4.12 zeigt
ein abstrahiertes Gleichlaufgelenk, das zwar in der Praxis nicht verwendet wird, jedoch zur
Veranschaulichung der Funktionsweise sehr gut geeignet ist. Eine zentrale Rolle spielt dabei die
homokinetische Ebene [Hun90]. Zur Beschreibung dieser Ebene werden jeweils ein Punkt auf der
Eingangs- und Ausgangswelle gesucht, die den gleichen Abstand zum Kugelgelenk S1 besitzen.
Die homokinetische Ebene enthéalt alle Punkte, deren Abstand zu diesen beiden Punkten gleich
ist. In [MMO8] wird mithilfe von Myard’s Theorem gezeigt, dass die untersuchten Gelenkformen
(two rotoidal couples and one planar couple) die Eigenschaft des Gleichlaufs besitzen, sofern sie
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symmetrisch zur homokinetischen Ebene aufgebaut sind. Dies hat zur Folge, dass die relative
motion instantaneous screw axis U, die im Folgenden als Knickachse bezeichnet wird, innerhalb
der homokinetischen Ebene liegen muss [PVS07]. Die Knickachse entspricht jedoch genau der
Achse, die laut Gleichung (A.13), in den Eulerparametern p enthalten ist. Durch Nutzung der
Eulerparameter p zur Parametrierung der relativen Pose ldsst sich die Zwangsbedingung auf
Lageebene [Lac07, Tas01] formulieren als

[0 fi |'p=[0 7y |-p=0. (4.16)

Ng3 4

L)

Abbildung 4.12.: Abstrahiertes Gleichlaufgelenk (nach [Sch94])

Die Knickachse 4 kann nur in der homokinetischen Ebene liegen, wenn sie senkrecht auf den
Wellenachsen 71,1 und 7y steht. Diese Erkenntnis ldsst sich verwenden, um ein Gleichlaufgelenk
aus einer Abfolge von drei Drehgelenken zu konstruieren, sieche Abb. 4.13. Das erste Drehgelenk
fiihrt eine Drehung mit dem Winkel # um die Wellenachse 71,1 aus. Wurde die zweite Drehachse
senkrecht zu 71, gewéhlt, ldsst sich fiir jede mogliche Knickachse 4 ein Winkel 6 finden, mit
dem eine Drehung um 4 erfolgen kann. Anschliefend wird die Drehung des ersten Drehgelenks
durch eine Drehung um 7ip; mit dem Winkel —@ kompensiert. Diese Beschreibung ist jedoch
nur eingeschrinkt nutzbar, da sie eine Singularitdt aufweist, sobald die Achsen parallel zuein-
ander liegen. Dies wird daran sichtbar, dass in dieser Konfiguration eine Winkelgeschwindigkeit
0 zu keiner Bewegung von massebehafteten Komponenten fithrt und folglich mit keiner kineti-
schen Energie verbunden ist. Daher muss in diesem Fall die reduzierte Massenmatrix M einen
Rangabfall aufweisen.
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Zwangsbedingung

Inertialsystem — —

r={0,0,0}

r={0,0,0}

n={1,0,0}
n_ail

n={10,0}
n_aZ2

Abbildung 4.13.: Gleichlaufgelenk, modelliert mit Modelica

Eine dritte Beschreibung resultiert aus der Beobachtung, dass das doppelte Kreuzgelenk, sofern
symmetrisch beziiglich der homokinetischen Ebene, ebenfalls ein Gleichlaufgelenk darstellt. Dies
wurde in [MMO8] ausgenutzt, um ebenfalls ein Gleichlaufgelenk mithilfe von drei Drehgelenken
darzustellen. Dazu wurde die Gelenkwelle zwischen den beiden Kreuzgelenken entfernt, so dass
die inneren Drehgelenke der Kreuzgelenke aufeinander fallen. Die Symmetrie bedingt, dass die
beiden dufleren und die beiden inneren Drehgelenke jeweils um den gleichen Winkel verdreht
sind. Somit erfolgt die erste Drehung mit dem Winkel g um f7ig;, anschliefend mit ¢ um 7ip,
gefolgt von einer Drehung um i, erneut mit dem Winkel g, siehe Abb. 4.14.

Abbildung 4.14.: Modell eines Gleichlaufgelenks als doppeltes Kreuzgelenk

Jede dieser drei Beschreibungsarten verfiigt iber Zwangsbedingungen. Entweder Gleichung (4.16)
oder die Forderung, dass die Drehwinkel zweier achsparallelen Drehgelenke gleich sein bzw. die
Drehwinkel zweier senkrecht zur Wellenachse stehenden Drehgelenke sich aufheben sollen. Dies
fithrt zu einem deutlichen Mehraufwand beim Einsatz mit den im vorigen Abschnitt vorgestell-
ten O (n)-Formalismen fiir Mehrkoérpersysteme. Im Folgenden wird nun vorgestellt, wie mithilfe
der Dualen Basen bzw. Modes of Motion, eine effiziente explizite Formulierung gewonnen werden
kann.
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BESTIMMUNG DER DUALEN BASEN (EULERPARAMETER)

Durch Ableitung der Gleichung (4.16) beziiglich der Basis der Welle folgt
[0 i | D=0,

Wird nun die Beziehung (A.16), die den Zusammenhang zwischen der Ableitung der Eulerpara-
meter und der relativen Winkelgeschwindigkeit darstellt, eingesetzt, folgt fiir die Zwangsbedin-
gung auf Lageebene

_ = 3 .
Nga1 - psE — Dy |  Wrel = 0. (417)

Durch Ausnutzung der Zwangsbedingung (4.16) kann diese Gleichung so umgeformt werden,
dass die Symmetrie beziiglich der homokinetischen Ebene erkennbar wird.

= @
A<ﬂ,2)-ﬁa1 Byt = 0 (4.18)

Da der mit dem Winkel ¥ um 4 gedrehte Vektor 73,1 genau senkrecht auf der homokinetischen
Ebene steht, muss demnach der relative Drehgeschwindigkeitsvektor &, vollstindig in der
homokinetischen Ebene enthalten sein. Diese Forderung ist direkt mit der Gleichlaufeigenschaft
verbunden. Sind die Drehgeschwindigkeiten &1 und &2 der beiden Achsen mit diesen ausgerichtet
und im Betrag gleich, also

1 = W-MNgl

€

W My,

€
I

2

dann muss die Differenzdrehgeschwindigkeit in der homokinetischen Ebene liegen, siche Abb.
4.12.
(:Jrel =w- (ﬁbl - ﬁal)

Somit garantiert die Zwangsbedingung (4.18) und damit auch (4.16) die Gleichlaufeigenschaft
des Gelenkes.

Aus der Gleichung (4.18) lisst sich sofort die Matrix der gesperrten Richtungen ¥ ablesen.?
_ =
\P—A(ﬁ,g) A

Aufgrund der giinstigen Darstellung ldsst sich daraus leicht die Matrix ® der freien Richtungen
ableiten.

= ¥
- A (a 2) - [z, Tia)]

Da die 73, ein orthonormales Rechtssystem bilden, gilt auflerdem ¥ = & und ® = W. Der

=
Rotationstensor Ay, der die Lage der homokinetischen Ebene beschreibt, kann direkt aus den

2Die translatorischen Anteile sind der Ubersichtlichkeit halber nicht explizit aufgefiihrt.
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Eulerparametern p mithilfe der Beziehung

= E+sin£'&+ <1—COSSD> un
2 2
= 3=
= E+p,+Ep,p,
und
1_ps
ﬁfu'ﬁv

gewonnen werden. Fiir parallele Achsen, also ¢ = 0, nimmt der Nenner den Wert null an, siehe
Gl. (A.13). Eine analytische Untersuchung des Grenzwertes fiir ¢ — 0 nach dem Satz von

L’Hospital [Heu09] ergibt
1
lim k= -
©—0 2

und somit einen wohldefinierten endlichen Wert. Der Rotationsgeschwindigkeitstensor &y, der
homokinetischen Ebene ergibt sich aus den Eulerparametern p und deren zeitlicher Ableitungen
P zu

‘;'h - ﬁ'u - /f’ﬁvps + K (ﬁy X ﬁv) .

Der nichtlineare Anteil cg bei der Berechnung der Beschleunigungen, siehe Gl. (2.52), ergibt

sich zu
dO
= —®
Cp (dt )S

th‘l)
0

S.

DOPPELTES KREUZGELENK

Zwei symmetrisch angeordnete Kreuzgelenke, siche Abb. 4.14, stellen ein ideales Gleichlaufge-
lenk dar, sofern die Drehwinkel der dufleren Drehgelenke immer gleich sind und die inneren
Drehgelenke keinen Abstand zueinander besitzen [MMO8]. Damit fallen die inneren Drehgelenke
aufeinander und kénnen als ein einziges aufgefasst werden. Die den Drehachsen 73,1, 7, und 7140
zugehdrigen Drehwinkel sollen im Folgenden mit @41, p und @40 bezeichnet werden. Aufgrund
der Symmetrie der beiden Kreuzgelenke gilt

— 3 — —
Ng2 = A (’I’Lb, Qob) *Ngl-
Um die Funktion eines Gleichlaufgelenks zu erfiillen, muss zuséatzlich die Zwangsbedingung

Pal = Pa2 (419)

gelten. Aus dieser Anordnung ldsst sich der relative Drehgeschwindigkeitsvektor &, unter Aus-
nutzung der Ableitung von Gl. (4.19) direkt bestimmen.

Gjrel = (ﬁal + ﬁa?) Sbal + ﬁb‘;bb (420)
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4. Effiziente Berechnung von Mehrkérpersystemen

Daraus ergeben sich die freien Bewegungsrichtungen ®, sowie der Vektor s der unabhéngigen
Gelenkgeschwindigkeiten.

® = {'fial+ﬁa27 ﬁb}
‘pal

s =
[ b

Das System der Dualen Basen lésst sich nun wie folgt vervollstandigen:

v = [ m (Tlg1 + Ta2), 7
@ — (ﬁal + ﬁaZ) X 'fib
_ 1 —
¢ = v
i

Der nichtlineare Anteil cg ergibt sich zu

dO
cp = (dt(I)>S

[ (D1 X M1 + Ba2 X Tg2), Gy X 1y
= S

0 0
mit
Wy = W1+ Na1Pal
Weo = Wp+ Mpyp.

Entgegen der Behauptung in [MMO08] konnte mithilfe der Dualen Basen eine explizite Beschrei-
bung des doppelten Kreuzgelenks gefunden werden, deren Zwangsbedingungen vollstéandig eli-
miniert wurden.

Um sicherzugehen, dass die hier stark verkiirzte Rechnung korrekt ist, wurden die Gleichungen
nochmals mithilfe der Methode der Subsysteme hergeleitet und verglichen, siehe A.4. Es zeigten
sich keine Unterschiede.

VERGLEICH DER RECHENZEITEN

Die hier vorgestellten Beschreibungen der Gleichlaufgelenke wurden unter Nutzung der Model-
lierungssprache Modelica fir die O (n)-Bibliothek von SimulationX implementiert und vergli-
chen. Dazu wurden die verschiedenen Varianten des Gleichlaufgelenks jeweils einmal einzeln
simuliert und zusétzlich als letztes Element in ein Pendel mit zehn Elementen integriert. Abb.
4.15 zeigt die erzielten Simulationszeiten, bezogen auf das explizite doppelte Kreuzgelenk aus
dem vorherigen Abschnitt 4.3.4. Die Formulierung mit Eulerparametern stellt auf Lageebene
ein differenziell-algebraisches System mit vier Zustdnden und zwei Nebenbedingungen auf. Der
Modelica Compiler iiberfiihrt dieses System durch Indexreduktion auf eine gewohnliche Differen-
zialgleichung. Die Wahl der beiden unabhéingigen Zustandsgréfien kann jedoch im Allgemeinen
erst zur Laufzeit erfolgen. Daher wird die Methode der Dynamic State Selection angewandt. Die-
se benotigt jedoch zusétzlichen Rechenaufwand, da zu jedem Zeitschritt gepriift werden muss,
ob es eventuell eine giinstigere Zustandswahl gibt. In der Beispielrechnung ist es jedoch auch
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4. Effiziente Berechnung von Mehrkérpersystemen

moglich, eine feste Zustandswahl vorzunehmen, um die Rechenzeit zuséatzlich zu reduzieren.
Trotzdem rechnet die auf Eulerparametern basierende Formulierung deutlich langsamer als das
doppelte Kreuzgelenk. Dies liegt vorwiegend daran, dass aufgrund der speziellen Funktionsweise
der Modelica Compiler zu jedem Zeitschritt das nichtlineare Gleichungssystem p’ p—1 = 0 nach
einem der vier Eulerparameter aus p aufgelost werden muss. Zwischen den Formulierungen, ba-
sierend auf dem doppelten Kreuzgelenk, zeigt sich deutlich, dass die in dieser Arbeit vorgestellte
explizite Version bis zu zweimal schneller als die implizite Formulierung aus [MMO8] ist. Dar-
iiber hinaus ist die explizite Formulierung uneingeschrénkt fiir die Echtzeitsimulation geeignet,
da weder lineare noch nichtlineare Systeme geldst werden miissen.

Vergleich der Simulationszeiten am
homokinetischen Gelenk

5
z H einzelnes Gelenk
N
a4 & Gelenk an Pendel
o
2
S 3
£
wv
o2
=
2
E1
o
f =
0 ,
Eulerparameter Eulerparameter implizites explizites
ohne doppeltes doppeltes
Dynamic State Kreuzgelenk Kreuzgelenk
Selection

Abbildung 4.15.: Vergleich der Rechenzeiten der verschiedenen Implementierungen des homoki-
netischen Gelenks
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5. ZUSAMMENFASSUNG UND
AUSBLICK

Die vorliegende Arbeit entstand wahrend der vierjahrigen Tétigkeit des Autors an der Professur
fiir Baumaschinen- und Fordertechnik der Technischen Universitdt Dresden. Sie stellt die im
Laufe der wissenschaftlichen Tétigkeit gesammelten Erfahrungen und erarbeiteten Losungen fiir
eine beschleunigte Simulation komplexer technischer Systeme, wie Baumaschinen sie darstellen,
vor. Der Fokus liegt dabei vor allen Dingen auf der Reduzierung der Berechnungszeiten fiir
das mechanische Teilsystem eines doméneniibergreifenden Maschinenmodells. Wie in Kapitel
1 erldutert, werden diese vorzugsweise unter Nutzung des objektorientierten Sprachstandards
Modelica mit der Methode der Mehrkorpersysteme simuliert.

Es wurde erarbeitet, wie durch die Methode der MKS das zeitliche Verhalten dreidimensio-
naler mechanischer Systeme berechnet wird. Anders als in der einschlégigen Literatur wurde
an dieser Stelle darauf geachtet, die zur Losung beitragenden Fachbereiche der Mechanik und
der linearen Algebra getrennt voneinander zu betrachten. Die Mechanik eines MKS wurde in
Kapitel 2 hergeleitet, wohingegen in Kapitel 3 auf die Losungsalgorithmen, welche auf erste-
re angewendet werden, eingegangen wurde. Dort hat das erarbeitete mechanische Verstdndnis
des Vorgangerkapitels entscheidend dazu beigetragen, die in der Regel rein mathematisch her-
geleiteten Algorithmen mithilfe der Graphentheorie auf eine gemeinsame Basis, ndmlich das
Gleichungssystem (2.55), zu stellen.

Es wurde gezeigt, dass alle bekannten Algorithmen durch Anwendung der Gauf-Elimination
aus diesem hergeleitet werden konnen. Auf diese Weise war es moglich den Aufwand der ver-
schiedenen Algorithmen miteinander zu vergleichen. Am Beispiel eines planaren Pendels wurde
bestétigt, dass O (n)-Algorithmen fiir groe Systeme rechenzeiteffizienter sind als die O (ng)—
Algorithmen. Ferner konnte gezeigt werden, dass fiir dieses Beispiel der explizit formulierte
O (n)-Algorithmus sogar fiir kleine Systeme am schnellsten rechnet.

In Kapitel 2 wurde bereits gezeigt, dass sich die implizite Bindungsbeschreibung aus der explizi-
ten durch Projektion auf die gesperrten Lastrichtungen ableiten ldsst. Diese Erkenntnis konnte
in Kapitel 3 auf die darauf basierenden Losungsalgorithmen tibertragen werden. Die Anwendung
von O (nS)—Algorithmen erlaubt eine einfache Mischung von explizit und implizit beschriebenen
Gelenken. O (n)-Algorithmen skalieren fiir grofile Systeme zwar besser, schrianken jedoch bei der
Anwendung ein. So lassen sich z.B. implizit und explizit beschriebene Gelenke nicht ohne wei-
teres zusammenbringen. In Abschnitt 3.2.5 wurde jedoch eine Mdoglichkeit gefunden, wie selbst
implizit beschriebene Gelenke in den expliziten O (n)-Algorithmus eingebunden werden kénnen.
Dies kann sehr wertvoll sein, wenn bestimmte komplexere Bindungen nur in einer impliziten
Beschreibung vorliegen.
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5. Zusammenfassung und Ausblick

Samtliche Aussagen gelten jedoch nur fiir Systeme ohne kinematische Schleifen. Da jedes Modell
einer Baumaschine meist mehrere kinematische Schleifen aufweist, wurde deren Einfluss auf die
Berechnungszeiten eines MKS in Abschnitt 3.4 diskutiert. Sowohl anhand einer theoretischen
Betrachtung als auch einer praktischen Untersuchung wurden die Auswirkungen hervorgehoben,
welche sich durch die Einbeziehung von kinematischen Schleifen im System ergeben. So konnte
gezeigt werden, dass sich die Rechengeschwindigkeit des favorisierten O (n)-Algorithmus dadurch
iiberproportional stark verringert.

In Abschnitt 4.1 wurde erarbeitet, dass innerhalb von Modelica Werkzeugen zwei Strategien
verfolgt werden, um eine dreidimensionale Mechanik zu berechnen.

e Die frei verfiigbare Modelica.Mechanics.Multibody Bibliothek wird als Grundlage heran-
gezogen und mit dem Tearing Verfahren durch den Compiler mit einem expliziten O (n3)—
Algorithmus gelost.

e Eine eigenstiandige MKS-Bibliothek wird genutzt, deren Elemente direkt die Berechnungs-
vorschrift des O (n)-Algorithmus enthalten.

In Bezug auf die Simulation von Baumaschinen ergeben sich damit folgende Nachteile:

« Die Nutzung der MSL fiihrt zu einem Berechnungsaufwand von O (n®) und ist daher fiir
grofle Systeme ungeeignet.

o Die Nutzung von O (n)-Bibliotheken eignet sich zwar fiir grofie Systeme; es ist aber nicht
trivial, diese um eigene Modelle komplexerer Kérper oder Bindungen wie z.B. dem Gleich-
laufgelenk zu erweitern. Die Einbeziehung kinematischer Schleifen oder anderer Zwangs-
bedingungen fithrt auflerdem zu einer deutlichen Reduzierung der Rechengeschwindigkeit.

Diese beiden Probleme wurden in Kapitel 4 der vorliegenden Arbeit gelost. Wahrend MKS Bi-
bliotheken mit O (n) bereits kommerziell verfiigbar sind, wurde erstmals vom Autor der explizite
O (n)-Algorithmus direkt in einen Modelica Compiler implementiert, siche Abschnitt 4.2. Die
Umsetzung erfolgte im freizugéinglichen OpenModelica Compiler [FAPT06]. Am ebenen Pendel
konnte gezeigt werden, dass in der Tat der Berechnungsaufwand damit nur noch linear mit der
Anzahl der Korper steigt und dieser Ansatz im Vergleich zur reinen numerischen Lésung nur
etwa ein Drittel der Zeit benétigt.

Das ebenfalls auf Modelica basierende Simulationswerkzeug SimulationX hat bereits einen ef-
fizienten O (n)-Algorithmus in seinen Bibliothekselementen implementiert. Dessen rechentech-
nische Vorzilige gehen allerdings bei der Einbindung von kinematischen Schleifen verloren. Ein
weiterer Nachteil liegt darin, dass komplexere Kérper- und Gelenkkombinationen, selbst von me-
chanisch versierten Anwendern, nicht ohne Spezialwissen iiber die Implementierung von O (n)-
Algorithmen der Bibliothek hinzugefiigt werden kénnen.

Aus diesem Grund wurde im zweiten Teil der Arbeit die Methode der Subsysteme vorgestellt,
mit der es fiir Anwender moglich wird, die Gleichungen fiir neue Bibliothekselemente der O (n)-
MKS-Bibliothek selbst herzuleiten. Dies wurde verwendet, um eine gesamte kinematische Schlei-
fe als eigenes Subsystem zu implementieren und speziell auf den Einsatzzweck der Simulation
von Baumaschinen zu optimieren. Damit war es moglich, am Beispiel des mechanischen Modells
eines Verteilermasts einer Betonpumpe die Rechengeschwindigkeit zu verachtfachen. Sogar das
reprasentative Modell der Arbeitsausriistung eines Baggers, das zwar iiber eine detaillierte Be-
schreibung der Hydraulik aber iiber eine geringere Anzahl an kinematischen Schleifen verfiigt,
konnte doppelt so schnell berechnet werden.

In Abschnitt 4.3.4 wurde mit der Methode der Subsysteme ein weiteres Anwenderproblem be-
hoben. Recherchen des Autors hatten gezeigt, dass es bisher kein gebrauchsfertiges Modell eines
Gleichlaufgelenkes gibt, das ohne Zwangsbedingungen auskommt und somit effizient in die O (n)-
MKS-Bibliothek integriert werden kann. Mithilfe der dualen Basen war es moglich, eine explizite
Formulierung fiir dessen Funktionsweise zu erhalten, die etwa doppelt so schnell ausgewertet wer-
den kann, wie die aus der Literatur bekannte Formulierung iiber das doppelte Kreuzgelenk und
einer Zwangsbedingung.
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5. Zusammenfassung und Ausblick

Mit den vorgestellten Losungen wurden Voraussetzungen dafiir geschaffen, Simulationsmodelle
von Baumaschinen den in Kapitel 1 vorgestellten Anwendungen zugénglich zu machen. Aus den
gesammelten Erkenntnissen lassen sich jedoch noch weitere Verbesserungspotenziale ableiten.

Die in dieser Arbeit vorgestellte Methode der Subsysteme wurde exemplarisch fiir das ebene
Viergelenk implementiert und bewertet. Sie kann jedoch prinzipiell auf alle Formen von kinema-
tischen Schleifen angewandt werden. Speziell die Radaufhdngungen von Kraftfahrzeugen stellen
aufgrund ihrer komplexen schleifenbehafteten Geometrie ein interessantes Anwendungsgebiet
dar.

Mithilfe der Abstraktion der Mehrkorperalgorithmen auf eine Gau-Elimination eines linearen
Gleichungssystems wire es wiinschenswert, in weiterfithrenden Arbeiten zu untersuchen, inwie-
fern es moglich ist, Effekte wie z.B. Coulomb’sche Reibung zu beriicksichtigen. Deren Einbezie-
hung wiirde dazu fithren, dass das grofie schwach besetzte lineare Gleichungssystem (2.55) um
einen neuen Gleichungstyp erweitert wiirde.

Eine andere interessante Erweiterung wiirde eine effiziente Beriicksichtigung von Kontakten in-
nerhalb von Modelica Modellen darstellen. Wéhrend elastische Kontakte zwar einfach als Last-
elemente implementiert werden kénnen, sorgen sie oft fiir numerische Schwierigkeiten und in der
Folge zu inakzeptablen Rechenzeiten. Hier konnte es lohnenswert sein, einen impulsbasierten
Ansatz zu verfolgen. Dabei entsteht ein dhnliches lineares Gleichungssystem, fiir dessen Losung
die hier vorgestellten Algorithmen und Methoden benutzt werden kénnen.

Um eine weitere Beschleunigung der Simulation zu erreichen, sollte neben der Optimierung der
Hydraulik der Einsatz von speziellen numerischen Losern bis hin zur Co-Simulation untersucht
werden. Speziell der Einsatz von Multirate-Verfahren wiirde es erlauben, schnelle Subsysteme
mit anderen Schrittweiten oder gar Losungsverfahren zu berechnen als langsame Teilsysteme.
Da im Falle von Baumaschinen das schnelle Teilsystem meist durch die Hydraulik repréisentiert
wird, deren Berechnungsaufwand deutlich unter der der Mechanik liegt, bietet dies ein grofles
Potenzial zur Rechenzeitreduzierung.

Ein anderer Weg eine weitere Beschleunigung der Simulation zu erreichen, liegt in deren Par-
allelisierung. Diese sollte iiber die Ausfiihrung paralleler Zweige des Topologiegraphen, wie z.B.
in [JBLO2] vorgestellt, hinausgehen, um auch die Berechnung langer Ketten beschleunigen zu
kénnen.
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A. ANHANG

A.1. GRUNDLAGEN DER TENSORRECHNUNG

Im Rahmen dieser Arbeit wird ein Vektor, bzw. ein Tensor erster Stufe, als ein geometrisches
Gebilde in Form einer gerichteten Strecke mit einer bestimmten Linge verstanden. Ublicherweise
werden dreidimensionale Vektoren daher als Pfeil dargestellt.

Die Orientierung eines Koordinatensystems B, sei durch drei Basisvektoren €p; , i = 1,2,3
gegeben. Ein beliebiger Vektor ¥ kann als Summe der Projektionen auf diese Basisvektoren
dargestellt werden, sieche Abb. A.1

B EB,l Bvl

Abbildung A.1.: Projektion des Vektors ¥ auf eine Basis €p ;

3
T =) pui€p; = pUi€p, (A.1)
i=1

Letztere Schreibweise verwendet die Einstein’sche Summenkonvention und wird Tensordarstel-
lung genannt. Durch Festlegung einer Basis kénnen Vektoren als Spaltenmatrix dargestellt wer-
den

wobei die Koeffizienten der €p; in die Spalte 7 eingetragen werden. Diese gv; werden als Koor-
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dinate des Vektors U beziiglich der Basis B bezeichnet. Die verwendete Basis wird als Subskript
dem Symbol vorangestellt.
Im Falle eines kartesischen Koordinatensystems gilt fiir das innere bzw. Skalarprodukt zweier
Basisvektoren
1 i=3j
J (A.2)

€p,i- €p,; = 0ij = :
0 sonst

Mithilfe dieser Eigenschaft lassen sich die Komponenten eines Vektors wie folgt bestimmen:
BU; = éB,z’ - 0. (A3)

Unter Nutzung der Tensorschreibweise kann das innere Produkt zweier Vektoren @ und b ge-
schrieben werden als

QL
o
|

(Bai€p,i) - (Bbj€p,;)
= Ba;- Bbj : (éB,i : é’B,j)
= pa;- pbj - 5

= Ba;- Bb

= pa’ - gb.

Somit wurde der Zusammenhang des inneren Produkts zweier Vektoren auf das Matrixprodukt
ihrer Komponentendarstellungen zuriickgefithrt. Die Darstellung als inneres Tensorprodukt hat
jedoch den Vorteil, dass sie unabhéngig von dem verwendeten Bezugssystem ist und damit die
Notation auf das Wesentliche reduziert wird.

=
Eine Dyade D kann mithilfe des &ufleren bzw. Vektorprodukts ® aus zwei Vektoren konstruiert
werden.

= -

D = a®b

(Bai€p,i) ® (cbjéc,;)
BGi - cbj - (€, ® €c;)
= Bcdij - (€ ® €cy)

Sie repréasentiert einen Tensor zweiter Stufe mit dem Rang eins. Das Tensorprodukt ist nicht
kommutativ und die neun Dyaden €p; ® €c; bilden die Basis des Raumes der kartesischen
Tensoren.

=
Jeder Tensor zweiter Stufe T" kann auch als Operator betrachtet werden. So bildet
=
y=T &

=
einen Vektor & auf einen anderen Vektor 4 ab. Ein besonderer Tensor ist der Einheitstensor E.
Er bildet jeden Vektor auf sich selbst ab

t=x-FE=F %

und ist definiert als

0l

3 -
E=§

®
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In der Tat ergibt

il
8l
|

(€ ®€;) - (x;€;)

a:jez-éij

Zj€j

Analog zur Darstellung eines Vektors als Spaltenmatrix, kann ein Tensor zweiter Stufe als Matrix
dargestellt werden. Dazu miissen zwei Basen B und C' gewéhlt werden. Der Tensor kann nun als

=
T = gctij - (Ep,; @ €cj)
mit der zugehorigen Matrixdarstellung

Botit Beti2 Botis
Tpc = | potar Bcotae Betos

Bctst Bcts2 Bcotss

angeschrieben werden, wobei die Koeffizienten der €p; ® €c ; in die Zeile i und Spalte j einge-

=
tragen werden. Die Koordinaten des Tensors T' koénnen direkt iiber die Vorschrift

=
Bctij =€p;-T -ec;

ermittelt werden.

Das Kreuzprodukt zweier Vektoren
C=axb

kann ebenfalls als Operator aufgefasst werden, indem der Term a@x einen Vektor b auf einen
Vektor € abbildet. Entsprechend den Eigenschaften des Kreuzprodukts, definiert @x eine lineare

Abbildung und es existiert ein Tensor a zweiter Stufe, der die selben Abbildungseigenschaften
besitzt.

=dxb=a-b (A.4)

Soll ein Vektor in Komponentendarstellung pwv beziiglich einer anderen Basis C' dargestellt
werden, so kann dies mithilfe einer Rotationsmatrix Acp geschehen.

cv = Acp - BV

In Komponentenschreibweise kann die Multiplikation mit der gleichen Matrix Acp jedoch auch
als Drehung des Vektors pv interpretiert werden. Die Tensoren zu diesen beiden Operationen
unterscheiden sich allerdings voneinander. Im Falle eines Basiswechsel wird der Vektor ¥ nicht
verdndert. Damit handelt es sich bei der Rotationsmatrix Agp um die Matrixdarstellung des

=
Einheitstensors E beziiglich zweier verschiedener Basen B und C. Soll der Vektor ¥ gedreht
werden, so kann jede Drehung gemifi dem EULERschen Theorem immer als eine normierte
Drehachse 4 zusammen mit einem Drehwinkel ¢ dargestellt werden. Der zugehorige Drehtensor
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=
A kann tiber die RODRIGUES-Formel berechnet werden.

= = ~
A=FE +sinpu + (1 —cosy)

=3
uu
=
Die Rotationsmatrix ergibt sich in diesem Fall als Matrixschreibweise des Tensors A beziiglich

zweier gleicher Basen. Die entgegengesetzte Rotation wird durch den transponierten Tensor
reprasentiert, was wiederum einem Vorzeichenwechsel des Drehwinkels entspricht. Deshalb muss

T =T

=T = = =

A - A=A-A =F (A.5)
gelten. Soll die zeitliche Anderung eines Vektors %'B bestimmt werden, so kann diese Operation
direkt auf Gleichung (A.1) angewandt werden und es ergibt sich

d L. d
¢ = BUi€Bit Ui €ni (A.6)

[N

Um auf die Tensordarstellung zu gelangen, wird eine Darstellung von %é’ B,i beziiglich der Basis
€p,i bendtigt. Die Anderung der Basisvektoren €p; hiingt jedoch davon ab, von welcher Basis
aus sie beobachtet werden. Sobald die Basis eines Beobachters festgelegt ist, kann eine ruhen-
de Basis O definiert werden, als eine Basis deren Basisvektoren aus Sicht eines Beobachters
konstant beziiglich der Zeit sind. Um Verwechslungen vorzubeugen, sollte immer kenntlich ge-
macht werden, beziiglich welcher Basis eine Ableitung ausgefiihrt wird. Daher wird die ruhende
Basis immer als hochgestellter Index an den Ableitungsoperator angefiigt. Folglich erfiillen die

Basisvektoren einer ruhenden Basis O die Eigenschaft
d© ~
—€p,;=0
dt 97

Jede andere Basis, die beziiglich O keine Rotation ausfiihrt, bildet ebenso eine ruhende Basis.
Translatorische Bewegungen beziiglich O sind zuléssig, da sich zwar der Ursprung der Basisvek-
toren aber nicht deren Ausrichtung &ndert.

=
Werden nun die Basisvektoren €p ; mithilfe eines Rotationstensors Apo (t) beziiglich der ruhen-
den Basis O beschrieben als

=
€p,i = Apo (t) - €0, (A.7)

so lisst sich eine Darstellung der zeitlichen Anderung der € B,; berechnen.

d9 _ d° (= o
—€p; = — |Apo- €0,

dt dt
dO = ~ = dO -
= Ao €oit Ao €0
d9 = =T

- EABO : <ABO . éB,i)
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Dabei wurde die folgende Abkiirzung eingefiihrt:

= 4= =T

=
Leitet man Gl. (A.5) nach der Zeit ¢t ab, so sieht man, dass es sich bei 20 um einen antisym-

=
metrischen Tensor handelt. Zu jedem antisymmetrischen Tensor 2o lasst sich ein Vektor &po
mit der Eigenschaft

=
QBo-’l_)':(L;BOxf)'

finden [LCE10]. Der Vektor kann beziiglich einer kartesischen Basis B dargestellt werden als

Wpo = BBNBO32€B1 + BBS20B,13€B2 + BBS2OB21€B3

= vect (?ZBO> (A.9)

bzw.
- ~
Qpo = Wpo-
Die Funktion vect () definiert folglich die Umkehrfunktion zum Tilde-Operator aus Gl. (A.4).
Somit gilt
dO
EéB.i = Wpo X €p.i, (A.10)
wobei % anzeigt, dass die Basisvektoren €p ; als ruhend angenommen wurden. Die geometrische
Interpretation der Gleichung (A.10) zeigt, dass es sich bei Wpo um den Vektor der relativen
Drehgeschwindigkeit zwischen den Basen B und O handelt. Durch Einsetzen der Gl. (A.10) in
(A.6) ergibt sich die CORIOLIS Gleichung

— =P8 +dpo x0T (A.11)

Diese Gréfle beschreibt die zeitliche Anderung eines Vektors ¢ wie sie von einem Beobachter
wahrgenommen wiirde, der sich mit dem Koordinatensystem B mitbewegt [RS88]. Sie wird
daher als relative oder auch beobachtete Ableitung bezeichnet.

Der grofie Vorteil der Darstellung von Gleichung (A.11) mit Tensoren ist, dass sie dann un-
abhingig von einem Bezugssystem gilt. Sie kann jedoch leicht in die Matrixschreibweise durch
Anwendung von Gleichung (A.3) iberfithrt werden und man erhélt fir beliebige Basen B und

C
d° .
C (dt’v> = (B’U> + cwpBo X cv (A.12)

mit ¢ (B 'v) als Komponentendarstellung des Vektors B beziiglich der Basis C'.

Eine Drehung kann alternativ iiber vier Eulerparameter bzw. als Einheitsquaternion p dargestellt
werden. Dies setzt sich aus einem skalaren Teil p; und einem vektoriellen Teil p, zusammen und
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ist definiert als

B cos &
Dy, sin £ - d

Die Grofle p stellt eine Spaltenmatrix dar, deren Eintrage Tensoren sind und es gelten die
iiblichen Rechenregeln fiir Matrizen.

Aufgrund der Forderung, dass 4 ein Einheitsvektor sein muss, ergibt sich die Zwangsbedingung
pl-p=1 (A.14)
mithilfe der Eulerparameter lédsst sich der Drehtensor noch einfacher darstellen als

= = 533
A=FE+2psp,+2p,p,-

Die Winkelgeschwindigkeit wpo ergibt sich durch Anwendung von Gl. (A.8) zu
Gpo = Up~+singi+ (1 —cosy) <ﬁ X 1_2) .

Die gleiche Bezeihung kann mithilfe der Eulerparameter, analog zu [RS10], kurz geschrieben
werden als

Gpo = 2P-p (A.15)

mit
_ ~ = 3
P =1 -p, pE+p, |
Unter Ausnutzung der zeitlichen Ableitung von (A.14) ldsst sich der Zusammenhang zwischen

der Anderung der Eulerparameter und dem Drehgeschwindigkeitsvektor bestimmen.

.1 -
p= §PT - WBO (A.16)

Die inverse Drehung lasst sich durch das konjugierte Quaternion p beschreiben.

—

—DPy

b ] (A.17)

Dies kann als Anderung des Vorzeichens des Drehwinkels ¢ anschaulich interpretiert werden,
da es einen Vorzeichenwechsel des Koeffizienten sin § verursacht. Sollen zwei Drehungen p; und
Py nacheinander ausgefithrt werden, so wird dies durch das Produkt der beiden Quaternionen

ausgedriickt. Es ist definiert als

P1,s - P2,s — I_jl,v : I_j2ﬂ) ] (A 18)

Pig =P1*P2 = [ o o . _
Pls Pay T P25 P1y T P1y X P2y

Aufgrund des Kreuzproduktes ist die Multiplikation von Quaternionen, ebenso wie die Drehun-
gen im dreidimensionalen Raum, nicht kommutativ.
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A.2. DUALE BASIS EINER BINDUNG

A.2.1. EINFUHRUNG

Fiir das spatere Arbeiten mit den Bewegungsgleichungen eines Mehrkorpersystems ist es hilfreich
analog zu [RS88] zwei spezielle Basen ¢;, i = 1...6 fiir die Kinemate yV,, und 4;, i = 1...6
fiir die Gelenklasten Iy einzufiihren. Die gewédhlten Basisvektoren sollen die Eigenschaft einer
dualen Basis erfullen, d. h.

&; ;= by (A.19)

Werden die ¢, so gewihlt, dass sie selbst eine orthonormale Basis bilden, so fallen ¢; und die
1;, aufgrund von Bedingung (A.2), zusammen. Die ¢; und 1, sollen als Basis zur Darstellung
der yg N bzw. Iy mit den Koordinaten s; und \; benutzt werden.

6

Yoy = Y sid; (A.20)
i=1
6

In = > Ny (A.21)
=1

Um eine kompaktere Darstellung zu erlangen, werden die ersten ny und die verbleibenden Ba-
sisvektoren zu Matrizen zusammengefasst.

® = [¢],i=1...nf
F = (B i=(np+1)...0
¥ = [y, i=1...ng
¥ = [Y].i=(ny+1)...6

Die Komponentendarstellung lautet mit den entsprechenden Koordinatenvektoren dann

Yy = ®s+ ®s (A.22)
In = UA+TA (A.23)

Die beiden Basen sollen nun so gewéhlt werden, dass sie mit Blick auf die Gleichungen (2.33)
und (2.37) giinstige Eigenschaften besitzen. Dazu werden die Vektoren aus ® so gewéihlt, dass

sie eine Basis des Nullraums ker (WT> bilden, d.h.
wlia =o. (A.24)
Mithilfe dieser Bedingung vereinfacht sich Gl. (A.22) eingesetzt in (2.32) zu
wie.s=¢. (A.25)
Aufgrund der Definition der @ muss die Matrix W7 ® invertierbar sein und man erhélt somit
eine Gleichung zur Berechnung der Koordinaten §. Fiir die verbleibenden Koordinaten s erge-
ben sich vorerst keine Bedingungen. Dadurch ergibt sich eine Interpretation der Vektoren ¢;.
Werden die zugehorigen Koordinaten s; durch die Bindung nicht eingeschrinkt, so werden die

Bewegungen entlang der zugehorigen ¢, ebenfalls nicht eingeschrankt und man spricht von den
freien Richtungen. Ergibt sich durch Gleichung (A.25) eine Zeitfunktion fiir ein s; so gehort das
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zugehorige ¢, zu den kinematisch angeregten Richtungen. Alle verbleibenden ¢;, deren Koordi-
naten sich durch Gl. (A.25) zu Null ergeben, stellen die gesperrten Richtungen dar. In diesem
Kontext spricht [RS88] auch von den Modes of Motion.

Aufgrund des mit Gl. (2.18) bereits angedeuteten speziellen Zusammenhangs zwischen Lasten
und Geschwindigkeiten, lasst sich ein dhnliches Ergebnis fiir die duale Basis der Kréifte gewinnen.
Die Vektoren in W werden so gewihlt, dass sie eine Basis des Nullraums ker (J T) bilden. Damit

muss gelten
JIw =0 (A.26)

und damit vereinfacht sich Gl. (A.23) in (2.37) eingesetzt zu
JIw . A=y (A.27)

Aufgrund der Definition der ¥ muss die Matrix J7 ¥ invertierbar sein und man erhélt somit
eine Gleichung zur Berechnung der Koordinaten X. Fiir die verbleibenden Koordinaten X ergibt
sich keine Bedingung und sie sind vorerst frei wahlbar.

A.2.2. WAHL DER DUALEN BASEN

Die Wahl der dualen Basen ¢; und v, ist nicht eindeutig und hangt mafigeblich davon ab, in
welcher Form die Bindung beschrieben ist.

Im Falle der explizit formulierten Bindung (2.33) ist die Matrix J bekannt. Um der Bedingung
(A.24) zu gentigen, wird ® so gewéhlt, dass es eine Basis des span (J) bildet, z.B. ® = J.
Bedingung (A.26) wird erfiillt, indem ¥ eine Basis des ker (J T) bildet. Die verbleibenden Ba-
sisvektoren werden entsprechend den Gl. (A.19) gewéhlt.

Ist die Bindung hingegen implizit formuliert (2.33), so ist die Matrix W bekannt. Werden
W als Basis des span (W), zB. ¥ = W, und ® als eine Basis des ker (WT) gewahlt, so

sind die Bedingungen (A.24) und (A.26) erfiillt. Die verbleibenden Basisvektoren werden dann
entsprechend der Bedingung (A.19) gewéhlt.

Der vorgestellte Ansatz ist etwas allgemeiner gefasst als in [RS88] vorgeschlagen und lésst mehr
Freiheiten zu. Diese konnen beispielsweise genutzt werden, um die ¢; als orthonormale Basis zu
konstruieren, da dies im Allgemeinen zu einer effizienteren Implementierung fithrt.

Somit ist es immer moglich, zu einer gegebenen Bindungsbeschreibung die dualen Basen ¢,; und
1, zu bestimmen. Daher wird im Folgenden davon ausgegangen, dass sie bekannt sind. Damit
konnen die Gleichungen (2.32) und (2.33) auf die neuen Basen

Yy = ®s+E€ (A.28)

=T
Uyyy = ¢ (A.29)
umgeschrieben werden, wobei die neuen generalisierten Geschwindigkeiten s Linearkombinatio-
nen der alten s'darstellen. ¢ geht ebenfalls iiber eine passende Linearkombination aus ¢’ hervor.
Mit dieser Festlegung ldsst sich aufgrund der Definition der dualen Basis (A.19) die Gleichung

(A.25) noch weiter vereinfachen

5 = ¢ (A.30)

Ebenso kann Gl. (2.37) umgeschrieben werden.

®Tly =1 (A.31)
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Diese vereinfacht sich mit der Darstellung (A.21) fiir Iy zu
A=n=0"ly4 (A.32)

und zeigt, dass die A ausschliefllich durch die eingepragten Kréfte Iy 4 verursacht werden. Dem-
nach parametrisieren ¥ und X die Zwangskrifte Iy . In der Literatur werden die A auch
Lagrange-Multiplikatoren genannt.

Die Eigenschaft der dualen Basis kann aulerdem genutzt werden, um Koordinaten zu extrahie-
ren. Wird z.B. Gl. (A.28) mit ¥ multipliziert, so folgt

T T

T oyyy =T {=5.
Dieselbe Gleichung auf 7 projiziert ergibt

T yly =

Diese Eigenschaft erweist sich in Kapitel 3 als sehr niitzlich.

A.2.3. KINEMATISCHE DIFFERENZIALGLEICHUNG

Um spéter das Differenzialgleichungssystem des gesamten Mehrkorpersystems 16sen zu kénnen,
muss der differenzielle Zusammenhang zwischen den Ableitungen der Gelenkkoordinaten ¢ und
den Gelenkgeschwindigkeiten s gefunden werden. Dazu wird Gl. (2.27) nach der Zeit abgeleitet.

{z _ Ozyn. n Ozy N
a vy 0q a ot
= Jq . q _|_ €q

Der differenzielle Zusammenhang zwischen der Ableitung der Pose %ZVN und der Kinemate
Yy ist durch Gl (2.6) und der Bezug zu s durch Gl (2.45) gegeben. Setzt man all diese
Beziehungen ineinander ein, erhilt man

dV
H-EZVN = <I>'S+E
@-H-(Jq-q+gq) = s

H, q+h;, = s.

Im Falle voneinander abhéngiger q, kann H, nicht direkt invertiert werden und obige Gl. muss
zusammen mit den Nebenbedingungen x (g), siehe Gl. (2.28),

H, - g+h, = s (A.33a)
0 = x(q (A.33b)

als differenzial-algebraisches System (DAE) gel6st werden.
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A.3. HERLEITUNG DES SUBSYSTEMS DES VIERGELENKS

A.3.1. REDUKTION DES SYSTEMS

Ausgehend von dem Gleichungssystem (4.11) soll an dieser Stelle die symbolische Gauf-Elimination
ausgefiithrt werden.

Zuerst wird die Bindungsgleichung des Gelenks D und dessen Prinzip der virtuellen Leistung in
die implizite Form, durch Nutzung der dualen Basis [lIl D,WD}, iiberfithrt. Es folgt zum Einen
eine Beziehung zur Berechnung der Gelenkbeschleunigung

$p = ¥}, (Gpaxs — Gpszs — cp)
und zum Anderen der Wert der Koordinaten Ap der freien Lastrichtungen des Gelenks D
Ap =0.

Durch Entfernen dieser Beziehungen aus dem Gleichungssystem, ergibt sich folgendes reduziertes
System

i l3 l2 ll T3 o T 53 S92 S1 XD lo 1 _ - [ 1 o !
Is5|-E o o M o o o o o Ggg,ﬁp o iB’O §3’$ U3 cat o
Is| o —E o o M, o o o o _ngﬁD o l2’0 l2,x loest | O
I,| o Ggl —F o o M; o o o o o 3053w Ui eat 0
Azl o o o -FE o o P53 0o o o o 3,0 T3, —c3 |Gsp
Ayl o o o o —FE Gy o Py o o o *2,0| T2, —C 0
Al o o o o o —FE o o &, o o 51.71,0 ?1@ - —c1 |G
Ds ‘I'g o o ) o o o o o o o ?3’0 ?3@ 0 0
Ds| o @g o o o o o o o o o ?2’0 '.32’93 0 0
Di| o o {){ o o o o o o o o ;1’0 Xsl’m 0 0
Apl o o o WEGD;), —WEGDQ o o o o o o E:l’o D’; —@ECD 0

| To Gg() o G’{O o o o o o o o —-E| C 0 °- | 0 0 |

Y

Nach Reduktion der ersten drei Spalten I3, I und Iy folgt

I s 1, I x3 To x| $3 So S AD ly i i 1 xg |
I;|—E o o Ms o o o o o GF{B@D o 13 cat T
I,| o —FE o o M, o o o o _G£2@D o lo cat 0
I,|o o —-E o G35 M M, o o o -GhHh¥p o ligest | O
Azl o o o —-F o o $; o o o o —c3 |Gsp
Ayl o o o o -F Gy o Py 0 o o v — —cCo 0
Al o o o o o —E o o & ) o —c1 |Gy
D3| o o o @gMg ) o o o o W3 ) i’glg,em 0
Doyl o o o ) <I>5M2 o o o o Wy ) @glzﬁm 0
Difo o o o ®GyM;®M; o o o Wp o P l1scar| O
Apl o o o igGDS —@EGDQ o o o o o o _WIL;CD 0

| Ip| o o o G§0M3 GgOMQ G?OMl o o o o —F | lo,cat 0 |
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Gp1 = GpaGa

G2 = GGy

Loeot = Uewt + Golocnt

Upy = ®1GL,T)p

Upy = —®JGH,Pp

vy = —-®7'GL, %)

loext = Grolsent + Gloli.car-

Durch Reduktion der néchsten drei Spalten x3, 2 und @, ergibt sich

i l3 l2 l1 I3 o T S3 32 51 XD lo i
Is;|—-FE o o Mj o o o o o ngﬁD o
Is| o —E o o M, o o o o 7G1T)2@D o
I,|o o —FE o GglMng o o o —Gg1$D o
Azl o o o —E o o | P3 o o o o
Asl o o o o —E Gy o P o o o
Al o o o o o —F| o o P o o
D3|l o o o o o o M33 o o W p3 o
Dyl o o o o o o | o MoyMsy Wpo o
T .
Di|o o o o o o| o My My ¥p o
ZD o o o o o o \Ilgd @52 ‘I’%l o o
| Ip| o o o o o o I‘ST I‘g FIT o —F |
mit

M; = Ms;

M, - M,

Ml = M,+ GglﬁgGgl

MO == G§0M3G30 + G,{OMI GlO

M;; = ®7M;®;

M,, = ®I'M,®,

My = ®;MyGn®,

My = ®M®,
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l3,ezt
l2,ezt
l12,ezt
—c3
—cCy
—cy
Qgi&eaﬁt
ngzewt
(I),{zlzezt
—@gfp

lO,ert

(A.34)
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und
cT = ¢
¢ = c3+Gac
c3 = c3
¢p = cp+Gpscs—Gpaca —Gpicy
Z3,ewt = l3,e:ct - M3é3
loyest = loest — MoCo
il,emt = lieqt — Micy
Z12,ezt = Z1,6:625 + Ggle,ezt
ZO,emt = G§023,emt + G?()leext
sowie
Gpo = Gp3Gsyo
I; = & M;Gy
Iy = ®IM,Gy
r, = ®'M,Gy.

Das so entstandene Gleichungssystem entspricht dem expliziten O (n3) Algorithmus, siehe Ab-
schnitt 3.2.1, erweitert um die kinematische Schleife sowie der Abhéngigkeit von x.

Das verbleibende Gleichungssystem kann nun entweder numerisch oder symbolisch gelost wer-
den. Im Folgenden sollen beide Moglichkeiten betrachtet werden.

A.3.2. NUMERISCHE LOSUNG

Aus der letzten Zeile der Gleichung (A.34) lassen sich folgende zwei Gleichungen fiir die gesuchten
GroBen I und M7 ableiten

a T 7
0= 'z - lO,eact

¢ —1TX - M,
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mit

51,0

SQ,x

Die Groflen « und X ergeben sich als Losung der linearen Gleichungssysteme

Ax =b (A.35a)
AX =T (A.35b)
mit
[ Mgg o o W p3
) M M v
A v 2T2 Mot W2 (A.36)
L ‘I’%?, ‘I’%Q ‘I’:& 0
(I){j;z?»,ext
b— ¢5l2,ext
q){lllezt
—WEED

Es bietet sich an, die beiden Gleichungssysteme (A.35a) und (A.35a) gemeinsam zu l6sen. In
diesem Fall muss die Matrix A nur einmal faktorisiert werden. Die Riicksubstitution muss danach
fiir jede Spalte der rechten Seiten b und I' einmal ausgefithrt werden.

A.3.3. SYMBOLISCHE LOSUNG

Anstelle das System (A.35) numerisch zu lésen, kann es ebenso gut symbolisch gelost werden.
Dies hat folgende Vorteile:

1. Es erfolgt kein Aufruf eines numerischen Losers, der zusétzlichen Overhead verursacht.
2. Die verbleibenden Nullen im System kénnen ausgenutzt werden.

3. Zwischenergebnisse konnen zur Losung des linearen Gleichungssystems auf Geschwindig-
keitsebene verwendet werden.
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Das zu l6sende Gleichungssystem auf Geschwindigkeitsebene ergibt sich aus den Bindungsglei-
chungen auf Geschwindigkeitsebene und lautet

83
| el wl, ol || s | =0

51

Findet nun eine Partitionierung der Gelenkgeschwindigkeiten in die unabhéngigen u = s1 und
abhéngigen v = [sq, 53]T statt, so muss obiges System wie folgt betrachtet werden:

L0 =914 (A.37)
mit
v
W32 = [ s ] .
D2

Dieses Gleichungssystem ist jedoch auch auf Beschleunigungsebene enthalten. Nach einer erneu-
ten Permutierung des Gleichungssystems (A.35) ergibt sich die Form

Wp3e M3z Mso ADo | ADz 732 | I's2
T T . . _
© ¥ps ¥y 8320 | 832,z | = v 0
~ T - ) )
Yp1 Mjzy Mo 510 | 81,2 | Iy

mit
) 53,0
8320 = | .
52,0

. é3,$
8322 = .
Sz
=T _
v=—-¥pcp

e
71 = Py l12eat

Tao = [ (I)[j;??),ewt ]
L leQ,ewt
I's
sz = T, ]
M32 _ [ M33 Ao ]
| o My
~ B [ (@]
Mo = _ Bl ] .

Nun kann mit der Gauf-Elimination in gewohnter Weise begonnen werden

Wp3e M3z Mso ADo | ADz 732 | I's2
T T . . _
° ¥hs2 ¥pi 8320 | 8322 | = | 0
1T Cr! . . / /
° M3z, My, 51,0 | Six | I
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mit
~ T ~ T 1~
M9y = Mgy — ¥p1Wp3o M3

~ / A 1 ~
M, =M —Vp1 W3, Mz

A.38a
A.38b
A.38¢c
A.38d

P e

/ —1
T1=T1— ¥p1Wp3oT32

=Ty —Up ¥, T

—~
~—  ~— ~—

Die Form nach dem letzten Schritt lautet

Wp3a M3z Mas ADo | ADz 732 | 32
T T . . _
o ¥pso ¥py 8320 | 8320 | = ¥ 0
~ I . . Vi !
© © Mll 81,0 S1,z B Fl
mit
Sl ) T a—T aT
My =My — M3 ¥p3¥h (A.39a)
"no__ 1 1T -T
=71 — M35 %307 (A.39b)

Die Matrix Wp3o ist im Falle des analytischen Viergelenks lediglich von der Dimension 2 x 2.
Somit kann die Inverse mit wenigen Operationen mithilfe der Vorschrift

~1
a b 1 d —b
c d S ad—bc| —¢ a
berechnet werden. Die Inverse W5, wird sowohl in den Gleichungen (A.38) benétigt, als auch

T
in transponierter Form \IIB§Q = (\1113}9)2) in den Gleichungen (A.39) und zusétzlich zur Losung
des linearen Gleichungssystems (A.37) auf Geschwindigkeitsebene.
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A.4. HOMOKINETISCHES GELENK ALS SUBSYSTEM

Wird das homokinetische Gelenk als doppeltes Kreuzgelenk betrachtet, so ergibt sich eine Ab-
folge von drei Drehgelenken ¢ = 1,2, 3, die der Zwangsbedingung ¢1 = o unterliegen. Die Ver-
bindung der drei Drehgelenke erfolge mit masselosen Stédben der Lénge null und somit M = 0.
Die Bewegungsgleichungen der Verbindungskérper degenerieren somit zu einfachen Lastbilan-
zen l;_1 = l;. Da die Verbindungskorper die Lénge null besitzen, vereinfachen sich zusétzlich die
Transformationsmatrizen zu Einheitsmatrizen, also G;;—1 = E. Somit lauten die Bindungsglei-
chungen der drei Drehgelenke
T; = i1 + P8 + ¢,

wobei die duBeren Drehachsen senkrecht auf der inneren stehen, also <I>§F<I>Z- =0,7=1,3. Das
Prinzip der virtuellen Leistung muss fiir die beiden dufleren Drehgelenke um ein Zwangsmoment
A\ erweitert werden und lautet somit

&l =X
&1, =0
&l = .

Die zugehorige Zwangsbedingung lautet auf Beschleunigungsebene
$1 = $3.

Werden all diese Gleichungen in das Schema von Gl. (4.7) gebracht, folgt nach entsprechender
Sortierung

—FE o o Mg o o o o o 1T I o [ —1¢]o
o 1 o o o o o -1 o 33,0 . 0 0
CIDg o 1 o o o o o o o . 0 0
o &3 o —-FE FE o o o 3,0 . —c3| 0
o o o o —E E & o o Tao | - = —c2| 0
o o o o o —FE o & o 1,0 —c | E
<I>g ) o o o o o o o 520 0 0
cI){ o —1 o o o o o 51,0 . 0 0
E o o o o o o —FE | g o | . O 0 |
Nach den ersten drei Schritten der GauB-Elimination ergibt sich
[ —F o o M o o o o o 1T 1 o] i =13
o 1 o o o o o -1 o 330 . 0
o o 1 @gMg o o o o o XO . figlg
o o o —-FE E o o ®3 o 3.0 : —C3
o o o o —-FE FE ®, o o T2 . = —cCa
o o o o o —-FE o & o Z10 . —c
o o o @gMg o o o o o 52,0 . —@glg
o o o (B1+®) MI o o o o $10 | - — (&1 + ®5)" 12
| o o o M5 o ) o —F | Iy | Mg | L =13

Werden die nédchsten drei Schritte ausgefiihrt, kann mit

c=c t+cytcg
P53 =P + P3
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r—-E o o M$ ) o ) o o 1T I . -5 0
o 1 o o o o o —1 o 33,0 . 0 0
o o 1 ®TMmg o o o o o o . L 0
o o o —-E E o o P3 o x3,0 —C3 0
o o o o -E E [:: 28 o o x2,0 . = —c2 0
o o o o o —-F o L3 o x1,0 . —C1 E
o o o ) o ) STMiP; PTMIPys o 42,0 . -oT (lg + Mgc) ®T M4
o o o o ) o @?3](1\4%@2 @{3](1\4%@13 ) é1é0 - _@{3 (1‘31 +M§c) @?SMg
| o o o o o o M§®2 MGP13 —-E | L I§ Mg | L —1§ — Mgc Mg
ermittelt werden. Wird nun
)
b =
®3
. $9
s§=1 .
51
definiert und der Einfachheit halber nur noch die untersten vier Gleichungen und Variablen
betrachtet, so ergibt sich
T ML® o s0| - | | —®T (1§ + Me) | T M
a a a - a a a N
M3;® —-FE ly | My -5 — M5c M3
Dieses System lésst sich leicht 16sen mit M3 = &7 M 3P
. T T
N; o 30 —®" (I3 + Mjc) @ M
= A —1 A —1
o —E |[I§|M] 1% — M+ MS®M, &7 (1% + Mc) | M2 — (<I>TM§) N, T M

Aus der letzten Zeile lasst sich nun ablesen
T . _
o= Mg — (7M3) NI, 7MY
12 = —1% — Mic+ M3®N, ®715.

Dies und alle anderen Gleichungen entsprechen exakt denen aus Algorithmus 3.3. Folglich verhélt
sich das homokinetische Gelenk wie ein klassisches Gelenk mit

Py
P, + P3

. $2
S = .
S1

c=c1 + ¢+ c3.

& —

Aus Sicht der Dualen Basen war dieses Ergebnis im Nachgang jedoch zu erwarten.
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