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Асимптотический анализ в задаче моделирования
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в приповерхностном слое атмосферы
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Аннотация. Рассматривается модельная краевая задача для стационарного сингулярно воз-
мущенного уравнения реакция-диффузия-адвекция, возникающая при описании процессов пере-
носа газовой примеси в экосистеме «лес–болото». Применение метода пограничных функций и
асимптотического метода дифференциальных неравенств позволяет построить асимптотику ре-
шения погранслойного типа, доказать существование решения с такой асимптотикой и его асимп-
тотическую устойчивость по Ляпунову, как стационарного решения соответствующей параболиче-
ской задачи с определением локальной области формирования решения погранслойного типа. По-
следнее имеет определенное прикладное значение, т.к. позволяет выявить решение, описывающее
одно из наиболее вероятных состояний экосистемы. В заключительной части работы обсуждаются
достаточные условия существования решений с внутренними переходными слоями (контрастных
структур).
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1. Постановка задачи
Стационарное распределение концентрации парниковых газов в экосистеме «лес–

болото» в предположении изотропности пространства по одной из горизонтальных
координат имеет вид контрастной структуры с локализацией внутреннего переход-
ного слоя в окрестности границы между лесополосой и болотом. Это явилось осно-
ванием для применения асимптотической теории контрастных структур к исследо-
ванию одномерной модельной краевой задачи для усредненного уравнения переноса
газовой примеси

ε2u′′ − εA (x)u′ = B (u, x, ε) , x ∈ (−1, 1) , ε ∈ (0, 1) , (1)

с граничными условиями вида

u′ (−1, ε) = u′ (1, ε) = 0. (2)

Здесь u – безразмерная концентрация газовой примеси, A (x) – горизонтальная
компонента безразмерной скорости ветра. В рамках данной модели функция взаи-
модействия с растительностью B (u, x, ε) выбирается в виде

B (u, x, ε) = (u− ϕ1 (x)) (u− ϕ2 (x)) (u− ϕ3 (x)) ,

где функции u = ϕi (x) , i = 1, 3 интерпретируются как безразмерные концентрации
парниковых газов над лесом и болотом.

2. Решение погранслойного типа
Вопрос о существовании контрастных структур в задаче (1)–(2) непосредствен-

но связан с вопросом о существовании решений погранслойного типа в следующей
задаче:

ε2u′′ − εA (x)u′ = (u− ϕ1 (x)) (u− ϕ2 (x)) (u− ϕ3 (x)) , x ∈ (−1, 1) , (3)

u′ (−1, ε) = g1, u (1, ε) = g2. (4)

Далее будем исследовать решение погранслойного типа задачи (3)–(4), которое
близко к решению u = ϕ1(x) вырожденного уравнения B(u, x, 0) = 0 внутри ин-
тервала (−1, 1) , а в точках x = ±1 удовлетворяет граничным условиям (4). Для
определённости будем считать, что g2 > ϕ1(1) .

Пусть выполнены условия:

(У1)Функции A (x) и ϕi (x) – достаточно гладкие функции в области x ∈ [−1, 1] , i =
1, 2, 3

(У2)Корни u = ϕi (x) вырожденного уравнения таковы, что ϕ1 (x) < ϕ2 (x) <
ϕ3 (x).
Порядок гладкости функцийA (x) и ϕi (x) определяется порядком строящейся асимп-
тотики.
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Пусть (A (1))2 +4 (ϕ2 (1)− ϕ1 (1)) (ϕ2 (1)− ϕ3 (1)) < 0. Тогда в силу условия (У2)
точки покоя (ϕ1(1), 0) и (ϕ3(1), 0) на фазовой плоскости (ũ, ṽ) присоединенной си-
стемы

dṽ/dρ+ = A (1) ṽ + (ũ − ϕ1 (1)) (ũ − ϕ2 (1)) (ũ − ϕ3 (1)) ,

dũ/dρ+ = ṽ, −∞ < ρ+ < 0
(5)

классифицируются как точки покоя типа седла, а точка (ϕ2(1), 0) – как фокус.

Для существования решения погранслойного типа задачи (3)–(4) достаточно,
чтобы прямая ũ = g2 на плоскости (ũ, ṽ) пересекала сепаратрису, входящую в седло
(ϕ1(1), 0) при ρ+ → −∞ [1]. Соответствующее пересечение обеспечивает следующее
условие на значение g2 :

(У3) Если A (1) =
√

1
2

(ϕ1 (1) + ϕ3 (1)− 2ϕ2 (1)), то ϕ1 (1) < g2 6 ϕ3 (1) ;

если A (1) >
√

1
2

(ϕ1 (1) + ϕ3 (1)− 2ϕ2 (1)), то g2 > ϕ1 (1);

если A (1) <
√

1
2

(ϕ1 (1) + ϕ3 (1)− 2ϕ2 (1)), то ϕ1 (1) < g2 6 û,
где û – наибольшее из возможных значений таких, что ϕ1 (1) < û < ϕ3 (1) ,
ṽ (û) = 0, û 6= ϕ2 (1).

В частности, пусть B = u(u− 1)(u− 4) . Положение сепаратрис в верхней полу-
плоскости фазовой плоскости (ũ, ṽ) при различных значениях коэффициента A(1)
представлено на рис. 1–3.

Рис. 1. A(1) = 1, û = 2.5 Рис. 2. A(1) =
√

2 Рис. 3. A(1) = 1.9

Условие (У3) выполнено, если 0 < g2 ≤ 2.5 при A(1) = 1 , 0 < g2 ≤ 4 при
A(1) =

√
2, и, наконец g2 > 0 при A(1) = 1.9 .

В соответствии с методом пограничных функций [2] асимптотику погранслойно-
го решения ищем в виде ряда:

u (x, ε) = ū (x, ε) + Πu+ (ρ+, ε) + Πu− (ρ−, ε) , (6)

ū (x, ε) = ϕ1 (x) + εū1 (x) + . . . , Πu± (ρ±, ε) = Πu±0 (ρ±) + εΠu±1 (ρ±) + . . . ,

ρ− = (x+ 1)/ε, ρ+ = (x− 1)/ε.
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В нулевом приближении имеем:

d2Πu−0 /dρ
2
− − A (−1) dΠu−0 /dρ− = B

(
ϕ1 (−1) + Πu−0 ,−1, 0

)
,

dΠu−0 (0)/dρ− = 0, Πu−0 (+∞) = 0,
(7)

B
(
ϕ1 (−1) + Πu−0 ,−1, 0

)
= Πu−0

(
ϕ1 (−1)− ϕ2 (−1) + Πu−0

) (
ϕ1 (−1)− ϕ3 (−1) + Πu−0

)
.

Анализируя фазовый портрет системы, которая соответствует уравнению из за-
дачи (7), видим, что задача (7) имеет тривиальное решение: Πu−0 (ρ−) = 0.

Аналогично получаем задачу для определения функции Πu+
0 (ρ+):

d2Πu+
0 /dρ

2
+ − A (1) dΠu+

0 /dρ+ = B
(
ϕ1 (1) + Πu+

0 , 1, 0
)
,

Πu+
0 (0) = g2 − ϕ1 (1) , Πu+

0 (−∞) = 0,
(8)

где

B
(
ϕ1 (1) + Πu+

0 , 1, 0
)

= Πu+
0

(
ϕ1 (1)− ϕ2 (1) + Πu+

0

) (
ϕ1 (1)− ϕ3 (1) + Πu+

0

)
.

Если положить ũ(ρ+) = ϕ1 (1)+Πu+
0 (ρ+), то уравнению из задачи (8) будет соответ-

ствовать система (5). В силу условия (У3) существует решение задачи (8). В каче-
стве решения выбираем монотонно изменяющуюся функцию от значения g2−ϕ1 (1)
при ρ+ = 0 до нуля при ρ+ → −∞, причем

∣∣Πu+
0 (ρ+)

∣∣ ≤ Ceχ0ρ+ , χ0 > 0.

Константы, значения которых не зависят от ε, здесь и далее будем обозначать
буквой C.

При n > 0 для членов разложения Πu+ (ρ+) имеем линейные задачи:

d2Πu+
n /dρ

2
+ − A (1) dΠu+

n /dρ+ − B̃+
u (ρ+)Πu+

n = f+
n (ρ+) , −∞ < ρ+ < 0,

Πu+
n (0) = −un (1) , Πu+

n (−∞) = 0,
(9)

где B̃+
u (ρ+) = (ũ− ϕ2(1))(ũ− ϕ3(1)) + (ũ− ϕ1(1))(ũ− ϕ3(1)) + (ũ− ϕ1(1))(ũ− ϕ2(1))

, f+
n (ρ+) – известные функции, причем |f+

n (ρ+)| ≤ Ceχ
+
n ρ+ , χ+

n > 0.
Поскольку решения задач (9) представимы в явном виде

Πu+
n (ρ+) = −un (1)

ṽ (0)
ṽ (ρ+)− ṽ (ρ+)

0∫
ρ+

eA(1)s (ṽ (s))−2 ds

s∫
−∞

e−A(1)ηṽ (η) f+
n (η) dη,

то для функций Πu+
n легко получить экспоненциальные оценки:∣∣Πu+

n (ρ+)
∣∣ ≤ Ceχ

+
n ρ+ , χ+

n > 0.

При n > 0 относительно функций Πu−n имеем аналогичные задачи

d2Πu−n /dρ
2
− − A (−1) dΠu−n /dρ− −B

−
u Πu−n = f−n (ρ−) , 0 < ρ− < +∞,

dΠu−n (0)/dρ− = −u ′n−1(−1), Πu−n (+∞) = 0,
(10)
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решения которых представимы в виде:

Πu−n =

 λ2

λ1(λ2 − λ1)

+∞∫
0

e(λ1−A(−1))ξf−n (ξ)dξ − 1

λ1

u ′n−1(−1)

 eλ1ρ− + Πũ−n ,

где Πũ−n = −Y1 (ρ−)
ρ−∫
0

e−A(−1)ξY2 (ξ) f−n (ξ) dξ + Y2 (ρ−)
ρ−∫

+∞
e−A(−1)ξY1 (ξ) f−n (ξ) dξ —

частное решение неоднородного уравнения из задачи (10), Yk (ρ−) = eλkρ−√
λ2−λ1

— ФСР

однородного уравнения, λk = A(−1)∓
√
A2(−1)+4B

−
u

2
, k = 1, 2,

B
−
u = (ϕ1 (−1)− ϕ2 (−1)) (ϕ1 (−1)− ϕ3 (−1)) , f−n (ρ−) – известные функции.

Справедливы оценки: |Πu−n (ρ−)| ≤ Ceχ
−
n ρ− , χ−n < 0.

Доказательство существования решения задачи (3)–(4) с асимптотикой (6) осно-
вано на идеях асимптотического метода дифференциальных неравенств (см., напр.,
[3,4]). Верхнее βn(x, ε) и нижнее αn(x, ε) решения строятся в виде стандартных мо-
дификаций асимптотического разложения (6):

βn(x, ε) = ϕ1 (x) + εū1 (x) + . . .+ εn(ūn (x) + γ) + Πu+
0 (ρ+) + εΠu+

1 (ρ+) + . . .+

+εnΠu+
n (ρ+) + εnΠβu

+
n (ρ+) + εΠu−1 (ρ−) + . . .+ εn+1Πu−n+1 (ρ−)

αn(x, ε) = ϕ1 (x) + εū1 (x) + . . .+ εn(ūn (x)− γ) + Πu+
0 (ρ+) + εΠu+

1 (ρ+) + . . .+

+εnΠu+
n (ρ+) + εnΠαu

+
n (ρ+) + εΠu−1 (ρ−) + . . .+ εn+1Πu−n+1 (ρ−) ,

где γ > 0 , а функции Πα,βu
+
n (ρ+) определяются как решения следующих задач:

d2Πα,βu
+
n /dρ

2
+ − A (1) dΠα,βu

+
n /dρ+ − B̃+

u (ρ+)Πα,βu
+
n =

= ∓γΠu+
0

(
3Πu+

0 + 4ϕ1(1)− 2(ϕ2(1) + ϕ3(1))
)
±Ψ(ρ+),−∞ < ρ+ < 0,

Πα,βu
+
n (0) = 0,Πα,βu

+
n (−∞) = 0.

Здесь 0 < Ψ(ρ+) ≤ CΨexp(σρ+), σ > 0 , CΨ > 0 .

В результате проверки соответствующих дифференциальных неравенств [4] до-
казывается

Теорема. Пусть выполнены условия (У1)–(У3). Тогда существует решение
u(x, ε) задачи (3)–(4) такое что

|u (x, ε)− Un (x, ε)| ≤ Cεn+1, x ∈ [−1, 1] ,

где Un (x, ε) – частичная сумма n-го порядка асимптотического ряда (6), C – не
зависящая от ε константа.
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Если рассмотреть параболическую задачу, соответствующую задаче (3)–(4), с
начальной функцией u0(x) такой, что α1(x, ε) ≤ u0(x) ≤ β1(x, ε) , то её стационарное
решение u(x, ε) с асимптотикой (6) будет асимптотически устойчивым по Ляпунову,
и, следовательно, единственным в указанной области [5]. Это утверждение легко
доказать, если применить асимптотический метод дифференциальных неравенств
к исследованию вышеупомянутой параболической задачи.

3. Контрастные структуры
Сформулируем основные условия существования контрастных структур в зада-

че (1)–(2).
Пусть (A(x))2 + 4Bu(ϕ2(x), x, 0) < 0 при x ∈ [−1, 1] , выполнены условия (У1 ) ,

(У2) и условие

(У30)Существует значение x0 ∈ (−1, 1) такое, что

A(x0) =

√
1

2
(ϕ1(x0) + ϕ3(x0)− 2ϕ2(x0)) .

При описании контрастных структур существенную роль играет присоединенная
система

dṽ/dξ = A (x) ṽ + (ũ − ϕ1 (x)) (ũ − ϕ2 (x)) (ũ − ϕ3 (x)) ,

dũ/dξ = ṽ, −∞ < ξ < +∞.
(11)

Определим функцию H (x) = ṽ+ (0, x) − ṽ− (0, x) , x ∈ [x0 − δ, x0 + δ], δ = O (ε) ,
где ṽ∓ (ξ, x) – решения системы (11) с условиями ũ∓ (∓∞, x) = ϕi (x), i = 1, 3,
ṽ∓ (∓∞, x) = 0. В силу условия (У30) при x = x0 на фазовой плоскости системы
(11) существует сепаратриса, соединяющая седла (ϕ1(x0), 0) и (ϕ3(x0), 0). Следова-
тельно, H (x0) = 0 .

(У4). Пусть H ′(x0) > 0.

Асимптотическое разложение решения u(x, ε) типа контрастной структуры по-
лучается в результате C1 – сшивания двух асимптотик погранслойного типа в точке
x = x̂ :

u− = u− (x, ε) +Qu− (ξ, ε) + Πu− (ρ−, ε) , x ∈ [−1, x̂) ,

u+ = u+ (x, ε) +Qu+ (ξ, ε) + Πu+ (ρ+, ε) , x ∈ (x̂, 1] ,
(12)

ξ = (x− x̂)/ε,

где u− (x, ε) = ϕ1 (x) + εu−1 (x) + . . .,u+ (x, ε) = ϕ3 (x) + εu+
1 (x) + . . . – регулярные ча-

сти разложений, Πu± (ρ±, ε) = Πu±0 (ρ±) + εΠu±1 (ρ±) + . . . – функции, описывающие
пограничные слои в окрестности точек x = ±1 , Qu± (ξ, ε) = Qu±0 (ξ)+εQu±1 (ξ)+ . . .
– функции, описывающие пограничные слои в окрестности точки x = x̂, положение
которой определяется условием u (x̂, ε) = ϕ2 (x̂) , а значение ищется в виде

x̂ = x0 + εx1 + . . . , (13)
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где в качестве главного члена выбирается значение x0, определяемое условием (У30).

Построение рядов (12) выполняется в соответствии с п. 2. Коэффициенты xi ря-
да (13) определяются из условия гладкого сшивания асимптотик при x = x̂(ε) :(

du+(x̂)/dx− du−(x̂)/dx
)

= H (x̂) +

+ ε
(
ϕ′3 (x̂)− ϕ′1 (x̂) + dQu+

1 (0, x̂)/dξ − dQu−1 (0, x̂)/dξ
)

+ . . .
(14)

Подставляя ряд (13) в уравнение (14), с учетом явного вида функций Qu±k , получаем
последовательность разрешимых, в силу условия (У4), уравнений относительно xi,
i > 0 :

H ′(x0)xi +Gi (x0, x1, . . . , xi−1) = 0,

где Gi (x0, x1, . . . , xi−1) – известные функции.
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Abstract. In the present work the model boundary value problem for a stationary singularly per-
turbed reaction-diffusion-advection equation arising at the description of gas impurity transfer processes
in an ecosystem ”forest – swamp” is considered. Application of a boundary functions method and an
asymptotic method of differential inequalities allow to construct an asymptotics of the boundary layer
type solution, to prove the existence of the solution with such an asymptotics and its asymptotic stabil-
ity by Lyapunov as the stationary solution of the corresponding parabolic problem with the definition
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of local area of boundary layer type solution formation. The latter has a certain importance for ap-
plications, since it allows to reveal the solution describing one of the most probable conditions of the
ecosystem. In the final part of the work sufficient conditions for existence of solutions with interior
transitional layers (contrast structures) are discussed.

Keywords: reaction-diffusion-advection type equations, contrast structures
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