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Аннотация. Пусть πk : Xk → C (k = 1, 2)− проективное семейство поверхностей (воз-
можно, с вырождениями) над гладкой проективной кривой C. Предположим, что дискриминант-
ные локусы ∆k = {δ ∈ C | Sing(Xkδ) 6= ∅} (k = 1, 2) не пересекаются, причем h2,0(Xks) =
1, h1,0(Xks) = 0 для любого гладкого слоя Xks и отображение периодов, ассоциированное с ва-
риацией структур Ходжа R2π′k∗Q (где π′k : X ′k → C \∆k − гладкая часть морфизма πk), является
непостоянным. Если для общих геометрических слоев X1s и X2s выполнены следующие условия:

(i) b2(X1s)− rank NS(X1s) является нечетным числом;
(ii) b2(X1s)− rank NS(X1s) 6= b2(X2s)− rank NS(X2s),
то для любой гладкой проективной модели X расслоенного произведения X1 ×C X2 верна

гипотеза Ходжа об алгебраических циклах.
Если, кроме того, морфизмы πk гладкие, pk = b2(Xks) − rank NS(Xks) (k = 1, 2)− нечетные

простые числа и p1 6= p2, то для X1 ×C X2 и для расслоенного квадрата X1 ×C X1 верны гипотеза
Ходжа и стандартная гипотеза Гротендика об алгебраичности операторов ∗ и Λ теории Ходжа.

Этот результат доставляет новые примеры гладких проективных 5-мерных многообразий, для
которых верны гипотезы Ходжа и Гротендика, потому что в качестве гладких слоев морфизма
πk : Xk → C могут быть K3-поверхности, а также минимальные регулярные поверхности основ-
ного типа (размерности Кодаиры κ = 2) с геометрическим родом 1, принадлежащие одному из
следующих типов: (a) поверхности с K2 ≤ 2; (b) поверхности с 3 ≤ K2 ≤ 8, модули которых лежат
в одной компоненте модулей с поверхностью Тодорова; (c) поверхности с K2 = 3 с кручением
группы Пикара Z/3Z.
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Введение

Пусть X − гладкое проективное комплексное многообразие, r ∈ Z, r ≥ 0,

H2r(X,Q)⊗Q C = ⊕p+q=2rH
p,q(X,C)

− разложение Ходжа. Гипотеза Ходжа [1] утверждает, что Q-пространство

H2r(X,Q) ∩ Hr,r(X,C)

порождается классами когомологий алгебраических циклов коразмерности r на X.
Эта гипотеза верна для всех многообразий размерности ≤ 3, для всех простых абе-
левых многообразий простой размерности [2], а также для некоторых других типов
абелевых многообразий, перечисленных в обзоре [3]. Справедливость гипотезы Ход-
жа не установлена даже для произведения двух K3-поверхностей. Тем не менее эта
гипотеза верна для гладких моделей расслоенных произведений некоторых неизо-
тривиальных семействK3-поверхностей над гладкой проективной кривой [4], [5], [6].

С другой стороны, стандартная гипотеза Гротендика B(X) типа Лефшеца утвер-
ждает [7], что классические операторы ∗ и Λ теории Ходжа, рассматриваемые как
соответствия на декартовом квадрате X ×X, представлены алгебраическими клас-
сами когомологий на X × X. Эта гипотеза верна для всех гладких комплексных
проективных кривых, поверхностей, абелевых многообразий [8] и трехмерных мно-
гообразий размерности Кодаиры κ(X) < 3 [9]. Кроме того, B(X) выполняется для
гиперкэлеровых многообразий, являющихся деформациями точечных схем Гиль-
берта K3-поверхностей [10], а также для расслоенного произведения X1×C X2 двух
проективных неизотривиальных гладких семейств πk : Xk → C (k = 1, 2) K3-
поверхностей над гладкой проективной кривой C при условии, что ранги решеток
трансцендентных циклов на общих геометрических слоях Xks (k = 1, 2) являются
различными простыми нечетными числами [4]. Другие известные примеры справед-
ливости стандартной гипотезы содержатся в [11].

В данной работе гипотеза Ходжа и стандартная гипотеза Гротендика доказыва-
ются для расслоенных произведений семейств регулярных поверхностей с геометри-
ческим родом 1 при некоторых естественных условиях на ранги решеток трансцен-
дентных циклов общих геометрических слоев. Это доставляет в том числе примеры
5-мерных гладких проективных многообразий размерности Кодаиры 5, для которых
верны обе гипотезы.

Пусть πk : Xk → C (k = 1, 2)− проективное семейство поверхностей (воз-
можно, с вырождениями) над гладкой проективной кривой C. Предположим, что
дискриминантные локусы ∆k = {δ ∈ C | Sing(Xkδ) 6= ∅} (k = 1, 2) не пере-
секаются, причем h2,0(Xks) = 1, h1,0(Xks) = 0 для любого гладкого слоя Xks и
отображение периодов, ассоциированное с вариацией структур Ходжа R2π′k∗Q (где
π′k : X ′k → C \∆k− гладкая часть морфизма πk), является непостоянным. Если для
общих геометрических слоев X1s и X2s выполнены следующие условия:

(i) b2(X1s)− rank NS(X1s) является нечетным числом;
(ii) b2(X1s)− rank NS(X1s) 6= b2(X2s)− rank NS(X2s),
то для любой гладкой проективной модели X расслоенного произведения X1×C

X2 верна гипотеза Ходжа об алгебраических циклах.
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Если, кроме того, морфизмы πk гладкие, pk = b2(Xks)−rank NS(Xks) (k = 1, 2)−
нечетные простые числа и p1 6= p2, то для X1 ×C X2 и для расслоенного квадрата
X1×C X1 верны гипотеза Ходжа и стандартная гипотеза Гротендика об алгебраич-
ности операторов ∗ и Λ теории Ходжа.

Заметим, что в качестве гладких слоев морфизма πk : Xk → C могут быть K3-
поверхности, а также минимальные регулярные поверхности основного типа (раз-
мерности Кодаиры κ = 2) с геометрическим родом 1, принадлежащие одному из
следующих типов: (a) поверхности с K2 ≤ 2; (b) поверхности с 3 ≤ K2 ≤ 8, модули
которых лежат в одной компоненте модулей с поверхностью Тодорова; (c) поверх-
ности с K2 = 3 с кручением группы Пикара Z/3Z.

1. Отображение периодов и группы Ходжа

1.1. Отображение периодов и монодромия

По определению, отображение периодов сопоставляет точке s базы семейства
гладких проективных многообразий над полем C комплексных чисел когомологии
слоя над этой точкой, снабженные структурой Ходжа. Полученная при этом струк-
тура Ходжа рассматривается как точка в многообразии модулей структур Ходжа
данного типа.

Пусть {Xs}s∈S − семейство слоев гладкого проективного морфизма f : X → S,
где S − гладкое алгебраическое многообразие. Тогда когомологии Hp(Xs,Z) = VZ
снабжены чистой поляризованной структурой Ходжа, которая задается морфиз-
мом вещественных алгебраических групп h : ResC/R(Gm) → GR, где ResC/R(Gm)−
мультипликативная группа C× поля комплексных чисел, рассматриваемая как ве-
щественная алгебраическая группа,

G = {g ∈ GL(V ) | ψ(gx, gy) = λ(g)ψ(x, y)}

− алгебраическая группа линейных автоморфизмов пространства V , умножающих
невырожденную (симметрическую или кососимметрическую) билинейную форму
поляризации ψ на скалярный множитель, причем автоморфизм Adh(i) группы GR
является инволюцией Картана и h(R×) лежит в центре группы GR.

МножествоXG морфизмов групп h : ResC/R(Gm)→ GR, обладающих этими свой-
ствами, естественным образом снабжено GR-инвариантной структурой однородного
кэлерова многообразия, а фактор MG = XG/GZ является пространством модулей
структур Ходжа.

Голоморфное отображение в XG или MG называется горизонтальным, если об-
раз его касательного отображения лежит в горизонтальном подрасслоении. Хорошо
известно, что отображение периодов Φ : S → MG горизонтально [12], [13, п. (2.4)].
Образ группы монодромии

Φ∗(π1(S, s)) ⊂ GZ

полупрост во всяком рациональном представлении группы G [13, теорема (3.3)], а
преобразования обхода T вокруг дивизора с нормальными пересечениями S \ S в
гладкой компактификации S многообразия S (преобразования Пикара – Лефшеца)



Никольская О.В.
Об алгебраических циклах 443

порождают квазиунипотентные (другими словами, имеющие в качестве собствен-
ных чисел корни из 1) элементы Φ∗(T ) ∈ GZ [13, теорема (3.1)]. Группа моно-
дромии важна в силу теоремы жесткости [13, теорема (5.4)], [14], [15]: если над
S имеются два семейства гладких проективных многообразий, то соответствующие
отображения периодов Φ1 и Φ2 из S в MG совпадают тогда и только тогда, когда
Φ1(s0) = Φ2(s0) в некоторой точке s0 и морфизмы групп Φi∗ : (π1(S, s0)) → GZ,
i = 1, 2 совпадают.

1.2. Поверхность Тодорова

Поверхностью Тодорова называется любая проективная комплексная поверх-
ность Z с эйлеровой характеристикой структурного пучка χ(OZ) = 2, двойными
рациональными особыми точками и обильным каноническим классом при условии,
что ее биканонический образ является K3-поверхностью S с двойными рациональ-
ными особыми точками (в частности, q(S) = 0, KS = 0) [16, § 2].

1.3. Типы гладких слоев семейств поверхностей

Пусть V – гладкая проективная поверхность основного типа над конечнопорож-
денным полем k ↪→ C с h2,0(V ⊗k C) = 1. Если минимальная модель поверхности
V ⊗k C принадлежит одному из следующих типов:

(a) поверхности с q = 0 и K2 ≤ 2;
(b) поверхности с q = 0 и 3 ≤ K2 ≤ 8, модули которых лежат в одной компоненте

модулей с поверхностью Тодорова;
(c) поверхности с q = 0 и K2 = 3 с кручением группы Пикара Z/3Z;
(d) поверхности с q = 1 и K2 = 2;
(e) поверхности с q = 1 и K2 = 3 и общим слоем отображения Альбанезе рода 3;
(f) поверхности с q = 1 и K2 = 4 в любой из восьми компонент модулей, описан-

ных в работе Пигнателли [17],
то можно считать, что существует такой гладкий проективный k-морфизм f :

X → S над некоторой гладкой связной базой S, что отображение периодов, ас-
социированное с вариацией структур Ходжа R2fC∗Q, непостоянно, причем много-
образие V является слоем морфизма f над некоторой точкой s ∈ S(k), гипотеза
Тэйта для дивизоров V и гипотеза Мамфорда – Тэйта для когомологий степени 2
верны [18, теорема 9.3].

1.4. Второе число Бетти гладкого слоя

Используя формулу для арифметического рода поверхности

1− q + pg =
K2 + χ

12
,

где χ = 2− 2b1 + b2 – эйлерова характеристика, мы видим, что в рассматриваемых
случаях

b2 = χ−2+2b1 = 12(1−q+pg)−K2−2+4q = 10−8q+12pg−K2 = 22−8q−K2 ≥ 10.
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1.5. Определение группы Ходжа

Пусть S – гладкая проективная поверхность с h2,0(S) = 1. Рассмотрим разложе-
ние Ходжа

H2(S,Q)⊗Q C = H2,0(S,C)⊕H1,1(S,C)⊕H0,2(S,C),

где Hp,q(S,C) – пространство гармонических форм типа (p, q). Известно, что
H2,0(S,C) →̃H0(S,Ω2

S), H0,2(S,C) →̃ H2(S,OS) являются одномерными простран-
ствами над C.

Пусть U1 = {eiθ|θ ∈ R} – единичная окружность. Определим ее действие в
H2(S,Q) ⊗Q C следующим образом: eiθ действует на Hp,q(S,C) как умножение на
число eiθ(p−q). В итоге мы получаем морфизм групп

U1 h−→ GL(H2(S,Q)⊗Q R),

где h(eiθ)(w2,0 +w1,1 +w0,2) = e2iθw2,0 +w1,1 +e−2iθw0,2 на пространстве H2(S,Q)⊗QC.
По определению, группой Ходжа структуры ХоджаH2(S,Q) называется наимень-

шая алгебраическая Q-подруппа Hg(H2(S,Q)) ↪→ GL(H2(S,Q)), группа R-точек
которой содержит h(U1).

По теореме Лефшеца о дивизорах имеем:

H2(S,Q)Hg(H2(S,Q)) = H2(S,Q) ∩H1,1(S,C) = NS(S)⊗Z Q def
= NSQ(S),

где NS(S) группа Нерона–Севери поверхности S.

1.6. Некоторые спаривания

Пусть NSQ(S)⊥ – ортогональное дополнение к NSQ(S) в H2(S,Q) относи-
тельно билинейного спаривания

< , >: H2(S,Q)×H2(S,Q)
x×y 7→x^y−−−−−−→ H4(S,Q) →̃ Q(−2)

(2πi)2

−−−→˜ Q.

Из описания Ю.Г. Зархиным группы Hg(H2(S,Q)) известно, что Hg(H2(S,Q))-
модуль NSQ(S)⊥ простой и E = E(S)

def
= EndHg(H2(S,Q)) NSQ(S)⊥ – вполне веще-

ственное поле E0 = E0(S) или мнимое квадратичное расширение вполне веществен-
ного поля E0 [19, теоремы 1.4.1, 1.6, 1.5.1]. Пусть

Φ : NSQ(S)⊥ × NSQ(S)⊥
x×y 7→α−−−−→ E

– спаривание, определяемое формулой

< ex, y >= trE/Q(eα) для всех e ∈ E.

1.7. Структура группы Ходжа в случае вполне
вещественного поля

Если E = E0, то группа Hg(H2(S,Q)) полупростая [19, замечание 1.5.3.b],

Hg(H2(S,Q)) = ResE0/Q(SO(NSQ(S)⊥,Φ)),
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где ResE0/Q(SO(NSQ(S)⊥,Φ)) получается из E0-группы SO(NSQ(S)⊥,Φ) ограничени-
ем поля скаляров до Q [19, теорема 2.2.1]. Лемма Шура и равенство

E ⊗Q = EndHg(H2(S,Q)) NSQ(S)⊥ ⊗Q

дают разложение
NSQ(S)⊥ ⊗Q = V1 ⊕ · · · ⊕ Ve,

где e = [E : Q], Vi = Vi(S) (i = 1, . . . , e) – неприводимые попарно неизоморфные
ортогональные Hg(H2(S,Q))⊗Q-модули, образ канонического морфизма

Hg(H2(S,Q))⊗Q→ GL(Vi)

совпадает с SO(Vi), группа Галуа Gal(Q/Q) транзитивно переставляет V1, . . . , Ve.
Следовательно,

Hg(H2(S,Q))⊗Q →̃
e∏
i=1

SO(Vi).

Пара (
тип Lie Hg(H2(S,Q))⊗Q, NSQ(S)⊥ ⊗Q

)
принимает одно из следующих значений:(

A1 × · · · × A1 = Ae1, E(2ω
(1)
1 )⊕ · · · ⊕ E(2ω

(e)
1 )
)
,

если dimVi = 3; (1.1)(
A1 × · · · × A1 = A2e

1 , E(ω
(1)
1 + ω

(2)
1 )⊕ · · · ⊕ E(ω

(2e−1)
1 + ω

(2e)
1 )

)
,

если dimVi = 4; (1.2)(
Bn × · · · × Bn = Be

n, E(ω
(1)
1 )⊕ · · · ⊕ E(ω

(e)
1 )
)
,

если dimVi = 2n+ 1, n ≥ 2; (1.3)(
Dn × · · · ×Dn = De

n, E(ω
(1)
1 )⊕ · · · ⊕ E(ω

(e)
1 )
)
,

если dimVi = 2n, n ≥ 3, (1.4)

где через E(ω
(i)
1 ) обозначается стандартное неприводимое представление со стар-

шим весом ω
(i)
1 (в обозначениях Н. Бурбаки [20]) i-го простого фактора типа A1, Bn

или Dn полупростой алгебры Ли Lie Hg(H2(S,Q))⊗Q.

1.8. Лемма Мустафина

Лемма Мустафина [21, § 4, лемма 3]. Пусть ρ : g → EndQ V — точное Q-
неприводимое представление Q-полупростой алгебры Ли g, и пусть gC = g1×. . .×ge
— разложение на простые факторы комплексификации g, где e = dimQ(Z(Endg V )),
Z(Endg V ) — центр алгебры Endg V . Тогда алгебра Ли g Q-проста.

Согласно лемме Мустафина, алгебра Ли Lie Hg(H2(S,Q)S) является Q-простой
в случаях (1.1), (1.3) – (1.4) (другими словами, если dimVi 6= 4).
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1.9. Структура группы Ходжа в случае мнимого
квадратичного расширения вполне вещественного поля

Предположим, что E 6= E0. Тогда

Hg(H2(S,Q)) = ResE0/Q(U(NSQ(S)⊥,Φ)),

где U(NSQ(S)⊥,Φ) – унитарная группа E-векторного пространства NSQ(S)⊥ отно-
сительно эрмитовой формы Φ [19, теорема 2.3.1].

В этом случае легко проверить, что полупростая часть Lie Hg(H2(S,Q))ss ⊗ Q
редуктивной алгебры Ли Lie Hg(H2(S,Q)) ⊗ Q является произведением e0 = e/2
экземпляров простой алгебры Ли типа An (n ≥ 1) и Lie Hg(H2(S,Q))ss ⊗Q-модуль
NSQ(S)⊥ ⊗Q допускает разложение

NSQ(S)⊥ ⊗Q = E(ω
(1)
1 )⊕ E(ω(1)

n )⊕ · · · ⊕ E(ω
(e0)
1 )⊕ E(ω(e0)

n ), (1.5)

где E(ω
(i)
1 ) – стандартное неприводимое представление алгебры Ли типа An в (n+1)-

мерном пространстве над Q и E(ω
(i)
n ) = E(ω

(i)
1 )∨ – представление, двойственное

стандартному (оно изоморфно n-й внешней степени стандартного представления).
Действительно, поскольку E0 – вполне вещественное поле, то алгебра E0⊗Q R –

прямая сумма полей Rσ = R, индексированных вложениями σ : E0 ↪→ R, где

Rσ = {a ∈ E0 ⊗Q R | ea = σ(e)a для e ∈ E0} = E0 ⊗E0,σ R.

Поэтому E0 ⊗Q R-модуль NSQ(S)⊥ ⊗Q R = NSQ(S)⊥ ⊗E0 (E0 ⊗Q R) является прямой
суммой таких Rσ-векторных пространств Wσ, что

Wσ = NSQ(S)⊥ ⊗E0,σ R

и dimRWσ = dimE0 NSQ(S)⊥ для любого σ. Аналогично E0 ⊗Q R- алгебра Ли
Lie Hg(H2(S,Q))⊗QR является прямой суммой таких Rσ- алгебр Ли hgσ ⊂ EndRWσ,
что

hgσ = Lie Hg(H2(S,Q))⊗E0,σ R

и dimR hgσ = dimE0 Lie Hg(H2(S,Q)). Более того, Lie Hg(H2(S,Q))⊗Q R-модуль
NSQ(S)⊥ ⊗Q R – прямая сумма точных hgσ-модулей Wσ и

Endhgσ Wσ = C. (1.6)

В частности, hgσ – неприводимая подалгебра в EndRWσ [19, замечание 1.9.4].
Поэтому остается проверить, что существует разложение

Wσ ⊗R C = Vσ ⊕
∨
V σ, (1.7)

где Vσ – неприводимый hgσ ⊗R C-модуль.
В силу (1.6) и леммы Шура имеется разложение Wσ ⊗R C = Vσ ⊕ Uσ, где Vσ и

Uσ – неизоморфные неприводимые hgσ ⊗R C-модули. Введем обозначения

Vσ = E(ω(1)
σ )(χ(1)

σ ), Uσ = E(ω(2)
σ )(χ(2)

σ ),
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где ω(1)
σ – старший вес пространства Vσ, рассматриваемого как модуль над полупро-

стой частью [hgσ⊗RC]ss алгебры Ли hgσ⊗RC , и χ
(1)
σ – вес Cent(hgσ⊗RC)-модуля

Vσ; аналогичные обозначения используются для Uσ. Хорошо известно, что для невы-
рожденной эрмитовой формы Ψ на (n+1)-мерном комплексном векторном простран-
стве VC существует каноническая точная последовательность вещественных групп
Ли [22, гл. IX, § 6, предложение 3]:

1→ SU(Ψ)→ U(Ψ)→ {eiθ | θ ∈ R} → 1,

где SU(Ψ) – компактная вещественная форма комплексной группы Ли SL(VC) типа
An [23, гл. IX. § 4, таблица I]. Следовательно, χ(1)

σ 6= 0 или χ(2)
σ 6= 0. Мы можем (и

будем) считать, что χ(1)
σ 6= 0. Тогда

[Sym2(Vσ)]hgσ⊗RC =
[
[Sym2(E(ω(1)

σ ))](2χ(1)
σ )
]hgσ⊗RC

= 0. (1.8)

Поскольку ограничение формы поляризации на неприводимую R-структуру Ход-
жа Wσ веса 2 невырождено и hgσ-инвариантно [19, п. 0.3.1.1 - 0.3.1.2, 0.3.2], то
разложение

[Sym2(Wσ ⊗R C)]hgσ⊗RC = [Sym2(Vσ ⊕ Uσ)]hgσ⊗RC =

[Sym2(Vσ)]hgσ⊗RC ⊕ [Vσ ⊗C Uσ]hgσ⊗RC ⊕ [Sym2(Uσ)]hgσ⊗RC,

лемма Шура и (1.8) показывают, что имеется ненулевой элемент C-пространств

[Vσ⊗CUσ]hgσ⊗RC, определяющий некоторый изоморфизм hgσ⊗RC-модулей Uσ →̃
∨
V σ.

Формула (1.7) доказана.
В дальнейшем мы будем обозначать i-е слагаемое в разложении (1.5) через Vi =

Vi(S).

1.10. Точки, общие в смысле Ходжа

Лемма. Пусть f : X → S – гладкий проективный морфизм над гладкой связ-
ной комплексной кривой S, слоями которого являются поверхности Xs с h2,0(Xs) =
1. Если отображение периодов, ассоциированное с вариацией структур Ходжа
R2f∗Q, непостоянно, то существует такое счётное подмножество ∆countable ⊂
S, что функция s 7→ rank NS(Xs) постоянна на множестве S \∆countable.

Доказательство. Используя замену базы, мы можем (и будем считать), что за-
мыкание G(2) образа представления монодромии π1(S, s) → GL(H2(Xs,Q)) связное
в топологии Зариского. По теореме Делиня, для любой точки s ∈ S вне некоторо-
го счётного подмножества ∆countable, группа G(2) – нормальная подгруппа в группе
Ходжа Hg(H2(Xs,Q)) структуры Ходжа H2(Xs,Q) [24, теорема 7.3]. Для таких то-
чек s, называемых общими в смысле Ходжа, имеем согласно предложениям 1.2 и
1.3 в [21] и теореме Лефшеца о дивизорах:

H2(Xs,Q)π1(S,s) = H2(Xs,Q)G
(2)

↪→ NSQ(Xs)

= H2(Xs,Q)Hg(H2(Xs,Q)) ↪→ H2(Xs,Q)G
(2)

,
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поэтому H2(Xs,Q)π1(S,s) = NSQ(Xs) и, следовательно,

rank NS(Xs) = dimQH
0(S, R2f∗Q)

не зависит от выбора точки s ∈ S \∆countable.
Эта лемма позволяет заменять выражение ”точка, общая в смысле Ходжа” на вы-

ражение ”общая геометрическая точка”, где ”общность” точки означает ее принадлеж-
ность множеству S\∆countable для некоторого счётного подмножества ∆countable ↪→ S.

1.11. Непостоянное отображение периодов и бесконечная
группа монодромии

Предложение [21, §1, предложение 1.2]. Пусть f : X → S – гладкое проектив-
ное семейство поверхностей с h2,0 = 1. Тогда следующие условия эквивалентны:

а) отображение периодов голоморфной 2-формы не является отображением S
в точку (другими словами, отображение периодов, ассоциированное с вариацией
структур Ходжа R2f∗Q, непостоянно);

б) образ представления монодромии π1(S, s) → GL(H2(Xs,Q)) бесконечен.

2. Доказательство основной теоремы
об алгебраических циклах на расслоенном
произведении

2.1. Формулировка основной теоремы

Теорема. Пусть πk : Xk → C (k = 1, 2) – проективное семейство поверхно-
стей (возможно, с вырождениями) над гладкой проективной кривой C. Предполо-
жим, что множества ∆k = {δ ∈ C | Sing(Xkδ) 6= ∅} (k = 1, 2) не пересекаются,
причём h2,0(Xks) = 1, h1,0(Xks) = 0 для любого гладкого слоя Xks и отображение пе-
риодов, ассоциированное с вариацией структур Ходжа R2π′k∗Q, непостоянно (где
π′k : Xk \ π−1

k (∆k) → C \∆k – гладкая часть морфизма πk).
Если для общих геометрических слоев X1s и X2s выполнены следующие условия:
(i) b2(X1s)− rank NS(X1s) является нечётным числом;
(ii) b2(X1s)− rank NS(X1s) 6= b2(X2s)− rank NS(X2s),
то для любой гладкой проективной модели X расслоенного произведения X1×C

X2 верна гипотеза Ходжа об алгебраических циклах.
Если, кроме того, морфизмы π1 и π2 гладкие, pk = b2(Xks) − rank NS(Xks) (k =

1, 2) – нечётные простые числа и p1 6= p2, то для X1 ×C X2 верна стандартная
гипотеза Гротендика об алгебраичности операторов ∗ и Λ теории Ходжа.

Здесь общность точки s ∈ C означает, что она принадлежит множеству C \
∆countable, где ∆countable – счётное подмножество, зависящее от семейств πk; в силу
леммы п. 1.10 мы можем также предполагать, что функции s 7→ rank NS(Xks) (k =
1, 2) постоянны на множестве C \∆countable.
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2.2. Некоторые обозначения и дополнительные условия

Мы начинаем доказательство этой теоремы.
Прежде всего, если 5-мерные гладкие проективные многообразия X и

∼
X би-

рационально эквивалентны, то гипотезы Ходжа для X и
∼
X эквивалентны в силу

следствия 1.8 в [25]. С другой стороны, если f : X → Y - сюръективный морфизм
гладких проективных многообразий, то из гипотезы Ходжа для X следует гипотеза
Ходжа для Y [26, следствие 1.2]. Поэтому в силу теоремы Мамфорда о полуста-
бильных редукциях [27, с. 53-54] мы можем (и будем) предполагать, что любой
особый слой морфизма πk : Xk → C является объединением гладких поверхностей
кратности 1 с нормальными пересечениями, и X = X1×CX2 (очевидно, что условие
∆1∩∆2 = ∅ сохраняется при замене базы и многообразие X не имеет особенностей).

Пусть

∆ = ∆1 ∪∆2,

C ′ = C \∆, X ′k = π−1
k (C ′), π′k = πk|X′k : X ′k → C ′,

X ′ = X ′1 ×C′ X ′2, π′ = π′1 ×C′ π′2 : X ′ → C ′,

кроме того, пусть π = π1 ×C π2 : X → C − структурный морфизм.
Фиксируем точку s ∈ C ′. Тогда X1s и X2s – поверхности с h2,0 = 1.
Пусть

ρ(i) : π1(C ′, s) −→ GL(H i(Xs,Q))

–представление монодромии, G(i) = ρ(i)(π1(C ′, s)) ⊂ GL(H i(Xs,Q)) – замыка-
ние группы ρ(i)(π1(C ′, s)) в топологии Зариского группы GL(H i(Xs,Q)). Анало-
гично определяются группы G

(i)
k , связанные с представлениями ρ

(i)
k : π1(C ′, s) −→

GL(H i(Xks,Q)).

Пусть
(
G(i)

)0 – связная компонента единицы группы G(i). Рассматривая в случае
необходимости конечное разветвлённое накрытие C̃ → C и X̃ = X ×C C̃ → C̃, мы
можем (и будем) считать, что G(i) =

(
G(i)

)0, потому что B(X̃) ⇒ B(X) [28, теорема
1.6] и из гипотезы Ходжа для X̃ следует гипотеза Ходжа для X [26, следствие
1.2]. По теореме Делиня о полупростоте представления монодромии группа G(i)

полупростая [29, следствие 4.2.9] и не зависит от выбора точки s ∈ C ′.
Согласно одной теореме Делиня [24, теорема 7.3] можно считать, что существует

такое счётное подмножество ∆countable ⊂ C, что для любой точки s ∈ C \ ∆countable

группа G(2)
k является нормальной подгруппой в группе Ходжа Hg(Xks) (k = 1, 2).

Точки s ∈ C \ ∆countable мы будем называть общими в смысле Ходжа. Для таких
точек s алгебра Ли LieG

(2)
k является идеалом в Lie Hg(Xks).

2.3. Морфизмы трансцендентных частей и представления
монодромии

Лемма. При выполнении условий теоремы п. 2.1 для общих геометрических
слоёв X1s, X2s имеем:

Homπ1(C′,s)(NSQ(X1s)
⊥,NSQ(X2s)

⊥) = 0.
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Доказательство. Рассматривая, в случае необходимости, подходящее разветв-
ленное накрытие C̃ → C, мы можем считать, что группы G

(2)
k связны (k = 1, 2).

Из условия (i) следует, что для поверхности X1s выполнено равенство E(X1s) =
E0(X1s), причем случай (1.2) невозможен. Поэтому, в силу леммы п. 1.8, алгебра
Ли Lie Hg(X1s) является Q-простой. С другой стороны, точка s ∈ C является общей
в смысле Ходжа, поэтому G

(2)
1 является нетривиальной (в силу предложения п.

1.11 нормальной подгруппой Q-простой связной алгебраической группы Hg(X1s).
Поэтому

G
(2)
1 = Hg(X1s) (2.1)

и, следовательно, π1(C ′, s)-модуль NSQ(X1s)
⊥ является простым, так как он является

простым Hg(X1s)-модулем по теореме Ю.Г. Зархина [19, теорема 1.6].
Будем предполагать в дальнейшем, что Homπ1(C′,s)(NSQ(X1s)

⊥,NSQ(X2s)
⊥) 6= 0.

Тогда простой π1(C ′, s)-модуль NSQ(X1s)
⊥ является прямым слагаемым полупросто-

го π1(C ′, s)-модуля NSQ(X2s)
⊥ [29, теорема 4.2.6].

Если E(X2s) = E0(X2s) и для поверхности X2s выполнено одно из условий (1.1),
(1.3), (1.4), то по лемме Мустафина алгебра Ли Lie Hg(X2s) является Q-простой
и, следовательно, π1(C ′, s)-модуль NSQ(X2s)

⊥ является простым, причем он содер-
жит простой π1(C ′, s)-модуль NSQ(X1s)

⊥. Поэтому dim NSQ(X1s)
⊥ = dim NSQ(X2s)

⊥,
что противоречит условию (ii). Если для поверхности X2s выполнено условие (1.2),
то Vi(X2s) является неприводимым π1(C, s)-модулем степени 4 или прямой суммой
π1(C, s)-модулей степеней 1 или 2 (потому что G(2)

2 является связной нормальной
подгруппой в группе Ходжа Hg(X2s)), в то время как Vi(X1s) является неприво-
димым π1(C, s)-модулем степени 3, 2n + 1 (n ≥ 2), 2n (n ≥ 3). В этом случае
утверждение леммы следует из леммы Шура.

Если E(X2s) 6= E0(X2s), то из (1.5) следует, что Vi(X2s) является прямой суммой
1-мерных модулей (с тривиальным действием π1(C ′, s)) или неприводимым π1(C ′, s)-
модулем степени n+ 1 (потому что G(2)

2 является связной нормальной подгруппой в
группе Ходжа Hg(X2s) с полупростой частью Hg(X2s)

ss типа An × · · · ×An = Ae0n
(n ≥ 1)). Поскольку для поверхности X1s выполнено одно из условий (1.1), (1.3) –
(1.4) и включение NSQ(X1s)

⊥ ↪→ NSQ(X2s)
⊥ индуцирует сюръективный морфизм

алгебраических Q-групп G
(2)
2 → G

(2)
1 , то из (2.1) следует, что простые факторы

алгебры Ли Lie Hg(X1s) ⊗Q имеют тип An (n ≥ 2), причем неприводимые пред-
ставления Vi(X1s) не являются автодуальными (другими словами, Vi(X1s)

∨ не изо-
морфно Vi(X1s) над алгеброй Ли Lie Hg(X1s)⊗Q). Это противоречит автодуальности
Vi(X1s) при выполнении одного из условий (1.1), (1.3) - (1.4) для поверхности X1s.
Лемма доказана.

2.4. Точная последовательность рациональных структур
Ходжа

Спектральная последовательность Лере Ep,q
2 = Hp(C,Rqπk∗Q) ⇒

H∗(Xk,Q) (k = 1, 2) вырождена [30, следствие (15.15)], причем краевое отображение

H2i(Xk,Q)→ H0(C,R2iπk∗Q)
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сюръективно [30, следствие (15.14)], поэтому имеется точная последовательность
Q-структур Ходжа [30, теорема (15.11), следствие (15.15), теорема (15.16)]

0→ H2(C,R2i−2πk∗Q)→ Ker[H2i(Xk,Q)→ H0(C,R2iπk∗Q)]

→ H1(C,R2i−1πk∗Q)→ 0. (2.2)

Так как H1(Xks,Q) = 0 для всех s ∈ C ′, то для s ∈ C ′ имеем:

H1(Xks,Q) = H3(Xks,Q) = 0.

Поэтому пучок R2i−1πk∗Q сосредоточен на конечном множестве ∆ = C \ C ′ и,
следовательно, H1(C,R2i−1πk∗Q) = 0. Из (2.2) следует точность последовательнос-
ти

0→ H2(C,R2i−2πk∗Q)→ H2i(Xk,Q)→ H0(C,R2iπk∗Q)→ 0. (2.3)

В случае i = 1 получаем из (2.3) точную последовательность Q-структур Ходжа

0→ H2(C,Q)→ H2(Xk,Q)→ H0(C,R2πk∗Q)→ 0, (2.4)

где H2(C,Q) порождается алгебраическим классом clXk(Xks) слоя Xks (и, следова-
тельно, имеет тип Ходжа (1, 1)).

2.5. Вычисление типа одной рациональной структуры Ходжа

Лемма. Рациональная структура Ходжа H0(C,R2πk∗Q) имеет тип (1, 1).
Доказательство. Как показано в п. 1.10, мы имеем:

H0(C ′, R2π′k∗Q) →̃ H2(Xks,Q)π1(C′,s) ↪→ NSQ(Xks). (2.5)

Используя алгоритм п. 1.4 в [9], легко получить из теории смешанных структур
Ходжа, что

Coker
[
H1(C,R1πk∗Q) ↪→ H1(C ′, R1π′k∗Q) ∩ Im[H2(Xk,Q)→ H2(X ′k,Q)]

]
– чистая Q-структура Ходжа типа (1, 1). Поскольку из (2.5) следует, что
H0(C ′, R2π′k∗Q) – рациональная структура Ходжа типа (1, 1) то H0(C,R2πk∗Q) яв-
ляется Q-структурой Ходжа типа (1, 1) в силу результатов п. 2.3 в [31]. Лемма
доказана.

2.6. Рациональные когомологии степени 2 и группы Нерона
– Севери

Лемма. Имеем: H2(Xk,Q) = NSQ(Xk), H2(X,Q) = NSQ(X).
Доказательство. Первое равенство следует из (2.4), леммы п. 2.5 и теоремы

Лефшеца о дивизорах. Спектральная последовательность Лере

Ep,q
2 = Hp(C,Rqπ∗Q) ⇒ H∗(X,Q)
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вырождена [30, следствие (15.15)], причем краевое отображение

H2i(X,Q)→ H0(C,R2iπ∗Q)

сюръективно [30, следствие (15.14)], поэтому имеется точная последовательность
Q-структур Ходжа [30, теорема (15.11), следствие (15.15), теорема (15.16)]

0→ H2(C,R2i−2π∗Q)→ Ker[H2i(X,Q)→ H0(C,R2iπ∗Q)]

→ H1(C,R2i−1π∗Q)→ 0. (2.6)

Так как H1(Xks,Q) = 0 для всех s ∈ C \ ∆k, то пучок R2j−1πk∗Q сосредоточен
на конечном множестве ∆k и, следовательно,

H1(C,R2i−1π∗Q) = 0 (2.7)

в силу формулы Кюннета

R2i−1π∗Q =
⊕

p+q=2i−1

Rpπ1∗Q⊗Rqπ2∗Q.

Из (2.7) следует точность последовательности

0→ H2(C,R2i−2π∗Q)→ H2i(X,Q)→ H0(C,R2iπ∗Q)→ 0. (2.8)

В случае i = 1 получаем из (2.8) точную последовательность Q-структур Ходжа

0→ H2(C,Q)→ H2(X,Q)→ H0(C,R2π∗Q)→ 0, (2.9)

где в силу условия ∆1 ∩ ∆2 = ∅ имеем R1π1∗Q⊗R1π2∗Q = 0, поэтому из формулы
Кюннета следует, что

R2π∗Q = R2π1∗Q⊕ [R1π1∗Q⊗R1π2∗Q]⊕R2π2∗Q = R2π1∗Q⊕R2π2∗Q. (2.10)

Остается применить (2.9), лемму п. 2.5 и теорему Лефшеца о дивизорах. Лемма
доказана.

2.7. Алгебраичность рациональных когомологий степени 4

Согласно сильной теореме Лефшеца H4(Xk,Q) = H2(Xk,Q) ^ clXk(Hk), где
Hk – гиперплоское сечение многообразия Xk. Поэтому из леммы п. 2.6 следует, что
пространство H4(Xk,Q) порождается алгебраическими классами когомологий.

2.8. Доказательство гипотезы Ходжа для расслоенного
произведения

Пусть
f : Z → π−1(∆)

– нормализация схемы π−1(∆). Тогда Z – несвязное объединение гладких непри-
водимых компонент дивизора π−1(∆). Поскольку f : Z → π−1(∆) – разрешение
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особенностей замкнутой подсхемы i∆ : π−1(∆) ↪→ X, то имеется точная последова-
тельность смешанных Q-структур Ходжа [32, следствие (8.2.8)]:

H2(Z,Q)
(i∆f)∗−−−→ H4(X,Q)→ H4(X ′,Q),

где (i∆f)∗ – морфизм типа (1, 1) рациональных структур Ходжа. Поэтому

(i∆f)∗H
2(Z,Q) = Ker

[
H4(X,Q)→ H4(X ′,Q)

]
. (2.11)

Хорошо известно, что имеется канонический сюръективный морфизмQ-структур
Ходжа H4(X,Q) → H0(C,R4π∗Q) [30, следствие (15.14)], включенный в коммута-
тивную диаграмму с точными строками [30, диаграмма (15.1) для случая m = 3]

0 → L4 → H4(X,Q) → H0(C,R4π∗Q) → 0
↓α4 | |

H1(C,R3π∗Q) | |
' ↓γ4 | |

H1(C, j∗R
3π′∗Q) | |⋂

↓ϕ4 ↓ψ4

0 → H1(C ′, R3π′∗Q)
β4−→ H4(X ′,Q) → H0(C ′, R4π′∗Q) → 0,

(2.12)

где γ4 ◦ α4 – морфизм Q-структур Ходжа и β4 – морфизм смешанных структур
Ходжа [30, теоремы (15.3), (15.4)].

По теореме Делиня каноническое отображение H4(X,Q)→ H0(C ′, R4π′∗Q) явля-
ется сюръективным морфизмом рациональных структур Ходжа [29, п. 4.1.1 – 4.1.2].
Поэтому диаграмма (2.12) даёт коммутативную диаграмму с точными строками

0 → L4 → H4(X,Q) → H0(C,R4π∗Q) → 0
↓α4 | |

H1(C,R3π∗Q) | |⋂
↓ϕ4 ↓ψ4

0 → H1(C ′, R3π′∗Q) ∩ Im(ϕ4) → Im(ϕ4) → H0(C ′, R4π′∗Q) → 0.

(2.13)

Спектральная последовательность Лере Ep,q
2 = Hp(C,Rqπ∗Q) вырождается и да-

ёт точную последовательность Q-структур Ходжа [30, теорема (15.11), предложение
(15.12), следствие (15.15), теорема (15.16)]

0→ H2(C,R2π∗Q)→ Ker[H4(X,Q)→ H0(C,R4π∗Q)]
α4−→ H1(C,R3π∗Q)→ 0. (2.14)

Поэтому, принимая во внимание (2.11) и присоединяя канонические отобра-
жения ядер и коядер к диаграмме (2.13), мы получим коммутативную диаграмму с
точными строками и столбцами

0 0 0
↓ ↓ ↓

0→ H2(C,R2π∗Q) → (i∆f)∗H
2(Z,Q) → Ker(ψ4)

↓ ↓ ↓
0→ L4 → H4(X,Q) → H0(C,R4π∗Q)→ 0

↓α4 ↓ϕ4 ↓ψ4

0→ H1(C ′, R3π′∗Q) ∩ Im(ϕ4) → Im(ϕ4) → H0(C ′, R4π′∗Q)→ 0
↓ ↓ ↓

H1(C′,R3π′∗Q)∩Im(ϕ4)
H1(C,R3π∗Q)

→ 0 → 0.

(2.15)
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Поскольку R3π′∗Q = 0 в силу формулы Кюннета, то диаграмма (2.15) даёт точ-
ную последовательность рациональных структур Ходжа

0→ (i∆f)∗H
2(Z,Q)→ H4(X,Q)→ H0(C ′, R4π′∗Q)→ 0. (2.16)

С другой стороны,

R4π′∗Q = R4π′1∗Q⊕ [R2π′1∗Q⊗R2π′2∗Q]⊕R4π′2∗Q.

Пусть s ∈ C ′ – общая точка в смысле Ходжа для семейств π′k : X ′k → C ′ (k =
1, 2). Тогда можно считать (переходя в случае необходимости к разветвлённому
накрытию C̃ → C и подходящей гладкой модели многообразия Xk×C C̃ над C̃), что
G

(2)
k ↪→ Hg(Xks) (k = 1, 2) – нормальная связная подгруппа. В этом случае

NSQ(Xks) = H2(Xks,Q)Hg(Xks) = NSQ(Xks)
π1(C′,s) (2.17)

по теореме Лефшеца о дивизорах. Имеем в силу (2.5):

[NSQ(Xks)⊕ NSQ(Xks)
⊥]π1(C′,s) ↪→ NSQ(Xks),

поэтому

[NSQ(Xks)
⊥]π1(C′,s) = 0. (2.18)

Из (2.17) – (2.18) следует, что

H0(C ′, R4π′∗Q) →̃ H4(X1s ×X2s,Q)π1(C′,s)

= H4(X1s,Q)π1(C′,s) ⊕ [H2(X1s,Q)⊗H2(X2s,Q)]π1(C′,s) ⊕H4(X2s,Q)π1(C′,s), (2.19)

где

[H2(X1s,Q)⊗H2(X2s,Q)]π1(C′,s)

=
[
[NSQ(X1s)⊕ NSQ(X1s)

⊥]⊗ [NSQ(X2s)⊕ NSQ(X2s)
⊥]
]π1(C′,s)

= [NSQ(X1s)⊗ NSQ(X2s]⊕
[
NSQ(X1s)

⊥ ⊗ NSQ(X2s)
⊥]π1(C′,s)

→̃ [NSQ(X1s)⊗ NSQ(X2s]⊕ Homπ1(C′,s)[NSQ(X1s)
⊥,NSQ(X2s)

⊥] =

NSQ(X1s)⊗ NSQ(X2s) (2.20)

согласно лемме п. 2.3. В силу леммы п. 2.6, (2.17) – (2.18) и теоремы Делиня [29,
теорема 4.1.1], существует каноническое сюръективное отображение ограничения

NSQ(Xk) = H2(Xk,Q)→ H0(C ′, R2π′k∗Q) →̃ H2(Xks,Q)π1(C′,s) = NSQ(Xks).

Поэтому элементы из NSQ(Xks) поднимаются до алгебраических классов из прост-
ранстваH2(Xk,Q). С другой стороны, элементы пространстваH4(Xks,Q)π1(C′,s) под-
нимаются до алгебраических классов из H4(Xk,Q), потому что каноническое отоб-
ражение ограничения H4(Xk,Q) → H4(Xks,Q)π1(C′,s) сюръективно по теореме Де-
линя [29, теорема 4.1.1]. Согласно (2.16), (2.19) – (2.20) пространство H0(C ′, R4π′∗Q)
порождается образами алгебраических классов в H4(X,Q), лежащих в NSQ(X1) ^
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NSQ(X2), H4(X1,Q), H4(X2,Q), где NSQ(Xk) отождествляется с образом NSQ(Xk)
при каноническом отображении q∗k : H2(Xk,Q) ↪→ H2(X,Q), определённом проек-
цией X = X1 ×C X2

qk−→ Xk и H4(Xk,Q) отождествляется с образом H4(Xk,Q)
при каноническом отображении q∗k : H4(Xk,Q) ↪→ H4(X,Q). В частности, точная
последовательность (2.16) рациональных структур Ходжа даёт точную последова-
тельность Q-структур Ходжа

0→ (i∆f)∗ [H2(Z,Q) ∩ H1,1(Z,C)]→ [H4(X,Q) ∩ H2,2(X,C)]→ H0(C ′, R4π′∗Q)→ 0.
(2.21)

Теорема Лефшеца о дивизорах на гладком (возможно, несвязном) многообразии
Z показывает, что (2.21) имеет вид

0→ (i∆f)∗ NSQ(Z)→ [H4(X,Q) ∩ H2,2(X,C)]→ H0(C ′, R4π′∗Q)→ 0.

Поскольку H0(C ′, R4π′∗Q) порождается образами алгебраических классов на X,
то H4(X,Q) ∩ H2,2(X,C) порождается классами когомологий алгебраических цик-
лов коразмерности 2 на X. Значит, для X верна гипотеза Ходжа об алгебраических
циклах.

2.9. Доказательство стандартной гипотезы для расслоенного
произведения

Будем предполагать в дальнейшем, что морфизмы π1 и π2 гладкие, pk = b2(Xks)−
rank NS(Xks) (k = 1, 2) – нечётные простые числа и p1 6= p2. Мы будем использо-
вать основные свойства циклов Пуанкаре [31, §1], ассоциированных с Q-структурами
Ходжа.

Для любой точки t ∈ C 4-мерное проективное многообразие Xt = X1t×X2t снаб-
жено поляризацией. Она задает невырожденную билинейную форму поляризации

ψt : H2(Xt,Q)×H2(Xt,Q)→ Q

на пространстве H2(Xt,Q). Очевидно, что

dimQH
2(Xt,Q) 6= 2.

Поэтому корректно определен цикл Пуанкаре ℘(H2(Xt,Q)) [31, § 1], являющийся
образующей 1-мерного пространства

[H2(Xt,Q) ⊗Q H2(Xt,Q)]SO(H2(Xt,Q),ψt),

где алгебраическаяQ-группа SO(H2(Xt,Q), ψt) действует диагонально на тензорном
произведении H2(Xt,Q) ⊗Q H2(Xt,Q). Это действие задается формулой

σ(x⊗ y) = σ(x)⊗ σ(y) (σ ∈ SO(H2(Xt,Q), ψt), x, y ∈ H2(Xt,Q)).

Хорошо известно, что ℘(H2(Xt,Q)) ∈ [H2(Xt,Q) ⊗ H2(Xt,Q)] ∩ H2,2(Xt × Xt,C)
является циклом Ходжа [31, § 1].
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Для общей в смысле Ходжа точки t ∈ C\∆countable пространство NSQ(Xkt)
⊥ явля-

ется неприводимым Hg(H2(Xkt,Q))-модулем простой нечетной степени pk, поэтому
из классификации (1.1) – (1.4) следует, что Hg(H2(Xkt,Q)) – простая алгебраиче-
ская группа типа B pk−1

2

. Из неравенства p1 6= p2 следует, что в силу существования
включения

Hg(H2(X1t ×X2t,Q)) ↪→ Hg(H2(X1t,Q))× Hg(H2(X2t,Q))

и сюръективности канонических морфизмов

Hg(H2(X1t ×X2t,Q))→ Hg(H2(Xkt,Q)) (k = 1, 2)

группа

Hg(H2(Xt,Q)) = Hg(H2(X1t ×X2t,Q)) = Hg(H2(X1t,Q) ⊕ H2(X2t,Q))

имеет тип B p1−1
2
×B p2−1

2
. В частности,

Hg(H2(Xt,Q)) = Hg(H2(X1t,Q)× Hg(H2(X2t,Q)).

Используя алгоритм доказательства теоремы 0.8 в [26], легко проверить, что
пространство

H4(Xkt ×Xkt,Q) ∩ H2,2(Xkt ×Xkt,C))

порождается классами пересечений дивизоров и классом диагонали ∆Xkt ↪→ Xkt×
Xkt (в частности, гипотеза Ходжа выполнена для многообразия Xkt ×Xkt).

Действительно, разложение

H2(Xkt,Q) = NSQ(Xkt) ⊕ NSQ(Xkt)
⊥

и теорема Лефшеца о дивизорах дают равенства

H2(Xkt,Q)Hg(H2(Xkt,Q)) = NSQ(Xkt), [NSQ(Xkt)
⊥]Hg(H2(Xkt,Q)) = 0,

поэтому из хорошо известного равенства [3, следствие B55]

H4(Xkt ×Xkt,Q) ∩ H2,2(Xkt ×Xkt,C)) = [H4(Xkt ×Xkt,Q)]Hg(H2(Xkt,Q)),

теоремы Кюннета и леммы Шура следует, что это пространство порождается клас-
сами пересечений дивизоров и 1-мерным пространством

[NSQ(Xkt)
⊥ ⊗ NSQ(Xkt)

⊥]Hg(H2(Xkt,Q)) →̃ EndHg(H2(Xkt,Q)) NSQ(Xkt)
⊥.

Из равенства h1,0(Xkt) = 0 и результатов Окамото [33] следует, что алгебраический
класс диагонали не является линейной комбинацией классов пересечений дивизоров
на квадрате Xkt ×Xkt поверхности Xkt, поэтому для многообразия Xkt ×Xkt верна
гипотеза Ходжа.
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Очевидно, что

[NSQ(X1t) ⊗ NSQ(X2t)
⊥]Hg(H2(X1t,Q))×Hg(H2(X2t,Q))

= NSQ(X1t) ⊗ [NSQ(X2t)
⊥]Hg(H2(X2t,Q)) = 0;

[NSQ(X1t)
⊥ ⊗ NSQ(X2t)

⊥]Hg(H2(X1t,Q))×Hg(H2(X2t,Q))

= [NSQ(X1t)
⊥]Hg(H2(X1t,Q)) ⊗ [NSQ(X2t)

⊥]Hg(H2(X2t,Q)) = 0;

[NSQ(X1t)
⊥ ⊗ NSQ(X2t)]

Hg(H2(X1t,Q))×Hg(H2(X2t,Q))

= [NSQ(X1t)
⊥]Hg(H2(X1t,Q)) ⊗ NSQ(X2t) = 0,

поэтому для многообразия

Xt ×Xt = X1t ×X2t ×X1t ×X2t →̃ X1t ×X1t ×X2t ×X2t

пространство

H4(X1t ×X1t ×X2t ×X2t,Q) ∩ H2,2(X1t ×X1t ×X2t ×X2t,C)

= [H4(X1t ×X1t ×X2t ×X2t,Q)]Hg(H2(X1t,Q))×Hg(H2(X2t,Q))

= [H4(X1t ×X1t,Q)]Hg(H2(X1t,Q))

⊕ [H2(X1t ×X1t,Q) ⊗H2(X2t ×X2t,Q)]Hg(H2(X1t,Q))×Hg(H2(X2t,Q))

⊕ [H4(X2t ×X2t,Q)]Hg(H2(X2t,Q))

порождается алгебраическими классами когомологий. В частности, класс Пуанкаре

℘(H2(Xt,Q)) ∈ [H2(Xt,Q)⊗H2(Xt,Q)] ∩ H2,2(Xt ×Xt,C)

алгебраический для всех точек t ∈ C \∆countable.
Если η ∈ C – общая схемная точка кривой C, то можно считать (используя в

случае необходимости разветвлённое накрытие C̃ → C и замену базы X×C C̃ → C̃),
что цикл Пуанкаре ℘(H2(Xη,Q)) на общем геометрическом слое Xη определён над
полем κ(η) = k(C) рациональных функций кривой C. Пусть Zη – цикл Пуанка-
ре на Xη ×κ(η) Xη. Замыкание его компонент в топологии Зариского многообразия
X ×C X даёт алгебраический цикл Z на X ×C X, определяющий алгебраические
циклы Zt на Xt × Xt для всех t ∈ C. Каждый цикл Zt определяет изоморфизм
H6(Xt,Q) →̃H2(Xt,Q) (это следствие теории редукции (специализации) алгебраи-
ческих циклов [34] и леммы 1.5 в [31]); в нашем случае рассматриваются алгебраи-
ческие циклы с коэффициентами из поля Q.

Используя идею доказательства теоремы 8.3 в [31], можно легко показать, что
существует алгебраический изоморфизм

H1(C,R6π∗Q) →̃H1(C,R2π∗Q), (2.22)

определённый алгебраическим классом ι∗(clX×CX(Z)), где ι : X ×C X ↪→ X × X –
каноническое вложение.
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Действительно, алгебраический цикл Zt коразмерности 2 на Xt×Xt определяет
изоморфизм H6(Xt,Q) →̃H2(Xt,Q), являющийся композицией

H6(Xt,Q)
pr∗1t−−→ H6(Xt,Q) ⊗ H0(Xt,Q)

^clXt×Xt (Zt)−−−−−−−−→

H8(Xt,Q)⊗H2(Xt,Q)
pr2t∗−−−→ H2(Xt,Q), (2.23)

где pr1t и pr1t – канонические проекции Xt ×Xt → Xt.
С другой стороны, цикл Z имеет коразмерность 2 на X ×C X. Последователь-

ность (2.23) допускает естественную глобализацию

R6π∗Q
q∗1−→ R6π∗Q⊗ π∗Q

^clX×CX(Z)
−−−−−−−−→ R10τ∗Q =

10⊕
i=0

Riπ∗Q ⊗ R10−iπ∗Q −→ R8π∗Q ⊗ R2π∗Q
q2∗−→ R2π∗Q,

где q1, q2 – канонические проекции X ×C X → X и τ = πqi : X ×C X → C –
структурный морфизм. Учитывая, что q2∗(R

iπ∗Q⊗ R10−iπ∗Q) = 0 для всех i 6= 8 [31,
формула (1.2)], мы видим, что определён изоморфизм

H1(C,R6π∗Q)

x7→q2∗(q
∗
1(x)^ clX×CX (Z))

−−−−−−−−−−−−−−−−→∼ H1(C,R2π∗Q).

Заметим, что qk = prk ι, где prk : X × X → X – каноническая проекция и
ι : X ×C X ↪→ X ×X – каноническое вложение. В силу формулы проекции имеем:

q2∗(q
∗
1(x) ^ clX×CX(Z)) = [pr2 ι]∗((pr1 ι)

∗x ^ clX×CX(Z)) =

pr2∗ ι∗(ι
∗ pr∗1 x ^ clX×CX(Z)) = pr2∗(pr∗1 x ^ ι∗(clX×CX(Z))),

поэтому алгебраический класс ι∗(clX×CX(Z)) определяет алгебраический изомор-
физм

H1(C,R6π∗Q)

x 7→q2∗(q
∗
1(x)^ clX×CX (Z))

−−−−−−−−−−−−−−−−→∼ H1(C,R2π∗Q).

С другой стороны, вырожденная последовательность Лере
Ep,q

2 = Hp(C,Rqπ∗Q)⇒ H∗(X,Q) даёт точные последовательности

0→ H2(C,R1π∗Q)→ Ker[H3(X,Q)→ H0(C,R3π∗Q)]→ H1(C,R2π∗Q)→ 0,

0→ H2(C,R5π∗Q)→ Ker[H7(X,Q)→ H0(C,R7π∗Q)]→ H1(C,R6π∗Q)→ 0.

Поскольку R1π∗Q = R3π∗Q = R7π∗Q = 0, то мы получаем канонические изомор-
физмы

H3(X,Q) →̃H1(C,R2π∗Q), H7(X,Q) →̃H1(C,R6π∗Q).

Значит, из (2.22) следует, что алгебраический класс ι∗(clX×CX(Z)) даёт алгебраичес-
кий изоморфизм

H7(X,Q) →̃H3(X,Q).
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Кроме того, в силу леммы 1.5 в [31], существуют алгебраические изоморфизмы

H10(X,Q) →̃H0(X,Q), H9(X,Q) →̃H1(X,Q),

H8(X,Q) →̃H2(X,Q), H6(X,Q) →̃H4(X,Q),

определённые соответственно алгебраическими циклами Пуанкаре

℘(H0(X,Q)) ∈ H0(X,Q) ⊗ H0(X,Q),

℘(H1(X,Q)) ∈ H1(X,Q) ⊗ H1(X,Q)

(цикл ℘(H1(X,Q)) алгебраический, потому что

℘(H1(X,Q)) ∈ [H1(X,Q) ⊗ H1(X,Q))] ∩H1,1(X ×X,C)

является циклом Ходжа [31, п. 1.4] и

[H1(X,Q) ⊗ H1(X,Q)] ∩H1,1(X ×X,C) ↪→ NSQ(X ×X)

по теореме Лефшеца для дивизоров на многообразии X ×X);

℘(H2(X,Q)) ∈ H2(X,Q) ⊗ H2(X,Q)),

℘(H4(X,Q)) ∈ H4(X,Q) ⊗ H4(X,Q))

(напомним, что в рассматриваемом случае Z = ∅, поэтому в силу формулы (2.16)
имеем равенство H4(X,Q) = H0(C ′, R4π′∗Q), где по доказанному выше пространство
H0(C ′, R4π′∗Q) порождается образами алгебраических классов в H4(X,Q), лежащих
в NSQ(X1) ^ NSQ(X2), H4(X1,Q), H4(X2,Q), причем NSQ(Xk) отождествляется
с образом NSQ(Xk) при каноническом отображении q∗k : H2(Xk,Q) ↪→ H2(X,Q),
определенном проекцией X = X1 ×C X2

qk−→ Xk, и H4(Xk,Q) отождествляется с
образом H4(Xk,Q) при каноническом отображении q∗k : H4(Xk,Q) ↪→ H4(X,Q);
в итоге из результатов п. 2.7 и леммы п. 2.6 следует, что пространства H2(X,Q)
и H4(X,Q) порождаются классами алгебраических циклов). Значит B(X) верна в
силу теоремы п. 2.9 в [35]. Теорема п. 2.1 доказана.

3. Об алгебраических циклах на расслоенном
квадрате

3.1. Формулировка теоремы о циклах на расслоенном
квадрате

Теорема. Пусть C - гладкая проективная кривая над полем комплексных чи-
сел, π1 : X1 → C - гладкое проективное семейство поверхностей с h2,0(X1s) = 1,
h1,0(X1s) = 0 и непостоянным отображением периодов, ассоциированным с вариа-
цией структур Ходжа R2πk∗Q, причем для общего геометрического слоя X1s число
b2(X1s) − rank NS(X1s) = p1 является нечётным простым. Тогда для расслоенного
квадрата X = X1×C X1 верны гипотеза Ходжа и стандартная гипотеза Гротен-
дика B(X) типа Лефшеца об алгебраичности операторов ∗ и Λ теории Ходжа.
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3.2. Доказательство стандартной гипотезы для расслоенного
квадрата

Гипотеза B(X) легко проверяется с помощью метода из п. 2.9, потому что в
рассматриваемом случае для общей в смысле Ходжа точки s ∈ C \∆countable группа
Ходжа Hg(H2(X1s,Q)) имеет тип B p1−1

2
и, следовательно, Q-пространство

H4(X1s ×X1s ×X1s ×X1s,Q) ∩ H2,2(X1s ×X1s ×X1s ×X1s,C)

= H4(X1s ×X1s ×X1s ×X1s,Q)Hg(H2(X1s,Q))

порождается классами алгебраических циклов, происходящих из пересечений диви-
зоров на произведениях видаX1s×X1s и диагоналей ∆X1s ↪→ X1s×X1s; в частности,
класс Пуанкаре

℘(H2(Xs,Q)) ∈ [H2(Xs,Q)⊗H2(Xs,Q)] ∩ H2,2(Xs ×Xs,C)

алгебраический для всех точек s ∈ C \∆countable.
Поэтому остается доказать гипотезу Ходжа для X = X1 ×C X1.
В силу леммы п. 2.6 и результатов п. 2.7 – 2.8 имеем: H2(X1,Q) = NSQ(X1),

H4(X1,Q), H2(C,R2π1∗Q) и H2(X,Q) порождены классами алгебраических
циклов.

3.3. Доказательство гипотезы Ходжа для расслоенного квад-
рата

В силу (2.18) имеем:

[NSQ(X1s)
⊥]π1(C,s) = 0. (3.1)

С другой стороны, π1(C, s) оставляет неподвижными элементы из NSQ(X1s) в
силу включения G(2)

1 ↪→ Hg(X1s). Значит, из (3.1) следует, что

H0(C,R2π1∗Q ⊗ R2π1∗Q) →̃ [H2(X1s,Q)⊗H2(X1s,Q)]π1(C,s) =

[[NSQ(X1s) ⊕ NSQ(X1s)
⊥]⊗2]π1(C,s) =

[NSQ(X1s) ⊗ NSQ(X1s)]
π1(C,s) ⊕ [NSQ(X1s)

⊥ ⊗ NSQ(X1s)]
π1(C,s)⊕

[NSQ(X1s) ⊗ NSQ(X1s)
⊥]π1(C,s) ⊕ [NSQ(X1s)

⊥ ⊗ NSQ(X1s)
⊥]π1(C,s) =

[NSQ(X1s) ⊗ NSQ(X1s)] ⊕ [NSQ(X1s)
⊥ ⊗ NSQ(X1s)

⊥]π1(C,s). (3.2)

Очевидно, что

[NSQ(X1s)
⊥ ⊗ NSQ(X1s)

⊥]π1(C,s) →̃ Homπ1(C,s)(NSQ(X1s)
⊥,NSQ(X1s)

⊥).

Поскольку NSQ(X1s)
⊥ является абсолютно неприводимым π1(C, s)-модулем степени

p1, то в силу леммы Шура имеем

Homπ1(C,s)(NSQ(X1s)
⊥,NSQ(X1s)

⊥) = Q.
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В итоге

dimQ[NSQ(X1s)
⊥ ⊗ NSQ(X1s)

⊥]π1(C,s) = 1. (3.3)

Нормальная подгруппа G(2)
1 либо совпадает с простой группой Ходжа Hg(X1s),

либо равна 1 (второй вариант невозможен в силу предложения п. 1.11, так как семей-
ство π1 : X1 → C определяет непостоянное отображение периодов, ассоциированное
с вариацией структур Ходжа R2π1∗Q). Значит,

G
(2)
1 = Hg(X1s),

H0(C,R2π1∗Q) →̃H2(X1s,Q)π1(C,s) = H2(X1s,Q)Hg(X1s) = NSQ(X1s), (3.4)

поэтому

[NSQ(X1s)
⊥ ⊗ NSQ(X1s)

⊥]π1(C,s) = [NSQ(X1s)
⊥ ⊗ NSQ(X1s)

⊥]G
(2)
1 =

[NSQ(X1s)
⊥ ⊗ NSQ(X1s)

⊥]Hg(X1s) ↪→ [H2(X1s,Q) ⊗ H2(X1s,Q)]Hg(X1s)

↪→ H4(X1s × X1s,Q) ∩ H2,2(X1s × X1s,C).

Как показано в п. 2.9, пространство H4(X1s × X1s,Q) ∩ H2,2(X1s × X1s,C)
порождается классами пересечений дивизоров и классом диагонали ∆X1s ↪→ X1s ×
X1s, потому что для общей в смысле Ходжа точки s ∈ C, пространство NSQ(X1s)

⊥

является абсолютно неприводимым Hg(X1s)-модулем.
Заметим, что в силу результатов Окамото ( [33, следствие 2.5]) класс

clX1s×X1s(∆X1s) ∈ H4(X1s ×X1s,Q)

не когомологичен сумме пересечений дивизоров с коэффициентами из Q. Значит,
образ

clX1×CX1(∆X1) ∈ H4(X1 ×C X1,Q) = H4(X,Q)

при каноническом сюръективном морфизме H4(X,Q) −→ H0(C,R4π∗Q) не кого-
мологичен сумме пересечений дивизоров, потому что

H0(C,R4π∗Q) →̃H4(X1s ×X1s,Q)π1(C,s) ⊂ H4(X1s ×X1s,Q)

является образом H4(X,Q) при каноническом морфизме ограничения

H4(X,Q) → H4(X1s × X1s,Q).

Обозначим через ∆X1 диагональ в X1 ×C X1 = X. Тогда алгебраический класс
clX(∆X1) принадлежит H4(X,Q), потому что ∆X1 имеет коразмерность 2 в X.

У нас есть точная последовательность Q−структур Ходжа

0→ H2(C,R2π∗Q)→ Ker[H4(X,Q)→ H0(C,R4π∗Q)]→ H1(C,R3π∗Q)→ 0

(формула (2.6) при i = 2). Поэтому

H2(C,R2π∗Q) = Ker[H4(X,Q)→ H0(C,R4π∗Q)]
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и имеется точная последовательность

0→ H2(C,R2π∗Q)→ H4(X,Q)→ H0(C,R4π∗Q)→ 0.

Отображение H4(X,Q) → H0(C,R4π∗Q) сюръективно по теореме Делиня [29, тео-
рема 4.1.1]. Кроме того,

H0(C,R4π∗Q) = H0(C,R4π1∗Q) ⊕ H0(C,R2π1∗Q ⊗ R2π1∗Q) ⊕ H0(C,R4π1∗Q);

при этом H0(C,R4π1∗Q) входит в точную последовательность

0→ H2(C,R2π1∗Q)→ H4(X1,Q)→ H0(C,R4π1∗Q)→ 0

(формула (2.3) при i = 2), пространствоH4(X1,Q) порождено алгебраическими цик-
лами и даже классами пересечений дивизоров (п. 2.7). В частности, H0(C,R4π1∗Q)
порождается классами пересечений дивизоров на X1 и, следовательно, на X.

Из (3.2) – (3.4) следует, что H0(C,R4π∗Q) порождено пересечениями дивизоров
на X и образом класса clX1×CX1(∆X1) = clX(∆X1) в H0(C,R4π∗Q).

Осталось заметить, что по формуле Кюннета

R2π∗Q = R2π1∗Q ⊕ R2π1∗Q,

поэтому H2(C,R2π∗Q) = H2(C,R2π1∗Q) ⊕ H2(C,R2π1∗Q) порождается классами
пересечений дивизоров на множителях расслоенного произведения X = X1 ×C X1

и, следовательно, на X. Теорема п. 3.1 доказана.
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Abstract. Let πk : Xk → C (k = 1, 2) be a projective family of surfaces (possibly with degenera-
tions) over a smooth projective curve C. Assume that the discriminant loci ∆k = {δ ∈ C | Sing(Xkδ) 6=
∅} (k = 1, 2) are disjoint, h2,0(Xks) = 1, h1,0(Xks) = 0 for any smooth fibre Xks and the period
map associated with the variation of Hodge structures R2π′k∗Q (where π′k : X ′k → C \∆k is a smooth
part of the morphism πk), is non-constant. If for generic geometric fibres X1s and X2s the following
conditions hold:
(i) b2(X1s)− rank NS(X1s) is an odd integer;
(ii) b2(X1s)− rank NS(X1s) 6= b2(X2s)− rank NS(X2s),
then for any smooth projective model X of the fibre product X1 ×C X2 the Hodge conjecture on alge-
braic cycles is true.
If, besides, the morphisms πk are smooth, pk = b2(Xks)− rank NS(Xks) (k = 1, 2) are odd prime num-
bers and p1 6= p2, then for X1 ×C X2 and for the fibre square X1 ×C X1 the Hodge conjecture and the
Grothendieck standard conjecture on algebraicity of operators ∗ and Λ of Hodge theory hold as well.
This result yields new examples of smooth projective 5-dimensional varieties satisfying the Hodge and
the Grothendieck conjectures, because one can take as smooth fibres of the morphism πk : Xk → C
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some K3 surfaces, minimal regular surfaces of general type (of Kodaira dimension κ = 2) with geometric
genus 1 belonging to one of the following types: (a) surfaces with K2 ≤ 2; (b) surfaces with 3 ≤ K2 ≤ 8,
whose moduli are in the same component of the space of moduli as Todorov surface; (c) surfaces with
K2 = 3 with torsion of the Picard group Z/3Z.

Keywords: Hodge conjecture, standard conjecture, fibre product, Hodge group, Poincaré cycle
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