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Рассматривается моделирование схем потоков работ (workflow) при помо-
щи сетей Петри. Определяется класс сетей потоков работ с ресурсами (RWF-
сетей) — обычных workflow-сетей, в которых дополнительно добавлено множе-
ство ресурсных позиций, содержащих какую-то начальную разметку (началь-
ный ресурс). Ресурсы могут уничтожаться и производиться при срабатывани-
ях переходов. Мы не накладываем ограничений ни на промежуточные, ни на
финальные ресурсные разметки, поэтому сеть может порождать бесконечное
множество различных достижимых состояний.

RWF-сеть с данной начальной ресурсной разметкой называется бездефект-
ной, если, во-первых, она всегда корректно завершает свою работу, и, во-
вторых, любое увеличение начального ресурса не нарушает свойства коррект-
ного завершения. Неразмеченная RWF-сеть бездефектна, если она бездефект-
на при некоторой начальной ресурсной разметке. В данной работе доказана
разрешимость обоих вариантов бездефектности для важного подкласса RWF-
сетей — сетей с одномерным ресурсом (одной ресурсной позицией). Также
представлен алгоритм вычисления наименьшего бездефектного ресурса.

1. Введение
В последние годы всё более активно развивается ещё одна важная область примене-
ния сетей Петри [19] — моделирование потоков работ (workflow). Потоки работ ис-
пользуются для формализации управления всевозможными технологическими про-
цессами, бизнес-процессами, web-сервисами, распределенными вычислениями и т.д.

1Работа поддержана РФФИ (проекты 11-07-00549, 12-01-31508, 11-01-00737) и программой “На-
учные и научно-педагогические кадры инновационной России” (проект 14.B37.21.0392).
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В потоках работ возможны циклы, также возможно распараллеливание и синхро-
низация. Однако есть и ограничения, в частности, существуют одно начальное и
одно конечное состояния, запрещены тупики.

Для моделирования процессов потоков работ используется специальный под-
класс сетей Петри — так называемые WF-сети [4, 1].

Одной из основных проблем при разработке workflow является обеспечение их
правильной организованности — отсутствия тупиков, избыточных переходов, необос-
нованного использования ресурсов и т.п. Применяется формальный критерий без-
дефектности — говорят, что исполнение процесса завершается корректно, если от
любой разметки, достижимой от начальной (одна фишка в начальной позиции),
достижима финальная (одна фишка в финальной позиции), и при этом в сети по
завершении работы не остаётся лишних управляющих фишек.

Бездефектность WF-сетей разрешима [4, 5]. Более того, известно несколько раз-
решимых модификаций классического понятия бездефектности, например, k-безде-
фектность [14], структурная бездефектность [21], бездефектность вложенных моде-
лей [16] и структурированных сетей [12].

При разработке workflow-процессов большое внимание уделяется управлению ре-
сурсами. Ресурсы в данном случае понимаются в обобщённом смысле — это могут
быть исполнители (люди или устройства), сырьё, финансы и т.д. Это очень мощ-
ный инструмент моделирования, позволяющий отслеживать такие свойства систе-
мы, как избыточность, недостаточность, взаимная блокировка ресурсов и агентов
[2], а также возможность эквивалентной замены одних ресурсов другими без нару-
шения наблюдаемого поведения процесса в целом [10, 9].

Для того, чтобы лучше учесть ресурсную составляющую систем, базовый фор-
мализм WF-сетей многими авторами был расширен до различных вариантов “сетей
с ресурсами”, что повлекло необходимость соответствующих модификаций понятия
бездефектности и, как правило, усложнило проверку этого свойства.

В [7, 8] был исследован специальный класс сетей с разделяемыми ресурсами
(WFR-сетей), для которого также была установлена разрешимость бездефектности.
В [15, 20] был введён более общий класс — так называемые ресурсно-ограниченные
сети (Resource-Constrained Workflow Nets, RCWF-сети). В обоих случаях авторы на-
кладывают на ресурсы два ограничения. Во-первых, количество доступных ресур-
сов на момент окончания работы процесса должно совпадать с начальным количе-
ством. Во-вторых, при любой достижимой разметке количество доступных ресурсов
не может превышать начальное количество.

В [15] было доказано, что для RCWF-сетей с одномерным ресурсом бездефект-
ность разрешима за полиномиальное время. В [20] доказано, что бездефектность
разрешима и в общем случае (сведением к задаче о домашней разметке).

В перечисленных статьях рассматриваются ресурсы, которые находятся в систе-
ме постоянно и в фиксированном количестве. Они не уничтожаются и не создаются,
а всего лишь блокируются и освобождаются при срабатываниях переходов сети. Та-
ким образом, множества состояний RCWF- и WFR-сетей конечны.

В работе [11] нами был представлен более общий класс сетей с произвольны-
ми трансформациями ресурсов, которые требуются, например, в случае открытых
и/или адаптивных workflow-систем. Был определён формализм, названный ресурс-
ными WF-сетями (RWF-сетями), в котором не накладывается никаких ограничений
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на работу с ресурсными позициями. Даже бездефектные RWF-сети могут обла-
дать бесконечными множествами достижимых состояний, поэтому известные мето-
ды анализа бездефектности для них неприменимы.

Для ресурсов произвольной размерности вопрос разрешимости бездефектности
остаётся открытым. В данной работе представлены алгоритмы проверки бездефект-
ности и определения минимального необходимого ресурса для частного случая — од-
номерного ресурса (сетей с одной ресурсной позицией). Одномерный ресурс — инте-
ресное сужение RWF-сетей, имеющее достаточно много практических приложений
(например, моделирование дискретного времени, объёма памяти, доступных фи-
нансов и т.п.). Заметим, что даже одномерный ресурс может накапливаться неогра-
ниченно, поэтому данный случай не может быть сведён к уже известным классам
ресурсных сетей с конечными множествами состояний (RCWF- и WFR-сетям).

Используя теоретико-графовые свойства управляющего автомата одномерной
RWF-сети, мы доказываем разрешимость бездефектности как для размеченной, так
и для неразмеченной сети. Также представлен алгоритм вычисления наименьшего
бездефектного ресурса для данной одномерной сети.

Статья организована следующим образом. Во втором разделе мы напоминаем
основные определения и обозначения, касающиеся мультимножеств, сетей Петри
и сетей потоков работ (WF-сетей). В разделе 3 определяются сети потоков работ
с ресурсами (RWF-сети) и вводится понятие бездефектного ресурса. В разделе 4
рассматриваются RWF-сети c одномерным ресурсом. Доказывается разрешимость
бездефектности, приводятся алгоритмы проверки бездефектности для размеченных
и неразмеченных сетей, а также алгоритм вычисления наименьшего бездефектного
ресурса. Раздел 5 содержит некоторые выводы.

2. Предварительные сведения

Пусть S — конечное множество. Мультимножеством M над множеством S назы-
вается отображение M : S → Nat, где Nat — множество неотрицательных целых
чисел. Обозначим черезM(S) множество всех конечных мультимножеств над S.

Операции и отношения теории множеств естественно расширяются на конечные
мультимножества. Пусть M1,M2,M3 ∈M(S). Полагаем:

• M1 ⊆M2 ⇔ ∀s ∈ S : M1(s) ≤M2(s);

• M1 = M2 +M3 ⇔ ∀s ∈ S : M1(s) = M1(s) +M2(s);

• M1 = M2 ∪M3 ⇔ ∀s ∈ S : M1(s) = max{M1(s),M2(s)}.

Сетью Петри называется набор N = (P, T, F ), где P — конечное множество
позиций; T — конечное множество переходов, P ∩T = ∅; F : (P×T )∪(T×P )→ Nat
— функция инцидентности (мультимножество дуг).

Разметкой (состоянием) сети N называется функция вида M : P → Nat, со-
поставляющая каждой позиции сети некоторое натуральное число (или ноль). Раз-
метка может рассматриваться как мультимножество над множеством позиций сети,
то есть элемент множестваM(P ).
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Рис. 1. Сеть Петри, моделирующая химическую реакцию

Размеченной сетью Петри называется пара (N,M0), где N = (P, T, F ) — сеть
Петри, M0 ∈ M(P ) — начальная разметка (количество ресурса в наличии при за-
пуске сети).

Графически сеть Петри изображается как двудольный ориентированный граф.
Вершины-позиции изображаются кружками и характеризуют локальные состоя-
ния сети, вершины-переходы изображаются прямоугольниками и соответствуют
действиям. Дуги соответствуют элементам F . Позиции могут содержать маркеры
(фишки), изображаемые черными точками. При разметке M в каждую позицию p
помещается M(p) фишек.

Для перехода t ∈ T через •t и t• обозначим мультимножества его входных и
выходных позиций, такие, что

∀p ∈ P •t(p) =def F (p, t), t•(p) =def F (t, p).

Переход t ∈ T активен (готов к срабатыванию) при разметке M , если •t ⊆ M
(все входные позиции содержат достаточное количество фишек). Готовый к сраба-
тыванию переход t может сработать, порождая новую разметкуM ′ =def M−•t+t•

(используется обозначениеM t→M ′). Множество всех разметок, достижимых от на-
чальной разметки M за одно или несколько срабатываний переходов, обозначается
как R(N,M).

Пример срабатывания переходов в обыкновенной сети Петри приведен на Рис. 1.

Для моделирования потоков работ (workflow) используется специальный под-
класс сетей Петри — так называемые WF-сети [1].

Определение 1. Пусть N = (P, T, F ) — обыкновенная сеть Петри. Сеть N на-
зывается WF-сетью (сетью потока работ), если

1. в множестве P имеются две специальные позиции i и o, такие, что •i =
o• = ∅;

2. любой элемент множества P ∪ T лежит на пути из i в o.

Позиция i называется начальной, а позиция o — финальной позицией сети N .
Начальная разметка сети потока работ состоит из одной фишки в позиции i.

Правильное завершение процесса, моделируемого сетью, гарантируется выпол-
нением следующего свойства:
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Рис. 2. Модель бизнес-процесса (workflow) обработки страховых требований

Определение 2. WF-сеть N называется бездефектной, если для любой дости-
жимой разметки M ∈ R(N, i) выполняется

1. o ∈ R(N,M);

2. o+M ′ ∈ R(N,M) ⇒ M ′ = ∅.

Другими словами, из любого достижимого состояния бездефектной сети дости-
жимо финальное состояние, при этом в финальном состоянии не может остаться
никаких “лишних” фишек. Свойство бездефектности может быть эффективно про-
верено [4].

На рисунке 2 изображена сеть Петри, моделирующая процесс обработки стра-
ховых требований (пример взят из книги [1]). Прежде всего, требование регистри-
руется (задача регистрация), затем параллельно выполняются две задачи: клиенту
посылается анкета (задача послать_анкету) и производится оценка требования
(задача оценка). Если анкета возвращается в течение двух недель, то выполняется
задача обработка_анкеты. Если в течение двух недель анкета не возвращена, то ре-
зультат анкетирования игнорируется (задача тайм-аут). На основании результата
оценки требование либо рассматривается, либо нет. Реальная работа с требовани-
ем (задача обработка_требования) откладывается до того момента, когда будет
выполнено условие c5, т.е. либо анкета обработана, либо истекло время ее ожида-
ния. Обработка требования контролируется с помощью задачи контроль. В конце
концов, выполняется задача архив.
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Рис. 3. WF-сеть с ресурсами

3. WF-сети с ресурсами
В сетях с ресурсами мы дополнительно вводим множество ресурсных позиций.

Определение 3. Сетью потоков работ с ресурсами (RWF-сетью) называется на-
бор N = (Pc, Pr, T, Fc, Fr), где

• Nc = (Pc, T, Fc) — обыкновенная WF-сеть (называемая управляющей подсе-
тью сети N , при этом элементы множеств Pc и Fc называются управляю-
щими позициями и дугами соответственно);

• Pr — конечное множество ресурсных позиций, Pc ∩ Pr = ∅;

• Fr : (Pr × T ) ∪ (T × Pr)→ Nat — конечное множество ресурсных дуг.

Заметим, что из определений следует, в частности, что ∀t ∈ T ∃p ∈ Pc :
Fc(p, t) + Fc(t, p) > 0, то есть каждый переход инцидентен какой-нибудь управля-
ющей позиции — этим гарантируется невозможность “неконтролируемых” модифи-
каций ресурсов.

Разметка RWF-сети распадается на две составляющие — управляющую и ре-
сурсную части. Мультимножество c + r, в котором c ∈ M(Pc) и r ∈ M(Pr), мы
будем обозначать как (c|r).

Определение 4. Для сети N ресурсом называется мультимножество над Pr.
Управляемым ресурсом называется мультимножество над Pc ∪ Pr.

На Рис. 3 приведен пример RWF-сети с ресурсными позициями r1 и r2. Ресурсные
позиции обозначаются овалами, ресурсные дуги — пунктирными стрелками.

Введём определение бездефектности для сетей с ресурсами.

Определение 5. Размеченная RWF-сеть (N, c|r) называется бездефектной, если
∀s ∈M(Pr), ∀M ∈ R(N, c|r + s) выполняется:

1. ∃s′ ∈M(Pr) : o|s′ ∈ R(N,M);
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Рис. 4. RWF-сеть с бездефектной управляющей подсетью, для которой не существу-
ет бездефектных ресурсов

2. c′|r′ ∈ R(N,M) ⇒ c′ = o ∨ c′ ∩ o = ∅.

Таким образом, во-первых, процесс может правильно завершиться при любом
развитии событий, и, дополнительно, увеличение начального ресурса не нарушает
свойства правильной завершаемости.

Заметим, что наше определение существенно отличается от определения безде-
фектных RCWF-сетей [15]. Мы не запрещаем создание и уничтожение ресурсов —
они могут производиться и непосредственно в ходе исполнения процесса. Из этого,
в частности, следует возможная неограниченность бездефектных RWF-сетей.

Утверждение 1. [11] Если размеченная RWF-сеть (N, i|r) бездефектна, то раз-
меченная WF-сеть (Nc, i) также бездефектна.

Доказательство. Предположим противное. Пусть (N, i|r) — бездефектная RWF-
сеть, но при этом WF-сеть (Nc, i) не бездефектна. Тогда найдётся разметка c ∈
R(Nc, i), такая, что либо разметка o недостижима от c, либо o ∈ c и c 6= {o}.

Поскольку в управляющей подсети разметка c достижима от начальной размет-
ки i после некоторой конечной последовательности срабатываний переходов, мы
всегда можем выбрать начальный ресурс s настолько большим, чтобы та же после-
довательность могла сработать в сети с ресурсами от разметки (N, i|r+s), достигнув
того же управляющего состояния c.

Если в управляющей подсети финальное состояние не было достижимо от c, то
добавление ресурсных позиций никак не могло сделать его достижимым в сети с
ресурсами, то есть для (N, i|r+s) — что противоречит бездефектности (N, i|r). Если
же o ∈ c и c 6= {o}, то мы также получаем противоречие с бездефектностью (N, i|r),
поскольку управляющее состояние c достижимо в (N, i|r + s).

Обратное неверно: существуют не бездефектные RWF-сети, управляющие под-
сети которых бездефектны. Пример такой сети приведён на Рис. 4.

Пусть N — RWF-сеть. Через C(N) обозначим множество всех достижимых в
Nc управляющих разметок, т. е. C(N) = R(Nc, i).

Утверждение 2. [11] Если размеченная RWF-сеть (N, i|r) бездефектна, то

1. для любой достижимой управляющей разметки c ∈ C(N) найдётся ресурс
r′, такой, что (N, c|r′) бездефектна;
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2. для любых c1, c2 ∈ C(N) выполняется c1 6⊂ c2 и c2 6⊂ c1.

Доказательство. (1) Как и в случае доказательства Утв. 1, мы можем взять до-
статочно большой начальный ресурс r + s.

(2) Предположим противное. Пусть для некоторых c1, c2 ∈ C(N) выполняется
c2 = c1 + c′, где c′ 6= ∅. Из Утв. 2(1) следует, что найдутся ресурсы r1 и r2, такие, что
RWF-сети (N, c1|r1) и (N, c2|r2) бездефектны. Тогда сети (N, c1|r1+r2) и (N, c2|r1+r2)
также бездефектны. Следовательно, финальная разметка o|r′ достижима от размет-
ки c1|r1 + r2, то есть разметка o+ c′|r′ достижима от бо́льшей разметки c2|r1 + r2 —
противоречие со свойством бездефектности RWF-сети (N, c2|r1 + r2).

Далее мы будем называть RWF-сеть N бездефектной (без указания конкретно-
го ресурса), если существует такой ресурс r, при котором размеченная RWF-сеть
(N, i|r) бездефектна.

Из второй части Утв. 2 и известной леммы Диксона [13] получим, что

Следствие 1. Для любой бездефектной RWF-сети N множество C(N) дости-
жимых управляющих состояний конечно.

Замечание 1. Поскольку управляющая подсеть бездефектной RWF-сети N огра-
ничена, множество C(N) может быть эффективно построено (например, при
помощи покрывающего дерева [3]).

Определение 6. Пусть N — RWF-сеть, c ∈ C(N). Определим:

1. res(c) =def {r ∈ M(Pr) | (N, c|r) бездефектна} — множество всех бездефект-
ных ресурсов для c;

2. mres(c) =def {r ∈ res(c) | 6 ∃r′ ∈ res(c) : r′ ⊂ r} — множество всех минималь-
ных бездефектных ресурсов для c.

Из леммы Диксона немедленно получаем:

Утверждение 3. [11] Для любой бездефектной RWF-сети N и для любой её управ-
ляющей разметки c ∈ C(N) множество mres(c) конечно.

Вопросы о вычислимости mres(c) и разрешимости бездефектности для RWF-
сетей пока остаются открытыми. В следующей главе мы дадим положительные
ответы на оба эти вопроса для случая одномерного ресурса.

4. RWF-сети с одномерным ресурсом
Пусть N = (Pc, Pr, T, Fc, Fr) — RWF-сеть, в которой Pr = {pr} (то есть ресурсная
позиция всего одна). Cостояние сети мы будем обозначать как (c|r), где c ∈ C(N) —
управляющее состояние, r ∈ Nat— текущее количество ресурса (значение счётчика).
Такие сети мы будем называть RWF-сетями с одномерным ресурсом или просто
одномерными RWF-сетями. Пример сети приведён на Рис. 5.

Поскольку нас интересуют вопросы бездефектности ресурсов, в дальнейшем мы
предполагаем, что в рассматриваемых сетях управляющая подсеть уже бездефектна
(в противном случае в силу Утв. 1 сама сеть также автоматически была бы не
бездефектной) и, следовательно, ограничена (Следствие 1).
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Рис. 5. Одномерная RWF-сеть N1

4.1. Управляющий автомат

Ограниченная управляющая подсеть RWF-сети может быть представлена в виде ко-
нечного автомата (системы переходов). Состояниями автомата являются все управ-
ляющие состояния исходной сети (элементы C(N)), переходами — её переходы. Та-
ким образом, диаграмма переходов представляет собой ориентированный граф с
двумя выделенными вершинами — начальным состоянием i (без входящих дуг) и
финальным состоянием o (без исходящих дуг). Заметим также, что из определения
WF-сети следует, что в этом графе все прочие вершины лежат на путях из i в o.

Каждый переход t мы дополнительно пометим целым числом Eff (t), показы-
вающим “ресурсный эффект” данного перехода, то есть его воздействие на ресурс
(увеличение или уменьшение значения счётчика):

Eff (t) =def

{
−Fr(pr, t) при Fr(pr, t) > 0;
Fr(t, pr) при Fr(t, pr) > 0.

Заметим, что для простоты мы не рассматриваем переходы-петли (для которых
одновременно выполняется Fr(pr, t) > 0 и Fr(t, pr) > 0) — они могут моделироваться
цепочками из двух последовательных переходов.

Ресурс перехода определяется как:

Supp(t) =def

{
0, Eff (t) ≥ 0;

|Eff (t)|, Eff (t) < 0.

Рассмотрим пример на Рис. 6. Здесь показан управляющий автомат одномер-
ной RWF-сети, изображённой на Рис. 5. Состояния обозначены восьмиугольника-
ми, помеченными соответствующими управляющими разметками сети. Переходы
помечены соответствующими именами и ресурсными эффектами. Например, t2[+1]
означает, что перед нами переход t2 исходной сети, который увеличивает значение
счётчика на единицу.

Итак, RWF-сеть с одномерным ресурсом представима в виде управляющего ав-
томата с одним счётчиком без проверки на ноль. Этот класс систем также называ-
ют односчётчиковыми сетями (например, [6]) или системами сложения одномерных
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Рис. 6. Управляющий автомат для N1

векторов с состояниями (1-dim Vector Addition System with States — VASS [17]). Од-
нако заметим, что из-за особенностей потоков работ дополнительно накладывается
ограничение: в системе есть ровно по одному начальному и финальному состоянию.

Диаграмма переходов односчетчиковой сети представляет собой взвешенный ори-
ентированный граф. Напомним несколько основных понятий теории графов.

Маршрут в графе — это чередующаяся последовательность вершин и рёбер,
начинающаяся и заканчивающаяся вершинами, в которой вершины, идущие до и
после дуги, являются её началом и концом соответственно.

Далее мы рассматриваем только непустые маршруты, содержащие по крайней
мере одну дугу.

Маршрут замкнут, если его первая и последняя вершины совпадают.
Цепью (ориентированной цепью) называется маршрут без повторяющихся дуг

(вершины могут повторяться).
Простая цепь — это цепь, в которой вершины не повторяются.
Циклом называется замкнутая цепь.
Простой цикл — это цикл, в котором вершины не повторяются (кроме первой и

последней).

Эффект и ресурс маршрута определяются индуктивно. Пусть t — переход, σ –
маршрут, такой, что конец перехода t является началом первого перехода из σ.
Обозначив как tσ маршрут, полученный сцеплением t и σ, мы получим:

Eff (tσ) =def Eff (t) + Eff (σ); Supp(tσ) =def Supp(t) + (Supp(σ)	 Eff (t)).

Здесь 	 обозначает усеченное вычитание: для x, y ∈ Nat положим
x	 y =def max{0, x− y}.

Положительным (отрицательным) называется маршрут с положительным (со-
ответственно, отрицательным) эффектом. Очевидно, что эффект цикла не зависит
от выбора начального/конечного узла.

Узел q называется положительным генератором, если существует положитель-
ный маршрут от q до q (образующий положительный цикл) с нулевым ресурсом.

Лемма 1. Любой положительный цикл содержит хотя бы один генератор.
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Доказательство. Индукция по длине цикла. Заметим также, что без ограничения
общности мы можем рассматривать только циклы четной длины с чередующимися
положительными и отрицательными дугами.

Узел q называется отрицательным генератором, если существует отрицатель-
ный маршрут θ от q до q (образующий отрицательный цикл), такой, что Supp(θ) =
−Eff (θ).

Лемма 2. Любой отрицательный цикл содержит хотя бы один генератор.

Доказательство. Аналогично предыдущей лемме.

4.2. Разрешимость бездефектности для размеченных сетей

Пусть (N, i|r0) — одномерная RWF-сеть с заданной начальной разметкой. Допус-
кая вольность обозначений, будем тем же символом N обозначать её управляющий
автомат, представленный в виде односчётчиковой сети.

Существует два типа нежелательного поведения сети, приводящего к нарушению
бездефектности — тупик (deadlock) и динамический тупик (livelock), называемый
также динамической блокировкой. Для краткости далее мы везде будем использо-
вать термины “тупик” и “блокировка”.

Определение 7. Состояние сети (c|r) ∈ C(N)×Nat называется тупиком, если
c 6= o и не существует перехода t ∈ T , такого, что (c|r) t→ (c′|r′).

Конечное подмножество L ⊂ C(N)×Nat множества состояний сети называ-
ется блокировкой, если

1. |L| > 1;

2. для любых (c|r), (c′|r′) ∈ L существует конечная последовательность перехо-
дов σ ∈ T ∗, такая, что (c|r) σ→ (c′|r′);

3. для любых (c|r) ∈ L и t ∈ T , таких, что (c|r) t→ (c′′|r′′), выполнено (c′′|r′′) ∈ L.

Блокирующим состоянием называется состояние, принадлежащее блокировке.

Заметим, что по определению (o|r) 6∈ L для любого r.

Утверждение 4. Если (c|r) — тупик, то для любого t ∈ T , такого, что c t→ c′,
выполняется Supp(t) > r.

Доказательство. Очевидно.

Заметим, что из Утв. 4 следует, что Eff (t) < 0, то есть мы можем его перефор-
мулировать:

Следствие 2. Если (c|r) — тупик, то:

1. ∀t ∈ T , такого, что c t→ c′ для некоторого c′, выполняется Eff (t) < 0;

2. r < min{|Eff (t)| : c
t→ c′ для некоторого c′}.
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Таким образом, тупики могут возникать (1) только в управляющих состояниях,
у которых все исходящие переходы — отрицательные; (2) только для конечного
числа различных значений счётчика — когда ресурса недостаточно ни для одного
из исходящих переходов.

Утверждение 5. Множество тупиков конечно.

Доказательство. Множество “потенциальных тупиков” — управляющих состояний
с исходящими отрицательными переходами — конечно. Для данного “потенциально-
го тупика” множество “опасных” значений счётчика (натуральных чисел, меньших,
чем наименьший из ресурсов, требуемых для срабатывания исходящего перехода)
также конечно.

Следовательно, все тупики могут быть обнаружены перебором управляющих
состояний (число которых конечно).

Теперь рассмотрим блокировки.

Утверждение 6. Если L ⊂ C(N)×Nat — блокировка, то найдутся состояние
(c|r) ∈ L и отрицательный переход t ∈ T , такие, что c t→ c′ для некоторого c′, и
при этом Eff (t) < −r.

Доказательство. Очевидно, поскольку управляющая подсеть RWF-сети N безде-
фектна.

Утверждение 7. Множество блокировок конечно.

Доказательство. Во-первых, заметим, что если (c|r), (c|r + x) ∈ L, то L не явля-
ется тупиком. Действительно, в этом случае последовательность переходов (c|r) σ→
(c|r + x) является положительным циклом, который порождает бесконечное мно-
жество состояний — а это противоречит конечности числа состояний, входящих в
блокировку. Следовательно, каждое управляющее состояние может встретиться в
блокировке не более одного раза.

Предположим противное: существует бесконечно много блокировок. Тогда среди
них бесконечно много блокировок с одним и тем же набором управляющих состо-
яний. Эти блокировки отличаются друг от друга лишь значением счётчика. Сле-
довательно, в этом множестве блокировок существуют блокировки со сколь угодно
большим значением счётчика, и мы можем выбрать такую, из которой будет дости-
жимо управляющее состояние o — а это противоречит определению блокировки.

Следовательно, все блокировки могут быть найдены перебором конечных под-
множеств множества C(N), замкнутых относительно срабатывания переходов (силь-
но связных компонент) и удовлетворяющих свойству, сформулированному в Утв. 6.

Теорема 1. Бездефектность разрешима для размеченных одномерных RWF-сетей.

Доказательство. Далее используется приём, подобный использованному в [21] для
доказательства разрешимости структурной бездефектности WF-сетей.

Для данной одномерной RWF-сети N построим модифицированную RWF-сеть
N, добавив новую начальную позицию i и два новых перехода так, как показано
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Рис. 7. Модифицированная RWF-сеть N

на Рис. 7. Очевидно, что исходная сеть (N, i|r) бездефектна тогда и только тогда,
когда ни один из тупиков и ни одна из блокировок не достижимы в сети (N, i|r).

Поскольку множества тупиков и блокировок конечны и вычислимы, проблема
бездефектности размеченной одномерной RWF-сети сводится к проблеме достижи-
мости в односчётчиковой сети Петри, которая является разрешимой (в частности,
мы можем использовать для её решения алгоритм построения однопериодической
свёртки пространства состояний).

4.3. Разрешимость бездефектности для неразмеченных сетей

Определение 8. (Неразмеченная) RWF-сеть N называется бездефектной, если
существует ресурс r, такой, что размеченная сеть (N, i|r) бездефектна.

Теорема 1 предоставляет только полуразрешающую процедуру для проблемы
бездефектности сети. С её помощью можно проверить бездефектность при данной
начальной разметке, но если ответ будет отрицательным, то мы не будем знать,
существует ли бо́льшая начальная разметка, при которой сеть станет бездефектной.

Следствие 2 даёт нам необходимое условие для тупика, достижимого от неко-
торой начальной разметки. Далее мы докажем более сильную теорему, предостав-
ляющую необходимое и достаточное условие существования нарушающего безде-
фектность тупика (то есть тупика, достижимого от бесконечного числа различных
начальных разметок).

Теорема 2. Неразмеченная одномерная RWF-сеть не бездефектна из-за тупиков
тогда и только тогда, когда в ней существуют тупиковое состояние (c|r), отри-
цательный генератор q и простой маршрут q

σ→ c, такие, что

Eff (σ)	 Supp(σ) ≤ r.

Доказательство. (⇐) Достаточно показать, что для любого (достаточно большого)
начального ресурса r0 найдётся ещё бо́льший начальный ресурс r0 + x, такой, что
от (i|r0 + x) будет достижим тупик.
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Рассмотрим произвольный достаточно большой начальный ресурс r0, такой, что
выполнено

(i|r0)
τ→ (q|s)

для некоторого маршрута τ и ресурса s (всегда можно подобрать такой ресурс,
поскольку управляющая подсеть бездефектна, и, следовательно, любое управляю-
щее состояние достижимо при достаточно большом начальном количестве ресур-
са). Пусть θ = qc1 . . . cjq — простой отрицательный цикл с генератором q, то есть
Supp(θ) = −Eff (θ). Обозначим z = s mod Supp(θ) и рассмотрим бо́льший началь-
ный ресурс r0 + z + Supp(σ). Мы имеем:(

i|r0 + z + Supp(σ)
)

↓ τ(
q|s+ z + Supp(σ)

)
↓ θ

(
(s+z)/Supp(θ)

)
(
q|Supp(σ)

)
↓ σ(

c|Eff (σ)	 Supp(σ)
)

и, следовательно, тупик.
(⇒) Предположим противное: сеть не бездефектна из-за наличия тупиков, од-

нако ни для одного из тупиковых состояний не выполнено свойство существования
связанного отрицательного генератора.

Количество тупиковых состояний конечно, следовательно, некоторое тупиковое
состояние (c|r) достижимо от бесконечного числа различных начальных состояний
(различных начальных значений счётчика).

Каждая последовательность переходов σ = t1.t2. . . . .tn от (i|r0) до (c|r) соответ-
ствует маршруту σ в графе управляющего автомата. Поскольку существует бес-
конечно много порождающих данный тупик начальных состояний, множество со-
ответствующих маршрутов также бесконечно. Каждый из этих маршрутов может
быть разбит на последовательность чередующихся простых циклов и ациклических
маршрутов:

σ = τ1(θ1)
k1τ2(θ2)

k2 . . . τn−1(θn−1)
kn−1τn.

Заметим, что такое разбиение не всегда единственно: например, ababa может быть
представлено и как (ab)2a, и как a(ba)2. Для определённости мы всегда рассматри-
ваем “декомпозицию справа налево”, то есть в данном случае выбираем a(ba)2.

Покажем, что среди всех этих маршрутов найдётся хотя бы один с отрицатель-
ным последним циклом θn−1. Действительно, если последний цикл положителен
(или нейтрален) с эффектом x, то мы можем перейти к рассмотрению увеличенно-
го начального ресурса r0 + x ∗ kn−1 и укороченного маршрута

σ′ = τ1(θ1)
k1τ2(θ2)

k2 . . . τn−1τn,

имеющего то же самое завершение — тупик. Далее, новый маршрут σ′ также мо-
жет быть разбит на простые циклы и маршруты, затем его последний положитель-
ный цикл (если он опять окажется положительным) также может быть удален за
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счёт увеличения начального ресурса, и т.д. В конце этого процесса мы получим ли-
бо маршрут с отрицательным “последним циклом”, либо полностью ациклический
маршрут (простой маршрут из i в c). В графе существует конечное число ацикли-
ческих маршрутов, но у нас в наличии бесконечно много различных приводящих к
тупику начальных разметок, так что второй вариант не может повторяться беско-
нечно много раз — и, следовательно, мы неизбежно построим маршрут с отрица-
тельным циклом.

Рассмотрим такой “тупиковый” маршрут σ′′ с окончанием θkτ, где θ — отри-
цательный цикл, а τ — ациклический маршрут. Пусть θ = c1c2 . . . ci . . . cmc1, где
ci — отрицательный генератор (по Лемме 2 такое ci всегда существует). Марш-
рут

(
(ci . . . cmc1)τ

)
является простым маршрутом (напомним, что мы раскладывали

последовательность “справа налево” и, следовательно, θτ не содержит циклов, от-
личных от θ). Поскольку финальным состоянием всего маршрута σ′′ является (c|r),
для любого окончания φ маршрута σ′′ выполняется

Eff (φ)	 Supp(φ) ≤ r.

То же самое выполняется и для
(
(ci . . . cnc1)τ

)
. Но это простой маршрут, ведущий

от отрицательного генератора к тупиковому управляющему состоянию — что и тре-
бовалось найти.

Теорема 3. Неразмеченная одномерная RWF-сеть не бездефектна из-за блокиро-
вок тогда и только тогда, когда в ней существуют блокирующее состояние (c|r),
отрицательный генератор q и простой маршрут q

σ→ c, такие, что

Eff (σ)	 Supp(σ) ≤ r.

Доказательство. Аналогично доказательству Теоремы 2.

Следствие 3. Бездефектность разрешима для неразмеченных одномерных сетей.

Доказательство. Все простые (отрицательные) циклы могут быть найдены при
помощи алгоритма Тарьяна, тупики и блокировки — при помощи перебора управ-
ляющих состояний и проверки свойств, указанных в Утв. 4 и Утв. 6 соответственно.
Множество простых маршрутов конечно и может быть легко построено.

4.4. Вычислимость минимального бездефектного ресурса

Рассмотрим “наивный” (и, возможно, не самый эффективный) алгоритм поиска ми-
нимального ресурса r, при котором сеть (N, i|r) бездефектна. Этот алгоритм при-
меним только к бездефектным сетям (бездефектность может быть проверена пред-
варительно при помощи алгоритма, описанного в доказательстве Следствия 3).

Алгоритм 1. (вычисление минимального бездефектного ресурса)
Ввод: Бездефектная одномерная RWF-сеть N .
Вывод: Наименьшее r, такое, что сеть (N, i|r) бездефектна.
Шаг 0: Пусть r := 0.
Шаг 1: Проверим, бездефектна ли (N, i|r) : будем искать тупики и блокировки,
достижимые в размеченной служебной сети (N, i|r)(см. Теорему 1). Если “да”,
то возвращаем r, иначе r := r + 1 и возвращаемся на Шаг 1.

Поскольку сеть бездефектна, число итераций конечно.
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5. Заключение

В данной работе исследовано свойство бездефектности для сетей потоков работ с
одной (неограниченной) ресурсной позицией. Доказано, что бездефектность разре-
шима для размеченных и неразмеченных сетей, представлен алгоритм вычисления
минимального бездефектного ресурса.

В дальнейшем мы предполагаем рассмотреть разрешимость для общего случая
RWF-сетей. Также планируется применить другие известные варианты бездефект-
ности WF-сетей к нашему классу сетей потоков работ с бесконечными множества-
ми состояний. В частности, достаточно интересной представляется так называемая
ослабленная бездефектность (relaxed soundness). В ослабленно бездефектной WF-
сети корректно завершаться должны только те процессы, в ходе которых хотя бы
по одному разу срабатывает каждый переход. На остальные варианты исполнения
никаких ограничений не накладывается.

Другими интересными вариантами бездефектности являются k-бездефектность,
а также обобщённая и структурная бездефектность [5]. Кроме того, понятие доста-
точного (бездефектного) ресурса может оказаться важным и при разработке адап-
тивных процессов потоков работ [18].
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In this work, we consider the modeling of workflow systems with Petri nets. A
resource workflow net (RWF-net) is a workflow net supplied with an additional set
of initially marked resource places. Resources can be consumed and/or produced by
transitions. We constrain neither the intermediate nor final resource markings, hence
a net can have an infinite number of different reachable states. An initially marked
RWF-net is called sound if it properly terminates its work and, moreover, an increase of
the initial resource does not violate its proper termination. An unmarked RWF-net is
sound if it is sound for some initial resource. In this paper, we prove the decidability of
both marked and unmarked soundness for a restricted class of RWF-nets with a single
unbounded resource place (1-dim RWF-nets). We present an algorithm for computing
the minimal sound resource for a given sound 1-dim RWF-net.
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