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| In der Arbeit wird das asymptotische Verhalten von geeignet normier—
ten und zentrierten Summen von Zufallsgrofen untersucht, die snhed-rl

unabhangig sind oder im Palle der Abhangigkeit als Martingaldiffe
folge bzw, etark multiplikatives System auftreten,

Neben der klassischen Summationstheorie werden die Limitierungsver—
fahren mit einer unendlichenm Summationsmatrix oder einer angepaften
Folge von Gewichtsfunktionen betrachtet.

Es werden die Methode der charakteristischem Funktionen und besonders
die direkte Methode der konjugierten Verteilungsfunktionen weiterent-—
wickelt, um quantitetive Aussagen uber gleichmaBige und ungleichmaBigel
Restgliedabschatzungen im zentralen Grenzwertsats su beweisen,
IDi!-Untlrlubhm werden dabei in der ~ Metrik, 1 { p § o0, durch
gefuhrt, wobei der Fall p = o0 der ubli sup-liorm entspricht,
|Daruber hinaus wird im Fall unabhengiger Zufellsgrofen der lokale
Grenzwertsats fur Dichten betrachtet,

Die Arbeit wird abgerundet durch verschiedene Hinweise auf praktische
Anwendungen,
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0.1 Zur Entwicklung der klassischen Summationstheorie

Die Sumnmationstheorie nimmt unter den verschiedenartigsten Forschungs—
richtungen der Wahrscheinlichkeitstheorie einen bedeutenden Platz ein
und ist in unserer heutigem Zeit nicht mehr allein von theoretischem
Interesase. Anwendungen %£.B. in der mathematischen Btatistik 6 der ste-
tistischen Physik, der statistischen Mechanik der Informations— und
Zuverlassigkeitstheorie und Nashrichtentechnik unterstreichen die Not—
wendigkeit der Untersuchung von Summationsprosessen, um im Fall der
Gultigkeit eines sentralen Grenzwertsatzes mit der gut handhabbaren
Normalverteilung naherungsweise rechnen su koanen,

Wie es seine Beseichuung schon andeutet, hat der sentrale Grenzwert—
satzs wnumstritten seine “eindeutige Position im Hersen der Wahrscheine
lichkeitstheorie® (vgl, HALL(1982)), Jedoch aus sich selbst heraus die
grofe Bedeutung und Wichtigkeit su erklaren, die diesem mathematischea
Resultat sukommt, ist hier vollig unsureichend, da es heute schon vie—
le Anwendungen (s.o.) des zentralen Grenzwertsatses auch auferhalb der
Mathematik gibt. Deshald charekterisiert ADAMS(19T74) in der Einleitung
gu seinem Buch den zentralen Grenzwertsats als "one of the most remar—
kable results in all of mathematios™ und als "a deminating persenality
in the world of prebability and statisties",

Ausgehend von der Hotwendigkeit der Untersuchung ven Sumationsprozes—
sea mit Normalapproximation entsteht unwillkurlich die Frage nach qua—
litativ wie such quamtitativ brauchbaren Pehlerebschatsungen, um die
Gute der Approximation mit der Normalverteilung su analysieren, Das
grofe Interesse gilt dabei insbesondere der Hormalapproximation ven
|Sumnen umabhangiger Zufallsgrofen:

Bs seien X, X, .co, X, Unabhingige Zufallsgrofen uber einem gemein—

samen Wehrscheinlichkeitsraum (,W;P) mit EX =0 und n§<n fur alle k.F
Mit den Beseichnungen Bls - EX (0,00 )7 P (X)=P(X, 4K, %0, oK <x);

D,(x)=F (xB )= §(x), wobei ¢(x)m(2%) 02 s:-xp{-oghallu ist, stellt
| —00

sioh.die Frage, unter welchen Bedingungen D (x) gleichmapig fur alle
reellen Zahlen x gegen Hull strebdt.

Brste Untersuchungen su dieser Problematik wurden bereits im 18, Jahr
hundert und zu Anfang des 19, Jahrhunderts von J BERNOULLI(1713), DB
MOIVRE(1730) und LAPLACE(1812), sowie GAUS (Pehlerrechnung fiur eine
grofe Anzshl kleiner, unabhangiger Summanden) durehgefihrt.

Die Herausbildung der Summationstheorie ist verbunden mit den Namen
bedeutender Mathematiker wie POISSON(1837), &Bﬂn(‘tm), LJAPUNOV
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(1901), LINDEBERG(1922), BERNSTEJN(1926), CRAMER(1928,1937,1938), KO~
OGOROV (1931-1933) PELLER(1935), uumm mn!nr('lgs'r 1938) und -
GNEDENKO(1939).

Nachdem die grundlegenden Fragen der klassischen Summationstheorie
weitgehend gelost waren, setzte darauf aufbsuend seit den vierziger
Jahren eine breite Entwicklung ein. )
Besonders hervorzuheben ist dabei die sowjetische Schule, die einen
bedeutenden Belitrag sur Entwicklung der Summationstheorie leistete, dig
such heute iber fihrende Wissenschaftler auf diesem Gebiet verfugt und
leinen grofen Anteil daren hat, dap sich dieser wichtige Zweig der Wahry
gcheinlichkeitstheorie such in der DDR gut entwiokeln konmate.
Auskunft uber den aktuellen Butwicklungastand geben z.B, die inter—
nationalen Konferenszen uber Wahrscheinlishkeitstheorie und mathemeti-
sche Statistik, die im A~Jahres-Rhythmus in Vilnius (die V. Konf, 1989
durchgefuhrt nmn.

Kommen wir suruck sur oben aufgeworfenen Frage nach der gleiochmafigen
Konvergeas von D (x) gegen Null (fur n => @), In den Arbeiten von
BERRY(1941) und ESSEEN(1942,1945) wurden die nach ihnen benannten Un—
gleichungen bewlesen, die eine Abschatzung fur die Ordoung der Konver—
gensgeschwindigkeit im zentralen Grenswertsats angeben,

Mittels FOURIER-analytischer Hilfmmittel (Methode der charakteristi-
schen Punktionea) seigte ESSEEN(1945) folgende Aussage!

Wenn die einzelnen mulwn endliche absolute Momente dritter
Ordmmg besitsen, d.h. B|X, | CH k=1,2,...,8 , dann gilt mit einer
absoluten Konstanten C, die u:m.um

sup [Dy(x)| § Op By }:"lukl’ . (041)

Die Bestimmung der dabei auftretenden abseoluten Konstanten n1 war und

ist von unmittelbar theoretischem und prektischem Interesse. Darsuf

verwies bereits vor iber 35 Jahren KOIMOGOROV(1953). I

Folgende Kongtantensbschatsungen seien hier genammt:

BERRY (1941):1 €, < 1.88 (Fall identisch verteilter Zufallsgrofem,
HSU(1945) bemerkte einen Fehler in
BERRY's Konstantenabschatsung)

W e

BSSERN (1945): C4 < 7.5

BERGSTROM (1949)1 04 < 4.8

TAKANO (1950): €4 < 2,031 (Pall identisch verteilter M-:u-mp

WALLACE (1958): €4 < 2,05 (Fall ident, vert. Zufallsgrofen, in
kenntnis der Arbeit ven TAKANO(1950))

WALLACE (1959)s 0O, < 1.98 (Pall ident, vert, Zufallsgrofen)

Nach der bahmbrechenden Arbeit ven ZOLOTAREV(1967) mit dem Ergebnis
Cq < 0,9051 und C4 < 0,82 (Fall ident, vert. Zufallsgropen)

AN W M. L . ki ®_.m M vryw Mr fa Al - ] - s N




lerhielt VAN BEBK(1971)
Cq < 0.7975 und C4 < 0,7882 (P&¥Y ident. vert, Zufallsgrofen).

10 Jahre spater komnte SIGANOV(1982), ein Schiiler von ZOLOPAREV,
schlieflich unter Ausnutzung moderner Rechentechnik das bis heute be—
ste Resultat berechnen:

Cq < 0.7915 wnd Oy < 0.7655 (Fall ident, vert, Zufallagrofen).

Khnliche Ungleichungen vom Typ (0.1) sind z.B, bei PRAWITZ(1975) su
finden, einschlieflich Konstentenabschatzungen, Weitere Literaturhin—
weise findet man bei PETROV(1975).

Aus den Resultatem von KATZ(1963) und PETROV(1965) folgt eine etwas
allgemeinere Ungleichung vom ESSEEN'schen Typ!

pir 6¢(0,1] sei B|X [2*¥<o, k=1,2,...,0 , Dann gilt mit eimer nur von
6 abhangigen Konstantem C; @

", D (x)] § O Egi2*®) S;. B|x 2% . (0.2)

Bereits IJAIUHOTE 1901), daher dies Beseichung Hlmm hatte

eine Aussage dieses Typs erhalten, Jedooh erkamnte er zu lilul Zeit—

punkt noch nicht in O, eine absolute Konstante.

Unter Ausnutzung der Methoden von ZOLOTAREV und VAN BEEK erhielt

|TYSIAK(1983), ein Schiuler von MICHEL, folgende numerischen Ergebnisse:
& | 0.9 0,8 0,7 0,6 05 0,4 0.3 0.2 0.1

Bs entsteht der Bindruck, daf Oy mit kleiner werdendem & anwachst,

Eine Aussage der Form sup © ‘ﬂ kann mit Hilfe eines Ergebtmnisases
ogeg1 °

in |{179| gemacht werdem:

Ohne Vorsussetsung der Bxistems hoherer als 2, Momente gilt mit elner
absoluten Konstanten C die Ungleichung

21 D (x)| § © g B( {!tlln)z -u(1;|zkin,,) )y (0.3)
wobei 0 < 3.5 ist,

Ungleichungen dieses Typs wurden von PELLER(1968) mit ©<6.00 und spe—
ter in [173| mit 0<4.T69 angegeben. '
Hierbei handelt es aich um Verallgemsinerungen der Ergebnisse von
STUDNEV(1965) und OSIPOV(1966), wobei bemerk:t werden muf, dap STUDHEV"'
Aussage wegen eines fehlerhaften Beweises nur hypothetischen Charskte
trug (vgl, PETROV(1966) oder FELLER(1968)).

An dieser Stelle soll ein elementares Resultat ven mnﬁnmo
(1976) erwehnt werden, daf ein wichtiges Hilfsmittel fur Konstanten—
abschatsungen geworden ist:

[ B W W d b k- A dAEF Fry A fa BRaf aa - e = . - i - -



Im Fall 6=0 gilt

sup |D,(x)| g C, (0.4%)
nﬂ1

mt Cj < 0.5416 »

PADITZ prasisierte in |173| die Abschatzung der Konstanten suf C_ <
0,54094 und MAI|THRUM(1986) auf C, < 0.5409366 ,

ROGOZIN(1961), SURVILA(1962), S NAGAEV(1965), BIKELIS(1966) und ende—
re Autoren untersuchten in den sechgziger Jahren die oben genannte
Fragestellung mit dem Ziel, gleichseitig das Argument x der Vertei—
lungsfunktionen mit in die Abschatzungen sum sentralen Grenswertsats
einzubesziehen. Eine ausfuhrliche Darstellung historischer Etappen da—
zu wurde in |16T7| bereits gegeben, so daf hier sofort an das Resultat
von BIKELIS(1966) engeknupft werden soll:

Unter den Voraussetsungen sur Ungleiechung (0.,2) gilt fur alle natur—
lighen Zahlen n und reellen Zahlen x die Ungleichung

n
SEERASTLRCTIFS A ntaadl mug [Nl (0.5)

wobei die positive Komstamte Kg nur ven & abhangt,

Durch die von S.NAGAERV(1965) und BIKELIS(1966) einerseits und RUBIN|
SETHURAMAN(1965) andererseits erfolgreich angewendete direkte Beweis—
technik, die sogen, Faltungemethode fur die abgeschaittenen und kone
jugierten Verteilungsfunktionen, war es moglich geworden, optimale
ungleichmafige Pehlerabschatsungen zu erhalten, Jedoch mufte in den
Folgejahren noch viel Kleinarbeit geleistet und diese Beweistechnik
weiter verfeinert werden, um numerische Konstantenabschatzungen zu ord
gielen, 1977 wurdea in |167,168| dasu erste Ergebnisse erhalten:

Ky < 114,667 wnd K, < 114,172 (Fall ident, vert, Zufallsgr.).
Zwei Jahre spater wurden in [170| erste Resultate im Fall 5e(0,1) vorg
gelegt!:

b | 0,01 0,1 063 0.5 0.7 0.9 0,99
Kg | 122,5 151.3 241.4 376.7 569.5 820.4 922,.8

Dieses Ergebnis sollte nicht lange Bestand haben und wurde im Fall
identisech verteilter Zufallsgrofen durch MICHEL(1981) prasisiert:

11 4 GI + 5{1“.) < 50-54 ™
Ein Jahr spater behauptete MIRACHMEDOV(1982), daP die Konstantenab-
schatsung von MIOHEL(1981) auch im Fall verschieden verteilter Zu~
| tallsgropPen richtig sei. Jedooh enthielt sein danach veroffentlichter
Beweis, vgl. MIRACHMEDOV(1984), einen Fehler, wodurch man seine Be—
hauptung nicht aufrechterhaltem konnte, vgl. Referat von WOILF in Mathd
Reviews 861160071,
Inzwischen hatte TYSIAK(1983) mit der Methode von MICHEL(1981) fol=
SS011 VV Freiberg Ag 307/85 IN/15/4 1185 22544 250.0 T/A 13419




gendes geseigt:
& | 0.1 062 0,3 08 0,5 00,6 0.7 0.8 0,9 1.0
Kg | 17.05 18,17 19.32 20,58 21.94 23.41 25,06 27.21 29,83 32.88

Wie oben, vgl. [170|, ist auch in dieser Tabelle eine fallende Tendens|
von Ky mit kleiner werdendem & erkennbar K so def vorerst der Fall 6=1
am interessantesten erscheint,

Auch in TYSIAK's Arbeit |[260| hatten sich zwei Unkorrektheiten im Be—
weis eingeschlichen (fehlemder Faktor x° in g3(x) auf 5,50 und fehlen-{
der Paktor g, (x) 1n gy,(x) suf 5,65/66), die jedeoh keinen starken
Einfluf auf das numerische Ergebnis bedeuteten,

Die festgestellten Unlul'ﬁ.gliohhitln bei MIRACHMEDOV(1982,1984) umd
TYSTAK(1983) wurden durch PADITZ|MIRACHMEDOV(1986) behoben, In |[182|
wurde das korrigierte Ergebnis K, < 32,153 mitgeteilt.

Durch einen neuen Beweisgedanken schlieflioh wurde dieses Ergebmis auf|

Ky < 31,935 (06)

prasisiert und es wurde die analytische Struktur sur Berechnung von K
fur 8e(0,1) bereitgestellt, vgl, |183|,
Mit der nun zur Verfugung stehenden Beweistechnik wurde nach jahrelan—
gem erfolglosen Bemihen der Weg geoffnet, eine brauchbare Konstanten—
I.E-nh:tlm in der gewichteten L —Metrik durchzufithren, vglo |192).
Pur 8e(0,1] gilt

ad

Y n
Dosp = (_i(quﬁ*“‘")lnn(:n)' ax) g ntr.”i‘”’ﬁ‘"ﬂ“

(0.7)
[Pie absolute Konstante C(p,6), die nur von p wmd & '.hhingt, wurde bis-
her in der Literatur nicht untersucht, Der wichtige Pall 6=1 bereitete
vielen Autoren auf Grund der unaus P ten Beweistechnik besondere
Probleme und wiurde z,B, bei MABJIMA(1978) oder bei AHMAD(1979) zu ei=—
ner unendlich grofen Konstenten fuhren. Bei ihnen tritt im Nenner ei-—
fper Abschatzung die Grofe (1~6) auf, Bin ahnlicher unerwunschter Ef—
fekt war bereits in einem Artikel wvom VORONOVA(1972) eingetmten, In
iner analogen Situation s.B. fur m-abhangige Zufallsgrofen wird des—
b bei HEINRIOH(1985,1986) der Fall b=1 ausgeschlossen und nicht un—
ersucht.
uch die globalen Fehlerabschatsungen von SAKOJAN(1974,1975) waren mit
en dort formulierten Beweisschritten fur eine numerische Auswertung
er Konstanten C(p,6) in (0,7) ungeeignet,

dieser Stelle sei bemerkt, dap Ungleichungen des Typs (0.7) u.a,
reits von S.NAGAEY|CRBOTAREV(1978) und UEBOTAREV(1979) sitiert umd
iterbenutst wurden. Schlieflich war es die Arbeit von RYCHLIK(1983)
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Itl:h sur Untersuchung von (0.7) neue Impulse gab, wgl. [183,192|,
Im Fall 6=1 wird die Konstantenabschatszung

C(p,1) < 127.74 RfT51 ,14p§ ™,
abgeleitet, Fur den allgemeinen Fall $e(0,1] wird die analytische
|struktur von C(p,8) bereitgestellt, vgl,|192].
An dieser Stelle sei bemerkt, dap das Ergebmis (0.3) im Abschnitt
3:.1.5 im allgemeineren Fall der gewichteten Summation bewlesen wird,
Die numerische Abschatsung (0.6) folgt aus den ¥berlegungen im Kapitel
2, vgl, such Abgsohnitt 3,1.4, Die Ungleichung (0,7) wird, ebenfalls
aufbauend auf Kapitel 2, im Abschnitt 4.1.2 diskutiert,

0.2 Gegenwartige Entwicklungstendensen in der Summationstheorie

Durch die Betrashtung von FPolgen abhangiger Zufallsgrofen und die Ube
tragung der Resultate auf sufallige Vektoren bsw., HILBERT- oder num:
reumwertige Zufallselemente oder auch zufallige Felder gelang es, der
|[Summationstheorie news Anwendungsgebiete zu erschliefen, vgl. HEINRICH
(1986) und NAHAPETIAN(1988), Daruber hinaus wurde die Summationstheo=—
rie die Grundlage fur weitere Gebiete der Stochastik, z.B. der Mar—
tingaltheorie (Martingaldifferensen), fur die Theorie der Markovschen
Ketten, der stationaren Prozesse oder fur stark multiplikative Systeme
Einen Uberbliek uber Grenzwertsatze fur Punktionen sufalliger Grofem
(z2.B. Grenswertsatse fur U~Statistiken) gibt die Monografie von GIRKO
Andererseits, wie es sich zeigte, waren und sind neue Probleme in der
Summationstheorie nicht nur durch die inmere Entwicklung der Wahr—
scheinlichkeitstheorie sondern ver allem auch durch praktisehe Aufge—
ben aus den verschiedensten Wissensgebieten hervergegangen, An Anwen—
dungsbeispielen aus der Nachrichtentechnik bsw, Zuverlassigkeitstheori
wird dies im Kapitel 6 demonstriert., Auf ml..ll;ltl Frageetellungen,
die £.T,. ebenfalls praktischen Problemen entspringen, wird im Kapitel
7 hingewiesen,

Verbesserungen theoretischer Resultate wirken sich ebenfalls auf die
Verbesserung jener statistischer Verfahren und Methoden sus, die auf
dem zentralen Grenswertsatz aufbauen, Z.B, finden asymptotische Ent-—
wicklungen 6 die schon seit Jahrszehnten bekannt und umfassend unter—
sucht sind, in den letzten Jahren immer mehr Eingang in statistische
Verfahren, s. z.B, SCHMIDT | ZWANZIG(1986) oder SCHABE(1987). Bei LORZ
(1986) findet man eine Anwendung der Fehlerabschatsung im zentralen
Grenzwertsatsz fur die Testtheorie (Konstruktion des kritischen Berei-—
ches ).

Durch das Studium zentraler Grenzwertsatze im Rahmen der Summations—




T

theorie haben sich intermational u.a, folgende eng miteinander ver-

flochtene Schwerpunkte herauskristallisiert, die durch eine Vielzahl

von Bingzelbeitragen und Momografien in der Literatur dokumentiert s

1) Neben der Summationstheorie von zurulll;ra'ﬂtn mit Werten im R1 ode
im B.k, k>1, werden Zufallselemente in allgemeineren Raumen, s.B,
Raum 1, , bis hin zu ebstrakten Raumen (HILBERT— oder BANACH-Raum)
untersucht, s. z.B. BHATTACHARYA|RAO(1976), ARABJO|GINE(1980) 8
NOV(1981,1982), SAZONOYV | ZALESSKIJ(1983,1965), GOT2B(1981), 8.
(1983)., BOROVSKICH(1983), VAKHANIA(1981), BORISOV(1985), PAULAUS—
mtnjmmm{wa?, s.|279| ), BENTKUS | ZALESSKIJ(1984), S.NAGAEV|
YEBOTAREV(1984). In den angegebenen Quellen findet man weitere z.T.
sehr umfangreiche Litersturhinweise.

2) Neben der Summationstheorie unabhangiger Zufallsgrofean im Folgen—
oder Serienschema werden amalog auch Klassen abhangiger Zufalls=
grofen studiert, z.B. schwach abhangige Zufallsgrofen, deren Ab—
hangigkeit durch verschiedenartige Mischungsbedingungen charakteri—
siert wird, Markovsch verbundene ZufallsgroPen, Martingaldifferen—
gen oder stark multiplikative Systeme, . %z.B. NAHAPETIAN(1988), '
HEINRICH(1986), HALL|HEYDE(1980), SIRAZDIIOV|FORMANOV(1979) und
1176,184,189,190| .

3) Die Untersuchung des Grenzverhaltens von Folgen (sn}nﬂ,z,... , WO

bei die Zufallsgrofem 5  , n=1,2,... , uber einen -Summationsprozef
entstehen, wird an Hand der charakteristischen Funktionen, Vertei-
lungsfunktionen eder Dichtefunktionen, falls diese existieren, ge—
fiinrt, Wir sprechen dann z.B. von integralen Gremgwertsatzen im
Falle des Studiums von Folgen von Verteilungafunktionen oder von
lokalen Grenzwertsatzen fur Dichten im Palle des Studiums von Fol—
gen von Dichtefunktionen, Wird dabei die L,Metrik benutst, sprechef
wir in beiden Fallen von globalen Grenszwertsatsen, s, %.B. GNEDEN-
KO| KOLMOGOROV(1960), PETROV(1975,1967), IBRAGIMOV|LINNIK(1971),
ZOLOTAREV(1986) , MULLER(1988).

4) Je nach dem, ob das Argument der betrachteten Funktionen (s. 3)) in
die durchgefuhrten Fehlerabschatzungen einbeszogen ist oder nicht,
sprechen wir von ungleichmafigen oder gleichmapigen Restgliedab—
schatsungen, Diese Sprechweise ist unabhangig von der verwendeten
Norm oder Metrik, Bezuglich verschiedener Abstandsbegriffe s, %.B.
ZOLOTAREV(1986). Bine guten Uberblick uber gleichmaBige asymptoti—
sche Aussagen fur Summen unabhangiger ZufallsgroPen geben ARAK| B
ZATTCEV(1986),

5) Um die Gensuigkeit der Approximation su erhohen, werden asymptoti-
sche Entwicklungen studiert, s. z.B. BHATTACHARYA |[RAO(1976), WOLF
(1976), CHRISTOPH(1987)y HALL|NAKATA(1986, 8.]|280]|).
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6) Neben dem LJAPUNOV-Bruch werden verschiedenartige Momentcharakte—
ristiken zur Fehlerabschatzung herangezogen, z.B. abgesechnittene
Momente , Pseudomomente, Differenzenmomente u.a, Charakteristika, s4
2,B, HALL(1982), CHRISTOPH(1987), MAI|THRUM(1987) und |191].

7) Schlieflich werden neben der klassischen Summationstheorie andere
Summationsverfahren (Limitierungsverfahren) angewendet, z.B. die
ABEL'sche Summation oder allgemeinere lineare Summationsverfahren
mit Gewichtsfunktionen (ukfv)}ksih , ve(0,1), bzw, mit unendlichen

Summationsmatrizen (Mg )y n w1 2 oder es wird mit zufalligem
o "

Summetionsindex N gearbeitet und das Verhaltem von 8, studiert, s.

3.B, CHRISTOPH(1987) und [175,176,180].
Die vorliegende Arbeit enthalt keine abgeschlossene Theorie sondern
stellt einen Versueh dar, durch verschiedene Beitrage und neue Fehler]
nlohi't:unpn den intermationalen Stand in einigen der genannten For—
schungsschwerpunkte zu dokumentieren, Dabei soll einerseits die inner
Verflechtung der sieben genannten Punkte zum Ausdruck gebracht und
anderen auf die verschiedenen Beweisteohniken hingewiesen werden, die
fur die hier behandelten Probleme tragfahig sind und im Rahmen dieser
Arbeit eine Weliterentwicklung erfahren,
Entsprechend dem internationalen Trend wird im der Arbeit versucht,
die Pehlerabschatsungen auch quantitativ exakt auszuwerten, d,h, die
auftretenden absoluten Konstanten such numerisch abguschatzen. Als
Beispiele fur derartige Untersuchungen in der DDR-Literatur seien die
kirzlich erschienenen Arbeiten von LORZ(1986) und MAI|THRUM(1987) ge—
| nannt, Jedoch haben quantitative Untersuchungen im zentralen Grenz—
wertsatz in der DDR sehon vor uber 20 Jahren mit OSBWALD(1965) ihren
Anfeng genommen, International ist in den letzten 10 Jahren eine su—
nehmende Tendenz festsustellen, in qualitativeam Untersuchungen auch
quantitative Auswertungen vorzunehmen, Dies wird letstlioh durch die
moderne Rechentechnik ermoglieht.
Nicht suletzt gaben die Arbeiten [166 — 174| einen Anstop dazu, dap
weitere Wissenschaftler neue Beitrage zum sentralen Grenswertsats ein—
sclilieflich Konstantenabschatsung und auch uber Grenzwertsatze fur
Wahrscheinlichkeiten mittlerer Abweichungen veroffentlichten, s. z.B.
MICHEL(1981), TYSIAK(1983), MIRACHMEDOV(1984) sowie SARACHMETOV(1981)
und zurxnnr:!Anxnnun:uvt1985).
Hnnw; davon gab BLONDAL(1973) erstmals explizite Abschatzungen
des Fehlers im mehrdimensionalen zentralen Grenzwertsatz, einschlief—
lich Konstantenabschatzungen, an, Als Sonderfall der Brgebnisse im
Abschnitt 6.1 ergeben sich ebenfalls quantitative Pehlerschranken fur
den mehrdimensionalen zentralen Grenzwertsats,
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1)

12)

)

4)

PJ

E)

I7)

enartikeln veroffentlicht,

FDJ Zielstellung und Inhalt der Arbeit

tsprechend den genannten Schwerpunkten im Abschnitt 0,2 liat gich

Arbeit folgendermafen chareakterisieren:
Die Summationstheorie von Zufallsgrofen mit Werten im R' steht im
Mittelpunkt 6 wobei im Kapitel 1 auch ein Beltrag zu m-hﬁimn-ia-
nalen charakteristischen Funktionen und Zufallsvektoren im ll
finden ist. Kapitel 6 enthalt eine Anwendung auf Zurulllilnnnnti
mit Werten im Raum 12 .

Neben der Summationstheorie mhhm;:l.;tr Zuilllngmﬂtn im Serien—
schema und speziell auch identisch verteilter Zufallsgrofen werden
vor allem Zufallsgrofen betrachtet, die in einer Folge verbunden
sind, Dabei werden auch zwei Klassen abhangiger Zufallsgrofen untery
pucht: Martingaldifferensen und stark multiplikative Systeme.
Die Arbeit enthalt Beitrage su charakteristischen Funktionen (Ke—
pitel 1), Verteilungsfunktionen (Kapitel 2 bis 4) und Diechtefunktiod
nen (Kapitel 5).

Die gleichmafigen und vor allen die ungleichmafigen Fehlerabschat-
sungen bdlden den Sehwerpunkt der Arbeit und sind in jedem Kapitel
vertreten., Der benutzte Abstandsbegriff ist dabei die Lp-htr:u:,
vgl., etwa (0,7), die im Pall p=eoin die ubliche sup-diorm, vgl. etwa
(0.5) uwnd (0,2), ubergeht,

Dabei werden insbesondere charakteristische Funktionen in jedem
Fall ungleichmafig abgesehatzt, das in der anschliefenden Anwendung
{I-thudn der charakteristischen Funktionen - Glattungsungleichungen
begrfindet ist,

Asymptotische Entwicklungen werden in dieser Arbeit nur mit "den er-
sten drei Approximationsgliedern qualitativ und quantitativ suage-
wertet, vgl. Abschnitte 1.2.3, 3.1.5 und 5.3. Auf die ersielten Er—
gebnisse zu Nestgliedabschatzungen bei Grenzwertsatzen fur Wahr—
scheinlichkeiten mittlerer Abweichungen im Falle der gewichteten
Summation wird esus Platzgrundenm im Rahmen dieser Arbeit nicht ein—
gegangen, veglo 172,185/

In der Arbeit werden hauptsaechliech der LJAPUNOV=Bruech und abge—
sohnittene Momente bis hin gur vierten Drdnung ausgenutst, Im Fall
jdentisch verteilter Zufallsgrofen wird mit einer allgemeinen Peseu—
domomenteharakteristik gearbeitet.,

Der Frage einseitiger Fehlerabschatzungen wird hier ebenfalls nicht
nachgegangen, vgl, |174].

Entsprechend der Herkunft in der Literatur werden alle obem in Ab-—
schnitt 0.2 genannten Summationsverfahren demonstriert,

grofer Tell der dargelegten Ergebnisse ist bereits in Zeitschrif-
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An Hand der gewichteten Summation geben wir nun einen tieferen Ein-—
blick in die Arbeit. Ausgangspunkt sei eine Folge (X.), . Von Zufalld
o

grofen (i.a, nicht motwendig unabhangig sowie identisch verteilt) umd
eine Folge (‘"t{'”m , Ye(0,1), von i,a, nichtnegativen ﬂ-nrj.nhtt—

funktionen, die von -in-m Parameter v abhangen, Untersucht wird (untex|

gewissen Yorl.nnatlunpn) das Verhalten der Grofe zv'B:IE e (WX,
E

‘v = D( Z: l.k{r]Ik) e (0,00), an Hand der iR St nehet Piilte
tion £ (t] = nxptitz') der Verteilungsfunktion F_(xB )=P(Z <x) oder

der Dichtefunktion L F {xlv) = p‘,{:) falls diese existiert,

Es seien §(x) die htrﬂ.tl in Abschnitt 0.1 eingefuhrte N(O, 1)—?“'1:-1;-
lungsfunktion, ¢(x)=(*'(x) deren Dichtefunktion und g(t}-up{-a.St )
deren charakteristische Funktion,

Folgende Fehlergrofen werden abgeschatst:

By = SuPIF,(2B)4(x)| | (0.8)
vgl, (0.3) mit l:plnn{ﬂl‘,'
( 1/
P . i
a'p = (_én]r'(ﬂ')-_-’{z}l’ dx) ,14p<®, (0.9)
_wobei der Fall p=codurch (0.8) gegeben ist,
6, = sup |p,(x) - e(x)|, (@.10)
x
-]
| ::; (£,(8) = g(+))] , #=01,2 (0.11)

und weiterhin die einfachen asymptotischen Entwicklungen
sup Py (2B,) = ¢(x) = 6,(-9)(x)]| (0,12)

mit  8,(-0)(x) = 2o mcu:"-,(m,a - ﬁ TR e (V1)) (x))y

! mlp.,(z) - 9(x) - b3 (~9)(x)[, (0.13)
| wobei 8% (~9)(x) = 5— 5, (~9)(x) st
| "—- (£,() = g(t) - g(tIx(£)) | , ==0,1,2 , (0.14)

mit % (t) -}:n(-nutl"‘uk(r)xtl EE b (145 e (VX))

sowle die :—u.hhm;:l.m F-hl-rgrolln
(1e2®) |7 (xB,) = §(x) = 5 (~9)(x)| (0415)

SON4Y WV Fralhars da WT0E 79508 1188 $354 rb SSAN TrA 18419
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und
(1+]x12*®) p (2B) — 9(x)] , 0¢85 17 (0.16)

im Fall der "klassischen" Summation, vgl. (0.5), einschlieflioch
L -Metrik, 'rgl. (0.7),

1p
Dosp = ¢ S (11 x2SV (B )90 P ax ) . (0.17)
Es finden fnlg-ndn Glattungsungleichungen vom ESSEEN'’schen Typ An—
wendung {I-thnd- der charakteristischen Funktionen):

i
T S T3] |yt )=e() (0= 'l;'l} at + (2m)70*2 2 | 1507(0.18)

mit b-‘Vl!n—ﬂ, o= 3,25ub, 0,7872 § u § 0.78720072 ,

vgl, Lemma 12,1 im BHATTACHARYA|RAO(1976) und die in |184| angege—
bene Spesialisierung.
An dieser Stelle sei bemerkt, daf von weiteren Autoren ahnliche Glat—

tungsungleichungen vom Typ (0.18) aufgestellt wurdean, vgl. z.B, PAU-
LAUSKAS(19T1) ﬂdlr !RHI!E(‘I‘}TE}.

rm—:m a T (t)—.(t) , 8«
PPN FRR 9 Jh—-‘——ﬁ RS
(0.19)

vEl. ~oBats (4.5.%) in IBRAGINOV|LINNIK(1971), weiterhin
(1422) |7 (xB,) = 9(x) = B (=9)(x)] § (0,20)
T

2 24
'1; (qél% "{'.) - :?' {% I'{t})lli + 140(21}"0-5 " 750,

mit ".(i)-f'(tH(iH(i}ﬂ'{tJ'.' vgl. 5.B, |181|, und
T

o 53 _Z I, ()a(t)1at § 73 _élffm_-_atmml,‘?z,tmummm

. (0.21)
vglo Formel (#,3.3) in IBRAGIMOV|LINNIK(1971).
Auf die bekannten Ungleichungen

NPPCOZE
vgl. s.B, IBRAGIMOV|LINNIK(1971),

und entsprechend

| nnﬁp < 2146-1/p n"l/p anP

vgl. Z.B. |192|’
sei an dieser Stelle nur kurs verwiesen, Der susatszliche Faktor

21%=1/P 414t dabei infolge der Gewichtsfunktion 1+|x|2*®” /P aur;

(0.,23)
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ist uberflussig, wenn in der Gewichtsfunktion die Addition mit 1
ntfallt, vgl. =.B, RYCHLIK(1983),
chlieflich wird im Fall der direkten Beweistechnik (Faltungsmethode)
n folgender grundlegenden Ungleichung susgegangen, die hier fur die
klassische™ Summation angegeben wird:

n
Py (xB)=9(x)| § Gy(yxB,) + | th(htbm(;hzl:.}lilp(ﬁ:.:ﬂl)l[i:)ﬂnfu
2 2 -
oxp($n°Bi-nx8, ) $|r(an<unn1-¢(mn}1 (0,24)

n
mit £ (h)aBexp(RZ,), ToaXy 3% 1<r} , 87 = 2 &F , wobed

u
I'(l:<u.} = I:l{h)_s- thtdl‘(-ikﬂ] die sogen, konjugierte Verteilungs—

funktion der abgeschnittenen Zufallsgrofe darstellt,
Pie Parameter y und h sind wie ublich definiert: y=yxB , h=(1=y)x/B,

n
jait 0<y<0.5 . Weiterhin ist G (y) = E POIX 1>¥) o Mit 3a] wird ate

Indikatorfunktion des Ereignisses A beseichnet.

Ungleichung (0.24) geht in dieser prazisen Form auf MICHEL(1981)
uruck und ist bei TYSIAK(1983) su finden,

(0.24) wird, ausgehend von den Untersuchungen im Kapitel 2, im Ab—
ehnitt 3.1,4 die Konstantenabschatsung (0.6) abgeleitet; vgl, |183|,
darauf aufbauend in Abschnitt 4.1.2 die Umgleichung (0.7) eusge—
.t‘ 7"-: |192||

us der Gliederung ist der koankrete Aufbau der Arbeit erkemnbar und

11 hier nieht naher erlautert werden,

t dem gegebenen Uberblick sur Emtwieklung und zum gegenwartigen St
Summationstheorie ist bereits eine erste Zielstellung der Arbeit
rreicht, Die in den letsten Jahren immer starker anwachsende ZahlC
ikationen su diesem Themenkreis erfordert diese susfuhrliche Dar—
tellung, da es zur vorliegenden Thematik noch keine geeigneten Gesam
tellungen gibt, auf die hingewiesen werden konnte. Viele Einzel— |
hemen sind noch unabgeschlossen, wodurch die Aktualitat des bearbei—
eten Themas unterstrichen wird,

Abpchluf dee einleitenden Kapitels ist es mir ein Mﬁrrnil'; allen
danken, die mich beim Zustendkommen dieser Arbeit in irgend einer
orm unterstutst haben, Insbesondere mochte ich Herrm Prof, Dr, W,WOLP
, der vor uber 15 Jahren die Anregung sur Beschaftigung mit die—
Thema gab und mit standigem Interesse den Fortgang der Bearbeitung
rfolgt und unterstutzt hat.
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1, Abschatzungen fur charakteristische Punktionen

Ales eines der wichtigeten analytischen Hilfsmittel in der Wahrschein-
lichkeitetheorie erweist sich der Apparat der charakteristischen Funk-
tionen, die als FOURIER-STIEITJES~Transformationen aus den Verteil
funktionen hervorgehen, Bereits LAPLACE(1812) begann mit der genaueren
Untersuchung von Funktionen, die den eharakteristischen Fumktionen
lioh sind. Seit LJAPUNOV(1901) sprechen wir von der Methode der cha—
rakteristischen FPunktionen, die ein gut handhabbares Werkszeug beim 3tuy
dium von Grenzwertsatzen darstellt, Inswischen hat sich die Theorie
der charakteristischen Punktionen zu einem eigenstandigen Gebiet ent—
wickelt, vgl, %.B, LUKACS(1970,1983). Die in diesem Kapitel vorgestellq
ten Ergebnisse tragen eigenstandigen Charakter und werden desmnn z.T, in
den Glattungsungleichungen (0,18) bis (0,21) angewendet, um Fehlerab—
schatzungen im zentralen Grenzwertsats su beweisen. N

1.7, Allgemeine Abschatzungen einer charakiteristischen Punktion

In den folgenden zwei Ungleichungen wird insbesondere die Bedeutung
des Realteils einer charakteristischen Funktion fur deren Abschatzung
herausgearbeitet,

EI‘II 1.1, Sei X eine reelle Zufallsgrofe und f(s)=Be>®% deren charak—
teristische Funktion, Dann gilt

12(8)| § oxp(=0.5(1=8(YZ 8))+z(s)Rew(s)+0.5|w(s)|%), (1.1)
wobei g(8)=exp(~0.5e%) und w(s)=f(s)g(s) sind.

Beweis: Diese einfache Ungleichung wird uber die Zerlegung

12(8)[% = |w(8)|? = (1-g%(8)) + 2g(s)Rew(s) + 1

und uater Ausnutzung d-:;- Un;hinhw 1+3 $ o’ abgeleitet., m

iese Ungleichung spielt in |191| eine zentrale Rolle und motiviert
e dort benutzte Pseudomomentcharakteristik
Y = m(lnlf’lﬁcﬂn)l];‘

Jaie die Nahe i:. Realteils von f(s) sur reellen charakteristischen
Funktion g(s) beschreibt. Im Fall einer symmetrischem Zufallsgrofe X
lentspricht y einer von ZOLOTAREV [274| betrachteten Charakteristik.
Eine ausfuhrliche Diskussion uber Pseudomomentecharakteristiken findet

bei CHRISTOPH(1987).
E;t- 1.2, Pur f(s) gilt stets
|£(8)| § exp(Ref(s) — 1 + 0,5|f(s) = (Lo g (1.2)
1 .
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Bewdis: Wird der Beweis zu (1.1) mit der Funktion g(s)=1 gefuhrt,
— folgt sofort die Behauptung (1.2). ®

Bine Anwendung von (1.2) ist z,B, im |181|, s, dort (29), zu finden,
Die folgende Abschatsung ist insbesondere fur lokale Urenzwertsatze
fur Dichten von Bedeutung, um ein hinreichendes Kriterium fur die so—
gen, PETROV-Bedingung, vgl, z.B. Bedingung (P) in MACHT |WOLF(1987),
haben.,

Satz 1.3, Sei X eine Zufallsgrofe mit den Bigenschaften EX=0 und II?-1

und der beschrankten Dichtefunktion p(x): p(x)g0<o0 , Unter diesen|
Voraussetsungen ist C nicht kleiner als 1/(24%) und es gilt mit
einer absoluten Konstanten « folgende Ungleichung

|2(8)| & oxp(~ & @~2) fur (8] 3 %, (1.3)
wobei o > 000215 ist,

Satz 1,3 stammt von SURVILA(1963), wobei dort noch keine Aussage uber
die Grofenordnung von & zu finden ist, Die untere Schranke fur a« wurde
erst jetzt auf Grundlage des in |257| angegebenen Beweises ermittelt.
Aus Platzgrunden wird an dieser Stelle auf die Rechnung verszichtet,
Anwendungen von (1.3) in der Summationstheorie ergeben sich dadurch,
daf p(x) und demit auch C vom Summetionsindex n abhangig werdea und
(1.3) eine von n abhengige Abschatsung liefert,

Weitere Ungleichungen fur dem Absolutbetrag einer charakteristischen
Funktion gind =.B. bei mm:(1973,'1974) gu finden,

1.2, Summen unabhangiger Zufallsgrofen

l1n2n1 Serienschema und abgeschnittene Momente o

In diesem Unterabschnitt werden Bewelsgedanken aus |97| angegeben, die
nun als eigenstandige Aussagen formuliert werden, Es werden dabei drei
Falle betrachtet: (i) unendliché Btr.-mmg:n, (i1) endliche Streuungen
und (iii) endliche Streuungen mit Gesamtstreuung 1.

(1) unendliche Sreuungen: Es sel (X, ), k=1,2,...,k; , 8=1,2,.., |, ein

rienschema von in jeder Serie unabhangigen Zufallsgrofen mit EX, =0
fur alle k und n., Mit den Bezeichnungen

X kn
-,-}g ) |u1nr (w), Wi L:““(“}M'E Liuﬁarﬂm

r:n- ru{n}-r(:ur.u), wobel (A ), k=1,2,0.0,K, y 8=1,2,..s ; BOREL-
Mengen des R’ sind, gilt fiir die oharakteristischen Funktionen

£a(t)=Bexp(1t8,), SynXyqelyptervly, , und g(t)mexp(~0.5t7) ¢
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Ent: 1.4, Fur die Momentcharakteristika ay hz und ¢, gelte die Be-
schranktheitsforderung ;‘+|1-il|ﬂ 4 15 y, wobei 1 eine positive
Konstante ist. Sei nun !' = m{“:‘lfi hfan eine von diesen
Charakteristika lwa. Schranke mit a und b ale positive Ko.n—-
stanten, Dann gilt fur alle ¢ mit [tig T ¢

(a) |£,(%)a($)]| ¢ l:p[ﬂh-:ﬂ.ﬁt Yo (1.4)
2 2 - 2
(ap(2s1+ Fgcars®eisine Firafia (i « 52216

2 2 aed12)?
falls e=0,5a"+2b<1 und m=1-1(1+ ! - %)}0 ist,

(b) Wenn susatalich 1-bZs0 ist (dei geeigneter Wanl ven (A,)),
dann gilt (1.4) mit der besseren Konstanten

_ 242

ae -2 g SEEE oy
Bats 1.5, Es sei mit den oben eingefuhrten Beseichnungen und !n
uin(d/e, , b/a,) , wobei d wie auch b eime positive Konstante ist}
die Bedingung T3 < 2, , d.h, u:"” § T, , erfullt,
Dann gilt fur alle ¢ mit T% < || T, ¢

(8) |2,(t)] & 828, %1 exp(2.50 = 0,5t2m), (1.5)
falls m=1=d-1750 ist und 17 eise Schranke fir |1-b5| darstelld

(b) Wenn 1=b2=0 1et, kann (1.5) ebenfalls verscharft werden:
12,(8)] § & onm’-ncz.ﬁ - 0.5(1=a)¢?) (1.6)

(e) Pur g(t) gilt eine Abschatzsumg von gleichen Typ, die noch ge—
J nausr ist: ;

8(t) g 0,1t %exp(= 0.5 +%) . (1.7)

s zu Satz 1.4, Sel 2.k ($)=Bexp(1tX . ), Dann gelten wegen EX =0
betrachteten t—Intervall folgende Ungleichungeat

| 120y (t)=1] = | s (.1“—1—111:.}0“(11) + 5 (!1“-1*'1#“}““(“) | §
Ank RN,
+2(tla, g0 <1, (1.8)

05122’3

I
E 12, (40112 g 0,25 t¥at’? o 214362 % ¢ 222 (1.9)

50091 VY Fraibara A SO07/88 IN/15/4 1185 225474 2580 T/A 13418
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{ 0.25 1t%, + (2]%]%12 + 4t%1%)a (1.10)

0.25 t212(a+m2)? (1.11)
und

| | g..: (2, (4)1) « 0.5t2] S F1t1%0 ¢ 21tia e 0,582 1902| . (1.12)
Mit (1.8) und (1.12) ergidt sich unter Beashtung von
log £ = ﬁﬂ, (1=2)°  fur |1-1]<1
s

die Abschatsung

rn-lg 1ngtﬂ(n+u.5t2|d-|t|3’gn+2|tiah+ 22122 |+ 91-52 gjt“{t)-ﬂﬁ

(1.13)
Uber die Ungleichung
12,(%) = g(t)] § 7, exp(~0.5¢% ¢ xr,) (1.14)
folgt schliePflieh mit (1.13), sowie (1.10) bzw. (1.11) die Behauptung
(1.4), Die Aussage (b) des Satzes 1.4 erhalt man mnl-;, wenn man in

(1.12) wnd (1,13) den Wegfall des Summanden 0,5t° |1—h | beachtet, der
dann auch in (1.4) verschwindet. m

is su Satzs 1,5t Aus Satz 1.2 erhalt man unter Ausnutzung der

SCHWARZ' schen Ungleichung unschwer
@®

1£5(8)1 § exp(= 2 § {m-(tn})ﬂ“{n) . n.sé Sl‘.“l-nol{tu)}a

&P (8) + 0, ZKE Smu YaF._ . (w)] ) (1,15
L 5I:---‘I i-ﬂ 2 uul )

Die Einzelabschatsungen der Summanden in (1.15) werden mit einer
analogen Integralzerlegung wie in (1,8) vergenommen:
@

L

- : 2 2 2 1 3
" gi(@-ﬁu}}ﬂ“{u) §0:5t"+|t | + !‘t 1%, | + gltl e, (1.16)

152 { 2
Eé*ﬁ-@n{m)) uﬂ(u} § 0.5(t|a, « u.!5|t|3an (1.17)
und
1
.%g tL-n{tu}ﬂu(u)l S Itlag + 33 [81%e, o . (1.18)

Aus (1,15) bis (1.18) folgen fur das betrgchtete t—Intervall die Be—
hauptungen (1,5) und (1,6). Wegen a>a,[t|%31 gt (1.7) trivial. @

S0044 VW Fralbhara da UTTAAE MIJACIA 44RE $OCL A SES S Tid Smadn
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(i1) endliche Streuungen: Sei b die Reststreuung zu der oben einge—

b2 , doh. bY = Tk_n S u® ar,, (u) ,

k=1 R \n.i:

[satz 1.6, Wenn a, b, 1,, 1 positive Kongtanten sind und fur die ab~
gesohnittenen Momente die Ungleichungen bi+|1-bZ (512 una unglf‘
gelten, dann ist fur alle t mit |t1$:;-u{u:‘ 3, bfﬁf) die
Ungleichung

1£,(£)=8(%)| § exp(~ 0,5mt?)o (1.19)

Git 130,010 %Jmm"i 102100, 56201+ 22 +2(124 J12)))

erfullt, falls
2 2
0=0.5(a%407)<1 und mate 12( me %(’ES" = 22(1+ 3H=y)>0 st

thl 1.7« Sel !;‘]tl‘!n-df s Wobel !; wie in Satz 1.6 definiert ist

und 4 ebenfalls eine positive Konstante darstellt,6 dann gilt

(8) 125(6)] g (67%a 1412252 )exp(~ 0, 3t?) (1,20)
falls m=1=4=2¢1F > O ist und 12 hierbei wie in Satz 1.6 die
Schranke fur h:+|1:bi| bedeutet.

fuhrten Grofe

(®)  a(t) g (a6 t17 2uM2)exp(= 0.5 +2) . (1.21)

[Pie Beweise zu den Satzen 1,6 und 1,7 unterscheiden sich nur unwesent—
lich von denen zu den entsprechenden Satsen 1.4 und 1.5 und werden
l[deshalb an dieser Stelle nicht gefuhrt,

(111) endliche Streuungen und Gesamtstreuung BXZ, =11
=

s

ie oben eingefuhrten Btn:l.nhnunpn Cn fur die Summe der abgeschnitte—

en dritten Momente und by fur die a_ der Reststreuungen werden
er weiterbenutzt.

atz 1.8. Sei bifee, § 17 = a3%a,/{8 eine beschrinkte Momentencharak—

teristik und Tn-{a.,'nnw.zh:;l"" eine wvon e, und h: abhangige t—
Sehranke, wobei a,>a,;>1//Z gelten moge und a,, 8, positive Kon-
stenten sind. Dann ergibt sich fur alle ¢ mit [%|g £ 1

1 (8=8(0) | g(Gt1% 3 18%0 w524 § 126" 0exp(=  mt?)
(1,22)

wobei m=" -%Fl;‘ -—Jq-_lg l-?a ist,
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ie Beweisidee fur Ungleichung (1.22) stammt von FELLER(1968) und wur-—
e in [173,175| weiter ausgebaut. Deshaldb soll hier nur eine Beweis—
izze gegeben werden,

Zum _B:-il von Satz 1..E_l_ Zu Beginn sei bemerkt 6 daf aus n.,.l}aa}“lf{'t?
L:I.u Ungleieshung m>0 folgt. hit ‘n.t“’ wird die charakteristische Funk—
tion eimer N(0,EX:, )Verteilung bezeichnet.

Pm gilt mit den bereits obem benutzten Bezeichnungen

K, kK, kg k=1 .
£a(t)-(t) = ey, (4) = Dﬁ;ﬂ(t) = E( ’i:l‘r“ Sﬂguuu-gu)}.

(1.23)
jwobei das Argument t sur Vereinfachung weggelassen wurde. Num ist
12 (t >y ($)1 § (ZIt17¢ 3 1t%0, « ($%e 225" 0T ,  (1.28)

vgl. (19) 1in |173| oder (18) in |175|., Die Absehatsung der Produkte

kn

=1
ﬂrnp M g,y erfolgt wie in dem sitierten Arbeiten ublich dureh

p=1 quic+1
Zerlegung der Indexmenge -[1,2,“.,kn] y Wobei die nichtleere Teilmenge

1:., von Indises k dureh die “Kleinheitseigemschatt® EX; 4{X .eA .1 ¢
E-Tf an die abgeschmittenen Streuungen charakterisiert iast,

Aus den Voraussetsungen von Satz 1.8 folgt die Ungleichungskette

0 b < & T (o 000 < 17" < &, (o) < 1. (1.25)

Angenommen N, ware eine leere Teilmenge, d.h. ‘ét ‘l[w >2!;2
fur alle k=1,2,...,k, . Dann ist mit der LJAPUNOV-Ungleichung

o 2 min Y Ao, (R > 2 70D, am g af> 1,

vglo |173|. Damit entsteht ein Widerspruoh zu (1.25) und somit ist N,
tatsachliech nichtleer. Im Fall QbN, und kel, gilt

Saq(t)gem (= 3 C(BXS, AfXehy )~ 3 81T, 17 HEen ]
- B, 2fx e, 1)) . (1.26)

ie Ungleichung (1.26) gilt offemsichtlich erst recht, wenn auf der
chten Seite von (1,26) der Index k durch q ersetzt wird und damn gq
s beliebiger Index angesehen wird, Fur peN, und Inp{tl' gllt analog

|£5p(t) | Soxp(~ ; tzuxip 1{1“:5‘,}- % !‘nﬂllnpl"’ 9{1;;,‘-‘“} -
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- G, Afx éa 1))

vele |173,175|. Damit sind die Produkte in (1.23) abschatzbar:

k=1 Kn
| Mltgp(®) M gyg9)1 § em(=F 420 {nﬁk afx en } - (1.27)

p=1 q=k+1

-3, BIX, 12 afx e, 3~ 322, afx4a)) - 215°))

mit den Voraussetzungen des Satses 1.8 folgt

T EAL WL L L U

.9, Unter den Vorsussetsungen von Satz 1,8 gilt fur alle t mit
" |t] § T, die Ungleichung
| 3% R s g (Biste 219000, +(30 2132 0Dem(= F ut?)

Fltl 1

pt?)
(1.28)
mit pel — 4631 = o71HZ | Koetrisient m vel. Satz 1.8 .

v (824810 126230 0470 1 226 it 10, 20 e xn(~ P

Zum Bewéis von Satz 1.9: Der Satz 1.9 wurde bereits fur den Fall einer

Fﬂlm Xyy X5 ceoy Xy unabhangiger Zufallsgrofen im |17Y9| als Lemma 2
formuliert und dort bewiesen, Es wird deshald hier aur eine Bewels—
skizze angegeben, Es gilt

1 e (0-s(0)) = 472, (4)u(1)) .%{:;n)-s'm:a, (1.29)
wobei

£3(8)=g' (%) = ( E I_iz“ r? &nq fnx &) ) )’
T p= q=k +1

Eﬂf l'?an (f = &) *

p-1 q=k +1
= (S n, Moy, B
= ’:f & ""‘nn T g o = ) ¢

kn H k,
,%‘t'u Mty M 8yq (foy = &y ) (1.30)
- p=1  q=k+1

estellt?

SCA A Tia #8440

ist. Folgende Fehlerabschatzungen werden zusatszlich bere
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k=1 -3
— 1 .2

| THEap(8)  [T1 8yq(¥)| § exp(= 7 pt7) (1.31)
p=1 g=lc+7
P$J ad

jmit p=1 - Ic%ls - aflfﬁ' , Wobei die Herleitung analog zu (1.27) er—
folgt. Weiterhin gilt in Analegie zu (1,24) fur |t|g T, !

é lfh{t}:_zat{tﬂ = é ]%nm{it&k)ﬁiﬁk-q{-% tzlxik}] <

sicdisre 3 1Pieeen®®nd)  (1032)
und ;
-1

£ (¢ SE t)(218) 0, +20®1) . 1.33
= 10y Jl*j_ki:‘u“( ) § 181(Z18] e, +20741) (1.33)

[Die Teilabsenatzungen (1.24), (1.27) wd (1.31) bis (1.33) werden nun
in (1.29) bsws (1.30) ausgenutst und es ergibt sich daraus mit Satz1.8
die behsuptete Ungleichung (1.,28). ®»

1.2,2 Identisch verteilte Zufallsgrofen und Pseudomomente

In diesem Unterabschnitt werden ohme Beweis Aussagen aus |[191| nn:np-l-
{ben, die dort susfihrlich sbgeleitet sind,

Es lﬂ. X eine zentrierte und normierte Enrnlllgroﬂu dohe. II-O und
BX2«1, und £(+)=Bexp(itX) die sugehorige charakteristische Fuaktion,
Mit g{t} und w(t) werden die charakteristische Funktion exp(~0. E;t )
bsw. die Differenz f(t)-g(t) bezeichnat,

Es sei y die bereits in Abschnitt 1,1 erwahnte Charakteristik K d.h,

IRe w(t)| & ¥[t]” , te’! ,
und 0 eime ahnliche, bereits von ZOLOTAREV |274| betrachtete Charak-—
|teristik mit der Eigenschaft .
Iw(t)] g ot , ter’ .
Of fenbar ist O nicht kleiner als y und es gilt mit einem ¢ & (0,7]
Yy = &b,

ran 1,10, Sei n  max((8y)~"/>, n,) eine natirliche Zshl, Dann gilt

fir alle t mit || § T3 =/F min(z5 ,2¢ ) ; wobei a, c und such
n, feste positive Zahlen pind, die Ungleichung

-]
s DI =2 1512 o exp(=(1- ae®) 5’-—; +2) =

| Q (t]° e -:;:(-(1—-»-') l—lﬁile o (1.34)
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Die Herleitung der Ungleichung ist in |191| zu finden,
Satz 1,11, Sei n mu({&f)_dfa nn} eine naturliche Zahl, Dann gelten|

fur alle t mit T} g [t| § T, -ﬁ‘{%}w""’ , wobei d und n  feste

positive Zahlen und T die in Satz 1,10 eingefuhrte GroPe sind,
die Ungleichungen

(1) |12(s)4@)| & exp(— mo2/> tzfn} . (1.35)

talls me 1(1- 0 2)a2/3 | ce™® aV2 - a*%50 1st, uma
(11) L2/ 4)—e(t)] ;;.é. 18138(2¢ Y 2exp(~(01)mo? 3% n) «

c:p{-'r‘u} 0.5¢%)) -4
7 1 ¢)3 L (2" exp(~ 3a(n=1)t? Jrexp(=y 3 +%12)).(1.36)

Bemerkung: Damit das betrachtete t—Iatervall in Sats 1.11 nicht ent-

artet, missen die Parameter ¢ und 4 die Bedingung (2¢)~1°% ) o er—
:!Ellln.

Zur Herleitung der Ungleichungen in Satz 1,11 wird wieder auf |191|
verwliesen,

1.2,3 Gewichtete Summation

S———

(Hier wird das bereits in der Einleitung, s. Abschnitt 0,3, vorgestelltp
Jﬂnhun der gewichteten Summation betrachtet, wobei die Zu.tﬂ.llpi'ﬁln
X,, X;, +os unabhangig sein mogen.

Es wird darsuf versichtet, die im Abschnitt 1.2.1 fur das Serienschema
formulierten Satze auch fur die nun vorliegende Situation bereitzu—
stellen, Es wird deshalb nur der Fall endlicher Btﬂuunpn htruhtlt
wie es bereits in Abschnitt 0,35 mit der Bedingung n.'c(D o0 ) n;-d-ut-t
ist. Am Schluf dieses Abschnittes wird eine einfache asymptotische
Entwicklung, vgl, (0.14), betrachtet.

(1) endliche Streuungen: Die abgeschnittenen Momente h: und ¢, aus Ab—
schnitt 1.2.1 werden hier wie folgt definiert:

h: = B;e 2 ﬂ'-if*r} S u? aP(X, <u)
o T ugel (v

oy = 1:3 i Ii’(‘l') S lu|? dP(X,<u) y
kel uee, frj.l.k

e -3 = — [ - A —y - W B R
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bei (A, ), keN ; BOREl-Mengen des R sind, Die Gewichtsfunktionem und

itere auftwetende Grofen wurden bereits in Abschnitt 0,3 eingefuhrt,
daf wir sofort gur Formulierung von Fehlerabschatzungen kommen,

atzs 1,12, Es seil (Ik), keN_ , eine Folge unabhangiger Zufallsgrofen

mit BX, =0 und EXe< fur alle keN . Die Folge (o (v)), kel , Ve
(071), der Gewichtsfunktionen sei derart, dap nE-E oZ(V)EK, ¢

(0,0 ) gilt, Dann hat man fur die charakteristische Punktion 1 (¢]
der Grofe Z,, vgl. Abschaitt 0,3, folgende Fehlerabschatzungen
(1) Bs sei b"oe‘, e 1° - a?zlszﬂ_ und !'-(110,0121::)'_"1 mit
84>8,>1/Z eine t-Schranke (analog wie in Satsz 1.8).
Dann gilt fur alle t mit It|gr, die Ungleichung

|.fvt_t}:;(m$((%|t;5. 33- t%1)e, #(t2e % tM12)2®)exp(~ !- mt?),(1.36)
wobei n-1— %E qﬂ -% ag lf ist.

1

(11) Sei 6>0 eine Konstante so, daf 6°/6 % 6° < 2 ist, Dann gilt
fir alle m mit o«({;’ wnd alle ¢ mit |4|gP =min(6%n/(60%);
llzf..'l die Ungleichumg '

2,04 )~8(4) 15(C4(8)4%0540,(8) |t %0, Joxp(~ 1 (1~ 2 &a®)), (1.37)
wobei C, (8)smax(C}(8),09(8)), i=1,2 | mit '
C4(8)=(1+(a%+6%)a(d))exp((8)), ci{n)-{-} + 8a(a))exp(b(8));
q(a)-u"um{l-% 5°)) wnd 03(8)= * 03(8) 1s% und
a(a)nd™¥(=1n(1= 3 a%) = 1 &%) sowte

b(6)= 2 67(1+(a246%)a(a) )e87(sa(a)~ 78)* mit a=¥s>[6 + 62

gilt, Die Symbolik x* bedeutet hier wie ublich x-4{x>0} .
(111) Unter den Voraussetsungen von (1,37) an & und m gilt fur

“alle t mit |t|gPemin(ba] "/ 3,J13!6,E , m%/e)

,|r,r{t}_-g[t)|$(G,!|{i}tzh:tc5(i)|t|3n,}-#(-% t2(1- ; 512)), (1.38)

wobed Ci(8), 1=1,2 | die in (i1) erklarten GroPen sind,

(1v) Unter den Voraussetsungen von (1.37) an & und m gilt mit den
in (11) und (111) eingefiuhrten Schranken Ty und T} fur alle +
mit T; $ It] & 1" die Ungleichung

£, (+)-8() | £(0](8)¢%03403(8) |t %0, Jexp(~ § +2(1= 7 0°)), (1.39)
wobel C3(8), i=1,2 , die in (i1) erklarten Grofem sind,
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ur Interpretation von Satz 1,12 sind mehrere Kommentare notwendig.
ie Ungleichung (1.36) ist das Analogon zu Satz 1,8 im Fall der ge—
chteten Summation und wurde in dieser Form in |175| benutzt und be—
esen, Die Ungleichungen (1.37) bis (1.39) sind in |187| hergeleitet
rden, Wie bereits nach Satz 1,11 bemerkt wurde, gilt auch hier fur
(1.39) die Feststellung, def nur im Fall eines nichtentarteten t—In—

ervalls, d.h, T} { T, die Ungleichung (1.39) von Interesse ist.

ie Bedeutung von (1.36) (und auch ven (1.22) oder (1.28)) besteht da—
, daf ein Zusammenhang zwischen den Schranken 1% an die abgeschni t—
tenen komente und T_ (bzw, !n) als t-Schranke einerseits und den ange—
{gebenen Fehlerschranken andererseits klar herausgestellt wurde und
einzig und allein uber die Konstanten a;, i=1,2 , beschrieben ist,
patere Anwendungen dieser ‘ehlerabschatsungen in Glattungsungleichun—
gen vom Typ (0,18) oder (0,19) seigen die Wirksamkeit dieser Absehat—
zupgen..
In den Ungleichungen (1.37) bis (1.39) liegt eine ahnliche Situation
vor. Zweli positive Parameter beschreiben den Zusammenhang szwischen =
Intervallen und Fehlerschranken (Parsmeter & und m). Jedoch werden
hier nicht die abgeschnittemen Momente durch diese Parameter beschrankj
& daf ein- hoherer Allgemeinheitsgrad im Vergleich zu (1.36) verliegt.
Deamit fallen aber erwartungsgemaf die Fehlerschranken nicht ganz so
lgunstig wie in (1.36) aus. Als Anwendung seien hier die lokalen Grens—
wertsatze fur Dichten genannt, vgl, Glattungsungleichung (0.21), wo
jman von vormherein nicht von einer bestimmten Kleinheit der Momenten—
charakteristik ausgehen darf wie des bei Integralen Grenzwertsatzen
gen der Ungleichung (0.4) der Fall ist, In |157| werden Folgerungen
aus (1,37) angegeben, die dann einen Vergleich mit entsprechenden Re-
sultaten von PETROV(1975,1987), &. Lemma 1 in Kap. V, § 2, MEREDOV
(1979), 8. Lemma 2, oder WOILF(1985), s.5,246, Formel (7), zulassen und
den Allgemeinheitsgrad dieser thnh;tlunpn verdeutlichen.

Im folgenden Satz werden Abschatzungen fur f (t) und die Ableitungen
£,(%) una I:(t) angegeben, die als lLemma 2 in |181| abgeleitet wurden,
8 werden dazu noch folgende Heseichnungen bereitgestellt:

as System (A, ), keN_ , der bisher betrachteten BOREL-lengen bezeichnen

r kurz durch Aund schreiben h: = h:(ﬂ}. Analog dem abgeschnittenen
nt o =c _(R) definieren wir L (R) = 5;4 E I:{T)EI: ‘l{dk('?)lku\k}
°
als Summe der abgeschnittenen 4, Momente, Sei p_ = B:.' E {Elil'zdztﬂ.
0

In den folgenden Ausfuhrungen werden nur solche Systeme Abetrachtet,
die

0 BA) < y<1 und 0¢ L,(R) < @ fur alle ve(0,1) (1,40)

RS WA Coalbcca d= WTT/BE MIJ4E )4 4488 S9EL JA& SCA A Ts4 40440
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bewirken, Dann sei die Grofe T, (y)>0 definiert als Wurzel aus

2 1¢ 1 %
TLY) = dar 2 ( F oy ¢ 7 LA)/(y = (R)) .

atz 1,13, Es sei ye(0,1) ein Parameter, mit dem die Bedingung (1.40)
’ ’
!

erfullt sein soll, d.h, durch y und (1.80) werde die Klasse der
betrachteten Systeme R beschrieben (bei Vorgabe der Folgen (I.‘)
und (e (v)), keN ). Wie in Sats 1.12 sei die Folge (X, ), keN,

zentriert und besitze 2, Momente.
Dann gilt fir alle + mit |t| $T3 (y) wnd s= 0,1,2 &

8
| <35 01 g *2ay, wit1Mem(= F (nt?) (1.41)
wobel 6, =0 fur s=0,1 und 8, =1 fur s=2 ist.

Die Bedeutung von (1.41) besteht neben der Abschatzung der Ableitungen
darin, daf die abgeschnittenen Momente sowohl im t-—Intervall als auch
in der Fehlerschranke nicht explizit auftreten und eine recht einfache
Darstellung mit Hilfe des Parameters y gefunden wurde, Ist nur ein
konkretes System R von Intereese, entfallt die Infimum-Bildung in der
Definition von T (y) und somit wird diese t-Schranke wieder konkret
durch die vorliegenden abgeschnittenen liomente beschrieben, In (1.41)
kann dann ebenfalls y durch BJ(R) abgeschatzt werden,

Verbluffend einfach erscheint die in (1,41) auftretende Konstante l.’Ep
In |1871| werden noch andere t-Schranken vom Typ T,(y) diskutiert, wie
sile bei MEREDOV (Kand, Diss. 1978) oder ROZOVSKIJ(1974) aufgetreten
sind, Der Beweis von Satz 1.13 wird mit Hilfe von Satz 1,2 gefuhrt,
vglo. |181|. Abschatsungen des Typs (1.41) findet man z.B, auch in
YA[RAO(1976), s, Lemma 14,3, bei GAFUROV(1972), ROZOVSKIJ
(1974) und in |177).

ine Anwendung von Satz 1.13 ergibt sich im Zusammenhang mit der Her-
eitung einfacher asymptotischer Entwicklungen im Kapitel 3, vgl., auch
|181|, Satz 1 und 5,

(11) eine ssymptotische Entwicklung: Ees sei % (t) die bereits in (u.nw

gebene GroPe, Pur die Eantwicklung von £,(t) in (0.14) schreiben
kurs w (%) = £_(t) = g(t)(1en (%)),

Neben p_ und !',r{*r) wird die Momentencharakteristik

-3 3
Yy = iaf (B(R)+|E] Eﬂ-iwuk o (V)T er] |+, (R)
fuhrt, vgl. |18,

er folgende Satz enthalt eine allgemeine Aussage uber die Stuktur des
stgliedes in der asymptotischen Zerlegung w (%),

59011 VV Freiberg Ag 307/85 NI/ 15/% 1185 2254/4 250.0 7/A 13419
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Satz 1,14, Wie im Satz 1,12 sei die Folge (X,), ke, zentriert und

o1
besitze 2, Momente. Weiterhin sei (m (v)), keN , derart, dap fur
alle ve(0,1) die Momentencharakteristik y < e ist,

Dann gilt fir alle t mit [t & (2¥,)"V* wna s = 0,1,2

8
; ;:-; w(t)] g € 1t1 %1425 ) )(4)(p_+¥2) (1.42) |

Zum _!n.:l.- dieses Satzes wird wieder auf |181| verwiesen.

Dieser Satz verallgemeinert entsprechende Aussagen von ROZOVBKIJ(1974#
1976 ), AZLAROV|MEREDOV(1977) und MEREDOV(1979) auf den Fall beliebige
Gewichtsfunktionen (&, (v)), keN,, und gibt auferdem eine Absehatzung
der absoluten Konstanten ﬁ., 8=0,1,2 , und eine genaue Beschreibung

der Nullpunktungebung |¢| § (2%,)~"/* an,

Dieser Satz findet z.B. in der Ungleichung (0,20) Anwendung, um eine
ungleiochmafige Restgliedabschatsung uber die Methode der charakteri—
stischen Funktionen ableiten zu konnen, s, aush |181]|,

9971 VV Frelbera Ag 307105 NIf15/% 1185 2254/4 : 250.0 T/A 13419



26 - 39

1.2.4 Zur Abschatzung der charakteristischen Funktion einer Summe

zufalliger Vektoren

Die Ergebnisse aus diesem Abschnitt sind bereits in |177| publiziert
worden und stellen einen in sich abgeschlossenen Tell der Arbeit dar.
Der Inhalt dieses Abschnittes wird als Sonderdruck wiedergegeben,

Math. Nachr. 115 (1084) 201214 26

Zur Abschiitzung der eharakteristischen Funktion einer Summe
zuliilliger Vekforen

Von Lvpwic Paprrz in Dresden

(Eingegangen am 13. 7. 1882)

Fusammenfassung

Ausgangepunkt der Betrachtungen sind Fehlerabachiitzungen im mehrdimensionalen zentralen
Grenzwertsatz, die suf dem bekannten LIAPUNOV-Bruch L, basieren. Bei der Ableitung derarti-
ger Fehlerschranken wird von der grundlegenden Fallunterscheidung L, =d; (8. (3)) und L, =d;
(8. (12)) ausgegangen, Nach einer Diskussion verschiedener in der Literatur benutzter GréBen
di;l{u. (16}, {17)) werden fiir den Fall L, =4, (8ats 1) und L, <« (Sitze 2 und 3) Fehlerabschitzun.
gen fiir die Differenz von charakteristischen Funktionen, die bei den Untersuchungen zum gen-
tralen Grenzwertsatz auftritt, abgeleitet. Die dabei suftretenden absoluten Konstanten werden
genau bestimmt, Es ergeben sich Verallgemeinerungen bekannter Abschiitzungen fir die charakte-
ristische Funktion einer Bumme unabhingiger ZufallsgréBen bzw. zufilliger Vektoren.

1. Einleitung

(i) Es seien {X¥},_,, , eine Folge zentrierter zufalliger Vektoren im R* mit
endlichen dritten Momenten, d. h.
(1) EX?=0 und E|X¥)P<e=, j=1,2,..n,
und B;=cov (X?), j=1,2,...,n, die entsprechenden Kovarianzmatrizen. Mit

] n
V= = 2/ B; wird die gemittelte Kovarianzmatrix bezeichnet. Im Falle der Regu-
1 j=1
laritit von ¥ werden die weiteren Betrachtungen ohne Beschriankung der Allge-
meinheit auf den Fall
(2) V=1
reduziert, wobei I die k-reihige Einheitsmatrix ist (vgl. [1] Abachnitt 16, 8. 160).
Wir definiereri den Liapuxov-Bruch
L,=n""" 3 E | X7
f=1

und fordern mit einer positiven Zahl 4, =d(k) eine gewisse Kleinheit der Charakte-
ristik L,:
(3) L,=4,.

-

s e
M WE
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Die suftretende Norm |-|| sei hierbei stets die Evkrinische Vektor- bzw. Matrix-
norm. L, erweist sich als Spezialfall folgender allgemeineren Charakteristik

2 ¥
Agle)=n jé’nu.*irﬂ"ln'l{mﬂ,mjff_-ﬂ, g=2, =0,

wobei 1, die Indikatorfunktion von A ist (vgl. (14.105) in [1]). Es gilt nun
Ln=‘{k{u} .

(ii) Neben der Folge {X"},_,, ., wird noch eine Folge {¥¥};_,a . unab-
hiangiger Zufallsgrilen betrachtet, die zusitzlich von einem gewissen Parameter
# abhingen kann. Es seien

mu=EY?= ﬂ'i,;=“!ﬁﬂ und ﬁau=E |Yﬁ7—m,',|-"

der Erwartungswert, die Streuung und das dritte absolute Moment von Y. Der
Parameter ¢ sei derart, dal

4 I]'-: 2 - 3 2 O
(4) Eom ’,_Z:ﬂu
und

() Lon=sia 3 fiy<=
gilt.

Insbesondere ist ein Zusammenhang zu den Zufallsvektoren X9 =12 ...,n,
gegeben, wenn Y3 speziell als :

(8) YP=(8, X9, §=1,2,..n,
definiert wird, wobei fiir den Parameter ¢ jetzt
(7) dc R, |B)=1

gelten mége. Wie tiblich wird hiecbei mit (...) das Skalarprodukt zweier k-dimen-
sionaler Vektoren bezeichnet. Mit der Darstellung (8) gilt fiir die in (4) definierte
GrisBe &3 ,:

(8) on= i);: (9, Bd)=n@(d) ,

wobei Q(#) die quadratische Form

(9) Q(9)=(8, V9), dcR*, |B]=1,
ist. Im Fall (2) ergibt sich sofort
(10) Spn=W .

Weiterhin gilt mit der Darstellung (6) filr die in (5) definierte Charakteristik
L&I:

Ly= ﬁ'ﬂ’l#- X“‘I)""“E"EI{#.X‘"‘EI“HP. SER:, [01=1,
f=1

=
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wobei mit (2) unmittelbar

(1) Lu=n""3E((8, XM)p=L,
f=1

folgt (vgl. Lyaruxov-Koeffizient (8.10) in [1]). SBchlieBlich sei noch erwdhnt, daB

sich mit einer geeigneten reellen Zahl 1€ R jeder Vektor ¢¢ R* tiber #¢ R*, # =1,
in der Form '

t=4id
darstellen 1aBt. In diesem Fall gilt dann

Q) =22Q(0) und esist A2=[f2.

(iii) Die spezielle Problematik dieses Artikels hat beim zentralen Grenzwert-

satz (ZGWS) ibren Ursprung und zwar in folgender Weise: Die Giiltigkeit des
ZGWS fiir die Summenverteilungsfunktion der Folge {X9},_, , _,, folgt z. B.sofort
aus der bekannten Lyapuwov-Bedingung (vgl. (18.24) in [1])

lim L,=0.

- -

Die Bedingung (8) ist aber bereits hinreichend dafiir, da sich in entsprechenden
Fehlerabschitzungen beim ZGWS quantitativ brauchbare Ergebnisse ableiten
lassen. Andererseits ist (3) im Falle einer gleichmaBigen Fehlerabschatzung keine
wesentliche Einschrinkung fiir die GriBenordnung von L, da im Fall

die bekannten gleichmiBigen Fehlerschranken i. a. keine guten gquantitativen
i Fehlerabschétzungen liefern.

Jedoch erscheint im Falle ungleichmaBiger Fehlerabsohétzungen beim ZGWS
die Bedingung (3) etwas einschrinkend, so dal deshalb bei der Herleitung der-
artiger Fehlerschranken sowohl der Fall (8) als auch der Fall (12) untersucht
werden (vgl. [8]). Konkret finden wir diese Vorgehensweise bei V. I. RoTar’ [12],
wo speziell mit der GriiBe

1
gearbeitet wird und sich die Bedingung (3) insbesondere dann in der Voraus-
1 setzung (4.2) (s. [12], 8. 655) widerspiegelt. In der Monographie von R. N. BHAT-
TACHARYA und R. R. Rao [1] gibt es die Bedingung (3) in dhnlicher Form als
(8. [1], Bedingung (14.20))
A (1)=0d;

1
mit 8, =85 = — bzw.
f ] & Bt

A,,.(wa}-;:a;

————
DR W F-slla




26 - 39

1.2.4 Zur Abschatzung der charakteristischen Funktion einer Summe

zufalliger Vektoren

Ainya g s il e
0041 VWV Fralla

qD:I.l Ergebnisse aus diesem Abschnitt sind bereits in [177| publiziert
worden und stellen einen in sich abgeschlossenen Teil der Arbeit dar.
Der Inhalt dieses Abschnittes wird als Sonderdruck wiedergegeben,

29
204 Paditz, Zur Abschitzung
a2
mit 8, =8 =cylq, k)= llﬁk (s. [1], Bedingung (14.108), Darstellung von

egold, k) 8. [1], B. 142) und in der Form
(13) A{0) <8,
mit 8, =" =c,;(s, k), #=3, & ganzzahlig, (s. [1], Bedingung (17.24)), wobei in [1]
die Konstante ¢;; nicht konkret angegeben ist. !) Wie bereits oben erwihnt, sind
die Bedingungen (3) bzw. (13) im Falle einer ungleichmaBigen Fehlerabschitzung
etwas einschrinkend, jedoch wird im Gegensatz zu V. I. Rorar’ [12] in der Mono-
graphie von R. N. BraTTACHARYAUNnd R. R.Ra0 [1] wieder an der Bedingung (13)
festgehalten (s. [1], Theorem 17.6).

In einer Bemerkung zur ungleichmiBigen Fehlerabschitzung im mehrdimen-
sionalen ZGWS versucht R. MicHEL [8], sich von dieser etwas unschinen Ein-
schriinkung (13) zu befreien und betrachtet jetzt allerdings fiir

ﬂi=ﬁim— _1_— : { 1 €45(8, k} Cyol, i?}

"B lk+1) 2T g

"ok

mit

i entier (g)+1, falls génN,

i q ¥ fﬂl]ﬂ EEN §
die Fallunterscheidung '
(14) Al 0) =0, t
und
(15) Ap(0) =4,
mit ¢=2.
Bemerkung. Offensichtlich gilt

(16) 8§*) = min (85", 8¢, 8"} =a{""
und
(17) T

Es sei an dieser Stelle weiterhin nur bemerkt, dall die Herleitung von Fehlerah-
schitzungen im Fall (12) bzw. (15) relativ einfach ist und iber die Untersuchung
der ,,Schwiinze” der Summenverteilungsfunktion und der approximierenden Nor-
malverteilungsfunktion realisiert wird.

{iv) Die nun folgenden Betrachtungen beziehen sich auf den anderen Fall
L,=4,, d.h.es wird die Bedingung (3) vorausgesetzt. In diesem Fall wird zur
Herleitung einer Fehlerabschitzung gewbhnlich die auf A. BikeLis [3], B. 411,
guriickgehende Methode der Abschneidung zufalliger Vektoren benutzt, die hier
folgende Form haben soll:

18 X=X gy

1) V. V. Sazoxov benutet in [13] fiir seine Betrachtungen ebenfalls den Wert d; = ﬂlfe (vgl. [13]),
8. 43 Formel (5) und 8. 81 Formel (63)).

i
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wobei f(n) eine monoton gegen Unendlich wachsende Funktion von = ist (z. B.
f(n)=¢ln, e=0, oder f(n)=r (1+8(4)) Vn. r=0, vgl. R. MicHEL [9], Formel (20),
R. Micuzw [8], Formel (9), A. Brxeus [3], 8. 411, V. I. Rorar’ [12], 8. 855 und
R. N. Baarracaarva/R. R. Rao [1], Formel (14.2)). Es sei nun

(19) £=nin 37 X0P

f=1
eine normierte Summe von abgeschnittenen Zufallsvektoren und

(20) ft)=E exp (i(t, {,)), teR*,

deren charakteristische Funktion. Der Inhalt des vorliegenden Artikels besteht
darin, den Fehler abzuschitzen, der bei der Approximation von },(f) durch

1
@1)  git)=exp (—5 u:u=)r te R,

entsteht, wobei g(t) die charakteristische Funktion der standardisierten Normal-
verteilung ist.

‘Derartige Abschitzungen sind der Ausgangspunkt, um dann iiber Umkehr-
formeln fiir die FourmEr-Transformation (FoumiER-Inversion) und unter Be-
i nutzung sogenannter Glattungsungleichungen Aussagen iiber die Anniherung der
Verteilung von £, (. (19)) an die Normalverteilung treffen zu kénnen.

Dieser Weg wird konsequent in der Arbeit von V. I. RoTaR’ [12] verfolgt und
nimmt auch in der Monographie von R. N. BEaTracHARYA und R. R. Rao [1]
breiten Raum ein. Ebenfalls finden wir eine solche Vorgehensweise z. B. bei
8. A. Mmacamepov [10] und der Monographie von 8. CH. Smaipmxov und
8. K. Formaxov [14].

2, Resultate

Mit den nun folgenden Ausfiihrungen wird versucht, bekannte Abschitzungen
der Differenz f,(¢) —g{t) zu verbessern und die dabei auftretenden Konstanten ex-
akter zu berechnen. Dabei wird andererseits gleichzeitig angestrebt, die Voraus-
setzung (3) so allgemein wie miiglich zu gestalten, d. h. die Schranke d; nicht so
klein zu halten, wie es in den bisher vorliegenden Arbeiten der Fall war (vgl. Un-
gleichungen (16) und (17)). Konkrete Beispiele werden daher auf den Fall 8, =4{""

bezogen. Es seien
e=e,=n""f(n), y=y,=ké und d
drei positive GriBen mit der Eigenschaft
(22) e~y (14e 3)<1 baw, d=3/2.
Anschaulich bedeutet hierbei = das Verhiltnis aus Wachstumsgeschwindigkeit
f(n) zu ¥n. wobei f(n) als Abschneidungsfunktion in (18) suftritt. In vielen An-




26 - 39

1.2.4 Zur Abschatzung der charakteristischen Funktion einer Summe

zufalliger Vektoren

et W Fraih

Die Ergebnisse aus diesem Abschnitt sind bereits in
worden und stellen einen in sich abgeschlossenen Telil der Arbeit dar.
Der Inhalt dieses Abschnittes wird als Sonderdruck wiedergegeben,

31

206 Paditz, Zor Abschitzung

wendungsfillen ist £ von n unabhingig und es gilt z. B. e=1 oder £=2/3. Die Grile
y ist die k-fache Schranke aus (3) und z. B. im Fall 8, =4{"") von & unabhéngig. Die
Zahld schlieBlichist eine vom Folgenindex s und von der Dimension k unabhéngige
Konstante und dient mit sur Begrenzung eines symmetrisch um Null liegenden
t-Intervalls (Kugel). Die Ungleichungen (22) sind beweistechnischer Natur und
stellen filr die praktisch interessanten Fille keine Einschrinkung dar. Weiterhin
werden mit C;, i=0, 1, ..., 4, folgende Konstanten bezeichnet:

Co=Cild, 2, y)=d (1=~ (1 +27%)) (1 +£7%* (3+e%*))1,

Cy=0y(d, 2, ¥)=C5 (1 +e %" (3+ 73

+(%£'1 {1 +e*ﬂy]+e‘2) o;'p (%e—‘yﬂ (1—&"1y (1 +a'1;.-}}"1) ;

Cy=Cald, &, 7)=C4 (L =ty (1 +&7%)),
Cy,=0,79325
und

11
G‘EG"{E}:E_E d.

Der Batz 1 stellt eine Verallgemeinerung des Lemmas 6 aus der Arbeit [12] von
V.I. RoTar’ dar.

Satz 1. Die Bedingungen (1) bis (3) und (22) seien erfillt. Dann gilt far alle
te R* mit |t = T',=Co/L, die Ungleichung
(28) [fu(6) — g(t)| = CkL, max (1, [|f]) exp (—C %) ,
wobei J,(t) und g(f) die in (20) bzw. (21) definierien charakieristischen Funktionen
sind.

Im Lemma 6 von V. I. RoTag [12] wurde fiir '; konkret der Wert 1/4 erreicht,
allerdings fiir ein recht schmales {-Intervall (Kugel) mit Cy=1/30 und die bereits
oben erwihnte relativ kleine Schranke 8™,

In der Monograhpie [1] von R. N. BHATTACHARYA und R. B. RAo0 wird schon
mit dem groBeren Wert Cy=1/16 (s. z. B. (14.26) in [1]) und den in der Einleitung
angegebenen Schranken §§°" bis 8{* gerechnet.

Die Folgerung 1 enthilt nun eine spezielle Ungleichung, die illustrieren soll,
welche Intervallbreiten T, filr [[ff| und Schranken 4, fiir L, sogar méglich sind
unter der MaBgabe, in der Ungleichung (23) den Wert C';=1/4 zu garantieren.

Um einen Vergleich zu RoTar's Ergebnis anstellen zu kénnen, sei e=1. Mit
Blick auf dieGro8en 4§, die insbesondere in der Monographie [1] von R.N. BHaT-
TACHARYA und R. R. Rao sowie bei R. MicHEL [8] benutzt wurden (s. 0. (16) und
(17)), wihlen wir 8,=48"" .

Folgerung 1. Unter den Voraussefzungen des Safzes 1 mil e=1 und §,=
gilt fir alle t¢ R® mit |t =Cy/L, die Ungleichung

1
(24)  1ul)—g(t) SC.EL, max (1, [11%) exp (—;uuw] ;

1
8k

|177| publiziert
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wobei O, und O folgende Konstanten sind:
a9 '

Co=—=02974...
07 239

und
1
Oy (29C;+25¢'"") =3,0846 . . .

Bei V. I. Roras [12] waren keine Angaben zur GriéBenordnung von Oy ge-
macht worden und in der Abschitzung (24) stand anstatt & noch der ungiinstigere
Faktor k.

In Satz 2 wird die charakteristische Funktion der normierten Summe einer
Folge nicht abgeschnittener zufalliger Vektoren betrachtet, d. h. ee sei £ = . Ent-
sprechend (20) sei f.(f) folgende Funktion:

(25) fu(t)=E exp (i (z, n-'ﬂérﬂ)). te R*.

Da jetzt das ,,Schwanz“-Verhalten der Verteilungen der X im Gegensatz zu (20)
bereits in f,(t) Berticksiohtigung findet, wird damit dann auch eine Bedingung der
I Form (3) tiberflissig, d. h. 8, kann in (3) beliebig groB sein. Die Bedingung L, <=
ist durch (1) schon gegeben. 3

Satz 2. Es seien die Bedingungen (1) und (2) erfallt. Dann gilt for alle tc R* mit
Il =d/L,, d€(0,3/2), die Ungleichung
(26) |fu(t) = g(£)| =CaLy ]* exp (—Cs i) ,
wobei f,(t) und g(t) die charakteristischen Funktionen in (25) bzw. (21) sind.

Im Vergleich zu Satz 1 ist in der Fehlerschranke (28) der Faktor k entfallen
und der Faktor max (1, ||f}|*) wurde durch ||#)|? ersetzt.

Bemerkung. Die Ungleichung (26) bleibt richtig, wenn die GréBe L, durch die
kleinere Charakteristik L, ersetzt und auBerdem das {-Intervall zu | =d/L,,
vergroBert wird (vgl. (11)).

Auf Grund der soeben getroffenen Bemerkung und unter Beachtung des Ab-
schnittes (ii) der Einleitung 148t sich folgende leichte Modifikation des Satzes 2
formulieren :

Batz 3. Die Bedingungen (4) und (5) mogen erfullt sein. Dann gilf far alle Ac R!
mit || =d/L,,, d€(0,3/2), die Ungleichung

E exp (I'»I S b (Y9- ma,ﬂ) —e™ II'E'UQ,L;,, A2 exp (—CAY).

Bpm i

(27)

Es ist offensichtlich, daB auf Grund der Definition (6) und der danach folgen-
den Ausfithrungen die Ungleichung (26) sofort ale Spezialfall aus (27) folgt.

In der Folgerung 2 wird der Satz 1 aus der Arbeit [2] von A. Bixer1s im Spezial-
fall §=38, d. h. der Existenz dritter Momente, verschirft. Ausgangspunkt ist

:
:
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wieder die Darstellung (8) mit EX¥ =0,§=1, 2, ..., n. Es seien jetzt die Bedingungen
(2) und damit (10) nicht notwendig erfiillt, d. h. ¥ ist nicht notwendig regular.

Wir setzen in Satz 3
1
A=ﬂ 85, und &=t
Vn 1€l

und erhalten unter Beachtung von (8)

Folgerung 2. Es gelle 0 <@Q(}) <= und }jE (¢, XP) <. Dann gilt fir alle
f=1

i R mit & - w‘.rﬁnaéﬂn'” die Ungleichung
LTy Q) .
L] _1
(28) Eexp (‘( A }_‘;xm))-e ?““‘
n i=l ;

=Cm " ;’ E (¢, X")3exp (—0Q(1) .

In dem bei A. BigELis [2] betrachteten Fall d=1/8 ergibt sich in (28) C;=
=11/24. In der eben genannten Arbeit [2] waren die Konstanten nur als C3=
=(2/0,99):=4,08 . . . und C;=1/4 angegeben. Im Satz 2 in [2] fllt (im Fall r=0
und #=3) die hier als C; bezeichnete Konstante noch ungiinstiger aus. 2)

Die Monographie von R. N*BrarracHaBYA und R.R.Rao [1] enthilt ahnliche
Abschatzungen wie im Satz 3 bzw. Folgerung 2 (s. Theorem 9.9 und dessen Folge-
rungen) und zwar bereits fiir den Fall asymptotischer Entwicklungen und par-
tieller Ableitungen der betrachtéten charakteristischen Funktionen. Allerdings wird
in [1] generell mit der Konstanten C; = 1/4 gearbeitet, da dort quantitative Unter-
suchungen noch nicht von Interesse sind. In (1) wird weiterhin iiber die Konstan-
ten d und C, bis auf deren Existenz keine konkrete Aussage getroffen, so daB auf
einen weiteren Vergleich mit den Ergebnissen in [1] nicht eingegangen werden kann.

Die Satze 2 und 3 stellen eine Verallgemeinerung entsprechender Ungleichun-
gen aus den bekannten Monografien von B. V. GFEDENEO und A. N. Korumogo-
Bov [5], von I, A. Ieracimov und J. V. Liwsix [6] sowie M. Lofve [7] und
V.V.PETROV[11]dar, die hier in den Folgerungen 3 und 4 diskutiert werden sollen.

Folgerung 3. Es sei d =1/5. Dann gilt {iir die Konstante C in den Ungleichungen
(26) und (27)

C,= 13/30.

In Satz 2, 8. 203, der Monographie von B. V. Gy¥EpENKo und A. N. Korumogo-
ROV [5] rowie im Batz 3.2.1, 8. 95, der Monographie von I. A. IBRAGIMOV und
J. V. LixwIK [6] wurden fiir den Spezialfall d=1/5 die ungiinstigeren Konstanten
C3=="17/6 und C;=1/4 angegeben. Dabei wurden auBerdem nur der Fall iden-
tisch verteilter ZufallsgriiBen betrachtet (vgl. auch Lemma 2, 8. 6, in [13]).

% Vgl. auch Lemma 2. (s} in B. vox Baur, Multi-dimensional integral limit theorems, Arkiv
for Matem. 7, H. 1 {1967), 8. T2,
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' Folgerung 4. Es sei d = 1/4. Dann gilt fiir die Konstante C; in den Ungleichungen
(26) wund (27)
Ug' = ﬁ.lf] 2 *

Auf 8. 300 in der Monographie von M. Lo&ve [7] und im Lemma 1, 8. 109, der
Monographie von V. V. PerRov [11] wurden fiir diesen Spezialfall d = 1/4 die ungiin-
stigeren Konstanten C3=16 und C;=1/3 angegeben, wobei dort bereits der Fall
verschieden verteilter Zufallsgrilen betrachtet wurde.

Bemerkung. In der Monographie von W. FELLER [4] wird auf 8. 621, Formel
(5.7), speziell fiir d=1 ebenfalls eine Ungleichung vom Typ (28) bzw. (27) fiir den
Fall identisch verteilter Zufallsgréflen abgeleitet, dabei werden dort fiir C; der
kleinere Wert 5/12 aber fiir C; der ungiinstigere Wert 1/12 erhalten.

Die Satze 2 und 3 sind weiterhin das wesentliche Hilfsmittel, um die Unglei-
chung (28) des Satzes 1 ableiten zu knnen. Jedoch werden hier im Gegensatz zu
(6) die ZufallegroBen Y§ wie folgt festgelegt:

(20) YP=(9, X", j=1,2,..,n,
Hierbei sind X%* die in (18) eingefiihrten abgeschnittenen Zufallsvektoren und &
der in (7) charakterisierte Parameter.

Es seien

Ay=n"7 JTEX9® und §7,=n"t & cov (X4
i=1 =1
l der Erwartungswertvektor und die Kovarianzmatrix des zufélligen Vektors £
8. (19)).
: Die eindimensionale GriiBe 4 in (27) wird nun wie vor Folgerung 2 festgelegt,

d h.i= ‘lﬂ 84 und wir erhalten entsprechend der Gleichungen (8) und (9) die

n
Beziehung
(30) n= 3.
Folgerung b. Fiir in das Safz 1 betrachtete t-Intervall |[f| =T, ergibt sich mit (30)
das A-Intervall |A| =d/L,,, fir das mit (27) die elementare Ungleichung

(31) [Falt) —g()] =Cin 2" & Bidup exp (~Cut, Zut))

1 —~ i o
+(z 11 211+ 1 ||n.u) exp (— 2 (1= =)+ un..u)

folgt.
Aus dieser Folgerung wird nun mittels des nachstehenden Lemmas 1 die Un-
gleichung (23) des Satzes | abgeleitet.

Lemma 1. Es gelten folgende Abschifzungen:
(i) M =e~ " VE Aqle), g=1,

(i) [| T =TIl =& =Dk A e) (148 0(e))
=~ (1 +27%,) kA,,(0), g=2,
14 Math. Nachr. Bd. 1156

e ———— —
St VV Fralba
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wobei die leizte Ungleichung unter der Vorausselzung (14) erhalten wird.
(iii) Fiir die quadratiache Form von 5., gilt
t, SH=(1—) Sa— 1 2= (1—pe~ "2 (1 +27%)) U2, gq=2,

wobei die letzte Ungleichung wieder unter der Voraussetzung (14) erhalten wird.
(iv) Under der Bedingung (14) mit g=23 bzw. (3) gil

n_m’z:ﬂ‘ida-‘[1+3e‘1 VRS2 4+ e~ 3835 A,,(0) .

Die Ungleichungen des Lemmas 1 haben auch eigenstindige Bedeutung und fin-
den in anderen Zusammenhingen Anwendung. Im Fall =1 folgt z. B. aus (i)
die Ungleichung (11) von R. MicugL [8] (vgl. auch Ungleichung (23) von R. M1-
CHEL [9]).

Ebenfalls fiir =1 ergeben sich aus (ii) die Ungleichung (12} in [8] und die Ab-
sochatzung (14.19) in der Monographie von R. N. BHATTACHARYA und R. R. Rao
[1] {vgl. auch Ungleichung (24) in [9] sowie (11) in V. V. Bazoxov [13], 8. 44).

3. Beweise

I Zum Beweis des Satzes 1. Aus Folgerung 5 ergibt sich unter Benutzung von
Lemma 1
ITa() —g(8)| = Cs (14362 +e=4") HIPL,,

-exp (—Cy (1 =&ty (1+&73)) [f]2)

1 B
+ (5 23 (1 +&-%) &+ [ &2 P’k) i

- exp (aéamw (1—ety (1+e%)) + | a'*:-') :

| Nach Ausklammern des Faktors exp (—C5||f||?) aus beiden Bummanden auf der
rechten Seite der letzten Ungleichung verbleibt im zweiten SBummanden der Rest-
exponent

" ; d (1—e=ty (1+6%)) [f12+&72 It

der fiir
3 —_ -
Il =72 5 (1—e~1 (1+273)) !
maximal wird. Mit dem soeben genannten Wert fiir ] JaBt sich der verbliebene
Restfaktor abschitzen durch
C\kL, max (1, [|f][%) .

Damit ist die Ungleichung (23) bewiesen. In Ergénzung der Bemerkungen zum
Erhalt der Folgerung 1 eei noch bemerkt, daf d=69/110 gewdhlt wurde.




26 - 39

1.2.4 Zur Abschatzung der charakteristischen Punktion einer Summe

zufalliger Vektoren

e r——————
59011 VWV Fralde

Die Ergebnisse aus diesem Abschnitt sind bereits in [177| publiziert
worden und stellen einen in sich abgeschlossenen Teil der Arbeit dar.
Der Inhalt dieses Abschnittes wird als Sonderdruck wiedergegeben,

36

Paditzs, Zur Abschitzung 211

Zum Beweis der Sitze 2 und 3. Wie bereita oben hemerkt wurde, ist Satz 2
ein Spezialfall des eigentlichen Hauptergebnisses dieses Artikels, des Satzes 3.
Innerhalb des nun folgenden Beweises sei

£ =E exp (u = 3 rY —m.,,})

dn j=1

~and

gld)=exp (—42/2) .

Fiir |4 =min (dL;!?, dL3!) mitd€ (0, ¥2) und d€(0, 3/2) folgt entsprechend dem
Beweis zu Theorem 8.4 in der Monographie von R.N. BHATTACHARYA und
R. R. Rao [1] mit

a(d)=d~4 (—In (1 —d?/2) —d?/2)
die Ungleichung
[fuld) —g(A)]

1 At 1
= (rfa[d] + E) L, |43 exp (— < + (dn{d} + E) LMIJ.I*’)

E(d'ﬂ{tﬂ+%)azp (dﬂ (da{d}_-%)+) La..lil’exp(—i.ﬂ (%_;))

= C3LnlA17 exp (—C ),
falls

d=1,243841 ...

gewihlt wird.

Damitistim FalldL;,'® =dL,,' der Batz 3 bewiesen. Genau fiir L, < (d/d)** gilt
dL;® <dL;! und es ist somit noch der Fall |i|€[dL5'?, dL;.'] zu untersuchen.
Entsprechend dem Theorem 8.9 in der Monographie von R. N. BEATTACHARYA
und R. R. Rao [1] folgt jetzt

Ifald)| =exp ( - (é —:-))éd" |A]? Ly, exp (—Cd?) .
Andererseits gilt
1 1
o =exp ( 1212+ § L2~ L)

=d-3exp (—~d¥3) || Ly, exp (—C4%) .
Damit ergibt sich
Ifuld) —g(d)| = (1 +exp (—d?3)) d3 4|3 Ly, exp (—Cd?)
=5 |A]3 Ly, exp (—C547) ,
falls
d=1248841. .,

14*
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gilt. Damit ist Satz 3 bewiesen. Die erste Aussage der Folgerung 5 prhilt man mit-
tels (iii) und (iv) aus Lemma 1 und zwar gilt

! (Li)_l‘ L g gL PR ety
w da¥e, 30 @ AP (1—yet (14e7)
: =l L,/Cy=1,
d. h. es ist
|A| =d/Lyy .
Weiter ergibt sich nun
I1(8) —g(t)|

i "= 1
=‘onp 2 3 (YP—m,,))—exp (-EIIﬂI’-i[h ﬁ,.r)

dnjimi

= ‘ Eexp (ﬂ %L Zn:' (YD —my ) | —exp (—2%/2)

By gt I
I 1
+i exp (—'2' l1El12 —iqe, ﬂu]) —exp (—4%/2) ‘ .
Der letzte Summand wird umgeformt in

1 = |
exp (—7/2) | 1-exp( ~5 (t (Ea=D)0)+it0 )

Unter Ausnutzung der Ungleichung |1 —¢*| =|z| ¢ und des Batzes 3 folgt hieraus
die Abschitzung (31). |

Zum Beweis des Lemmas 1. Es sei X9"=(X{™ X{®™ ... X{"y,

(i) Aus der Bedingung (1) folgt EX®=0, p=1, 2, ..., ¥, und wir erhalten damit
die Ungleichungskette

i =n""" ]/Z" 3 H”"‘)Eﬁﬂ"“ 3(5 lEX“"’:)
5= t-zsl *: sea\i=t
E n
=n=" 30 3 BXP 1o gy

p=if=i
L] k
—1/2 o
e 1§Ei§ X5 lfllmlwfml .
die sich mittels der HoLpER-Ungleichung ([1] Formel (6.26)) weiter abschitzen
liBt durch

n k
o S | B e

=i

i L]
- V; SEIXM L0

f=1

8091 W Fraiba
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= V% Z“: (fm)) =~V E | XPUF lluﬂila-mu

j=1

e I _m,z: E X7 120 gy -

(ii) Entsprechend dem Beweis zu Korollar 14.2 in der Monographie von
R.N. BEaTTACHARYA und R. R. Rao [1] erhalten wir bei genauerer Abschitzung

1Za=11= sup I(t, (Za=D) 1)

I3
swup 37 1t Il 3 loov (XY, X§) —cov (XJ, XO)

Mi=1 po=1i j=1
L}

&
=sup 3 |6,] It~ X B(X$OXI™ - XPXP) - EXIVEX|

1
NSl pg=l ﬂ- j=1
& 1 n i
ﬁ:lulr:,,tzjl |'t!F ItI'F ‘_’r j§ ”EX, Xl‘ l[|x‘ﬂﬂ|,m1l
+[EX liﬂmlhm}jl BX ln.tmp-mnl}

I EIXYRY o ot B IO s

k
=_
Ry

i "
= SR o

+ () D B IXOI L)

Xy =pim))

: (1 +& ' -m;z: E | X9 1o :-n-:r}) :

(iii) Diese Abschatzung folgt mit (14) unmittelbar aus (ii).
(iv) Aus der Definition von fi3; ergibt sich die Ungleichungskette

Bos=EB(Y Y —mo )2 | Y P+ Imy )
sE(|YPP+3 (YD) |my 4 +mj B | YS)
=E | X7 +3E | XV IEXP L Ly ol
+E X [BEXP L o ol
=B | X3 (1+3(f(n)) =% *(E | X3 + (fin)~(E] XP2)'7) .
Hieraus folgt die letzte Abschitzung des Lemmas 1.

e a3 10 I
e im}_Zl'II (i ¥
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1.3 Summen abhangiger Zufallsgrofen

Wie bereits in der Einleitung erwahnt wurde, werden zwei Klassen ab-
hangiger Zufallsgrofen betrachtet: Folgen von Martingaldifferenzen undl
stark multiplikative Systeme zufalliger Grofen.

Fur Martingaldifferenzenfolgen wird das im Unterabschnitt 1.2.3 be—
trachtete Sumnmationsverfahren mittels Gewlichtasfunktionen {v.k{‘r}} l:d
ﬂ:(ﬂ 1) , beibehalten,

Hingegen hi stark multiplikativen Systemen wird, wie in der Literatur|
ublich, mit unendlichen Summationsmatrizen (M), keN_, N=1.2 .0, )
gearbeitet,

1321 Martingaldifferenzen

Die Voraussetsung der Unabhangigkeit der betrachteten Zufallsgrofen is}
in praktischen Anwendungen oft nicht gegeben bsw, nich$ nachprufbar,
Deaher bemuhte man sich schon seit Anfeng dieses Jahrhunderts um ent.
sprechende Resultate (s.B. zentrale Grenzwertsatze) im Fall abhangiger
Zufallsgrofen. Jedoch beschrankte man sich dabei auf solche Abhangig—
keitsetrukturen, die Ubersichtlich su beschreiben sind, etwa MARKOV=—
sche Ketten, m—abhingige Zufallsgrofen, mischende Variable oder multi-—
plikative Systeme. Besonderes Interssse richtete man seit Anfang der
siebziger Jahre auf Martingaldifferensen, um in Analogie su unabhangi—
gen Zufallsgrofen such hier entsprechende Fehlerabschatzungen und Kone|
vergenzgeschwindigkeitsaussagen ableiten zu konnen.

grundlegende Sohwierigkeit besteht hierbei im folgender Tatsache!
gute Pthl-rnbuh:tm ist stets an gewisse Vorsussetsungem an

e betrachteten ZufallsgroBen gebunden, so daf man den vielfaltigen
gliuhhit-n Grenswertsatse unter schwachen Voraussetsungen zsu be—
isen, nicht mehr gerecht wird. Anddrerseits liefern eben schwache
oraussetzungen nur nosh Fehlersbschatzungen, die mehr von theoreti-
chem Interesse und keum noch praktisch verwertbar eind, Dieses Di=-
emme spiegelt sich in der bisher geringen Anzahl von Veroffentlichun-
en wider, die sich in mAt Fehlerabschatzungen befassen. STROBEL(1978)
bt einen guten Uberblick iiber dem bis vor etwa 10 Jehren erreichten
tand, Eine erste Monogreafie su diesem Problemkreis stammt von HALL|
YDE(1980), Die Arbeiten |184,189| verweisen auf die neuesten Erjeb-
isse der letzten Jahre,K wobei die Arbeit von BOLTHAUSEN(1982) huun—
ere Beachtung 7trdiant, 8. such |281| (auf S.5 der Thesen),

ine Martingaldifferenzfolge ist bereits dadurch charakterisiert 6 dap
8 sich um eine Folge integrierbarer Variabler handelt mit

BX =0, E(X (X, 4, oo, X,)=0 P~f.s. fur alle k=1,2, ... (1.43)
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ie in fast allen Arbeiten uber P-hlnrahlnh;tlmln im sentralen Grenz+4
rtsatz werden auch hier quadratintegrierbare Zufallsgrofen betrach—
tet, wobel zusatzlich gefordert wird, daf die bedingten Varianzen Kom—
jstant sein ﬁg«lm B

EX;moonst., B(Xe|X 4, +ov, X )mconst, P—f.s., k=1,2,0..  (1.44)

Li- Konstantheit der hidin.g‘l:m Variangzen igst nicht von prinzipieller
Bedeutung, s, STROBEL(1978). Dadurch wird lediglich eine einfachere
[parstellung der Fehlerschranken erzielt, einschlieflich der expliziten
Ahnnh:tlung auftretender absoluter Konstanten,

ie Fehlerabschatzungen werden unter folgender Beschranktheitsvoraus—
Eﬂ::ung abgeleitet!

X § M VB |X, 45 oooy X,) Pf.s, fir alle k (1.45)
bei M<coeine Konstante 1st, Sei nun (&, (v)), kel , ve(0,1), eine ge—
msunt- Folge von Gewichtsfunktionen derart, daf '

0 < By = I q(MB(KIX 4, ooy %) < @ (1.46)

*gilt. Im folgenden Satz benutzen wir die Bezeichnung

by = 55 oup ( |oy(v)| VR 47 eeey ) ) o

Bats 1,15, Fur eine Martingaldifferemsfolge ““)mu und Gewichtsfunke
tionen (e (v)), keN , ve(0,1), mit den Eigenschaften (1.43) bis
(1,46) gilt fur alle teR 1

(1) 1£,(83a(8)1g(1e 3 4%3)(F + 2 [tlpy)ltlp, | (1,47)
(11) 2, (+)-8(t) | {% Py o-} [6]M + % 200t %, (1.48)
und

(111) | 3% (£,(6) = g())] § (1,49)

It1pg((1+ .;.- t%f){thmn];% +% mp,)w'n% 1£1M) .

Zun Beweis dieser Ungleichungen wird auf |184,189) verwiesen,
r wesentliche Unterschied zwischen (1.47) und (1.48) besteht in den
terschiedlichen Ordnungen ven t: |[t| bzw, tz., Eine Anwendung der Ab—

chatzungen erfolgt uber die Glattungsungleichungen (0.18) wnd (0.19).

[1.3.2 Stark multiplikative Systeme \

Bereits bei KOMLOS(1973) und g.nmnv(waz} findet man den Hinweis,
F:B es sich bei Martingaldifferensfolgen mit der Bigenschaft (1.44) um
e

sielle Anwendungsfalle stark multiplikativer Systeme handelt.
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In diesem Unterabschnitt soll die allgemeine Situation eines stark
multiplikativen Systems betrachtet werden. Im Gegensatsz zu lartingal—
differenzfolgen gibt es fur diese Klasse abhangiger ZufallsgroBen
noch relativ wenig publizierte Resultate. Auch in einschlagigen Mono—
grafien findet diese Klasse abhangiger Zufallsgrofen kaum Erwahnung,
Einen {/berblick zum derszeitigen Stand vermitteln die Arbeiten |176,
190|« Haeh GAI‘dHHHBTE} heift eine zentrierte Folge von ZuIn.llugrnl-q
sen stark multiplikativ, wenn sie folgende Mischungsbedingung 2, Ord—
nung erfullt:

. f

E x:i = ['1 E Ik ry ‘-[11 2, 1vY 2,000,408 (1.%0)
i=1 i=1

mp‘H‘(kz(con‘(k.'-"‘?auog

Fur die betrachtete Folge {ijm setzen wir hier anstatt (1.43),
(1.44) und (1,46) vorsus, def Iurdllkmdﬂdhntdiwn

BL =0 und Bf = Z':zsnni e (0,) (1.51)

gelten llpn, wobel (lﬂk)hﬂn, B=1,2, 000 eine unendliche Summations—

matrix ist, In Analogie zu pz aus dem vorangehenden Unterabschnitt
1.3.1 benutzen wir hier die ubliche Beszeichnung

o= By e (gl VB )

Die B:lnhrmthnitmm-ntnmg (1.45) lautet hier entsprechend
Xl g ln’ P~f.s, fur alle kel , (1.52)
wobel M<om ist,

Satz 1.16, BEs sei [Iijksl ein stark multiplikatives System und (lxk)i

kel , H=172 4.0 | tina unendliche Summationsmatrix, so daf (1.51
u:'ul {1 52) erfullt sein mogen. Der Parameter p sei eine obere .2

Schranke fur (W20 )2/T; a.n, Ty 3 w/p. Hierbei ist Ty = a2 7]
mit ©)0 als weiteren Parameter, Damn gilt fur alle t mit |t|STy 9

(1) |2(8)=g(t)| § Oqdglt]” + 022t exp(= t¥2), (1.53)
I (11) 702 ($)-8(4)) | SO0y (3620 £17)eC 0 5(41 £ 7+] £ )oxp(~472) 4

Fur die Konstanten C,=C,(x,p), 1=1,2 | gilt dabel
Cy = i -n(% o«%p’) uwa 0, = (8 -4 «?p?)™ (a?p7¢2), wnd f(t)
ist die charakteristische Funktion der normierten gewichteten

2 =1/2
Summe ( E.I::n: I!E) E'.}.‘ﬁ o
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Satz 1,17, Bs sei “k’m, ein stark multiplikatives System und (dy )
keN_, N=1,2 .., , eine unendliche Summationsmatrix, so daf (1.5
und (1,52) erfullt sein mogen, Der Parameter p sei eine obere
Schranke fur {11311", d.h. Ty > ofp. Hierbel ist !H-(llf)'q'4

mit «>0. Dann gilt fur alle t mit |t] ¢ Ty ¢

124(8) = &($)] § COg(%)> + 0,35t e m(~ +¥/2) (1.55)

mit Cyncy(a,p)= 1 1 exp(d «**) una 0,20, (w;p)m(8-2a%%)" ;
(%8¢2), 2y(t) - PRSI R

Satz 1.17 stellt eine Modifikation von Sats 1.16 (1) dar, wobeli die
t-8chranke Ty verandert wurde. Zum Beweis dieser Satze wird auf |176,
190| verwiesen,

Eine Anwendung der Satze 1.16 und 1.17 erfolgt wie bei den Martingal—
differensfolgen uber die Glattungsungleichungen (0.18) und (0,19),
wobei der Index v durch N zu ersetzen ist,

Weitere Anwendungebeispiele fur stark multiplikative Systeme ergeben
gich in der Theorie stark lakunarer trigonometrischer B:u’tm 'rgl.
MORICZ(1970), GAPOSKIN(1968), ZYGMUND(1959) und |176|.

Eine ﬂ'horllnht-trhcit zum Problemkreis "Multiplikative Systeme™ wurdas
von MORIOZ|REVESZ(1980) geschrieben.
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2, Abschatzungen fur Verteilungsfunktionen auf direktem Weg

2,1 Elementare Abschatzungen von Differensen von Normalverteilungen

Mit @(x) wird,wie bereits in Absehnitt 0,1 eingefuhrt, die N(0,1)-
Verteilungsfunktion bezeichnet, '
Im folgenden Satz werden die elementaren Ungleichungen (3.3) und (32,4]
aus dem Kapitel V der Monografien von PETROV(1975,1987) prazisiert,
um quantitativ bessere Abschatsungen zu erhalten,

Satz 2,1, Es seien a und ¢ beliebige reelle und B eine positive rnlﬂ

Zahl, Dann gelten :rulgmdl Abschatsungen:
(1) sup |@(xB)=g(x) B%-1 |max(1 :I"E) |a]e”®
Q8 & I‘-Jﬁ g semin(1,3)

(2.1)
und

(11) sup |9(xB)=9(xB+o) | - || ._.2;2 . (2.2)
e w | spmin(aB,aBec)”

Der Bewels des Satses folgt sofort aus dem ersten Mittelwertsatz der
Integralrechnung unter Beachtung einer Fallumnterscheidung B<1 oder
B21.,

Eine Anwendung von Satz 2,1 besteht in der Abschatsung des letzten
Terms auf der rechten Seite der gruldl-gundm Ungleichung (0.24):

® — s - ES™ uB, — ES3
lu;;:ll'{ (\anH{n-h.Bn}l lup[ { n : ) -- Q( : )

- ﬂﬂ;—f‘) - tt"—B‘-:T-"a . 4{%} ~- Q(unB,) |

§ 0.7915 {n’n:l'm g Biey - sy +

2
(e)~1218%%% - 1] max(1;23m%D)  ww a2
=
I
n
s .
+ (2m)T112 |—5,j| exp(~s2/2),  (2,3)

- -pu{:-nn ESZ,x-hB, )
Um (2.3) zu erhalten, wurde weiterhin die ESSERN'sche Ungleichung
(0.1) ausgenutzt, Die Idee zur Herleitung von (2,3), die in der Zwi~
schenschaltung (durch Addition und Subtraktion) geeigneter Terme und
der anschliefenden Anwendung der Dreiecksungleichung besteht, ist
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eine bekannte Beweistechnik, die von vielen Autorem benutzt wird.

2,2 Ungleich.m;ﬂigl Absshatgungen in verschiedenen x — Zonen

Es wird wieder die bereits in Abschnitt 0.1 eingefuhrte Folge 11 L,
cooy X, unabhangiger und zemtrierter Zufallsgrofen betrachtet. Fur
den LJAPUNOV'achen Bruch in dem Ungleichungen (0,2), (0,5) und (0.7)
schreiben wir jetzt kurz

oasyn = B2 o BIRIP 5 0e0,1);

und fordern innerhalb des gesamten Abschnitts 2.2 stets
I'zu,n < oo fur ein be(0,1] . (2.4)

Die grundlegende Idee beim Beweis ungleichmaBiger Fehlerabschatzungen
vom Typ (0,5) oder (0,7) besteht in der Betrachtung verschiedener

Grofenordnungen von x, d.h; in der Binteilung der x—Achse in verschie-
dene x—~Zonen mit Hilfe eines Parameters K)>0O und einer Punktion

‘B'E‘Q'B(I} |
(1) 0o gx*g K

(11) K2 gxgo

n,b,a,

a{x}
(111) ®n5,a g(x) g <o
| I |
Der bereits vor dem Ergebais (0.6) erwahnte neue Beweisgedanke, vgl,
|183|, besteht in der gunstigen Wehl der Funktion e 5;a g(x) 1
: | )

‘n',‘i,a,ﬂ“‘) = Eﬁ{ll:l;]1|:|2"'a - lng[d-z“.’hn" (2,5)
wobei a>0 und B>1 susatzliche, gunstig zu wahlende Parameter sind, In
den bisher vorliegenden Untersuchungen mit ahnlicher Zoneneinteilung,
vgl. etwa MICHEL(1981), TYSIAK(1983) oder MIRACHMEDOV(1984), wurde di
Punktion o, g g(X) stets spezieller eingefuhrt und insbesondere ul:l.n]
L el s |

den Parameter B>1 definiert, d.h, bisher betrachtete man stets die
_‘Pun.ktiun in (2,5) mit =1, Dadurch war die Zome (iii), die x-Zone fur
"grofe® x, etwas zu breit und konnte bisher nicht zur Untersuchung ven|
(0.7) ausgenutzt werden., Mit der mun in (2,5) eingefuhrten Funktion
kann in (0,7) die Zerlegung

(= o]
§ (x2S Pax = (Y o) e f) e ax (26)
=30 11 2 15

mit A= x| 0512532}',' Ay fx| ‘25‘23*’;,5_;‘3(-‘”? Ags {z|nn‘b'.'ptz}$x2<
u]lrrulminh ausgewertet, integriert umd abgeschatst werden, vgl.
|192| und Abschaitt 4,1.,2, und auferdem ergibt sich die prasisierte
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Konstantenabschatzung (0.6) fur die bekannte Ungleichung (0,5) durch
Ausnutzung der vorgeschlagenen Zerlegung, Dieses Ergebnis wird eben—
falls in den folgenden Unterabschnittenm hergeleitet, vgl, auch |183],

2,2,1 Bine Untersuchung in der Zone fur "grofe® x

In Verallgemeinerung des Satzes 2.2.4 in TYSIAK(1983), der dort fur
x-Werte mit der Bedingung

2 3 max((2m)™, oy 5 o 4(x)) , (00),
aufgestellt wurde und die Abschatsung
Da(x)] § (2294 & amp(d 22%8)) <290 g,
ergab, wird nun folgender Satz formuliert, vgl., |183|,
sats 2.2, Bs sei xX* ) max(K%, ¢, ¢ o g(x) md ¢, ¢ , (KNK°R(240)8;

'Yy

wobel %,ﬁ,n,ﬁ(") die in (2,5) definierte Funktion ist und a, K

und B positive Parameter sind (P>»1). Dann gilt die Ungleichung
| Du(x) | g G fvixIB,) « (2.7)

o oxp(1(28)%%%) x|~ 240 P (k2B arp(x?/(20)))P s .,
wobei O < y § 1/(28) 1st. (G,(y) vgl. (0.24)).

Im Fall P=1 erhalt man das oben sitierte Resultat von TYBIAK(1983),
welches in der Terminologie einseitiger Momente bereits in |174|, vgl
dort Satz 4, gu finden ist.

Beweis zu Satz 2,21 0.B.d.A, sel 0. Enteprechend |174|, 8,592, gilt

| Da(x) | § max(1=¥ (xB.), 19(x)) .
I.i.u.l den Voraussetzungen des Satzes folgt x’;an"’.‘,{x};rzztzwm und

/2 1 e
r 1-9(x) € (2w) * exp(—x2/2) § exp(~log %;: - % *) =
:_’:"’ﬁ.*ﬁ (2] (29820 L BT 22, ¢
%&:h; (2% exp(x2/(28)))" (2.8)

wobei in der letsten Teilabschatzung die Ungleichung (4.16) aus |174|
ausgenutzt wurde, Fur ¥, (xB)) erhalt man nun mit einer Standardme—
thode die gesuchte Abschatzung (2.7) wie folgtt

1=F(xB) 1 =-P)(xB) « |FI(xB)) ~F (xB)], . (2,9)

n
wobei FJ(xB ) = P( E;E 1[llkl £ r}( xB,) und y=xB /(28), P>1, ist,
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Fur die sweite Differens auf der rechten Seite von (2,9) gilt die be—
kannte lh-uhitlm, vgl. 5.B, |170],

|PY(xB,) = F (xB )| ¢, (y) g G, (v|x|B,) (2.10)
und mit h=e, , . a(:J!{:la) ergibt sich, vgl. z.B. |166),

T

1=2J(x8B,) g exp(~nxB ¢ § n?82s y(200)hy ; BIX 1°*) =
(=0, & o '(z) + ;k ':,i,n,i(” . i-(ﬂlaﬂ} .

q

Mit der Ungleichung '2'1:2— .i'b"',{:.‘r 9 i- nn‘ﬁ,.."{:l erhalt men nun in

der vorengshenden Abschatsung
. 208
1= TJ0By) g exp(= 3 oy g g (%) + 3 (20)2%%) &

0 oxp(k(28)%0) 2 T2OR 1, (el P, (2411)

Pir die betrachteten Werte des LJAPUNOV=Bruches gilt al, ., . § K°*%.
"
-:p{-l'zfl[iﬂ]}, das unmittelbar sus der Bedingung %, s .1{!} ) tz
L Al

’
folgt. Andernfalls entartet die meZone (11), vgl. A,

Damit ergibt sieh in (2,11) die Abschatzung (2.8) mit dem susatslivhen

Paktor. a exp(: (28)%*%) 5 1, Aus (2.8) bis (2.11) folgt die Behaup-

tung (2.7) des Batses 2.2, =

Im h:tl 2.3 werden die Voraussetsungen des Satzes 2,2 etwas abge=.

schwaoht:

Bats 2.3, Es sei ¥ ) max(e, 5 o g(x), (2m)") wna %5, 0,802 2 K%,
wobed “n,ﬁ,a,ntx) die in (2,5) definierte Funktion ist und aj K

und P positive Parameter sind (f>1). Dann gilt die Ungleichung
| Du(x) | § (2.12)

((28)2%+ & oxp(28)2* )exp(L2(B-1)/(28))) 12001,

er Beweis dieses Satzes verlauft analog dem vorangehenden und ist im

all f=1 bei TYSIAK(1983) zu finden, wobei im Fall f=1 die Bedingung
5,a,8(%) 2 K nioht notwendig ist.

ie Ungleichung (2,12) entspricht der Ungleichung (0,5) fur die hier
trachtete x~Zone, wenn man in (0.5)

Ky = Cp + ((28)2%+ & exp(28)%*)exp(&2(8-1)/(28)))  (2.13)

etzt, wobel C; die Konstante aus (0.2) ist.
Fall p=1 ergibt sich fur das dritte Teilimtegral in (2,.6) unter
usnutzung von Satz 2,2 folgendes Hilfsergebnis:
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2|z|1"|nn(zj|u < iuf“*un(ﬂ:mn)u + (2.14)

3 3
®

1 240 246 240

2a
= 251111*“%{7[:{!“)1: + m .;,(a.(zaﬁ""_ % %) Lz,é'n o

In der Abschatzung (2,.14) ist die Bedeutung des Paremeters B)>1 erkenn—
bar, ohne den eine derartige Vorgehensweise unnsgliuh ware .

2,2,2 Eine Untersuchuag in der Zome fur “"gewohnliche" x

Die x-Zome (1), vgl. A,, wird einfach uber die ESSEEN'sche Ungleichung
(0,2) ausgewertet, d.h, fur |x| S K gilt

| Dp(x) | g o K2 T2 g, (2.15)
und
) 121 p,(lax g 35 K2 0 Lppgy (2416)

d.ho die Ungleichung (2.15) entspricht der Ungleichung (0.5) fur die
hier betrachtete »~Zone (1), wemn man in (0.5)

‘b = ﬂ‘ + ﬂalzﬂ (201?)

setzt, Fur ein festes Parametertripel (a,p,8) mit a»0, B>1 und 6£(0,1)
rgibt sich nun offenbar eine optimale Konstante in (0,5), wemn (2,13)
(2,17) identische Werte K; liefern; d.h, wenn

0pK2*® = (28)%% + & exp(28)2%- Bl 2
l:lt. Die soeben aufgestellte Identitat laPt sich als Pix~Punkt-Glei—
ung schreiben: '

2¢b 24
Ent(K) 1= ( (28)°™ + a -xp{i-(}ﬁ -iﬁ szu) _

c L ]
(]
reus sich z,B, im Fall 6=1 folgendes Iterationsverfahren fur K an-
letet:

(2,18) i

3 3
8 + a exp(y 887 - ) 143
Ky eq =2 (K )=( 0;3945 ﬁl , m20,1,2,000  (2.19)

oB. erhalt man fir P=1,063 und a=17.543 mit dem Startwert K =3.4 ia
2.19) die losung K=3,40122 , Mit diesen Werten liefern die El-iehmﬂ
2,13) und (2,17) bereits die in (0.6) angegebene Schranke fur Ky o

8 bleibt damit noch zu zeigen, daf diese Schranke auch in der x~Zone
11), vgl, A,, riehtig ist.
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2.2,3 Bine Untersuchung in der Zone fur "mittlere" x

Wir setzen hier eine ahmliche Budin.glmg wie im Satz 2,2 voraus:

n'h'a‘B(I} 2 K 2 max( - (2+8)8, 48) (2.20)

und naturlich gilt fur die hier betrachtete x—Zone (41), vgl. A
° 2.21
K g x° g eng o,p(%) (2.21)

Die Bedingung (2,20) sichert, wie bereits im Beweis zu Satz 2,2 er—
wahnt, daf die x-Zome (2.21) nicht entartet. An dieser Stelle sei be—
merkt, dap MIRACHMEDOV(1985) fur die x—Zone ebenfalls die Merngensym—
bolik und nicht die reine Intervellschreibweise, vgl. etws (2.21),
benutzt. In seiner Symbolik hatte (2 21) etwa folgendes Aussehent

= {x| 111"(2‘“-:@{-1- #) g 113, l]n fx| 1x| 3 K}. (2.22)

Bei dimr Symbolik verschwindet die Hhhngign Intervallgrenze
un‘b'n,.ﬂ{’:)' Aus {2-21} bzw, Mz, "‘1- {2422}' tﬂlg.n die Un;l.inh%

gean

Low,a § 3 1215 emi= 4 &) (2.23)
und, vgle |174] 5.598, falls x ) WVr/(2s) ,(r>0, €>0), oder r g O ist,
- up‘(:-xz} § K° exp(~sk?) , (2.24)

Ausgangspunkt der Untersuchung ist nun die grundlegende Ungleichung
(0.24) mit den dort festgelegten Grofen h und y. 0.B.d.A. sei wieder

x>0, um in den folgenden Betrachtungen die Betragsstriche einsparen zu
konnen, Um

n
I, 1= | [T1£.(h) = -:p(% n?BS) | exp(=hxB,)
k=1 '
sbzuschatzen, benutzen wir ein Teilresultat von TYSIAK(1983), das sich

mit den hier ublichen Standardmethoden ergibt:
Iy § max(exp(3 h°B3=nad, o(yx)2*)1, o MY)(yx)~ (240, OV |

n s
5 2 —(246) 246 Jhy
2.2 3 ntmg)2 ey 2% )g 5y
up(% h“By=hxB ) g

’
= 73 mpppman TR
Mit (2.23) erhalt man fur die Dirflr-nl im Nenner:
Hvx}'ﬂ*)l- 207 3 1- -uﬂ')-xp((ﬂ‘l-v}- sz} =1 a,(x).

Hier und nit-rhin huuiﬁhnan m’,x), u1{x], 0.2(:), oso positive Funktio}
nen, die neben x auch von den Parametern a, B, y und & abhangen,
Mit der Abschatsung

({51'12:}1,2fnj ‘ (L, n){ﬂ_—ﬁJf(Et&}
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und {2 23) ergeben sich fur die Summe der Grofen im Zahler:
Z %u‘(nﬁ) -(21&) Elxklziﬁ hy <

2
246 b ~(2-6)/(246 _2 exp(y(1=y)x")

und mit der Ungleichung exp(1- m.,{x));ﬂ/n,,{x), @,(x)>0, folgt
oxp(3 h°B] — hxb, « (yR) T2 1, &) g
t:p(% hznﬁ -~ hxB + 1~ 11{::)) S ?;y up(% h23§ - lu:ﬂnJ o

Unter der Parameterbedingung y(1=y) — 35 < 0, d.h. B < Sy(1=y) » &ilt
@,(x) 2 ®%4(K) und mit der Forderung -.,{xbu -rh:lt schlieflich

I, § '—(—)le{:J {2%) Loern ¥ (20,25)

wo bei 2

- emp(- S
o e T TSN 208D By 22 e 1) oy g
ist, Bei TYSIAK(1983) wurde in der entsprechenden Teilabschatzung der
Faktor xﬂ vergessen, vgl, ;2{:J in |260]|.
Mehrfach wird nun die Abschatsung

1-
£, (h) 3 1=y g x (2% 5 1 o F&i‘ 2 exp(~ -'5-) -t ax(x)
benotigt, die mit (2,23) folgt (vgl., auch (4,18) in |174).

Wir kommen nun zur Abschatsung von Momenten der konjugierten Zufalls—
gropen &F , k=1,2,...,a , die in (0.24) bzw, such in (2.3) suftreten,

Wir beginnen mit der Untersuchung voa n;'e g ﬂl:)z. Wie bei TYISIAK
(1983) erhalt msn im Pall K° ) 28 mittels (2.24):

| 2 g (52)? ¢ o32(K) B3 ; (nBXZ 48| X, |2 %0y (3400 hy)2
‘ .‘(z’ LZ“'.II ’ (2.,26)
wobel
| wy(x)es u;“-m:'_‘m(-ﬁ-ﬁ-} a{ZB298) ( (1) o
g y(146) 4!{2#&)_”“7“_,}7 ﬁ:%ﬁ?"a) )2
gilt, Weiterhin erhalt man

B2 t £ ()BX, 3 By ﬁ ni(z-rkch}} 2
| 5 g s e 31— |
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Hierbei ist 28 52

1'-(2‘&) a:El{Ed-b) 20

Auferdem gilt
£,(n) B(EH2 3 B — 21X |%*® nax(y™®, 00
Damit ist alles bereitgestellt sur Absehitsung der Groe D h |

n
vy = I (3ED? - )

g_; £ (n) (8% ~ 8%, 1 *® max(y™®, “H”'_'g (=0 3
BA (1= X)L o By 5 e ()~ (v) T ()03 (K=l g %
3121 (Y "’6“’1‘246,1:)

mit
wg(x) 1= %,(x) + ag(x) + oK) (yx)™® max(1, ¥(1-)2®) .
Eine Anwendung von (2,23) liefert nun

Bza: 2 (1= i i exp(— S’) xe(x)) Bﬁ - a.(x) lli (2.27)
und
%P7 (3] ~ %P g o0 ag(D) Ly o (2028)

Die in (2,3) auftretenden drttten Momente E|XF — BZN|” werden wie
folgt abgeschatztt

~ 3, oo = - 2

Z__BIEy - BER|” & 2— B((|ZF|+|BEE| ) (&F — BED)®)

"= . k=1 =

$ g (B|ZR12+38(EM? |BER) «& | 2| (BEH?)

und nun weiter wie bel TYSIAK(1983):

o migh® g o5l o a0z, 2

> (K}{v:}H-w{f(H)xz) % Ly 5
» 2%

3 ; I{E:lenzzl {3 uf(ﬂ)x"ﬁ'{(1-1')5'(“”{2“]:3-:@( Y §

{1+xzf{1—1f)l'r_(1"”a-w':2*‘”z u:p(('r{‘tj)-_f W}x‘a) *

v 1 2 emp((2v(1m)= 3022) 132l sg 0 =t Sl DIBL,
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und
n n
S B B 2 (e% 2 g™ 2
L |Cel (BE)* ¢ E:ﬁ ) (BER)S
z‘f'-"(x) ;—(3_5]!(2&? g exp((2.5¢(1=y)~ ‘;':')12}‘

(v a8/(200) -:p{{'(g,:—ﬁ: Y(1=y))2?)) V2.

| T2 2 (e (i — P B 1y,

>
=t 0g(x) B Loggon ©
Diese Ungleichungen ergeben nun
Evt- 0 ¢ e
mit
ago(x) 1= &5 1K) (y) Pamp(v(1=1)) + uy(x) + ag(x) ©
Mit (2,27) und (2.29) erhalt man fur den ersten Term in (2.3):

0-1’9‘15(1:23';."4.5 é :u‘-:r.ﬂ’ § 0.7915 C'-?‘E{x)lw(xilqﬁ q (2.30)

In der entsprechenden thlhltlllg bei W"{‘IQE‘} vgl, dort
Formel (15), wurde der Faktor .;-1_ {’)“1!::{'} vergessen,

Mit der Voraussetsung
a(x) 1= § y(275) aX26)/(208) (- E é, %

Y2t ) (- Tra) D) €
vgl, auch eine entsprechende Bedingung an g,(x) bei TYSIAK(1983)
orgibt sich fir dle Differens [ES® — nBZ| in (2.3) die Ungleichung

|ssF - nf| ¢ Bploes 0 ® o' (k) v £ O (2.31)

{l- W{Y{1fr}:2J+{1j}2x’ .ﬂi{!ﬂ}.m{f 22—5'—))-::11{.:)3111.2‘&“‘.
In der entsprechenden Abschatsung bei TYSIAK(1983), vgl. dort g,,(x)y
fehlt ein Paktor der Fom -"“(:).
Wir untersuchen nun eine Abschatsung der Art (E.ZH) in der anderem
Richtungs

%% - B2 ¢ Z (£5 (h)y 2e™E|x 2% + (£(h) - 1)EXD)

B3l248, n%3 {x)(u}“'cm(ytw}zzn X 2472/ (208) g w_ﬁﬁ”
=t wp(x) B 1246 ,n
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wnd erhalten damit fir die Differens |D’s¥ - 82| in (2.3)

: (x)
Ip%8® - B2 |max(5;2, (0%8%)™7) 'g max(a,,(x), ;';!{—,;J Ly ne  (2:32)
Nun gind wir in der lLage, die Grope
I, 1= P(S}> xB)
in (0,24) abzuschataen und die Untersuchung von (2,3) fortzufuhren,

Im Gegehsatz zu (2,27) benotigen wir noch eine obere Schranke fur p%s
und nutzen dabei die Identitat {1—-)"4 = [1—-)-11 + 1 sus:

p%s™ sk - me®? g t (1- -ﬁ-; 51X, 12%0)71 (B2 oy 06T x, |2%0) =

245

4 RE[Xy|
ﬁ ({1—:‘“"'”hluk|2"" ——l-r'*-—-* + (B ey 06| x |29) ¢
2% phy 24b 2 g (g |24
ht (B| X )
o3 (k) )#( .lml sa5(K)(BXp + m‘l )

§ w300 X
mit

ey3(x) 12 1(yx)2 (1 @y(K))e 631 (K) (1= az(K)) § 220
(a3/(248) g (- ﬁﬁ-l + Rem((vity)= 32)) .

|Es wira noch speziell eine obere Sehranke fir ES} — xB  benotigt)
siehe such (2,31), '

| =5 = g = 57 - ns] o n3f - @, g (aq(0] Femi= gi— vx)B,

d.h.
By D8R o0
& %43
n
Unter Ausnutsung der Abschatsung (2.30) erh&lt men nun fur I, !

| Te s ImT < xBy) - (a3, - BB+ QBT - xB,)/08T)

.5(:]. (Tz _ .11{1& ‘2'&.#{- %}} =y “14(1]: (2035)

| 0.7915 17,4'5(11 u.,u{x)ll % exp(~ ;ilf '2:"' %q4(x)oxp(~ i- %4{:)}

=1 @y5(x), (2,34)

falls @,,(x) 2 1 gilt (xeA,).

Die Ungleichung (2,3) wird jetzt mittels (2,30) bis (2.33) weiter ab—
geschatzt und ergibt schlieflich

Supyx IP(SY < uB,) = (u = hB,)| g @ye(x) L 2 (2.35)
0001 W Frolierd Bg I/ WYUSIS TS BRSNS | i 200 774 1948




S4
jmit

x)
| ®q6(x) 3= 0.TNS a7 =1. 5{z)a1c,tz}+(B:J"'”znax{“qz(z)‘ ?:,T;f 2
sap(x)exp(= % a3,(x))+(2m) zuﬁtxhxpié(u- g ()L P —/28)2)

[Bei der Ableitung von (2,35) wurde zusatzlich ®15(x) 2 1 vorausgesetsz|
y Was unter anderem sofort

YX = &,(x) xz'bu:p(— l2-) 2 0

ach sich zieht, vgl, untere Schrankea fur s in (2,3),

un werden die gewonnenen Teilabschatsungen (2.25), (2.34) umd (2.35)
in die Ausgangsungleichung (0.24) einbegogen., Damit erhalt man in der
x~Zone (2.21) folgende Fehlerabschatsung!

ID(x)| § Gy(vIx|B,) + (a3(K) mp(x) wyglx) 529 4 (2.36)

2 ayg(x)exp(~(1v*)/2)) g , o
us {2.563 ergibt sich unmittelbar folgender Satz:
Ltu 2.4, Bs seien &, K, vy und P positive Paremeter derart, def fur
alle xeA, , vgl. (2,21) oder (2,22), die Bedingungen
«(x) % y Og(x) >0 und w,,(x) ¢ 1 erfullt sein mogen. Foiter—
hin mogen mit den Paremetern die Bedingungen «4(K) > 0, &3(K) > 0

und 1 < P < nn{m; x’n) mit y {*pltm. Dann erhalt man
fur alle xeA, (und alle neN und 6e(0;1]) die Ungleichung

~(2+8)
| Da(x) | § ®qq(x) x L2esn (2,37)
mit

@ o(x)emy —(216)"‘1 (K)ey(x)o, 5(z}+2:2 ‘16(1}.“{—(1_12):2/2}1\

Der Bewels dieses Satzes ist das Kernstuck von |183|. An dieser Stelld
sel bemerkt, dap die Bedingung (2,20) erst weiter untean (Satz 2.5) in
vollem Umfang ausgenutzt wird.
Zur Illustration von (2.37) betrachten wir den Fall =1 und wshlen diel
Parameter a, K, y wnd B wie folgt:

a = 17,543, vy = 0,8485, P = 1,063 wnd K = 3,40122

(vgl. Zahlenbeispiel nach (2,19)). Unter Ausnutzung von (2.24) erhalt
man

:n‘:?uﬂ{x} { 31.17428 |

d,h, auch fur die x~Zone (11), vgl. (2,21) baw, (2,22) gilt die in
{Duﬁl angegebene Schranke K4 € 31,1428 + 0.7915 < 31,935 ,
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[Daf die in Satz 2.4 angegebenen Vorsussetsungen fur die Gultigkeit von

(2.37) fur die hier konkret betrachteten Parameter tatsachlich erfullt|

ind, sei hier nur erwahnt, Die hier abgeleiteten Formelstrukturen
en mittels eines BASIC-Programme an PC 1715 ausgewertet.,

Im allgemeinen Fall 5¢(0,1] entspricht (2.37) der Ungleichung (0.5)

fur die hier betrachtete x»~Zone (ii), vgl. A,, wenan man in (0,5)

K. = 0, ¢ max .(I:l (2,38)
5 5 m;"

etzt, Damit haben wir fur alle Grofemordnungen von x die analytische
truktur von Ky = K (Cg,aK,v,B) aufgezeigt,

t Blick auf die Ungleichung (2,6) untersuchen wir nun in Analogie zu
(2,14) und (2,16) das noch verbliebene Integral
§ 1= D (x)ax ‘ (2.39)

End schatzen es unter Ausnutzung der Ungleichung (2.36) nach oben ab,
agu wird die bereits am Anfang des Abschnitts gestellte Bedingung
(2,20) benotigt. Mit (2.36) gilt in (2.39), wobel wir jetzt stets

Yy = Eg' setzen, um das Integral uber G, s0 klein wie moglich su halten]

LI x/"8p_(x)]ax ¢ izl x| 100 (v)x|By)ax + (I oIy +T +T )L, »
(2,40)
In (2,40) handelt es sich dabei um folgende Teilintegrale:

00
.. 148 2
I, = = é x 1.11{::)-::(-(1-72):2!2) dx |
bei der exponentielle Faktor exp(—(yx = aﬁ{z}-} ‘Ed.n{_ %J )2/2),

gl. Definition von &4c(x) in (2.35), bereits durch 1 abgeschatzt
de,

00
I, = 2 o3 (K) 2;“2“‘] ax

lobei hier angtatt der Ungleichung (2.34) die triviale Abschatzung
I, § 1 verwendet wurde.

@
4 1‘5 e {I) 2 .
I, = _"a_‘-—: i x " max(eg,(x)y ?;(;y} exp(~(1—+%)x%12) ax :

bei der Faktor a4,(x)exp(-— i- m.%“{:)}, vgl, Definition von &, (x) in |

2.35), bereits durch exp(=0.5) abgeschatzt wurde,
I, wird weiterhin folgende Abschatsung ausgenutszt:

“““12{1]-“?1(1135(1:)) < l}'1{x}(¢4(x}+ tizh ®4,(x)) ftur xz_xl -
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Lu- aus den Definitionen fur ®c(x) und «,,(x) sowie der Ungleichung

max(1, y(1=y)x%) g exp(y(1=y)x*)

folgt, wenn asuferdem beachiet wird, daf "7(” < 1 ist, vgl, Definition

on nT{zJ in (2,27). Durch mehrfache Anwendung der Ungleichung (2,24)

rgibt sich wegem K> ) max(1.5(2+8)B; 48) 7 vgl. (2.20), auPerdem die

bechatzung &q(x) 3 ®,(K), die ebenfalls zur Auswertung vom I_ mit
genutzt wird,

as Integral I':1 uhlj.-llinh;-tlt sioch wie folgt zusammen:

= 0,7915 o5°5(K) 4 5 x P oxp((1=y?)2/2)00 () dx

tir kommen zur weiteren .lh-nhltlm der Integrale I_ bis Id H
ur den Integrandean in I gllt

u,, (exp((1v?)22/2) = a5 (BN (exp((1-1)2212) +

(1=y)2a~2/(246) 4 up{qxz{J:ﬁz * ﬂ:ﬁ ) 7
woraus sofort
I, & FL' Y86 (x) (1e3(1) 22/ (298) (124 ?E‘f‘i‘ﬁfe's‘)
folgt. D;hi wurde das bekannte Integral
s}' - '1 e "‘%1 a0, n> =1 7 (2.41)

Lllgmtltu Pur I, gilt
1 .2{,, _ 1 ‘(E*Jup{-}(‘i-ﬂzxzh 1'(1-1}4 —(2=86)/(246) T,

.,..<-g§c2—,-; « (=78 . .
pit (2,41) ergibt siech

: 2~b
I, § -;1; q‘tx)(% o7 Y2%8) (1) 5 280(208) (12, .
Zur Abschatsung von I, betrachten wir den Integrenden
| 2'*8(a(x)e agl)e applx)emp(<1=2)2/2) =

(% + 32(K))(1=)? a(2BIN28) 5 o (1Pe '(_T"z"” e |
T‘:{Eﬂ} l"‘E’(E*“} x -#(:'(S%L' * m)_tz} *

q

o32(6) 1 298 1 amp(~H I (1B)e B) o
(0 201y 198) o 2N28) 3 oM 12e ) ¢

o3 (K) ¥v® x exp(= 3 (1)22) o SRy ()2 2e8) B,
exp(~(g( 1=v?)+ glm}éi
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wd erhalten mit (2,41) die Abschatzung

| 1, 5 (2%)03 oTN(m)e( 2 6T RO o

163 + a32(K)) (1m)? a2V (29 (42, Ty
2y (248) R/(248)( (42, TE:_TET)-1 .

2032(x) 1 (2928 ((1~)(13v)* T o
R (1 )y(198) RN (42, PRy
s ()1 )y 198D 2280 (42 4 Ee T ),

Die Abschatsung von I, verlauft noch etwas komplizierter:
Zuerst wird in &g(x) der Wurzelfaktor abgeschatsts

(vS a8/(298), oy (vl1=v)~ TryE) P00 ¢

y /2 S/(4e20) 1 PI2 BI(Re28) o (o (gmy) ?ﬁﬁ"z’ :
wobei hier die Ungleichung (a+b)?*3 ¢ a5 4 3 b a5 ausgenutst
wurde., Zum Integranden vom I, 3

1 Pemp(=(12)212) wyy(x) § exp(=(1=?)P/2)e

( u;d(I)-rH x° -n(’rﬁ_-whz] +
3 PR (1) aXEO(20) b o R E,
3 652 (K) (1 )y™® a2/ (2%8) A onp((v(v)- ) ) ¢
| 3 620y 198) aRN28) 2 o ((y(tm)= Trmp) ) ¢
3 R0y 1928) 1 2 amp((2y(iy)- )) +

.';Eﬂ5(x) -,‘,2 .:-{H.ﬁ),{zﬂ) xz -n{(ziﬁf{H)- ﬁ?ljlz)‘

(8 a9/(2%) 1 (bt oy )0

(y<148) n—a;(zu},(h)xz.,,;_(ﬂq.ﬁ-_- ﬁ;%j-a-g)xznz )e

Iiuh dem Quadrieren des letzten Faktors wird alles ausmultipliziert I
und mittels (2.41) gliedweise integriert, Man erhalt daann

1, § 60,7915 V&R 51 %(K) o532+ 3(K)o( «J B (1) Do o
oGSy 1428) 1 (1 )(1-3y)e T
'g,sm,r-(nn l:ef{zd){{ﬁ}g _(,E_i_}i}-ﬂd ‘
' % y{2+2.5%) ,_-{51-1.55)/(2*6)“1_?)(1_4?}, El;}-'l.s 5
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241 40,56 )/ (248 648 .,
3 7120 R) IV BHRR) (1) rev)e mEEP 0 ¢

3 «Jo AR (1my) 6 EB2R) (12 |, mmy2e5
3 o3 () (VP &2/ (28)((1ey)24 By RS
21y )y {1410 3803003/ (248) (1) (121) s T32750)2"° o
y(190:58) (4my) a(30.58)/(248) (4, 'd"z'%’a?’-hs

&2 3.5 ,
(2+5)28
2,5 YM2(1y)2a~( 31/ (28) (1) (1427 )4 535)72+5 )

Damit gilt fur die Summe I +Ih+I "’Id der betrachteten Tellintegrale
die Abluhntlung

T¢I ¢l ¢I, § L= L(a,K,y,B,8), (2.42)
wobel L eine absolute Konstante ist, die nur von den Parametern a, K,
Y, B und & abhangt. Aus den vorangehenden Uberlegungen ergibt sich
Satz 2,5, Es selen a, K, v (= 15’) und f positive Parameter derart, dap

fur alle xeA,, d.h, x sus der x~Zone (2,21), die Bedingung o(x)
4 % erfullt sein moge. Weiterhin mogen mit diesen Parametern die
Bedinguagen &,(K)>0, az(K)>0, &,(K)>0, 1KB§ 1.5 sowle (2,20)

geljten, Dann erhalt man fiur das Integral (2.39) die Abschatzungen
(2,40) und (2.42),

Zur Illustration der Abschatsung (2.42) betrachten wir wieder den Fall
6=1 und wahlen die Parameter a, K, p wie folgt:

a= 17.%04, B= 1.12918 und K= '-"—1'— = 2,01322 (y= 5?' = 0.,4428),
ﬁh—ﬁ

Die EKonstante L in (2,42) ergibt dann den Wert 282,700 , Der Zahlen—
wert wurde uber ein BASIC~Programm am PC 1715 berechnet,

Zum Vergleich (mit den oben gewahlten Parametern) die Konstamten in
(2.14) und (2.16):3

Gy ew@ (260)2%- B 1) « 138,403

—

+*

-nfz{sz a{>0.58)/(248) (4, ,

2 .
T K% 0 » 4,305 ,

[offen ist die Abschatsung ven ( S 1-2 )fxlh'aﬂn(']r]xlnnl dx
>
Es gilt mit partieller Integration
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0
2
3 1M eviximax = gE5 ) 1y (2.43)

wobel in unserem Zahlenbeispiel die Konstante folgenden Wert hat:
2
Tog V2% & 16787 .

Damit haben wir im Fall &é=1 folgendes Hilfsergebnis: Mit der Bedin—

gung (2,23) im Fall x=K, vgl, linke Ungleichung in (2.,20), gilt mit

den konkret gewahlten Parametern a, K, B (s, oben) die Ungleichung
oo

146
_Lm D(x)lax g 433,178 Ly . (81) . (2,44)
Diese Ungleichung stellt ein wichtiges Hilfsergebnis zur Abschatzung
der Konstanten C(p,5) in (0.7) im Fall é=1 dar,

Ohne Beweis sel an dieser Stelle noch folgende Bemerkung angefugt:
Aus den Untersuchunges zu den Integralen I, Ih',‘ Iu und Irl ergibt

sich fur die "mittleren™ Abweichungen des Arguments x, d.h. n..la, fol=
gende Asymptotik im (2,.36): :
fur x= x(n) —> @, 0 ~—)> 00, gilt

(37(K) wy(x) wygx) £X2%)s 2 wp(x) oxp(<14P)2/2)) =
o(x"Pexp(~(1-1)°272)).

203. Zur ’“I" schen Methode

Neben der traditionellen Methode der charakteristischen Funktionen
oder der im Abschnitt 2.2 benutzten direkten Beweismethode hat eine
weitere direkte Beweistechnik 6 die auf STEIN(1970) zuruckgeht, an Be—
deutung gewonnen. Micht zuletzt durch die Arbeit von HEINRICH(1986)
wurde diese wirkseme Methode erfolgreich fur m-abhangige Zufallsgros—
sen ausgebaut und angewendet. Verbluffend einfach sind hier die Be—
weisschritte, wenn man zum Pall unabhangiger ZufallsgroPen ubergeht.
Jedoch gelingt damit keine Prazisierung bekannter Konstantenabschat—
sungen, Die STEIN'sche Beweistechnik soll ale Abschluf dieses Kapitelg
demonstriert werden, wobei die Ungleichung (0.3) mit C < 7,4596 her—|

geleitet wird (Das gensuere Ergebmis C < 3,51 wird dann mit der Il-lj
en)

de der charakteristischen Fumktionen im folgenden Kapitel 3 erhalt
Bei allen numerischen Konstantenabschatzungen liegt stets die Idee
grunde, im Beweis zusatszlioche frei wahlbare Paremeter einzubauen, da—
nach die analytische Struktur der Konstanten in Abhangigkeit von die—
pen Parametern su ermitteln und schlieflich die Parameter zu optimie—
ren, damit die Konstantenabschatzung so klein wie eben moglich aus—

fallt, Dieser Gedanke wurde z.B. mit der Gleichung (2.18) verdeutlichf
und soll auch hier sum Tragen kommen,
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Ee wird folgende Hilfsaussage uber GroPenvergleiche abgeschnittener
lMomente benutzt:

Lemma 2.6. Bs sei X eine Zufallsgrope mit EX=0 und EX°=1, Dann gilt

B X°min(1; |X]) 3 %:? (2,45)
und fur alle ¢ ¢ (0,1) ist
exafixi g1 exafecxg}g (2.46)

(1¢ %{?J EIx|° afix| § - 112 2f1 ¢ X g -,
Die Ungleich (2.45) gidt eine untere Schranke fur die abgeschnitte-
ne Streuung B (1,]X|) an und Ungleichung (2.46) enthalt eine
nichttriviale Abschatzung nach oben fur das Produkt abgeschnittener
2, und 1, Momente durch abgeschnittene 3. kiomente.

Zun Beweis von Lemma 2,6: Sei a= E x2 2 fix| ; 1}, Dann ist mit der
LIAPUNOV-Ungleichung EX=1=a + 1-8 § & + (81x1” a§1x1<)%/° .

Hieraus folgt (1-a)1% § E1x|3 2{1xi<1] wa BXPmin(1,1X|)0e(1=)""7 4

Die rechte Seite der letzten Ungleichung erreicht fur a=5/9 ihr Mini-—
mum, woraus sofort (2.45) folgt. |

Sei num b= E|X|> #{e<X<1} . Dann ist EX° 3§|X|<1}EX Bfecx<1] +
5132 2f-1<xe=} g (81317 2fixi<1))?”? v3 4 51x)” 2fix<}=0 .

Hns.- rechte Seite dieser Ungleichung wird fur beti/27 B|X|° 4 {|X|<1]
maximal, d.h, sie erreicht den Wert (1+ %ﬁ'mxlf’ a{ix|<1}.

Daraus folgt die Ungleichung (2.46). m

Ein Beweis der Ungleichung (0,3): Wir benutzen die im Abschaitt 0.1
eingefiihrten Bezeichnungen und schreiben weiter Y,=B] X, , 1=1,2,cs0,

n
n , d.h, BY,=0 und E“. BY: = 1 . Uber die Methode der vollstindigen

Induktion beweisen wir (0.3) fir n=1 und dann fur n=k unter der Vor—
aussetzung, daf (0,3) fur a=k-1 gilt,
Im Fall n=1 folgt aus (0.4) und (2.45)
2 :

sup D (x)| § 0.5416 32 « 0,8 g 0,8 EY3mtn(d,|¥,1) _

x
d.h, (0,3) gilt im Fall n=1 mit einer absoluten Konstanten C = 0,8
(oder allgemeiner C ) 0,8), Gelte nun fur n=k-1 die Ungleichung (0.3) |

IDpnq(x)| g C ﬁ l!f-:l.nﬁ,]:i]) mit € 0,8,

0uBedoA. sei mit einem Parameter y e ((0,54094¢2/c)V/>, 1) aie Be-
dingung
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max Efzs'f

141k

erfullt, Angenommen, es existiert ein Index 1 mit EI2 > 72 . Dann
1

erhalt man die Schranke in (0.3) mit n=k als triviale Folgerung aus
(Oott):

sup|Dy(x)| & 0.5416 g 270°%y’ ¢ 270 %0(mys )17 g
& o

27050 (5(¥2 | !{Ifial)ﬂﬂ(llriﬂljﬂhri 122 )15 ¢
0 o

k .
¢ BYy mia(|¥y |,1) § ¢ 2 E¥jmin(|Y|,1) ¢

wobei in der Ungleichungskette die LJAPUNOV= und nr—ﬂngleiuhung (8.
|117| 8.168) ausgenutst wurden., Sei nun '

= x
z’--;!:‘ ijé‘l'fji_j:a_!i_

2 2 _12

p; = EBZ; =1 — B 1= p 1= min p

1 i ~ 12 ¢, 1gigk 1 °

Fur die Wahrscheinlichkeit P(a g% < b), die weiter unten in (2,53)
binntigt wird, gilt nun mit der Iuduktionnvur-ullntlung

P(agZ,<b) = P(Zy/p;<b/py =905 ) + Q(—-)-Q(—) - (P{zilp:l{—)—ﬂ_]}

und

g 20p™2 é EYamin( Y, ],1)+ (28)0°3(b — a)/p ,

E?r schreiben nun durch Brweitern mit einem weiteren Parameter B>0 fur
en ersten Summanden auf der rechten Seite der letzten Ungleichung

20p~ ; EY2min( ¥, (,1) = (Bp) e |
pobei
k
€ =g = 208 2 5 nfm{lzil,ﬂ
jist, und haben
P(a g 3, < b) g (Bp) e + (2m)°°(b — a)lp . (2.47)

er Kerngedanke der STEIN'schen Methode besteht nun in der Ausnutzung
iner einfachen Diffi!!:tillglliﬂhll‘ 1. Ordnung fur die Funktion

: 2 2
2(t) 1= o% /2 S e ’E{h(ul = Eh(@))du §
—oo

wobei N eine N(O, 1)=verteilte Zufallsgrofe ist und h irgendeine be—
schrankte Funktion bezeichnet,

£'(¢) :-tf{t) = h(t) — En(N) , (2.48)

—— - w P s S ad B S 8 [T R F L]



62
Mit den oben eingefuhrten Grofem Y, und Z, gilt nun in (2.48)

- k
Bn( B Y) = h(N)) = B£'( 2_ Y,) e e B(Y,2(2,+4%,)).  (2.49)
1=1 i=" ie1

Fur f£( zifri} wird die TAYLOR-Entwicklung in folgender Form eingesetst:
b 4
i

f(Z,+Y = (2 } 9% 4 £ (2 - 1'(2 d
(1*1) (1}*1{3111’2{ {i““) {1})’“

und dabei der Faktor 1 -n;")i_'._;ui.gni eingefugt:

- -
3 BORPEXEOL (2 )+ @y 202 =030 (2 )4 )

k :
E(h( 2 Y,) = h(¥) =
i=1 .
» g B(E°BXS @, = Y,A,) , (2.50)
wobei Y

1
@ = £'(2,4Y,) - £°(Z;) und A, = é (£'(2 9u) oo £'(2,)) du
ist. In (2.50) wurde die Unabhangigkeit der Zufallsgrofen Y, und Z,

susgenutzt, Nun wird die beschrankte Funktion h fest gewahlt:

1 fur <
n(t) = 2ft < x}, d.b. h(t) = {u s : ’
ur

ist eine Indikatorfunktion besuglich des festen 2 Intervalls (—o ,x).
EJnl:lt geh$ die linke Seite von (2,49) oder (2,50) uber in

E( 4&; Y, < x]- 1[H < x}) - Dy(x) §

ld.h, in (2,50) mussen nooh die Grofen B oy und ni‘i weiter unter—
sucht werden, Mit der Funktion '
g(t) 1= (t£(%))" = £(t) « t£'(¢) ,

b
[d-h. O ¢ g(t) $ Te|t] und | S g(t) at | 4 1, vgl. STEIN(1970),
a
lerhalten wir fur %, 3
Iiﬂ'i
o = h{£1+1‘.'1J —h{li) 4 é g(z) dz
- - i
fir o, |
X +u

1 1 %
11 = S {h(zim) izt h(zi}] du + s ( S g(eg) dz) du ,
0 0 2z,

Pie Identitat (2,50) geht uber in
211'-!1

k
Dy(x) = é B(B;2BX3 (h( P_Yy) - h(zy) ) g(z) az ) -

i
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zi-rIi
-2 Yz etr et o P nz) - Y vz, Y, e)e(z) az
- "1 4 e 4 i i i z, TR e el 1
wobei die Integrale durch Substitution oder partielle Integration ume

geformt wurden, Mit der Bezeichmung
1

Iy 1= BOE ) n(zgetrglat)
geht die letzte Gleichung uber in

1

| Z #Ii 2 -l-l'i
% I, - §(x) = gl(n;“ui 21 glz)as - Y2 11 Y; (2, 4Y,~2)g(2)dz) d
(2.51)
Das zweite Integral in (2,51) schreiben wir als
211-1'1
EY; éi r"‘tziwi—:)g{.u afiy, 151« afix, 1>1])az

und schatzen es ab durch
 gE’ afivgole 5 afig i,
wobei die Substitution t=Z,+Y,~z und Abschatzungen fur g(t) bew.
S g(t) dt ausgenutzt wurden:
‘t 3
Y ) ¥p (2g+Y,~s)a(s) 2{|¥,|g1)as] = |BY, g te(2,+,~)3 fi v, 1%
dt |

S IE1Y | 5 [£1(1e12 |+l ¥, ~t]) Afix, (<1fas | g
I

2 51, 11012, ) 2{1x, I7] 4BV, | 3 (ry,~t)at | 2{1y, 151} ¢
% BlY, |? a{n'i]g‘l] (1-&? )+ %m!ﬂ%hrﬂg}; fil!i]’l[IIils"f
1
|BYS é Yy ez ex, ) 2§y, 0fat) g B2 afiy, >},

Fur das erste Integral in (2,51) schreiben wir mit t=s~Z, !

Zy ¥y Y
B 5 s(a)as| g B| ) (loqtleizg Das| g BCxg1e 393 4pyy)12,0)

-4
o ol + 3

Mit der anfangs gestellten Bedingung Bfﬂ‘ y folgt nun in (2,51)
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k

' E I, = )| § (20 ) é B (BX5) 1% o é (25 2{Y,>1} «
rAIAGEITANLY
¥ é DARITAN

(2.52)

< (242 + =X +1) Z:nz:{nr 1} (22 « <X

o 2

Als weitere Abschatzung benotigen wir

K « _
| I E_: I, - ¥ E Y <xe2e) | § (AT o(2m)003)e1) i_: EY: a{|y, >% +

1(;7'1.{2,;:0-5;{1.. 3{?) )';' By, ) afiyy i),  (2.53)

wobedl {2.“) aug Lemma 2.6 ausgenutzt wurde und &>0 die oben dli:l.n.hr-

te Grofe in (2.,47) ist, (2,53) erhalt man wie folgt!:
1

I, = BY; 2{¥,>~¢ éh(!iotl’,.)dt 3 Jl{!i;-:}gh(ziwrijnt
§ By BX] En(Zy~e) + BY] A{¥,ge} (n(2y ¥, )n(Z,~¢))
=B 2B BN(Z, ¢ ) ({Y, e} +2{Y, >e] ) oBYSAY, ge Hn( 2y o, J=h(Zyme))
§ BUEXS Bn(Z,+Y,~2¢)+ BoUBX: EBJY,>e}(h(Z ~¢)=h(Z,+¥,~2c)) +
BY] 3{Yyge) (a2 4%, h(Zye))

i
B%exe B( - Yy<xeze) BB EB{Y, >e} P(xe2e¥ g%, <xee | Y, )+

BY: 8{Y,ge}P(xeegZ, <x-¥, | ¥ ) ,
Fir den sweiten Summanden folgt mun mit (2.47):
B( 2{Y,>1)+ 2{e<y N ) Pxe2e~¥,gZ.<xee | ¥,) ¢
P(X>1) + 287 s(20 0 O)my, 2 fecr 1],
Entsprechend ergibt sich fur dem dritten Summenden mittels (2.47):
53 afyy e e 3fAgY, Gme]) Plaseglycay | )
| E!i ‘l{!lcf_ﬂ}v %ﬂ"""i'{E‘-II}l"“"‘JJlI‘Ij_l:5 2{~1gY, ¢}

Die Sumation iiber i liefert num mit P(Y,>1)gEY:2{¥,>1} und B °EX:g1 {

l t I, =¥ i Y, <xe2e)f ¢ tu!z a{xpﬂ«axz afr, <)) «

| 1(a'1+(21)'°'5}t(112[!{|1 1S 2 {1¥ 1>1]IEY, A fecy, <1} B Y, | %
M<X <=} )
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[Mit der Abschatzung (2.46) folgt schlieflich (2,53), Nun ist

k
sup |Dy(x)| = sup |P( E—_‘; Y, < x+2e) — Q(xe2e)| ¢
b b 4 = -

-

uzpii_:‘ I, - ¥ i—-ﬁ' Iﬁnh)#@(ﬂzz)-ﬂx)_-g I, =®x) | &
Mit (2.52) und (2,53) erhalt man hieraus:
n:plnk( x)|424(8,v,C Jg_; nis{ui >} *’2“‘1"’-“:{—: 1111135 [l!i|$1}
[ 48C

: Y 0o 5¢ a1 -0,5
£ c 2(1 1 2
1(.|Tt}'{1‘-¥2)€;“ {*ﬁ)“ﬁ*{-'fz) (B "+2n) )

48c
DA e T2 2(5% oﬁ‘» X (e 1'°°5-:-} . —)(1+ 58 .

Hlun werden r., und £, ghiu.hpntst um eine optimale Kon-tanhnuh-
lﬂhltm zu erhalten. Es folgt ein zu-mnhng gwischen P und y :

2 = (121005 (87 u(2m)70+5) S

-1 _2 f e 0.5
| - W #5 {“—'fal Rz (2m) . o
it v = ({2+0,58094/0)1/> gilv tiir aie Konstante € in (0.3) die Fix—
punktgl eichung ki
4C Y 5
C=f(0):= +2(1+EJ+ - & 43 o
(PIET (2 f31P) = (2007005 €

rh numerische Auswertung liefert das optimale ¢ 3+ C = 7,4596 |,
d

und somit

Jhe Y= 0,468 und P = 0,66 , Wir bemerken,K daf hierbei fur e gilt:
e § (200,66°7,4596)/(1=y") = 0,9149 < 1
|womit die Anwendung von (2,46) gerechtfertigt ist., ® i

F.{t einer ahnlichen, jedoch micht ganz so ausgefeilten Beweistechmik
zeigten BARBOUR |HALL(1984), daf (0.3) mit C=22 gilt.

[Abschliefend sei bemerkt, daf es weitere Beweistechniken fur den zen—
tralen Grenzwertsats g:llrt 2.8, die Operatorenmethode, vgl. z,B., BUT— I
ZER |HAHN(1975) oder nmunorﬂromni'mm(waﬁ} die jedoch nicht um—
jmittelbar su quantitativen Restgliedabschatsungem fuhrenj




| Prazisierung der Ergebtnisse in |9T| dar.
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3, Restgliedabschatzungen im zentralen (renzwertsats

3,1 Summen unabhangiger Zufallsgrofen

%3.1.1 Serienschema = abgeschnittene Momente

Es werden hier die Bezeichnungen aus dem Abschnitt 1.2.1 niturb-nutlJ
und swei Falle unterschiedent (1) unendliche Streuungen und (1i) end—
liche Streuungen, Die hier formulierten Resultate Btellen bereits eine

(1) unendliche Streuungen:
Satz 3.1, Bs sei (X, ) das in Abschmitt 1.2.1 eingefuhrte Seriensche—
ma mit EX =0 fur alle k=1,2,0..,k, und n=1,2,.,. + Dann gilt

sup | P( é!u < x) - Qx)| & L1 inf (lnﬂ‘l—bilﬂn) (3.1)
x

(A)
l.ttIa1<157.

In |97| findet man dieses Ergebnis mit I.1 < 18,56 o
Der Beweis wird mittels der Elltttnplmglﬂuhung (0.,18) gefuhrt unter
Ausnutzung der oben formulierten Satze 1.4 und 1.5. Dabei wird das Im
tegrationsgebiet (~T T) zerlegt in (-!;,!H und {-!n,'_'_'!;)u{T;"‘!n), '

Die Parameter a, b und 4 werden nun wie folgt gewahlt (vgl. Definitied
von T} und T, in den Satzen 1,4 und 1,5): a= 0,7705 | b= 0,2035 und

d= 0,348 . Die weiteren Werte lauten l= I.T”’ = "!5',?"1"3‘, da andern—

falls bei noch groPerer Wehl wvon 1 die rechte Seite in (3.1) trivial
wird, o= 0,7038,.., und m= 0,537... . ®

Satz 3.2, Wir betrachten in Satz 3.1 ein System (A, ), welches b2=1
J.:l.-!-rt (bei edinem fest vorgegebenen Serienschema (X ) mit EX .

=0). Fur ein solches System kamn 1, etwas pragiser abgeschatzt
werdent
l:pil?( é X <x)=-9x)| & L, (a,+c,) (3.2)

mit L, < 15,09 .

In [97| wurde dieses Ergebnis mit L, < 17,96 h.rs.l.it.‘tn

Im Beweis, der analog su Satz 3.1 prih.'rl; wird, wahlt man hier a=
0,7482 , b= 0,207 und d= 0,365 , sowie 1= O,4243 , o= 0,6939 und

m= 0,63805 . m

Im Pall au = [-¢,8] fur k=1,2,,,,k und neN (wobei €>0 ist) wurde
die .n-uhl.t:mg von IGNAT(19817) bewiesen, jedooch ohne xnutnntulb-




schatzung, Auf Grund der Ungleichungskette (fur e=1, 2) 1
—n
L

] é 84p 2aF . (u)+]1= S wlar_ (u)])
¥ & |u?::r1|1Lli “(u“m?s*il“l ak = 2 |ut$1u akt 12§
inf ( é S Iu{'drnk{u] to, ¢ |1= b§| ) & (3:.3)

(A ] ) k=1 11“
g ) § - S
. 2 - ﬁ u?ar

erscheint es uneffektiv, andere Mengen A, als A, =[-1, 1] fur alle k
und o zu betrachten, wenn keine Konstantenabschatsung vorgenommen wi
Eine Bemerkung zur Optimalitat der in (3.3) untersuchten Momentencha—
rakteristik ist sinngemsP bereits in |179| zu finden, vgl. dort (7).
Aus Satz 3,2 ergibt sioh eine interessante Folgerung:

Polgerung 3.3, Es sel (X,), k=1,2,,..,0 , eine Folge unabhangiger Zu—
fallsgrofen mit EX, =0 fur alle k, Sei b»0 eine beliebige reelle

Zahl mit b = guﬁ 2{|X, | g v} > 0 , Dann gilt die Ungleiclng

32 by
";Flfn{_‘“nJ Wx)| § Ly ma.l.'("'{, ) b, S X, (u)du (3.4)
mit X (u) = un;.'2 t |v|aP(X,<v) wnd Lz < 26,18 .

I?I)u
Zum Beweis ist zunachst zu bemerken, daf hg = hﬁ(h) gllt, Nun setzen

Mr i (302) Ly = X/oy(n) wd Kyma sowte Ay = [~ 55y 55y ] ¢

Damit 1lt die Voraussetzung i nﬁk I’W] = 1 erfullt, vgl. Satz
3.2, Nun gilt fur die nmnt-nuhuaxt.ri-tit a,+o, in (3.2):

anten = by é LML ENGD Rng E!im’!h&lsb} <

| maxt %.3%) 2 (n? é BIX 13 §1X, I>b ] + %,mxkr’g[uﬂ‘unj} - |

b
2 2 n
15& -3
2 o
max( ,hz} b, é uI'L“lrtﬂ'(xk(r} du

Hieraus folgt (3.4), wobel die letzte Identitat durch partielle Inte—

gration nachgewiesen wird, ®
Zur Illustration von (3.4) wird ein Anwendungsbeispiel untersuchtt
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Die Zufallsgrofen (X, ), k=1,2,...,n , mogen folgende Dichtefunktion

|vesitzens 2 (X, <u) = 2ju|™ 1aju| 2flu|y 1}. Zur Vereinfachung wei-
terer ﬁ'borl-gungan wird n uber eine reelle Zahl m>1 dargestellt:

n=0,5 m_E 12' o Die Streuung der betrachteten Zuiallnsraﬁu ist un+
endlich, jedoch existieren die abgeschnittenen Momente (b>1):

EIx |23 iz |gp)= 4(b(1ab = 1)+1), BIX %2 {IX, (gb}= 2(1ab)° waa

BX, |3 §1%, [>b}= % (1nb + 1) . Mit der Festlegung b = e" gilt

n
E,'_zxﬁl{lkab}- 2a(1ab)? = b%, d.h, ba= BI(D) = b° ,

Weiterhin ist b =y2n lnb =y2n (1a/23 + lnlnbd) und folglich hat die
normierende Konstante b, in F (xb ) in (3.4) die Gestalt (fur n =)o0)1|

b, = b ={2n 1n@n (1+0(1)) o Wir erhalten fir den Fehler R 1=
sup|F,(xy2a 1nf2a) — ¢(x)| mittels (3.4) die Abschatzung
- .

Ry § #UD|F,(xb)4(x) | veup | 9(5En 10 f2)-9(x) gL, (19553
X
Wegen m = 1lnb ) lnﬁ folgt hiersaus (fur n p 115)
sup (7, (xfF8 /B - ()| g 78 H:g

Dieses Beispiel wurde bereits in KOROLJUK(1978) untersucht. Anstatt
| der normierenden Konstanten y2n 1nn findet man auf 5,68 in |111]
die Grope ﬁ ln n und in der sweiten Auflage von |111|, erschienen
1985, auf 8,75 die Grofe J2m 1n n . Offenbar wird bei diesen Normie—
rungen nicht die behauptete schwache Konvergens (s. |111|) szur N(0,1)-
Verteilung erreicht,

Abschliefend sei bemerkt, dap (3.4) die Ungleichung von STUDNEV(1963)
verallgemeinert, die dort fur identisch verteilte ZufallsgroPen und
unter der Bedingung b, (D) = b abgeleitet wurde,

Aus Satz 3,2 ergibt aich weiterhin die

Folgerung 3.4, Es sei (X ), k=1,2,...,n , eine Folge unabhangiger Zu—
fallsgrofen mit EX =0 fur alle k. Sei (A.), k=1,2,...,n , eine

laom

e Ir—=linm

Ak

n
Folge von BOREL-diengen des R derart, def muﬁ-E suzdr{ka}(m
A
k
ist. Dann gilt die Ungleichung

A » 3

F_(xb dp + dap °

sup| P, (xb, )9 {’”‘I'E(bnktR12 |ujaP(x, <u) -%hn215|uf (X <u))
(3.5)

Zum Beweis setzen wir HLk) und schreiben bn-hn{ll}. Nun setzen wir ﬂ
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3.2) X, = X /b (R), k =n wnd A, =fu| ub (H)eA } und erhalten damit
fort (3.5). ®
t A, = [-b, b] ergibt sich (3.4) auch aus (3.5).
olgerung 3.4 ist ein Analogon zu dem Resultat in |[173|:

Ur (%), k=1,2,.0.;0 , sei EX,=0 und OCB- = EHE <o . Dann gilt mi
feder Folge (4,), k=1 2,.“, , die Ungleichung (mit L < 4,769)
n
sup |7, (xB )-q{zu;:.(-g E () u?aP(X,<u)+ -} E SiuPu{xk(u)).
TR o Ay
(3.6)

Eu) emdliche Streuungen:

atz 3.5, Es sei (X ,) das in Abschnitt 1.2,1 eingefilhrte Serienschema

mit BX , =0 und BX:, < 0o fur alle k=1,2,.0.,k, und n=1,2,.00 o
Dann gilt

2
l;lpll’( é Xp<x)9(x)| § L, (t.:)(_h; + 4=y +0,) (3.7)

mit L, < 7,67 , Dabei sind die auf der rechten Seite von (3.7)
auftretenden Momentcharakteristika wieder die in Abschnitt 1.2,1
eingefuhrten Grofen.

|97| findet man dieses Brgebnis mit L, < 10,0 . IGNAT(1981) bewles
3,7) fiir den Fall A, = [-e, ¢], ohne Konstantemabschatzung, vgl, Be—
kung im Zusammenhang mit Ungleichung (3.3).

r Beweis wird mittels der Glattumgsungleichung (0,18) gefuhrt unter
nutzung der oben formulierten Satze 1.6 und 1,7 (analoges Vorgehen
e im Beweis zu Satz 3.,1)., Die Parameter a, b und 4 wurden wie folgt
ewahlt: a= 1,071 , b= 0,5475 wnd d= 0,454 . Weiterhin ist 1

(6,/1,)1/?, wobei C_ die Konstante in (0.4) 1st, da andernfalls bei
oh groferer Wahl von 1, die Behauptung (3.7) trivial wird, Der Zl.h—

enwert von 1 lautet 0,41316, Weiterhin ist 1h-(n°/u.‘-o,572£n

2761 nb-:l. die zusatzliche Konstante 0,5726 aus der Anwendung der
eichung |[Q(px)=Q(x)| ¢ 0,5726|p-1|, P20, h.rrub.rt vgl. |167,170]
i noch groferer Wahl von 1, ware (3,7) ebenfalls trivial, Damit sind

1, und 1 fur die Anwendung der Satsze 1.6 und 1,7 optimal gewahlt und
hnnndtre ergibt sich m= 0,57273 und o= 0,7234 . @

Satg 3,6, Fur das in Satz 3.5 betrachtete Serienschema (X,,) gelte
sitslich EX2,+EX2,+ ... +EX3 =1 fiir alle ned. Demn ist

[ P P PR T BN T R . il Foill bl B D wd T — —




T0

B tn
sup| P( I X <x)-9(x)|  Lg E E min(X2,, X, |°) (3.8)
x =

Illit L5 ( 3,51 o
IDieser Satz stellt eine Prazisierung des Ergebnisses in |173| dar, vgld
(3.6), Uber die Optimalitat der Momentemcharakteristik in (3.8),

B min(X2, X, |°), wurde in [179| diskutiert. Dort findet man eben—

falls bereits den Hinweis auf die hier anzegebene genauere Konstanten—
abschatzung mit 3,51 .

Ber Beweis von (3.8) wird wieder mit (0,18) und mit Satz 1,8 gefuhrt,
wobei jetzt in (0.18) sofort T = T, gesetzt wird, Wir wihlen 1 =

(C7Lg)"/? und integrieren in (0.18) mit Hilfe von (2,41). Men ernalt

imit den in (0,.,18) angegebenen Werten fur b und w und mit M = % die Ab-
schatzung sup|P(X 4+ o+ o.. K, <x) — Q(x)|
x

bule5 » 3,25ub b3 2 3,25ub
(™ « }m-_f-%ih * ; T
“n "1 N T i 21: L n

An dieser Stelle soll noch eimmal die optimale Wahl der freien Para—
meter &, und a, demonstriert werden, vgl. auch (2,18). Jede der zwei
an der m:-ﬂildung beteiligten Grofen wird ]].tidh L gesetzi und durech
Auflosung beider Gleichungen nach a, baw, &, erhalt man die Darstellumy

aq = a4(M,L) wd a, = ay(¥,L) .
Die Gleichungen fir 1 und m in Satz 1.8 werden nun umgeschrieben in
folgende Fixpunktgleichungen:

1
H-I(HL}IE‘I—
1 _ ﬁa.‘(IILJ

+ 3 a3(u,1) a3%0u,2))™"

L= £,(H,1) 1=f8 €, a3(M,L) ay (ML) ;
wobedi I.5 vorerst ohne Index geschrieben m- Nun wird die allgemeine

Pixpunktgleichung (sweidimensional) (M,L) = (£,(M,L) , £,(M,L)) durch
das Iterstionsverfahren -

1 (H{lﬂJ'L{lf'”) = [11{I(lJ'L(-})“:[2(I(‘]‘L(!]}). =01 00

mit den Startwerten L(%)= 3.5 wna (%)= 47 geldst. Man erhalt
L= 3,50965.., und M= 4 73647,.. . Somit hat man m= 0,4222.., , a4=
1 50525..., und .-2- 0 955‘16.;9 1 d-h die il 3“. 1 E Eﬂfﬂl‘dlﬂl k-

dingun.g ay > 8, > 'uﬁ' ist erfullt, m
Folgerung 5,7. Es sei (It}, k=1,2,,..,0 , eine Folge unn.bhﬁgipr Zu—-

fallsgropen mit EX =0 fir alle k und OCBA=EX3+EXo+...+BEC 00,
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Dann gilt

I:PID,(I}ISL Bi g S u dF(Ik<u]+ ;‘%’ gi ul}ﬂtka)}

- i E mtﬂf!i-‘ B 1% 1%)

B,
- 1g 57" 2 L (u)au (3.9)

mit I (u) = By g ) vPar(xv)

|vi>u

3.9) ist das Analegon zu (3.4) im Pall endlicher Streuungen,
us (3.9) folgen die Ungleichungen (3.6) sowie die Ergebnisse von
IPOV(1966), wenn man A =[-B, , B ], >0, setst, und FELLER(1968),

man A -[-ti,tg, -0 T <0<t} § o0, setst, wnd am:m:v{*l%sl
A=[-8,, B ), wobei STUDNEV's Resultat wegen eines fehlerhaften

weises damals nur hypothetischem Charakter trug, vgl. PETROV(1966).
3.9) entspricht suferdem dem in der Einleitung angegebenen Ergebnis
0e3)s

dieser Stelle wird bereits auf Abschaitt 3.1.4 verwiesen, wo die
G'sche Funktion Ly(u) aus (3.9) etwas allgemeiner definiert
und das Argument x einbezogem ist, vgl, auch [170|,

R AP P GL - & mA smd SRS S A RS EmE ad e e e
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3s1.2 Identisch verteilte Zufallsgrofen — Pseudomomente

|Die Ergebnisse aus diesem Abschnitt sind bereits in 1491[ publiziert
worden und stellen einen in sich abgeschlossenen Teil der Arbeit dar,
Der Inhalt dieses Abschnitts wird als Sonderdruck wiedergegeben,

* 2

Math. Nachr. 188 (1988) 50 —68

A Non-Classical Error-Estimate in the Central Limit Theorem
By Luvowis Paprrz of Dresden

(Received January 21, 1986)

The paper is concerned with non-classical bounds on the uniform metric &, for the distance be-
tween distribution functions in the centzal limit theorem for suma of independent and identically
distributed random variables, Various non-classical error-bounds previously given are improved
by the help of the characteristios & and y, see (5) and (15), combined with an explicit estimate
of the constant.

1. Introduetion

Let X,, X;, ... be a sequence of independent and identically distributed random vari-
ables with mean 0 and variance 1. Denote F,(x) =.F'{It + X+ o+ X, =< :ﬂ’:}
and let @ be the standard normal distribution function on R!.

This paper iz devoted to the problem of estimation of the speed of convergence in
the central limit theorem, i.e. we want to estimate the difference

ds = sup |Fyu(z) — P(z)].
FER!

Our estimates are expressed not in terms of absolute moments but in terms of peeudo-
moments or difference-moments, i.e. we consider the problem of the non-classical
error-estimation. If the distance from the distribution F{z) of the summands to the
corresponding normal measure $(z) is small enough, this makes the estimations sharper.
The estimates will have the urual order V%, In the proof we use the method of cha-
racteristic functions.

Let f(t) and p(t) = e*'* be the characteristic functions of F and &, respectively. We
write H(z) = F(x) — ®{x), wit) = f(t} — p{f). It iz well known that for the difference-
moment

(1) #y =3 [ ot |Hz)| dx
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and the characteristic !
Fete — | — it — (itz)?
@) 8y = sup f]-* juo(t)] = sup f : F WV gh(z)
=0 =0

the following upper estimates of the distance 4, are true

1
&) 5 S = max {x., n;‘ﬁ?'}

-ul“
see [20], [21], and

U 1
@ b 52 max {ﬂ,, a;ﬂ:}

see [22]. A characteristic of the general kind (2) is also nsed in [14]. Furthermore we have
in [21] the following proposition :
Let, for all real ¢ and for any characteristic 4
(5) lwit)| = @ |¢2,
then for all n

®) "= mu{a, am’t_i].
Obviously (3) and (4) follow from (6). A condition of the type (5) can already be found

in [13, propesition 1, p. 169] or in [8], [10], [11].
On the other hand for several truncated psewdo- or difference-moments, e.g.

M w=mpls [ @I de + 20 [ 1o 4o, 0,
120 | sz R
® ma= wup || [HE) de| 42 | ol G dz}. (161, (18],
ocssln Uinss (ML=
® n = sup {| o aw) +5 | zlumzn}, 7). 91,
. =0 s 1>
.= 2 dH 2 [dH (=)}, (18],
| : (10) s, .::’f,;{ d{: L +% ): d r.xn} (16)
w| @ m L] r ¥
(11 r.=n{f [BGe) dzdy|dz+ [ | [ [H()dzdy ﬂ}* (31,
1 L | =0 |=—m —oo
(12) p,.=mp“ffmujdwdydx+ff fH[w}dwdydx
=0 |lg » ™ —z — =
+zflfﬂ{ym det2f | [ B0y dz}. 14},

fu*ﬂffﬂ[w;wayd:+}e"f fﬂ[w]dwdydz

=0F =0

{13) 4, = mp

(5],
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we have the following inequality

(14) O = —=

,,:.': min {max {y,, y§'*}, max (vy, »}'"}, max {ry, |},

see [1], [3], (4], [7], [9].
In the present plperwewillahnwthnttheexpom3+”“

equalities (3), (4), (6) and (14), reapectively, can be replaced by the exponent 13, if
n is large enough. In addition we will estimate the constant C in each case.

In this area the paper [16] already makes considerable progress. E.g., for the charac-
teristic (10) you can find in [16] the following upper bound

4 = % vy if # =9, without computation of C.

and 1/4 in the in-

It is well kmown, if we use a bigger charscteristic, say e.g.

b= [P GH@), % = [ max (L, |2/} [dH(z)],

%y = [ max {1, 3% |H(z)| dz,
]

then the appearence of a better exponent is provable

1
4 = % min {7, max {§,, FR0MY ey 1z ;Fﬁ}}.

see,[17], [19], [21]. But in some cases it is possible, that such a bigger characteristic
will be infinite, buk a smaller characteristic, see e.g. (14) or (6), may have a better
behaviour and may be finite. The use of a higger characteristic means a loss of infor-
mation about the closeness of F to @. For further discussion about replacing one
characteristic by another see [21].

A further discussion on other new introduded characteristics can be found in the

paper [16].
Other interesting charaocteristica are:

g.:aup{

>0

Il i ﬂm:s:}. e,

Izj@z o=
fafr#!(l — D(y)) dy dx

]- - [6].

Ll=mp‘—=fﬁﬂ=:+

+ L'zf{f'm = 1) dy de +ﬂf,_f:;,}s,¢
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However, in this case we have

sup f AdF(z) = — > 03949, see [6], lomma 2,
=0 H ﬁ

|El=2
i.e. the existence of such big characteristics immediately gives us the rate of conver-
gence n~Y2 and the estimate

4 < ﬂim min gy, Ja.1}

Several results and characteristics, cited above, are already given for the general
case of a stable limit law, i.e. those results we only improve in the case of the normal
limit law &.

2. Besults

In addition to (5} we consider the following condition:
Let, for all real ! and for any characteristic y

(15) [Re w(t)] = y |¢2.

8 in (5) is a characteristic for the general closeness of f(f) and @(f), however y is a cha-
racteristic for desoribing the behaviour of Re f(f} to the real characteristic function
#lt). We will suppose that the characteristic # is not essentially bigger then y and ful-
fils the following condition

(16) e} =y forsomee, O<ez1.

In the case of symmetric random variables (5) and (156) are equivalent, i.e. £ = 1,

In the case £ = p/# < 1 the consideration of two conditions (5) and (15) makes
sense. Thus we get in the case of non-symmetric random variables by (18), i.e. by e,
more information for the calcnlation of the constant 7 = (,.

In all considerations we suppose that » is large enough in the following sense:

1
17 = (8y) Ve, Le.— =y
(17 n = (By letﬂmh' ¥y

Now we will formulate the main result in the terminology of the general character-
istic 3.

Theorem 1. For all n with the properly (17) we Rave the following upper estimate of
the distance 6,
(18) Oy = O, max [y, V% 12,

where C, is o positive constant, only depending on ¢, y is any charadteristic from (15) and
y/e iz a characlerigiic 1n (5). (C, < Cjedfe < 1.)
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The constant O, has the following analytic structure:
c"l — l-'ﬂ‘ max Al{"‘l!l l A’I{“‘r a, ﬂ}. "A!{E! Ry, @&, G}
ny 1 E
e 1
+ eAy(e, 8 0) + = Asfa, 0) + = A.{a:}.
r’; ¢
where
A= 10832(m — )1, Ay = % Alne. 0,0+ Aua),
4 i g aa
' l.liﬂﬂ-}'{; ({“‘ﬁ — 1) ple, a, ﬂ:') X
i 1 Fiu’( Ry /1
‘T Lussyz 8 \(m— 1) (1 —ae))
1 a v 5.117456
-A = m—— . A —_ —
" 1.1488 (af ' 0.6744)2na
and
p{e. a,c) = 20"l — e¥) e E—‘s'
e 2 18
Corollary 1. (i) Let 8 be any charucteristic in (5) and (15), i.e. y=1and £ = 1. Then
(19 g = li#mn (8, 8V for all n = (88)713.
(ii) Let x/3! be any characleristic in (5) and (15), ie. y = P =x/3'and ¢ = 1. Then
113
(20) 4 = %-? max (x/36173, x11%) forall n = (%x) .

We remark that (19) improves the proposition 1 in [13] p. 169 in the special case
considered here, i.e. we get in [13]
Cloo, s, 3, 2) = 10.138 max (a5, ai®) if n = 0.5a;"°.
In addition we get in (6) and (4) ¢ = 10.138 and in the exponent
1fn, if n = 05011, 3+ 1fn
Finally we immediately can improve the result in [1] with the truneated pseundo-
moment 3, see (7),

we can omit

10.138

— e (s 7 it » = 057",

4=
The inequality (20) makes the following result in [10] more precise:

C 1
B i e
8, = T7; 8X (x, wlld, ), b =0,
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and the following result in [11]:

y <1 s
. 2 T {3-33 (“ = l) x4 1.2511(::]}

(17%) for all » with (1.5(n — 1))"1* < A(x),
where 4 = A(x) is & solution of the inequality

1.7374x = Jdexp (—17%.

Le. we consider in (17) s condition which is similar to {17*). However in (20) we have
an explicit structure of A(x):

A(x) = const. max {x, xU" .
Now we immediately can sharpen the result (3), i.e. in (3) we get € = 5.58 and in
the exponent 3+ 1n again we can omit 1/n if n = (%x.)_l '. With the absolute inte-
gral difference-moment r;, see (11}, we also get

-1
8 < % max {r/3613, 7%} if 5 = (% r,) *
which improves the result in [3].
Now we want to discuss what happens if we omit the conditions (15) and (16) in the
“non-symmetric’’ case ¢ < 1:
We have (with # in (5) and (15))
Cy

[
2 < ,_1:: max (9, §119) — 37 AT (vfe, (ple)®)

On the other hand if we suppose (5), (15) and (16) the following inequality is valid,
see (18},

C.
b= i A (v, 49).
Because of C, < 0,/e it is possible that the last inequality is in some cases somewhat

sharper. We shall illustrate this fact in the following corollary, which also results
from (18):

Corollary 2,
(i) Let y = max sup 117" [Re w(?)|, sup |#]* |Im w{i]|} and § =2y be,ie.e=1])2.
>0
Then from (18) we ge

@) s P maxly P forall n 2 ().
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(ii) Let y = 8y = sup [{|° |w(l)| be (gee [14], [22]), i.e. £ = 1, then
(=g |
10.138
(22) s —n
It ia easy to see that for ¢ = lﬂ"ﬁ:
C,=13720 < Oyfe = ]ﬁ -10.138 = 14.337.
Now let us discuss the other characteristics in (14):
Corollary 3. (i) For the truncated difference-moment y, .. in (8) it holds that
21,066 AL . 52 —1fa
(23) b = = max {?’:.us (‘I'E) J-'Il':n} if n (T ‘.P:.u) .
(ii} For the truncaled pseudomoment {9) it holds that

L L -1l
@) 6 S o mex {-.1 (% ri"} i ua(%" r.) :

max {fy, 87 for all n = (88y)7.

‘We remark, that in the above considered special case (24) from [18] we only get:

41.405
b, = —h max (3.0 Yin! s
but from [16]
4 < =4 mAax {y3. ¥ia "t if # =8, without computation of .

i 1T
Additionally in [18] (eee also [15]) the truncated difference-moment
n=n.= [ SHEI&E+s [ |28 d
I=is)s ==

with the exponent 1/4 and ﬁ. respectively, is considered.

Corollary 4. For the iruncated integral difference-moment y,, see (12), 3t holds tha

40.5562 max {ys {}*ﬂ”ﬁi”.} l.f n= [32?']—1.‘!_

@ as—g

3. Proof of the Theorem 1

Note that if 1 < ® < ny, then with (17) and Lemma 12.3 [2] we have:
(25) 3, < 0.6418 < A,(n,) 0V,

Assuming now that » = ny. Following the well known proposition by C.-G. Esarzxw in
the version of Lemma 12.2 [2] with 0.7872 £ « < 0.78720072 we have

"

0.5 (8] 825« 1
27 8, dt .
. ém_ufff ¢ +[2a—11p’£i‘.

where w,(f) = /* (t/}a) — g(t).

5 Math. Nachr., Bd. 138
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Write ]
@ o=t e (-1524),
where & = ¢/}/n.

Denote d = a%*8, ﬂ=%(l—r"}i‘“—n"dﬂ'*—dﬂ, 6>0, ¢>0, and

: writ-aT.—r;i",ﬂ";=ﬁﬂ"'.whm!‘—{djﬂ"‘,ﬂ"'=min{%,ﬁ}.
I Obviously with (5)

o) S plo) (1 + ,—:;:. ru(-:n) < exp (—(1 — ae) o4j2)
for all |#| = T, henve immediately by means of (28) and (5)

jua(t)] < &n Jof exp {—-{1 — o) 2 ..-]

2ny
and
~ l i
1 dé & 1 2 g Il
i (2a — 1) zf Iwalf) T * it 1.1488 V;u,., 11— m-,}
o
- % 2—: A (ny, 8, c) = %“—r" g A (g, 8, ).

In the case ¢ > d{2¢)~¥* we can finish our proof by means of (27) and

32« 1 _1 511745 1
2x — 1) V2 Tn 2 0.5744)2x #*

—— {E, (&;a}m}

o

i o .
5: l[",ﬁ'm“ {?"r?"u i
i.e, in the case & > d(2¢) %%, n = n,, we got
1

(30) o S Axle,0,0) = max by, ).
In the case & < d(2¢)-¥1 we get with (5) and (16)

Ife)l = m{-%{: — {124)) + ole) Re w(s) + % wn,}
5“"{'%{:}%@"&"‘} + glo) ¥ lo + %w}

Sexpl—maifVy, if "= =T.
Henoce with {28) we have

[oalt)] = & jof* 3 exp {— % #—(n=j W'ﬂ”'}-
j=1
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Now we consider the decomposition of the sum
Y=

j=1  jSteeREn jElni4a :
and thus we obtain by (17) and mé¥/? 5«;

m{—%a‘ — s —1) ,....,m} < 2mpHS exp {—(n — 1) metos}

Iy 1)
and
"P{_f-:'l"—{"—ﬂﬂ’ﬂ"" = nexp {—nyVs2}.
Fimpt 1] 2
A simple calculation shows that
T, :
1 dt yue y )'" 1 Vi1 F
B —= ol ol 7]
(h-—l]::r!tw'{}l t 7 1.1488)a ) (R — 1) m +1.1483 % Ynly
s ( my )""+ Ya
11488 Y [\ — Dm/ e @0t
ﬁ' ed, e € 14 a, ¢
=n.'" Irﬂm‘fi'l'r,; s(®, €)%,
| if we consider that m = ¢~43p.
Furthermore
325x 1 _#V 335 P8 1
—_— —m = n = — — Ay(a)
(2a — 1) }2a Tu ~ % (2x — 1) 2 g0 it g
l sud with (29)

T:
1 a
gy [ G S B eddom 0,
0
From (27) we get

?ﬂl

(31) & 5;";{94.+u.+3-

Ve

Summarizing all estimates (26), (30) and (31) we get the desired result.
The constaats in (10) and (22) follow, if we put

e=1, a = 0.526, ¢e=0071 and n,=>5.
The constant in (21) we get by the help of
e=1fy2, a=0848, ¢=00368 and n,=86.

1
45 +— J-}-
[ 1
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Semmary. In this note the Katz theorem is generalized to random sams. The theorem
I presented extends results of Callaert and Janssen [2].

1. Introduction. Let {X,,n = 1} be a sequence of independent and identi-
cally distributed (iid.) random variables with mean 0 and variance 1
Let {N,,n>1} be a sequence of positive integer-valued random variables
such that

(1) N/nbBr as n—ow,

where 1 is a positive random variable.
It is well known T1] that if (1) holds, then

(2) sup [P (Sy, < x(n)V¥) =@ (x)) =0 as n—o,
and
(3 i1 sup [P (Sy, < xNY3)—@(x))-0 as n- oo,

n
where 5, = E X,., and & is the standard normal distribution function.
k=1

The aim of this note is to give the rate of convergence in (2) and (3)
in the case where no assumption on the independence between [N, n =1}
and {X,, n> 1} is made. But we do assume that the random variable r is
independent on the random variables {X,, n = 1}. The result presented here
extends the results obtained by Callaert and Janssen [2] and Landers and
Rogge [4] and [5] (the onedimensional case) and Katz [3]

1
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T24 L. Paditz, Z. Rychlik

2. Result. Let G be the set of functions, defined for all x, that satisfy the
following conditions:

(4) g(x) is non-negative, even and non-decreasing in the interval (0, co0)
with Iti:ggtx]- oo.

(3) The function x/g (x) does not decrease on (0, ).

In what follows [x] denotes the integer part of x.

THEOREM. Let {X,,n 21} be a sequence of iid. random variables such
that EX,=0, EX{=1 and let geG be such that EX?g(X,)< co. Let
{Nan 2 1} be a sequence of positive integer-valued random variables. Assume
that there exist a sequence {e,,n 2 1} with ¢,—0 as n— oo and constants
€1,¢3 >0 such that as n— oo

(6) P(NJ/Int]=1] > ¢, &2) = 0(\/&F)
and
(M P (nt < ca/e) = 0(,/28),

where t is a positive random variable independent on {Xexnz21} and
e = [g e m}]-z_

Then as n— oo

(8) sup |P(Sx, < x (n2)"?) - (x) =0 ( /g {{c",'.‘n.l”.’}].
and .
(9) sup |P (Sy, < xN3 )= (x)| = 0 (1/g ((c*/e)""?)),

where ¢* = min (c3/4; 1).

We remark that (7) implies the condition ne, > const. > 0, and therefore
we do not assume that “g, = 1/n” or “g, > n?" as it was done in [4, 5] and
[2], respectively.

Let us observe that in the case g(x)=|x]?, 0 <& <1, our theorem
gives the results of Callaert and Janseen [2]. It is enough to choose ¢, = 1,
where {e,, n > 1} is the sequence from our theorem. Then the assumption
n~* < ¢,, given by Callaert and Janssen, yields e, n > 1. Thus such a sequence
{6esn 2 1} agrees with (7) and the rate of convergence in (8) and (9) is
equal to

0 (1/c*/e)'?) = 0 (£1'),

which was proved in [2]. We would also like to remark that the approxi-
mation order given in the theorem cannot, in general, be improved. This
fact follows from the remarks of Landers and Rogge [4].

In the case when, for each n = 1, the random variable N, is independent
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of the sequence {X,,k = 1} and t > 0 is a random variable then the assertion
of our theorem can be improved in the sense that a somewhat weaker
condition than (6), namely the two-sided condition

(6.1) P(INJIrt]—1| > a) = 0 (/)

for some 0 < a < 1 is sufficient to get (8), and the one-sided condition
(6.2) P(NJIm]-1< —a)=0(/e?),
for some a < max (1/2; 1-2/c;) < 1 to get (9), respectively.

Let us remark that (6.1) is weaker than (+) in [4, p. 276] and (i) in
[2, p. 150), indeed (+) and (i) may be replaced by (6.1).

3. Proof. In the proofl we use the ideas developed by Landers and Rogge
[4] and [5] therefore we indicate only the changes that should be made in
our case. At first we prove that as n—+ '

[wr]
(10) sup |P (L X<x (]} - (x)| = 0 (1/g ((c*/e)*?)).
| Using the fact that t is independent of {X.n2>1] we obtain

(L]
(1)  sup|P(Y Xi<x[m]V)-@(x)| <
E k=]
— P([m] < ca/28))+ sup sup|P (S; < xI"?)—@ (x).
1Peyf(le) =x
On the other hand, from Katz theorem [3], we get

12)  sup ‘sup|P (S, < x"?)—@ (x} <
I IZcyflleg x

<CEXig(X,) sup (1/g(")<C EX}g(X,)g ((c2/2e)'?),
12e3/(28,)
so that (10) follows from (11), (12) and (7).
Let b, (x) = x [nt]'?, and let
I,={i: [m) (L—c, &) <i <[] (14, 82)},
A, (x) = [n,:l.qgi S5 < b, (x)],
B,(x)= [rgjfl 5, < b, (x)].

.1 Now, from (10) and (6), we get
(13) sup |P (Sx, < x [n7]"?)— @ (x)] S sup P (Sy, < x [nt]"?)-
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— P (St < x [11]V3) +0 '[ 1/g ((c*/e)*?)) <
‘< sup (P (B. ()= P(A, (<)) +0(1/g ((c*/e)*').

Furthermore, by the independence t of |X,, k = 1}, we have

(14)  PBL)-P (A (x) = T P(Dne] = k) (P (BE ()P (4 ),

where Aj (x) = [max 5, < xk'/?], BY (x) = [m‘;;;? S < xk'?] and I*={i-k(l—

—cy ) Si Sk L+, a2

Using Lemma 7 [4), we obtain
(15) P(BL(x)-P (A (=) < C(P(S, <xk'? 5§, >xk1?)4
| | +P (S, >xk'?, 5, <xk'?),
where p,, =min {i:iel*}, q,,=max {i:icli} and C>0 is an absolute
constant.

Let F be the distribution of X,. Then, following the proof of Lemma 3
[4) and from Katz theorem [3], we get

(16)  P(S,, <xk'? 8, =xk'*) <2sup|P(S,, <xpii’)—®(x)}+
+((@sn—Prad/d*® <0 (1/g (P2) +(2¢, £2)% =
=01(1/g ((k (1-c, &2)")+0 (/g (e "'2)).
By the same way we get
A7) P(S,, > xk'%, 8, <xk'%)=0(1/g ((k (1 —cy:a2)"Pr0 (1/g (6 2.
Thus from (1417) and {7) we obtain

{13] P{Bn{.ﬂ}—.F(A' {xn -u“f:ﬂ ({c-fs'][;:“.
Now (13) and (18) yields
(19) sup [P (Sy, < x [m]")—@ (x} =0 (1@ {{c"‘a"z.}”’]}_

For (8) it therefore suffices to show, according to Lemma 10 of [4], that
P (Hore/Lne) 2~ 1] > 1/g (/) = 0 (1/g ((c*/2.)"").
By (4), (5) and (7) we have -
P (itne/Tne]) 2 1] > 1/g ((c*/e)"?)) < P (ne/Tne] — 1] > ejc*) <
< P (1> 4g, [nt]/ec;) = 0(1/g (e, V'?)).
Hence we get (8). On the other hand by (4), (5) and (6) we have
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Mit diesem Abschnitt soll anhand der Gemeimschaftspublikation |180]
nur ein Ausblick in die Summationstheorie bei einer sufalligen Anzshl I
(sufalliger Index) von Swmanden gegeben werden ohne breite Vorstels
Ilun.: dieses wichtigen Teilgebiets der Summationstheorie. Es handelt
sich hier um qualitative Resultate (O-8ymbolik). Erste Ergebnisse mit
Konstantemabschatsungen sind s.B, bei ENGLUND(1983) oder KOROLEV(1986
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P (| (NJ/I])' 2 =1 > c}?/g ((c*/e"™) <
< P (INJIre1—=1] > ¢, €2) = 0(1/g (&5 ).
So that (9) also follows from (19) and Lemma 10 [4]
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3.1.4 Uber die ungleichmaBigen Pehlerabschatzungen von BIKELIS

ie Ungleichung (0,5) von BIKBLIS(1966) wurde bereits im Kapitel 2 hu-i-
chtlich der analytischen Struktur der Konstanten Kg vollstandig die—|
tiert, vgl, (2.13), (2.17) bis (2.19) und (2,38), Ebenso wurde dort
ur den Spezialfall =1 die Ungleichung (0.6) gezeigt.

diesem Abschnitt soll eine weitere auf BIKELIS(1966) zuruckgehende
ngleichung diskutiert werden, so wie sie bereits in |170| publiziert
@, lian kann festetellen, daf aus dieser Ungleichung, s. (3.10),
Ergebnisse folgen, die =,T. erst spater als eigenstandige Resul-—
ate von asnderea Autoren publiziert wurden,.s.B. von HMAU???) oder
GNAT(1981,1984),

atz 3.8, Unter den Voraussetsungen von Folgerung 3.7 gilt

) _
Pa(x)| g 0 3 ) Iy(w) du, ney xe’, (3.10)

wobei 0 = O(y) eine positive Konstante ist, die nur von y m.h;nati
Fur y gilt dabei die Darstellung y = y(1+|x| )B, uwnd L fu) ist foly
gende LINDEBERG'sche Funktiont

I(u) = y=2 g § v2ar(xcv) .

T }II.
Yy ist ein freiwahlbarer positiver Parameter. Die anal ytische

Struktur von C(y) ist in |170| su finden, einschlieflich Werte-
tabelle,

r universelle Charaktier von (3.10) ergibt sich sus der Tatsache, daf
e Fehlerschranke besugiich y monoten fallend ist:

4 ISF L,(u)du = y—° é (v 25 a{ix, I>s}« 3%, 1% 2fix, 153))
2 o 3 afiz ale y 1 Ay <I%Ig5} 8 1%, P fix, 17,1

$I,1§L‘{ujdn tar 0<y, 7+

den Ungleichungen (3.9) und (3.10) 4st die Idee der "Mittelung" der
EBERG' schen Funktion réalisiert. Im Fall y=1 ergibt (3,10) die Er—
bnisse von BIKELIS(1966) und nnnlmsrm. Fur ¥o=By erhalt man (3.9),
edoch ohne die Kaututannhuhut:mg fur I'E" Fur Y,=YB, ergeben sich

as Ergebnis von OSIPOV(1966) und Satz 2 von IGNAT(1981), Mit .der su-

atzlichen Voraussetzung I[I.klz"ﬁ('m tur ein 8¢[0,1]), k=1,2,040,2 ,
lassen sich Ergebnisse von HEYDE(1975) und HAKATA(1979) sowle die be—
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annten Ungleichungen (0.1), (0.2) und (0,5) von BERRY, ESSEEN, S,HA—

V baw, BIKELIS sbleiten, jedoch ohne die bereits bekannten prazi—
en Konstantenabschatzungen, Aus (3,10) erhalt man ebenfalls die be—
annten Unglelchungen von KATZ(1963) und PETROV(1965) unter den ent—
prechenden Zusatzvoraussetsungen,
atz 3,8 verscharft weiterhin den Satz 2 von STUDNEV | IGNAT(1967) und

e ungleichmafige Fehlerabschatsung wlm|£uma-{19m), denn (y=1)

x

- g 1 1 <
T e s O )°BS I1x(B, g =} |7|iu'2uut“) e
besohliePfend sel noch darauf verwiesen, daf sich weitere Autoren mit
eichmafigen Fehlerabschatzungen beschaftigt haben, aber zu keinen
qualitativ und quantitativ besserem Resultaten als hier dargestellt
ekommen sind, z.B, GHOSH |DASGUPTA(1978), AHMAD|LIN(1977) oder MAEJIMA
(1978 |125]).

3:1.5 Gewichtete Summation

ir kommen nun zuruck zu der bereits im Abschnitt 0,3 eingefuhrten ge—
chteten Summation der Folge (X, ), keN , mit den Gewichtsfunktionmenm

(o (v)), kel , ve(0,1), Die ZufallsgroPen mogen unabhangig sein und es

1lte EX =0 sowle ui(w fur alle kell . Die Gewlchtsfunktionen seien

gewahlt, dap

B2 = b o2 (v)BXZ (0,00 ) (3.11)
<

1t,
diesem Abschnitt werden drei Fragestellungen diskutiert: (i) eine
ehlerabschatsung wnter Voraussetsung (3.,11), (11) eine asymptotiache
twicklung mit gleichmafiger r.EJ.uuuuhIt-mg wmd (1i1) eine umto-x
ische Entwicklung mit ungleichmaPiger Fehlerabschatzung, :

i) Eine Fehlerabschatsung unter Voraussetsung (3.11): Im folgenden
atz wird die Ungleichung (3.9) fur den Fall der gewichteten Summation
gebani
ats 3.9, Fur eine Folge (X)), kei, unabhangiger und mentrierter Zu-
faldsgrofen und eine Folge (w,(v)), kel , ve(0,1), von Gewlchts—
funktionen derart, daf (3,11) gilt, erhalt man fur die Pehler—
: groPe A, vgl. (0.8), die Abschatzung -

(v) |=;(7J1511k15

L E mi g .12
Byoo § I Ea da l$ ’ n? )y (3.12)
wobei L5-d1- Konstante in (3.8) ist.

RS WA Feoalh e A SR SR WMIAR L SdBE S9EL ra W AR




89

Der Beweis dieses Satzes ist Inhalt der Arbeit |175|. Jedoch ist dort
das Ergebnis in der Form (3.6) angegeben, also ohne die Infimum—Bil-—
dung uber die Mengen {Lk}, keﬁo, die sofort auf die Momentcharakte—
rietik auf der rechtem Seite von (3,12) fihren wirde. Ebenfalls ist
in |175| noch die ungensuere Konstante L, vgl, (3.6), engegeben,

Un die genauere Konstantenabsohatzung L. 3,51 in (3,12) su erhalten,
wird die Ungleichung (1,36) aus Satz 1,12 in die Glattungsungleichung
(0.18) eingesetzt und emtsprechend dem Beweis zu Sats 3.6 verfahren.m|

In |[175| werden zahlreiche Folgerungen abgeleitet, die auf bereits in
der Literatur vorhandene Ergebmisse fuhren bzw, diese ﬂrull;mimrnJ
Die wichtigsten Folgerungen werden an dieser Stelle noch einmal wie™
dergegeben, In der klassischen Summationstheorie wird stets mit der

Bedingung lim Bi = @ gearbeitet, so daf hier entaprechend eine Be—

dingung der Art 1lim BE =00 ins Spilel kommt, d.h. 0,B.d.A, 80ll das
V=) 1=0

Anwachsen von BZ fiber alle Grensen damn eintreten, wemn der Parameter
v gegen die rechte Grenze des Intervalls (0,7) strebt, Diese Betrach—
tungsweise ist im Speszialfall der ABEL'schen Summation, d.h. uk('r)nk
fur alle keN, und ve(0,1), begrundet,
Wir betrachten nun einen von v abhangigen Index n = n(v) = n, mit der
Eigenschaft 1lim =00, Z.B = mtior(‘l'}' und definierem die
r-'.\-Hn' : * v 1"" ’
Gewichtsfunktionen folgendermafen:
“k[') = 1' h1,2,ﬂ!ﬂ'-% .'1
ﬂ, sonst,
Mit diesen Gewichtsfunktionem erhalt man sofort aus (3,12) dem Fall
der klassischen Summation (3.9)., Mit der Festlegung

oy = {Tik + B
o, sonst |

ist (a (v)), k=1,2,,..,a, , ve(0,1); eine Doppelfolge von Gewichte—
koeffizienten, wie sle z.B, in |172| betrachtet wurden, Dort werden
weltere Autoren genannt, die gewichtete Summen der Form

Sp = %K * Bpp ¥+ oo *.ul:ixkl
untersucht haben, .B., BOOK(1972,1973), SAULIS |STATULEVISIUS(1976)"
|sxu1n{1979)', STEINEBACH(1976) und WOLF(1980).
Fur den bereits erwahnten Spezialfall der ABEL'schen Summation ergeben|
sich aus (3.12) Brgebnisse, wie sie =.,B, bei MEREDOV(1976) und WOLF
(1982) veroffentlicht wurden, Bei entsprechender Wahl der Gewichts—
koeffigienten enthalt die hier betrachtete Summation auch den Spesial-—
fall der CESARO-Limit-<ierung, vgl. GAPOSKIN(1965) oder |175|.
UnfafFeiche Untersuchungen zu weiteren Limitierungsverfahren findet
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z.Bo bei EMBRECHTS |[MAEJIMA(1984), BINGHAM |[MAEJIMA(1985) und MAE—
TMA(1987). -

r allgemeine Fall der Summation mit Gewlchtsfunktionen (a,(v)) trat
rstmals in der lLiteratur bei JOCKEL|SENDLER(1981) auf (im zentralen
renzwertsatz mit identisch verteilten Zufallsgrofem) und wurde fur
erschieden verteilte Zufallsgrofen danach gleichzeitig in |269| wmd
|175] untersucht, Die Ungleichung (3.12) umfaPt die Resultate dieser

beiten,
ir kommen nun gu einigen Folgerungen aus (3,12), Sei G wieder die be-—

its in Abschnitt 3.1.3 eingefuhrte Funktionenklasse,

olgerung 3.10, Heben (3.11) seien fur eine Funktion geG die Bedin—

-]
gungen nRe Eliail'k} < oo und 2;'_‘ (s(uk—%':'j’)} t:{ﬂ < 00 er—
fullt, Dann gilt

-
8, § Ig B° = ey o2 (V)BXg(Xy ) o (3.13)

us (3,.13) folgen die bekannte Ungleichung von KATZ(1963) und PETROV
(1965) und deren Verallgemeinerungen von MEREDOV(1976) und WOLF(1982,
1964), wobei jetzt szusatzlich eine gensue Konstantensbschatzung von
L5 berechnet wurde, Aus (3,13) erhalt man mum sofort, vgl. Satz 1 in
|184],

[Folgerung 3,11, Sei in Folgerung 3,10 glx) = ix;a, 0<6g1, und
up EIX 1?* ¢ @ sowie ? 12 (v)1%%® < @, Mit (3.11) g1t

B & 5y iTI3W) pEng TN Tiadt 1t Wil (3.14)

ie folgende Aussage verallgemeinert das Resultat von JOCKBL|SENDLER
(1981):

olgerung 3.12, Sei 6= 1.1]:1 DX, > 0, ¢y = l:ﬂ il.‘lﬂz*& < o0,

g(v) = sup o (v)|® < oo fiir e1n 8e(0,1] wad e¥(v)= 2 & (v) ¢

(0,00 ) fur ve(0,1). Dann gilt
P (v)

8, § L -‘-2-% -3;; ; (3.15)
OCKEL|SEHDLER(1981) erhielten die Ungleichung (3.15) im Fall &=1 fur
dentisch verteilte Zufallsgrofem mit einer ungunstigeren Konstantem—
bschatzung fuf Lg o Im Pall der ABEL'schen Summation folgt aus (3.15)
as Ergebnis von GERBER(1971), jedoch gilt denn (3.15) sogar mit der
onstenten C, aus (0,.1), wie HEINEEEH bemerkte, vgl. dasu |268].
bechliefend wird folgende Version des zentralen Grenswertsatzes ange—

— = - P S———— -y - —— - —
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geben:

Folgerung 3,13, Der gentrale Grenzwertsatz gilt in der Fomm

1im = 0
v—>1=0 & ’

d,h. die Zufellsgrofe Z, = B % 0 (V)X 1ist fir v>10 |
asymptotisch H(0,1 )—:"lrtiilt, falls die Bedingungen
ﬂ:F Elkaxkli’*ﬁ < oo, 6¢(0,1], und L’-B:q.a:p lt'.lk(*lr}l|].'.‘.i:[k = 0(1)
fur w->1-0 gelten,

Diese Folgerung left sich sofort aus (3.,14) ableiten,

(11) Eine asymptotiasche lllfwinklun; - gleichmaPige Fehlerabschatzung:

An dieser Stelle wird ein Ergebnis aus |181| wiedergegebens _

Satz 3,14, Unter den Voraussetszungen von Satz 3,9 und der Bedingung
(1.40) gilt fur die Fehlergrofe (0.12) die Abschatzung

sup |¥ (1B, -4(x)-6,(9)(x)| £ Lg (py 32+ 7(v)),  (3.16)

‘wobei Lg = Lc(y) < 3" (2060 « Mﬁ)._q'), ve(0,1), ist,

Die in (3.16) auftretenden Momentoharakteristika wurden in Ab-
schaitt 1.2 3 linglfllhﬂ -n 8. 25{2‘%

Im Fall der klassischen Summation kann man dieses R:rpbnil bei ROZOVS—
K1J(1974), vgl. dort (17), finden — jedoch ohne Konstantenabschatsung.
Der Beweis wird mittels der Sasze 1,13 und 1.14 (jeweils fur s=0) ge—
fuhrt unter Ausnutzung folgender ESSEEN®scher Ungleiechungt

s 7, (B, (6 -0(a g O 5w
| ~ g
_j (2, ()| +(1+|m ()| Jo * ”J . auﬁr‘. ) i
€3 BauaITIre ot

vgl, ROZOVSKIJ(1974), Die Integrale werden wieder mittels (2.41) aus—

gewertet., @
Aus Satz 3,14 erhalt man

Folgerung 3,15, Die Vorasussetsungen von Satz 3,14 seien erfullt, Weam

susatelich die Bedingungen 1lim ¥ =0 und
o110

v 2 ‘ ) 3
T }_}'_’ E22, 9{12,, 123 §< ¥ < 1 gelten, demn ist
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8up [F, (3, )9(X)~6(9)(x) | = 0(p)/2 +42) tir w510 .

Hurbﬂ .ut : Bv “k('nk

Der Beweis dieser Fulgn:ung ergibt sich mit den Ungledchungen
be X zh"(nm.v(n) sow!e L.“"F' B,, o  By)) § 0y 4 vEle |181]. m

(144) Eine asymptotische Entwicklung — ungleichmaBige Fehlerabschat—
zung!

Die Aussagen dieses Abschnittes sind ebenfalls in |181| enthalten,
Satz 3,16, Unter den Voraussetzungen von Satz 3,14 gilt fur dte Feh—
lergrofe (0.15) die Abschatszung

(1022 [F (2B )~(x)6 () (X)| § Ly (B, + 92 + B(¥)),  (3.17)

wobei Ly = Lo(y) < 2010% + 2 270 (9(1=)Baz(1) 2 Z1) ),
i ve(0,1), 1st,

Der Beweis dieses Satzes w'rd mit der Glattungsungletchung (0.20) und
unter Ausnutzung der Satze 1.1% und 1,14 prﬁhrt,_vgl, |181]. =

Die Unglejchung (Q.20) wurde sinngemaP bereits bei ROZOVSKIJ(1976, S.
202) benutzt und 4st fmn PETROV(1975) zu finden,

Folgerung 3,17, Unter den Tarmutmen von Folgerung 3.15 g:ilt
(142) [P, (3B )=0(x)=5,(~0)(x)| = 0(p]/2 +92), vr1=0 .

Diese asymptotische Relation erg'bt sich mit ahmlichen Tberlegungen
wie Folgerung 3.15..m

Entsprechende ungleichmafige Abschatzungen fur den Spazialfall der
ABEL'schen Sumation und {1n der I.P-Il-tru: kann man bei MEREDOV(1981,
1982 1984) finden,

MIﬂﬂiitIJ]‘t es berefts auch ungled M*al Fehlerabschatsungen
dieses Typs in der Termimologie der Pseudomomente, vgl, BANTS(1974),
P.A.ULMHIIB{‘I‘}T# 1975).

Als Anwendungsbeispiel wird in 1131] zuerst die klassische Summation
fur jdentisch vertelte Zufallsgrofem betrachtet: Es gelte

I (0220)7 8 A{IX DX }= v, < ¥ < 1 wma EXag(X,) < 0,
wobei g eimer Funktionenklasse G angehort, die wie 1n 3.1.3 definiert l
ist, Jedoch unter Ersetsung der Bedingung x/g(x) durch eine ent—
sprechende Bedingung an E.&z(z) . )
M1t Folgerung 3.17 ergibt sich dann die asymptottsche Relation

(142®) |2, (2B, )9(x)8 (9)(x)| = O((g(¥8)) ), n = a, = o,
Im Fall der ABEL'schen Summation erhalt man mit der :mtllfohln Bo—
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dingung
(1—2) ; ve® ) g((vE(1w2))™V2) 5 0 tir v>1-0

-

die Relation
| (1e22) 17 (38, )-9(x)~6(—9)(x)| = 0((e((+)"12))™2) w10, |

3,2 Summen asbhangiger Zufallsgrofen

02,1 Martingaldifferensen

| 0 d1esem Abschmitt wird versucht, die.Folgerung 3,11 (fur unabhangi—
ge Zufallsgrofen) in entsprechender Weise fur eime Folge von Martin—
gald+t fferenzen zu formulieren.

Ausgangspunkt et die ‘n Abschanttt 1.3.1.betraghtete llnrt*ngnld* ffe—
rensfolge.mit den Bigenschaften (1.43) bis (1.46), d.h. es wird die
in Abschnitt 3.1.5 betrachtete gew!chtete Summation betbehalten,

Auf Grund der Beschranktheisvorsussetzung (1.45) wird das Hauptergeb-
|.nil nicht in der Termi‘nolog‘e absoluter Momente der Ordnung 2+% formu—
liert sondern mitiels der ‘n (1.45) suftretenden Schranke M und der in
Abschnitt 1,3,1 eingefuhrten Charakteristik By o

Das Hauptergebnis dieses Abschnittes e‘nschlieflich e‘ne R.*hu von
Folgerungen wurden <n |184| publig¢ert und s‘nd dem folgenden Sonder—
druck su entnehmen.
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On the Rate of Convergence in the Central Limit Theorem
for Discounted Sums of Martingale Differences

Lupwic Paprrz
Hochechule fiir Verkehrewesen Dresden

Summary. In this paper the behaviour of the distribution function of Z. = B;‘l ; ap(v) Xp
£y

is studied, where (X3);. . is asequence of bounded martingale differences with a.8, constant
conditiona] variances (see (5}, (9}, {10)) and {oe(0) g e, ©E(D, 1), in & Bequence of discounting
factors euch that {1) is valid. The main result (11) congista in the sharpening of the error-
estimate (8) derived by the author in [17] on the central limit theorem for strongly multi-
plicative gystems to the case of martingale differences. Thia case hers considered steadily
has grown in importance (see [9]). The first investigations on such dependent random
variablea are due to P. Lévy [13] and J. L. Doons [4].

AMS 1980 subject classifications: Primary 60 F 05; sscondary 60 G 42,

Key words: Central limit theorem, generalized linear discounting (A -limitation), discounted
suma of martingale differences, error-estimate, estimate of absolute constant.

1. Introduetion

Investigations on the central limit theorem for generalized linear discounting
have been made to a greater degree during the last years. By generalizing many
well-known results on error-estimates in the central limit theorem an estimate for
discounted sums of independent random variables is proved in [18], From the
i main result of [18] we arrive at the following conclusion.
Let (X,)y¢ v, and (%4(v)); ¢ x, be & sequenceof independent random variables and a

sequence of discounting factors, respectively, depending on a parameter ve (0, 1},
satisfying the condition

0<B,= } 2j(v) oj <=, (1)

EEN,

with of =D2X,, keEN,={0,1,2,..}.
.Without any loss of generality suppose

E.Il.=ﬂ, EENE B [2}
Theorem 1 (see Corollary 6 in [16]). Under the assumption {1), (2) and

2 la(o)f** E| Xy P <ee, (3)

ke N,

Der Tnhalt dieser Arbeit |184| wurde 1985 1n Vilntus auf der IV, In—
.tlrnlt# onalen Konferenz uber Wahrschetnl<chke!tstheorie und mathems—
t¢sche Statistik vorgestellt, vgl, |178|,
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with a constant §, 0 <4 =1, the inequality )
sup |P (B, “ZE' a(v) X, <x) —P(2)| _ (4) :

e

5LB (2+8) % !u*[u}]!d-ﬂ EI.X l2+l

with the absolute constant L, <3.510 holds, where the constant given here was improved
by the help of Lemma 2, see (185).

Here and further on ®{z) is the distribution function of the standard normal

law, In the cage of identically distributed random variables and =1 aninequality ‘
of this type first was given by K.-H. JockeL and W. SBenpLEr [11]. §
In the following considerations the normed random variables are uniformly i
hounded, i.e. wi_t.h B cﬁnut_m_t M <o forall ke N, .
| Xyl = Mo, a.s. (5)
Then in (4) the expression é’ lay(0)**? E | X,)*+° can be estimated by M*Bj sup X
E¥EN, EEN,

X (lap(v)| op)® and we get with g, =B sup (|uy(v)| o;) the following estimate:
FENg

Corollary 1. Under the conditions of the Theorem 1 and the condition (5) the

inequality
sup [P (B;"* X mylo) Xy =<2) ~®ia)| =L Mg (8)
T A kEN, =
holds,
It is interesting to know whether the inequality (6) remains valid also in the ' :

cage of dependent random variables. Recently in the case 4=1/4 the error-
estimate (8) was generalized by L.Paprrz [17] to a certain class of dependent
random variables, where the constant L, was improved. In view of the result in
. [17] now let (Xp)ycx, and (@x(?))zen, v€(0, 1), be a sequence of dependent random
I variables and the already above introduced sequence of discounting factors with
the properties (1), (2) and (5), respectively. Further one suppose that the sequence

(Xg)ee, satisfies the following mixing condition of second order (see [7]):

LJ
i o |
I"_.H., EX,: (7)
0sk <ky<..<k,r€{1,2}, i=1,2 ..,8 8=12,..

The property (7) characterizes the sequence (X,),¢y, 88 & multiplicative system
(see e.g. [19]).

The following error-estimate is based on the investigations in [17] (see Folgerung
2), where the absolute constant given here was improved by the help of Lemma 2,
gee (15).

L

=%

Theorem 2. For a sequence (X,)y. 5, of sirongly multiplicative random variables
(see (7)) and a sequence (ay(v))yc v, € (0, 1), of discounting factors with the propertics

Der Tnhllt dieser Arbeit |184| wurde 1985 1n Vilntus suf der IV, In—
ternat4 :uuln Konferens uber Wahrscheinl<chke!tstheorie und matheme—
tische Statistik vorgestellt, vgl, |178|.
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(1), (2) and (5) the estimate
sup [P (BT 3] ay(v) Xy <2) ~ De)| = LoM" ol ®
F I F 13 .

holds, where L,<1.141 is an absolute constant.

Estimates of this type go back to V. F. Garosxix [6]and 5. Baracumzrov [18].
In the papers by J. Komr6s [12] and B. 8aracEmETov [19] it is mentioned that
sequences (X); v, of certain martingale differences, i.e. sequences satisfying with
probability one the conditions

EXo=0,E(Xy/X,_y, ..., Xo) =0 (E| X} <=), k=1,2,.., (9
and additionally

EXi=0;=const., E(X}/X,_,, ..., Xo)=ol =const., k=1,2 vy (10)
are also strongly multiplicative, supposing that the expectations on the left of (7)

exist,

However, the error-estimate by 1. A. IsRAcIMOY [10] in the central limit theo-
rem on martingales (see also the monograph by P. Hatr and C.C. Heype [
indicates, that in the case of uniformly bounded martingale differences better
results as in (8) can be obtained,

The purpose of the present paper consists in the precising of the error-bound (8)
in the case of martingale differences with the property (10). Investigations on
such martingale differences are of special interest. Already in the monograph by
J. L. Doos [4] (see p. 382—384) and formerly by P. Lévy [13] (see Théoréme 67,1.]
first investigations on the central limit theorem for sequences (X, ), . ». of dependent
random variables with the properties (9) and (10) are contained (see also [3]).

2. Main result and corollaries

In the following Theorem 3 the error-estimate (8) with 4 = 1/2 is established for
martingale differences. Thus we simultaneously get a sharpening of Theorem 2 in
the case of the here considered dependent random variables.

Theorem 3. For the sequence (X,),, », of martingale differences (i.e. (9)) with the
properties (5), (10) and (1), where (ay(6))ycx,, vE(0, 1), in (1) iz a suitable sequence of
discounting factors, the estimate

sup |P (B;"' );‘ % (v) X, <x) —B(z)| s L, M7 ol (11)
‘ZER kEX, .
holds. Here Ly~ 1.0578 is an absolute constant.

Write '
Py I =1z
Ag —{* § «z(v)) ff{ g (w)] .

Corollary 2. Suppose that o =inf oy >0 and x=sup oy <o, then from (11) the

ke, kEN,

Der Tnhalt dieser Arbeit |184| wurde 1985 1n Vilatus suf der IV, In—
.tlmlt'!ﬂ'ﬂllﬂ Konferenz uber Wahracheinl+chkeststheor4e und mathama—
tsche Statistik vorgestellt, vgl, |178|.
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error-bound
sup P (B; ' ); ay(v) X; <) —B(z)| = Lo( Mxfo)'” "
e R EEX,
resulls

In the Corollary 2 the error-bound is eplit in three factors, which allow the follow-
ing interpretation. The first factor is an absolute constant. The second factor is
a characteristic of the considered sequence (X,),¢ v, and last but not least the third
factor only is defined by the used discounting functions (xx(?))ycy,, v€(0, 1).
A decomposition of the error-bound in such three factors you already can observe
in the above cited paper by K.-H. JockeL and W. SexpLER [11].

Cerollary 3. Suppose that 1n Corollary 2 a=x and

1, 1=k=n,

oep(v) =ag(w,) ={ﬂ_ k=0 or k==n,

ie. ay(vy) =1y 2 (k) 48 the indicator funciion of a set and the parameter v =1, 18
discretized. Then the inequality

P(—= }i'xrcz)—d.’l{m]

=L, M7 1 (12)
Fn k=1

BUp
xR

holds.

The rate of convergence (12) first was obtained by I. A. IsracmMov [10].
On this occasion it is remarkable, that in [10] for the special case of classical
summation the condition (10) is not supposed and therefore instead of the sum

n n
: Y X, the more general sum n~'"* }' X, is considered. Here the stopping

TN k=i k=1

time r,, is defined by
E+1
1, =inf {k: 2 | TP 15 ST I,}an} ;
i

By means of another method of proof E. BoLTHAUSEN [2] shows in (12) that the
exact rate of convergence is Ln~'"” log n. However, the constant L =L(M) is not
given explicitely in [2]. For variables with bounded moments of order 2 + 24, 4>1,
E. HarvsLer [8] obtains in (12) the estimate 0(n~'®*"® log n). For 4=3/2 this
rate is better than »~ "%, In the monograph by P. Hary and C.C. Heyps [9]
under an assumption on the conditional variances a little weaker than (10) the
. optimal rate of convergence n~'/‘log n is proved. According to the paper by
B. V. Ericksox, M. P. Quise and N, C. WEBER [5] under the neglect of the
condition (5) but under the assumption E|X;|3 <o, k€ Ny, only the rate of con-
vergence n~ """ ia provable. However in this case n ™"/ is the exact rate, see [2, 14].

Corollary 4. From the inequality (11) the estimate (8) resulls if we consider the
sequence (X,)cy, of martingale differences introduced in the Theorem 3. On this

Der Tnhalt dieser Arbeit |184| wurde 1985 in Vilnius auf der IV, In—
ternationalen Konferenz uber Wahrscheinl+chkeitstheorie und mathema—
t4sche Statistik vorgestellt, vgl, |178|.
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occasion Ly can be substituted by the smaller constant L;=IP'@‘E-=I].75M, where
C <0.54094 is the universal conslant appearing in Lemma 1,

In Corollary & an application to the ABELIAK method of summation is given.

Corollary 5. Suppose that ay(v)=1*, v (0, 1), ke Ny, and o, =0 =const. for all
ke Ny Then B;=0o/(1—v?) and p,=(1—v2)'" hold and from (11) the central limit
theorem
P(B ' J o' X,<2)=B(z)+0 (1 -v)"Y), v-1-0, (13)

EEN,

results,

E.g. if weset v=v,=1-n"", a =0, then we immadiately get in (13) the rate of
convergence 'l.‘l{n"'“}.

3. Some preliminary propesitions

The proof of the main result is based on the method of characteristic functione
according to the technique which is used in [8). Again to obtain an absolute con-
stant L, as small as possible (see [16, 17]) a Lemma due to R. N, BHATTACHARY A
and R. R. Rao [1] (see Lemma 12.3) is used, where the constant C given here was
improved on the base of proof in [1].

Lemma 1. Suppose that F, is a standardized distribution function. Then the
inequality
sup |Fy(z) —®(z)| =C (14)
*E A
with the absolule constant C <0.54094 holds,
According to the papers [5, 6, 10, 11, 14 and 16—18] here also the error-estimate

is derived by the help of the well-known proposition due to C.-G. Esseex. How-
ever we use the somewhat sharper version, see Lemma 12.1 in [1],:

Lemma 2. Let f, and g be the characteristic function of F, and ®, respectively. Then
for all T =0 the inequality
r
L] e
F - =— J -t —glt) (1=t — T 15
sup | &) ~0(a) ,“f O~ (1-T) i+ 71 (15)
holds, where b=1/(2u—1) and ¢ =3.26u/(2u—1), 0.7872 =u =0.78720072.

The following elementary Lemma 3 contains the decomposition of differences
with certain infinite products and the estimation of certain infinite series.

Lemma 3. Let Z‘;a} and }) by, by=0, be convergent complex and real series,
EEN, ¥EX,
reapectively. Then the identity
k-1 &
i e JJe = [T e'? [T et (e —e "
o T e R
10 statistics 18 (1087) | ’
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aﬂdﬂemaq'uahhu
) 37 7 e, EHB -1,

EENygmi kEN,

é‘ﬂﬂb'biﬂlj_ga -1) [1+aupbﬂ

g=0

hold.

Prooif, The first part of {ii) results from the inequality &, =e” —1 and from the
gpecial case of {i} ;

ATt s

The other inequality of (ii) is obvious if we consider the estimate
Heh'b,sﬂe"{a —ljsupbt+ﬂeb'b¢

g=0 =0 EENy =il
Further on we need the following convergence theorem resulting from the martin-
gale thaesr:-r:.-r (see [15], Satz 4.6.2).

Lemma 4. Let (Y,);cx, be o sequence of martingale differences (see (9)). Suppose
that the series ) E{I’EII] 1+ ey ¥o) i@ convergent with probability one. Then the

EENy 3
series V' ¥, also is convergent with probability one. !
13/

4. Proofs
To prove Theorem 3 we set in Lemma 4 ¥, =B 'a,(v) X, ke N;. Because of this
Lemma and the conditions (1) and (10) the series Z, -§ Y, ia a random variable,

Now put F,{z) =P (Z,<x) and ay =it Y, and b, =12B; *a}(v) 6}/2, k€ Ny, where F,
is the distribution function in Lemma 1 and 2 and (a;);¢y, and (b;); .y, are the
sequences appearing in Lemma 3. Hence, from, (i) of Lemma 3,

1) -9 = E [T ¢7* —e™ (16)
2=y, kv b
EGIP[ —12/2) ; Hﬂb'llE Ha ?pg "—p -l‘”
=exp (—12/2) Z’ qﬁa |E((e" " —e ™)/ ¥, _,, ..., Vo)l .
EeNg g=
Using the equalities

e k=1 4itY, — 2 Y2 48, |1 Y6
and

e " =1 b, +0.b1/2,
where &,/ =1,i=1, 2,

Der Tnhalt dieser Arbeit |184| wurde 1985 ia V4lnius auf der IV. In—
ternationalen Konferenz uber Wahrscheinldchkeitstheorie und mathema—

t1sche Stat1stik vorgestellt, vgl, |178|.
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we get from (9), (10) and (16)

Ife(6) —g(8)] (17)

.I I -
=exp { -‘3}'2} E H Bi’E ( (F |3 rrl’rafrl‘—l‘ ity ?n) +E' bi.) .
EeNze=0
Now because of (5) and (10) the following estimate is valid
1 1

E(5 WP 1T T, .. Yn) s 1t M(B; ! jeylo)] 01 =5 |t] Mo, by
An application of (i) in Lemma 3 yialds

P [T <", i) Moy3 =(exp (1%/2) - 1) (1+0%%/2) |t| Mo,/3

ENy =0
and "

37 H e"%}/2 = (exp (1/2) - 1) (1 +1207/2) 1303 /4

FeNygmi
Consequently, from (17) we obtain the inequality

i) —g()] = (1 +%05/2) (M/3+ [t] 0,/4) |t] o, . (18)
Now applying the Lemma 2 with ; :

T=T,=x(Mp,)""*, where «=2.726,
we get

sup [F(x) —D(z)| (19)

th

b M 1 A‘I 1 [ &) -1
g Trgr (?""'ﬁ' Trgr'i'ﬁ (T:Ev}!‘i'm I:TUE':I}I) +F§ Tu .

Because of Lemma 1 we only carry out the proof for Ly(Mp,)' <C and thus we
can suppose that the inequality

(Mo,)'" <C/Ly (20)
holds. Furthermore using the condition (5) we have
1=E(X,/o,)?= M2, ie M=1, (21)

Henece it follows that
sup |F (x) —®(x)|
Ed¥ L

= (o)™ = (5+ Clls+ 35 (CIL 4 (CIL)e+ ).

Finally to obtain the desired result of Theorem 3 we remark that

-’i( . G,-’L3+ waﬂ}=+—w.fLa} ‘r;i:)-:l.!-:l.ﬂﬂs,

E

To establish Cnru]]ary 4 we f:rnt observe that the inequality
sup |F, () — ®(z)| = Ly Mo,)"* (22)
xe Ry :

Der Tnhllt dieser Arbeit |184| wurde 1985 n Vilatus auf der IV, To—
ttmtwmln Konferenz uber Wahrsche+nlchke!tstheorife und mathema—
t4sche Stat1stik vorgestellt, vgl, |178|.
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is obvious for L (Mp,)"*=C because of Lemma 1. Now let L,(Mo,)" =C be.
Then we have (Mp,)""* <C/L;=(C/Ls)""*. Hence it follows in the error-bound (11)

Ly(Me,)'" < La( Me,)""* (C/Ly)'" = Ly( Mp,)'" .

This completes the proof of Corollary 4.
The other assertions are obvious thus we omit the proof.
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Als eine mogliche Erweiterung der Untersuchungen bietet sich an, auf
liie Konstantheitsforderung (1.,44) an die bedingten Varienzen zu ver—
zichten, Es gibt daebei zwei Untersuchungsrichtungen:

(i) Unter Verzicht suf (1.44) wird gefoxrdert:
z._ u-ﬁ{vJE{lexH, vsey X,) = const, P~ f.s, (2.18)
Im Fall der klassischen Summation wird mit einer derartigen
Bedingung z.B. bei BOSE(1986) gearbeitet.

(11i) Die Bedingung (3.18) wird in Ehgnluhu;hhtnr Form gestellt:

=3 2(VIE(X2 Xy g, oeey X,) und BnZ = B . (3.19)

Im Fall der klassischen Summation wird mit einer derartigen
Bedingung z.B. bei STROBEL(1978) gearbeitet.

Unter der Voraussetzung (3.19) 12t sich z.B, folgendes Analogon 2zu
Folgerung 5.17 finden:

[sate 3,18, kit einer Martingaldifferenzfolge (X, ), kel , mit der Bigen

sonatt sup B|X, |2*® < 0, 8c(0,1], und einer Folge (x (v)), kel

und ve (O 1), gelte die Bedingung (3.19). Dann erhalt man
1

8, g L((u(2%) ? l%h”z‘anlxﬂzm)ﬁ W28 0282 |)7),
wobei L eine absolute Konstante ist.

atz 3.18 tragt hypothetischen Charaskter, da die Untersuchungen in die{
ser Richtung bisher nicht weitergefuhrt wurden., Im Fall der klassischeq
ummation (Serienschema) wurde dieses Resultat mit L < 3,42 von PADTTZ
(1984, unvercffentlicht) erzielt (vgl. hierzu Bemerkungen zur Arbeit
|250| in einem offiziellen Brief vem 29,3.84 an STROBEL).

In Batz 3.18 ist zu erkennen, daP der Verzicht auf die Konstantheite—
forderung (1.44) bewirkt, dap ein gusatzlicher Term in die Fehler—
chranke aufgenommen werden muf , der von "“E -'I$I abhangty s.|281| 4

ite im oben genannten Brief wurde der Gedanke geaufert, daf hier
anstatt mit §(x) durch die angepafte Verteilungsfunktion Qﬂ{:]

approximiert werden sollte. Dsdurch wirde der zusatzliche Term mit

llni -BEI in der Fehlerschranke wieder entfallen, ﬁqiz) ist hier-
i die Verteilungsfunktion von n°N mit n =7, und Ne§(0,1) un—
abhangig von n, d.h.

¢n{x} = P(n21i<x} = 51 ( 5 (21)™0+2 exp(~ u®/2) du ) aP(n<v) .

2! uck
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Auf Grund dieser Definition wird hier asuch von eimer "gewichteten"
Hormalverteilung gesprochen, vgl. LOEVE(1962). STROBEL(1978) spricht
in diesem Zusammenhang von einer "Mischung" von Normalverteilungen
und bei GLP(gKIH{‘I%B) werden diese Verteilungen "pseudogaufsch™ oder
" quagigaupsch" bbw. "n — gaupsch™ genannt, falls n der “"mischende Fak™
tor" ist. Die charakteristische Funktion hat folzende eimnfache Gestalt

B(exp(~ 0.5 112 tEJJ, t:R1 o

lischungen wvon Hormalverteilungen als Grenzverteilung werdean im Rahmen
dieser Arbeit nicht weiter diskutiert, Hinweise zu Mischungen von Ver—
teilungen findet man z.B, in der Monografie von ROSSBERG|JESTIAK|SIEGEL
(1985)., Anstatt "Nischung von Verteilungen" oder kurz "Mischverteilung)
wird in der Literatur oft auch von "zusamnmengesetzten Verteilungen"
gesprochen, vgl., |[148|.

Weitere explizite Fehlerabschatzungen unter den Bedingungen (3,18) bzw]
(3.,19) wurden z,.B., von KOROLJUK|BOROVSKICH(1984) oder CHOW|TEICHER
(1978) angegeben, jedosch stets ohne Kunntmhnahnchatzung. :
Eine andere Moglichkeit, im Fall der klassiechen Summation den zusatz=—|

lichen Term mit Elns - BE[ zu umgehen, besteht in der Betrachtung

von Summen mit einem zufalligen Summationsindex T, Wie es im Ab—
schnitt 3.1.> angedeutet wurde. Dabei ist z,B,

g +
v, = ik ;E13{1itxi_,1, evey Xq) 2 0}

eine geeignete Stoppzeit, vgl. TBRAGIMOV(1963) .

302.2 Stark mul tiplikative Systeme

Tm vorangehenden Abschnitt 3.2.1 wurde die lMartingaldifferenzfolge mit
der Eigenschaft (1,44) als spezieller Anwendungsfall eines stark mul=—
tiplikativen Systems betrachtet, vgl, Abschnitt 1.3.2 .

as Hauptresultat in Abschnitt >.2,1 lautete, vgl. Satz 3> in |184|,

B,y S 1L u'/2 p:"z mit L < 1,0578 . (3.20)

un soll ein entsprechendes Resultat fur den allgemeinen Fall eines
stark multiplikativen Systems, so wie es in Abschnitt 1.3.2 linge!l'fhrl:
e, angegeben werden,

atz 3,19, Be sei (X.), keN , ein stark multiplikatives System, d.h.

es sei (1,50) erfullt, Weiterhin gelte die Beschranktheitsbedin—
gung (1.52). Mit (Mg ), ke , N=1,2,,.. , als einer uneandlichen
Summatjonsmatrix sei die Bedingung (1,51) erfullt, Dann gilt

-] 174 .1/4
P(B - o
s:piiﬂgznxt<x) P(x)| g Lg M7 Ay (3.21)

L0041 W Fralhars da HYT/RE WIS 04 P1AK 9984 74 SEA N Tr4 endee
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mit I‘B 4 D,WBE alep absolute Konstante,

In Satz 3.19 ist zu erkennen, daf der Exponent 1/2 in (3,20) durch den
etwas ungunstigeren Exponenten 174 ersetzt wurde, Auf Grund des hier
[betrachteten Sumnationsverfahrens wurde die Charakteristik py durch A
ersetzt, vgl., Abschnitt 1.3,2 . Die Ungleichung (3.21) geht in dieser
Art euf [176] zuruek und wurde dort mit Lg < 1,76852 angegeben, In
|164| ist dieses Ergebnis mit Lg < 1,141 su finden. .

ittels der in Satz 1.17 angegebenen Abschatzung und der Glattungsun—

eichung (0,18) erhalt men nun das Ergebnis (3.21) mit der dort ange—
gebenen verbesserten Konstantenabschatzung fur Lg. Die einzelnen Be—

isschritte verlaufen dabei so, wie es in |176| angegeben wurde.

er Parameter «, vgl. Satz 1,17, wird jetzt wie folgt gewshlt: a= 2 35
Wegen der Ungleichung (0.4) ist p = 1/K mit K = Lg/C, = 1,6974... zu
setzen, ®
Tm Gegensats zu Martingaldifferenzfolgen gibt es fir stark multiplike—
tive Systeme noeh keine Untersuchungen zur Fthlarlh-uhi'tnung im zen—
tralen Grenzwertsatz, wo auf die Beschraauktheitsvoraussetzung (1,52)
verzichtet wurde, Offenbar aus beweistechnischen Grunden wird hier
immer wieder auf diese Bedingung zuruckgegriffen, vgl, z.B, auch
ORICZ(1980),
Im Spezialfall lﬂk B fur k=1,2,.00,0 und Ay, = O sonst ist

-1/2

__2
xE(thnk)

A

' - - -
[SARACHMETOV(1973) erhielt fur diesen Spezialfall die Abschatzung (3,21]
in der Form Lg M A)/* mit Ly < &, d.h, sein Resultat war nicht nur

quantitativ sondern auch qualitativ schlechter, da M ohne den Exponen-
en 1'!* auftrat,

KIN(1968) untersuchte gewichtete Summen im Spezialfall stark la
r tri;onomltrinhlr Systeme und erhielt dafur eime noch unal-m-
stigere Fehlerabschatzung als §ARA.GEII:ITD‘F{‘I9TE). Andererseits stellt
as Resultat von GAPOSKIN(1968) die erste Fehlerabschatzung im zentra—
len Grenzwertsats fur stark multiplikative Systeme dar,

Betrachtet man das stark multipliketive System (X ), kel , als ein
funktionensystem im HILBERT-Reum L,(R,R,P), dann stellt die Bedingung
(1.50) eine Orthogonalitatsbedingung dar. Setzt man nun voraus, daP dig
|GroBen X, , kel , nicht nur zentriert sondern auch normiert nind, d.h,

EX: = 1 fir alle k, dann heben wir es gleichzeitig mit eimem Ortho-
lormelsystem uber dem Raum LEG?.‘H,P} zu tun,
Ein schon klassisches Beispiel eines solchen Systems ist die Folge

X, = (7 cos(2m nw) mit we[0,1]

ERAEE LA o - SR s AR S AR il EF &R sL

el E .y
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wobei die Koeffizienten (lnk] eine spezielle Bedingung, die sogenannte
HADAMARD® sehe Luckenbedingung By 41 /m, i qQ2 3 fur alle k erfullen,
Dann kann men die gewichtete Summe Zk: ApX, als die Reihenentwicklung

einer Zufallsgrofe Sy ( = ? MK ) nach dem System (X, ), kel ,

interpretieren, Es handelt sich dann hier um eine spezielle FOURIER=-
Reihe mit den FOURIER-Koeffizienten (er), k‘-ﬂun

Damit deuten gich hier interessante Zusammenhange an, Reihenentwick—
lungen (Orthogonalreihen, trigonometrische Reihen) im Sinne des zen—
trelen Grenzwertsatzes zu interpretieren., Bereits bei ZYGMUND(1959)
wird in der Theorie lakunarer trigonometrischer Systeme ein zentraler
Grenzwertsatz (qualitativ, ohne Fehlerabschatzung) angegeben, vgl,
2,8, auch MORICZ(1970).

Als eine weitere Klasse abhangiger Zufallsgrofen werden in der I.it:o.l-a--J
tur seit einigen Jahren die orthogonalen Zufallsgrofen untersucht,
jedoch wird darauf hier nicht naher eingegangen, vgl. z,8, MORICZ
(1980).

4, Abschatzungen im globalen zentralen Gremzwertsats

4,1 Unabhangige Zufallsgrofen

%,1,1 GleiochmaBige Abschatsung

Die Zielstellung dieses Abschnittes besteht in der Ubertragung der Un-
gleichung (3.9)auf den allgemeineren Fall der I.p-latrik mit 1gpg oo .

Die sup=iiorm entspricht dabei dem Fall p = o0, Entsprechend (0.9) sei
hier
m g
Opp (_Llﬂnix)lpdzip ,1$Pg o o
Auf Grund der Ungleiohung (0.22) ist also nur noch eine Abschatzung
in der L,-dletrik bereitzustellen, Es gilt folgender Sats:

Satz 4,1, Es sei (%), k=1,2,,..,2 , eine Folge unabhangiger Zufalls—

n
gr;B-n mit EX, =0 fur alle kundﬂ(:ﬂiuz_ﬂl.zk < o0, Dann gilt

B )

'In Satz 4.1 tritt also die gln:lnhl Momenteancharakteristik wie in (3a9)t

e —— = pra——— i w Ty . rr-
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auf, so def die aquivalenten Darstellungen dieser Charakteristik dort

zu ersehen sind.,

Dieser Satz wurde in |[179| bewiesen, jedoch mit der etwas ungensueren
onstantenabschatzung K < 33,88 .

um Beweis dieses Satzes wird ein aanliches Hilfemittel wie die Ungleis
ung (0.4) im Fall der L= Metrik benotigt, um eine gunstige Kon—
tantenabechatzung zu erzielen. Es gilt

4,2, Unter den Voraussetzungen won Satz 4,1 gilt
a X2 |Xg|”? 0.5
K°? ( 2 B min(=§ ;%) (4.2)
aiﬂ $ %o k=1 ;E . nn

Y = max (ap'(a) — a®p(-a)) ¢ 0,1012283 1st.,
. _

(1.5 war hierbei die Konstante aus der Ungleichung (3.9).)

Der Beweis von (4.,2) ist elementar und ian |179| zu finden. Es wird da—
i das Int-gratioug-hint (=00, ) zerlegt in {x: lein] u[xl [::l}a.}J
ann wird (3.9) ausgenutzt, Dieijetzige Konstantenabschatzung fur K,

Vergleich zu |179| ergab sich durch die verbesserte Abschatzung von

5 in (3‘1&9)0 ] Y
egen Lemma 4.2 ist Satz 4.1 nur noch im Fall

3 .
. E E nmti‘-&l—:; < K2 K, = 12 mit 1= 0,316 (4.3)

n n
beweisen, Andernfalls ergibt sich aus Lemma 4.2 sofort Satz 4.1,

r weitere Beweis von (4.,1) wird nun mit der Glattungsungleichung
(0.19) gefuhrt, wobei die Differens der entsprechenden charekteristi—
chen Funktionen in den S&tzen 1,8 und 1.9 abgeschatzt wird, Nach An—
ung der Satze 1,8 und 1,9 werden die Integrale in (0.19) mittels
(2.41) ausgewertet, Auf diese umfangreiche Rechnung wird an dieser .
telle verzichtet, 8. |179|. Auf dfe mumerischen {lberlegungen zur optidq
en Wahl der freien Parameter &, und a, (allgemeines Iterationsver—
shren in einer geeigneten Fixpunktgleichung), die schlieflich die K::J
tante X mit der angegebenen Abschatzung zulassen, wird ebenfalls ni
ingegangen, Entsprechende Uberlegungen dazu wurden im Beweis su Satz
.6 angedeutet,

rulpmg 4,3, Mit den Ergebnissen (3.9) und (4.1) ergibt sich uber dig
Abschatzung (0,22) die Ungleiuhun;

anp 4 L 1“’ t E min.("‘k' —xx'—) mit M = mﬁ' (4.4)
y'x

Pi- hier vorgestellen Abschatzungen gehen auf ERTCKSON(1973) suruek,

o e s e A A A M B A S SER A T/ 42440
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wo K < 72 angegeben ist und der Hinweis suf die mogliche Abschatzung
mit K < 36 gegeben wird, Aus (4.4) erhalt man sofort die LP—ﬂ’arainn
bekannter Abschatzungen in der L -detrik (sup—form), so wie sie z.B.
in PETROV(1975,1987), Kapitel V (Ungleichungen von KATZ—PETROV, Un—
gleichung von OSTPOV, Ungleichungen (0.3) bis (0.3)), angegeben sind,
dabei jetezt mit_einer Konstantenabschatzung.

Der Fall p = 2 ist bereits bei STUDNEV(1961) zu finden (ohne Konstan= |
tenabschatzung)., Fur beliebige p haben STUDNEV|TGNAT(1967) die Unglei—
chung (4.4) als qualitatives Resultat formuliert., Zur weiteren Tnfor-
mation wird der Sonderdruck |179| eingefugt.

107

LUDWIG PADITZ DK 519.25/.26
Uber eine globale Fehlerabschiitzung im zeniralen Grenzwertsatz')

1. Einleitung

Es sei X,, X, ..., Xn ... eine Folge unabhiingiger ZufallsgroBen mit endlichen
Streuungen. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit gelte nun

EXy=0,k=12..., (L
und es sei
Bi= SEX2>0n=12 ... @

k=1 x
Durch Fa(x) = P(X; + X3+ - + Xa < x) und @(x) = K g2 du werden
V2n

—

die Verteilungsfunktion der Summe der ersten n ZufallsgroBen und die Vertei-
lungsfunktion der standardisierten Normalverteilung bezeichnet.

In den Arbeiten [5, 7] wurden unter den Voraussetzungen (1) und (2) die absolute
Konstante in der Fehlerabschiitzung des Restgliedes | Fy(xBy) — @(x)| in der Norm
des Raumes Ly, prizisiert und folgendes Resultat erhalten:

dnoo = BUP '|F“[x]5“]. i ljl[z}l =L i E min (}, Jx_:‘l) J..{L:: (3)
xa R k=1 Ba By

mit L < 4,77, wobei L eine absolute Konstante ist. (vgle Folgerung 2.7)
Mit Hilfe von Lemma 12.2 in [11] und der in [5, 7] angegebenen Beweistechnik ld6t
sich in (3) sogar L < 3.51 zeigen. Ziel dieser Note ist die Betrachtung einer entspre-
chenden Aufgabe im Raum Ly mit der Metrik

oo ijp
I .5.,=( f]F!{xBn}—ﬁtx][P dx) , l=p<oo
und die Prizisierung des Resultats von R. V. Erickson [2].

2, Resultat und Diskussion
Es gilt Tolgende Fehlerabschiitzung (vgl, Satz 4.1)

Satz 1: Die Folge X,, X,, ..., Xa, n = 1, 2, ..., unabhiingiger ZufallsgroBen mige
die Bedingungen (1) und (2) erfiillen. Dann gilt mit einer absoluten Konstanten K

1) Dieser Beitrag basiert auf einem Vortrag, gehalten am 13 November 1984 an der Stantl. Univ.
EADEE LS Era Leningrad. 393
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wo K < 72 angegeben ist und der Hinweis suf die mogliche Abschatzung
mit K < 36 gla-htn wird. Aus (4.4) erhalt man sofort die Lp—\"arainn
bekannter Abschatzungen in der L, —ietrik (sup=fiorm), so wie sie z.B,
in PETROV(1975,1987), Kapitel V {Ungleichungln von KATZ—PETROV, Un—
gleichung von OSIPOV, Ungleichungen (0.3) bis (0.3)), angegeben sind,
dabei jetst mit _einer Konstantenabschatzung.

Dir Fall p = 2 ist bereits bei STUDNEV(1961) zu finden (ohne Konstan=
‘tenabschatzung), Fur beliebige p haben STUDFEV|IGNAT(1967) die Unglei—
chung (4.4) als gualitatives Resultat formuliert. Zur weiteren Tnfor-
mation wird der Sonderdruck |179| eingefugt,

|
|

die Ungleichung
S ; 1 Xk|
dm=KZE ‘“"’( Ba )B.," *)
wobei K < 33,88 ist.
Unter Benutzung der Abschitzungen (3) und (4) folgt sofort (vgl, Folg.4.3)

Folgerung I: Es gilt mit M = K(L folgende Abschiitzung

=L M!me:lE min (1. JK—"r] ﬁ‘i _ (5)
Auf Grund der Identitit
5 i Xu |} Xy 2 e -3 H d
u§1E min (1 __ﬁ:_.) B Ba- fu dVy({u) + By f|u| dVi(u)= H“-E[Ln{u}du,
| = Ba | = Ba

(6)
mit Lp{u) = B,—*? Zn'_j v dVi(v), Vi(u) = P(Xy < u), ist in (6) die L,-Version be-
k=1

%= u
kannter Abachitzungen des Raumes L (vgl. [8], Kap. 5) erkennbar.
Im Fall p = 2 wurde die Abschitzung (5) von J. P. Studnev [9] angegeben. Fiir be-
liebige p kann man die Abschiétzung (5) bei J. P. Studnev und J. I. Ignat [10] finden.
Jedoch erfolgte in diesen Arbeiten keine Konstantenberechnung. In der Arbeit von
R. V., Erickson [2] wird K mit 72 abgeschitzt und darauf verwiesen, daB K < 36
nachweisbar ist.
Entsprechend einer Bemerkung von L. F. Rozovalij ist die in {5) oder (6) auftretende
Momentencharakteristik in folgendem Sinne optimal: Es seien Ay € R! beliebige
Borel-Mengen, k = 1, 2, ..., n. Dann gilt

'_E E min ( ri:r) B::

znj I.mm[ [‘"J)Xk I{X..EAu}+me( 1K—kf)%:-:1{xkﬁﬂk}]

o

B

e ZJ [ul*dVau) + Ba? 3 fu‘dh{u.'l. (7
H‘\ Ay

wobei 1{ E} die Indikatorfunktion des Ereignisses E bedeutet. Wegen der Ungleichung
{7) fiihrt die Betrachtung von abgeschnittenen Momenten auf beliebigen Mengen Ay
und R! ., Ax (vgl. [5, 7]} stets zu einer Vergriberung der Momentencharakteristik.
Ag = (—Buy, By) ist damit optimal, und die in [2, 3] betrachteten Intervalle 4, =
(—te T’), — 0 = —7w < 0 < 7’ = o0, hedeuten keine Verallgemeinerung, ebenso
nicht der in der Literatur betrachtete Fall Ay = (—eBq, eBy), £ > 0, (vgl. [B], Kap. 3,
Satz 8).

AuBerdem ist eine Vergriberung im Sinne von (7) fiir praktische Anwendungen bedeu-
tungsvoll, wenn die Berechnung einer Abachiitzung fiir B erfolgen oder an andere
Resultate angekniipft werden soll (vgl. z. B. Ungleichung (3.1T) in [8], Kap. b oder
Beweis von Satz 2 in [6]).

Der Fall Ay = R z. B. fithrt auf den bekannten Ljapunev-Bruch, vorausgesetzt
E|XkP <oo, k=12, ...,n,(vgl [4], Satz 5.3.1. oder [8], Kap. 5, Satz 16).

a3
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wo K ¢ T2 angegeben ist und der Hinweis suf die mogliche Abschatzung
mit K < 36 gegeben wird. Aus (4.4) erhalt man sofort die L,~Version
bekannter Abschatzungen in der Lm-il-trik (sup=fiorm), so wie sie z.B,
4n PETROV(1975,1987), Kapitel V (Ungleichungen von KATZ—PETROV, Un—
gledchung von OSIPOV, Ungleichungen (0.3) bis (0.3)), angegeben sind,
dabed jetst mit _einer Konstantenabschatzung.

Der Fall p = 2 ist bereits bei STUDNEV(1961) zu finden (ohne Konstan= }
‘tenabsechatzung). Fur beliebige p haben STUDNEV|TIGNAT(1967) die Unglei—
chung (4.8) als gqualitatives Resultat formuldiert, Zur weiteren Infor—

mation wird der Sonderdruck [179] eingefugt,

AbschlieBend soll auf eine ,ungleichmiBige” Ly-Version einer Fehlerabschitzung 109
im zentralen Grenzwertsatz hingewiesen werden, vgl. [1]:
p

‘ [+ [x[p+4-1) |Fa(xBa) — @ (x)[}° dx ECBn"“’j.EIXtIH- (vgle(0.7))

falls E Xy P < 00,k = 1,2, ...,0,0 <8 < L.

C ist hierbei wieder eine (unbekannte) absolute Konstante, die nur von 4 und p ab-
hiingt. Bei genauer Analyse des Beweises in [1] ist zu bemerken, daB C = C,,p iiber
alle Grenzen anwichst, falls 4 beliebig nahe an 1 herankommt. Der gleiche Effekt ist
auch in [12] festzustellen. : : : : !

3. Beweis ; ; :

Tm Beweis des Satzes 1 spielt folgender Esseenscher Satz, vgl. [4], Satz 1.5.4., die
zentrale Rolle:

b 5T 4 (U2 + 4TPR e+ 8, T>0, - i (®)

T
wolbei = f [t-2 (fa(t) — g(t)) | ¢,
.

s (12 wamm—gonat
= [|qe e — g fat,
=T

| ? f‘{t-} =fﬂ“" dF‘[an}, g{t-] = a—t"L,
Die Beweisschritte verlaufen etwa wie in den Arbeiten [2, 5, 7] und gehen auf W. Feller
[8] zuriick.
Folgende Lemmata fiihren zum Beweis des Satzes 1: (vgl. Lemma 4.2)
Lemma 1: Unter den ‘Fc:rrmmtzungeﬁ des Satzes 1 gilt '
4 = VK, R, (9)

wobei K; = 8L(1 4 2y) < 45,8762,
y = max (ad¥(a) — a? @(—a)) < 0,1012283 .
a&Z= 0

I Wegen Lemma 1 ist der Satz 1 nur noch im Fall KR < VE R, d. h.
R < KK, < ¢% o= 0,34192, (10)
zu zeigen. Wir fiihren weitere Bezeichnungen ein:

I= By 3 E[Xe[* 1{|Xe| S Ba), B = B.ﬂi!:xg 1{|Xx} > Ba).

walt) = falt) — g(t), @(t) = ([t]/6 + t2¢[8) I + (1 + t*¢%/4) B,
z(t) = (2]t|/3 + Bt2g[8) I' + (3 + Bt2p%/4) B, n(t) = |t] /2 + 2B,
T—=(a, I + 8,B)1, a;, = 1,042, a; = 0,66, d. h. s, = a,,

1 =1 ( 1 -1
M=(1—2a0— —) , N= 1-4&391—-.-_—) :
( ¥2 ni) ( 128,
L=2MN(M+N), pa=p)8 8=LMN

. %01
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wo K < 72 angegeben ist und der Hinweis auf die m;glinhn Abschatzung
mit K < 36 gegeben wird, Aus (4.4) erhalt man sofort die Lp—ﬁraiun
bekannter Abschidtzungen in der L -ietrik (sup=fiorm), so wie sie 2.3,
in PETROV(1975,1987), Kapitel V (Ungleichungen von KATZ—-PETROV, Un—
\gledchung von OSIPOV, Ungleichungen (0.3) bis (0.3)), angegeben sind,
dabei jetst mit _einer Konstantenabschatzung.

Der Fall p = 2 ist bereits bei STUDNEV(1961) zu finden (ohne Konstan=
tenabschatzung)., Fur beliebige p haben STUDNEV|TGNAT(1967) die Ungled
chung (4.4) als gqualitatives Resultat formuliert, Zur weiteren Tnfor—
mation wird der Sonderdruck 1179l eingefugt.

110 Lemma 2: Unter den Bedingungen (1), (2), (10) und |t| =< T gilt

“_'1@5 = [t| g(t) exp(— t32My), (vEle Satz 1.8) (11)
Iit YaB| < 2(0) exp(— t2/2M)) + () (7() + 1) exp(— ¥ [2N)). (12)
(vgl. Satz 1.9)

Lemma 3: Unter den Bedingungen des Lemmas 2 gilt

£ < M2 “/l"’ﬂ . i l:li;ﬂ'l : YM

3 15 7
& l’f { ke ;{_}-‘u' ~ Prn ﬁBl , (13)
1 2
fxgm 617 B
2 B e
=10+ EI"E 1_5},“ ‘R

2 75 (V>
I . [M"" (% +gmt 2;;3 ?u’) + 1A% (20 + 1) (1%‘- i L+ iVE 1.‘)
e e+ 10 (PhE + f 1o )l (14

Aus Lemma 3 folgt wegen (8) im Fall (10) die Abschiitzung
| dur < B (a, 7 + a,B) + V12 + 48,7 g% ¢ + & < KR.
Damit ist Satz 1 bewiesen, wenn die Lemmata gezeigt werden.

Beweis von Lemma 1: Esseia = J(1 + 2y)/(2LR). Mit der Ungleichung én. = LR
folgt mit F*(z) = F(—z) + 1 — F{z), z = 0, die Abschiitzung

I 8 = 2aLR + [ (F*(xBy) + @*(x)) dx = 2aLR + [(|x| —a) d(x)
i |xiL" n
+ : ’ x2dFy(xBy) = 2aLR + 2¢(a) — 2a®P(—a) + %
|l|‘.‘-"~l
I < 2aLR 4 %{1+2y,'|=}"_l£_oﬁ.

Beweis von Lemma 2: Entsprechend der Beweistechnik aus [2, 5, 7] folgt im Fall
(10)

izlhrftj"ﬁnl — r(t/Ba) | = t2g(t),

wobei ve(t) = E exp(it X;), ge(t) = exp(—0.5 t2EX;?) gilt.
Weiter folgt im Fall (10) fiir [t| = T

Hl T ¥s(t/Ba) @p(t/Ba) | < exp(—0,5 t2/M).
i p=- g=r 1

e ST A i -?u'z

L)
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K < 72 angegeben ist und der Hinweis auf die mogliche Abschatsung
it X < 36 glg.;kn wird, Aus (4.4) erhalt man sofort die Lp-ﬂ'nraion
bekannter Abschatzungen in der L  —iletrik (sup~fiorm), so wie sie z.B,

in PETROV(1975,1987), Kapitel V (Ungleichungen von KATZ—PETROV, Un—
gleichung von OSIPOV, Ungleichungen (0.3) bie (0.3)), angegeben sind,
dabei jetst mit _einer Konstantenabschatzung.

er Fall p = 2 ist bereits bei STUDNEV(1961) zu finden (ohne Konstan=.
tenabschatzung), Fur beliebige p haben STUDNEV|TGNAT(1967) die Ungled
chung (4.4) als gualitatives Resultat formuliert., Zur weiteren Tnfor—
mation wird der Sonderdruck |179| eingefugt.

Hieraus erhilt man (11). Entaprechend gelten die Teilabachitzungen 111
3w (t/Ba) — e’ (4/Ba) | S [£] w(th w(t) —9(8) + 200

r—1 n .
VB 4 2 e t/Ba)| < [t (n(®) + 1) und

r—I1 n
T I vo(t/B) palt/Ba)
Pl Taw

= exp (—0,5t2/N),

falle [t| = T und R = p? ist. (12) folgt nun aus

4w

dt t | |dtt .= ,{I, ,,,,{I“"F‘?’q"'—?ﬂ‘ .
1] r—1 n
=t Z IT ¥o@a||ve' — @' | + 72 |wa(t)|
r=1!p=1 g=r+1
i1 r—1 r—1 n
+ 6 3 l ST I vewa 19| Ive—l
r=1Ji=1lp=1 g=r+1
p#*j
n r—I1 n
+ Z H I voeq |'Fl'| |7r—.$’r|'+
I=r+1|p=1 u;;-}-l

Das Argument t{B, wurde zur Vereinfachung der Schreibweise weggelassen. Ea ist
noch anzumerken, daB entsprechend den Bedingungen (22), (23) der Arbeit [5] hier
ausgenutst wurde, daB .

uTgwgﬁ'ﬁ"min[ﬂ.h,fale—,—t—-i ]/-;-(1——1- : )l

VZa,' N J2s

Damit ist Lemma 2 bewieaen.
Zum Beweis von Lemma 3: Es wird folgendes bestimmte Integral ausgenutzt:

r+1
2

[a 5]
f|t|’axp[—t‘jn]db — opSITA, o = P( ) r=0,1,...,10, s {L M, N}.
—e0

Wir haben nun

2= I""'ft.’”t”ﬁ + t2/8)% exp (— t2/M) dt

L=

+ 2T B [ (|18 + 20/8) (1 + 12 g%/4) exp(— 2/M) dt

—

o Blft.lu + t2p?/4)? exp (— 13/M) dt

o ¢ ¢ s / ¢ C
13 4 -5 L S - . SRS I S
=M IV36+24J’H+M}'H p'HF—|—1/c,+ g 7a' + 1g Y By ,

03

:
F
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wo K < 72 angegeben ist und der Hinweis suf die mogliche Abschatzung
jmit K < 36 g-g-ban wird, Aus (4.4) erhalt man sofort die L ~Version
bekannter Abschatzungen in der L —-lietrik (sup—florm), so wie sie z.B.
in PETROV(1975,1987), Kapitel V (Ungledchungen von KATZ—PETROV, Un—
gleichung von OSTPOV, Ungleichungen (0.4) bis (0.3)), angegeben sind,
dabei jetst mit_eimer Konstantenabschatzung,

Der Fall p = 2 ist bereits bei STUDNEV(1961) zu finden (ohne Konstan= }
tenabschatzung), Fur beliebige p haben STUDNEV|TGNAT(1967) die Ungleiw=
chung (4.4) als gualitatives Resultat formuliert. Zur weiteren Infor—
mation wird der Sonderdruck 1179| eingefuat.

112 wobei die letzte Ungleichang sofart durch numerisches Nachrechnen iiberpriift wer-
den kann. Damit ist (13) bewiesen.
In gleicher Weise ergibt sich durch prizises Nachrechnen die Ungleichung (14), unter
Beriicksichtigung von L = N = 4.
Auf diese umfangreiche Rechnung wird jedoch an dieser Stelle verzichtet.
Folgerung 1 erhalten wir mittels der bekannten Abschitzung dgpP = fg; dnec® 1, vel.
[4], 8. 179.

4. Zusammenfassung

Es werden eine im Zusammenhang mit dem zentralen Grenzwertaatz der Wahrechein-
lichkeitstheorie untersuchte globale Fehlerabschitzung (5) in der Lyp-Metrik,
1 = p = oo, betrachtet und die dabei auftretende absolute Konstante LMYr ab-
geschiitzt.

‘ Beim Vergleich mit bekannten Resultaten wird uber dl!l Optimalitit der verwendeten
Momentencharakteristik R, vgl. {(7), diskutiert, die den Voraussetzungen (1) und (2)

angepaBt ist.
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Abschliefend sei darsuf hingewiesen, daf sich die hier formulierten
Ergebnisse auch problemles fur den Fall der Summation im Ser{enschema
oder der gewichteten Summation angeben lassen., Jedoch wird an dieser
Stelle darauf verzichtet,

|

4,1.2 Ungleichmapige Abschatsung

Wir bleiben auch in diesem Abschnitt beim klassischen Summat<onsschema
|fur unabhingige Zutallsgrofen und untersuchen die Ungleichung (0.7).
Wichtige Uberlegungen dazu gibt es bereits im Abschnitt 2,2 mit der
Gle‘chung (2.6), den Ungleichungen (2,14), (2,16) und (2.40), vgl.
auch (2.39) und Satz 2.5, Damit haben wir im Fall p=1 und unter der
wichtigen Voraussetzung (2,20) und unter Beachtung der Gleichung (2,43
bereits folgendes Hilfsresultat abgeleitet:

[« o]

_l;x:“&;nn(z}[uz $ Il n s (4.5)

wobei L = L(6) eine absolute Konstante ist, die nur von &
und den fest zu wahlenden Parametern a, K und B anhangt,

Die Ungleichung (2.44) gibt im Fall 6=1 einen konkreten L=Wert anm,
Die linke Ungleichung in (2,20) beinhaltet folgende Kleinheitsforde—
Tung an Lo s n o+ VEle (2.23) mit x = K,

L2es,n £ %Iz* “"{'%xa)n

d.h. wir benotigen noch eine Abschatsung der Art (4.5) ohne diese
Kleinheitsforderung. Sei1 deshalb ab sofort

I‘Zd,n > ‘1'!2" -:p{-—!ilz}. (4.6)

Satz 4.4, Unter der Voraussetzung (4.6) mit ad0 und K>O0, sowie B>1,

gilt fur alle 6e(0,1]
@

1+6
BN R NE TR S . (8.7)

mit Msd(6)= 24,?((1!6)2“21!}5).[-(2“).4{%)4{21- %)3*5) und

[+]
Dy = 2e((2+ 5]-)1“’2 o
Zum Beweis dieses Satzes benotigt man folgende Hilfsaussage:
lemma 4,5, Fur 6e(0,1] gitt die Abschatzung

n 2+6 &

E | 8] g T RIS Y PP (#.8)
=

wobei Dy dfe im Satz 4.4 angegebene Konstante ist,

Der Beweis dieses Lemmas ist 2.B. bei S,.HAGAEV(1979), 5.784, oder in

[ ———— — — e
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S oUAGAEV | PINELIS(1977), 5,258, zu finden, indem man dort t= 2+ und
¢ = 240,55 wahlt, Die Einschrankung &6 ¢ 1 1st in Lemma 4.5 nicht not—
wendig und wurde nur von Satz 4.4 ubernommen, Tn Lemma 4.5 gilt
Dg < 96,4 . Zum Beweis des Satzes 4.4 schreiben wir nun entsprechend
S .NAGAEV | CEBOTAREV(1978), S.NAGAEV(1979) oder SEBOTAREV(1979)

00

148 - i 148
_llll Iﬂn(xllhsfgllﬂn glkl +Eéx (1=9(x))ax ¢

Mit der Bedingung (4.6) folgt hieraus die Abschatzung (4,7) mit der
dort angegebenen Konstaanten. ®

Wir kommen im Fall 6=1 wieder zu dem bereits in Kapitel 2 betrachteten
Zehlenbeispiel mit e= 17,5604 , B= 1,12918 und K= 2,01322 suruck und
erhalten ebenfalls den 4n (2,84) angegebenen Zahlenwert

M g 433,178 , (4.9)

[ Aus (4,5) und (4.7) erhalt man fur eine beliebige Grofenordaung von
die Abschat
ng‘fn ie Abs zZung

_LuﬂﬁmﬁﬂMxSnm max(L(6,a,K,8) H(5,8,K,8))L, . . o (4.10)
a,K, v
Im Fall 6<1 wurden bisher keine numerischen Untersuchungen zur gunsti=

gen Wahl der Parameter a, K und B ia (4.10) durchgefuhrt,
{Aus (4,10) und (4,1) erhalt man nun wegen der Ungleichung

3
| ;;mfg-,%_g'_, Ny .
n

die Abschatzung a-r_ura'a- (0,17) fur p=1 (Ly = Metrik), Im Fall p=co
haben wir die Abschatzung (0,5) und konnen so mittels (0.23) die in
der Binleitung erwahnte Ungleichung (0.7) ableiten.

Fur 6=1 ergibt eich mit den errechneten Zahleawerten

| c(p,8) g 22 VP(33.4 + 433,178) VP 31,93571P ¢ 127, 740 7,39VP

4,2 Martingaldif{ferenzen

In diesem Abschnitt wird wieder die gewichtete Summation entsprechend
dem Abschnitt 3.2,1 untersucht. Die Zielstellung des Abschnitts 4.2

Ihutnht in der Ubertragung der Fehlerabschatzung (3,20) auf den Fall
der Lp = Metrik mit p 2 1, Dae Ergebnis wurde bereits in |189| angegr_'_ll
ben und wird hier noch einmal zitiert:

CONdd W Coanlthane da WY IBL NI id #4858 SHEL JL . A A A e
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sSatz 4.5, Fur eine Martingaldifferenzfolge {Ik), kcﬂo, mit den Eigen—

schaften (1.43) bis (1.46), wobei (o, (v)), kel , ve(0,1), eine

geeignete Folge von Gewichtsfunktiomen ist, gilt die Abschatzung
Byp & T (/) VP (up ) (=1 C10R) o p 5 4 (4.12)
wobei L < 1,0578 wumd K < 14,072 ist (aw vgl. (0.9)).

'Der Beweis wird uber die Ungleichung (0.22) gefuhrt, Ee wird dabei di
Abschatzung (3.20) ausgenutzt, Semit ist nur noch eine Abschatzung im
der L, — Metrik bereitzustellen. Dasu wird die Ungleichung (0,19) ve
wendet, wobei der Satz 1,15 zum Einsatz gelangt.

Vorher wird jedoch eine zu Lemma 4,2 analoge Aussege formuljert, um

' entsprechend (4,3) eine obere Schranke fur die benutzte Charakteri-
etik (IILp‘,.‘tE""'5 zu bekommen,

Lemma 4.6, Unter den Voraussetzungen von Satz 4,5 gilt

| & § 20°% (e )% (#413)
mit K, = 8L(1+2y) § 10,17567 ,

wobei y die in (4,2) eingefuhrte Konstante ist.

Der Beweis verlauft entsprechend Lemma 4.2, vgl. |179], mit dem Untery
schied, dap jetzt (3,20) mit L < 1,0578 ausgenutst wird. =
Wegen Lemma 4.6 ist Sats 4.5 nur noch im Fall

xp )2/ <« K12 up)V* | aun.

(Mp,)2’5 < (kx2)M> =1 = 0,019105 (4,14)
zu beweisen (mit p=1),

Die Ungleichung (0,19) wird mit T =T = u{.lpv}"'ais, a=3  verwendet,

wobei wegen (4.14) die Bedingung T_ > «/l ausgenutzt werden kann,
Da der Satz 1.15 nur Abschatzungen ohne einen exponentiellen Faktor
liefert (im Gegensatz zu entsprechenden .l.buh;tnm-n fur unabhangige
Zufallsgrofen), kommt (2,41) hier nicht sum Einsatz. Die Integrale in
(0,19) werden sofort direkt ausgerechmet, vgl. |189|. Die optimale
wahl des Parameters & erfolgte wieder uber ein geeignetes numerisches
Verfahren., ®
Der erste globale Yrengwertsats fur Martingaldifferenzfolgen wurde n1
NAKATA(1976) bewiesen und zwar im Fall der klassischen Summation, d.h
(vgl. Abschaitt 3.1.5)

a (v) ;{1‘ k=112y 00040y o
0, sonst,

Mit der zusatslichen Forderung der Gleichheit der bedingten Varianzen
in (1.44) ergibt sich dann =aus (4.12) die Fah.llrnhlch;taung

"




116
8, § 5 (VP2 INO0R) Sy 59 (8,15)

je in (4.15) angegebene Konvergenzgeschwindigkeit wurde bereits von
TA(1976) erhalten. Dabei ist bemerkenswert, daf er die Bedingung
1.44) nicht voraussetzte, sondern mit einer giaj,gnatan Stnppnit Thy
gl, Abschnitt 3.2.1, die Summation vornahm (jedoch ohne Abschatzung
er Konstanten in r.iu- Fehlerschranke).

Pall der ABEL'schen Sumation, d.h. @ (v) = v© fir alle k, erndlt |

unter den Voraussetzungen zu {4,15) dia Ungleichung
e’ (k)P " Jf 10p) (v ){fy—ﬂ/{EOp] Py 1.

a
vp

it dieser Ungleichung hat man damit einen ersten globalen Grenzwert—

atz fur Martingaldifferenzfolgen im Fall der ABEL'schen Summation.

etzt man g,B, VvV = a ® 1= n"", «>0, dann erhalt man aus dieser Un—
eichung sofort die Konvergenzgeschwindigkeit -
a,, = o IR e, (4.16)

4,3 Stark multiplikative Systeme

[pas Ergebnis dieses Abschnittes wurde gemeinsam mit SARACHMETOV erzield
vgl, |190|. Hier wird wie in Abschnitt 3.2.2 die Summation mit einer
dlichen Summationsmatrix (M\p ), kel , 8=1,2,... , betrachtet,
tsprechend dem vorangehenden Abschnitt wird nun die Ungleichung

3.21) auf den Fall der L, — Metrik, p 2 1, ubertragen,

atz 4,7, Es sei (lt.k),Ir ke, ein stark multiplikatives System, d.h. es

sei (1,50) erfullt, Weiterhin gelte die Beschranktheitsvorausset—
zung (1.52). Mit (Ag, ), kel , §=1,2,... , als einer unendlichen
Suzmationsmatrix sei die Bedingung (1,51) erfullt. Dann gilt

» 1 1 Ip®2
(_éa |B(Bg" ; Apc Xy <x)=q(x) [Pax)P ¢ :.Bttf u 2% {:ﬂ% (8.17)

p 21, wobei Lg < 0,9182 und K < 11,45 ist.

er Beweis verlauft entsprechend dem Satz 4.5, also mittels der Un—
eichungen (0,22) und (0,19) und einer zu Lemma 4,6 shnlichen Au:na.g-i

4,56, Unter den Voraussetzungen von Satz 4,7 gilt

» 1

(_l |P(By b Mg X <x)=0(x) Pax)? ¢ £2°2 (ua) /8 (4.18)
mit K, = 8Lg(1+2y) ¢ 8,83277 |

wobei y die in (4.2) eingefuhrte Konstante ist,

per Beweis dieses Lemmas verlauft ebenfalls entsprechend Lemma 4.2

B R . aE A S MElAE L AEEF WAEE Fh SEA A Tid 19490
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’751., [179], mit dem Unterschied, dap jetzt (3,21) mit Ly < 0,9182 aus—
enutzt wird, m . .
tsprechend (4,14) ergibt sich hier die Schranke (fur p=1)

a?a)?!7 ¢ (x2x,)* %5 = p = 0,090919 . (4,19)

un Beweis von (4,17) wird die Ungleichung (0.19) mit T=ly= a(i?)A J /7|
5,09, verwendet, wobei wegen (4.,19) die Bedingung Ty > a/p ausge-
utst werden kann, Damit ergibt sich die Moglichkeit der Anwendung wvon
atz 1,16 in der Glattungsungleichung (0.19), Auf die nun folgenden
uswertungen der Integrale in (0.719) wird hier nicht eingegangem, vgl.
[190]|. In der zuletzt genannten Arbeit wird auch das numerische Ver—
ahren zur optimalen Wahl des Parameters & beschrieben. =

bechliefend sei festgestellt, dap die Ungleichung (4,17) ein erates

esultat zur Pehlerabschatzung im globalen zentralen Grenzwertsatz bei

tark multiplikativen Systemen darstellt. In der bisher vorliegenden

iteratur wurden fir diese Klasse von Zufallsgrofen noch keine Unter—
ungen in der L, — Metrik durchgefuhrt,

5. Abschatzungen im lokalen gentralen Grenzwertsatsz fur Dichten bei

gewichteter Summation unabhengiger Zufsllsgrofen

In diesem Kapitel wird wieder die gewichtete Summation beirachiet, so
e sie bereits in Abschnitt 0,3 eingefuhrt wurde,
ie Restgliedabschatzungen werden mittels abgeschnittemer Momente an—
geben, In Abschnitt 5.1 gehen abgeschnittene dritte Momente in die
ehlerschranke ein, so wie sie sinngemaP im Abschnitt 1.2.1 mit der
rofe o, definjert wurden. In Abschnitt 5,2 wird die Fehlerschranke
t abgeschnittenen vierten Momenten gebildet, vgl, I.'(H'.) in Abschnitt
1.2,3 und die dort definierte Ghirnktlrintik"",. In Abschnitt 5.3 wird
pine asymptotische Entwicklung untersucht,

5.1 Bine Fehlerschranke mit abgeschnittenen dritten Momenten

Die Ergebnisse dieses Abschnitts wurden bereits in |187| publiziert

] und werden hier auf den folgenden Seiten als Sonderdruck wiedergege—
ben. Bei allen Aussagen spielt eine Voresussetzung eine Rolle, die der
PETROV' schen Bedingung ahnlich ist, vgl, etwa Bedingung (P) in MACHT |
WOLF(1987).
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00 ool oNeHEe 0CTATOYHOIO WIeHa B JOKAIbHOH
npefeabHoll Teopeme 1A BIBCIICHHRIX CYMM He3aBHCHMAIX
cayJafHpIX BeIHIHH

Jhoaeur ITaantn
Ilpesaecrnil MHCTATYT WHHEHePOB TpaHcnopTa W cBASH mM. Prugrnxa JTucra

Peawme, B nacroamedl pafore mccaenyerca nopefenne Xapaxtepucthieckofi pyERunH M
nxoTEOCTA BeTvnEN £, = B, ! Zn op(t) Xypo 1€ (X})pe 5, — NOCAEIOBATEALHOCTD HEABMCHMEIX
L=

cAVHAlHLEE BeTHYMH M Bee ay(v) — BecoEHe ParTOpH, SABMCANIMEe OT DapaMerpa ve(0, 1).
CraTen OpogoIEaeT HCCASIOBAHRA aBTopa [5, 8] n obolmasT MaBeCTHHE PeayaAbTATH, NOTY-
YeHHEE 1aA (odee cOeUHANALHHX METONOB CYMMHDPOBAHMA.

AMS 1980 subject classifications: Primary 60F05; secondary G60E10.

' Key words: Central limit theorem, discounted sums of independent random variables,
characteristic function, local imit theorem, error estimate.

1. Bpeienue

[lycre {Xi}, k€ Np, — moCJaeR0BATEIBHOCTE HEBABMCHMEX CaYYaiiHBIX BEJANYMH ©
MATEMATHYECKHAME 0/RHIAHAAME, PABHEMH HYJ10,  KOHEYHEIMN JHCOEpPCHAMI.
Mycrs {ag(r)}, k€ No, vE(0, 1), — nOCAEROBATEILHOCTL HEOTPHLATEILHEX BECO-
BHX (AKTOPOB, SABACAIIMX OT HapaMeTpa v.
Mycrs {4}, k€ No, — npoussonsusie Gopenesckne muosectsa. [lonommm

Vi(x)=P (Xg<z), vs(t)=E exp (itXs), of=EX}, Bi= )} ai(v)ai,
kENg
fa= [ wdViw), yu= xf u® d Va(u) ,

: ltn}lm‘lk W Eag (vl
bi= X oj(v) fox, co= Y oj(0) yor, Qu=B;%y, I'v=8B.%.,
EcNs kN

Fy(zBy)=P [kg ar(t) Xe=xBy), polz) =F (2By), foll) =:l::.£“3’ dFxBy),

git) =exp (—#/2).

M Tpebyem, uTofnl 0= Bl <o n 0=cp=oe,
B macrommedt pabore mcclegyerca nosejeHue XapaxTepucrnyeckoil gymuiumn

peanmanns Zy,= B! Z' ap(v) Xp. Obmaa aemMMa noceAMeHa Heclel0BaHIK CTPY K-
kENp
TYPH OCTATOYHOTO 4ieHA B oneHKe |fy(t) —@(t)|. C noMompbio 9T0# JEMME M JOKAa-

HEM JIOHAJILHYH Opele bHYID TeopeMy /A naotHooTel,

In MACHT |WOIF(1987) werden Fehlerschranken unter der Voraussetzung
einer HOLDER-Stetigkeitsbedingung (gleichmaBige HOLDER-Stetigkeit,
asymptotische HOLDER-Stetigkeit, LIPSCHITZ-Stetigkeit) an die Dichtem
angegeben, allerdings in der O~Symbolik. Dort findet man auch weitere
Literaturhinweise, insbesondere auch sur Lp = Version des lokalen
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2. Obman xemva  (vgl, Satz 1.12 (11))

3
Jdemma, fMyemv 8=0 maxoe, wmo /6 +82<2. Tooia npu seex O=im- l.f' )

m/G Hme

npu acexr |H|=Ty= rnin{ 2T } ILMEEN MECINO HEPABEHCIEO
r r

[Fell) — p(t)] = (Cr2Q, +Caltd I'y) exp ( —5e(-2 amz)) : (1)

ede pocmosunne Cy w Ca auws 3asueam om .

AHAINTHYECKYI0 CTPYRTYPY nocToaunux, ) n Cs MosHO RaiiTh B JoKasaTeHCTHE
JEMMEL,

Caepersme 1. fHyems m = V 2 moeda npu ecex

|t/ = Ty=min l— ]2&3,-'[8, 45 = }
HMEETH MECTIO =

. o — I

fult) = @lt)] = (Cot20Qy 4 Ca|t]3 I',) exp ( ) .!2) : (2)

Caeperemne 2, [Hyems e caedemoun 1 $=3 T'TI,GIE. moada npu Geer
1 1

It = To=min {nm ' 35T }

HMEEH MECTID
1

[folt) —@(t)] =(3.76620, +1.05 |13 I'y) exp ( g t3) ; {(3)
Ecau, kpome mozo, b;=0 (nanp. Ae=R\ k=1, 2, ..., n), moeia npu |t ——;1—
HMEEIR MECITY

1
el6)—g(t) =1.05 Lijt exp (—+ ), (4)

afte Le=B%,.

Onenxn (1) — (4) apnawores obo0menneM HECKOIBKNX NIBCCTHEX OLEHOK, ¢M. HROP.
aemmy 1, e, 137, B [9] wan aemwy 2 B [4]. Wupoxyw auckycenio ol onenkax
THIA (1) B cAy4ae KAACCHYECKOTO CYMMHPOBAHNA W CYIECTBOBAHNA TPETBUX MO-
MEHTOE MOdHO HaliTh B [6].

3. /logaasnkie Teopemn

C nomomelo HepapencTa (3) MBI J0KamKeM JOKAILHLE npejebHBE TEOPeMLL 1A
IIOTHOCTEH, KoTOphle ca csoedi croponn obobmatr onenwn B. B, Iereosa [9],
10. I1. Crypuesa [10], B. Mepegosa [4] n B. Boaswa [11].

| In MACHT |WOLF(1987) werden Fehlerschranken unter der Vorsussetszung
| einer HOLDER-S tetigkeitsbedingung (gleichmaBige HOLDER-Stetigkeit,

asymptotische HOLDER-Stetigkeit, LIPSCHITZ-Btetigkeit) an die Dichtem
| angegeben, allerdings in der O~Symbolik, Dort findet man auch weitere
Literaturhinweise, insbesondere auch sur I.p =~ Version des lokalen
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Teopema 1. fTycms
Ltk @
u;{vﬂ
di=C/Ty . 6
It :»!r *“I’?“- R" )‘ il @

Tozda das ecex docmamowno Ganakux k eduruye sesusun ve (0, 1) nywecm&yem serdy
HERPEPBEHAR NAOMHOCME Po(T) W, KPOME MO20,

sup pf[z]——erp[—- )'5—[33+Gn]{ﬂ-+ru]= ()
e 1 y2n
2de Ty=min {%m,‘ ﬁ} u O nosescumesshas abcomomuas nocmosHHas.

damevanue, E:.runn .!'J, +I'y pocruraer MuHNMYMa, ecan Bubupaem A=
_[ Bp.r Bs] kEJ?lﬂ.' CM. y T],

Teopema 2, [Tycmv
lim Bl=w u Be(@+ly)sG<es, ' (8)

w-=1-0

2de @ — noaomcumeavnan nocmosnnas. fyemo

J ] it ol a = ©®)
Iﬂb-iﬁ

Toede meopesa 1 umeem mecmo u, Kpome mozo, ¢ (T) nosyvaem nqmmyg (3.8 +C%)
G/ By. ’

D10 npejaoKeHne ABIAETCA OYEBMIHWM caeicTenem Teopemm 1. Teopema 2
obobmaer Teopemy 10 B [9], c. 249, Teopemy 2 B [4] u pesyusrar B [11]. Tyers
Akz[_Bll, H-p], kEI‘:ﬂ. TDI."II,a

Be
Q. +y=RB" ‘f Le(w) du, rvne Liu)=B.* 3] af(v) J  2dVix).
EENg Izl = ay vhu
iy
Teopema 3. [Tycms B! J'LT[u} du -0, v=1—0, u das ecex =0

f [T 1ve(a(v)t)| di = [I(B"fL,{u} dﬂ), o+1—0.

i=e kENe

Toeda dax scex docmamouno Gauakuz x edunuye sesunun ve (0, 1) cywecmayem sendy
HeRpepaNas niomuocms pe(x) ik, KpoMe mo2o,

Bup
= R

Pﬁzl—re:p(—l zi) (B;‘ tirp.i',,.l:u}«ii.l), p=l=0.

1 o4 ptatisiics 18 (1DET) 3

In MACHT |WOLF(1987) werden Fehlerschranken unter der Voraussetzung
einer HOLDER-Stetigkeitsbedingung (gleichmaBige HOLDER-Stetigkeit,
asymptotische HOLDER—-Stetigkeit, LIPSCHITZ-Stetigkeit) an die Dichtem
angegeben, allerdings in der O-Symbolik. Dort findet man auch weitere
Literaturhinweise, insbesondere auch gur L, — Version dew lokalen
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L)

Teopema 4. Hycms lu:nmf{l—u] Bi=0, lim sup (1 —v) (Beb? +-¢s) <= u das
I,l' o t=1-0
scex >0 | q |'l?k{ﬂ!g{!r] t}| uﬂ 0( el ) v—1—0. Tozda dan ecex docmamouno

|§]z=& kg
Gauakux x edunute swavenuii ve(0, 1) cytqﬂcnwyem serody HERPEPHEHAR NAGTRHGCME

Polz) u, kpowe moeo,

Hs Teopemu 3 caeayer npepaosenne B [10], ecan noaommm
_J11=k=n,

ak{v]_{ﬂ', k=0 wm k>n,

970 caygail KaaccHIecROTO CYMMUPOBAHNA.

rje Hamp. n=mny=entier ( I

=0(f1-v), v—-1-0.

Bup
s R

1 1
Pn{ﬂ"ﬁ exp ( e z’)
Ha reopemm 4 caenyer reopema 3 B [4], ecan Bubnpaem «x(v)=v* (Meron cym-
MupoBatnA oo Aseaw). B srom cayuae umeem
B, J1—v=0{1), v—=1-—0.

Yro e Kacaerca apyrux npumepos Bubopa BecoBuX (axtopor {me(v)}, em. [5],
¥ NPHMEPOE NPAKTHYECKOTO NPHMEHEHHA, M. Hanp, [2, 12, 13].
Hapo samernts, 9o B [13] noAenAeTcA HeHOpMaJbHLH NpefenbnLil 3aKon.

4. JlOKB3ATEIRCTBO JTSMMBI

Beepem eme caeayiomue 0503HAYCHNA @
_ 4 4 4 + . L Fm dm?
ov=18, *EEF: ag(v) o Ty =min {ﬂmu ﬂrui ' F:]'
=648 n a(d)=d(—In (1 —-d2/2)-d2/2)
{cp. [6] c. 211 mam [1] Teopema B.4),
Pacemorpum cnasana cayuwaih |t =T, n onenum pasnoers [folt)—g(t)) xar s
paborax [1, 3, 6, 7, 8]: Ha onenox

| | 2 x 3
ay(v) ¢ 1 g(ﬂr.{v} Pae | fxil®) vt ”’)s
!u,( = )—1 = (3 +( - ) =d¥2<1,

& (1w on(5) +515)|
o oot
Z 2w ()|

=00y +5 [t T +t%a(d)

I

+

Hoy <1 (2,696 + 202,6%) + [t I'd

In MACH?T |WOLF(1987) werden Fehlerschranken unter der Vorsussetsung
einer HOLDER-Stetigkeitsbedingung (gleichmaBige HOLDER-Stetigkeit,
asymptotische HOLDER-Stetigkeit, LIPSCHITZ-Btetigkeit) amn die Dichtem
angsgeben, allerdings in der O~Symbolik., Dort findet man auch weitere
Literaturhinweise, insbesondere auch sur I&' = Version des lokalen
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BHITEKAST

ro =000 (1+(@+8%) ald)) + 1t T\ 5+ da(a)

1 3 i
= £ 85 (1 +(d8+8%) a(d)) + 19 T+ 83 T (a(d) -

3 i
=7 t’ﬂm“+lﬁﬁ’ (1 +(d* +8) a(d)) +& (‘”Ml_ﬁ ’
rie xt= o oty H
A )0, x=0,

o)~ 9(0)) = (Cit22 + it I exp (—1 2 (13 ame))
rie

C;=C}(8)=(1+(d +8%) a(d) exp (9(0))

Cy=C4(8) = (3 +da(d)) exp (g10))
H

08) =+ 8 (1 +(@ +8) a(d) +5 (o) ).

. 8 ; s
Teneps pacemorpum cayqait Tp=t| =T, re. =T,=Ty wm V2 )5/6=

FalE
= T'y= Ty, nockoiAbKy NPOTHBEONOIOMEHOE HEPABEHCTRO TOIBKO YIPOUALT OLeHKH,
Coraacuo [3] u [7] noayvaen

\felt)| =exp (—% 2 +; 70, -.L% it P.).

B cayuae 8171 =T, < T, umeem 81753 <dm2/Ty, 1.0. le=m?, n
8V <82m/(69,), T.e. Qy=<bm?/6 .

12

B cayuae £ }’ﬂﬂ_,."ﬁz Ty~ Ty Toswe umeenm 2,<8m?/6. CreosaTebHo

Ifelt)] =exp ( —% @ [1 —% ama)) :

113

Haasme, ecan 8,3 =T, =<|t|=T,, Toraa

9 "
lpit)| =exp (—WE +3 ‘%‘ g,_; e = ﬂv)

=exp (-; aﬂ-; (l —; dmz)).
Tak Kak [¢3 Qy=84/(6m) .
CaepopaTensHo B caysae T;-: [t} =Ty moaygaem
Ifn[ﬂ--@{#]li(l +exp (—; ﬁ')) exp(—; (1 —; ﬂm’)]
=(C}/2Qy +C; t]p I'y) exp (—g (1 -; &m’)).

2&.

In MACH?T |WOILF(1987) werden Pehlerschranken unter der Vorsussetsung
einer HOLDER-Stetigkeitsbedingung (gleiochmafige HOIDER-Stetigkeit,
asymptotische HOLDER-Stetigkeit, LIPSCHITZ-Btetigkeit) an die Dichtem
angegeben, allerdings in der O~Symbolik, Dort findet man auch weitere
Literaturhinweise, insbesondere auch sur L, = Version des lokalen
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rae
¢ =Ci=002(1+exp (-5 #), CL=ClO)=F CT®).
Teneps mmbop Ci(8)=max (Cy(8), C;'(3)), i=1, 2, samepmaer OKABATEILCTRO

JIEMMB].

5. okasaTeAheTBE TeOpEM

Joxasarenscrso reopems 1. Cuavana nokawem, uto fu(t)€ Ly(—oe, =) gan
BCOX NOCTATOYHO OAMSKAX K eguHime peawyad v£(0, 1). Mu nmeem (cp. [9])

[oia=s [ ib0-e@ dt+ [ exp(-r2)di+)2n

— 16| =Ty #>Ty

+ [ I vx( ‘;“) dt=h+I +)2x +1s.

s, Y
B cuny yeaosufl TeopeMu 1 @ cneferena 2

L=2 V3010, +9C:Tv =18 (Qu +T3), La=2/Ty=20 (@ +T), -
IaégﬂﬂrTr _5..1{'0[] {gu +Fp} .

Orcoga caeayer, 9To fo(t) € Ly{ — ==, ==) it cymecTsyer NpoMBBOAHAR Py(Z) AIA Brex
T H BCeX NOCTATOYHO GAMBKMX K enuuune spagvenuit v, CrepoBaTeasuo

Pol) ——— exp (—2%/2) | = z I=2 (3.8+Co) (413

V2=

sup

Teopema 1 noxasaHa.

1
Jdokasareascrso reopemu 2. Iyers T'p=o min (1, r,t). Cornacuo poka-

BaTENLCTRY TEopeMH 1 OLCHHM I, 8=1,2,3, C nomomew (8) n (9) noaydaem
| I;EIS{D; -i-Pf]ElEHfH,, I:=2MIII.B'H
Iy=B, q lve(ae(v) £)| di = ll]GCufB,, T.0.

t>(108 m,-:-r,n -1 K

3
3 1,=10G (3.8 +Co)/ By.

=l
By
Iloxkasarenscrno Teopemu 3. Hs B;' [ Ly(u) du—0 caenyer, ato 2, ~0 it
[1]

caegosarensno 'y —~0, v+1—0, T.e. Ty—co, v—+1—0, Teneps ua reopems 1 Bh-
TEKAET YTRepHIeHHe TeopemMul 3.

-

In MACH?T |WOIF(1987) werden Pehlerschranken unter der Vorsussetsung
einer HOLDER-Stetigkeitsbedingung (gleichmafige HOIDER-Btetigkeit,
asymptotische HOLDER-Btetigkeit, LIPSCHITI-Stetigkeit) an dte Dichtem
angsgeben, allerdings in der ﬂ':_ﬁruhnh Dort findet man auch weitexre
Literaturhinweise, insbesondere auch sur L, — Version dew lokalen
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Jorasatenvcreo Teopemu 4. Mu uMeem B ocmay ycrosult teopemm 4

(1-v) Bi=ge=0 u (1—v) (Bdi+e)=Go=eo paam v=wy, Te.
i By (2 +T0) =0oB;%/(1—v)=60lgo # Qo+ To=}1—v Gogg™* .

CaenopaTensHO cOracHO NOKasaTeabeTeam Teopem 1 U 2 nosnyvaem

L=18Gu;¥ V1—v, L=20Gw®*Y1—v u ILi=Ch)1—v.

Teopema 4 moxazana. ,
Aprop 6aarogapen B. Boasey u B. MEPE10BY 34 noneansle saMedanna.
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Summary N
In this paper the behaviour of the characteristic function and density of Z, = By 2 a(v} Xy
k=0

| is studied, where (X, p, is 2 sequence of independent random variables and the oy(r}'s
are discounting factors depending on a parameter v¢(0, 1). The article is a continuation
of the researchs carried through by the author [5, 8] and generalizes known results, ob-
tained for more special methods of limitation.
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| In MACH?T |WOLF(1987) werden Fehlerschranken unter der Vorsussetsung
einer HOLDER-Stetigkeitsbedingung (gleichmaBige HOLDER-Btetigkeit,
asymptotische HOLDER-Stetigkeit, LIPSCHITZ-Stetigkeit) an die Dichtem
angsgeben, allerdings in der Ozhﬂynhlik. Dort findet man auch weitere

Ihitmturhinnm, insbesondere such sur L, ~ Version des lokalen
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Grenzwertasatzes, Darauf wird an dieser Stelle nicht noch einmal einge™
gangen, Weitere Ergebnisse zur vorliegenden Problematik wurden von §
'WOLF |[SASVARI(1986) und SASVARI|WOLF(1987) publiziert, Diese beiden
Arbeiten befassen sich ebenfalls mit der gewichteten Summation,

In MAEJIMA(1980) findet man eime ungleichmafige Fehlerabschatzung im
lokalen Grenzwertsatz,

Zur Information uber weitere Fragestellungen im Zusammenhang mit dem
lokalen Grenzwertsatz (Wahrsoheiunlichkeiten grofer Abweichungen, m =
Abhangigkeit) wird auf MACHT(1986) verwiesen.

5.2 Eine Fehlerschranke mit abgeschnittenen vierten liomenten

Es gilt folgende Aussage:!
Satz 5.1, Es sei (X, ), keN_ , eine Polge unabhangiger Zufallsgrofen mit

EX,=0 und EX. < @ fir alle keN_ . Weiterhin sei (m (v)), kel ;
ve(0,1), derart, daf neben nzztn';un) und '\', < 00 die Limesbezie—

hung 1lim 1!' = 0 und die spezielle PETROV'sche Bedingung
v=>1=0

| I R T N ST TR

| It1>(2%,) kel

| gelten ngﬂ. Dabei 1st M >0 eine absolute Konstante, Damn exi-
' stiert fur alle hi.nﬂinh-nd nahe an 1 liegenden Werte ve(0,1)
eine uberall stetige Dichte Py(x) und auferdem gil% die Fehlerab-|
| schatsung

6, & LYy, mit L =L)< g—, (1231 + u,). (5.1)

fmia im Satz 5,1 auftretende Grofe 8, 1st in (0.10) definjert, Zur De-
finition von p'[::} siehe ebenfalls Abschaitt 0.3)

Des vorliegende Brgebnis (5.1) wurde im Fall der ABEL'schen Summation
von MEREDOV(1979) erhalten, jedoch ohne Konstantenabschatzung.

Der Beweis dieses Satzes ist in [181| zu finden und wird mittels der
Ungleichung (0.21) sowie Satz 1,14 (mit s=0) gefihrt, Die Integratinme}

I;;nn:u T ist dabei gleich {2”}-4 " o
Abschliefend sei bemerkt, dap Py ‘Q' gilt, wobei p, ebenfalls eine in

| _m
' Abachnitt 1.2,3 eingefuhrte Momentencharakteristik darstellt.
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5.3 Bine asymptotische Entwicklung

Satz 5,2, Be seien die Voraussetsungen von Satz 5.1 erfullt, wobei

jedoch in der dort gestelltem PETROV'schen Bedingung die Schran—
ke M_p, stehen moge, Dann gilt fur die in (0.13) eingefiibrte

GroPe folgende Fehlerabschatzung
sup |p,(x) = ®(x) = 65(~9)(x)| § Le(p, +¥5) (5.2)
x .

mit L = L(M,) < max(1736, 61+ M /(2%)),

Der Beweis dieses Satzes ist ebenfalls in |181| zu finden und verlauft
auch uber eine Glattungsungleibhung des Typs (0.21) und unter Ausnut—
zung von Satz 1,14,

[Wegen der Relation p § 2%, ist auch in (5.2) offenaichtlich, daf

ie dort angegebene Fehlerschranke unter den Voraussetzungen des Satzeq
egen Null strebt (fir v—>1-0). Die gleiche Bemerkung gilt auch fur

olgerung 3:15,

6, Anwendungen

6.1 Anwendung einer globalen Abschatzung bei der Normalapproximatioen

von Zufallselementen im Raum 12

Bs mod Xy=(Xyqy Xgpy eoo) = (Bgdyuq 2, co » ¥¥1s25000n | oine
Folge unabhangiger Zufallselemente mit Werten x, im Raum 1, , d.hs

z;zﬁd = x 12 <o, 2.0,

Zur Vereinfachung betrachten wir hier identisch verteilte Zufallsele—
mente mit den Eigenschaften

EX, =0, Bl =1 wma B’ < w. | (6.1)
Wir benutzen die B-cu:l.nhnmg:p I.l‘.zu = r.g und l]]‘..ulj = BJ o
ein gaupsches Zufalle]

I.'I: sei nun 2 = (31, 2,, ose) ® (zd):'.,l'z'“‘_'m

element im 1, mit BZ = O und lzf = u? fur alle j, wobei noch zusatz—
lich (um brauchbare F-hler:bauh;tmgnn zu erhalten) die Unabhangig-

keit der Koordinaten sowohl von Z als auch von X, , k=1,2,..,,n ,
voreusgesetst wird. 0.B.d.A. gelte nun a, 2 %44 fur alle J.

An dieser Stelle sei bemerkt, def die Kovarinazoperatoren von I und
Z Ubereinstimmen, Die Bedingung (6.,1) wird nun erganzt durch

—— - P T T T T R A TiA SELSR
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min @, g const, > 0. ' (6.2)
1€J<H4

n
Wir bezeichnen mit S_ die normierte Summe n-V?2 X, und mit S
3 k=1 nJ

die j—te Koordinate von 5 n~V?2 Eg; Xy o SchliePlich sei

d, = sup|P(| S, |[|<x) = P(||Z][<x)]| »
b 4
In der Summationstheorie 1, — wertiger Zufallselemente wird die Hor—
malapproximation im Sinne einer Abschatzung des Abstandes,der soeben
eingefinrten Grofe d ,untersucht, vgl. %.B, S.NAGAEV|CEBOTAREV(1976)
oder CEBOTAREV(1979). Bs sei weiterhin

(m) 2 =
dnn -'?IP{J%SM(z)-P(gﬁ(:)I ’

a,= al®), Bei 5,NAGAEV|UEBOTAREV(1978) findet man folgende Aussage
Satz 6.1, Es sei X, k=1,2,...,0 |, eine Folge m:gnbh;ngiger, identisch

verteilter EEIallailum:ntl mit Werten im Raum 1, . Die Koordina-
ten von X, mogen unabhangig sein und es gelten die Bedingungen
(6.1) und (6.2), Dann ist mit dem oben eingefuhrten gaufachen
Zufallselement Z folgende Fehlerabschatzung richtig!

: 4
& § 0272 (M) ) é By + 4¥ (6.3)
jll'l P
wobei C eine absolute Konstante ist,
Es sei bemerkt, daf die Ungleichung (6.3) auch im endlichdimensions-
len Fall brauchbare und zum Teil neue Fehlerschranken ljiefert und =.Bq
Formel (3.19) bei VAKHANTIA(1981) pragisiert wird:

Polgerung 6.2. Bs sei X, k=1,2,,..,0 , eine Folge unabhangiger, iden-

tisch verteilter r—dimensionaler Zufallsvektoren mit mabhﬁngim
Koordinaten, wobei di: Bedingungen £6¢1J und 0.B.d.A, @y 2 Gy
soo 2 &y > 0 gelten mogen., Dann erhalt man mit der absoluten
Konstanten C aus Satz 6,1 die Ungleichungskette

4 = ") ¢
a » min(r,4)
a2 afrpsh( ] o )/* 2 8, + 200,765 /2 o3, ¢
3 3 r 17
3=1 =5 I=
/2 -
C °

Zum Beweis der Folgerung 6.2: Die Unabhangigkeit der Koordinaten umd

der Zufallselemente (Zufallsvektoren) gestattet die Umformung (mit me=
min(r,4))1
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B ~ -12,~3
) ¢ 2 sup 3 [P(S,y¢x) = P(Zy<x)| § 220,765 % a 2%,

wobei zuletzt die Ungleichung von BERRY-ESSEEN, vgl. (0.,1), mgnmdﬂ
wurde, Wegen der lMonotonie der Folge {"j)t 3=1,2,0.0,r ', folgt sofort
die zweite Abschatzuag in Folgerung 6.21

4 o : - = g
(I"?1 a )2/t ¢ a7? g o firalles135.m
j:r
Der wesentliche Beweisgedanke zu Satz 6,1 besteht im U"h-rgnng zu den
eindimensionalen Grofen Spy Wmd der Abschatzung eines "Pseudomoments™
fur Spy

oo
_lzzlrtﬂnj < ujx} - §(x)| dx . (6.4)

Auf Grund der Ungleichung (4,10) ergidbt sich fur (6.4) sofort die
obere Schranke (mit 6=1):
42, mexl, W) Iy £ Oy n /2 o33 p, - (6:5)
mit C, = 433,178 ,
it Hilfe der Abschatzung (6.5) wird es moglich, die Konstante C in
(6.3) numerisch abzuschatzen:
C ¢ 204 = B866,3% . (6.6)
In der folgenden Beweisskizgze soll noch einmal aufgezeigt werdemn, wie
bei der Abschatzung von 4., vgl, linke Seite in (6.3), die Grope (6.4)
entsteht und sich dabei die Konstantenabschatzung (6.6) ergibt.
Sei Fy(x) = P(83;<x) wnd G,(x) = (2§ <x), Dann ist wegen der Unab—

h:ngigklit der Koordinaten

o0 :
G = o IRy (x) = (e, |

=1 3=
m @ e 2]
oup | ([R1E,y~(R10,)n (%] F,,(x)| + oup|( [R] F,y= (W] @))m[EIG,(x)]|
ol J=1 J=m+1 X j=m+ J=m+1 =1

¢ a® . plw

I-ubai
: m
p{m) . sup | W16 ym( ) Poym = 6,)(x)|
*x j=1 Jj=m+1 J=m#+1
ist, Mit fnj und Ej werden nun die charakteristischen Funktionen zu
wn;j bzw, GJ bezeichnet, Dann liefert die Umkehrformel

[ ———
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(m)s S --I-| r’lsj(t]l | ]‘]r (t)_ﬂ;(tJ] at, (6.7)

=1 j=me1  j=m#

Die Differenz im Integranden wird abgeschatzt durch jEEE ]fnj - Ejl*
=m+1
wobei das Argument t zur Vereinfachung weggelassen wurde., Jumn ergibt

sich mit partieller Integration
o0

|204(8)= g5(+)| = | é, (e3¥X _ 1 — 14m)a(F,(x) = O5(x)) | =

(=o00)

|49 (4% = a)(p y(x) = 6 (xDax | =

D*—f“g

| + S (.1 ty°_ (P18, 1<y) = P(124[<7)) ay |y

wobei nulnt:t X= 12 substituiert wurde, Hieraus erhalt man
0

Irnj{t}-— B;(t)l < 2|t _én |y(|1t¥2.. 1)(1’(3::;(?’ - r(zqu dy <
@
41111‘5 S rzlr(anjn:r) - P(2,<y)| ay =
=0

@©
a|t]1e> ug _én‘zman;“‘;" - ¥x)| ax , (6.8)

zuletat wurde y = uj: substituiert und vorher kamen die Ungleichungen

u s
lei®a| ¢ {I.E' :: :::; (s reell), wa fo] g |81/ fiir |s|g1

gur Anwendung. Die Fehlerschranke (6.8) wird im (6.7) ausgenutzt
wobei vorher das Integrationsgebiet zerlegt wird:
(m) , 2 S 3 s |
D ®oe dt + oo e .-t =3 I + o
I, wird weiter abgeschatzt mittels der Schranke (6,5) fur das in (6,8)
auftretende Pseudomoment (6.4):

2o, V2 ﬁ 2 | -
I c % Ma.t))] as .
ths™ " J=m+1 g itl‘.SiTnI I 11.1‘1( pol

Andererseits erhalt man fur I, mit T = 1n1!3{ EEE; 511:215 y YOy
=m+

2 =52 1/2 ll'l
I o
2 £ 'x'n |tléfnlt[ | Ej(tll dt

3=1

Pl s Lamd = _ sk B . ol S E S e a s e R 2 TN A RE
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In der letzten Ungleichung wurde die Differenz der charakteristischen
rwuktion-n in (6,7) einfech mit 2 abgeschatzt, Bs ergibt sich

o
m
p(™) ¢ max(® c,, & y3/2) pp=1/2 - b, { 16172 Py (0] at
J=m+1 0 i=1
un wird y ale Losung der Gleichung %ﬂ‘l i y2/? gewanit,

nter Ausnutzung folgender Darstellung fur |gd(t)] :

lgg(t)| = (1 + 4 o:.? §2 =14

Iwird schlieflich im Fall m=4 eine Abschatzung des noch verbliebenen
Integrals durch die CAUCHY'sche Ungleichung vorgenommen. Man erhalt
w i
m-lle [ibg (4)]at g Eﬁ 5 11214 hgtzjﬂdt}q, "(I"Iﬂ”“
=1 J=1
Damit ist Satz 6.1 mit d-r :I.n (6.6) angegebenen Konstantenabschatzung
bewiesen., m
Aus der Beweisskizge ist zu erkemnen, daf der Hauptteil des Beweises
im Nachweis einer Abschatzung fur (6.4) mittels (6.5) besteht,
[Sats 6,1 bdleibt auch im Fall nicht nnt:;ndig identisch verteilter Zu-
fallselemente im Raum 1, richtig, vgl. CEBOTAREV(1979). Ebenfalls bei
OTAREV(1979) findet men eine su Satz 6,1 entsprechende Aussege fur
die Normalapproximation von Summen unabhangiger Zufallselemente im
Raum 1), 2<p<@ , jedoch ohne Kcutmtmbuch;tm. In diesem Fall
lspielt die Abschatzung einer zu (6.4) enalogen Grofe mit |x|P anstatt
im Integranden eine zentrele Rolle, Die Sohranke (6.5) eathalt dann
neben dem LJAPUNOV-—Bruch I.3 noch einen additiven Term mit dem LJAPU-
HOV~Bruch Lpﬂ a o ¥8lo al]iﬁ!mﬂﬂ??] oder RYCHLIK(1983). Konstan-—
t-nﬂbnnhnt:ungin wurden im Fall p>2 noch nicht durchgefuhrt, Sie kon—
nen aber mit der im Kapjitel 2 vorgeschlagenen Beweistechnik realisiert
werden .
Wird auf die hier stets vorausgesetzte Unesbhangigkeit der Koordinaten
der Zufallselemente im HILBERT=-Raum verzichtet, versagt die vorgeste
te Beweistechnik, Wesentliche Gedanken hierzu entwickidltenu.a, GOTZB
und darauf aufbauende Autoren, vgl, Schwerpunkt 1) in Abschnitt 0,2,
Abschliefend sei bemerkt, dap die Prage nach der asymptotischen Ver—
teilung der form einer Suawse von Zufallselementen im Raum 1, speziell
auch beim Studium linearer Gleichungssysteme mit zufalligen xn-rri--
zienten auftritt, vgl, z.B, RICHTER(1979).

AR1Y VV Fraihars Aa 377 /RE WIS/ 45 14 418 99C4 /4
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6.2 Anwendung der Summatjonstheorie (gewichtete Summation) in der

Hachrichtentechnik

In digitalen Ubertragungseystemen mit Amplitudenmodulation werden die
Effekte der Nachbarimpulsstorungen (Intersymbolinterferenz) durch ein
lntauhastisuh-- kodell beschrieben, das auf der gewichteten Summation
m-.bh;ng;!.g-r Zuralllgr;ﬂm beruht. Unter gewissen Vorsussetzungen kaan
der zentrale Grenzwertsatz der Wahrscheinlichkeitstheorie ausgenutzt
[werden. Damit konnen die im Ubertragungssystem auftretenden Fehler—
wahrscheinlichkeiten durch die Gaup-Verteilung approximiert werden,
vgl, |186|,

Enteprechend der in der nachrichtentechnischen Literatur ublichen Be—
trachtungsweise, vgl, z.B, LUCKY|SALZ|WBLDON(1968) oder PROAKIS(1983),
unterteilt sich ein Ubertragungssystem in dea Sender, den Ubertragungst
kanal und den Empfanger., Im bereich des Senders erfolge eine Anpassung
dee Eingangssignals an den Kanal in der Form

-
o(t) = It — i),

wobei s, (%t - kT) ein di.g:ltuln Signelelement darstellt, d.h.
{ & t:[ﬂ,ﬂkﬂl’ﬂ

sonst,
Die Antwort am Ausgang des Imall wird beschrieben durch

w4) = B wls =12)
k=0 .

sk(t - kT)

Dabei ergibt sich der Empfangsimpuls w.(u) = S nk(u—:)g(:)h als
-

Faltung des Signalelements mit einer Gewichtsfunktion g(x). In unserem
Fall ist
(k+1)T |
w () = a L g(t—x) dx =t ‘kr(tf'ﬂj'
Zum Zeitpunkt ¢ = nf erhalt man somit

) o T orad)

fwobei r{(n-k)T), k=0,1,2 ... , die sogenannte Kanalcharakteristik dar-
stellt.

Bei eimem Kanal mit Intersymbolinterferenz ist w,(t) 4 0, d.h.

r{i—kT] 4 0, in einem theoretisch unendlich langen Int-nnll moglich,
Das fuhrt sur Uberlagerung der frilher gesendeten Signalelemente 8, |, F
|k < a; mit a und w(nT) spaltet sich dadurch in folgende Anteile aufi

S AR Bl - A W snl i A ad A EE akEd o8 S A Trd 88dd0
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1)
w(nT) = anr(D) + Eakr{(n—k}'r} + Restsumme ,

wobei der mittlere Summand t I.Hr{m‘l‘) m = n—k, 6 die Intersymbol-

interferenz charakterisiert u.ud die "Restsumme" spater vernachlassigt
vird. Daf die Antwort w(t) am Kanalausgang zusatzlich noch additiv
jurch ein GauP'sches Rauschem n(t) uberlagert wird, sei jetzt nur er-
wahnt '

Augs der Sicht des Enmrma-rn kann nun die Folge (&), k=0,1,... , der
S5ignale als eine Folge gufalliger Grofen interpretiert 'erdm so dap
iie Prage enteteht, die Zwischensymbolinterferens durch eine entapr--
chende l’n.hruohainlinhkﬂtnwrhilung zu beschreiben, Damit konnen dann
gensuere Aussagen zur Fehlerwahrscheinlichkeit in digitalen Ubertra—
gungseystemen mit Zwischensymbolinterferenz erhalten werden. Die Gros=—
sen r(mf), m=0,1,,.. , werden in der Yachrichtentechnik als Kanalcha—
rekteristik bezeichnet. Die Kanalcharakteristik ist durch die techni-
sche Beschaffenheit des Ubertragungssystems determiniert. RICE(1973)
untersuchte die Kanalcharakteristik r(mT) = 9/m im Fall P(a,= +1) =
P(a,= -1) = 0.5 . Das statistische Modell fur die Intersymbolinterfe—
renz ist hier die gewichtete Summe

1

Sp = g;xm mit L =8, .0 °
Fur sehr grofe n (n —> o) wird S, durch 5 appoximiertt
| <= 1 ” = g

S = }'—1':: Im - P(In-'ﬂ = Ptxﬂ- -4) = 0,5 fur alle m.

m= =l

Ein charakteristische Funktion f(u) von S kann man folgendermafen dar—
tellen

. 6 8
f(u) = F]unn(&) '1_-";*;*1%%—%%'*%?" 08o o

Durch lllll‘;i1!ﬂhl Bn“-‘-grn‘l:ion von -
Fg(x) = ‘ - l 5 ‘1 gin(ux)f(u)du und ps(xl = Pi(x) = 1 Scas{u.:)r(uj
udui
vgl, ROSSBERG|JESTAK|SIEGEL(1985, S.45), ist es in RICE(1973) moglich,
die Verteilungsfunktion Fg(x) und Dichtefunktion ’8{") von 8 tabella=
risch anzugeben., Obwohl die Dichtefunktion von S glockenformige Ge™
talt hat, handelt es sich hier nicht um eine Gaup'sche ’J-rt-:l.lung.
ers hingngan {et die Situation bei HILL|BLANCO(1973). Hier wird die
genannte exponentiell fallende Kanalcharakteristik r(mT) =

(1 - a2)172 om , 0 <a<1, fur die auch bei RICE(1973) untersuchten

{gnalelemente (a) ) mit P(a =1) = P(a,= =1) = 0.5 betrachtet, Diese
alcharakteristik findet auch in zwei Beispielen bei PROAKIS(1983),

NS W Eralhasa da WIT/AC  NIAE1A 11AE SOG4 f4 FEAO T/A 19419
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B. dort S, 372 und 385, Erwahnung und taucht aber bereits in der Mono-—
grafie von LUCKY|SALZ|WELDON(1968) auf, Geneu wie RICE(1973) haben aucl
HILL|BLANCO(1973) versucht, die Grenzverteilung von

5 = é (1-e®)V2aPx |, B(X=1) = B(X = =1) = 0,5,  (6.9)

zu modellieren (fur den Fall a —=> 1-0), Dabei gelang es HILL|BLANCO
(1973) im Fall a =Y0.5 , K=1,2,... , jeweils eine Berechnungsvorschrif{
fur Fg(x) und ps(z) angugeben und die Dichtefunktion ps(xJ fur K =
152500045 grafisch darzuetellen,

Wahrend im Fall K=1, d.h, & = 0.5, noch eine Rechteckverteilung mit

005, III s 1,
pg(x) -{ -

o 5 Ix| > 1,
vorliegt, ist aus den Grafiken in HILL|BLANCO(1973) zu erkennen, daf
mit wachsendem K, d.h, & = 10, die Dichten pg(x) eine glockenformige
Gestalt annehmen. Die Gultigkeit eines zentralen Grenzwertsatzes wird
jedoch hierbei wvon den Autoren micht erkannt,

Jedoch bei MEREDOV(1979) findet man bereits den Hinweis darauf, dag im
Fall der hier vorliegenden ABEL'schen Summation (d.,h, exponentiell falt
lende Kenalcharakteristik) fur a —> 1~0 die Dichte einer Gaup—Vertei~
lung vorliegt, .

Die Arbeit von HILL|BLANCO(1973) iet noch in anderer Hinsicht interes—
sant: Es wird darauf hingewiesen, dap die Verteilung won S, vgl. (6.9
abgolut stetig oder singular sein kann je nach dem, welchen Wert a bew|:
sitzt, Z.B, liegt fur ae(0, 0.5) eine singulare Verteilung vor. Ebenso
geht die in (6.10) vorhandene Dichte verloren, wemn die Gleichwahr—
scheinliohkeit fir a, € {1 , 1} verletst ist. Sofort wird 8 singular
(bei a= 0,5). Auch im Bereich ae(0.5 , 1) existieren Stellen, die zur
Singularitat von S fUhren, z,B, a= 0,618,,, oder a= 0,755... als Wur—
zeln der Gleichung st ot atfs bzw, R PP g R 1=0, vglo
dazu auch SASVARI|WOLF(1987) und WOLP |[SASVARI(1986).

it den in den Kapiteln 3 und 5 erhaltenen (renswertsatszen fir gewich-|
tete Summen ergibt sich nun fur das geschilderte Ubertragungssystem
folgende Anwendung. Die Gewichtskoeffizienten (l‘(n}}, meli,, werden
als eine von einem Parameter a, 0<a<1, abhangige Kanaloherskteristik
interpretiert, d.h. :

r(nl) = ry(n?) = « (a), ac(0,1).
Die Folge (X ) mit X = a _ , mel , beschreibt die Folge der zufalli-
gen Signalelemente, die jetzt nicht notwendig identisch verteilt sein
nussen, Das Verhalten der Intersymbolinterferenz wird damit durch die 1
gewichtete Summe

S=8, = un(n.)xu + u.,'(a}l,‘ + ::2{&.]!2 + ove

besehrieben, wobei hier bereits wieder der "stationare" Fall 6 d.h,
W11 VV Fralbara Aa S0T/BS  1I/15 56 T1AS BS54 14 SEAA TIA TR490

(6.10)
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n => oo, ins Auge gefaft wird. &s entsteht die Frage nach Bedingungen

an die Kanaluha.raktarutik (aqn{a}} und an das zufallige Verhalten der
Bignalelemente (X ), meN , damit wie im Fall x (a) = {1_—_-3}”2;"‘ , BE

(0,7, wnd X = 2 1 mit jeweils gleicher Wahrscheinlichkeit auch all-
gemeiner gesehen wieder "gauf'sches" Verhalten eintritt.
Auf Grund der Untersuchungen im Kapitel 3 und 5 kann man folgende Be—

dingungen angeben: |

(1) X_habe endliche Varimmz, d.h. DX, < @, 0.B.d.A, seien damn
die Signalelemente gentriert: EX = 0 , mell .

(11) Die nichtnegative Folge (qm{a.J), mell , als Kanalchu:a.ktaristik

mit ae(0,1) erfulle die Bedingung O < B E:. Gi(ﬁ)ﬁé < oo
und es gelte 1lim BE =@,
a~»1-0
Eaitam Bedingungen werden in den nachstehenden Satzen angegeben.
atz 6.3, (vgl., Folgerung 3,13), kit den Jedingungen (1) und (ii) und

der Momentenbedingung sup Elrhmxmlz*a < oo fur ein 6e(0,1] azilt]
m

dap die Intersymbolinterferenz S, asymptotisch normalverteilt ist
d.h. {!.‘B ) = ¥x) fur a - 1-0, wobei gusatzlich gelten mufi

1..l = B Bup um{n}n:gl = 0 (fur a = 1=0),
m
Estl 6.8, (vgle |187|). Mit (i) und (ii) und der Komentenbedingung

| 52 3" «d(2)E|X,|? § C < @ umd der Zusatsbedingung an die che-
- |
rakteristische Funktion von &« (a)X , meN_,

5 Im] |Bexp(jue, ()X )| du < B:EO , wobei C und e geeignete
positive Konstanten sind, kann die Dichtefunktion von S, durch di
Dichtefunktion der N(0,1)~Verteilung epproximiert werden,

In entsprecheander Weise kann man euch Klassen abhangiger Signalelemen
tersuchen, weun man z,B, die Ergebnisse aus den Abschnitten 3.2.1
or 3.2.,2 anwendet, 1

ie von RIOB(1973) betrachtete Kanaleharakteristik o (a) = = fur 1 ¢ |
m § n, erfullt die Sedingung (1) nicht, dean

-im —}%12 $ o fur l:l.m n‘-m,

a~>1-0
amit ist die von RICE(1973) modellierte Intersymbolinterferenz nicht
urch den sentraslen Grenzwertsatz beschreibbar, 6 der letztlioch die Sum—
tion unendlich vieler Grofen betrachtet, die alle umendlich klein

P ——————
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werden (nach Normierung mit B ).

Die Emmittlung der Fehlerwahrscheinlichkeit Pa fur die F-hlintlrarutuf

tion eines empfangenen Signals wird hier am eianfachsten Fall binarer

Signale, d.h. &), = * 1 mit gleicher Wehrscheinlichkeit, demonstriert,

In der Nachrichtentechnik wird P, als die Wahrscheinlichkeit des fper—

schreitens der Entscheidungsschwelle 1 fur S +i interpretiert, d.h.
P' = P(EEJ-H > 1),

wobei S, die Intersymbolinterferenz und N das Gauf'sche Rauschen be—

deuten. Erfullt S, die Bedingungen der sSatge 6,3 oder 6.4, so ist

3,+§ als Summe unabhangiger Gauf'scher 4ufallsgrofen wieder Gaufver—

teilt und kean bequem berechnet werden,

Wir betrachten folgendes Beispiel: Sei S eli(0; 62) mit €= 0,1 uad

Heli(0, Gg), wobei 1{l§ das sogenannte Signal-Rausch-Verhaltnis (SNR)

darstellt, SIR wird ublicherweise in dB (10 1g §7°) angegeben. Bs er-
gibt sich damit folgende Abhangigkeit fur P, von SIR:

R, = 1= 9((0.01+ ¢257V2),
Zur Illustration wird Pa tabelliert: _
SHR(4n 4B) 10 1" 12 13 14

P, 1,28010~2 4,01610~* 1,07010~" 2,23+10°> 3,88010 %
15 16 17 18 19

5320101 4530100 3.09410~2 3.00010-10 2,15010~ 11

Die angegebenen Werte fur P, entsprechen tatsachlich praktischea Er—
fahrungswerten, vgl, HILL|BLANCO(1973). |

6.3 Eine Anwendung in der Zuverlassigkeitsanalyse von Systemen

Entsprechend BEICHELY |FRANKEN(1983), Kapitel 8, wird das sogenannte
"k - aus — n ~ System" dadurch charakterisiert, def es solange intakt
ist, solange mindestens k der m Elemente des Syssems funktionstichtig
sind, d.h, solange weniger als mk+1 Elemente ausgefallea sind.

Die Ausfallwahrscheinlichkeit zum Zeitpunkt t eines derartigen Systems
wird durch

P(n,k) = B é Z, <k ._._.%} - B(X_y 0 <P (6,11)

erhalten, wobei die Subtraktion mit % lediglich eine Stetigkeitskor—
rektur im Zusammenhang mit der lormalapproximation bedeutet, Dabei
8ind X4,y Xo4ny +e0y Ky, die Ordnungsstatistiken zur Folge X,, X,

ceoy X , wobed 5! die zufallige Lebensdauer des i—ten Elements des
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trachteten Systems angibt. Die Lebensdauer des k—aus—n-Systems ist

so durch die Ordaungestatistik X . .4.n charakterisiert,

ererseits gibt (6.,11) eine Charakterisierung uber die Summenver—
teilungsfunktion der Z,, 1=1 2‘...,1: wobei es sich hier um sogenanntd
[binare oder BOOLE'sche Zufallsgrofen handelt mit

= 2{x, 2t}e o, 9} (6,12)
a
P(Z,=0) = P(X,<t) = F,(t) baw, P(2;=1) = 1-F (tJ =1 Py o

ie 2, beschreiben den Ausfall {zi_n} bzw, das katiuninnn (21-1)

es i=-ten Elements (zum Zeitpunkt ¢). Die Wahrscheinlichkeit Py hniﬁt'l
uch Verfugbarkeit des i—ten Elements zum Zeitpunkt t,.
er Vektor Z = (21_ Zoy ooy Zn) heift Zustandsvektor des Systems,

: n
kaalim‘m_ﬂ ;;E ,Dunngilt.l.n(t) :=mn-f_.:p1-};(1-

P,(t)) wd B, (t) 1= nzsn = g py(1p,) = g_l?i(t)('l-ri(tn sowie |

E'zi - “i|5 S ; Fi(‘l:]}i) = Bn(t} °
piit den Ungleichungen (0.5) und (0.6) folgt mm, falle B, (t)>0 ist]
k=0, t) 1,93
>al ) € 2 —3 ° 1 o (6613)
nO R T ST o
(B, ()12
Em Fall jdentisch verteilter Zufallagrofen erhalt man aus (6,13) die
ngleichung (mit Ay = 205 0e2 wnd F(t) tm B(X,<E))

|P(n k) = @

B(a k) - () 31,935 F(£)(1-8(t))
n -
" - m s {F(t)(H(t}})j’Eﬁ > IF{t)-‘n kij 2

(6.14)
ie Ungleichungen (6,17) und (6, 14] stellen neuartige Fehlerschranken
die in der Zuverlassigkeitsamalyse auftretenden k—eus—n—8ysteme
ar, Sie enthalten alle wichtigen Parameter?! die Systemparameter k umd
, Bowie den Zeipunkt t.
ine Fehlerschranke des Typs (6.13) wurde bereits von SCHABE |238| in

k=0, (t) 12
|P(n k) - ¢ Za- I R ———— (6,15)

no) ®

uf Grund der Gleichungen (6.11) und (6.12) stellen die Resultate
6 13) hin (E 15} glniuhnit;i.g Fehlerschranken fur die Hormalapproxi—

= — o W e B A A AW




137

mation von Ordnungsstatistiken dar, D.h,, definiert man umgekehrt zu
einer Folge von Zufallsgrofen X, Xy oeey Ih einfach uber (6.12) die
BOOLE® schen Zufallsgrofen 24y Za, coey &,, dann kann die Hurmalapprn:rL
mation von Ordnungsstatistiken uber die Summationstheorie analysiert
werden, Eine derertige Vorgehensweise ist bereits bei EUGLUND |54 |
su finden, in dessen Ergebnissen asuch das Resultat (6.15) enthalten
ist (vgl, (2.,15) 1ia [54]).

Abschliefend sei folgendes bemerkt: Im Fall ln x = F(t) geht die
Schranke(6.14) Uber in

L FOOFEYD § =1 =¥ . (6.16)
4; - o

Das Auftreten des Terms +1 — Fz{t) in einer Fehlerschranke wurde be-—
reits in einem anderen Zusammemhaang bei WOLF(1982) beobachtet, indem
im Fall der gewichteten Summation HABEL'sche Summation) die Gewichte—
koeffizienten ﬂk(t) = Fk{t) ktﬂ gtiahlt wurden (vzl, Folgerung 4 in
WOLF(1982)), Hierbei handelte es aiuh um die Normalapproximation fur
den Summationsprosepf

S(+) = X, +§r{:muﬂ,x,-, sosy Xy g KE)eX,

T. Hinweise auf weitere Probleme

ie in der Binleitung, vgl. Kapitel O, bereits betont wurde und auch
den einselnen Abschnitten zu erkennen war, sind noch viele Einzel-
emen unabgeschlossen, Andererseits werfem praktische Probleme neue
ragestellungen auf,
sollen hier einige Anregungen fur weitere Untersuchungen gegeben
rden,

1) Mit der im Kapitel 2 bereitgestellten analytischen 5truktur fur Kg
in (0,5) sind im Falle 6e(0,1) optimale Konstantenabschatzsungen su
ermitteln, so wie es fur 6=1 durch die Ungleichung (0,6) getan wur<
de, Damit konnten die bei TYSIAK(1983) angegebenem Werte fur Kg
korrigiert und gleichzeitig praszisiert werden.

2) Auf 1) aufbauend ist in (0.7) die Konstante 0(p,8), 6e(0,1), nume—
risch abzuschatzen, so wie es im Fall é=1 im Kapitel 2 und Ab—
schnitt 4,1,2 realisiert wurde, Dafur gibt es bisher noch keine
numerischen Ergebnisse in der Literatur,

2) Im Pall 6>1 steht in den Fehlerschranken (0,5) und (0,7) anstatt
I=+ﬁ a die Charakteristik LE‘n Lo n y V8l. Z.B. OBIPOV(1967),
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5)

. schatzungen im zentrelen Grenzwertsatz siehe auch |222| und [174|.
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EEBOTARE?{19?9) oder RYCHLIK(1983) und Abschnitt 6.1, Derartige
Fehlerschranken sind erst dann von praktischem Interesse, wenn sie
mit einer quantitativen thahﬁtsung auftretender absoluter Kon-
stanten verbunden sind, da hier keine qualitative Verbesserung der
Konvergenzgesohwindigkeit eintritt (, falls nicht zu asymptotischen|
Entwicklungen ubergegangen wird), Mit der in Kapitel 2 vorgeschla—
genen Beweistechnik konnte diese Aufgabe gelost werden, vgl. auch
MIRACHMEDOV(1985),

Aufbauend auf 3) konnen die quantitativen Untersuchungen von Ab—
schnitt 6,1 auf den Fall der Normalapproximation von Zufallselemen—
ten im Raum lp, p>2, ausgedehnt werden, vgl. E!BOThRE?{1979},

Interpretiert man in (0.7) die Gewichtsfunktion I(IJ-[1|E*6'n!p
(mit p=1) als Spezialfall von f(x)= 3,7 &'(|x]) exp(g(|x|))

(mit g(x) = (2+46)1lnx ), wobei g(x) einer gnwi!nin Funktionenklasse
G angehort, so kommt man zu folgender Veriante des globalen Grenz—
wertsatzes:

SerxD o8UE) p(x)) ax g Ouyygy * Tgn)s (7.1)
o0
. )
wobei Lgn -g_i-g“‘* dP(X,<xB_ ) 1ist

und C > 0 eine absolute Konstante darstellt, die nur von der be-—

trachteten Funktionenklasse G abhangt. Die Ungleichung (7.1) tragt

in dieser allgemeinen Form hypothetischen Charakter und es ergeben
8ich daraus die Aufgabenstellungen

— Charskterisierung der Klasse G, fur die eine Abschatzung des Typs
(7.1) moglich ist (im Zusammenspiel mit vorgegebenen Eigenschaf ten|
der ZufallsgroBen (X, )), vgl. dazu SAKOJAN(1975),

— Untersuchung der analytischen Struktur von C = U(ﬂ} mit dem Ziel,
in Spezialfallen (feste Wahl von g(x)) eine exakte numerische
Ehnntant-nnhaahntiung gu erhalten,

Mit der im Kapitel 2 vorgeschlagenen Beweistechnik konnte ein Zu—

gang zum Beweis von (7.1) gegeben sein, Eine "einseitige™ Versionm

von (7.1), d.h, Ersetzung des Integrationsgebietes (=00, 00) in

(To1) und LE n @ureh (0 00)y wurde im Fall &=1 (bbw, 621) von

SAKOJAN(1975) untersucht, wobei zusatzlich eine gewisse Kleinheit
des verallgemeinerten Moments L E p Vorausgesetzt wurde, d.h,
’

s n § const., vgl, dazu auch S,9AGAEV(1979), Die Bedingung LE 5B

const, erscheint hierbei unnaturlich und nur auf, Grund der verwen-
deten Beweistechnik erforderlich zu sein, Zu einseitigen Fehlerab
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PRAWITZ(1975) benutzt anstatt der Streuungsgrofe Bi die kleinere
Charakteristik

(3,)° = B2 - mxxi

1gkgn
und definiert entsprechend dem LJAPUNOV=Bruch L3, die Grofen
= (3,)> t BI% |
und

x-a,.-cn,.r-"r:mi:-” : T

und mtapnchmd p‘,, vgle. Abschnitt 1.2.3; die GroPe

pr = (B E: (Ex2)? .
Im Fall identisch vlrtailt-r Zufallsgrofen (mit lﬁ = 1) kundigt
PRAWITZ(1975) ein interessantes Ergebais ant

BHPID (x)| 5 “mu‘liﬁ o WE{EIHI‘;)E + ﬂ,‘l’ql"’ +Ch), (7.2)
-ubu 02 bis (14 abselute Konstanten sind, Jedoch blieb der geplan—
te 2, Teil seiner Arbeit mit dem Beweis zu (7.2) unveroffentlicht,
Diese Ungleichung ist von der Kunntnntmlh-uh;tsmg her interessaalj
unad sellte genauer untersucht werden,

Die in Abschnitt 3.2,1 aufgeworfenen Fragen sind su untersuchen,
einmal hinsichtlich der Bedingungen (3,18) oder (3.19) und zum an=—
deren hingichtlich der Untersuchung von Grenzprozessen mit Misch—
verteilungen (quasigaupech) bzw, hinsichtlich der Ausdehnung auf
Summationsprozesse mit sufalliger Stoppzeit bazw, zufalligem Sum—
mationsindex,

Die im Abschaitt 3.1,3 durchgefuhrten qualitativen Untersuchungen
sind zu quantifizieren, Vgl., =.B, ENGLUND(1983) oder KOROLEV(1986)4
Fur ahhangige Zufallsgrofen (3.B., Martingaldifferenzen oder stark
multiplikative Systeme) sind lokale Grenzwertsatze zu untersuchen,
Im Fall der m-Abhangigkeit giht es dasu bereits Untersuchungen z.BJ
bei MACHT(1986),

Fur zufallige Elemente im Raum 1 pr» P z 2, 8ind die Untersuchungen
zu lokalen Grenzwertsatzen nitlrnurﬁhm einschlieflich Konstan-
tenabschatzung, vgl, CEBOTAREV(1982),

Ein breites Feld von Untersuchungen ergibt sich fur quantitetive
Fehlerabschatzungen bei esymptotischen Entwicklungen, In dem Ab-
schaitten 1.2,3, 3.1.5 und 5.3 werden hier erste Beitrage dazu ge-—
lijefert. Vgl, =.B, auch MIRACHMEDOV(1985), HALL|NAKATA(1986,|280]).
Pur abhangige Zufallsgrofen (z.B, Martingaldifferenzen) sind un~
gleichmaBige Fehlerabschatzungen im zentrslen Grenswertsats zu un—

'Flrnunhcn' E{' __:a.B. B(BE{1986}¢ |
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Fur abhangige Zufallsgrofen (z.B, Martingaldiffereuzen) sind Grenz-
wertsatze fur Wahrscheinlichkeiten mittlerer und grofer Abwei—
chungen zu behandeln, vgl, z.B. BOSE(1986). |
Im Fall der m—-Abhangigkeit gibt es zu den unter 12) und 13) ange— |
eprochenen Fragen bereits Ergebnisse z.B. bei HEINRICH(1955),

Bs sind entsprechende Grenzwertsatze fur den Fall einer nichtnor-
malen Grenzverteilung su untersuchen., Im Fall stabiler Grenzver-
teilungen gibt CHRISTOPH(198T) einen guten Uberblick uber dem der-
zeitigen Wissensstand,

Insbesondere ist die bei RICE(1973), vgl, Abschaitt 6.2, auftreten-
de Grenzverteilung weiter zu untersuchen hinsichtlich der moglicher
Zuordnung zu einem bekamnten Verteilungstyp.
Zwel wichtigen Fragestellungen wurde jin der Arbeit nicht nachgegan-
gent
- der HEYDE'schen Pragestellung, d.h. Absch&tsung von Fehlerschrand

L

ken mit Sumencharakter, z.B, ﬁ TR Py(x)|, und

— der Fragestellung nach Fehlerabschatzungen nach unten, vgl., 2.B,
HALL | BARBOUR(1984) und PETROV(1987).
Hier liegt ebenfalls ein breites Feld fur weitere Untersuchungen,
Es ist zu untersuchen, inwiefern bekannte Resultate unter abge—
schwachten Voraussetzungen erhalten hleiben und dabei insbesondere
die eingeschrankte Konvergenz eine Rolle spielt, vgl. z.B, ROSSBERGQ
(1987).
Es seli v {z) die Dichtefunktion einer geeignet szentrierten und mu‘-*
mierten Em von n mhhm.gig und identisch verteilten Zufalls—
grofen mit der ligln.lchtrt

V.(x) => #(x), x5, (2.8, 8 = (~0,T)), (7.3)
I-uun sich aus der -;ulgnuhranhtn Konvergenz heraus lokale Grengz-
wertsatze vom GNEDBNKO-Typ ableiten? Wemn Ja, unter welchen Vorausy
setgungen? Diese Frage wurde 1982 einmal angesprochen und ist in
der jetzt formulierten Fassumg als Problemstellung im ROSSBERG|JE—
SIAK |STEGEL(1985), S. 207, zu finden,
Andere als hjer betrachtete Klassen abhangiger Zufallsgrofen (z.B.
schwach athangige Zufallsgrofen mit verschiedenen Mischungsbedin—
gungen , m-abhingige Zufallsgrofen oder orthogonale Zufallsgrofen)
sowie Zufallselemente in allgemeineren Raumen bieten ebenfsalls ei
grope Anzahl von Untersuchungsrichtungen, auf die jedoch hier nich
eingegangen wird, vgl, z.B, HEINRICH(1986).
Anhand der Gleichungen (6,11) und (6.12) sind weitere Untersuchun—
gen zur Normalapproximation vom Ordnungsstatistiken auf Grundlage
der Summetionstheorie su fuhren, vgl, BNGLUND |[54],
Die fur die Erneuerungstheorie wichtige Ungleichung von ENGLUID |53
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ist zu prazisieren, Es handelt sich dabei um folgenden Sachverhalt}
Ausgangspunkt ist ein Erneuerungsprozef, d.h. eine Folge unabh an—
giger nichtnegativer Zufallsgrofen X;, X;, oo , Vgl. BARLOW|PRO-
SCHAN(1981), Kapitel 648 3. Die Anzahl N(t) der Erneuerungen hat
in der Erneuerungstheorie eine wichtige Bedeutung, Es gilt die
fundementale Identitats:

n
P(N(t)<n) = I }: I, > t), (7.4)

wobedi H(ﬂ - lll-.t{kl tl < t} ist,

Wie in Abschnitt 6, 3 .m die Gropen X,y 4=1,2, 0.0 7 sufallige
Lebensdauern und N(t), %20, ist der sogenannte Erneuerungszihlpro—
zef, Auf Grund der Identitat (7.4) kann der Prozef N(t) ebeanfalls
mit Hilfe der Summationstheorie untersucht und eine Normalapproxi—
mation ins Auge gefaPt werden, Bei ENGLUMD |53| und SCHABE |236 |
wird dieser Idee bereits nachgegangen, Wahrend in BEICHELT |[FRANKEN|
(1983) nur die Gremzaussage (fur idemtisch verteilte Zufellsgropen)

B(t) — t/EX4
1im P( < = Q( (7.5)
t=>00 (tD°X,/(BX,)?)"/% s

zu finden ist, gibt ENGLUND |53| bereits eine Pehlerabschatzung anj

(nBX,~t) E 3

uuplP{H(t)(u) - ¥ ml— J ¢7.6)
Ve o,

ind formuliert eine entsprechende Ungleichung, wean nur dse Moment

B4X,~8X, |°*®, 6€(0,1), extstiert, Jodoch wurde in diesem Fall die

auftretende absolute Komstante C = C(6) nicht mehr berechnet,
Mit (7.6) erhalt man eine Restgliedabsechatzung fur (7.5), vgl
Satz 4,10 in BEICHELT |[FRANKEN(1983), S, 88, Bei SCHABE |236| er—
folgt keine allgemeine Fehlerabschatszung, lediglich smhand von
Beispielen (Exponential— besw, Weibull-~Verteilung) wird eine FehlexT
diskussion durchgefihrt,

Mit dem bei ENGLUND |53| gegebenen Beweis und dem hier benutzten
Beweisideen eroffnet sich der Weg, die Konstante in der Unglei-
chung (7.6) su prasisieren und im Pall 6e(0,1) eiae Konstanten—
berechnung vorzunehmen.,

Weiterhin durfte es jetzt auch moglich sein, gensu wie in (6.13)
oder (6,14) auch hier su einer ungleichmafigen Fehlerschranke su
kommen, do.h, in (7,6) auch n in die Schranke einzubeziehen (die
sup~Bildung entfallt dann suf der linken Seite von (7.6)).

Die von SCHABE |236| vorgeschlagene Normalapproximation fur den Exd

neuerungsesahlprozep N (t) = ; 31("-') des Gesamtsystems aus 1
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unaﬁhﬁngigan Elementen ist genauer zu studieren,

22) In der Strafenverkehrstechnik werden u.,a, sogenannte Rangfolgekur—
ven ermittelt, die dadurch entstehen, daf alle Stundenerhebungen
eines Jahres fur einen bestimmten Strafenquerschnitt der Grofe
nach geordnetiwerden, vgl., SCHNABEL|LOHSE(1980), Dieses Vorgehen
1laft sich offensichtlich durech Ordnungsstatistiken beschreiben,

Es ist zu untersuchen, ob hier eine Hormalapproximation der Ord—
nungsstatistiken erfolgen kann, Welche Zusemmenhange ergeben sich
dabei zwischen den Parameterm der Rangfoligelurven und den Pareame—
tern der approximierenden lormalverteilungen? Welche Bedeutung hat
z,B, ein starkes Abklingen der Rangfolgekurve fur die Varianz der
Verteilung der Ordnungsstatistik?

23) An dieser Stelle soll der Hinweis auf kumulative Prozesse im Be—
lastungsmodell (sogenanntes Schock-iiodell), #0 Wieigs bedic -o Lod
DESMOND(1985) untersucht wird, erfolgen. Hierbei wird das Verhal—
ten eines Systems untersucht, bei dem es durch plotzliche Einwir—
kungen (Belastungen, Schocks) zum Ausfell von Systemelementen
kommt. Unterliegt das System wiederholt gleichartigen Belastungs-—
zyklen, wird es allmahlich zerstort. Bei bestimmten, dabei ablau—
fenden (kumulativen) Prozessen ist eine Normalapproximation nahe-
liegend, vgl, auch BEICHELT |[FRANKEN(1983), auf der aufbauend die
sogenannte BIRNBAUM-SAUNDERS—Verteilung entsteht, Fur vorhandene
asymptotische Aussagen sind hier noch keine Fehlerabschatzungen

. (Konvergenzgeschwindigkeiten) bekannt,

24) Bei MABJIMA(1975) wird der Zusammenhang zwischen lokalen Grenzwertt
satzen und dem BLACKWELL'schen Erneuerungstheorem, vgl, BEICHELE |
FRANKEN(1983), Satz 4.7, S, 87, studiert, Diese interessante Untert
suchung sollte vertieft werden,

25) Mit dieser letzten Bemerkung soll auf eventuelle Anwendungsmoglichd
keiten in der mathematischen Statistik (Testtheorie) hingewiesen
werden, Bs sei T = Y,+¥,+,,.+¥, eine statistische Testgrofe, die
els Summe von Zuiallnvariahlnn ¥, k=1,2 roes,d darstellbar ist,
Unter einer bestimmten llullhypothese lni T, fur n —» oo asympto—
tisch 1(0,1)-verteilt., Fur ein festes n j-dnuh besitze T die Ver—
teilungsfunktion F (x)=P(T,<x). Um im statistischen T-at zum Test—
niveau q;{u 1) die Entsnhuidung T {I fur T -t treffen zu kon-

q,n n
nen, ist das Quantil Sqn YOR dahn Pz ]-q, notwendigerwei—
se zu ermitteln, Dieses 1uﬂt aich bei Homl&ppmximation durch
die CORNISH~FISHER-Inversion (vgl, MULLER |148|) uber das Quantil

2q der standardisierten Normalverteilung darstelleni

Bgn = %q * T l3a(s2 = 1) + oo mt Qzd=a.  (T.T)

L};n he!iiuhnat hier wie ublich den LJAPUNOV=Bruch dritter Ordnung
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der Zufallsgropea Y, , k=1,2,.0.,0 o Diese Vorgehenaweise ist z.B.
bei SCHABE |235, 237| zu finden, Bei Benutzung von (7.7) bleibt die
Frage des Fehlers

Ty = 8 g = (2 +%L3.‘h(=§_11) (7.8)

unbeantwortet.
Praktisch hat sich folgendes Vorgehen bewahrt: Sei t, ein konkreter
Wert von T ., Damn folgt aus der Berechnung von Fn(tn)-qn (falls

die Berechnung moglich ist), sofort die gewlinschte Entscheidung,

indem q, mit dem Testnivesu q verglichen wird, Damit erubrigt sich

die Bereitstellung des Quantils Zqn (liach diesem Prinzip wird oft
]

auch Statistik-Boftware programmiert.).
Aus den Upgleichungen (0,5) und (0,6) folgt nun

Fo(x) = x) » 0 22 1 mae e,

1+I1|3 .
und mit x=t 6 gilt
i 21.235
q, =¥t,) + 0 Telt, 12 Lya » 101<%0 (7.9)

Aus (7.9) erhalt man bereits eindeutig die Entscheidung !n{zq n
"

fur !m.-r*lzn|r falls

(9, &) ¥ty +ﬁ-;§5l-31-5# $ 9 (7.10)
gilt, bawe T8 ., fur T =t , falls

' t.) - g o

(g 2) O(ty) m,lmnla Lyg 29 (7M)

ist, Mit enderen Wortem; die Ungleichungen (7.10) und (7.11) lie—

fern eine Abschatzung fur den Fehler erster Art, falls enstatt z.

das Quant4il zq benutzt wird: :

Fehler erster Art e (q — L. "'P*ﬁnz%l'--J (7.12)
B (q ; 1*'qu 3'n ’ 1"Inql 3,]1 [

Dieser Gedenke ist auch bei LORZ(1987) enthalten,

Andererseits liefernm die entsprechenden Losungen der Gleichungen

(max), _
q{xq’;‘:" ) - ;ﬂ-ﬁé&?ﬁ L??‘,n =q (7.13)

h“'
(min) _2'(1.-3.“?_3_1, 2
Ko™ + ST 3 = (7:14)
ein Intervall fur iq a?
k)
Eqin € (:g?&n}' :g?:x)), (7.15)

womit auch der Fehler r, in (7.8) abgeschatzt werden kann,

-
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1. Die Sunmationstheorie nimmt unter dem verachiedenartigsten For-

schungsrichtungen der Wahrscheinlichkeitstheorie einen bedeutenden
Platz ein und ist in unserer heutigea Zeit nicht mehr allein von
theoretischem Interesse. Anwendungen %.B, in der mathematischen |
Statistik  der statistischen Physik, der statistischea liechanik,
der Informations— und Zuverlassigkeitstheorie und Hachrichtentech—
nik wnterstreichen die Hotwendigkeit der Untersuchung von Bumes. ' ::
mationsprozessen, wm im Fall der Gultigkeit eimes zentralen Grenz—
wertsatues mit der gut handhabbaren Normalverteilung naherungsweis
rechnen su konnen,

Ausgehend von dsr Notwendigkeit der Untersuchung von Summations—
prozessen mit Hormalapproximation enteteht uawillkurlich die Frage
nach qtllitn.tt wie such quantitativ brauchbaren Fehlersbschatzun—
gen, wm die quu.d-r Approximation nmi%t dexr Normalverteilung zu an
lysieren,

Ia der vorgelegten Dissdrtstionesohrift werdea Beitrage zu neueren |
Problemstallungen aus der Sumsatjoastheorie von zu.t-llagropun w—
tersucht, die entweder unabhangig sind oder im Felle der Abhangig—
keit ale llﬂimldiﬂ'mfula bow, stark multiplikatives System
suftreton, Bs handelt sich dabei um Problemstellungen, die erdt in
den letzten 10 bis 20 Jahren durch eine szunehmende Zahl von Binzel-
baitrigen in der lLiteratur behandelt worden eind und su denen es |
noch keine susammsnfassenden Monografien gibt.

Ausgediend von dem Stand, der etwa in den Buchern vom PETROV(1975,
1987), SAZONOV(1981), HALL(1982) und HALL|HBYDE(1980) sowis in ei-
nem Jbersichtsertikel von MORTOZ|REVESZ(1980) gegeben ist, wird im
einleitenden Kapitel die neueste Literatur der letasten Jahre ein-
geordnet und diskutiert., Debei werden verschiedens Entwicklungs..
tendensen hersumgesrbeitet und Anknupfumgspunkte genannt, die dann
{m Rehmen dieser Dissertation bearbeitet wurdea,

Insbesondare sejen hier die zum Abschluf gehrachten Untersuchungea
uber die analytische Siruktur der euftretenden absocluten Konstanten
4n der ungleiohmafigen FehlerabschBtzun; von BIKELIS(1966) erwdhnt
einsehlieplich der Klarung dieses Problems in der Lp-lut:rik 21,
(8, These 6),

Es kann festgestellt werden 6 daf sich die Summatiomstheorie von Zu-
fallsgrofen auch weiterhin als Eckpfeiler der moderaen Wahrschein—
1iehkeitstheorie erweist, wobei aus heutiger Sioht die Untersuchun
{mmer mehr zu Grenzwertsatzen fiur abhangige ZufallsgroBen tendiert
In diesem Sinne ergaben sioh die Beitrage zu den bereits oben ge—
nannten zwei Klassen abhangiger Zufallsgrofen; wobei auch dort z.1
neue quantitative Restgliedabsechatzungen fur Summationsprozesse ms '
Normalapproximation abgeleitet werden.
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2, Heben der klessischen Summationstheorie fur Folgen unsbhangiger Zu~—
fallsgropen 1'.1 1’2, eooy Xy BzW, In1, &2, a0ty Ihk (r~te Serie im

Serienschema) oder Zufsllsvektorem im RE (Abschnitt 1 22.4) baw, Zu~
fallselementen im Raum 1z (Abschnitt 6.1) werden die Limitierunge—
verfahren mi$ einer unendlichen Summationsmatrix (Ap ), k=0,1,27...
und N=1,27,00 , (bei stark multiplikativen Systemen) oder einer an—
gepeBten Folge (a, (¥)), k=0,1,... und ve(0,1), von Gewischtsfunktio—
nen (bei unebhangigen Zufellsgrofen oder Martingaldifferenzen) be—
trachtet,

Der wichtige Fall einer Summation mit auf;lltgm Index wird nur
kurz erwahnt (Absghnitt 3,1.3), indem ein gemeinsam mit RYCHLIK er—
gieltes Ergebnis wvorgestellt wird,

» Neben dem LIAFUSOV-Brueh I, , der Ordiung 248, 5c(0,1), werden
verwshisdenartige Somentobarefteriatihn mr rnhlarahuohatsuu heram
gezogen, wobei di¢ edbgeschnittenen Xomente bis hin zur 4, Ordnung
eine grofe Rolle spislen. Eine kurse DissXussion uber Pseudo— und
Differensmomante {"l.tuhtl:lul,tuhc' Fehlerschranken) wird in A.b—
schaitt 3.1.2 gefuhrt,

r.. Die Untersuchung des Verhaltens von Felgen (5. ), n=1,2,..., bzw,
(8,), v => 1=0, wobed die Zufallsgrofen Sy hnru s, uber einen S unr=

mationsprozef entstehen (z.B, S 'gxnk E‘,- Z:uk{v)xk ), wird

an Hand der charskteristischen Funkijonenm (Knpihl 1), Verteilunge—
{ funkiionem (Kapitel 2 bis &) oder Dichtefunkijonen (Klpitnl 2),
falls diese existieren, vorgenommen,

5c Im Kapitel 1 werden ausechlieflich ungleichmafige Pehlerschranken
m die Normalapproximation von charakteristischen Funktionen f,(%)

» loi“l baw, I {ﬁn h“ﬂvmr hnitguhllt unm diese dana in vers
schiedanen ﬂlnttnpmllimm fur die Noymslapproximation von
Verteilungafunktionen oder Dichtem auszunutzen,

Dabei werden such die 1., und 2. Ableitung der charakteristischen
Funktionen betrachtet,

dur Illustration wird Ungleichung (1.22) angegebent

[2,(t)—el%) ] £ {('}Iﬂ"’ %u*}u (12« 1 “)b'}up(-int ) fur

%] § (lq#nazh'}'d Dabei sel die liomentcharakteristik b'

durch .‘l,3 ( = I..} 5 ) nach ‘Dben beschrankt, Die Konstante m)ﬂ is4
' ebenfalls wie 1 %n- die Parumeter a, uns a, erklart, z(t) bezeich~
net die charakteristische Funktion amr H(0,1)~Verteilung,

Die Herausarbeitung eibes derartig exmkten Zusammenhangs zwiachen
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it diesen Resultaten werdan gleichzeitig ninig- in der Literatur
' wmdnd.m Unkerrektheiten bei der Bcnuruhrnn‘ beseitigt. Be—

" benotighen Funkticn 5,8 ﬂ(" vegl, (2,5) wd Abschaitt 2,2, wei-

_Am Ende des 2, Kapitels wird die STEIN'sche Bewsistechnik betrach—

3
dem t-mtlﬂnll und der Fehlerschranke miitele frei{ wahlbarer Para-
meter wird ia Jedsm Falle vorgenommen, Dabei werden viele bekannte

Ungl eichungen dieees Typs prazisiert und such neue Ungleichungen
erhalten (s, Abschuitt 1.3). |

Im Kapitel 2 wird die direkte Beweistecinik fur Verteilungsfunktio—
nei so welt ausgebaut, dn.'ﬂ darauf aufbauend genaue Aussagen zur
analytischen Struktur fir die absoluten Kenstanten in ungleichmis— I
sigen Fehlersbschitzungen fur die Differenz normierter Swmenver—
teilungefunktionen 7 (xB ) und der H(0,1)-Verteilungsfunktion ¢(x) |
moglich werden, Insbeséndere wird das abschliefende Ergebnis

mm%wﬁmmuﬁﬂumthmmmmy
abgeleitet, das in ahalicher Form {m Fall idemtisch verteilter Zu—
tallsgrofen 1981 von MICHEL erhalten wurde. “
Far die Ly~etrik wird suf Grund der prazisierten Beweistechnik
“"::‘1“ eine Konstsntenabsohateung in der Ungleichung
1
{_25(14-;:!57.4”)[?“{&,}74(:){ Yax )P ¢ 127,78 BfT5T Ly n

moglich (m. (0.7) und Abschnitt 4.1.2).

treffs der Konstantenebschetzung in der BSSEEN®schen Ungleichung
wird auf die Resultate von SIGANOV(1982) und PYSTAK(1983) hingewie—
aen,

Die bekannie Beweisidee der Zarlegung der reellen x-Achse in die
drei x-~fonen Aqy 25 und 13 der sogenannten "gewohmlichen”, "mittle~
ren" und "grofen” x-Warte wurde durch die Prasisierung der dabei

ter abgerundet uad Iuhrh #zu den vorstehenden Ergebniseen.

tat, die sber nicht sur hrbunnmg der in These T angegebenen
mtitntim Fehlerabschataung fuhrt. |

Dm Kapitel 3 werden Restgliedabschatzungen im zentralen Grenzwert—
satz utersucht und dabei zuerst Sjituationen mit unendlichen Streu~
ungen asalysiert (vgl, (3.1), (3.2), (3.4) wd (3.5)), Dabei wird
erneut auf ein bei KOROLJUK(1978) angegebenes Beispiel eingegangen
und d4e Konvergenzgeschwindigkeit abgeschatzt, Im Fall endlicher
Streuungen lautet ein wichtiges Ergebnis (vgl. (3.9))

L.
- _ §Ixi’
das uber die Methode der charakteristischen Fuaktionen mittels der
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in These 5 angegebenen Ungleichung bewiesen wird.
Imn Fall der gewichteten Summation werden dle in These 2 beschrie—
benen Limitierungsverfshren umtersucht und entsprechende Restglied-
absechitzungen angegeben; wobei im Falle abhangiger Zufallsgrofen
stets mid einer Beschrunktheiisvoraussetzung, vgl. (1.45) oder
(1.58), fur die Zufallsgrofen gearbeitet wird, Fur die Mertingal—
d4fferensfolge wird susatslich die Komstantheit der bedingten Vari-—
anzen, vgl. (1,44}, 'migmmm. BEs wird jedooh hier ein Ausblick
auf Verallgemeinerungen gegeben, vgl, Sats 3,18, und in diesem Zu—
sammenhang suf Misehverteilumgen (quasigsuPsche Verteilungem) hin—
gewieaen,

8, Kapitel & hetnhﬁht AbsohAtzungen im globelen zentralem Grenswert—
I sats und gibt W, 8, in Analogie zu dem in These 7 wiedergesebenen
Raaultat das Brgebnis, vgl, (4,4),

¢ _
tstrm)-}mi’axﬁgsm {—*g:ﬂ‘é g—xé—)

an tpz"l}, Enhpmhnﬂ- Abauhntﬂmgun ‘werden fitr Martingaldifferen—

zen wnd stark multiplikative Systeme erhelten (unter den in These 7
- _augegebenen Emnhmhmynh '

I&x Im Kapitel 5 werden loksle Urenswertsitse bei gewichteter Summation

. pnabhingigey ZufallsgroBen detrachtet, Dabei wird wieder an dar be—

| ksanten PETROV-Bedingmg festgehalten,

.- ‘Absehliepand wird, wie auch im Abschnitt 34105, eine einfache asym~

+ ptotische Intnnklm studiert, jeweils sufbauwend suf einer snt-
-p“w mfhﬁtilm Ent-ioﬂm tur charekteristische Funi-

' tiemen {vp,. (9. *mi;.

II (t) —g(#)(Y +§pm{1tlﬁ) —%ff (182, WX £ oo

. In den Eutgxiunmh-mw spielen dis Momentcharakteristika

‘_ﬁv, ? M t eine Rolle,

~ Eine mumm FPehlerabschatzugg mis smschliefendem Beispiel
runden die ¥urzen Untersushungen zu ssymptotischen Bntwioklungen ab
.(1'51. Bats 3.16),

o Kapitel 6 beinhaltet MMEitmﬁmn der erzielten Resultate
hi der Normalapproximation von Swmen ven 2ufallselementen im Raum
15 in der Hachrichteatechnik (gewichtete Summation) oder in der
‘  Zuverlsssigkeitsanalyss von Systemen, Hier wird insbesondere auch

noeh einmal suf den Zusammenhang zwischen den Ordnungsstatisiiken
und der Summationstheorie hingewiesen. 25 Hinweise auf weitere
theoretiache und praktische Probleme (iapitel 7) beschliePen die

yorljegende Arbeit,
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| 11, Ale wesentliche Hilfsmittel zum Erhalt expliziter Pehlerabschat—
cungen disnten numeriscie Verfahren (z.B, allgemeinesz Iterations—
verfehren suf Grumdlege eimer Fixpunktgleichung, s, (2,18) uad
(2:19) oder Beweis zu Satz 3,6) zur optimelen Wahl frejer Para—

i meter 6 die zur Beachreibung vom t~ oder x~Imtervallen dienen oder
‘bei der Einfilhrmag der konjugierten Verteilungem (s, (0.24)) auf—
treten, Gensu dlese Parameter gehen in dje analytische Struktur
suftretender (absoluter) Konstgquten ein (neben der Ordnung 2+,
8¢(0,1], existierender lamente der Zufallsgrofen und der Zshl pp1

ays der Ib-iutrﬂ:}. -
Unfangreichere Rechiiungen wurden uber BASTIC-Programme am PC 1715
| realisierts

Erganzungen zum Literaturverzeichnis:

188 PADITZ",'II'.(‘}QBB}. On the Error-Bound in the Nonuniform Version of
~ Esseen's Inequality in the Lp- Metriec and its Application.
18, Europ. Hh-‘aing_of Statisticians, Berlin, Thesen,

23;1 HHU_SLR',I.( 1988), On the Rate of Convergence in the Central Li-—
mit Theorem for Martingales with Discrete and Continuous Time,
Ann, Prob, 16, No.1, 275 = 299,

IEBE ICRMKE,A.IRY{!HLIK;Z.H‘)BB). The Order of Approximation in the Cen-—
tral Limit Theorem for Random Summation, Acta Math, Hung. 51,
|  No. 1=2, 109 = 115,

01210|20|88 40x




