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Zusammenfassung

Die Zeitverzogerung bei der Streuung in zwei Dimensionen ist eine Funktion von zwei unab-
héngigen Parametern. Wenn diese Funktion Sattelpunkte aufweist, so hat der entsprechende
Funktionswert theoretisch ein unendlich grofies Gewicht in der Wahrscheinlichkeitsverteilung
der Zeitverzogerungen. Dieser Zusammenhang soll analytisch und numerisch nachgewiesen
und detailliert beschrieben werden.

Insbesondere soll die klassische und quantenmechanische Wahrscheinlichkeitsverteilung der
Zeitverzogerung fiir ein Modellsystem aus mehreren nichtiiberlappenden zentralsymmetri-
schen Potentialen berechnet werden. Erwartete Ergebnisse sind Aussagen tiber die Parame-
terwerte, bei denen der oben genannte Effekt zu beobachten ist sowie Ndherungsformeln fiir
die Verteilung der Zeitverzogerung in der Nadhe der Singularititen. Aufierdem soll die quanten-
mechanisch zu erwartende Glattung der Verteilungsfunktion quantitativ beschrieben werden.

Abstract

For scattering problems in two dimensions, time-delay is a function of two independent para-
meters. If this function features saddle points, the corresponding function value should theo-
retically have an infinite weight in the probability distribution of time-delays. This correlation
shall be confirmed analytically and numerically and studied in-depth.

In particular, the classical and quantum-mechanical probability distribution of time-delays shall
be calculated for a model system consisting of multiple non-overlapping potentials with rota-
tional symmetry. We expect to obtain information about the parameter values where the afo-
rementioned effects can be observed, and analytical approximations for the time-delay distri-
bution near the singularities. Furthermore, the smoothing of the distribution in the quantum-

mechanical regime shall be quantified.
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1 Einleitung

Die Dynamik physikalischer Prozesse wird in allen Gréflenordnungen, vom Standardmodell
der Teilchenphysik [1] bis hin zu den Bahnen von Himmelskorpern [2], durch Wechselwirkun-
gen bestimmt. Deren wohl reinste Form ist der Streuprozess [3], die zeitlich begrenzte Wech-
selwirkung zweier physikalischer Strukturen. Der Begriff der ,Streuung” ergibt sich, da die
offensichtlichste Konsequenz einer solchen Interaktion meist eine Anderung der Bewegungs-

richtung der Wechselwirkungspartner ist.

Nicht zuletzt aufgrund der guten Anschaulichkeit wurde die Orts- und Richtungsabhangigkeit
von Streuprozessen intensiv untersucht und ist mittlerweile gut verstanden. Der Wirkungsquer-
schnitt zum Beispiel, der anschaulich als Maf fiir die Flache aufgefasst werden kann, die ein
Streupartner dem anderen entgegenstellt, bildet die Grundlage fiir die Ableitung von Interak-

tionswahrscheinlichkeiten in der Teilchenphysik[4].

Das Streuereignis beeinflusst die Bewegung der Streupartner aber auch in Hinblick auf die
Zeitkoordinate. Am anschaulichsten ist dies, wenn die Wechselwirkung anziehend wirkt, so-
dass beide Partner zumindest fiir eine gewisse Zeit aneinander gebunden werden. Ohne die
Wechselwirkung wiére die Fortbewegung der Streupartner nicht durch diese Bindung verzo-
gert worden; es ist also eine Zeitverzogerung [5, 6] aufgetreten. Umgekehrt fiihrt eine abstofsende
Wechselwirkung dazu, dass sich der Abstand beider Streupartner nach der initialen Anndhe-
rung schneller vergrofiert als ohne die Wechselwirkung. In diesem Falle ist die Zeitverzogerung
negativ.

In der vorliegenden Arbeit soll die Abhidngigkeit der Zeitverzogerung von den Anfangsbedin-
gungen der Trajektorien der Streupartner untersucht werden. Solche Untersuchungen wurden
bereits frither durchgefiihrt, insbesondere fiir chaotische Streusysteme, also solche Systeme, in
denen geringe Anderungen der Anfangsbedingungen zu deutlichen Anderungen der Streudy-
namik fiihren. Chaotische Streuung kann in einer Vielzahl von Systemen beobachtet werden
und ist deswegen sowohl fiir Experimente gut zuganglich [7] als auch fiir praktische Anwen-
dungen relevant; siehe hierzu die Zusammenstellungen [8, 9]. In Streusystemen mit chaotischer
Dynamik konnen sich unendliche Zeitverzogerungen ergeben, wenn die Streutrajektorien sich
beliebig nahe an einen im System gefangenen Orbit anndhern kénnen [10]. Im Allgemeinen er-
gibt sich fiir die Zeitverzogerung T eine asymptotisch exponentielle Verteilung [10, 11, 12] der

Form

P(T — o) ~e 7T,
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Fiir reguldre Streusysteme folgt hingegen i. A. eine polynomielle Abhéangigkeit [13, 14]
P(T — o) ~ T X

Dieser Zusammenhang kann natiirlich nur gelten, wenn die Zeitverzdgerung nach oben unbe-
schréankt ist. Es muss also Trajektorien geben, die sich beliebig lange im Streusystem aufhalten.
Dies ist z. B. in Kavitdten der Fall, in welchen der Streubereich durch eine fast geschlossene
Potentialbarriere begrenzt ist. Manche Trajektorien konnen sich in diesem Bereich sehr lange
aufhalten, ohne auf einen Ausgang aus dem Bereich zu treffen. In dieser Arbeit sollen jedoch
Streupotentiale mit reguldrer Dynamik betrachtet werden, in denen die Zeitverzogerung nach
oben beschrénkt ist.

In rdumlich beschrdnkten quantenmechanischen Systemen kénnen Streuechos, also periodi-
sche Strukturen in der Zeitverzogerungsverteilung, entstehen, wenn Teile des Wellenpaketes
im Streusystem gefangen werden [15, 16]. Eine phdnomenologisch dhnliche Struktur, allerdings
mit anderen Ursachen auf Grundlage klassischer Dynamik wurde von Prusty und Schanz [17]
untersucht. Dabei bewegt sich ein Streuteilchen durch einen endlich grofsen drahtférmigen Lei-
ter. Die Passage des Teilchens durch die Endfldchen des Leiters definiert absolute Grenzen fiir
die Interaktion des Teilchens mit dem Leiter. Es gentigt somit, statt der relativ (zur freien Be-
wegung) definierten Zeitverzogerung die absolut definierte Passagezeit des Teilchens durch den
Leiter zu betrachten.

Das in Referenz [17] betrachtete System ist in Abb. 1.1a beispielhaft dargestellt. Teilchen kénnen
sich in- und aufierhalb des Leiters frei bewegen, werden aber an den Leiterwédnden elastisch
reflektiert. Auflerdem bewegen sich die geladenen Teilchen innerhalb des Leiters unter dem
Einfluss eines Magnetfeldes, also auf Kreisbahnen. Jedem Teilchen kann eine Passagezeit durch
den Leiter zugeordnet werden. Bei Betrachtung einer grofien Anzahl von Teilchen mit einer
gewissen Verteilung von Anfangsbedingungen (parametrisierbar z. B. durch die y-Koordinate

I | 1 |

L ———1 L=n-s;neN

(@ (b)

Abbildung 1.1: Trajektorien in einem zweidimensionalen Draht: (a) Innerhalb des Drahtes der
Lange L (grau hinterlegt) bewegen sich geladene Streuteilchen (farbige Trajektorien) unter dem
Einfluss eines senkrecht zur Darstellungsebene gerichteten Magnetfeldes. (b) Fiir Trajektorien,
deren Periodenlédnge s ein Teiler der Drahtldange L ist, konnen durch Abschneiden eines Sttickes
beliebiger Lange (rot) und Anfiigen dieses Stiickes am anderen Ende der Trajektorie unendlich
viele neue Trajektorien im selben Draht konstruiert werden, mit gleicher Passagezeit, aber un-
terschiedlichen Anfangsbedingungen.
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Abbildung 1.2: Beispiel einer Passagezeitverteilung fiir das in 1.1 beschriebene Drahtsys-
tem: Auf einem glatten Grundverlauf finden sich in regelméafiigen Abstinden Pulse. Die Peaks
links der Sprungstelle sind logarithmische Singularitdten, deren Auftreten sich durch statio-
nire Punkte in der zugrundeliegenden Passagezeitfunktion T(y, ¢) erkldren. Die Peaks rechts
der Sprungstelle resultieren aus dem in Abb. 1.1b beschriebenen systemspezifischen Verhalten.

und die Impulsrichtung ¢ bei Eintritt in den Leiter) ergibt sich somit eine Verteilung von Durch-

laufzeiten.

Diese Verteilung zeigt eine ausgeprégte Pulsstruktur. Anstelle einer gleichméfiigen Verteilung
der Durchlaufzeiten hdufen sich diese bei mehreren Zeitpunkten. Dies wurde auf zwei Effekte
zuriickgefiihrt: Einerseits konnen fiir bestimmte Trajektorien, deren Periodenldnge ein Teiler
der Leiterldnge ist, unendlich viele andere Trajektorien mit identischer Durchlaufzeit gefunden
werden (vgl. Abb. 1.1b). Andererseits treten in der Zeitverzogerungsfunktion T(y, ¢) stationére
Punkte auf, die in der Verteilung zu logarithmischen Singularitédten fiihren, also zu unendlicher

Wahrscheinlichkeit einzelner endlicher Zeitverzogerungen.

Der erste Effekt ist spezifisch fiir das betrachtete System, der zweite jedoch resultiert aus der
konkreten Form der Zeitverzogerungsfunktion, die die Verteilung erzeugt. Entsprechend soll-
ten logarithmische Singularitdten auch in den Zeitverzégerungsverteilungen von anderen Ar-

ten von Systemen auffindbar sein.

In dieser Arbeit wird zur Priifung dieser Hypothese die Zeitverzogerung einfacher Streusyste-
me betrachtet. Hierbei wird von besonderem Interesse sein, dass die Zeitverzogerung i. A. kei-
ne global definierte Grofse ist, sondern von der Wahl des Koordinatensystems abhéngig sein
kann. Das Streuszenario besteht im klassischen Fall aus punktférmigen Testteilchen, die mit
einem rdumlich begrenzten Streupotential interagieren. Damit Berechnungen moglichst ana-
lytisch durchgefiihrt werden konnen, werden sehr einfache Potentiale betrachtet, zusammen-
gesetzt aus ein oder zwei scheibenférmigen Bereichen konstanter Potentialhohe. Es wird sich
zeigen, dass die gesuchten logarithmischen Singularitdten beobachtet werden konnen. Aller-
dings ist die Ableitung der Zeitverzogerungsverteilung schon bei einfachsten Systemen nicht
mehr analytisch moglich.
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In Referenz [17] wurde nur die klassische Dynamik untersucht. Ein Schwerpunkt der Betrach-
tung soll daher in dieser Arbeit insbesondere die klassisch-quantenmechanische Korrespon-
denz sein. Hierzu wird die Definition der Zeitverzogerung quantisiert und auf Wellenpakete
angewendet, deren Interaktion mit einem Streupotential durch die Split-Operator-Methode [18]
numerisch abgeschétzt wird. Diese Berechnungen fiihren auch auf logarithmische Singularita-
ten, die mit dem klassischen Falle verglichen werden kénnen.

Die Betrachtungen beginnen in Kapitel 2 mit der Einfithrung des Begriffes der Zeitverzoge-
rung fiir klassische Streutrajektorien und der Ableitung grundlegender Rechenregeln. Danach
werden in Kapitel 3 die Zeitverzogerungsverteilungen fiir zwei Modellsysteme berechnet und
diskutiert. In den Kapiteln 4 und 5 werden diese Betrachtungen schliefllich auf das quantenme-
chanische Regime iibertragen, wobei das besondere Interesse auf der numerischen Bestimmung
der Zeitverzogerung liegt.



2 Zeitverzogerung in klassischen

Streusystemen

Im Folgenden werden ausschliellich zweidimensionale Systeme (q,p € RR?) betrachtet. Die
Hamilton-Funktion eines klassischen Streusystems

2
H(q,p) = Ho(p) +V(q) = -+ V(q) @)

wird durch das rdumlich begrenzte Streupotential V(q) beschrieben. Die konkrete Beschrei-
bung der raumlichen Beschréanktheit des Streupotentials ist dabei von der Fragestellung abhan-
gig. Manchmal wird nur fiir grofle |q| ein asymptotisches Abfallen schneller als 1/g gefordert,

sodass langreichweitige Potentiale wie Gravitations- oder elektromagnetische Wechselwirkun-
gen ausgeschlossen werden. Fiir die folgenden Betrachtungen wird

V(q) =0 VY|q|>R (2.2)

gefordert. Das heifst, dass das Potential in einem kreisférmigen Bereich der Ausdehnung R
um q = 0 lokalisiert [19]. Der Radius R ist nicht eindeutig definiert. Vielmehr sind alle Werte
iiber einem von der Form des Potentials bestimmten Radius Ry zuldssig. Diese Wahlfreiheit
wird im klassischen Fall keine Rolle spielen, im quantenmechanischen Fall hingegen von grofser
Bedeutung fiir die Definition der Zeitverzogerung sein.

Der Bereich I(R) = {q:|q| < R} wird im Folgenden als Interaktionsbereich bezeichnet. Ab-

bildung 2.1 zeigt verschiedene Moglichkeiten zur Wahl des Interaktionsbereiches fiir ein Drei-

Abbildung 2.1: Definition des Interaktionsbereiches: Fiir ein Dreischeiben-Billardpotential
(grau) konnen verschiedene mogliche Interaktionsbereiche (schwarz berandet) definiert wer-
den, insbesondere der kleinstmogliche Interaktionsbereich (blau berandet).
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Scheiben-Billard. Da das Potential auf den Interaktionsbereich beschrankt ist, konnen klassische
Teilchen sich aufierhalb des Interaktionsbereiches frei bewegen. Somit lassen sich Streutrajek-

torien in drei Abschnitte unterteilen:
e eine einlaufende freie Bewegung, die auf den Interaktionsbereich hinfiihrt,
e eine im Allgemeinen nichtintegrable Bewegung innerhalb des Interaktionsbereiches und
e eine auslaufende freie Bewegung, die vom Interaktionsbereich wegfiihrt.

Hiervon ausgenommen sind diejenigen Trajektorien, die den Interaktionsbereich nicht durch-
queren. Aus der Energieerhaltung folgt ein Impulserhaltungssatz

Pe| = |pal (2.3)

zwischen den freien Anteilen der Streutrajektorie. Die Notationen U, und U, stehen dabei fiir
Grofien, die zum ein- bzw. auslaufenden Anteil einer Trajektorie gehoren.

Im weiteren Verlauf dieses Kapitels werden verschiedene Definitionen der Zeitverzdgerung in
klassischen Streuproblemen vorgestellt und bzgl. ihrer Anwendbarkeit auf numerische sowie
analytische Verfahren bewertet. Um ein Gefiihl fiir das Verhalten dieser Definition zu erhal-
ten, soll die Zeitverzogerung fiir ein einfaches Beispielsystem berechnet werden. Es ist beson-
ders instruktiv, hierfiir ein verschwindendes Streupotential V = 0 zu wihlen, um die intuitive
Erwartung zu priifen, dass in einem solchen System mangels beschleunigender oder verzo-
gernder Einfliisse die Zeitverzogerung fiir alle Streutrajektorien verschwinden sollte. Nach der
Einfiihrung der verschiedenen Definitionen werden noch einige allgemeine Rechenregeln fiir
die Zeitverzogerung abgeleitet, die dann auf konkrete Systeme angewendet werden.

2.1 Definition durch die Wirkung

In Referenz [20] wird die Zeitverzogerung tiber die reduzierte Wirkung

A= [dp-a=— [atp(t)-a() (24)

eingefiihrt. Obwohl die zugehorige Streutrajektorie {iber unendliche Zeitbereiche verladuft, ist
diese Wirkung wohl definiert, da sich der Impuls nur fiir eine begrenzte Zeit innerhalb des
Interaktionsbereiches dndert. Die Zeitverzdgerung ergibt sich dann zu

0A
Taction = a_E (2'5)

Diese Gleichung ist wie folgt zu lesen: Die Wirkung A hdngt von den Anfangsbedingungen der
Streutrajektorie ab. Diese Anfangsbedingungen werden so parametrisiert, dass die Energie E
des Streuteilchens ein unabhédngiger Parameter ist (sieche Abschnitt 2.3). Der Index an T dient
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nur dazu, im Rahmen dieser Zusammenstellung die verschiedenen Definitionen der Zeitverzo-
gerung zu unterscheiden.

Dass Tyction fiir V- = 0 verschwindet, folgt aus A = 0 wegen p = const. Diese Definition wird
in dieser Arbeit nicht angewendet, weil die Energieableitung fiir numerische Anwendungen
unhandlich ist und fiir die benétigten analytisch-geometrischen Ableitungen besser angepasste

Formulierungen existieren. Diese werden im nédchsten Abschnitt vorgestellt.

2.2 Geometrisch motivierte Definitionen

2.2.1 Eigentliche Zeitverzogerung

Fiir die Definition der eigentlichen Zeitverzogerung' betrachtet man eine Durchquerungszeit
t, — te, wahrend welcher sich ein Teilchen unter Interaktion mit dem Streupotential von dem
Ort q. = q(t.) nach q, = q(t,) bewegt. Diese Zeit vergleicht man mit der Zeit ty(qe, q.), die
das Teilchen benoétigt, um sich ausschliefdlich unter dem Einfluss der freien Hamilton-Funktion
Hjp von q, zum Koordinatenursprung und von dort nach q, zu bewegen (siehe Abb. 2.2). In-

dem man die Zeitpunkte ¢, und f, gegen $oo streben ldsst, ist durch diese Zeitendifferenz eine

Zeitverzogerung
. . +
Tpoper == lim_[(fa — ) ~to(@er@0)] = lim_| (12— ) — (%190 26)
t,——+o0 ta—+o00

eindeutig definiert. Hierbei ist v = |p.|/m = |pa|/m die Geschwindigkeit des Testteilchens.
Eine Ableitung dieser Darstellung aus Tyction erfolgt in Referenz [8].

Zur Ableitung der Zeitverzogerung im potentialfreien Fall V = 0 sei die freie Trajektorie durch
q(t) = qo + v - t beschrieben, wobei t so gewdhlt ist, dass qp der Punkt der Gerade ist, der

t — 400

Abbildung 2.2: Die eigentliche Zeitverzogerung vergleicht die tatsachliche Trajektorie zwi-
schen q, und q, (schwarz) mit einer Referenztrajektorie durch den Koordinatenursprung (rot).
Der blaue Kreis ist der Interaktionsbereich, das Streupotential ist nicht dargestellt.

'In der englischsprachigen Literatur ist die im Folgenden beschriebene Definition als , proper time delay” be-
kannt; eine deutsche Ubersetzung ist nicht bekannt. Im Folgenden wird die wortliche Ubersetzung als , eigentliche
Zeitverzogerung” sowie das Symbol Tproper verwendet.
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am dichtesten am Koordinatenursprung liegt. Aufgrund dieser Wahl ist qp L v und somit
q*(t) = q3 + v* - t2. In (2.6) eingesetzt ist

Toroper = lim lim [(ta —te) — \/qé/v2 + 2 — \/Cl%/v2 + tg}

te—>—o00 t;—00
tel—1>n—1<>o t}l—lgo {(t“ te) \/Z \/;] 0

Im Limes fiir groSe Zeiten wurde der konstante Term q3/v> gegeniiber t2 /o Vernachldssigt.
Der Umweg, den die Referenztrajektorie gehen muss, um den Koordinatenursprung zu besu-
chen, wird anschaulich umso kleiner, je friither sie von der tatsdchlichen Trajektorie abbiegt.
Wie bei diesem Beispiel steht auch in anderen einfachen Fillen, etwa bei harten Potentialen
(V(q) € {0,00} V¥ q, vgl. Abschnitt 4.6), die benotigte Durchlaufzeit in direktem Zusammen-
hang zur geometrischen Lange der Trajektorie.

Aufgrund ihrer guten Anschaulichkeit ist die eigentliche Zeitverzogerung, so wie alle in diesem
Abschnitt vorgestellten geometrisch motivierten Definitionen der Zeitverzogerung, fiir analyti-
sche Rechnungen geeignet. Die Notwendigkeit des Uberganges zu unendlichen Zeiten schrankt

jedoch die Eignung fiir numerische Anwendungen stark ein.

2.2.2 Definition iiber retardierten Ort

Eine dquivalente Definition, die ohne Zeitlimites auskommt, wird von Narnhofer [19] beschrie-
ben. Hierzu wird ein retardierter Ort

q(t) = q(t) —v(t) -t 27)

eingefiihrt, welcher fiir freie Bewegungen per Konstruktion eine Erhaltungsgrofle ist. Den frei-
en Anteilen einer Streutrajektorie konnen somit insbesondere zwei retardierte Orte q, und q,
zugeordnet werden, deren Differenz als Ortsverschiebung durch die Streuung aufgefasst wer-
den kann (vgl. Abb. 2.3).

CE

Abbildung 2.3: Die retardierten Orte der freien Anteile der Streutrajektorie beschreiben eine
anschauliche Ortsverschiebung durch die Streuung (rot).
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Narnhofer betrachtet den Anteil des retardierten Ortes, der parallel zum Impuls der freien Tra-
jektorien steht, und gelangt zu einer grenzwertfreien Darstellung der Zeitverzogerung
9. Ve — 9, Va

Ty = - : (2.8)

Wiederum ist v = |v,| = |v,|. Ty verschwindet im freien Fall V = 0, da dann die ein- und

auslaufende Trajektorie zusammenfallen (q, = q, und v, = v;).

Es soll gezeigt werden, dass die Definitionen (2.6) und (2.8) tibereinstimmen. Hierfiir definieren
wir 7,(R) und 7,(R) als die Zeiten, zu denen die Trajektorie den Interaktionsbereich I(R) betritt
bzw. verldsst, und zeigen, dass beide Definitionen dieselbe Form annehmen, wenn sie durch
T(R) := 1 (R) — (R) dargestellt werden. In

e =t (10 20) i (19

te——00 t,—o0 0
te——00 0 tpg—o0 19
= Tproper,e = Tproper,u

ist die i. A. nichtintegrable Dynamik im Interaktionsbereich komplett in der Aufenthaltszeit
T(R) gekapselt. Die beiden hinteren Summanden beschreiben Beitrage zur Zeitverzogerung
der freien Anteile der Streutrajektorie. Deren Berechnung soll hier nur fiir den auslaufenden

Anteil ausgefiihrt werden; der einlaufende Anteil wird analog behandelt.

Gemifs Abb. 2.4 wird Tproper,s durch geometrische Groflen dargestellt. Es gilt

_ CH _ |9 — q(7)| _ 94| _. 5% " 4Ya
v

Tproper,a = (ta - Ta) - . : .

9a = Sa — U * Tproper,a
2_ 2 2 2
qa — S{l 25[1 -0 - Tproper’a + o - T (2.10)

proper,a-

Abbildung 2.4: Skizze zum obigen Beweis: Durch die Punkte q(7;) und q, = q(t,) ist die
Hilfsgrofie s, definiert. b, ist der Streuparameter, R, der Interaktionsradius.
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In Abb. 2.4 ist q, die Hypotenuse des rechtwinkligen roten Dreiecks; dessen Katheten sind
V/ R% — b3 + s, und b,. Somit gilt

2
P = (,/R2—bg+sa> + b2 =R?+2s,- \/R2 — b2+ s2. (2.11)

Der Vergleich der Gleichungen (2.10) und (2.11) liefert

_251,1 0 - Tproper’a + Uz M Tgroper/a — R2 _|_ ZSa M \/ R2 - b%.

Mit t, — oo geht s, — oo und die Terme, die kein s, enthalten, sind vernachldssigbar. Es ver-
bleibt zunéachst

JRZ B2

(%

Tproper,a -

sowie nach analoger Rechnung fiir den einlaufenden Anteil schliefdlich

RZ_p2+ /RZ_12
_ e a

Toroper = T(R) -

(2.12)

Indem q, ,, in (2.8) durch q(7,,,) dargestellt wird, kann die Narnhofer-Zeitverzogerung

[q(Te) — veTe] - ve — [q(Ta) — VaTa] - V4 q(%) - ve | q(T) - Va
TN = Z)z = T(R) — 02 + 02
auf T(R) zurtickgefithrt werden. Bis auf einen Faktor 1/v sind die zwei letzten Terme die Kom-
ponenten von q(7,/,) in Richtung des Einheitsvektors v, ,,/v. Aus dem kleinen rechtwinkligen
Dreieck in Abb. 2.4 liest man hierfiir den Wert &, /R? — b? 1, ab. Eingesetzt ergibt sich dasselbe
Ergebnis

2 _ K2 2 _ K2
Ty = o(R) — VR JZ: VR b (2.13)

wie in Gleichung (2.12). Eigentliche und Narnhofer-Zeitverzogerung fallen also zusammen.

2.2.3 Definition iiber Aufenthaltszeit

Die im obigen Beweis als Zwischenergebnis gewonnene Gleichung (2.12) ist eine eigenstdndige
Definition Tgyep der Zeitverzogerung? mittels der Aufenthaltszeit

T(R) := 1;(R) — %(R). (2.14)

2Das Symbol Tyye wird in Anlehnung an die englische Ubersetzung dwell time gewdhlt. Ublich ist auch sojourn
time.
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Hierbei sind 7.(R) und 7,;(R), gegeben durch

|a(%(R))| =R la(w(R))| =R (2.15)
q(%(R)) -p(w(R)) <0 q(w%(R)) - p(w(R)) >0

eindeutig definiert, sofern der Interaktionsradius R die Bedingung (2.2) erfiillt. Diese Definition
der Zeitverzogerung mittels Aufenthaltszeiten wird sich insbesondere fiir den Ubergang von
klassischer zu quantenmechanischer Betrachtung als niitzlich erweisen [6].

Die Darstellung (2.12) hdngt von den Streuparametern b,,, der freien Streutrajektorien ab.
Falls dies je nach Anwendung ungiinstig ist, kann die Zeitverzogerung auch als eine Diffe-
renz zwischen der Aufenthaltszeit des gestreuten Teilchens und der Aufenthaltszeit nicht mit
dem Streupotential interagierender Teilchen beschrieben werden. Bianchi [6] weist darauf hin,
dass solche Definitionen im Allgemeinen jedoch nur im Limes R — co wohldefiniert sind.

Die Aufenthaltszeit eines freien Teilchens, genauer: eines am Streupotential V = 0 gestreuten
Teilchens, mit dem Streuparameter b, = b, = b betragt (vgl. Abb. 2.5)

So(R, b) ) R2 — b2
v v '

Somit verschwindet die Zeitverzogerung Tyywen gemafs (2.12) fiir freie Teilchen. Wahlt man zu
einem gestreuten Teilchen mit den Streuparametern b, , ein freies Teilchen mit identischer Tra-
jektorie fiir t — —oo, dessen Aufenthaltszeit als 7y, bezeichnet sein soll, so wird (2.12) zu

2 12 2 _ 12
Tywat = T(R) — 1,(R) + Y2 - VR =BE _ i 12(R) — ,(R)]. (2.16)

R—o0

Nur im Grenzfall R — co verschwindet die Abhédngigkeit von b, ,,. Eine analoge Definition auf
der Grundlage der auslaufenden statt der einlaufenden Trajektorie ist auch moglich und ergibt

Tawen = 1%1_1;120 [T(R) - TO,a(R)] : (2.17)

Abbildung 2.5: Fiir ein freies Teilchen mit dem Streuparameter b entspricht die Aufenthaltszeit
T = T; — T, der Passageldnge sp durch den Interaktionsbereich (Radius R).
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Der numerisch ungiinstige Limes kann im Allgemeinen nur dann eliminiert werden, wenn die

Aufenthaltszeiten beider freier Trajektorien verwendet werden,

B T(),e(R) + TO,a(R)

Tawen = T(R) 5 ,

(2.18)

was fiir numerische Anwendungen aber ebenfalls ungiinstig oder zumindest asuggestiv ist, da
sie immer in einer bestimmten Zeitrichtung operieren.

Ein Spezialfall ist der eines um den Koordinatenursprung drehsymmetrischen Potentials. In
diesem Falle ist der Drehimpuls erhalten, es gilt also b, = b,, und (2.12) wird zu

WRE-

Tawen = T(R) - p T(R) - TO(R)/ (2.19)

wobei kein Limes notwendig ist.

2.2.4 Numerische Bestimmung der Zeitverzogerung

Eine alternative Methode, die Abhéngigkeit von b,,, in Tqyen zu eliminieren, besteht darin,
die Ein- bzw. Austrittszeit® 7,,,(R) in (2.14) anders zu konstruieren. Die neuen Zeiten T, ,,(R)
ergeben sich, indem die Bedingungen (2.15) durch

q(Te(R)) - ep(Te(R)) = —R, q(Ta(R)) - ep(Ta(R)) = R. (2.20)

ersetzt werden. Hierbei ist ep(t) der Einheitsvektor mit ep(t) 1T p(t). Bei Formulierung fiir

beliebige q und nach Ersetzung der p durch die konstanten Impulse p,,, der freien Trajektorien,

q-epe=—R, q-eps =R, (2.21)

(a) (b)

Abbildung 2.6: (a) vergleicht die Ein- und Austrittszeiten 7,,, (Schnitt mit der Interaktionsbe-
reichsberandung) mit 7, ,, (Schnitt mit zur Trajektorie orthogonaler Tangente am Interaktions-
bereich); (b) fithrt zum Vergleich beider Zeiten die Hilfsgrofse d,/, ein.

3In englischen Texten wird T, meist als arrival time und 7, entsprechend als departure time bezeichnet.
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definieren die Gleichungen (2.20) Tangenten (in hoheren Dimensionen tangentiale Hyperebe-
nen) an den Interaktionsbereich I(R). Die DurchstofSzeiten der Streutrajektorie durch diese
Ebenen sind die Zeiten T,,,(R), wie in Abb. 2.6a dargestellt. Die Definition (2.12) der Zeitver-
zogerung iiber die Aufenthaltszeit kann nun genutzt werden, um die Zeitverzogerung mittels
T(R) := T4(R) — T.(R) statt T(R) zu definieren.

2_ 12 2 __ 12
T(R)—\/R b2 + /R2 — b2

T =
0

T =7T(R) + [w(R) = Ta(R)] — [w(R) —T.(R)] — \/RZ_bg—;\/RZ_b%

T —7(R)— Jatde VRZ =02+ \/R2 12

0 0

Hierin wurden die Zeitdifferenzen 7, ,, — T, /, durch geometrische Strecken d, /, der freien Streu-
trajektorien identifiziert. Aus Abb. 2.6b folgt d,/, = R — |/ R? — b? /, und somit

_ 2R
Toum = T(R) = =~ (2.22)

Wie gewdiinscht ist der Streuparameter der freien Trajektorien aus dieser Definition eliminiert.
Die Definition (2.22) wurde im Rahmen dieser Arbeit zur numerischen Bestimmung der Zeit-

verzogerung eingesetzt.

2.3 Zeitverzogerungsfunktion und -verteilung

Die Zeitverzogerung nimmt im Allgemeinen unterschiedliche Werte fiir unterschiedliche Tra-
jektorien an. Um diese Abhdngigkeit zu beschreiben, miissen die Streutrajektorien parametri-
siert werden. Hierzu wird eine Parametrisierung des einlaufenden freien Anteils der Streutra-
jektorien genutzt.

Freie Trajektorien in zwei Dimensionen werden durch eine Gleichung q(t) = qo + vo - t und
damit zundchst durch vier Parameter (qp, v) beschrieben. Durch Translation der Zeitachse erge-
ben sich jedoch Aquivalenzklassen zusammenfallender Trajektorien. Weiterhin wollen wir nur
Streuteilchen mit einer festen freien Energie E = p3/2m = mv3/2 betrachten; Anderungen der
Energie der Streuteilchen kénnen, sofern erforderlich, durch Umskalierung der Potentialwerte
modelliert werden. Somit werden nur zwei Parameter zur Beschreibung der Streutrajektorien
bendtigt.

Die Geschwindigkeit hat durch die Vorgabe der freien Energie einen festen Betrag vg. Als Para-
meter verbleibt die Richtung, der Einfallswinkel ¢,, welcher hier wie {iblich gegen die positive

x-Achse gemessen wird. Damit ist

Voe =00 - (‘ o8 9"€> . (2.23)

— sin @,



14 2 Zeitverzogerung in klassischen Streusystemen

Als zweiter Parameter kann der Streuparameter b, verwendet werden, der bereits in vielen Ab-
leitungen des vorhergehenden Abschnitts auftauchte. Er ist die orthogonale Verschiebung der
freien Trajektorie gegen diejenige Trajektorie mit demselben Einfallswinkel ¢,, die durch den
Koordinatenursprung lauft. Auf dieser Grundlage kann qg, gewdhlt werden. Da allerdings wie
beschrieben eine eindimensionale Wahlfreiheit fiir qg . auf der Trajektorie vorliegt, soll stattdes-
sen der Ort fiir eine ausgezeichnete Zeit beschrieben werden, namlich die Eintrittszeit T, der

numerischen Zeitverzégerung. Der Punkt

_ R - cos @, — b, - sin @
R)) = 2.24
q(Te( )) <R~sinqoe+be-coscpe> ( )

entspricht gerade dem Punkt (R, b,)T, der bzgl. des Koordinatenursprungs um den Winkel ¢,
gedreht wurde. Dies ist anschaulich, wenn man sich die Geraden (2.21) als b-Achsen vorstellt,
die mit variierendem ¢, um den Interaktionsbereich rotieren (vgl. Abb. 2.7). In dieser Grafik
sind auch die Parameter des auslaufenden freien Anteils der Streutrajektorie dargestellt; aus
diesen ergeben sich vo, und q(7,(R)) genau wie in Gleichung (2.23) und (2.24); lediglich das
Vorzeichen von vy, wechselt, da der Impuls vom Interaktionsbereich weg- statt auf ihn hinge-
richtet ist.

So wie man vg,,, und q(?e /a(R)) aus b,/, und ¢,,, erhalten kann, ist auch die riickwértige
Abbildung moglich,

(x * Oy — qy - Ux
(]

besg = £ Pe/q = atan2(Foy, Fuy), (2.25)
und insbesondere fiir auslaufende Trajektorienanteile von Interesse.

Auf der Grundlage der vorliegenden Parametrisierung von Streutrajektorien kann die Zeitver-
zogerungsfunktion T(b,, ¢.) sowie, fiir ein Ensemble einfliegender Streuteilchen mit der Wahr-

Abbildung 2.7: Freie Anteile einer Streutrajektorie sind durch Ein-/Ausfallswinkel ¢,/, so-
wie Streuparameter b, /, vollstindig beschrieben. Letztere konnen grafisch dargestellt werden
durch Konstruktion von b,,,-Achsen als Tangenten an den Interaktionsbereich. Die Schnitt-
punkte der Trajektorien mit diesen Achsen entsprechen den Ein-/Austrittszeiten T, ,.
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scheinlichkeitsverteilung P(b,, ¢.), die Zeitverzogerungsverteilung

R 2
P(T) = /dbe/dqoe P(be, pe) - 6(T — T(be, 9e)) (2.26)
—R 0

betrachtet werden. Streuparameter |b.| > R werden mangels Streuung vernachlissigt. Eine
praxisrelevante Wahrscheinlichkeitsverteilung erhilt man aus einer Parametrisierung mittels
der Winkel ¢, und 1, anstelle von b, und ¢,. Der Winkel gegeniiber der x-Achse aus Sicht des
Koordinatenursprungs, unter dem die Streutrajektorie den Interaktionsbereich betritt, wird als

¢e = <(ex, q(7))

bezeichnet. Diese Art von , Einfallswinkel” unterscheidet sich deutlich vom Winkel ¢,, der tiber
den Impuls definiert und somit unter Koordinatensystemtranslation invariant ist. Der Impuls

des einfallenden Teilchens ist erst tiber den Winkel

Ye = <(—q(w), p(w))

zwischen Impuls- und nach innen gerichtetem Normalenvektor der Berandung des Interakti-
onsbereiches eindeutig gegeben; vgl. Abb. 2.8. Der Ubergang zur Parametrisierung durch b, / ¢,
erfolgt mittels

e _ [ —R-singe Pe (e +arcsin b
((Pe) (Perthe) = < Pe + P > ' <¢e) (be: ge) = ( —arcsin% ) ' 227)

Daraus folgt gemaf |P(be, ¢c) - dbed@e| = |P(¢pe, Pe) - dpedp| der Zusammenhang

P(be, pe) = R - costpe - P(¢pe, e)- (2.28)

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung P(¢,, 1. ) bevorzugt tiblicherweise einfliegende Streuteilchen,

Abbildung 2.8: Freie Anteile einer Streutrajektorie konnen auch durch die Winkel ¢, ,, (Winkel
zur x-Achse des Schnitts mit der Interaktionsbereichsberandung) und ¢,,, (Winkel zwischen
Impulsrichtung und Koordinatenursprung aus Sicht des Streuteilchens beim Eintritt in den
Interaktionsbereich) parametrisiert werden.
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die auf den Koordinatenursprung ausgerichtet sind, zum Beispiel

P(¢pe, ) = P(¢pe) - cos .

Der Ubergang zu P(be, ¢.) ist giinstig, weil cos i, in Gleichung (2.28) gerade als Umrechnungs-
faktor auftaucht. Insbesondere ergibt eine konstante Verteilung in ¢ dann eine konstante Ver-

teilung P(b,, ¢.). Diese konstante Verteilung wird vom groflem Interesse sein, da Gleichung (2.26)

dann zu
1 R 27
P(T) = ;- [ dbe [dges(T = T(bg.) 2.29)
—R 0

wird. In dieser Darstellung folgen alle interessanten Eigenschaften der Zeitverzogerungsvertei-
lung P(T) aus der Struktur der Zeitverzogerungsfunktion T (b,, ¢.) (siehe Kapitel 3).

Anstelle des gesamten Parameterraumes kann auch nur ein Teilbereich I mit der Flache A = |I|
betrachtet werden; dann ist

P(T) = % - // dbed@e 8(T — T(be, ge)).- (2.30)
I

2.4 Rechenregeln

2.4.1 Koordinatensystemwechsel

Fiir die Zeitverzogerungsfunktion in der Parametrisierung durch b, und ¢, ist eine Drehung

um einen Winkel 0 nur eine Verschiebung des unabhidngigen Parameters

P — @)= @+,

welche das Verhalten von T(b,, ¢.) nicht verédndert. Da alle physikalisch sinnvollen Wechsel des
Koordinatensystems dargestellt werden konnen als eine Drehung, gefolgt von einer Verschie-
bung des Koordinatenursprungs in einer festen Koordinatenrichtung, gefolgt von einer weite-
ren Drehung, ist also nur noch das Verhalten unter Verschiebung des Koordinatenursprungs in
einer festen Richtung von Interesse.

Es wird also eine Translation des Koordinatenursprungs betrachtet. Der neue Koordinatenur-
sprung q’ = (0,0)T liegt im alten Koordinatensystem bei q = (Q,0)” (vgl. Abb. 2.9). Die iiber
die Impulsrichtung definierten Winkel ¢, /, dndert dies nicht (¢,,, = ¢./4), wohl aber den
Streuparameter

be — bé = be + Q . Sll’l qOe. (2.31)
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0 Q | e

Abbildung 2.9: Eine Translation des Koordinatensystems verdndert die Streuparameter sowie
die Ein-/Austrittszeiten der freien Anteile einer Streutrajektorie.

Dieses Verhalten entspricht einer nichttrivialen glatten Kriimmung des (b,, ¢, )-Parameterraumes.
Weiterhin dndert sich der Wert der Zeitverzogerung, weil die Translation zu anderen Ein- und
Austrittszeiten T, /, fiihrt. Es ergibt sich

T'(b), @c) = T(be, @e) + % - COS @ + % - COS ¢y, (2.32)

worin jeweils ein Beitrag aus verdnderter Eintrittszeit und Austrittszeit stammt. Fiir V = 0 ist

Cos ¢, = — cos @,, weswegen sich die Zeitverzogerung T = 0 in diesem Fall nicht d&ndert.

2.4.2 Verkettung

Potentiale konnen aus verschiedenen, an bestimmten Stellen des Interaktionsbereiches loka-
lisierten Anteilen bestehen, fiir die eine Zeitverzogerungsfunktion einzeln ermittelt werden
kann. Ein Beispiel ist der bekannte Dreischeibenstreuer, der aus drei voneinander rdaumlich
getrennten harten Scheibenpotentialen besteht.

Eine Verkettung der einzelnen Zeitverzogerungsanteile erfordert allerdings Kenntnis iiber die
zeitliche Abfolge der Interaktionen des Streuteilchens mit den einzelnen Potentialanteilen. Die-
se Forderung entspricht einer Einschrankung der zuldssigen Anfangsbedingungen, fiir die die
resultierende geschlossene Form der Gesamtzeitverzogerung Giiltigkeit hat.

Sei also V = Vj + V; ein Potential aus zwei rdumlich getrennten Bestandteilen; das heifst, die
Trager supp V; » C RR? sind disjunkt. Fiir V; sowie V5 seien die Zeitverzogerungsfunktionen
T, sowie T im selben Koordinatensystem bekannt, gegebenenfalls durch Translation von in
anderen Koordinatensystemen erhaltenen Ergebnissen.

Weiter sei bekannt, dass ein Streuteilchen fiir gegebene b, und ¢, zuerst mit dem Potential V;
interagiert und danach mit dem Potential V. Aus diesem Grund wird die Gesamtzeitverzoge-
rung dieses Teilchens mit T7, bezeichnet. Die Zeitverzogerung (2.8) nach Narnhofer

Qo1 Vel — 9,2 Va2 91 Vel — 951 Va1l | 9e2°Ve2 — 9,2 Va2
T12(be, 9e) = 2 - 02 * v?
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kann als Summe der Zeitverzogerungen T; und T fiir die Streutrajektorie dargestellt werden,
da die einlaufende Trajektorie des zweiten Streuereignisses mit der auslaufenden Trajektorie

des ersten Streuereignisses zusammenfallt (q,1 - Va1 = q,2 - Ve,2). Es gilt also

T12(be/ (Pe) =T (be/ (Pe) + Tz(be,2/ 4)6,2)'

Sind fiir das erste Teilpotential neben der Zeitverzogerungsfunktion T; auch die Abbildungen
ba1(ber, Per) sowie @, 1(be1, @e1) bekannt, die die einlaufende in die auslaufende Streutrajek-

torie tiberfiihren, so konnen die Parameter
be,z = _ba,l Pe2 = Qa1+ T (2.33)
dadurch beschrieben werden, und es ergibt sich schliefSlich

le(bw q)e) = Tl(be/ q’e) + TZ(_ba,l(be/ q’e)/ ?a,l(b& q)e) + 7T) .
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Nachdem im Kapitel 2 die klassische Zeitverzogerung eingefiihrt und allgemein diskutiert
wurde, soll nun die Zeitverzogerungsfunktion T (b, ¢.) sowie daraus folgend die Zeitverzoge-
rungsverteilung P(T) fiir zwei Modellsysteme betrachtet werden. Der Einfachheit halber wer-
den die Parameter b, und ¢, des einlaufenden freien Teils der Streutrajektorie nur als b und ¢

bezeichnet.

3.1 Harte Scheibe

Ein im Koordinatenursprung zentriertes hartes Scheibenpotential sei durch

Via) = {°° =

0 sonst

beschrieben. Dieses Potential ist zentralsymmetrisch und deswegen drehimpulserhaltend; es
gilt also |b.| = |bs|. Der kleinstmogliche Interaktionsradius Ry = r ergibt fiir alle Streutrajekto-

rien eine Aufenthaltszeit T(Ro) = 0. Hiermit ist die Zeitverzégerung gemif Gleichung (2.19)

212 — b2
T(b, go) = m— (3.1)

Die Zeitverzdgerungsverteilung wird gemafs Gleichung (2.29) ermittelt. Zur Losung von

% V- b2> (3.2)

P(T) :%-/db5<T+
wird die Rechenregel
b—b;
(S(f(b)) - Z 5|(f/(bi)|)

verwendet, wobei die Summation tiber alle einfachen Nullstellen f(b;) = 0 erfolgt. Im Falle der
Gleichung (3.2) hat

o) =T+2 V-8, F(b) = ——
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= 0or N €
R~
—r
0 /2 T 3m/2 27 _% _%
T

(@) (b)

Abbildung 3.1: (a) Zeitverzogerungsfunktion und (b) -verteilung fiir eine zentrierte harte
Scheibe mit dem Radius r. Die Darstellungsform und Farbskala in (a) entsprechen zum Zwecke

der Vergleichbarkeit Abbildung 3.2.

mit T € [—2r/v,0] die Nullstellen

T2 - 2 4 T? - 2
bija = F\1? = ——, ’f/(bl/Z)‘:_T-vz' ==
Eingesetzt in (3.2) ergibt sich
1 -T-®
P(T) = — . /db [5(b—by) + (b —by)]
2r 4, /2 _ T22
4 -r
bzw. nach Aufintegration
—T . v? 2
P(T) = Y fir -2 < T < 0. (3.3)
2rvar2 — T2 - v? v
Diese Verteilung hat eine Singularitit bei T = —2r/v aufgrund des verschwindenden Anstiegs

der Zeitverzogerungsfunktion bei diesem Wert an der Stelle b = 0.

3.2 Verschobene harte Scheibe

Es soll untersucht werden, wie sich die Zeitverzégerungsverteilung dndert, wenn die Schei-

be aus dem Koordinatenursprung verschoben wird. Der Mittelpunkt der Scheibe liege nun

bei q = (s,0). Dies entspricht gegeniiber dem vorher diskutierten Fall einer Translation des

Koordinatensystems um (—s,0)T. Die Gleichungen (2.31) und (2.32) gelten entsprechend. Die
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Zeitverzogerung fiir die verschobene harte Scheibe ist
Y, 2 > 2 S S . . b
T'(V', ¢e) = VT —b? — L €08 P — — - COS @ mit ¢, = q)e+2arcsm;.
Mit trigonometrischen Rechenregeln und der Identitét cos (arcsin x) = v/1 — x2 folgt

2 b
T'(V, ¢) = - V12 —b2— % {cosq)—l—cos <q0+2arcsin;>}
= —% 12 —b% — %-cosarcsing-cos (go—karcsing)
= —%-\/rz—bz' {14—;'(:05 (go—i—arcsing)} :

Hierin muss noch der Streuparameter b der zentrierten Scheibe ersetzt werden, welcher sich in
Umkehrung von Gleichung (2.31) als

b="0b'+s-sing

ergibt. Im Endresultat kénnen dann die Striche an den Grolen T’ und b’ weggelassen werden;
eine Verwechslungsgefahr mit den entsprechenden Grofien im System der Scheibe ist nicht
mehr gegeben. Es ist

T(b, @) = —% : \/1’2 — (b+s-sin(p)2- {1 + ;-COS ((p+arcsin w>} . (3.4)

Durch die Verschiebung s hat sich eine ¢-Abhédngigkeit ergeben. Somit erlaubt dieses einfache
Beispielsystem, die Auswirkungen bestimmter analytischer Strukturen der Zeitverzogerungs-
funktion auf die Zeitverzogerungsverteilung zu untersuchen. Bei der Anwendung von Glei-
chung (3.4) ist zu beachten, dass sie nur fiir Streutrajektorien gilt, bei denen eine Reflexion am
Potential stattfindet. Dies ist fiir

|b+s-sing| <r (3.5)

der Fall. Zur Vereinfachung der folgenden Ableitungen wird Gl. (3.4) durch die Definitionen

_ S — b — — 0 —
5= b=, I, ¢):=—_-T(b-1¢)
einheitenlos gemacht. Die neue Darstellung ist
— _ 2 _
T(b,(P):—Z-\/l—(b—i—E-sin(p) -{1+§-cos((p+arcsin<b+§-sin(p))}. (3.6)

Die rein analytische Ableitung einer Zeitverzogerungsverteilung wie im vorigen Abschnitt,
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ausgehend von Gleichung (2.29), ist aufgrund der Komplexitit von Gleichung (3.6) nicht prak-
tikabel. Abb. 3.3a zeigt stattdessen eine numerisch ermittelte Verteilung. Die zugehorige Zeit-
verzogerungsfunktion selbst ist in Abb. 3.2 dargestellt. Fiir den gewé&hlten Parameter s = 1/2
sind die Zeitverzdgerungen aller Streuereignisse noch negativ; dies dndert sich erst fiirs > 1. In
dunkelrot (entsprechend dem Wert T = 0) erscheinen alle Anfangsbedingungen, deren Streu-
trajektorien nicht mit dem Scheibenpotential interagieren.

In Abb. 3.2 erkennt man deutlich zwei stationdre Punkte, ein Minimum
Tb=0,=0)=—2-(1+5)=-3

und einen Sattelpunkt
Tb=0,p=m)=-2-(1-5)=—1.

Es soll gezeigt werden, dass die wesentliche Struktur der Zeitverzogerungsverteilung (Abb. 3.3a)

aus diesen stationdren Punkten resultiert.

3.2.1 Verhalten in der Umgebung von stationdren Punkten

Die Umgebung eines Sattelpunktes (bs, ¢s) in T muss in P(T) eine logarithmische Singularitit

In|AT - T;|

P(T~T) =

= — + const. (3.7)
27R - /|det H(bs, ¢s)|

liefern. Die Ableitung dieser Formel ist in Anhang A.1 ausfiihrlich dargestellt.

-3 -2,5 -2 -15 -1

0 /2 T 3m/2 27T
%

Abbildung 3.2: Struktur der Zeitverzogerungsfunktion T fiir eine um 5 = 1/2 verschobene
harte Scheibe, mit Minimum bei (b, ¢) = (0,0) = (0,27) und Sattelpunkt bei (b, ¢) = (0, )
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In der Tat befindet sich in Abb. 3.3a eine singularititsartige Struktur bei T, = —1. Dass es sich
um die von Gleichung (3.7) vorhergesagte logarithmische Singularitat handelt, ist in Abb. 3.3b
zu sehen. Das grau unterlegte Histogramm zeigt die numerisch ermittelte Zeitverzdgerungs-
verteilung, von welcher der Anteil (3.7) mit detH = 45 - (s — 1) abgezogen wurde.
In Analogie zu (3.7) ergibt sich fiir ein Minimum in T, wie es im Falle der verschobenen harten
Scheibe bei b = ¢ = 0 vorliegt (vgl. Abb. 3.2), ein Beitrag
= = _ O(T~—-Ty,)

P(T~Ty,) = 2R VaethH' (3.8)
Die Vorhersage einer Heaviside-Stufe wird von Abb. 3.3b bestatigt: Die numerisch ermittelte
Verteilung stimmt sehr gut mit der theoretischen Stufenform fiir detH = 45 - (s + 1) tiberein.
Durch die Verschiebung aus dem Koordinatenursprung ist das Minimum bei T(b = 0), entspre-
chend dem hellblauen horizontalen Streifen in Abbildung 3.1a, in ein Paar aus Minimum und
Sattelpunkt von T (b, @) tibergegangen (Abb. 3.3b). Entsprechend ist die Polstelle bei T = —2 in
der neuen Verteilung ersetzt durch einen konstanten Verlauf um T = —3 sowie eine logarith-
mische Singularitdt bei T = —1.
Dieser Ubergang betrifft kleine Streuparameter. Fiir die Beitrdge aus groflen Streuparametern
andert sich die Verteilung nicht wesentlich: Die rote Verteilung hat fiir —1,5 < T < 0 dhnliche

Werte wie die grau hinterlegte Verteilung.

-3 -25 -2 -15-1-05 0 -3 =25 -2 -15 -1 -0,5 0

T T
(a) (b)

Abbildung 3.3: Zeitverzogerungsverteilung fiir eine um s = 1/2 verschobene harte Scheibe,
bestimmt aus 10° gleichverteilten Punkten im in Abb. 3.2 dargestellten Bereich (ausgenommen
Werte T = 0; Farbung in Analogie zur Funktionsdarstellung); (b) In der Zeitverzégerungs-
verteilung ist der in Gleichung (3.7) vorhergesagte Beitrag der Sattelpunktumgebung (gelbe
Flache) sowie der Minimumumgebung (blaue Linie) hervorgehoben und zum Vergleich die
Zeitverzogerungsverteilung der entsprechenden nicht verschobenen harten Scheibe (rote Li-
nie) eingetragen.
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3.3 Weiches Scheibenpaar

Bei der harten Scheibe entstehen die stationdren Punkte durch eine Koordinatensystemtrans-
lation. Es gibt aber auch Streusysteme, bei denen das Vorliegen eines stationdren Punktes aus
der Form des Streupotentials begriindet werden kann. Ein einfacher Vertreter dieser Klasse von
Systemen soll nun untersucht werden. Das Potential

Vi lq—qi|<n
V@) =4V |q—q2| <7 (3.9)

0 sonst

besteht aus zwei Scheiben V; < 0 und V, > 0. Im Gegensatz zur harten Scheibe der vorherigen
Abschnitte sind diese Scheiben weich, was in diesem Zusammenhang bedeuten soll, dass Streu-
teilchen in die Scheiben eindringen kénnen (V; /, # o). Die Potentialfunktion ist am Ubergang
zwischen Auferem und Innerem der Scheibe trotzdem unstetig.

Die Scheiben werden o.B.d. A. so entlang der x-Achse positioniert, dass der Koordinatenur-
sprung gerade in der Mitte zwischen q; = (—s,0)” und qp = (+s,0)” mits > 0 liegt.

3.3.1 Sattelpunkte

In dieser Konfiguration kann man anschaulich einen Sattelpunkt bei b = 0 und ¢ = 7 er-
warten, wie an der Abb. 3.4 erkldrt werden kann. Die Anfangsbedingung der Sattelpunktstra-
jektorie (schwarz) kann einerseits so variiert werden, dass sie sich im Vergleich ldnger in der
negativen Scheibe aufhélt und kiirzer in der positiven Scheibe (rote Trajektorie). In der negati-
ven Scheibe ist die kinetische Energie grofier; folglich passiert die rote Trajektorie das System
insgesamt schneller und hat eine geringere Zeitverzogerung. Andere Trajektorien mit von der

Sattelpunktstrajektorie infinitesimal abweichender Anfangsbedingung kdnnen sich analog kiir-

T

Il

1

~ 1
1

l
1

Abbildung 3.4: Weiches Scheibenpaar mit einer Sattelpunktstrajektorie (b = 0,9 = m;
schwarz). Zusétzlich sind zwei infinitesimal abweichende Trajektorien mit geringerer (rot) und
groflerer Zeitverzogerung (blau) dargestellt, wobei die infinitesimalen Abweichungen 5b und
d¢ zu Illustrationszwecken stark tiberhoht sind. Die schwarz gestrichelte Trajektorie rechts un-
ten zeigt beispielhaft eine Reflexion an der blauen Scheibe (vgl. Text).
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zer in der negativen und langer in der positiven Scheibe aufhalten (blaue Trajektorie), was zu
einer grofleren Zeitverzogerung fiihrt. Die analoge Argumentation lédsst sich auch auf die um-
gekehrte Trajektorie (b = ¢ = 0) anwenden, sodass hier ein strukturell dhnlicher Sattelpunkt
zu erwarten ist.
Eine Herleitung der Zeitverzogerungsfunktion im Bereich um die genannten Anfangsbedin-
gungen, wie in Anhang B, ergibt, dass es sich (fiir alle moglichen Parameter des Systems) tat-
sdchlich um stationdre Punkte mit indefiniter Hesse-Matrix, also um Sattelpunkte handelt. Dies
ist auch aus der beispielhaften Darstellung von T(b, ¢) in Abb. 3.5 ersichtlich.
In dieser Grafik und im Folgenden wird mittels der Abkiirzungen

5 — b 1

S:=—, b:=—, R:

R 0 _
- - = T(b, ¢):= o -T(b-r, )

wieder eine einheitenlose Darstellung der Zeitverzogerung gewdhlt. Wie bereits erwartet ent-
hilt die Zeitverzogerungsverteilung P(T) in Abb. 3.6 einen Peak bei

Tb=0,9=0)=T(b=0,¢=m) =T,

(vgl. die vergrofierte Darstellung in Abb. 3.7). Es stellt sich die Frage, ob es sich um eine loga-
rithmische Singularitdt handelt, die durch die Sattelpunkte vollstindig beschrieben ist.

Verglichen mit der verschobenen harten Scheibe ist die Struktur der Zeitverzogerungsfunkti-
on fiir dieses System deutlich komplexer. T (b, ¢) unterteilt sich in mehrere Abschnitte, deren

—2,68 T, ~ 0,261 1,43

0 /2 T 37t/2 27T

Abbildung 3.5: Struktur der Zeitverzogerungsfunktion T fiir ein weiches Scheibenpaar mit
§=R=15V,=-0,1-mov? V, =02 mv?, Werte um T, sind gelb dargestellt.
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Abbildung 3.6: Zeitverzogerungsverteilung zu Abb. 3.5 mit identischer Farbung

zugehorige Streutrajektorien sich in der Besuchsreihenfolge der Scheibenpotentiale unterschei-
den, bzw. darin, ob an der rechten Scheibe eine Reflexion auftritt, weil die kinetische Energie
des Streuteilchens in Einfallsrichtung auf das Potential zu klein ist. Ein Beispiel fiir eine solche
Trajektorie ist in Abb. 3.4 dargestellt.

Schliefit man in der Menge der Anfangsbedingungen I, iiber die die Zeitverzogerungsvertei-
lung erstellt wird (vgl. Gleichung (2.30)), die stetigen Bereiche um die beiden Sattelpunkte aus,
so verschwindet der Peak um T;. Dieser Peak muss somit ausschliefllich aus dem Verhalten der
Funktion in der Ndhe der Sattelpunkte resultieren. Allerdings ist ein analytisches Entfernen der
logarithmischen Singularitit auf der Grundlage einer theoretisch vorhergesagten Form (wie in
Abb. 3.3b) nicht direkt moglich.

2 [ -
15| l
&
Q‘ 1 | |
05/ l
—04 —0,2 0 027 04
T

Abbildung 3.7: Vergrofierte Darstellung der Zeitverzogerungsverteilung (Abb. 3.6) um deren
Héufungsbereich. Die graue Fldche entspricht der Verteilung, wenn die Beitrdge der Umge-
bungen der Sattelpunkte b = 0, ¢ = 0/ 7 nicht eingeschlossen werden.
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Die Unstetigkeitslinien der Zeitverzdgerungsfunktion in relativer Ndhe der Sattelpunkte beein-
flussen das Verhalten der Zeitverzogerungsverteilung zu stark; die Abweichung vom Modell
eines in der Verteilung vollstandig enthaltenen symmetrischen Sattelpunktes wird zu grof3. Le-
diglich in einer kleinen Umgebung um die Singularitdt kann man noch erwarten, das theore-

tisch vorhergesagte Verhalten (A.7)

2 In [T~ T3
A-/|detH]

aufzufinden. Hierbei ist A = (bmax — bmin) - (Pmax — @min) die GroBe dieser kleinen Umgebung

-+ const.

P(T) =

(wie in Gleichung (2.30)) und det H die Hesse-Matrix! von T (bs, ¢s). Ein Ubergang von T zu
& ¢ gang

OT := ‘T—TS} >0

liefert fiir 6T < 1

— —4-InéT

T A e

mit einem zuséatzlichen Faktor 2, weil durch den Variablenwechsel die beiden Flanken der Sin-

+ const. (3.10)

gularitit tibereinander gelegt wurden. In einer Auftragung von P(6T) iiber 6T mit logarithmi-
scher Skala auf der Abszissenachse sollte sich also eine fallende Gerade ergeben [17].

Die Abbildungen 3.8 bestitigen die Annahme: Uber zwei Groenordnungen passt der Verlauf
von P(6T) sehr gut zu der Vorhersage (3.10). Ab 6T ~ 10~* wird das Histogramm zuneh-
mend von numerischen Abweichungen dominiert; im Mittel wird aber immer noch der erwar-
tete Anstieg reproduziert. In den zwei oberen Teilabbildungen ist bei 6T ~ 1072 ein Knick zu
beobachten, der jedoch ebenfalls ein numerisches Artefakt ist: Er resultiert aus der Wahl des
b/ ¢-Bereiches, und verschiebt sich bei anderer Wahl entsprechend.

Auch in diesem System ist die logarithmische Singularitdt in P(T) also allein auf Sattelpunkte

in der Zeitverzogerungsfunktion zuriickzufiihren.

3.3.2 Extrempunkte

Die Funktion T(b, ¢) enthilt noch zwei Maxima bei Punkten, deren Streutrajektorien nur die
rechte Scheibe durchlaufen. Die Zeitverzogerungsfunktion ist in diesem Bereich gegeben durch

T(b,¢) =2- é RZ—%-VRLE% -l—s-[cos(q)-i—éz(gz))—cosqo}

!Der analytische Ausdruck fiir die Hesse-Matrix ist unnotig kompliziert und deshalb hier nicht dargestellt.
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2.000 m
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6T
(a) Umgebung um den Sattelpunkt b = 0, ¢ = 0 (System wie in Abb. 3.5)
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() zum Vergleich: Umgebung um den Sattelpunkt fiir das verschobene Schei-
bensystem (Systemparameter wie in Abb. 3.2)

Abbildung 3.8: Zeitverzogerungsverteilung in der Ndhe der Sattelpunktswerte. Die Verteilung
ergibt sich jeweils aus 4 - 10° gleichverteilten Punkten in einem rechteckigen Gitter um den
Sattelpunkt mit der Ausdehnung 6b = 0,2 und é¢ = 71/18 = 10°. Der gemif Gleichung (3.10)
erwartete Anstieg der Kurve wird durch die roten Geraden dargestellt.
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0,1 0,2 0,3 T,, ~ 0,41026 0,5

T

Abbildung 3.9: Beitrag der Maximumsumgebungen zu P(T) aus Abb. 3.6. Die blaue Kurve
stellt die Hohe der theoretisch vorhergesagten Heaviside-Kante dar.

mit by = b+ s-sing und 6,(b) = 2arcsin% — 2arcsin R-igz (vgl. Anhang B). Hieraus ergeben

sich fiir das in Abb. 3.6 spezifizierte System durch numerische Maximierung die Extremstellen

bm ~ £1,01668, @m ~ 710+ 1,53045

mit T,, ~ 0,41026. Abb. 3.9 zeigt, dass in P (T) an dieser Stelle eine Heaviside-Kante mit der
erwarteten Hohe gemif; Gleichung (A.9) auftritt.

Analog konnten sich prinzipiell auch Minima fiir Trajektorien ergeben, die nur die linke Scheibe
durchlaufen. Allerdings liegen diese Minima auBerhalb des b/ ¢-Bereiches, fiir den Trajektorien
nur die linke Scheibe durchlaufen. Die Minima werden also durch den Einfluss der rechten
Scheibe ausgeldscht.

3.3.3 Zusammenfassung

Auch beim weichen Scheibenpaar treten sowohl Sattelpunkte als auch Extrempunkte in der
Zeitverzogerungsfunktion auf. Die Zeitverzogerungsverteilung enthélt die hieraus theoretisch
vorhergesagten Strukturen. Insbesondere ist durch die Betrachtung des weichen Scheibenpaars
gezeigt, dass logarithmische Singularitdten der Zeitverzogerungsverteilung sich nicht nur aus
einfachen Koordinatentranslationen ergeben, sondern auch aus der Systemstruktur resultieren
konnen.






4 Quantenmech. Zeitverzogerung

Um die Korrespondenz von klassischer und quantenmechanischer Zeitverzogerung priifen zu
konnen, werden in diesem Kapitel zundchst Moglichkeiten zur Quantisierung des klassischen
Zeitverzogerungsbegriffes vorgestellt und aufierdem praktische Fragestellungen bei der Aus-

wertung der quantenmechanischen Zeitverzogerung geklart.

4.1 Quantisierung der klassischen Definition

Eine Quantisierung des klassischen Zeitverzogerungsbegriffes mittels der im Kapitel 2 vorge-
stellten geometrischen Definitionen ist ohne Weiteres nicht moglich, da orts- und impulsbe-
zogene Grofsen aufgrund der Heisenbergschen Unschérferelation nicht gleichzeitig gemessen
werden konnen. So kann zum Beispiel in der Narnhofer-Zeitverzogerung (2.8)

_Qe've_qa'va
Ty = )

nur entweder q, ,, oder v, /, bestimmt werden. Erschwerend kommt hier hinzu, dass die einlau-
fenden bzw. auslaufenden Anteile der quantenmechanischen Wellenfunktion nicht lokalisiert
sind, sodass die in Ty eingehenden Grofien meist gar nicht physikalisch sinnvoll bestimmt
werden konnen. Es mag zwar moglich sein, z. B. den einlaufenden Streuzustand lokalisiert zu
wihlen, etwa als Gausssches Wellenpaket. Durch die Interaktion mit dem Streupotential wird
diese lokalisierte Struktur jedoch im Allgemeinen zerstort.

4.1.1 Definition iiber Aufenthaltszeit

Die einzige Ausnahme von den obigen Betrachtungen bildet die Definition der klassischen Zeit-
verzogerung mittels der Aufenthaltszeit im Interaktionsbereich. Wir wihlen fiir die weitere Be-
trachtung die Formulierung (2.16)

Tcl = I%im [TCI(R) - Tcl,O,e(R)] ’ (4-1)
—00

wobei 10.(R) die Aufenthaltszeit im Interaktionsbereich fiir ein Streuteilchen ist, das sich,
ausgehend von derselben Anfangsbedingung, ohne Einfluss eines Streupotentials fortbewegt.
Die Aufenthaltszeiten 7 erfordern keine Messung des Impulses, nur des Ortes, und sind daher



32 4 Quantenmech. Zeitverzégerung

mit der Unschérferelation vereinbar. Dies gilt im Ubrigen nicht fiir die modifizierte Formulie-
rung mittels T in Gleichung (2.22), da die Definition (2.20) von T,,, eine Impulsabhidngigkeit
enthédlt. Zum Zwecke der Quantisierung von Gleichung (4.1) wird zun&chst die Definition (2.14)

der klassischen Aufenthaltszeit T umformuliert zu
2(R) = /dt®(|q(t)| <R). 4.2)

Das Integral misst den Zeitbereich, in dem sich das Streuteilchen im Interaktionsbereich be-
findet. Ein quantenmechanisches Wellenpaket ¢(q, t) ist nicht exakt lokalisiert und kann sich
gleichzeitig innerhalb und aufierhalb des Interaktionsbereiches befinden. An die Stelle des In-
tegranden tritt eine Uberlappfunktion des Wellenpaketes mit dem Interaktionsbereich I(R),

Tam(R) = / dt dg(t) mit dg(t) = / &g [9(q,b)P. 4.3)
I(R)

Die Uberlappfunktion dg (t) kann im Zustand |¢(t)) als Erwartungswert des Projektionsopera-
tors auf die Ortseigenzustdnde des Interaktionsbereiches

Py = [ & la) (al
I(R)

aufgefasst werden. Die quantenmechanische Zeitverzogerungsfunktion lautet nun

Tgm = lim [Tqm(R) — Tqmo,e(R)] - (4.4)

R—o0

Die so definierte Zeitverzogerung Tqm kann, so wie T in den vorangegangenen Kapiteln, durch
b = b, und ¢ = ¢, parametrisiert werden. Diese Parameter beschreiben eine Anfangsbedin-
gung im Phasenraum, die durch ein lokalisiertes Wellenpaket ¢(q, t = 0) realisiert wird. Ab-
hédngig von der Form des Wellenpaketes konnen sich unterschiedliche Werte fiir Tqm ergeben.
Allerdings ist aufgrund der Herleitung eine zumindest qualitative Korrespondenz von T, und
Tqm zu erwarten, die Einfliisse der anfianglichen Form des Wellenpaketes dominieren sollte.
Diese Korrespondenzannahme soll im Folgenden gepriift werden.

4.1.2 Wigner-Smith-Matrix

Neben der Aufenthaltszeitdefinition der Zeitverzogerung kann auch die Definition durch die
reduzierte Wirkung quantisiert werden. Eine erste Darstellung bei Wigner [21] definiert die

Zeitverzdgerung in eindimensionalen Systemen,

_ . dy
Tqm = h- T (4.5)
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als Energieableitung einer durch die Streuung verursachten Phasenverschiebung. Auf dieser
Grundlage entwickelt Smith [22] eine allgemeine Definition der Zeitverzogerung als quanten-
mechanischen Operator (Wigner-Smith-Matrix)

AT dS

— _.¢t. == 4.6

Q=- iE (4.6)
mit der S-Matrix S, die die Ubergangswahrscheinlichkeit zwischen Zustianden durch die Streu-
ung darstellt. [20] Allerdings ist in dieser Darstellung die Bedeutung des Erwartungswertes fiir
Nicht-Eigenzustdnde unklar; nur fiir Eigenzustdnde kann mittels des Eigenwertes eine Zeitver-
zdgerung zugewiesen werden. Somit gestalten sich Korrespondenzuntersuchungen zu Ty (b, ¢)
schwieriger. Da diese Untersuchungen ein Hauptinteresse dieser Arbeit sind, wird im Folgen-

den die zuvor dargestellte geometrische Definition verwendet.

4.1.3 Numerische Umsetzung

Die Integrationen in der Definition (4.3) der Aufenthaltszeit werden numerisch auf einen be-
grenzten Bereich im Ortsraum bzw. einen begrenzten Zeitbereich beschrankt. Weiter findet eine
Diskretisierung mittels einem Zeitschritt t sowie einem diskreten Ortsgitter mit der Gitterkon-
stante Jx statt. Fiir ein Ortsgitter mit N Gitterpunkten pro Dimension, das fiir N; Zeitschritte
betrachtet wird, ergibt sich die Aufenthaltszeit

Nt
Tqm(R) = 6t ) _ dg(t;) mit t =ty+i-6t (4.7a)
i=1

mit der Uberlappfunktion

N

dr(t) =ox*- Y |p(qjet)
k=1
qjk€I1(R)

2

, (4.7b)

wobei I(R) den zu Beginn von Kapitel 2 eingefiihrten Interaktionsbereich bezeichnet. Die prak-
tischen Fragestellungen bei der Anwendung dieser Vorschrift werden nun erdrtert.

4.2 Einheitenlose Formulierung

Fiir numerische Anwendungen miissen die in der zeitabhdngigen Schrodingergleichung

I . ooy D )
zh-¥:H|¢>, H(q,p)Zf—m+V<q)
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auftauchenden Groflen einheitenlos gemacht werden. Es wird vorausgesetzt, dass alle freien
Streuteilchen denselben Impuls und dieselbe Masse m haben.

Wir wiéhlen eine typische Lange L, die im Allgemeinen aus der Form des Potentials folgt, und
eine typische Energie Ey, die das Doppelte der Energie eines freien Streuteilchens ist. Durch
diese Wahl wird spater erreicht, dass der Impuls eines freien Streuteilchens einheitenlos zu Eins
wird. Einsetzen der einheitenlosen Groen E = E/Ey, V = V/Eqund q = q/Lund p = p/P
in den Hamilton-Operator fiihrt auf

22
T/ P2 I7/2 IT7/2
H@P) =5 g + 7@ =5+ V@)

el
N3P,

Die einfache Struktur rechts wird durch die Wahl P := /m - E; erreicht. Ein effektives Wir-
kungsquantum kann aus der Ortsdarstellung des Hamilton-Operators

abgeleitet werden. In einheitenlosen Grofien ist

1 K 2 _ e P
_E.mLZ-Eo.an—FV(q)__T'a_qz—i_v(q)

H =

aufgrund der passenden Wahl von

h

Negp 1 = ———.
eff L-/m-E

Eine einheitenlose Zeit t = t/t* folgt aus der zeitabhidngigen Schrodingergleichung

ho oY) _ g

YEE e W)
. ) 1 = h L2-m
L IR I P -
b et ot |l/)> Fiegs - Eo Eo

Insgesamt wurden durch die Umdefinitionen

— H _ q h
H:= — = = ege 1=

Eo 9= 7 off *= T I,
V::K pP= P Fm b Fo

Eo m - Eg L-m

die einheitenlosen Gleichungen
A2

e 2 — |y @GP =5 +7@
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entwickelt. Im weiteren Verlauf werden die einheitenlosen Gleichungen und Grofsen verwen-

det, ohne dass dies durch Uberstreichung oder den Index an fiqg explizit angezeigt wird.

4.3 Gegeniiberstellung von Zeitentwicklungsmethoden

Da im Rahmen dieser Arbeit keine monoenergetischen, sondern lokalisierte Wellenpakete be-
trachtet werden, scheiden die meisten numerischen Zeitentwicklungsverfahren als nicht prak-
tikabel aus. Zum Beispiel besteht eine einfache analytische Losung darin, den Zustand |¢) in

Eigenfunktionen des Hamilton-Operators zu entwickeln. Der analytische Propagator

U(6t) = exp <—% A 5t) , lp(t+6t)) = U(st) |p(t)), (4.8)

stellt dann pro Eigenfunktionsanteil nur eine Phasenschiebung dar. Dieses Verfahren ldsst sich
aber auf nicht monoenergetische Wellenpakete in offenen Streupotentialen nicht anwenden, da
Eigenfunktionen unendlich vieler Energien beitragen. Selbst bei Diskretisierung der Energien
zum Beispiel durch eine zuséatzliche Randbedingung weit aufSerhalb des Interaktionsbereiches
liegen fiir jede einzelne Energie sehr viele Eigenfunktionen vor. Diese konnen im Rahmen der
verfiigbaren Rechenzeit und Speicherkapazitit nicht ermittelt werden.

Andere Verfahren, etwa das Euler-Verfahren und die Tschebyscheff-Methode, versuchen, die
Exponentialfunktion in (4.8) durch ein Polynom zu approximieren [23]. Bei nicht monoener-
getischen Wellenpaketen sind jedoch sehr viele Koeffizienten notig, damit die verwendeten
Polynome eine gute Approximation darstellen.

Stattdessen wird im Rahmen dieser Arbeit die Split-Operator-Methode [18] verwendet, bei der
die Beitrdge zum Propagator von kinetischer und potentieller Energie direkt als Phasenfakto-
ren auf das ortsdiskretisierte Wellenpaket bzw. dessen Fourier-Transformation im Impulsraum
angewandt werden. In diesem Verfahren sind insbesondere die Fourier-Transformationen nu-
merisch aufwiandig; hierfiir konnen jedoch existierende hochoptimierte Programmbibliotheken
zur schnellen Fouriertransformation (FFT) [24, 25] verwendet werden.

Die Split-Operator-Methode wird eingesetzt, da sie besser auf grofiere Energiebereiche skaliert
als andere Zeitentwicklungsmethoden. Es muss nur sichergestellt sein, dass die eingesetzten
diskreten Orts- und Impulsgitter alle relevanten Energien auflosen konnen.

4.4 Split-Operator-Methode

Die Grundlage fiir die Split-Operator-Methode ist die Operatoridentitit [26, S. 340]

e(A-l—B)'C _ eA~c ) eB-c + O(Cz). (4.9)
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Von dieser Operatoridentitét existieren auch komplexere Darstellungen mit geringeren Fehlern;
siehe hierzu Abschnitt 4.4.2. Die Konstante c ist im konkreten Fall proportional zum Zeitschritt
0t; der numerische Fehler durch das Verfahren geht also quadratisch mit 4t. Gleichung (4.9)
wird auf den Propagator (4.8) mit f = T + V angewandt. Es ergibt sich

U(st) = exp [=ig - (V(q) + T(p))] =~ exp[—i - V()] -exp[—ig - T(p)],

wobei § = 0t/h als Abkiirzung verwendet wird. Der Propagator wird auf |¢1) = [(t)) ange-
wandt, um den Zustand |¢») = |P(t + t)) zu erhalten. Die Zustinde werden in Ortsdarstel-
lung gespeichert, da diese Darstellung fiir (4.7b) benotigt wird. Damit in

Po(q) = (q|e V@ . e IET®) |y) (4.10)

der Operator T(p) ausgewertet werden kann, muss durch passenden Einschub von Orts- und

Impulsbasen wie in

y2(q) = (g|e E V@, [ [ & 1p) <p@ e TR [ & |4 <q’|} 1)
— e V@ [ &p (qlp) e ET0). [ a2 (plq’) - i(q)

voriibergehend in Impulsdarstellung gewechselt werden. Unter Ausnutzung des bekannten
Skalarproduktes zwischen Orts- und Impulseigenvektoren verbleibt

e i & i
pa(a) = e V@D [ p exp (ﬁ - qp) T [ 2 exp (—ﬁ - q’p> 91(q).

Der Basiswechsel kann durch diskrete Fourier-Transformationen dargestellt werden, indem die
Diskretisierung des Ortes und des Impulses berticksichtigt wird. Dazu werden die Orte q und

Impulse p gemaf3
q—dqo+1-9q P — po+k-dop
N N
/ d*q — (89)*- )] / d*p — (0p)* Y
lx/lyzl kx,ky:1

durch Gitterindizes 1 und k (I, ly, kx,ky = 1,...,N) ersetzt. In den Exponentialtermen ~ qp
bzw. ~ q'p heben sich die Anteile ~ qp gegenseitig weg,

qp = qopo + p - qQok + g - Ipg + 6qdp - 1k,
q'P = qopo + 6p - qok +5q - 'py + 6q0p - 'k

fallen weg
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In der Zeitentwicklungsvorschrift
i
$2(1) = (690p)* - P3(1) - ) exp (E - 0qop - lk) - Py(k) (4.11)
k
i
-Zexp (—ﬁ~(5q§p : 1’k> Py (1) -y (1)
1/

verbleiben einerseits gemischt orts- und impulsabhingige Phasenfaktoren, die den Basiswech-
sel vermitteln. Andererseits erscheinen die Phasenfaktoren

Ps(1) = exp | —ig - V(q(1)) + % -0q - 1Po}

Py(k) = exp [_—iC -T(p(k))]

P (1) =exp - 5q - llpo},

die in jedem Zeitschritt an den Zustand multipliziert werden miissen, von diesem aber unab-
hangig sind. Sie konnen somit einmalig vorberechnet werden, sofern der Zeitschritt /¢ konstant
bleibt. Um die Basiswechsel durch schnelle Fouriertransformationen (FFT) der Form

_27ti

FIF] 00 = Lo (5 1) 50
27t

-1 — YV ex _ _
Fg00] ) = Toxp (+57 1) 500

darstellen zu konnen, muss

og-6p = % (4.12)

gefordert werden. Dann kénnen FFT und inverse FFT in (4.11) identifiziert werden, sodass sich

die Zeitentwicklungsvorschrift zu
pal1) = (3g5p)? - Pa(1) - F[Po(0) - F[P(Y) - 92 (1)] (0] 1) @19

vereinfacht. Insgesamt besteht jeder Zeitschritt also aus fiinf Teilschritten:

1. Multipliziere Wellenpaket mit Phasenfaktor P;.
Transformiere Wellenpaket mit FFT in Impulsraum.
Multipliziere Wellenpaket mit Phasenfaktor P,.

Transformiere Wellenpaket mit inverser FFT in Ortsraum.

O = N

Multipliziere Wellenpaket mit Phasenfaktor P; und Renormierungsfaktor (5gép)2.
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4.4.1 Parameterwahl

Vor der Ausfiihrung der Split-Operator-Methode steht die Wahl einiger freier Parameter des
Problems. Neben dem Zeitschritt §t sind dies die Parameter qo, po, 69, p, N des Orts- und
Impulsgitters.

Im konkreten Fall ist das Potential sowie durch R der das Potential umschliefSende Interakti-
onsbereich I(R) gegeben. Orts- und Impulsgitter sind daher um Null zentriert zu wahlen, mit
den Grenzen

N-1 N —

1
90,4 = |q0,y‘ = fmax = o - 0q, [Pox| = ‘PO,y| = Pmax = o op. (4.14)

Freie Wellenpakete werden immer mit einem Impuls |pg| = |vo| = 1 gestartet. AuBlerhalb des
Interaktionsbereiches ist V(q ¢ I(R)) = Vp = 0. Aus dem minimalen Wert des Potentials
Vmin = mingey(r) V(q) folgt eine erste Abschétzung fiir den darzustellenden Impulsbereich:
Das Gitter sollte zumindest so groff gewihlt sein, dass die Energie E = p3 + Vj eines freien
Wellenpaketes auch bei dessen Eindringen in das Potential Vinin noch durch das Gitter darstell-

bar ist. Es ist also mindestens

Pmax = \/ p5+2- (Vo — Vin)- (4.15)

Als zugehorige erste Abschdtzung fiir gmax kann der Interaktionsradius R genommen werden.

Weiterhin ist zu berticksichtigen, dass die Wellenpakete aufgrund ihrer Lokalisierung eine Orts-
und Impulsunschérfe haben. Als Anfangsbedingungen werden Gausssche Wellenpakete ver-
wendet, deren analytische Darstellung eine Abschédtzung erlaubt, wie weit die Gitter vergrofsert

werden miissen, um das Wellenpaket bis zu einer numerischen Genauigkeit

1 - 2 .o
e<|p(p)| = \4/ 27 (Ap)? - exp [—% und analog fiir q

darstellen zu konnen. Fiir ein Gausssches Wellenpaket gilt Ax - Ap = f1/2. Wir wéhlen ein Paket

mit symmetrischer Unschérfe in beiden Koordinaten, also Ax = Ap = +/Ii/2, und erhalten

einen zusétzlichen Beitrag zu

1
1
gmax = R+ \/Zh -In Ve + 1,5 - Rmin. (4.17)

Hierbei wird in gmax noch ein zusitzlicher Anteil proportional zum kleinsten moglichen In-
teraktionsradius Rpn, effektiv also proportional zur Ausdehnung des Potentials, hinzugefiigt.
Dieser berticksichtigt die periodischen Randbedingungen, die die Fourier-basierte Split-Ope-
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rator-Methode erzeugt: Trifft das Wellenpaket auf einen Rand des Ortsgitters, so passiert es
diesen und erscheint am gegeniiberliegenden Rand. Das Wellenpaket konnte auf diese Weise
mehrmals den Interaktionsbereich betreten. Der zusédtzliche Beitrag zu qmax verzogert effektiv
den Wiedereintritt des durch die Zeitentwicklung zerflossenen Wellenpaketes in den Interakti-
onsbereich (siehe hierzu auch Abschnitt 4.5).

Um nun die Gitterkonstanten Jg und ép bzw. die Gittergrofie N zu bestimmen, werden die
Gleichungen (4.14) umgestellt und in (4.12) eingesetzt. Aus

2 - Gmax 2 - Pmax . 27th
(N—l) (N—l)_N (4.18)
ergibt sich dann mit der Ndherung N — 1 =~ N eine einfache Losung fiir
2Qmax * Pmax 4Qmax * Pmax
= = . 41
N || < B @19

Die zweite Form bietet sich an, wenn i ~! vorgegeben ist. Aufgrund der Naherung N — 1 ~ N
und der Rundung ist das so ermittelte N nicht exakt zu allen anderen Grofien kompatibel. Um
diese Fehler zu beseitigen, empfiehlt es sich, entweder gmax oder pmax umzuskalieren, indem N
in (4.18) eingesetzt wird und daraus eine Gittergrenze neu berechnet wird.

Diese Umskalierung erlaubt auch, das N fiir numerische Zwecke nochmals geringfiigig anzu-
passen, denn FFT-Algorithmen funktionieren am effizientesten, wenn N in kleine Primfaktoren
zerlegbar ist. Eine Darstellung von N durch das néchstgelegene N’ = 2/ -3/ - 5% (i,j,k € IN)
erzeugt i. A. nicht mehr als 2% Abweichung.

Die Gitterschrittweiten ergeben sich nun aus (4.14). Zuletzt muss noch der Zeitschritt abge-

schitzt werden. In Analogie zum Abtasttheorem wird

5t = 1 (4.20)

Pmax

verwendet.

4.4.2 Zur Abschdtzung des systematischen Fehlers

Wie oben angemerkt hat die Split-Operator-Methode aufgrund von (4.9) einen systematischen
Fehler O((6t)?). Dieser Fehler kann auf O((6t)3) reduziert werden, indem statt (4.9)

e(AtB)c _ oBc/2 (Ac Be/2 | O(c®) (4.21)

zugrundegelegt wird [26, S. 340]. Die Anwendung dieser Identitdt auf den Propagator (4.8)
liefert eine zu (4.10) alternative Zeitentwicklungsvorschrift von [1) zu

[y = e—EV(Q)/2 oI T() . g=iZV(@)/2 |y,
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Diese Definition ist strukturell dquivalent zu (4.10), wenn |¢;) durch |¢5;) = e % V(@/2. |¢,)
ersetzt wird; dann ist

|¢;) und |¢;) unterscheiden sich voneinander nur durch eine ortslokale Phasenverschiebung,
die in die Aufenthaltswahrscheinlichkeit |;(q)|? nicht eingeht. Da sich die relevanten Messgro-
Ben, die Aufenthaltszeiten im Interaktionsradius, nur aus diesen Ortsaufenthaltswahrschein-
lichkeiten ergeben, sind die Zeitschritte (4.10) und (4.22) formal dquivalent, weswegen auch
(4.10) maximal einen systematischen Fehler von O((6t)%) verursachen kann. Von dieser Uber-
legung sind numerische Fehler unberiihrt; siehe hierzu insbesondere Abschnitt 4.6 und 5.3.

4.5 Unterdriickung der periodischen Randbedingung

Wie bereits angesprochen, fiihrt die durch die Fourier-Transformationen entstehende periodi-
sche Randbedingung am Ortsgitter dazu, dass ein Wellenpaket, das den Interaktionsbereich
verlassen hat, durch den Rand hindurch auf die andere Seite des Gitters gelangen und den In-
teraktionsbereich erneut betreten kann. Abb. 4.1a zeigt typische Verldufe der Uberlappfunktion
dg(t) fir ein gestreutes Teilchen und das gemaf3 (4.4) zugehorige freie Teilchen.

Um diesen Effekt zu kompensieren, wird in der Ndhe der Rander des numerischen Gitters ein
imagindres Unterdriickungspotential hinzugefiigt, das nach aufien laufende Teile des Wellenpa-

10 15 20
t t

(@) ohne Unterdriickungspotential (b) mit Unterdriickungspotential

Abbildung 4.1: Typischer Verlauf des Uberlapps dg(t) fiir ein an einem harten Streupotential
gestreutes Teilchen (blau) und das zugehorige freie Teilchen (rot). Das eigentliche Streuereignis
findet bei 0 < t < 5 statt; ab t = 8 haben die Teilchen die periodische Randbedingung passiert
und betreten den Interaktionsbereich bei fehlender Unterdriickung erneut.

System: harte Scheibe (Radius r = 1) zentriert bei q = (0,0), R = 2, h1=10
Anfangsbedingung: b =0, ¢ =0
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ketes ausloscht. [23] Hier wird ein Woods-Saxon-formiges Potential

—i-C

V) = T

verwendet, wobei s(q) der Abstand des Punktes q vom nichstgelegenen Gitterrand ist. Die
Koeffizienten a,b,c > 0 werden so gewdhlt, dass das Potential im Interaktionsbereich betrags-
maflig numerisch klein bleibt, jedoch breit und hoch genug ist, dass das Wellenpaket es nicht

durch die periodische Randbedingung durchqueren kann.

4.6 Harte Potentiale

Im Rahmen dieser Arbeit wird die quantenmechanische Zeitverzogerung an einem harten Mo-
dellpotential berechnet. Ein hartes Potential im engeren Sinne ist eine Potentialfunktion mit
der Bildmenge {0, oo}. Das heifit, das Potential ist tiberall entweder null oder unendlich. Ein
Beispiel ist das harte Scheibenpotential

Vo =00 |q—qo| <7
V(q) =
0 sonst

mit dem Zentrum qp und dem Radius r. Das klassische Problem bei harten Potentialen besteht
darin, dass insbesondere gekriimmte Randlinien des harten Bereiches auf einem diskreten Orts-
gitter nur unzureichend wiedergegeben werden konnen [23, S. 52 ff.].

Dieses Problem wird in einer ersten Abschdtzung fiir die in dieser Arbeit bearbeiteten Pro-
blemstellungen als nicht signifikant angesehen. Wird zum Beispiel die Zeitentwicklung fiir das
obige harte Scheibenpotential mit r = 1 und qo = (0,0) sowie dem Interaktionsradius R = 2
betrachtet, so wahlt der in Abschnitt 4.4.1 beschriebene Algorithmus fiir h—1 = 10 eine Orts-
gitterschrittweite 6q ~ 0,024. Die Scheibe tiberdeckt 83 Gitterpunkte pro Koordinatenrichtung
und wird somit vom Gitter hinreichend gut aufgelost. Zundchst nehmen wir an, dass andere
Fehler, vor allem aus der Zeitdiskretisierung, im Allgemeinen einen grofseren Einfluss haben
werden als eine nicht hinreichende Gitterreprdsentation des Potentials. Diese Annahme wird
in Abschnitt 5.3 tiberpriift.

In der Praxis hat sich jedoch ein ganz anderes Problem als signifikant erwiesen, welches kein
allgemeines numerisches Problem ist, sondern spezifisch mit der Split-Operator-Methode zu-
sammenhéangt. Das Potential geht in die Propagationsvorschrift (4.13) tiber den Phasenfaktor

(1) ~ exp |15 V(a(h)

ein, wobei dt und 7 tiblicherweise in derselben Grofienordnung liegen. Fiir q(1) innerhalb des

harten Potentialbereiches wird Vo = co numerisch durch einen im Vergleich zur tiblichen Ener-
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gieskala sehr grofien Wert modelliert, z. B. Vo, > 10°. Durch die Wahlfreiheit von Vs wird der
mit Vo schnell oszillierende Term P;(1) im Wesentlichen zur Zufallszahl.

Die offensichtliche Losung dieses Problems besteht darin, die Zeitskala 6t so anzupassen, dass
das Argument der Exponentialfunktion in P; immer deutlich unter 27t bleibt. Dies entspricht je-
doch einer Verkleinerung von Jt um mehrere Gréflenordnungen, was mit einem nicht zu recht-
fertigenden numerischen Aufwand verbunden wire.

Es gibt aber eine Alternative. Zunéchst fithren wir fiir V(q(1)) = Ve die Darstellung

exp (—i% : Voo) =texp (—i-7) (4.23)

ein, wobei vy als harter Phasenfaktor bezeichnet wird. In Abb. 4.2a sieht man beispielhaft, wie
die numerische Zeitverzdgerung von -y abhidngt. Das Streupotential ist eine im Koordinatenur-
sprung zentrierte harte Scheibe mit dem Radius » = 1. Das Streuteilchen fliegt mit einem Streu-
parameter b = 0 ein, ist also auf den Mittelpunkt der Scheibe zentriert.

Die klassische Zeitverzogerung ergibt sich zu Ty = —2-r/v = —2; fiir den quantenmechani-
schen Fall wird ein dhnliches Ergebnis erwartet. Zumindest muss die Zeitverzégerung negativ
sein, weil das mit dem Potential interagierende Wellenpaket aufgrund der Reflexion am Poten-
tial den Interaktionsbereich friiher verldsst als das zugehorige freie Wellenpaket (vgl. Abb. 4.1).
Das erwartete Verhalten tritt nur fir 0,5 < ¢ < 5 ein. Fir v — 0 bzw. v — 27 steht Tqm
aufgrund numerischer Fehler kaum noch in Bezug zum erwarteten Ergebnis. Zumindest fiir
v = 0 ist dies anschaulich: Der Beitrag des Potentials zum Phasenfaktor P; verschwindet dann,
sodass das Streuteilchen das Potential nicht mehr wahrnehmen kann. Somit ist Tym (7 = 0) = 0.
Um die Split-Operator-Methode fiir harte Potentiale numerisch zu stabilisieren, muss moglichst
automatisch ein giinstiger harter Phasenfaktor v ausgewéhlt werden.!

Eine Auswahlmethode basierend auf der numerisch ermittelten Zeitverzdgerung in Abhédngig-
keit vom harten Phasenfaktor kommt nicht infrage. Erstens unterliegt die Funktion Tqm(7y), wie
in Abb. 4.2a ersichtlich, im Allgemeinen starken lokalen Fluktuationen und ist daher schlecht
fiir numerische Suchalgorithmen z. B. fiir Extremstellen geeignet. Zweitens ist die Berechnung
einer Zeitverzogerung ein fiir Kalibrationszwecke unnotig zeitaufwéandiger Prozess.? Drittens
existiert keine allgemeine Bewertungsmoglichkeit fiir die Giite eines bestimmten Tqm-Wertes:
Der einzige Anhaltspunkt hierfiir wire die entsprechende klassische Zeitverzogerung T, aber
die Korrespondenz zwischen diesen beiden Grofien ist gerade eine Hypothese, die in dieser Ar-
beit untersucht werden soll. Die Bewertung der numerischen Ergebnisse auf der Grundlage der
klassisch-quantenmechanischen Korrespondenz wiirde also ein Zirkularargument darstellen.
Zumindest das letzte Problem kann relativ einfach beseitigt werden, indem statt Tqm(7) ei-

ne angepasste MafSfunktion zur Bewertung der numerischen Ergebnisse herangezogen wird.

!Dies setzt implizit die Existenz eines solchen -y voraus, was aber in Anbetracht der betrachteten Energien als
tiberaus wahrscheinlich angesehen werden kann.

Die Berechnung der in Abb. 4.2a dargestellten Datenreihe zum Beispiel hat auf einem leistungsfahigen aktu-
ellen PC mehrere Stunden gedauert.



4.6 Harte Potentiale

10 ]
_ of : f
< et
= . |
-2 : '.OOO--cooc‘.---ooooooo-coo-‘---..-oo"'.'...‘
0 /2 T 37w/2 27

r)/
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(b) zeitintegrierter Defektiiberlapp Tyefect als Maf3 der Qualitdt des numeri-
schen Ergebnisses
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(c) Verlauf der Mafsfunktion Tgauge

Abbildung 4.2: Einfluss des harten Phasenfaktors v (Setup wie Abb. 4.1) auf Messgrofsen, die
einen Riickschluss auf die Qualitdt des numerischen Ergebnisses ermdglichen
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Sei V(q) ein hartes Potential, dessen harter Bereich gemaf3

Vo q€V

0 sonst

V(q) = Ve - xv(q) =

durch die Menge V C R? beschrieben ist. Nun sei eine als Defekt-Uberlapp dgefect bezeichnete
Grofie in Analogie zu (4.7) gegeben durch

N

2

Adetect(t, 1) = 652+ Y xv(qi) - [9(qjet)]”-
=}

Der zeitintegrierte Defekt-Uberlapp

Ni
Tdefect(’)’) = 0t- Z; ddefect(tir ')’)

im
ist eine positive Mafifunktion, die im exakten Falle Null werden sollte. Als optimale Naherung
des Verfahrens an die Realitdt kann man also dasjenige y* ansehen, fiir das Tgefect (") minimal
wird. Wie Abb. 4.2b zeigt, besteht eine starke Korrelation zwischen dem Verhalten von Tqm(7)
und Tyefect(7)- Es bleibt aber die bereits an Ty gestellte Kritik bestehen, dass die Berechnung
fiir Kalibrationszwecke unnétig zeitaufwandig ist, und die Funktion aufgrund ihres sprung-

haften Verlaufes fiir numerische Optimierungsverfahren ungeeeignet ist.

Da der optimale Phasenfaktor v* ein Parameter des Integrationsverfahrens ist, liegt der Wunsch
nahe, ein Bewertungsverfahren zu konstruieren, dass von bestimmten Anfangsbedingungen
unabhéngig ist und einfach auf verschieden ausgeformte harte Potentiale adaptiert werden
kann. Im Rahmen dieser Arbeit wird das folgende Verfahren verwendet: Anhand der Menge V
wird auf dem numerischen Ortsgitter ein physikalisch sinnloser Messzustand

0 qjx€ V
¢gauge(q]’k1t =0)=1- XV(qjk) = ]
1 sonst

konstruiert. Dieser Zustand wird fiir einen bestimmten harten Phasenfaktor 7 zeitentwickelt.
Der entstehende Defekt—Uberlapp wird fiir z. B. Ny = 10 Zeitschritte zu Tgauge('y) aufintegriert.
Diese Funktion wird im Definitionsbereich v € [0,27] einer numerischen Minimierung unter-

zogen, um y* ndherungsweise zu bestimmen.

Die Mafifunktion Tgayge ist beispielhaft in Abb. 4.2c aufgetragen. Auffillig ist, dass Tgauge(”y)
im Unterschied zu den vorher betrachteten Grofien eine glatte Funktion ist, sodass numerische
Minimierungsalgorithmen angewandt werden konnen. Aufgrund der geringen Anzahl an Zeit-
schritten, die zur Berechnung eines Tgayuge-Wertes benotigt wird, 1duft die Minimumssuche in
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vertretbarer Rechenzeit.?

Bei der Bestimmung von ¢* handelt es sich nur um eine Optimierung der numerischen Stabi-
litat. Das Ergebnis aller Berechnungen muss davon unabhéngig kritischer Betrachtung stand-
halten. Zum Beispiel ist es sinnvoll, auch bei Berechnungen der Zeitverzogerung den zeitinte-
grierten Defekt-Uberlapp des Wellenpaketes zu bestimmen, da diese Groe oft ein gutes Maf3

fiir die Qualitdt des erhaltenen Zeitverzogerungswertes darstellt.

3Abb. 4.2¢ enthilt 65 Datenpunkte, die in etwa zwanzig Sekunden berechnet werden. Die Minimumssuche
benoétigt etwa zehn Iterationen und somit etwa drei bis vier Sekunden. Fiir die zugehorige Zeitverzogerung rechnet
der PC etwa zehn Minuten.






5 Quantenmechanische Modellsysteme

In diesem Kapitel wird das Modellsystem der verschobenen harten Scheibe behandelt. Die Aus-
wertung des weichen Scheibenpaars hat sich als nicht praktikabel herausgestellt, da in der Zeit-
verzogerungsfunktion die Bereiche stetigen Verhaltens insbesondere um die Sattelpunkte ver-
gleichsweise klein sind. Solche Strukturen lassen sich nur mit einem sehr kleinen effektiven
Wirkungsquantum auflosen, was numerisch aufwéndig ist.

Fiir das Modellsystem der verschobenen harten Scheibe sei im Folgenden, wie schon in Ab-
schnitt 3.2, der Parameter s = 1/2 gewaihlt; auflerdem ist das effektive Wirkungsquantum auf
h = 1/8 gesetzt. Die einheitenlosen Bezeichnungen aus Abschnitt 3.2 werden ebenfalls tiber-
nommen. Die klassische und quantenmechanische Zeitverzogerungsfunktion bzw. -verteilung
sind in Abb. 5.1 dargestellt. Tym reproduziert die grundlegende Struktur von T, insbesonde-

re die Lage beider stationdrer Punkte. Insbesondere in der Gegentiberstellung der P(T) zeigen
sich jedoch deutliche Unterschiede:

1. Der klassisch scharfe Ubergang zwischen ungestreuten und gestreuten Trajektorien wird
im quantenmechanischen Falle flieflend. Entsprechend ist der (in Abb. 5.1c abgeschnitte-
ne) Delta-Peak von P(T) bei T = 0 in P(Tym) deutlich verbreitert. Die Ursachen dieses

Glattungseffektes sowie damit zusammenhadngende Effekte sollen untersucht werden.

2. In P(Tym) sind die Minimumskante und der Sattelpunktspeak nach rechts verschoben.
Resultiert dies aus dem oben genannten Glattungseffekt, oder liegen weitere Effekte zu-
grunde? In diesem Zusammenhang ist die vermutete Korrespondenz der beobachteten

Verteilungsstrukturen zu den stationdren Punkten von T, gm 2u Uberpriifen.

Im Zuge dieser Priifung wird in diesem Abschnitt eine zentrale Frage sein, ob Tqm das klas-
sische Verhalten fiir 1 — 0 reproduzieren kann, oder ob die sichtbaren Unterschiede aus den

unterschiedlichen Berechnungsalgorithmen resultieren.

5.1 Stationdre Punkte

Wie bereits bekannt, enthélt P(T) eine Heaviside-Kante bei T = —3 aufgrund des Minimums
in T,. Diese Struktur wird von Tqm reproduziert. Allerdings kann nicht wie im klassischen
Falle die Hohe dieser Kante mit einer theoretischen Vorhersage verglichen werden, da keine
analytische Form fiir Tqm bekannt ist.
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Abbildung 5.1: Vergleich der klassischen bzw. quantenmechanischen Zeitverzogerungsfunk-
tion bzw. -verteilung fiir die verschobene harte Scheibe. In (c) und (d) ist die jeweils andere
Verteilung im Hintergrund angedeutet.
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Offensichtlich liegt in Tqm an derselben Stelle wie im klassischen Falle ein Sattelpunkt vor, wenn
auch bei einem leicht anderen T-Wert. Der Vergleich des entsprechenden Peaks in P(Tg ) mit ei-
ner quantitativen theoretischen Vorhersage ist nicht moglich, weil die Funktion Tym (b, ¢) nicht
analytisch bekannt ist. Es ist aber bekannt, dass es sich um eine logarithmische Singularitat
handeln miisste. Diese Peakform kann durch passende Auftragung tiberpriift werden (vgl. Ab-
schnitt 3.3). Abb. 5.2 vergleicht die Peaks von P(T,) und P(Tgqm). Auch im quantenmechani-
schen Falle liegt eine lineare Auftragung, also eine logarithmische Singularitit vor.

5.2 Unschirfeeffekte

Die Heaviside-Kante und die logarithmische Singularitit in Tym (Abb. 5.1d) sind gegeniiber
dem klassischen Fall leicht nach rechts verschoben. Eine mogliche Erklarung ist, dass dies ent-

(a) klassisch (rot: theoretisch vorhergesagter Anstieg)

0 | | B
1072 1072 107! 10°
(b) quantenmechanisch (kein erwarteter Anstieg bekannt)

Abbildung 5.2: Zeitverzogerungsverteilung in der Nédhe des Sattelpunktes fiir die verschobene
Scheibe: Diese Darstellung ist analog zu Abb. 3.8, verwendet allerdings eine nicht so umfang-
reiche Datenbasis (jeweils ca. 145 000 Punkte) und lduft daher tiber eine geringere Anzahl von
Grofienordnungen.
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sprechend der Unschérferelation aus gewichteter Mittelung tiber die umliegenden Trajektorien
resultiert. Die Koordinaten b und ¢ bilden einen Phasenraum, denn b entspricht dem zur Win-
kelkoordinate ¢ gehorigen Drehimpuls L = p - b mit dem einheitenlosen Impuls p = 1. Somit
lautet die Unschérferelation

Ab-Ap =~ h,

wobei h das einheitenlose effektive Wirkungsquantum ist. Auf der linken Seite erscheint ein
Phasenraumvolumen Ar. In Abb. 5.3 wird gepriift, ob der quantitative Unterschied zwischen
T, und Tqm aus dieser Unschiarfe resultieren kann.

Wenn diese Hypothese zutreffend wire, miisste (T, ) fiir eine Umgebung der Grole Ar = hum
den stationdren Punkt etwa gleich Ty, am stationdren Punkt sein. Dies ist nicht der Fall: Zwar

steigt (T,;) mit Ar wie erwartet monoton an; allerdings ist der Anstieg wesentlich zu langsam,

besonders im Falle des Sattelpunktes.

5.3 Numerische Ungenauigkeiten

Die quantitative Differenz zwischen T und Tgm kann auch eine Folge numerischer Ungenauig-
keiten sein. Eine Quantifizierung dieser Ungenauigkeiten ist nicht moglich, allerdings soll nun
ihr qualitativer Einfluss auf das Ergebnis beleuchtet werden.

In Abb. 5.4a ist ein Beispielverlauf von Ty, fiir verschiedene /i dargestellt: Beim Ubergang zum
klassischen Grenzfall i — 0 néhert sich Tym an den entsprechenden klassischen Zeitverzoge-
rungswert an. Der leicht gestreute Kurvenverlauf deutet numerische Ungenauigkeiten an.

Fiir ein anderes System, ein hartes quadratformiges Potential, kann die numerische Ungenauig-

keit relativ einfach geschétzt werden. Das Potential sei im Koordinatenursprung zentriert und

—0,85
E’" -0,9
=

—-095|

-1
02 04 06 08 1
Ar AT
(a) Umgebung um Sattelpunkt (b) Umgebung um Minimum

Abbildung 5.3: Verhalten des Mittelwertes der klassischen (blau) und quantenmechanischen
(rot) Zeitverzogerungsfunktion in einer (kreisformigen) symmetrischen Phasenraumumge-
bung um die stationdren Punkte. Die Kreuze markieren Ar = h.
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habe eine Kantenldnge s. Dann entspricht fiir die Streutrajektorie b = ¢ = 0 die einheitenlose
klassische Zeitverzogerung gerade der negativen Passageldnge,

Tcl = —S.

Das Rechteckpotential wird numerisch auf ein Ortsgitter mit der Gitterkonstante Ag abgebildet.
Die Kantenldnge ist also nur bis auf As = 2 - Ag genau bestimmt. Der Faktor 2 stammt aus der
Ungenauigkeit von beiden gegeniiberliegenden Kanten, aus deren Positionsdifferenz man s
erhilt. Somit ist die numerische Ungenauigkeit

ATy =As =2-Aq. (5.1)

Ein weiterer Vorteil des Rechteckpotentials liegt darin, dass bei Auswertung fiir verschiedene
h die Fehlerspanne weit abgedeckt wird: Fiir bestimmte / 10st das Gitter das gesamte Potential
entweder sehr gut oder sehr schlecht auf, und die Werte fiir Tqm bewegen sich entsprechend
in einem weiten Bereich innerhalb der erwarteten Fehlerspanne. Das Scheibenpotential hinge-
gen wird von jedem Gitter an manchen Stellen gut, an anderen schlecht aufgelost; somit erge-
ben sich immer mittlere Werte fiir die numerische Abweichung und eine insgesamt geringere

wahrgenommene Fehlerspanne.

Dieser Effekt ist in Abb. 5.4b deutlich sichtbar: Obgleich die Berechnungen bis auf die Potential-
form dhnliche Parameter verwenden, streuen die Zeitverzogerungen fiir das Quadratpotential
deutlich breiter. Die Streubreite stimmt sehr gut mit Gleichung (5.1) tiberein. Zum Beispiel ist im
Protokoll der numerischen Berechnung fiir h—1 = 8 eine Gitterkonstante Ag ~ 0,028 vermerkt,
entsprechend einer Ungenauigkeit AT, = 0,056. Dies ist in guter Naherung die Streubreite von
Tqm bei i1 = 8 in der Abbildung.

—1,6 e N _2/6 7:
17| % | 27 &
: ' : 3
5 181 % 15 28| &
= .. = EL
<
—-19 “ay o0 o0 .. h—0 | —29 % . h—0 |
SZ PN IR e et et e
= | | R T | 0 T S e e s
Tcl — _2 | | | | | Tcl — _3 | | < \.... | |
0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25
h1 ht
(a) hartes Scheibenpotential (R = 1) (b) hartes Quadratpotential (s = 3)

Abbildung 5.4: Quantenmechanische Zeitverzdgerung fiir verschiedene effektive Wirkungs-
quanten h. Die Streusysteme sind jeweils im Koordinatenursprung zentriert; die Streutrajekto-
rieistb = ¢ = 0.
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Insbesondere fiir h~! > 10 verlauft der Streubereich von Tqm in Abb. 5.4b sehr dicht an T.
Dies untersttitzt die Hypothese, dass die Abweichungen zwischen klassischer und quantenme-
chanischer Zeitverzdgerung rein numerischer Natur sind. Allerdings fehlt in diesem Falle eine
schliissige Begriindung,

1. warum die numerische Abweichung nur in eine Richtung, zu héheren Ty, geht und

2. warum der Verlauf von Ty, fiir h~1 < 5 deutlich von T, abweicht. Berechnungen mit so
kleinen effektiven Wirkungsquanten sind aber generell mit Vorsicht zu genieflen, da die
Gitterkonstanten der Orts- und Impulsgitter hier schon sehr grofs werden (z.B. g ~ 0,11
fir i1 =1).

5.3.1 Skalierungsverhalten der numerischen Methoden

Die vorgestellte numerische Methode hat diverse Parameter, deren Skalierungsverhalten einen
Aufschluss tiber die Genauigkeit des Verfahrens geben kann. Schon die quantenmechanische
Zeitverzogerung, definiert wie in den Gleichungen (4.3) und (4.4), enthélt den frei wéhlbaren

Interaktionsradius R. Jedes R mit
V(q)=0 V|q| =R

ist zuldssig. Im klassischen Falle kann sogar das kleinstmdogliche
Ro=inf{|q| : q € R% V(q) #0}

gewdhlt werden, da das Verhalten des Streuteilchens zwischen der Grenze des Interaktions-
bereiches und der Interaktion mit dem Streupotential trivial bekannt ist. Im quantenmechani-
schen Falle ist dies aufgrund der Ausdehnung des Wellenpaketes nicht gegeben und die Wahl

~1,85[ 3 . |
—1;9 [ > 'Y o ’ . o o o ) |
g“ . '..' o ° ®ece ¢ * e °* : o *
|E4 ° (g0 ... . ..c. ° ... [ ] o o © . ... P 0o o o e® © o, 0o L] .-
—1,95 | |
r=1
R=Ro+1=3
Tcl =-2F \ \ \ \ \ \ L ‘ ‘ -

4 8 12 16 20 24 28 32 36 40
Interaktionsradius R

Abbildung 5.5: Quantenmechanische Zeitverzogerung fiir verschiedene Interaktionsradien R.
Das Streupotential ist eine im Ursprung zentrierte harte Scheibe, deren Radius r = 1 im Bild
rot markiert ist. Die Streutrajektorie ist b = ¢ = 0.
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R = Ry folglich nicht sinnvoll. In Abb. 5.5 ist dargestellt, wie Tqm sich fiir verschiedene Inter-
aktionsradien verhilt. Bisher wurde R = Ry + 1 gewadhlt; dieser Wert ist im Bild blau markiert.
Der Verlauf von Tym(R) ist nicht gerichtet, was auf numerische Ungenauigkeiten hindeutet.
Warum grofie Abweichungen insbesondere bei R ~ 20 und R ~ 30 auftreten, konnte nicht
geklart werden.

Der Radius r des hier verwandten Scheibenpotentials ist ein weiterer numerischer Parameter:
Er ist in allen Betrachtungen in diesem Kapitel einheitenlos bzgl. einer willkiirlich wéhlbaren
charakteristischen Lange L (vgl. Abschnitt 4.2). Wahlt man fiir eine im Ursprung zentrierte har-
te Scheibe einen anderen Scheibenradius 7, so erhélt man eine neue klassische Zeitverzogerung

(fiir die Streutrajektorie b = ¢ = 0)

Tcl = —r.

Diese Anderung ist aber allein auf die Umskalierung der einheitenlosen Grofen zuriickzufiih-
ren und enthilt keine physikalische Information. Analog ist zu erwarten, dass Tym exakt pro-
portional zum einheitenlosen Scheibenradius r ist. Somit muss im analytischen Fall insbeson-
dere Tqm/ Ty konstant sein. Abb. 5.6 zeigt, dass dies fiir die numerisch ermittelten Werte von
Tam(r) nicht der Fall ist. Alle Schwankungen des Verlaufes in diesem Bild miissen numerische
Ungenauigkeiten sein, welche augenscheinlich insbesondere bei kleinen Scheibenradien (r < 2)
grof3 sind.

Fiir ein gegebenes 1! wihlt der numerische Algorithmus immer (annéhernd) dieselben Orts-
und Impulsgitterschrittweiten. Aus numerischer Sicht ist der wesentliche Unterschied zwi-
schen grofien und kleinen Scheibenradien also, dass die Scheibe bei kleinen Radien durch weni-
ger Gitterpunkte aufgelost wird. Somit widerspricht Abb. 5.6 der im Abschnitt 4.6 formulierten
Vermutung, dass Auflosungsfehler des Gitters vernachlassigt werden konnen. Tatsdchlich muss
fiir r = 1 der Beitrag zu ATy aufgrund mangelnder Auflosung des Potentials durch das Gitter

auf mindestens ein bis zwei Prozent geschitzt werden.

1 T T T T T
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Scheibenradius r

Abbildung 5.6: Quantenmechanische Zeitverzogerung fiir verschiebene Scheibenradien r einer
im Ursprung zentrierten harten Scheibe. Die Streutrajektorie ist wieder b = ¢ = 0.
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5.4 Zusammenfassung der Ergebnisse

Die Korrespondenz der klassischen und der quantenmechanischen Zeitverzogerungsfunktion
konnte in dem betrachteten Beispielsystem der verschobenen Scheibe qualitativ nachgewiesen
werden. Eine quantitative Analyse konnte nicht durchgefiihrt werden, da das quantenmecha-
nische Ergebnis mit hoher Wahrscheinlichkeit von nicht vernachldssigbaren numerischen Ab-
weichungen beeinflusst wird.

Ob die Abweichungen der quantenmechanischen Zeitverzégerung Tym von Ty durch die Phy-
sik oder durch die Ungenauigkeiten des numerischen Verfahrens hervorgerufen werden, kann
letztendlich nur geklart werden, wenn entweder Tym zumindest fiir ein Modellsystem analy-
tisch berechnet werden kann, oder wenn Tqm zum Vergleich mit einem anderen numerischen

Verfahren berechnet wird.



6 Zusammenfassung und Ausblick

In der vorliegenden Arbeit wird die Zeitverzogerung in einfachen Streusystemen als Funktion
der Anfangsbedingungen der Streutrajektorie untersucht. Es wird gezeigt, dass verschiedene
klassische Definitionen der Zeitverzogerung existieren, die fiir unterschiedliche Anwendungs-
falle — analytisch wie numerisch — unterschiedlich gut geeignet sind. Durch Betrachtung eines
einzelnen Scheibenpotentials, das einmal im Koordinatenursprung zentriert und einmal ver-
setzt platziert ist, wird demonstriert, dass die Zeitverzogerung i. A. stark von der Wahl des
Koordinatensystems abhéngig ist.

Fiir die verwendeten Modellsysteme, bestehend aus abschnittsweise konstanten Scheibenpo-
tentialen, kann die Zeitverzogerungsfunktion im klassischen Falle immer analytisch abgeleitet
werden. Jedoch ist die analytische Formulierung der Zeitverzogerungsverteilung nur fiir ein
einzelnes zentriertes Scheibenpotential moglich. Schon bei einer einfachen Verschiebung des
Koordinatensystems wird die Zeitverzogerungsfunktion so kompliziert, dass eine analytische
Ableitung der Verteilung nicht mehr sinnvoll méglich ist.

Das erste Ziel der Arbeit ist die Untersuchung stationdrer Punkte der Zeitverzogerungsfunk-
tion, insbesondere in Hinblick auf die resultierende Zeitverzdgerungsverteilung. In den unter-
suchten Modellsystemen ergeben sich wie erwartet logarithmische Singularitdten aus Sattel-
punkten und Heaviside-Kanten aus Extremstellen in der Zeitverzogerungsfunktion. Die Form
und Position dieser Strukturen in den numerisch erhaltenen Zeitverzdgerungsverteilungen ent-
sprechen den analytischen Vorhersagen. Dies gilt sowohl in Systemen, in denen die stationdren
Punkte durch eine Koordinatentransformation erzeugt werden (verschobene harte Scheibe, Ab-
schnitt 3.2) als auch, wenn die stationdren Punkte aus der Struktur des Streupotentials resultie-
ren (weiches Scheibenpaar, Abschnitt 3.3).

Im zweiten Teil der Arbeit wird die Korrespondenz der Zeitverzogerung sowie der beobachte-
ten Strukturen in deren Verteilung beim Ubergang zwischen klassischer und Quantenmechanik
untersucht. Von den vielféltigen geometrischen Definitionen der klassischen Zeitverzogerung
kann nur eine, die Definition mittels der Aufenthaltszeit im Interaktionsbereich, quantisiert
werden. Andere geometrische Definitionen lassen sich nicht tibertragen, weil die benétigten
Groflen nach dem Heisenbergschen Unschérfeprinzip nicht gleichzeitig gemessen werden kon-
nen, oder weil die Definitionen auf der Vorstellung eindeutig definierter Streutrajektorien be-
ruhen, welche fiir Wellenpakete i. A. nicht zutrifft.

Problematisch gestaltet sich die numerische Auswertung der quantenmechanischen Zeitverzo-
gerung. Die Messung der Aufenthaltszeit erfordert eine komplette zeitliche Propagation des
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Wellenpaketes mithilfe der Split-Operator-Methode, was selbst unter Benutzung der heutigen
PC-Technik einen mitunter erheblichen Speicherplatz- und Rechenzeitaufwand bedeutet. Mit-
hilfe der erhaltenen numerischen Ergebnisse kann die klassisch-quantenmechanische Korre-
spondenz fiir das verschobene harte Scheibenpotential qualitativ bestdtigt werden. Eine quan-
titative Untersuchung gestaltet sich jedoch schwierig, weil die Resultate stark von numerischen
Ungenauigkeiten beeinflusst sind. Insbesondere da nur eine numerische Berechnungsmethode
fiir den quantenmechanischen Propagator verwendet wird, kann nicht abschlieflend geklart
werden, ob die beobachteten quantitativen Abweichungen zwischen klassischer und nume-
risch quantenmechanischer Zeitverzogerung physikalisch bedingt sind oder aus numerischen
Ungenauigkeiten resultieren. Die durchgefiihrten Untersuchungen lassen aber einen starken
Einfluss numerischer Ungenauigkeiten vermuten.

Es bietet sich daher an, die Ergebnisse dieser Arbeit mithilfe einer anderen numerischen Me-
thode zu tiberpriifen. Zum Beispiel ist eine deutliche Quelle numerischer Ungenauigkeiten in
dieser Untersuchung die schlechte Darstellung des hart berandeten Scheibenpotentials durch
das diskrete Ortsgitter der Split-Operator-Methode. Dieser Fehler kann durch die Benutzung
z. B. einer Finite-Elemente-Methode umgangen werden, weil diese besser an krummlinige Rand-
wertprobleme angepasst werden kann.

Weiterhin ist ein Vergleich mit der zweiten, in dieser Arbeit nicht weiter behandelten quan-
tenmechanischen Definition der Zeitverzdgerung mittels der Wigner-Smith-Matrix von Inter-
esse. Fiir die verschobene harte Scheibe kann die allgemein bekannte analytische Losung der
S-Matrix einer zentrierten harten Scheibe verwendet werden; fiir die enthaltenen Besselfunk-
tionsterme sind Translationsformeln bekannt [27]. Selbst wenn man den Erwartungswert der
Wigner-Smith-Matrix fiir ein gegebenes Wellenpaket nicht direkt als Zeitverzégerung dieses
Zustandes interpretieren kann, sollte die Verteilung der Eigenwerte der Wigner-Smith-Matrix
im Zusammenhang mit der hier betrachteten Zeitverzégerungsverteilung stehen und folglich
dieselben Strukturen aufweisen.

Nachdem diese Arbeit also die gestellten Fragen zur klassischen Zeitverzogerung vollstindig
beantwortet hat, bietet die Quantenmechanik noch Raum fiir weitergehende analytische wie

numerische Untersuchungen.



Anhang

A Verhalten der Verteilung einer Funktion in der Nahe

stationarer Punkte

In Kapitel 3 werden die Auswirkungen der Topologie der Zeitverzogerungsfunktion auf die
entsprechende Zeitverzogerungsverteilung (2.29) untersucht. Die entsprechenden Uberlegun-
gen sind aber nicht auf Zeitverzogerungsfunktionen beschrankt, und konnen deshalb im Fol-
genden allgemein abgeleitet werden.

Sei f : I C R*> — R eine zweidimensionale Funktion mit beschrianktem Definitionsbereich 1.
Die zugehorige Verteilung

1
P(f) =% //dxdy S(f = f(xy)) (A1)
I
ist durch die Flache A := |I| des Definitionsbereiches auf
[arp) =1
normiert.

A.1 Umgebung eines Sattelpunktes
In der Néhe eines Sattelpunktes (xs, ys) kann f als
1 (ox\ (6
x X
f(xs +0x,ys +6y) = fo + = - ( ) H< ) (A.2)
2 \dy oy

gendhert werden, wobei

o (axx f ooy f)
ayxf a}/yf (xs,ys)
die Hesse-Matrix der zweiten Ableitungen am Sattelpunkt ist. Eben da es sich um einen Sat-

telpunkt handelt, muss diese Matrix indefinit sein. Sie hat also je einen positiven und einen
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negativen Eigenwert (A; > 0 und A, < 0). Mithilfe dieser Eigenwerte kann H diagonalisiert

werden. In

T
1 A0 AM-x2+ Ay x5
ek () (5 2) ()i

sind die Koordinaten dx und éy durch

X\ _ U ox
X2 5]/
ersetzt worden. Die Matrix U folgt aus der Diagonalisierung gemafs

SN (A4)
0 A

Durch einen erneuten Koordinatenwechsel von x1/, zu

()= (e ()

kann f in die Normalform

fu,0) =fs+u-v (A.5)

gebracht werden, denn

(Ve ) (Vo - i) - et

Nun soll der Beitrag des durch Gleichung (A.2) bzw. (A.3) beschreibbaren Teils von f zur Ver-

teilung g(f) beschrieben werden. In dem zweifachen Integral tiber dxdy liefert der Wechsel zu

dx;dx; keinen Beitrag, da die Transformation U unitdr, also flachenerhaltend, ist. Der Ubergang

zu dudv ergibt einen Beitrag
-1
1
(2] yead

Der gesuchte Beitrag zur Zeitverzogerungsverteilung (2.29) ist also

a(u,v)
d(x1,x7)

‘ det

-1
1 1
) B \/’)\1')\2’ B \/]detH]'

+€1 +é

Poyaa fo +Af) = — \/W /du/dvé Af —u-0). (A.6)

—&
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Hierin beschreiben &; und e; die Grofie des durch (A.2) bzw. (A.5) approximierbaren Berei-
ches der Zeitverzogerungsfunktion. Aufgrund der Symmetrie der /-Funktion reichtes, Af > 0
sowie u,v > 0 zu betrachten. In

2 € €
Pglfsz(fSiAf):m'/o du/o dvé(Af—u-v)
2 &1 du re Af)
= — [ dvd|v——
A-y/|detH] /0 u /0 ( u
2 /51 du < Af>
= ——— _.® €2__
A-y/|detH| Jo u u

wird zunéchst mit den {iblichen Rechenregeln fiir die /-Funktion eines der Integrale eliminiert.
Die entstehende Heaviside-Funktion fiihrt effektiv zu einer Einschrankung der Intervallgren-

zen im zweiten Integral.

B 2 & du Af
Pgl/SZ(ij:Af)_A\/m/o 7@(1/[ g)
2

" A-/|detH]
2 e
A-y/|detH]

Fir Af — 0 verschwindet die Heaviside-Funktion. Es verbleibt ein Beitrag

- [Ineg — Inmax {e1, Af /e }]

e1-€ —Af)-[In(e1-€2) — InAf]

_2-|In|f — f|
PUf) = A-/|detH]

Ein Sattelpunkt in der Zeitverzogerungsfunktion fiihrt also in der Zeitverzogerungsverteilung

+ const. (A.7)

zu einer logarithmischen Singularitat.

A.2 Umgebung eines Extremums

Die anfinglichen Uberlegungen aus dem vorherigen Abschnitt, bis zur Gleichung (A.4) lassen
sich ohne Anderung auch auf Extrema anwenden. Im Falle eines Extremums sind aber beide
A1 /7 gleichzeitig positiv (Minimum) oder negativ (Maximum). O. B. d. A. wird nun ein Mini-
mum betrachtet. In diesem Falle lautet die letzte Koordinatentransformation

uy 1 VAL 0 X1
v V2 0 VA2 \x
und es folgt sofort die Normalform

f(u,0) = fu + u*+ 02 (A.8)
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Diese Koordinatentransformation liefert im Integral in P(f) den Beitrag

d(u,v) | 7! (1 )1 2
det——"—| =(=-yA1-A = .
‘ d(x1,x2) 2 b VvdetH

In Analogie zu Gleichung (A.6) wiirde sich
5 +e1 +€2
Pepsal(fn+ ) = == [ du [ dvos(af—u?—o?
Sl,Sz(fm f) Am E ( f )

—-& €2

ergeben. Allerdings ist es in diesem Falle sinnvoller, # und v in Polarkoordinaten

() ()

umzuschreiben. Dann ist

27 €
Ps(fm+Af):Mﬁ'/d“/dﬁ’@ﬁ@f—@z)
0o 0

_ 2 ) / 2 2
_ 21 ©(Af) - ©(e — Af)
B A-+detH .

Die erste Heaviside-Funktion besagt: Da f,, der Minimalwert ist, muss Af positiv sein. Die

zweite Heaviside-Funktion kann fiir Af — 0 vernachléssigt werden. In der Ndhe des Mini-

mums ergibt sich also das Verhalten

_ 27 O(f — fu)

Fiir Maxima gilt entsprechend

21 O(fm — f)
P(f) = TRV (A.10)

Ein Extremum in der Zeitverzogerungsfunktion fiihrt also in der Zeitverzogerungsverteilung

zu einer Heaviside-Stufe.
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B Zeitverzogerung fiir das weiche Scheibenpaar

Im Abschnitt 3.3 wird das weiche Scheibenpaar als Streusystem eingefiihrt, und insbesondere
die Zeitverzogerung von Trajektorien um (b, ¢) = (0, r) betrachtet. (Hier und im Folgenden
werden b, und @, nur als b und ¢ bezeichnet.) Um die Zeitverzogerungsfunktion dieses Systems
zu ermitteln, wird zundchst die Zeitverzogerungsfunktion einer einzelnen weichen Scheibe mit
dem Radius ry und der Potentialhche V| betrachtet. Das Potential sei dabei im Koordinatenur-

sprung zentriert.

Beim Eintritt in die Scheibe verdndert sich die kinetische Energie des Teilchens. Aus dem Ener-

gieerhaltungssatz folgt

2V 2V,
v =4[22 =0 g, o= /1 — —

. P (B.11)

fiir die Geschwindigkeit innerhalb der Scheibe. Der Faktor g ist ein Mafs fiir die Potentialhche
im Verhiltnis zur freien kinetischen Energie des Streuteilchens. Aus der Erhaltung des Drehim-

pulses L = mv - b folgt der Streuparameter

r_p. 2P
V=b- = 3 (B.12)

innerhalb der Scheibe. Mit der Passagelinge s = 2+ /73 — / 2 der Trajektorie durch die Scheibe

ist die Zeitverzogerung der einzelnen weichen Scheibe (Index sd) gemaf3 (2.19)

d(bq))—s——z—_bz—z — — — /13— b2 (B.13)
Ls ! v v & ‘:0

Zur Anwendung der Verkettungsregeln aus Abschnitt 2.4 wird weiterhin die Streufunktion
(basds Pasd) (b, @) benotigt. Der Streuparameter wechselt durch die Streuung das Vorzeichen,

Abbildung B.1: Zur Ableitung von Zeitverzdgerung etc. der weichen Scheibe werden die Win-
kel & und B sowie die weitere Hilfsgrofle b’ eingefiihrt. Die Vorzeichen der abgetragenen Streu-
parameter b entsprechen der Orientierung der b-Achsen in Abb. 2.7. Das Vorzeichen von b’
folgt hier dem von b; beachte b, = —b, = —b.
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da die b-Achsen auf gegentiberliegenden Seiten des Streubereiches umgekehrt orientiert sind
(vgl. Abb. 2.7). Der Winkel ¢, ¢4 ergibt sich geméafi Abb. B.1 als

gou,sd:qo—r(—l—Zoc—ZlB

mit sina = b/rp und sin B = b’ /ry. Insgesamt ist

Pasd(b, @) = ¢ — 1+ 60(b), do(b) := 2arcsinr£ — 2 arcsin <
0

b
- 60) . (B.14)

Nun wird das in Abschnitt 3.3 beschriebene weiche Scheibenpaar betrachtet. Jede Scheibe hat
einen Radius r1/, und eine Potentialhdhe V; 5; die Abkiirzungen &y, und 61 /,(b) werden in
Analogie zu (B.11) und (B.14) definiert. Es werden Trajektorien betrachtet, die erst die erste
Scheibe und dann die zweite Scheibe treffen. (Die Ableitungen fiir alle anderen Besuchsreihen-

folgen ergeben sich analog.)

Der Streuparameter b der einfallenden Trajektorie muss zundchst in das System der ersten

Scheibe transformiert werden (vgl. Abschnitt 2.4).
b,y =b—s-sing (B.15)
Die Anwendung der Streufunktion (b, 1, ¢,1) (b, @) liefert

by1=—(b—s-sing), (B.16a)
a1 =@ —1m+61(b—s-sing). (B.16b)

Diese Parameter miissen gemafs Gleichung (2.33) wieder in einfallende Parameter tiberfiihrt
und auflerdem fiir die ndchste Streuung in das System der zweiten Scheibe transformiert wer-

den.

bep =b—s-sing+2s-sin[p+ & (b—s-sing)] (B.17a)
Pep =@+ 61(b—s-sing) (B.17b)

Nachdem b, 1/, und ¢, 1/, vorliegen, kann die Verkettungsregel angewandt werden und beide

Teilzeitverzogerungen zu

2 |1 / :
T(b,p)="- {E : éz - 6_22 - \/rl — b2 - \/rg — b2, (B.18)

+§- [cosq) 2.cos @, + cos (pgz—HSz(b ))} (B.19)

summiert werden. Die zweite Zeile enthidlt die Beitrdge zur Zeitverzdgerung aufgrund der
Transformationen in die Koordinatensysteme der Scheiben geméf} Gleichung (2.32).
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Giiltigkeitsbereich des Ergebnisses

In dieser Rechnung wurde vorausgesetzt, dass die Streutrajektorie erst die erste und dann die
zweite Scheibe passiert. Somit kann Gleichung (B.18) nicht fiir alle b und ¢ gelten. Eine erste
Giiltigkeitsbedingung ldsst sich sofort aus (B.18) ablesen: Der in ¢,; vorkommende é;-Term
enthalt Arkussinus-Funktionen. Deren Argumente miissen betragsmafsig kleiner als Eins sein,

also

‘b—s-smgo‘gll ‘b—s~sm(p‘§1.
gl -G
Die erste Bedingung kann als
|b—s-sing| <r (B.20)

umgeschrieben werden und bedeutet einfach, dass die Trajektorie die erste Scheibe trifft. Die
zweite Bedingung ist wegen V; < 0 und somit ; > 1 sofort erfiillt, wenn (B.20) erfiillt ist.

Fiir V > 0 ist die zweite Ungleichung aber eine stirkere Bedingung als das blofse Treffen der
Scheibe. In diesem Falle reicht bei hinreichend grofiem Streuparameter die kinetische Energie
senkrecht zur Scheibenoberfliache nicht aus, um die Potentialbarriere zu tiberwinden. Es ent-
steht eine Totalreflexion.

Fiir die zweite Scheibe muss genau diese Totalreflexion noch ausgeschlossen werden, sowie
das Treffen der Scheibe sichergestellt werden. Hierzu wird der in ¢, vorkommende &,-Term
genutzt, dessen Wohldefiniertheit auf die Bedingung

b—s-sian—Zs-sin[(p+5l(b—s-sin(p)]‘ <ry-C (B.21)

fithrt.
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