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Kapitel 1

Einleitung

Der technologische Fortschritt gestattet die Implementierung zunehmend komplexerer
Prozessorarchitekturen auf einem Schaltkreis. Dabei werden sowohl immer umfangrei-
chere Speicherarchitekturen auf den Chips implementiert als auch zuséatzliche Funktions-
einheiten eingebaut bzw. deren Funktionalitit erweitert. Ein weiterer Schritt in dieser
Entwicklung ist der Entwurf sogenannter ,Systeme auf einem Schaltkreis® (engl.: Sys-
tem on the Chip. kurz: SOC). Damit kénnen nun Mehrkernsysteme (engl.: Multicore
Systems) entwickelt werden, welche mehrere Prozesssorkerne besitzen. Diese Prozesssor-
kerne konnen gleiche oder unterschiedliche Aufgaben parallel abarbeiten.

Aus diesem Grund bieten heutige Prozessoren vielfiltige Moglichkeiten zur Parallelverar-
beitung. Abhéngig von der Art der ausfiihrbaren Operationen (gleiche oder unterschied-
liche Funktionen) und deren Ansteuerungen (Einzelansteuerung, gemeinsamer Steuerbe-
fehl oder Verwendung von VLIW-Befehlen (engl.: very large instruction word)) werden
verschiedene Anséitze der Parallelverarbeitung unterschieden.

Das Ziel dieser Arbeit ist die systematische Abbildung von Algorithmen auf Rechenfelder
(kurz: RF, engl.: processor arrays) mit Teilwortparallelitiat (kurz: TWP, engl.: sub-word
parallelism). Die Abbildung 1.1 zeigt eine solche Architektur mit den drei Ebenen der
Parallelverarbeitung:

(1) Parallelverarbeitung im Rechenfeld aufgrund mehrerer Prozessorelemente
(2) Parallelverarbeitung im Prozessorelement aufgrund mehrerer Funktionseinheiten

(3) Parallelverarbeitung in der Funktionseinheit aufgrund teilwortparalleler Operatio-
nen

Rechenfelder sind reguldr angeordnete Prozessorelemente, die jeweils nur mit ihren Nach-
barn verbunden sind. Der Aufbau (Anzahl und Art der Funktionseinheiten und GroéSe
des lokalen Speichers) und die Funktion (ausfithrbare Befehle) der Prozessorelemente
sind weitestgehend identisch.



KAPITEL 1. EINLEITUNG

Rechenfeld

Abbildung 1.1: Rechenfeld mit Teilwortparallelitét
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Die Teilwortparallelitiat (kurz: TWP, engl.: sub-word parallelism) bezeichnet die Paral-
lelverarbeitung innerhalb einer Funktionseinheit. Hierbei wird der Datenpfad der Funk-
tionseinheit in mehrere schmale Datenpfade aufgeteilt, um Daten mit einer niedrigen
Wortbreite auf einer Funktionseinheit mit hoher Datenpfadbreite parallel verarbeiten zu
kénnen. Die Daten niedriger Wortbreite bezeichnen wir als Teilworter (kurz: TWs). Die
Teilworter, welche gleichzeitig verarbeitet werden sollen, werden in Datenwoértern vol-
ler Breite (kurz: DvBs) zusammengefasst. Die Berechnungen in den Funktionseinheiten
werden auf Basis dieser DvBs durchgefiihrt. Die Operationen, welche auf die Teilwor-
ter in einem Takt angewendet werden, sind meist identisch und héngen vom jeweiligen
Befehlssatz der Funktionseinheit ab. Der Grad der Parallelitdt kann mit jedem Befehl
gedndert werden.

Da die Daten als Teilworter in den DvBs zusammengefasst sind, miissen diese DvBs zwi-
schen den Berechnungen meist umorganisiert werden. Dieses Umorganisieren wird auch
als ,,Packen der Daten“ bezeichnet. Hierfiir stehen spezielle Packbefehle zur Verfiigung.
Der Aufwand fiir das Packen der Daten sollte minimiert werden, denn die zuséatzlichen
Packoperationen konnen den Geschwindigkeitsgewinn aufgrund der parallelen Berech-
nung teilweise oder vollstindig wieder zunichte machen.

Die teilwortparallele Verarbeitung von Daten wird auch in einer Vielzahl weiterer Ar-
chitekturen genutzt. Als Beispiele seien hier, der Core2-Prozessor von Intel [Int07a], der
Cell-Prozessor von IBM [[1t07b] und der TMS320C64x-Prozessor von Texas Instruments
[[ns01] erwdhnt. Bei diesen Architekturen wurde die Hardware fiir die teilwortparalle-
le Verarbeitung entsprechend erweitert. In [BDT06] wird eine Softwarerealisierung fiir
die Teilwortparallelitdt vorgestellt, welche teilwortparallele Verarbeitung mit beliebigen
Teilwortbreiten in fast jeder Funktionseinheit ermdéglicht.

In dieser Arbeit wird eine systematische Abbildung von Algorithmen auf Rechenfelder
mit Teilwortparallelitit prasentiert. Die Abbildung basiert auf den Abbildungsmetho-
den fiir Rechenfelder, insbesondere auf der mehrstufigen modifizierten Copartitionierung
[Sic03]. In dieser Arbeit wird die mehrstufige modifizierte Copartitionierung erweitert
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Abbildung 1.2: Systematische Abbildung eines Algorithmus

und systematisiert, um eine mehrstufige Parallelitéit zu realisieren und eine Anpassun-
gen an lokale und globale Speicher zu ermoglichen. Des Weiteren wird in dieser Arbeit
der Abbildungsschritt Vorverarbeitung entwickelt, welcher der mehrstufigen modifizier-
ten Copartitionierung vorangestellt wird, um eine effiziente Abbildung des Algorithmus
zu erzielen.

Abbildung 1.2 illustriert den Abbildungsprozess bestehend aus den zwei Schritten, der
Vorverarbeitung und der mehrstufigen modifizierten Copartitionierung. Mit der Vorver-
arbeitung wird der Algorithmus so umformuliert, sodass die nachfolgende mehrstufige
modifizierten Copartitionierung zu effizienten Abbildungen auf das Rechenfeld mit Teil-
wortparallelitdt fithrt. Die Vorverarbeitung ist zielarchitekturunabhéngig. Auch wenn
einzelne Parameter der Zielarchitektur mit in die Vorverarbeitung einbezogen werden,
findet bei der Vorverarbeitung noch keine Anpassung an diese Parameter der Zielar-
chitektur statt. Erst bei der mehrstufigen modifizierten Copartitionierung wird der Al-
gorithmus stufenweise an die Parameter der Zielarchitektur angepasst. Hierbei dient
die erste Copartitionierungsstufe der Anpassung an die Teilwortparallelitdt. Die zwei-
te Copartitionierungsstufe wird sowohl fiir die Ausnutzung der lokalen Speicher in den
Prozessorelementen verwendet als auch fiir die Abbildung des Algorithmus auf das Re-
chenfeld genutzt. Nachfolgende Copartitionierungsstufen werden fiir die Anpassung des
Algorithmus an den globalen Speicher verwendet.

Die Arbeit ist wie folgt gegliedert:

Zuerst wird in Kapitel 2 die Zielarchitektur ausfiihrlich vorgestellt. Fiir die Funktions-
einheiten mit Teilwortparallelitiat wurde eine XML-basierte Beschreibung entwickelt, aus
der die Eigenschaften der Funktionseinheiten ermittelt werden kénnen. Ein weiterer wich-
tiger Aspekt ist die Beschreibung der Speicherzugriffe, welche bei der Teilwortparallelitét
eine besondere Bedeutung haben, da die Daten auf Basis von DvBs oder auf Basis von
Teilwortern gelesen und geschrieben werden kénnen.

Im nachfolgenden Kapitel 3 wird die Algorithmenklasse der uniform, iterativen Algo-
rithmen (kurz: UItA) eingefithrt. Diese Algorithmenklasse ist der Ausgangspunkt fiir die
Abbildungsstrategie. Ein Algorithmus kann sehr unterschiedlich formuliert sein, wobei
alle Formulierungen einen UItA darstellen. Diese verschiedenen Formulierungen kénnen
jedoch aufgrund ihrer Eigenschaften zu sehr unterschiedlichen Abbildungen fiithren. Aus
diesem Grund wird eine Algorithmenkonvention présentiert, welche der eigentliche Aus-
gangspunkt fiir die Abbildung des Algorithmus auf die Zielarchitektur ist. Man beachte,
dass jeder Algorithmus der Algorithmenklasse so umformuliert werden kann, dass er die
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Algorithmenkonvention erfiillt.

Fiir die Abbildung eines Algorithmus auf die Zielarchitektur wird der Algorithmus mehr-
fach transformiert. Die Grundtransformationen, das sind die Reindizierung und die mehr-
stufige Partitionierung, werden im Kapitel 4 vorgestellt. Bei der Vorstellung der mehrstu-
fige Partitionierung wird im Abschnitt 4.2.2 eine neuartige Methode zur Partitionierung
der Datenabhéngigkeiten des Algorithmus préisentiert.

Auf Basis der mehrstufigen Partitionierung wird in Kapitel 5 die mehrstufige modifi-
zierte Copartitionierung (kurz: MMC) vorgestellt. Die mehrstufige modifizierte Copar-
titionierung kombiniert die Grundversionen der Partitionierung, die lokal sequenzielle,
global parallele (kurz: LSGP) und die lokal parallele, global sequenzielle (kurz: LPGS)
Partitionierung miteinander. Weiterhin beinhaltet die MMC die Ablaufplanung und die
Bindung. Mit dem Ablaufplan wird exakt festgelegt, zu welchem Zeitpunkt welche Zuwei-
sung des Algoritmus in welcher Funktionseinheit von welchem Prozessorelement abgear-
beitet wird. Die Zuordnung der Funktionseinheiten zu den Zuweisungen des Algorithmus
wird als Bindung bezeichnet. In dieser Arbeit wird der Ablaufplan fiir eine allgemeinere
Beschreibung durch die Leerlaufverzogerung ¢ erweitert. Die Leerlaufverzogerung ermog-
licht das Einfiigen von Leertakten in den Ablaufplan. Eine Leerlaufverzégerung ¢ # 0
verringert die Effizienz des Algorithmus auf dem Rechenfeld, ist aber fiir die konfliktfreie
Abbildung einzelner Algorithmen notwendig.

Die Ausnutzung der Teilwortparallelitit im Abbildungsprozess mit dem Ziel der Be-
schleunigung der Abarbeitung des Algorithmus ist ein Schwerpunkt dieser Arbeit. Aus
diesem Grund wird im Kapitel 6 die Transformation eines Ausgangsalgorithmus, der seine
Operationen auf ,einzelnen“ Daten (kurz: Einzeldatenoperationen) ausfiihrt, in einen Al-
gorithmus mit teilwortparallelen Operationen ausfiihrlich abgeleitet. Diese Transforma-
tion basiert auf der ersten Stufe der mehrstufigen modifizierten Copartitionierung, wobei
fiir diese Stufe die notwendigen Restriktionen angegeben werden. Bei der Transforma-
tion des Algorithmus werden die notwendigen Packoperationen fiir die teilwortparallele
Version des Algorithmus systematisch ermittelt. Weiterhin wird die Transformation der
Ein- und Ausgabezuweisungen des Ausgangsalgorithmus ausfiihrlich vorgestellt. Diese
Transformation héngt von der Art der Speicherung der Daten im Hauptspeicher sowie
deren Lese- und Schreibméglichkeiten ab. Beide Eigenschaften haben einen entscheiden-
den Einfluss auf die Beschleunigung des Algorithmus.

Die gesamte Abbildungsstrategie zur Abbildung eines Algorithmus auf ein Rechenfeld
mit Teilwortparallelitdt wird nun in Kapitel 7 unter Verwendung der zuvor eingefiithrten
Methoden ausfiihrlich vorgestellt. Die Abbildungsstrategie gliedert sich, wie in Abbil-
dung 1.2 dargestellt, in zwei Schritte, die Vorverarbeitung und die mehrstufige modifi-
zierte Copartitionierung.

Die Vorverarbeitung (Abschnitt 7.1) wird in dieser Arbeit neu entwickelt. Sie unterteilt
sich in zwei Teilschritte, die Reindizierung und die Anpassung an die Algorithmenkon-
vention. Ziel der Vorverarbeitung ist ein im Sinne der Abbildung auf das Rechenfeld gut
formulierter Algorithmus, denn solch ein Algorithmus erlaubt eine schnelle und effiziente
Abbildung auf das Rechenfeld mittels der mehrstufigen modifizierten Copartitionierung.



Fiir die Reindizierung wurde eine Optimierungsaufgabe basierend auf ganzzahliger li-
nearer Optimierung entwickelt. Diese optimiert stufenweise mehrere Parameter des Al-
gorithmus beziiglich der effizienten Abbildung des Algorithmus auf ein Rechenfeld bei
der nachfolgenden mehrstufigen modifizierten Copartitionierung. Dabei flielen in die Op-
timierung teilweise schon Architekturparameter mit ein. Im Abschnitt ,, Anpassung an
die Algorithmenkonvention® wird der Algorithmus so umformuliert, dass er die Vorgaben
der Algorithmenkonvention von Kapitel 3 erfiillt.

Der zweite Schritt der Abbildungsstrategie, die Anwendung der mehrstufigen modifizier-
ten Copartitionierung, wird in Abschnitt 7.2 vorgestellt. Die mehrstufige modifizierte
Copartitionierung wird in ihre einzelnen Stufen und in die abschlieBende Ablaufplanung
unterteilt. Mit jeder Stufe der mehrstufigen modifizierten Copartitionierung erfolgt eine
Anpassung des Algorithmus an Parameter der Zielarchitektur. So dient die erste Stufe
der Ausnutzung der Teilwortparallelitdt und die zweite Stufe sowohl der Realisierung der
Parallelverarbeitung im Rechenfeld als auch der Ausnutzung der lokalen Register. Wei-
tere Copartitionierungsstufen konnen zur Anpassung an die Speicherarchitektur verwen-
det werden. Fiir die Anpassung an die Speicher wird eine Methode zur Bestimmung der
Datenmengen vorgestellt, welche zum einen zwischen Prozessorelementen des Rechenfel-
des und zum anderen zwischen Rechenfeld und Speicherarchitektur transferiert werden
miissen. Diese Methode basiert auf der neuen Methode zur Partitionierung von Datenab-
héangigkeiten, die im Abschnitt 4.2.2 vorgestellt wird. Die abschlieBende Ablaufplanung
ordnet den Zuweisungen des Algorithmus die Funktionseinheiten der Prozessorelemente
zu und legt den exakten Ablaufplan fest.

In Kapitel 8 wird die in der Arbeit priasentierte Abbildungsstrategie auf drei praxisrele-
vante Algorithmen angewendet. Zwei Algorithmen werden auf ein Prozessorelement mit
Teilwortparallelitéit abgebildet. Das dritte Beispiel zeigt die Abbildung des Kantener-
kennungsalgorithmus auf eine Rechenfeld mit Teilwortparallelitdt. Alle Realisierungen
wurden beziiglich ihres Geschwindigkeitsgewinns bewertet.

AbschlieBend erfolgt eine Zusammenfassung und es wird ein Ausblick auf offene Zielstel-
lungen gegeben.
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Kapitel 2

Zielarchitekturen

Als Zielarchitekturen im Prozess der Abbildung von Algorithmen auf Hardware wer-
den Rechenfelder (engl.: processor arrays) bzw. der Spezialfall des Rechenfeldes, Ein-
Prozessor-Maschinen (kurz: Prozessor) betrachtet. Das Rechenfeld besteht aus mehreren
Prozessorelementen (PEs), die iiber Datenkanile miteinander verbunden sind. Die Ein-
/Ausgabeschnittstellen am Rand des Rechenfeldes bzw. des Prozessors verbinden die
Recheneinheit mit der hierarchisch aufgebauten Speicherarchitektur.

Die Speicherarchitektur besteht aus mehreren Zwischenspeichern L; bis L, und einem
Hauptspeicher M. Der Hauptspeicher M mit der GroBle My, kann alle Daten des Al-
gorithmus speichern. Die GroBle My, der Zwischenspeicher k steigt im Allgemeinen mit
zunehmenden k. Der Zwischenspeicher L, kann auch aus mehreren kleineren Zwischen-
speichern bestehen, welche direkt an das Rechenfeld angebunden sind. In dieser Arbeit
betrachten wir nur Speicherarchitekturen mit einem L;-Speicher, wie in Abbildung 2.1
dargestellt. Durch geringfiigige Veréinderungen an der Abbildungsstrategie, welche in
Kapitel 7 vorgestellt wird, lassen sich die Algorithmen aber auch an Speicherarchitek-
turen mit mehreren verteilten L;-Speichern anpassen. Hardwarenahe Eigenschaften der
Zwischenspeicher und des Hauptspeichers, wie z. B. Zugriffsbeschrankungen und Spei-
cherverfehlungen (engl.: cache misses), werden in dieser Arbeit nicht weiter betrachtet.
Nur die lineare Anordnung der Daten im Speicher, siche Abschnitt 2.4, findet Bertick-
sichtigung bei der Abbildungsstrategie.

Der Prozessor bzw. die Prozessorelemente verfiigen iiber lokalen Speicher Lg, deren Gro-
Be durch Mp angegeben wird, und besitzen ein oder mehrere Funktionseinheiten (FEs).
Die Funktionseinheiten kénnen Standardbefehle, wie Addition und Multiplikation, verar-
beiten. Zusétzlich verfiigen die FEs iiber Befehle, die paralleles Verarbeiten von Daten im
Datenpfad ermoglichen. Diese Parallelverarbeitung im Datenpfad bezeichnen wir Teil-
wortparallelitit. Sie wird im Abschnitt 2.2 néher vorgestellt.

In Abbildung 2.1 ist eine solche Architektur, bestehend aus einem 6 x 4 Rechenfeld und
einer dreistufigen Speicherarchitektur mit den zwei Zwischenspeichern L; und Ls und
dem Hauptspeicher dargestellt. Die Gréfle der Zwischenspeicher wird mit My, | = 1,2
und die GroBe des Hauptspeichers mit M), angegeben. Die Kommunikation zwischen
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Haupt-
speicher

Abbildung 2.1: Rechenfeld mit Speicherarchitektur

Rechenfeld und Speicherarchitektur erfolgt iiber die E/A-Schnittstellen an den Randern
des Rechenfeldes. Die Prozessorelemente des Rechenfeldes sind horizontal und vertikal
mit den Nachbarprozessorelementen bzw. den E/A-Schnittstellen verbunden.

Die Prozessorelemente unserer Beispielarchitektur, siehe Abbildung 2.2, enthalten vier
Funktionseinheiten (ALU 1, ALU 2, MUL und SHIFT) und eine lokale Registerbank, deren
Grofle durch My gegeben ist.

Eine solche Architektur erlaubt Parallelverarbeitung auf drei Ebenen: (1) auf der Ebene
der PEs des Rechenfeld, (2) auf der Ebene der Funktionseinheiten des PEs und (3) in
einer FE mittels Teilwortparallelitit, wie Abbildung 1.1 auf Seite 2 illustriert.

Da ein Prozessor ein Sonderfall des Rechenfeldes ist, schliet im Folgenden die Bezeich-
nung Rechenfeld die Ein-Prozessor-Architektur mit ein.

2.1 Rechenfeld

Ein Rechenfeld wird durch die Menge P € N" beschrieben, wobei n die Dimension des
Rechenfeldes ist. Fiir ein Rechenfeld P gilt:

P:{P:(pl P2 - pn)tENn}Oﬁpj<19][-],1§j§n}. (2.1)

Das Element p € P gibt die Position des Prozessorelements im Rechenfeld an. Die Grofie
des Rechenfeldes wird durch den Vektor 9~ e N% angegeben. So wird das Rechenfeld
aus Abbildung 2.1 mit der Grofle 6 x 4 mittels 9~ = (§) beschrieben. Im Allgemeinen
ist 9~ > 1, nur bei einem linearen Rechenfeld mit einem Prozessorelement (9~ = (1))
erhalten wir: 97 = 1.
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Abbildung 2.2: Prozessorelement

Die Datenkanile, welche die Verbindung zwischen den Prozessorelementen p € P dar-
stellen, werden durch den Kanaltyp q € Q € Z", spéter meist kurz Kanal genannt, und
der Anzahl Ny € Ny an Kanélen von diesem Typ angegeben. In Rechenfeldern gibt es
meist nur Datenkanile zwischen direkt nachbarten Prozessorlementen (|g;| < 1), doch bei
unserer Zielarchitektur sind auch Kanéle zwischen weiter entfernten Prozessorelementen
(q € Z"™) moglich.

Existiert ein Kanal zwischen den zwei PEs p, und p,, so gilt p; +q = p, und Nq > 1.
Ein Kanal kann unidirektional q € Q™ C Q oder bidirektional q € Q" C Q sein. Bei
einem unidirektionalen Kanal q € Q" ist ein Datentransfer von PE p, nach PE p, nur
moglich, wenn gilt: p; + q = p,. Ist der Kanal q € Q" C Q bidirektional, so kann der
Kanal fiir den Transport der Daten in Richtung q als auch —q verwendet werden.

Beispiel 2.1 (Rechenfeld)

Abbildung 2.1 zeigt ein Rechenfeld der GréBe 9~ = (8). Das Rechenfeld ist gegeben
durch P ={p=(5) | 0<p <9 =6A0 < p <95 = 4}. Das Rechenfeld hat
zwei Kandle Q = {q, = (}),q; = (9)}. Der Kanal q, € Q" ist bidirektional und der
Kanal q, € Q" ist unidirektional. Jeder Kanaltyp existiert nur einmal Ng, = Ng, = 1.

Die Eigenschaften der Prozessorlemente, wie Anzahl und Art der Funktionseinheiten, so-
wie die Verbindungsarchitektur kann fiir Teilbereiche P? C P (Funktionseinheiten) bzw.
Py C P (Verbindungsarchitektur) des Rechenfeldes unterschiedlich sein | ].

2.2 Teilwortparallelitat

Das Prinzip der Teilwortparallelitdt (TWP) besteht darin, in einer Funktionseinheit mit
einer Verarbeitungswortbreite von z. B. 64 Bit, Worter niedriger Genauigkeit (z. B. acht
8 Bit breite, vier 16 Bit breite oder zwei 32 Bit breite Worter) parallel zu verarbeiten.
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! || | Datenwort voller Breite (DvB)

Teilworter

Funktionseinheit

Teilworter
! E Datenwort voller Breite (DvB)

Abbildung 2.3: Funktionseinheit mit zwei Teilwortern

MSB LSB
‘ Teilwort 3 ‘ Teilwort 2 ‘ Teilwort 1 ‘ Teilwort 0 ‘
128 96 95 64 63 3231 0

Abbildung 2.4: Datenwort voller Breite (128 Bit) mit vier Teilwortern

Die Worter mit niedriger Genauigkeit bezeichnen wir dabei als Teilwdrter. Abbildung 2.3
illustriert die Parallelverarbeitung von zwei Teilwortern in einer solchen Funktionseinheit.
Die Art der Parallelverarbeitung (Operation und Anzahl der Teilworter) ist abhidngig
vom auszufithrenden Befehl und kann somit prinzipiell mit jedem Befehl geéindert werden.
Diese Befehle bezeichnen wir als teilwortparallele Befehle (kurz: TWP-Befehle).

Fiir die Parallelverarbeitung der Teilworter im Datenpfad der Funktionseinheit miissen
diese in Datenwortern voller Breite (kurz: DvBs) gepackt sein. Ein Datenwort voller
Breite enthélt ein oder mehrere (meist 2") Teilworter. Die Wortbreite der Teilworter ist
im Allgemeinen gleich, es wurde aber auch schon ein Befehlssatz fiir DvBs mit 1x 16 Bit
und 2x 8 Bit Teilwortern definiert!. Die Teilworter sind im DvB immer von rechts nach
links angeordnet, wie in Abbildung 2.4 dargestellt.

Im Allgemeinen muss die Anordnung der Teilworter im DvB von einem TWP-Befehl zu
einem anderen TWP-Befehl verdndert werden. Hierfiir stehen die sogenannten Packbe-
fehle zur Verfiigung. Die Verarbeitung dieser Packbefehle erfordert Zeit und entsprechen-
de Ressourcen. Bei der Parallelisierung ist somit darauf zu achten, dass der Geschwin-
digkeitsgewinn und die Energieeinsparung durch die Nutzung von TWP-Befehlen nicht
durch die notwendigen Packbefehle wieder zunichte gemacht werden.

Neben der Hardwarerealisierung der Teilwortparallelitdt wurde in [ | eine Imple-
mentierung von TWP in Software vorgestellt. Diese Softwarerealisierung hat den Vorteil
der hoheren Flexibilitat, da die Wortbreite der Teilworter frei gewédhlt werden kann. So
kann ein DvB mit 32 Bit Breite in 3 Teilworter mit je 9 Bit Breite unterteilt werden.
Weiterhin kann die Wortbreite je Teilwort unterschiedlich sein, so kann das DvB mit
32 Bit Breite 2 Teilworter mit je 4 Bit Breite und 2 Teilworter mit 9 Bit Breite auf-
geteilt werden.? Doch diese Softwarerealisierung der teilwortparallelen Operationen ist

siehe Quantized Color Pack eXtension (QCPX) von | ] fiir 16 Bit Farbdatentyp in YCbCr.
2Zwischen den Teilwortern in einem DvB miissen bei der Softwarerealisierung ein bis zwei ,, Uberlauf*
Bits reserviert werden.
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gegeniiber der Hardwarerealisierung deutlich aufwéndig.

In der wissenschaftlichen Literatur wird die Teilwortparallelitdt nach der Flynnsche Klas-
sifikation | [ | in die ,Ein Befehlsstrom, mehrere Datenstrome® (engl.: single
instruction stream, multiple data streams, kurz: SIMD) Architekturklasse eingeordnet.
Die Teilwortparallelitédt unterscheidet sich aber beziiglich der Befehle und der Verarbei-
tung von Datenstromen gegeniiber einem Vektorprozessor oder Rechenfeld, welche eben-
falls zu der SIMD Architekturklasse zéhlen. Bei letztgenannten Architekturen bedeutete
ein Befehl meist eine Operation, welche parallel auf einen Satz von Daten angewendet
wurde. Die Verarbeitung der Daten erfolgt in den Prozessorelementen des Rechenfeldes
oder des Vektorprozessors unabhdngig voneinander.

Auch die Teilwortparallelitdt verarbeitet, wie das SIMD-Prinzip vorschreibt, mit einem
Befehl mehrere Datenstrome, doch bieten die Befehle weitere Varianten der Parallelver-
arbeitung, wie die Beispielarchitekturen und ihre Befehlsséitze in Abschnitt 2.5 zeigen.
Mit den TWP-Befehlen ist es moglich,

e unterschiedliche Operationen mit einem Befehl auf die Datenstréme anzuwenden
(z. B. addsub Addition des niederwertigen Teilworts und Subtraktion des hoher-
wertigen Teilworts).

e dass die Datenstrome nicht unabhéngig voneinander verarbeitet werden (z. B. sad
Summe der absoluten Differenzen von 8x 8 Bit Bildpunkten).

e dass die Anzahl der Eingabedatenstréme ungleich der Ausgabedatenstrome ist
(z. B. muladd Multiplikation der 4x 8 Bit Eingabeteilworter miteinander und Ad-
dition der beiden niederwertigen und der beiden héherwertigen Multiplikationser-
gebnisse. Das Ausgabedatenwort ist ein 2x 16 Bit Datenwort.).

Des Weiteren miissen die Eingabedatenstrome, welche durch die Teilworter in den DvBs
gegeben sind, mit den Packbefehlen so aufbereitet werden, dass eine teilwortparallele
Verarbeitung in der Funktionseinheit moglich wird. Deshalb unterscheiden wir bei den
TWP-Befehlen folgende Gruppen:

e SOMD-Befehle (Single Operation Multiple Data): Befehle bei denen die
Anzahl an Teilwortern in den Ein- und Ausgabe-DvBs gleich ist und bei denen die
gleiche Operation (z. B. Addition) auf die Teilworter des DvBs angewendet wird.

e Sonderbefehle: Befehle mit Rechenoperationen, die keine SOMD-Befehle sind.
Diese Befehle haben keine gleichen Operationen fiir die Teilworter (z. B. AddSub)
und/oder keine gleiche Anzahl an Eingabe- und Ausgabeteilwortern (z. B. MulAdd
mit 2x 4 Eingabeteilworter und 1x 2 Ausgabeteilworter).

e Packbefehle: Befehle zum Umsortieren der Teilworter eines DvBs oder zum Va-
riieren der Teilworter zweier DvBs.

11
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¢ Datenformatinderungsbefehle: Befehle, welche das Datenformat eines Daten-
worts édndern. Das kann die Erhohung oder die Reduzierung der Wortbreite der
Teilworter sein. Es gibt aber auch Befehlssétze, die eine Transformation von Ganz-
zahlen in FlieBkommazahlen und umgekehrt erméglichen | ].

e Ubertragungsbefehle: Befehle zum Lesen und Schreiben der Teilwérter bzw.
DvBs vom bzw. in den Speicher. Abhéngig vom Befehlssatz ist das Lesen bzw.
Schreiben von ein oder mehereren Teilwortern oder nur von DvBs moglich. Auch
gibt es Architekturen, die nur ausgerichtete DvBs® lesen bzw. schreiben koénnen.

2.3 Funktionseinheiten

In der Arbeit werden die Funktionseinheiten in einer XML-Notation beschrieben. Der
Algorithmus 2.1 zeigt die Beschreibung einer Funktionseinheit (FunctionalUnit) struk-
turell. Eine Funktionseinheit m € M hat einen eindeutigen Namen (name), eine In-

Algorithmus 2.1 Beschreibung einer Funktionseinheit in XML

<FunctionalUnit name="Name der FE" instance="Instanz" size="Fl&ache">
<Instruction name="Name des Befehls"
latency="Latenz" offset="Eingabeverzégerung" />

</FunctionalUnit>

stanz n,, (instance), eine Fliche ¢, (size) und eine Menge von Befehlen Fy € F(m)
(Instruction), wobei der Befehl F; die Funktion F; ausfiihrt. Die Angabe der Instanz n,,
einer Funktionseinheit ist notwendig, um mehrere gleiche Funktionseinheiten in einem
PE unterscheiden zu kénnen. Ein Befehl hat einen Befehlsnamen F; (name). Die Abar-
beitungsdauer eines Befehls F, durch die Funktionseinheit m wird mit der Latenz [,
(latency) angegeben. Hat die Funktionseinheit eine Pipelinestruktur, so kann die Aus-
fiihrung des nachfolgenden Befehls begonnen werden, bevor die aktuelle beendet ist.
Die Eingabeverzogerung o,,s) (offset) gibt die Zeit an, nach der die Ausfiihrung des
néchsten Befehls frithestens beginnen darf. Einfache Funktionseinheiten sind Addierer
und Multiplizierer. Eine komplexere Funktionseinheit, welche mehrere Befehle ausfiihren
kann, ist zum Beispiel die ALU-Einheit. Funktionseinheiten kénnen auch TWP-Befehle
ausfithren.

Beispiel 2.2
Die Funktionseinheiten des PEs in Abbildung 2.2 sollen die folgenden Befehle ausfiihren
konnen:

ALU: ¢ =5 SHIFT: c3 = 2

3 Ausgerichtete DvBs sind Datenworter voller Breite, deren niederwertigstes Teilwort auch das nie-
derwertigste Teilwort des DvBs im Speicher ist. Das Lesen eines DvBs, dessen Teilworter im Speicher
nebeneinander angeordnet sind, welche aber zu zwei DvBs gehoren, ist nicht moglich.

12
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add (o11) = 2, liny = 2) shiftLogicLeft (0301) =1, I3y = 1)
add2x16 (oy2) = 2, li2) = 2) shiftLogicRight (032) = 1, l32) = 1)
add4x8 (oy3) = 2, li3) = 2) shiftArithLeft (033 = 2, l33) = 2)
mul (014) = 2, liwy = 2) shiftArithRight (o3 = 2, l3) = 2)

MUL: ¢; =38
mul (02(1) = 4, 12(1) = 5)
mul2x16 (02(2) = 4, 12(2) = 5)
mul4x8 (02(3) = 4, lg(g) = 5)

Alle Zahlenangaben sind normiert und somit ohne Mafleinheit. Der Funktionseinheit
ALUI aus Abbildung 2.2 gehort zur Funktionseinheit ALU und hat die Instanz n = 1.
Die Funktionseinheit ALU2 gehért ebenfalls zur Funktionseinheit ALU, deren Instanz ist
jedoch n = 2.

Die Beschreibung der Eigenschaften einer Funktionseinheit m iiber ihre Menge der Befeh-
le ist nicht ausreichend fiir die Untersuchung von Teilwortparallelitdt. Denn ein entschei-
dender Schritt bei der Verwendung von TWP ist die Zuordnung der Operationen eines
Algorithmus zu den Operationen, welche sich hinter den TWP-Befehlen verbergen. Hier-
zu ist es notwendig zu wissen, welche Grundoperationen die TWP-Befehle besitzen und
welches Datenformat die Ein- und Ausgabedaten haben miissen. Da die Eigenschaften der
Operationen unabhéngig von den Funktionseinheiten sind, welche diese Operationen rea-
lisieren, werden die Eigenschaften aller Befehle in einer Befehlsliste (InstructionList)
zusammengefasst, wie in Algorithmus 2.2 gezeigt.

Ein Befehl (Instruction) hat einen Namen (name) und einen Maschinenkode (code). Na-~
me und Maschinenkode miissen jeweils eindeutig sein. Jeder Befehl muss von mindestends
einer Funktionseinheit abgearbeitet werden kénnen, deshalb muss der Name des Befehls
in mindestens einer Funktionseinheit vorkommen. Da ein Befehl mehrere funktionelle
Beschreibungen (FunctionalDescription) besitzen kann, werden diese nacheinander
aufgefiihrt. Die funktionelle Beschreibung gibt zuerst das Ein- und Ausgabedatenformat
(InputData und OutputData) an, bevor fiir jedes Teilwort des Ausgabedatenformats die
Ausgabefunktion (FunctionalDescription) beschrieben wird.

Fiir das Ein- und Ausgabedatenformat wird die Anzahl der Ein- und Ausgabedaten-
worter (number), die Anzahl der Teilworter eines Datenworts (subwords) und der Typ
jedes Teilworts angegeben. Der Typ eines Teilworts (Subword) beinhaltet die Informatio-
nen: vorzeichenbehaftet ja oder nein (sign=<yes,no>), ganzzahlig oder FlieSkommazahl
(type=<int,float>), Wortbreite des Teilworts in Bits (width) und Breite der Mantisse
(mantissa) bei einer FlieBkommazahl.

Beispiel 2.3
Verschiedene Ein- und Ausgabedatenformate sollen im Folgenden beschrieben werden:

e 2 Fingabedaten mit je einem Teilwort, die Teilworter sind 64 bit Gleitkommazahlen
mit 52 Bit breiter Mantisse (IEEE 754 Standard).

13
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Algorithmus 2.2 Beschreibung der Operationen eines Befehls

<InstructionList>
<Instruction name="Name des Befehls" code="Maschinenkode">
<FunctionalDescription>

<InputData number="Anzahl">

<Word subwords="Anzahl">
<Subword sign="<yes,no>" type="<int,float>"

width="Bits" mantissa="Bits" />
</Word>

</InputData>
<OutputData number="Anzahl">
<Word subwords="Anzahl">
<Subword sign="<yes,no>" type="<int,float>"
width="Bits" mantissa="Bits" />
</Word>

</0OutputData>
<QutputFunction>
<Function word="Position(en)", subword="Position(en)">
Ausgabefunktion
</Function>

</OutputFunction>
</FunctionalDescription>
<FunctionalDescription>

</FunctionalDescription>

</Instruction>
<Instruction>

</Instruction>

</InstructionList>

14
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<InputData number="2">
<Word subwords="1">
<Subword sign="yes" type="float" width="64" mantissa="52"/>
</Word>
</InputData>

e 2 Eingabedaten mit je vier Teilwértern, die Teilworter sind vorzeichenbehaftete
16 Bit Ganzzahlen.

<InputData number="2">
<Word subwords="4">
<Subword sign="yes" type="int" width="16"/>
</Word>
</InputData>

e | Ausgabedatum mit drei Teilwértern, das erste Teilwort ist eine vorzeichenbehaf-
tete 16 Bit Ganzzahl, die beiden anderen Teilwérter sind vorzeichenbehaftete 8 Bit
Ganzzahlen (Datentyp fiir QCPX-Befehlssatz [ /).

<QutputData number="1">
<Word subwords="3">
<Subword sign="yes" type="int" width="16"/>
<Subword sign="yes" type="int" width="8"/>
<Subword sign="yes" type="int" width="8"/>
</Word>
</0OutputData>

Die Beschreibung der Ausgabefunktionen kann fiir jedes Teilwort einzeln (z. B. sub-
word=2) oder fiir Teilwortbereiche (z. B. subword=2-5) erfolgen. Die Funktion wird als
C-Code beschrieben. Die Eingabedaten werden mit inX [sw] gekennzeichnet, wobei X die
Nummer des Eingabedatenworts ist und sw die Nummer des Teilworts. Der Zahler fiir
die Datenworter und Teilworter startet mit ,,0“.

Beispiel 2.4
In Folgenden sollen einige Ausgabefunktionen vorgestellt werden.

o Finfache Addition von zwei 32 Bit Ganzzahlen ohne TWP.

<QutputFunction>
<Function word="0", subword="0"> inO[i] + in1[i] </Function>
</OutputFunction>

e Parallele Addition von vier 8 Bit Teilwéorter.

<OutputFunction>
<Function word="0", subword="0-3"> inO[i] + in1[i] </Function>
</OutputFunction>

e Packbefehl, bei dem die héherwertigen zwei Teilwérter des Eingabedatenworts auf
die Position der niederwertigen zwei Teilwérter und der héherwertigen zwei Teil-
worter des Ausgabedatenworts kopiert werden.
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Abbildung 2.5: Anordnung von Daten eines zweidimensionalen Datenraums im Speicher

<QutputFunction>
<Function word="0" subword="0-1"> inO[i+2] </Function>
<Function word="0" subword="2-3"> inO[i] </Function>
</OutputFunction>

e Multiplikations- und Additions-Operation. Die vier Teilwérter des einen Eingabe-
datenworts werden paarweise mit den Teilwortern des anderen Eingabedatenworts
multipliziert. Die zwei niederwertigen und die zwei hoherwertigen Teilworter des
Ergebnis-DvBs der Multiplikation werden miteinander addiert, sodass das Ausga-
bedatenwort nur noch zwei Teilwérter besitzt.

<QutputFunction>
<Function word="0" subword="0-1">
inO[2*i]*inl [2*i]+in0[2*i+1]*inl [2*i+1]
</Function>
</OutputFunction>

Die Beschreibung der Funktionseinheiten und der Befehle basiert auf der MAML-Be-
schreibung [ : ].

2.4 Speicherzugriff

Die Addressierung der Daten im Speicher ist linear organisiert. Unsere Algorithmen-
beschreibung erlaubt aber die Beschreibung von mehrdimensionalen Ein- und Ausga-
bedaten. Ist der Datenraum mehrdimensional, so werden die Daten nebeneinander im
Speicher angeordnet, wie Abbildung 2.5 fiir die Anordnung von zweidimensionalen Daten
zeigt.

Aufgrund der linearen Adressierung der Daten im Speicher kénnen die Daten in maximal
einer Raumrichtung so angeordnet sein, dass die Teilworter eines DvBs nebeneinander
liegen. Fiir die Beschreibung der Raumrichtung, in der die Daten nebeneinander liegen,
soll die Datenausrichtungsmatrix T'™ definiert werden.

Definition 2.1 (Datenausrichtungsmatrix I'*')

Die Datenausrichtungsmatrix T'™ sei eine eindimensionale Matrix T™ € NY" mit den
Elementen 7{% € {0,1} und j = 1,2,...,n. Die GréBe der Matrix 1 x n ist durch die
Dimension n des Datenraums gegeben. Die Matrix T'™ besitzt genau ein Nicht-Null-
Element, d. h. 3! 7{‘? =1, 1< j < n. Das Element 7{% = 1 gibt die Raumrichtung j an,
in der die Daten nebeneinander im Speicher angeordnet sind.

Je nachdem ob die Speicheradressierung beziiglich der Teilworter oder der DvBs organi-
siert ist, muss beim DvB-Speicherzugriff zwischen ausgerichteten und unausgerichteten
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unausgerichteter Speicherzugriff

A\
~ Y

Ty X3 ‘ Ty Ty Tg T7 ‘ Ty | X9

(. J

ausgerichteter Speicherzugriff

Abbildung 2.6: Ausgerichtete und unausgerichtete DvBs (4 Teilworter) im Speicher

Speicherzugriff unterschieden werden. Der unausgerichtete Speicherzugriff erlaubt das Le-
sen bzw. Schreiben von B Teilwortern, also eines DvBs, ausgehend von einem beliebigen
Teilwort (Startadresse). Beim ausgerichteten Speicherzugriff ist hingegen nur das Lesen
bzw. Schreiben eines kompletten DvBs aus dem Speicher méglich. Das erste Teilwort,
von dem aus das DvB gelesen wird, ist also immer ein Vielfaches von B. Abbildung 2.6
illustriert die beiden Speicherzugriffsvarianten.

Fiir Allzweckprozessoren, wie Athlon64 und Intel Core2, stehen meist Lese- und Schreib-
operationen zur Verfiigung, die sowohl den ausgerichteten als auch den unausgerichteten
Speicherzugriff erlauben. Die Abarbeitungsdauer fiir einen unausgerichtete Speicherzu-
griff dauert aber ldnger als fiir einen ausgerichteten Speicherzugriff | , ].

Andere Architekturen, wie zum Beispiel der Cell Prozessor | |, erlauben dagegen nur
das ausgerichtete Lesen und Schreiben von DvBs. Fiir solche Architekturen miissen die
unausgerichteten Speicherzugriffe in ausgerichtete Speicherzugriffe umgewandelt werden,
wofiir meist zusétzliche Packoperationen notwendig sind.

2.5 Zielarchitekturen fiir diese Arbeit

Teilwortparallelitdt hat mittlerweile in viele Prozessorarchitekturen Einzug gehalten. Ak-
tuelle Mehrzweckprozessoren, wie Intel Core i7, AMD Phenom und PowerPC, bieten eine
Vielzahl an TWP-Befehlen zur parallelen Verarbeitung von Daten mit niedriger Wort-
breite. Auch wenn die aktuellen Prozessoren mehrere Prozessorkerne besitzen, konnen
diese Prozessoren nicht als Rechenfelder betrachtet werden, denn die Parallelverarbeitung
ist aufgabenbasiert und nicht datenbasiert. Somit werden die Mehrzweckprozessoren in
unserer Arbeit als Rechenfelder mit einem Prozessorelement interpretiert.

Der CELL-Prozessor | ] von IBM besteht aus einem PowerPC Prozessorelement
(kurz: PPE) und acht synergetischen Prozessorelementen (engl.: synergistic processing
element, kurz: SPE). Alle PEs bieten Moglichkeiten der Teilwortparallelitéit. Der CELL-
Prozessor ist aber in unserem Sinne ebenfalls kein Rechenfeld, denn der PPE steuert die
SPEs und die Parallelverarbeitung ist aufgaben- und nich datenbasiert.

In Digitalen Signalprozessoren (kurz: DSPs), wie TigerSHARC | |, NXP Trimedia
[ | und Texas Instruments TMS320C64x | | wurden ebenfalls TWP-Befehle
integriert, um den Datendurchsatz zu erhohen. Der TI TMS320C64x mit seinen zwei
Datenpfaden kann als ein lineares Rechenfeld mit zwei PEs betrachtet werden. Die an-
deren beiden DSPs werden als Rechenfelder mit einem PE angesehen.
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Der ARM Cortex-M3-Mikroprozessor | | bietet mit dem Befehlssatz Thumb-2 eben-
falls gute Moglichkeiten der teilwortparallelen Verarbeitung von Daten.

Ein aktueller Trend ist die Entwicklung von Architekturen fiir Software Defined Radio
(kurz: SDR). Software Defined Radio bezeichnet die Softwarerealisierung der Signalverar-
beitung von Hochfequenzsendern und -empfingern in anwendungsspezifischen Prozesso-
ren (engl.: application-specific instruction-set processor. kurz: ASIP) oder Mehrzweckpro-
zessoren. Die Sandblaster Architektur von Sandbridge | | und die in | | be-
schriebene Architektur fiir die Turbo- und Low-Density-Parity-Check-Dekodierung (kurz:
LDPC-Dekodierung) sind zwei Beispiele fiir SDR ASIPs. Diese Architekturen bieten in
ihrem anwendungsspezifischen Befehlssatz teilwortparallele Befehle, um die bendétigte
Verarbeitungsgeschwindigkeit bei gleichzeitig niedrigen Energieverbrauch zu erreichen.

Weitere Rechenfelder mit mehreren Prozessorelementen und mit Teilwortparallelitét sind

der M5-DSP | il ], der HiveFlex Moustique-IC2 Processor von Silicon Hive
[S1]] und das schwach programmierbare Rechenfeld (engl.: weackly programmable pro-
cessor array, kurz: SPRF) | ]. Alle drei Prozessoren basieren auf skalierbaren

Architekturkonzepten. Die ersten beiden Architekturkonzepte erlauben den Entwurf von
linearen Rechenfeldern, welche nach dem SIMD Prinzip arbeiten. Das Konzept des SPRF
zielt auf den Entwurf mehrdimensionaler Rechenfelder, i. A. zweidimensional, ab.

Nachfolgend werden die Mehrzweckprozessoren von Intel und AMD sowie das schwach
programmierbare Rechenfeld etwas ausfiihrlicher vorgestellt, denn diese Architekturen
sind die hauptséchlichen Zielarchitekturen in dieser Arbeit.

2.5.1 Mehrzweckprozessoren von Intel und AMD

Mehrzweckprozessoren (engl.: General Purpose Processors) wie die der Intel Pentium,
Intel Core, AMD Athlon und AMD Phenom besitzen seit Jahren Befehlssitze fiir die
Teilwortparallelitéit. Die ersten TWP-Befehle wurden im Form des MMX-Befehlssatzes
| | im Jahr 1997 eingefiihrt. Mit SSE | ], SSE2 | : ], SSE3 | ],
SSE4 | | (Intel), 3DNow! [ ] und SSE5 | | (AMD) wurden weitere
Befehlssétze fiir Mehrzweckprozessoren entwickelt und realisiert. Diese Entwicklung setzt
sich weiter fort.

Auch wenn aktuelle Mehrzweckprozessoren mehrere Kerne besitzen, betrachten wir diese
Prozessoren als Rechenfelder mit einem Prozessorelement, denn die Kerne dieser Archi-
tekturen sind nur lose miteinander verbunden.

Bei den oben genannten Prozessoren muss zwischen Befehlen fiir 64 Bit DvBs und Be-
fehlen fiir 128 Bit DvBs unterschieden werden. Fiir die Berechnungen der 64 Bit DvBs
stehen acht Register und fiir die Berechnungen der 128 Bit DvBs stehen 16 Register
zur Verfiigung. Die acht 64 Bit Register werden ebenfalls fiir die Speicherung von Flief3-
kommazahlen benutzt, daher ist es nach der Verwendung der MMX/3DNow!-Befehle
notwendig, mittels des Befehls emms diese Register wieder freizugeben. Der Zeitbedarf
fiir den Befehl emms ist sehr hoch, sodass nicht zu oft zwischen FlieSkommazahloperatio-
nen und teilwortparallelen Operationen umgeschaltet werden sollte.
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Abbildung 2.7: Schwach programmierbares Rechenfeld (SPRF)

Tabelle 2.1: Eigenschaften der Funktionseinheiten (Eingabeverzogerung o,y = 1)
FE  Fliche ¢,, Funktionen F, mit Latenz [,,.,) in der Klammer
my 4 abs(2), min(3), shr(1), add/sub(1), pack1(1), pack2(1)
ms 2 shr(1), pack1(1), pack2(1)
Eine Speicherarchitektur, an der das SPRF angebunden ist, wurde noch nicht definiert.

Die oben genannten Befehlssétze erlauben es, praktisch alle Datenformate ob Ganzzahl
(8 Bit, 16 Bit, 32 Bit, 64 Bit) oder FlieBkommazahl (32 Bit, 64 Bit) teilwortparallel zu
verarbeiten. Entsprechende Befehle zur Berechnung stehen zur Verfiigung. Die Moglich-
keiten der Verdnderung der Positionen der Teilwdrter innerhalb der DvBs sind hingegen
sehr beschrankt.

2.5.2 Schwach programmierbares Rechenfeld

Eine Referenzarchitektur fiir ein Rechenfeld mit Teilwortparallelitat ist das schwach pro-
grammierbare Rechenfeld (kurz: SPRF) | |. Das SPRF besteht aus einem Feld
von schwach programmierbaren Prozessorelementen (kurz: SPPEs). Ein SPPE besitzt
ein oder mehrere Funktionseinheiten (FE) mit einem begrenzten Befehlssatz. Die FEs
erlauben die Verarbeitung von Daten mit mehreren Teilwortern (Teilwortparallelitét).
Die Prozessorelemente sind durch programmierbare Kanéle miteinander verbunden.

Abbildung 2.7 zeigt beispielhaft ein solches SPRF. Das Rechenfeld hat die Grofe 9~ =
(8). Die SPPE sind durch die Kanile q; = (§) € Q", Ny, = 1 und q, = (9) € Q"
Ng, = 1 miteinander verbunden. Jedes SPPE besitzt zwei Funktionseinheiten my, my €
M. Die Funktionseinheiten mit 64 Bit Wortbreite erlauben Teilwortparallelitit mit vier
Teilwortern. Das heifit, vier Teilworter mit 16 Bit Wortbreite werden parallel in den
Funktionseinheiten berechnet. Tabelle 2.1 zeigt die Funktionen Fj, welche die Funk-
tionseinheiten m;, ¢ = 1,2 ausfithren kénnen. Der lokale Speicher des SPPE hat die
GroBle Mp = 10.
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Kapitel 3

Algorithmenklasse

In diesem Kapitel wird die Algorithmenklasse vorgestellt, welche Ausgangspunkt fiir un-
sere Algorithmentransformationen und den Abbildungsprozess auf ein paralleles Rechen-
feld ist. Die Algorithmen dieser Klasse bezeichnen wir als uniform-iterative Algorithmen
(UItA). Sie sind wie folgt definiert.

Definition 3.1 (Uniform-iterativer Algorithmus (UItA))
Ein uniform-iterativer Algorithmus ist eine Menge von Zuweisungen s € S der Form

(F,, (...), ieZ,,

. k{ . . .
st ylls()] =< F,, ( .. ,yS/[rs,SSt(l)], . ,yr[rfgt(l)], .. ) , ieZ,,,
\F3T5< ...... ), ieISTS7

s,e€8, reS,, 1<ky<Ky,, 1<k <K, (3.1)

Jede Zuweisung s besteht aus T, Teilzuweisungen. Jede Teilzuweisung s;,, 1 < t < Ty
besitzt eine einwertige Funktion Fy,.

Die indizierte Variable y4[.] hat die Indexfunktion

LA) =Li+1, € L,CZ™ oder il (1) =RS i+ry e Ry cZms  (32)

s's¢ s’ s¢

und die indizierte Variable y,[.] hat die Indexfunktion
rin (i) =RE i+l e RE o Zmre (3.3)

T St T St T St

Der Vektor i € Z" der Indexftunktionen wird Iterationsvektor genannt. Die Indexrau-
me Ly, lef;t und RY, der indizierten Variable y,[.| oder y.[.| sind konvexe Polyeder.

Die Indexfunktionen ls(i) mit der Definitionsmenge T, und die Indexfunktionen rffs/t(i)
und r¥7 (i) mit der Definitionsmenge Z,, miissen bijektive Abbildungen sein. Die Defini-

tionsmengen I, und Z,, werden im Folgenden als Iterationsrdume bezeichnet.
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Fiir alle Indexfunktionen [,(i) und rfz;(i) der Variablen ys[.| € Yinr = Yo N Vg mit

LN R];SS; # (), welche sowohl auf der linken Seite einer Zuweisung s € S (y[.] € Vr)

als auch auf der rechten Seite einer Zuweisung s' € S (ys|.] € Yr) des Algorithmus
vorhanden sind und dessen Indexrédume L, und R*, , nicht disjunkt sind (Ls ﬂRf‘;; #0),

gelte: L, = R];SS/ = B und B sei invertierbar, denn diese Bedingung stellt sicher, dass die
Indexfunktionen l4(i) und rf;; (i) bijektive Abbildungen sind.

Bemerkung: Ist I4(i) mit i € Z, bijektiv, so wird jede Variable nur einmal geschrieben.
Ist rFr (i) mit i € T, bijektiv, so wird jede Variable nur einmal gelesen.

Jede Teilzuweisung s, ist in einem Iterationsraum Z,, definiert, welcher ein konvexes
Polyeder ‘H darstellt. Die Iterationsrdume Zg, sind paarweise disjunkt (Vitq,ts : Istl N
Ist2 =0, 1 < ty,ty < Ty ANty # ta). Der Iterationsraum I, = tTil Z,, der Zuweisung s
ergibt sich aus der Vereinigung der Iterationsrdume Z,, der Teilzuweisungen s; dieser
Zuweisung. Der Iterationsraum I, muss ebenfalls ein konvexes Polyeder H sein.!

Der gemeinsame Iterationsraum Z eines UItA ergibt sich aus Z = conv(Uses Zs). Der
Operator ‘conv’ bestimmt die konvexe Hiille der Vereinigung der Iterationsrdume Z,.
Somit ist der gemeinsame Iterationsraum Z auch wieder ein konvexes Polyeder H.

Fiir einen UItA wird angenommen,

(1) dass er eine Einmal-Zuweisungs-Form (engl. Single Assignment Form) hat. Das
heift, jede Instanz der Variable y,[.] wird nur einmal im Algorithmus definiert.?

(2) dass es eine partielle Ordnung der Instanzen der Zuweisungen (s,1i) mit s € S und
i € Z, gibt, die den Datenabhéngigkeiten geniigt.

Die Definition der uniform-iterativen Algorithmen basiert auf den requldr iterativen Al-
gorithmen (engl.: regular iterative algorithm, kurz: RIA) [ | sowie den stickweise
requldren Algorithmen (engl.: piecewise regular algorithm, kurz: PRA) | |. Die stiick-
weise linearen Algorithmen (engl.: piecewise linear algorithm, kurz: PLA) [ il ]
sind eine Verallgemeinerung der stiickweise regulédren Algorithmen. Die Indexmatrizen
L, und R];f;t der stiickweise linearen Algorithmen konnen frei gewihlt werden, wihrend

fiir diese bei den stiickweise reguldren Algorithmen L, = R];f;t = E gilt. Durch Algorith-
mentransformationen | Il Il | lassen sich PLAs meist in PRAs und
damit in UItA umwandeln.

Algorithmen aus der allgemeineren Klasse der affin-indizierten Algorithmen (engl.: affine

indexed algorithm, kurz: AIA) | | lassen sich ebenfalls mittels bekannter Lokalisie-
rungsmethoden | il Il ] in uniform-indizierte Algorithmen transfor-
mieren.

!Die Vereinigung von konvexen Polyedern ergibt nicht zwangsliufig wieder ein konvexes Polyeder.
2In der Fachliteratur wird die bei den UItAs verwendete Einmal-Zuweisungs-Form als dynamische
Einmal-Zuweisungs-Form | Il | bezeichnet.
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Programm 3.1 FIR-Filter in C-Syntax
for ( unsigned i = 0; i < 1024; i++ ){
yli] = 0;
for ( unsigned j = 0; j < 20; j++ ){
yli] +=aljl*x[i-j];

}
¥
Algorithmus 3.1 FIR-Filter
i CL[j], [é]ezll
S1 - Ya | 7| = i p
! a=-{ il e,
A l‘[i—j], []Z} e1'21
St Yz [;} = .T[Z—j], [;} EI?Q
va [i1] [;] € I,
i1 _ a5 v (5] [}] € s,
S Y = .
: =l ] e,
4 ylil = vy [5] [;] €Ty,
mit Zy, ={i=(}) €Z*|i=0A0<j < J—1},
T,={i=(})eZ?|1<i<I-1A0<j<J-1}
L, ={i=(})eZ|i=0N0<j<J-1},
L,={i=(})eZ’|1<i<I—-1Aj=0},
L, ={i=(})eZ|1<i<I-1A1<j<J-1},
Iy, ={i=(})€Z|0<i<I—1Aj=0},
Iy, = {i= (;)eZQ|o<z<1—1/\1<j<J—1}
I, ={i=(}) €eZ|0<i<I—1Nj=J—1},

I =1024, J = 20.

Beispiel 3.1 (Finite Impulse Response Filter)
Das Finite Impulse Response (kurz: FIR) Filter aus Programm 3.1 ist in Algorithmus 3.1
als uniform iterativer Algorithmus dargestellt.

Hierbei wurden die Indexfunktionen in Kurzform formuliert. Beispielhaft sind nachfol-
gend alle Indexfunktionen der Zuweisung s und s4 ausfiihrlich présentiert:

(1) = (19) -1+ (). P )= (1 1) i+ (0),
Tryse, () = (1 =1) -1+ (0),
P )= (59)-i- (1),

(1) = (1 0)-i+(0), P = (39)-14(8)
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3.1 Raume

Die Iterationsraume des UItA sind konvexe Polyeder. Konvexe Polyeder sind wie folgt
definiert:

Definition 3.2 (Konvexes Polyeder)
Ein konvexes Polyeder H, meist nur Polyeder bezeichnet, ist eine Punktmenge, die sich
durch ein lineares Ungleichungssystem darstellen ldsst

H={i|icZ'AA-i>a), AcQ™", ayecQ™ (3.4)

Fin Polyeder wird durch Hyperebenen a; -i > ag; begrenzt, die durch die Ungleichun-
gen des Ungleichungssystems (3.4) beschrieben werden. Neben der impliziten Definition
entsprechend (3.4) ist eine parametrische Darstellung, auch Minkowski Charakterisie-
rung [ | genannt, moglich:

H={ili=LA+Rp+Vr, A€cQ™, 0<pecQ™ 0<veQ™, 1" v=1}.
(3.5)

Dabei sind die Spalten der Matrix L € Q"*"* die ny Linien, die Spalten der Matrix R €
Q" " dien,, Strahlen und die Spalten der Matrix V.€ Q"™ die n,, Ecken des Polyeders.

Die Menge V = {v|[v =V -m, m; € {0,1}, >>7_, m; = 1} enthilt alle Ecken v des
Polyeders.

Ein Polyeder, das beschrankt ist, also von allen Seiten durch Hyperebenen begrenzt ist,
heilt Polytop. Ein Polytop besitzt keine Linien und keine Strahlen. Die Iterationsréu-
me Z;, der Teilzuweisungen s; als auch die Iterationsrdume Z; der Zuweisungen s € S sind
Polytope. Anderenfalls wiirden die den Iterationsrdumen Z;, und Z; zugrundeliegenden
Teilzuweisungen s; bzw. Zuweisungen s € S unendlich viele Instanzen besitzen.

Jedes beschriinkte Polyeder H kann von einen Hyperquader H" eingeschlossen werden.
Ein Hyperquader ist wie folgt definiert:

Definition 3.3 (Hyperquader)
Ein Hyperquader H" ist ein konvexes Polyeder H = {i| Ai > a;, A € Q™" a, = Q"}
tiir das gilt:

(]
A= (_EE) und  ag = (_aoﬂ) : ag,ay € 2" (3.6)

Die Vektoren ay und ag definieren die obere bzw. untere Begrenzung des Hyperquaders
in jeder Raumrichtung.

Die Ecken v € V des Polyeders H konnen rationale Punkte im Raum sein. Da das
Polyeder ‘H aber eine Punktmenge im Z" ist, besitzen die oberen und unteren Grenzen a('l j
und aa ; des umschliefenden Hyperquaders H" ganzzahlige Werte (siehe Definition 3.3).
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Die Grenzen des umschlieBenden Hyperquaders H" lassen sich aus den Ecken v € V des
Polyeder ‘H bestimmen:

a&j = Lg}lzg)évjj und aaj = k{}g\lj vﬂ. (3.7)

Die auf- bzw. abgerundeten Minimal- bzw. Maximalwerte der Eckelemente v; sind die
oberen a('lj bzw. unteren Grenzen a&j des Hyperquaders H", wie die Gleichungen 3.7
zeigen.

Das Volumen des Hyperquaders V (H")? kann somit mit

V(H") = [](af; —ag; + 1) (3.8)

j=1
bestimmt werden.

Im zweidimensionalen Raum wird der Hyperquader als Rechteck und im dreidimensio-
nalen Raum als Quarder bezeichnet. In der weiteren Arbeit benutzen wir immer die
allgemeine Bezeichnung Hyperquader.

Beispiel 3.2 (Hyperquader)
Es sei ein Polyeder ‘H der Grofie

w=fi-(58)i= ()] 3.9

gegeben. Das Polyeder hat vier Ecken v € Vp = {(}),(3), (3}2) , (7?2 )}

Der Hyperquader H" soll das Polyeder H umschlieBen. Fiir die obere und untere Begren-
zung des Hyperquaders erhalten wir aus den Gleichungen 3.7: aj = (3}) und ag = (}).
Somit lautet die implizite Definition fiir den Hyperquader

efren (e} om

Der Hyperquader H° hat vier Ecken: v € Vi = {($),(3),(3),(3)}.

Man beachte, die rationale Ecke v = ( 7?2) € Vp des Polyeders H liegt auBerhalb des
Hyperquaders H°. Alle ganzzahligen Iterationspunkte i € H C Z" des Polyeders H
liegen aber auch innerhalb des Hyperquaders HY (H\H" = ()). Abbildung 3.1 zeigt das
Polyeder H und den Hyperquader H" im zweidimensionalen Raum.

Das Volumen des Hyperquaders lautet: V(H7) = (5—1+1)-(3—0+1) = 20.

3Im zweidimesionalen Raum ist es die Fliche des Rechtecks.
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Abbildung 3.1: Polyeder mit umschlieenden Hyperquader

Beispiel 3.3 (Iterationsrdume des FIR-Filters)
Die Beschreibung der Iterationsrdume 17,, und Z,, des FIR-Filters aus Beispiel 3.1 in der
implizierten Definition lautet:

aefron(i)e (1)) e
aefrn() e () e

Die Ecken der Iterationsrdume Z;, und 7, sind in den Mengen V;, und V,, zusammen-
gefasst:

Vllz{(8)7(J91>}7 V12:{(5)7(J£1>7(161>7({]:1)}' (313>

Der Iterationsraum 7, = 7, UZ,, der Zuweisung s; lautet:

afen(if) e (h)) o

Der gemeinsame Iterationsraum T = conv | )5 Zs des Algorithmus ist gleich dem Itera-
tionsraum Z; der Zuweisung s,. Der den gemeinsamen Iterationsraum Z umschlieffende
Hyperquader I® hat die gleiche Gréfie wie der gemeinsamen Iterationsraum Z, denn der
gemeinsame Iterationsraum 7 ist ein Hyperquader.

3.2 Datenabhangigkeiten

Im Allgemeinen ist eine Teilzuweisung s; der Zuweisung s € S von einer Zuweisung s’ € S
abhéingig, wenn fiir die Variable y¢[.] gilt:

() = 1y (i) (3.15)

s'st
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mit i € Z,, und i’ € Z,. Diese Abhéingigkeit wird durch den Abhingigkeitsvektor
A (1,1) mit ¥ +d5 (1,i) = i, Y({,i) € G4, beschrieben, wobei G5 das Abhingig-
keitsgebiet des Abhingigkeitsvektors d];fs’t(i’ ,1) ist. Das Abhéngigkeitsgebiet gff;t kann
wie folgt bestimmt werden:

0t = {0 € o ni € T AL() =17, 0]} (3.16)

s'st s'st

Hilfssatz 3.1 (Uniforme Datenabhingigkeit)
Gilt fiir die Matrizen der Indexfunktionen ly (i) und rf,ss/t(i)

L. — R

s’ s¢

=BezZ"™" und Rg(B) = n,

dann ist der Abhéngigkeitsvektor dlj,ss/t(i’ ,1) fiir alle (i,1) € gf,s; uniform. Das heifit, der
Abhéngigkeitsvektor di,ss/t(i’ ,1) ist unabhédngig von den Iteration i und i’. Der Abhéngig-

keitsvektor d 7, (i',i) nimmt somit den konstanten Wert d 7, (i,i) = d, an.

Beweis 3.1

Zwischen der Zuweisung s’ und der Teilzuweisung s; der Zuweisung s besteht eine Da-
tenabhéngigkeit di,ss/t(i’ ,i) = 1— 1, wenn fiir die Indexfunktionen ly(i') und rffét(i) der
Variablen yy|.] gilt:

Lo (i) = % (i) (3.17)
Loi' +1y =R i+t (3.18)

Ist Ly eine regulire Matrix (Rg(Ly) = n, Ly € Z™"), so gilt:
i =L 'R i+ L' (% — 1) (3.19)

Setzt man (3.19) in d];f;t(i’, i) =1—1 ein, folgt:

a4

s's¢

(,1) = (B - Ly'RE )i+ Ly (Lo —ri0). (3.20)

s's¢

Die Datenabhéngigkeit dff;t(i’ ,1) ist durch die Invertierbarkeit von Ly nur noch von Ite-

rationsvektor i abhédngig. Wenn zusétzlich Ls_,le,Ss/t = E gilt, ist die Datenabhéingigkeit

d];fs/t(i’, i) = difs/t konstant. Durch die Bedingung L;le,ss/t = E muss gelten Ly = Rl;f;t,
=E.

denn L;'L, = E und Rs,ss';_leS’

s’ s¢

Im Weiteren betrachten wir entsprechend der Definition 3.1 fiir UltAs nur uniforme
Abhéngigkeitsvektoren. Das Abhéangigkeitsgebiet gff;t kann fiir UItAs mittels

Gh = {(i', DieZ, A =i d'jf;t} (3.21)

s's¢

bestimmt werden.

Es soll nun ein Graph definiert werden, welcher die Datenabhéngigkeiten im Algorithmus
reprasentiert.
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Definition 3.4 (Reduzierter Abhingigkeitsgraph (RAG))

Im reduzierten Abhéngigkeitsgraph (S, &) bilden die Zuweisungen s des UItA die Menge
der Knoten S. Eine Kante e € £ des RAG stellt die Datenabhéngigkeit zwischen der
Zuweisung o(e) = s’ und der Zuweisung §(e) = s dar, wobei o(e) die Quelle und 6(e)
die Senke der Kante e bezeichnet. Jede Kante e € £ wird mit dem Abhéngigkeitsvektor
d(e) = difs/t und der Menge T (e) = {t|...} gewichtet, wobei die Menge T (e) die Teil-
zuweisungen t enthdlt, fiir die diese Datenabhéngigkeit existiert. Somit kénnen mehrere
Abhéngigkeitsvektoren dl;f;t durch eine Kante e dargestellt werden. Aus den Iterations-
raumen Zg,, t € T (e) und dem Abhéangigkeitsvektor d(e) kann entsprechend (3.21) das

Abhéngigkeitsgebiet G(e) = U7 gff;t ermittelt werden.

Beispiel 3.4
Das FIR Filter aus Beispiel 3.1 hat sechs Datenabhéngigkeiten ey, es, ..., es mit den
Abhéngigkeitsvektoren:

d(el) = di1812 = (6) ? d(62) = dilsgl = di1$32 = (8) Y
d(es) =d,,, =(1). dleq) =d,,, =d., =(3),
d(65) = d;3532 - (?) ) d(66) = di3841 - (8) *

Die Abbildungen 3.2(a) und 3.2(b) zeigen die Abhéngigkeitsvektoren im Iterationsraum T
und im reduzierten Abhéangigkeitsgraph. Die Teilrdume Z;, der Zuweisungen s € S sind
rechts neben dem Iterationsraum I dargestellt. Die Teilzuweisungen t € T (e) der Kante e
wurden in Abbildung 3.2(b) in geschweiften Klammern angegeben.

Aus der Darstellung der Abhéngigkeitsvektoren im Iterationsraum sind die Datenab-
héngigkeiten zwischen den Iterationen erkennbar. Der RAG verdeutlicht die Datenab-
hangigkeiten zwischen den Zuweisungen.

3.3 Variablen- , Teilzuweisungs- und Zuweisungstypen

Die Variablen y[.] bzw. y,[.], die Teilzuweisungen s; und die Zuweisungen s kénnen nach
ihren Eigenschaften kategorisiert werden. In den nachfolgenden Unterkapiteln werden die
unterschiedlichen Variablen-, Teilzuweisungs- und Zuweisungstypen vorgestellt.

3.3.1 Variablentypen

Die Variablen kénnen nach ihren Verwendung in interne Variablen y,[.] € Yy und globale
Variablen y[.], y-[.] € Vo unterteilt werden. Interne Variablen werden nur zur Abarbei-
tung des Algorithmus benotigt. Die globalen Variablen sind dagegen die Schnittstelle zur
Anwendung, in welcher der Algorithmus verwendet wird.

Die globalen Variablen kénnen wir in Eingabevariablen ys[.],y.[.] € Vg C Ve und Aus-
gabevariablen y;].| € Y4 C Vg unterteilen. Die Mengen Vg und )4 miissen nicht dis-
junkt sein. Ist eine Variable sowohl Eingabevariable y,[.| € Vg als auch Ausgabevaria-
ble y4[.] € Vg, dann muss entsprechend Definition 3.1 gelten £ N RI;SS =0
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Abbildung 3.2: Iterationsraum und RAG des FIR-Filters
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KAPITEL 3. ALGORITHMENKLASSE

Programm 3.2 IIR-Filter in C-Syntax

for ( unsigned i = 0; i < 1024; i++ ){
y-x[i] = 0;
for ( unsigned j = 0; j < 20; j++ ){
y-x[i] +=a[jlsx[i-j];

y-y[i] =0
for ( unsigned | = 0; 1 < 16; 14++ ){
y-y [1] 4= b[1]xy[i-1];

yli] = yx[i] + y-y[il;

Beispiel 3.5 (Algorithmus mit Variable y,[.] € Vg und y,[.] € V)

Die Variable y|.] des Infinite Inpulse Response (kurz: IIR) Filters ist ein Beispiel fiir ei-
ne globale Variable, welche sowohl Eingabe- als auch Ausgabevariable ist. Programm 3.2
zeigt den Algorithmus in C-Syntax. Wird der Algorithmus in einen UItA umgewandelt, so
miissen die Variablen y|—11],y[—10], ..., y[—1] global gelesen werden, wogegen die Varia-
blen y[0], y[1], ..., y[1023] global geschrieben werden. Die Variablen y[0], y[1],...,y[1023]
diirfen nicht global gelesen werden, sondern miissen intern zur Verfiigung gestellt werden.

Der Algorithmus 3.2 zeigt den diskutierten Teil des IIR-Filters. In der Teilzuweisung S 1
wird die globale Variable y|.| gelesen. Das Schreiben der globalen Variable y|.] findet in
Zuweisung syp statt. Die Indexrdume R;an der Teilzuweisung s, und L, = L, der
Zuweisung syo sind disjunkt. Die internen Variablen y,|.] und y,,[.] stellen den Wert der
globalen Variable y|.] fiir die Berechnung zur Verfiigung.

Beispiel 3.6 (Variablentypen des FIR-Filters)

In Algorithmus 3.1 wurde das FIR-Filter als UItA vorgestellt. Dieser Algorithmus hat
sechs Variablen, welche in der Menge Y = {al.],z[.],y[.], Yal-], Y|}, wy[.]} zusammenge-
fasst sind. Die Menge der Eingabevariablen des Algorithmus ist Vg = {a[.], z[.]} und die
Menge der Ausgabevariablen ist Y4 = {y[.]}. Somit ist die Menge der globalen Variablen
Yo = Ve UYa = {al],z].],y[.]}. Die Menge der internen Variablen beinhaltet folglich

Vi =IWVe = {%l], vz[.], yyl.]} die drei Variablen y,|[.], y.[.] und y,[.].

Eine besondere Eigenschaft der internen Variablen y,[.] € )y ist, dass der Index dieser
Variablen verdndert werden kann. Ist diese Indextransformation £, — L. eine bijektive
Abbildung, so erhalten wir wieder einen giiltigen Algorithmus, denn fiir den Algorith-
mus ist es unerheblich, ob die internen Daten im Indexraum L, oder Indexraum L/
zwischengespeichert werden.

Somit konnen die Indexfunktionen der internen Variablen y,[.] € J; immer so verdndert
werden, dass die Indexfunktionen /(i) und r* ;(i) die folgende Form haben:

i) =Li+1l,=1i bzw. ™G =RMit+rh, =i-d"

/ /.
S Sy S Sy

(3.22)
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Algorithmus 3.2 [IR-Filter

w31 = 3w 3], HE
vy [571] ] € T,
57 vsy 3] = [5] v [5] ;] €,
7 ysy [;] ) [;] EIS1
S8 - Yoy 151 = i i i
8 w i) {yy[j+1]+y5y[j}, ] ez,
59 : vy [5] = 9o [5] 90, [4] 5] € o,
s10 vl = vy [3], ] € T,
mit Zg, = {i= (i) €Z’|i=0n1<j<J,—1}
I, ={i=(})€Z*|0<i<I—1Aj=0}
I, ={i=(})€eZ’|1<i<I—-1A1<j<J,—1}
I, ={i=(}) € Z’|0<i<I-1A1<j< J,—1}
I, ={i=(}) €2 |0<i<I—1ANj=J,— 1}
Ty, = {i= (JZ)GZQ|0<2<I—1A1<j<J—2}

Erfiillen die Indexfunktionen [ (i) und r* ;(i) der internen Variable y;[.] € Y nicht die
Form aus (3.22), so kénnen sie durch

I,(i) = Ly(L; 1 — L ',) + 1, =i und (3.23)
¥ (1) = R’ljz2 (L —-L;'N,) + rf;; =i—d*, (3.24)

/
S8y SSt

ersetzt werden. Diese Transformation ist eine bijektive Abbildung.

Im Weiteren werden in dieser Arbeit die Indexfunktionen der internen Variablen y,[.] €
Yr immer die Form entsprechend (3.22) haben.

3.3.2 Teilzuweisungstypen
Die einfachste Teilzuweisung ist eine direkte Datenteilzuweisung

¢ vl ()] = yu [, ()], i€, (3.25)

Hierbei hat die Teilzuweisung s; nur eine rechtsseitige Variable und die Funktion Fj, ist
eine identische Funktion®.

4identische Funktion f: f(z) =«
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Die direkte Datenteilzuweisung s, kann nach dem Typ der links- bzw. rechtsseitigen
Variablen unterschieden werden in:

FEingabedatenteilzuweisung:
o ysli] = yo [ (1)), icZ,. (3.26)

Die linksseitige Variable ys[.] ist eine interne Variable y,[.] € Yy und die rechtsseitige
Variable yy[.] ist eine Eingabevariable yy[.] € Vg C Ve.

Ausgabedatenteilzuweisung:
S¢: ys[ls(1)] = yo[i], ieZ,,. (3.27)

Die linksseitige Variable y;].] ist eine Ausgabevariable y,[.] € Y4 C Vs und rechts-
seitige Variable yy[.] ist eine interne Variable yy[.] € ;. Der Abhingigkeitsvek-

tor dif;t der internen Variable yg[.] ist dff;t = 0.
Interndatenteilzuweisung:

sp ysli] = yoli — d’;{;t], icT,,. (3.28)

Sowohl die linksseitige Variable ys als auch die rechtsseitige Variable yy[.] sind
interne Variablen ys, y«[.] € Vr.

Zwei besondere Interndatenteilzuweisungen sollen nun eingefiihrt werden:

Lokale Interndatenteilzuweisung

. ) iet,, (3.29)
Die Indexfunktion Tf,ss't(i) der rechtsseitigen Variable yg[.] ist Tf,ss't(i) =i
Propagierungsteilzuweisung

St ys[i] = ys[i — dg;], ieZ,,. (3.30)
Bei dieser Zuweisung ist die linksseitige Variable gleich der rechtsseitigen Variable.
Propagierungsteilzuweisung entstehen unter anderem durch die Lokalisierung eines

AInA oder AItA.

Der Anhéngigkeitsvektor d’;;t der Propagierungsteilzuweisung s; beschreibt den
Transfer der Variable y,[.] im Iterationsraum. Dieser Vektor wird nachfolgend auch
als Propagierungsvektor bezeichnet.

In dieser Arbeit beschrénken wir die Elemente d];;t,i des Propagierungsvektors d¥;,

ks
auf \dssm

| < 1. Dadurch wird sichergestellt, dass allen Variablen yq[.], die sich in
der durch den Propagierungsvektor df;t vorgegebenen Raumrichtung befinden, der
gleiche Wert zugewiesen wird.

Im RAG wird ein Propagierungsvektor mit einer gestrichelten Linie dargestellt, wie
in Abbildung 3.2(b) fiir das FIR-Filter zu sehen ist.
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Teilzuweisung

N

Direkte Datenteilz. Berechnungsteilz.

N

Eingabedatenteilz. Interndatenteilz. Ausgabedatenteilz. Interne Berechnungsteilz.

N

Propagierungsteilz. Lokale Interndatenteilz. Lokale Berechnungsteilz.

Abbildung 3.3: Typen von Teilzuweisungen

Neben der direkten Datenteilzuweisung gibt es noch die Berechnungsteilzuweisung
St : ysl[ls ()] = Fy, (.- ye[rk, ()], ) ieZ,. (3.31)

Bei ihr ist die Funktion Fj, keine identische Funktion. Eine Berechnungsteilzuweisung,
bei der alle Variablen interne Variablen sind, bezeichnen wir als interne Berechnungsteil-
ZUWELSUN]

5 yili] = F, ( ywli—di ), ) e, (3.32)

Haben alle rechtsseitigen Variablen weiterhin nur Indexfunktionen mit di,s;t = 0, so
nennen wir diese Teilzuweisung lokale Berechnungsteilzuweisung

S : ysli] = Fs, (.., ys[i], ..., ieZ,. (3.33)

Abschlieflend sind alle in diesem Kapitel vorgestellten Teilzuweisungstypen in Abbil-
dung 3.3 in einem Baum dargestellt. Dieser Baum zeigt sehr gut die Beziehungen zwi-
schen den Teilzuweisungstypen.

Beispiel 3.7 (Teilzuweisungstypen beim FIR-Filteralgorithmus)

Das FIR-Filter entsprechend Algorithmus 3.1 hat neun Teilzuweisungen. Die Teilzuwei-
sungen si,, Sy, und sy, sind Eingabedatenteilzuweisungen fiir die Variablen a[.] und z[.].
Die Teilzuweisungen si, und Sy, sind Propagierungsteilzuweisungen. Die Teilzuweisun-
gen s3, und s3, gehdren zur Gruppe der Berechnungsteilzuweisungen, wobei s, eine lokale
Berechnungsteilzuweisung und ss, eine interne Berechnungsteilzuweisung. Die Ausgabe
der Daten fiir die Variable y|.] erfolgt mit Hilfe der Ausgabedatenteilzuweisung sy, .

3.3.3 Zuweisungstypen

Basierend auf den Teilzuweisungstypen sollen nun Zuweisungstypen definiert werden.
Insgesamt sechs Zuweisungstypen sollen unterschieden werden.
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e Eine Fingabedatenzuweisung ist eine Zuweisung s, welche mindestens eine Einga-
bedatenteilzuweisung s; enthélt und deren andere Teilzuweisungen Interndatenteil-
zuweisungen sind. Die Knoten von Eingabedatenzuweisungen werden im RAG mit
weifler Hintergrundfarbe gezeichnet.

e Eine Ausgabedatenzuweisung ist eine Zuweisung s, welche nur Ausgabedatenteilzu-
weisungen s; enthélt. Die Knoten von Ausgabedatenzuweisungen werden im RAG
mit dunkelgrauer Hintergrundfarbe dargestellt.

e Eine Interndatenzuweisung ist eine Zuweisung s, welche nur Interndatenteilzuwei-
sungen s; enthélt. Die Knoten von Interndatenzuweisungen werden im RAG mit
hellgrauer Hintergrundfarbe dargestellt.

e Eine interne Berechnungszuweisung ist eine Zuweisung s, welche mindestens eine
interne Berechnungsteilzuweisung s; enthélt und deren andere Teilzuweisungen In-
terndatenteilzuweisungen sind. Die Knoten von internen Berechnungszuweisungen
werden im RAG mit grauer Hintergrundfarbe dargestellt.

e Eine lokale Berechnungszuweisung ist eine Zuweisung s, welche mindestens eine lo-
kale Berechnungsteilzuweisung s; enthélt und deren andere Teilzuweisungen lokale
Interndatenteilzuweisungen sind. Die Knoten von lokalen Berechnungszuweisungen
werden im RAG wie die Knoten von internen Berechnungszuweisungen mit grauer
Hintergrundfarbe dargestellt. Den Typ der Berechnungszuweisung ermittelt man
im RAG anhand der ankommenden Kanten e € £ des Knotens s (d(e) = s). Sind
die Abhéngigkeitsvektoren aller dieser Kanten d(e) = 0, so ist die Zuweisung s
eine lokale Berechnungszuweisung, anderenfalls ist die Zuweisung eine interne Be-
rechnungszuweisung.

e Eine Propagierungszuweisung ist eine Zuweisung s, welche aus Interndatenteilzu-
weisung oder Eingabeteilzuweisung und ein oder mehreren Propagierungsteilzuwei-
sungen besteht. Die Abhéangigkeitsvektoren der Propagierungsteilzuweisungen sind
linear unabhéngig. Eine Propagierungszuweisung ist eine Sonderform der Internda-
tenzuweisung oder der Eingabezuweisung, abhéngig davon, ob eine Teilzuweisung
eine Eingabeteilzuweisung ist oder nicht. Propagierungszuweisungen, welche gleich-
zeitig Interndatenzuweisungen sind, werden als interne Propagierungszuweisungen
bezeichnet und Propagierungszuweisungen, welche gleichzeitig Eingabezuweisun-
gen sind, werden als Eingabe- und Propagierierungszuweisungen bezeichnet. Eine
Eingabe- und Propagierierungszuweisung kann leicht in eine Eigabezuweisung mit
einer Teilzuweisung und eine interne Propagierungszuweisung umgewandelt wer-
den.

Interndatenzuweisungen, interne Berechnungszuweisungen und lokale Berechnungszuwei-
sungen werden in der Arbeit zukiinftig unter dem Begriff interne Zuweisungen zusam-
mengefasst. Die Eingabedatenzuweisungen und die Ausgabedatenzuweisungen werden
kurz als E/A-Zuweisungen bezeichnet.
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Abbildung 3.4: RAG des FIR-Filters mit lokaler Berechnungszuweisung

Beispiel 3.8 (Zuweisungstypen beim FIR-Filteralgorithmus)

Das FIR-Filter entsprechend Algorithmus 3.1 hat vier Zuweisungen. Die Zuweisungen s;
und s, sind Eingabe- und Propagierungszuweisungen, Zuweisung Ss ist eine interne Be-
rechnungszuweisung und Zuweisung s, ist eine Ausgabedatenzuweisung.

Ersetzt man die Zuweisung s3 des Algorithmus 3.1 durch die folgenden beiden Zuwei-
sungen

53,1 Y [5] =t [54] ;] €Tsn,
S39: Yy [;} — {ya [JZ:| "Ya [;:|7 - [JZ} 613721
| v [5] +a [5] w0 [5] (5] € T,

mit Tsg, = Igo, = {i= (}) € Z | 0< i <T—-1A1<j < J=1}, Iz =
{i=(}) e 7P| 0<i<I—1A7=0}1 =128 und J = 8, so ist Zuweisung
s31 eine Interndatenzuweisung und Zuweisung ss o eine lokale Berechnungszuweisung. In

Abbildung 3.4 ist der RAG des modifizierten FIR-Filteralgorithmus dargestellt.

Eine interne Berechnungszuweisung kann immer in eine lokale Berechnungszuweisung
umgewandelt werden. Hierzu fiigen wir fiir jede rechtsseitige Variable y,].], fiir die gilt:
d* , 7# 0, eine neue Zuweisung h mit ynli] = ysli — d¥ ;] zu dem Algorithmus hinzu.
Die Variable y,[.] ersetzt nun die Variable y[.] in Teilzuweisung s;. Der Iterationsraum
der Zuweisung i wird mit Z;, bezeichnet. Dieser Raum ist gleich dem Iterationsraum Z
der Teilzuweisung s;. In Beispiel 3.8 wurde dieses Vorgehen bereits fiir Variable y,|.]

vorgestellt.

Durch das Hinzufiigen der Zuweisungen h erhoht sich der lokale Datentransfer®, wel-
cher zu erhohtem Energieverbrauch in der Zielarchitektur fithren kann. Dieser lokale

5Datentransfer innerhalb einer Iteration
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Datentransfer kann nach der Abbildung des Algorithmus auf die Zielarchitektur, wenn
notwendig, wieder beseitigt werden. Fiir die in den folgenden Kapiteln vorgestellte Ab-
bildungsstrategie bieten die lokalen Berechnungszuweisungen grofie Vorteile. So zerfillt
der Iterationsraum von lokalen Berechnungszuweisungen bei der Partitionierung nicht in
mehrere Teilrdume, siehe Abschnitt 4.2.3. Weiterhin lassen sich redundante Datentrans-
fers zwischen Iterationen schneller ermitteln und beseitigen, siche Abschnitt 7.1.2.

3.4 Algorithmuskonvention

Ein Algorithmus kann als UItA in verschiedenen Versionen beschrieben werden. Fiir
diese Arbeit soll eine Algorithmuskonvention festgelegt werden, die Ausgangspunkt fiir
unseren Abbildungsprozess ist.

Ein UItA soll in dieser Arbeit nur aus Eingabe-, Ausgabe-, Interndatenzuweisungen
und internen Berechnungszuweisungen bestehen. Die Ausgabezuweisungen besitzen dabei
immer nur eine Teilzuweisung. Eine noch strengere Konvention ist die Beschrankung der
Berechnungszuweisungen auf lokale Berechnungszuweisungen.

Im Allgemeinen kann jeder UItA durch Hinzufiigen von internen Variablen und Intern-
datenzuweisungen in einen UItA mit oben beschriebener Konvention iiberfiithrt werden.
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Algorithmentransformationen

In diesem Abschnitt sollen zwei Algorithmentransformationen, die Reindizierung und die
mehrstufige Partitionierung, vorgestellt werden, welche eine wesentliche Grundlage fiir
unsere Abbildungmethode bilden.

Die moglichen Algorithmentransformationen fiir die Klasse der uniform-iterativen Al-
gorithmen (UItA) sind sehr eingeschrankt, da der transformierte Algorithmus wieder
ein UItA sein soll. Allgemeinere Algorithmentransformationen wie z. B. Lokalisierung
[ Il | und globale Schleifentransformationen | [ il |
dienen im Zusammenhang mit dieser Arbeit vorrangig der Umwandlung von stiickweise
linearen bzw. affin-indizierten Algorithmen in die Klasse der uniform-iterativen Algorith-
men. Diese Umwandlung soll in dieser Arbeit nicht weiter betrachtet werden.

Die Reindizierung verédndert die Interationsrdume Z; der Zuweisungen s € S eines Al-
gorithmus und die Abhéngigkeitsvektoren d(e) der Datenabhéngigkeiten e € £, welche
zwischen den Zuweisungen s’ = o(e) und s = d(e) existieren. Dabei bleibt die Dimension
des Algorithmus unverédndert. Bei der Reindizierung wird zwischen der Verschiebung der
[terationsrdume zueinander bzw. absolut sowie der Verdnderung der Form des gemein-
samen [terationsraums Z unterschieden.

Die mehrstufige Partitionierung transformiert einen Algorithmus mit einem n-dimensio-
nalen Iterationsraum Z C Z" in einen Algorithmus mit einem (p+ 1)n-dimensionalen Ite-
rationsraum Z* C ZPY" wobei p die Anzahl der Partitionierungsstufen angibt. Durch
die Restriktionen der Partitionierung ist sichergestellt, dass die Partitionierung eine bi-
jektive Abbildung ist.

Die beiden Algorithmentransformationen Reindizierung und mehrstufige Partitionier-
ung konnen auch als globale Schleifentransformationen interpretiert werden. So kann die
Reindizierung als Schleifenverzerrung (eng.: loop skewing) und die Partitionierung als
Schleifenfaltung (eng.: loop tiling) gedeutet werden | -
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4.1 Reindizierung

Mit der Reindizierung kann die Lage und die Form der Iterationsrdume Z, € Z" der
Zuweisungen s € S im Raum Z" verdndert werden. Die Definition fiir die Reindizierung
eines UItA lautet:

Definition 4.1 (Reindizierung)
Ein UItA wird durch die Reindizierung ps : Z" — Z" in einen neuen UItA transformiert.
Fiir die Abbildung ps muss gelten:

i=p,(i)=Cisi+c, C,=C, VseS, (4.1)
mit C € Z"", ¢s € 2", und | det(C)| = 1.
Die Unimodularitét der Matrix C, d. h. |det(C)| = 1, stellt sicher, dass die transfor-
mierten Iterationsrdume
7, = {T| Ai>a, A, =ACL A —a, + ASC;lcs} (4.2)
wieder Polyeder sind.

Die Reindizierungsfunktion p,(i) = i = C,i + ¢, reindiziert die Iterationsriume Z, des
Ausgangsalgorithmus. Fiir die Indexfunktionen [,(i) und 7% _(i) des transformierten Al-
gorithmus gilt dann:

I,(0) = Lyi+1, L,=L,C." 1, =1,-L,C; c, (4.3)
?f’sét (7) Ri S/tl _'_,fk : RS St = Ri ;tC ! ’fif;t = 8 St Rf ;tC Cs (44>

Mit den in Definition 4.1 gegebenen Restiktionen fiir die Reindizierungsmatrizen (Cs = C
und | det(C)| = 1) bleiben uniforme Datenabhéingigkeiten dff;t des Ausgangsalgorith-
mus uniforme Datenabhéngigkeiten a];f;t im reindizierten Algorithmus. Wenn fiir den
Ausgangsalgorithmus Ly = Rff;t und Rg(L,) = n gilt, dann folgt fiir den reindizierten
Algorithmus: is = f{]:f;t und Rg(is) = n. Somit sind entsprechend Hilfssatz 3.1 sowohl

fiir die Datenabhéingigkeiten df,s;t des Ausgangsalgorithmus als auch fiir Datenabhéngig-

keiten alzf;t des reindizierten Algorithmus die Bedingungen fiir uniforme Datenabhéng-
igkeiten erfiillt.

Die Indexfunktionen der internen Variablen des reindizierten Algorithmus kénnen, wie
in Abschnitt 3.3.1 beschrieben, wieder so verdndert werden, dass die Indexfunktionen
dieser Variablen die Form I,(i) = i bzw. 7, (i) = i — d**, haben.

t t

Beispiel 4.1 (Reindizierung)
Ausgangspunkt ist ein Algorithmus mit zwei Zuweisungen s, und Ss:

S1 - ysl[i]:Fsl<---)7 ieIl
S9 : Us,[1] = Foo (-, ys, 1= (2)], .. 1), iel,
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4.1. REINDIZIERUNG

Iy
I
: i : : : : : % : - - ——S
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 u 0 1 2 3 4 i
(a) Tterationsrdume vor Reindizierung (b) Iterationsrdume nach Reindizierung

Abbildung 4.1: Reindizierung eines Algorithmus

mit Ty = {i= (1) € Z° |0 <iy —ip <4 A0 <ip <3} und
Iy={i= () €Z’|1<i—ip <5AN1<iy <4}

Die Variable y,, sei eine interne Variable und die Variable y,, eine globale Variable.
Zwischen den beiden Zuweisungen existiert eine Datenabhéngigkeit e, fiir die gilt: d(e) =

(7).

Der Algorithmus soll mit der Reindizierungsmatrix C = () 3') und den Reindizierungs-
vektoren ¢s, = (§) und ¢, = (') reindiziert werden. Die Reindizierungsmatrix erfiillt
die Bedingung | det(C)| = 1 aus Definition 4.1. Damit erhalten wir folgenden reindizier-

ten Algorithmus:

s ys [(3 D)1 = F, (.., iel,
Yo (3D T+ (D) = Foul oy (D T+ (D)0, ieD,
bzw.

S1 B yslm:Fsl(...), - Eefl,
53 Yo (5 1)1+ (§)] = Feo (o sy, i+ (1], ), i€

wenn die Indexfunktionen der internen Variable y, ebenfalls reindiziert wurden.

Fiir die Iterationsridume gilt: 7, = {T: (;) cZ*|0<i<4N0<j <4} und
Iy={i=(})eZ’|0<i<4A1<j<5}

Der Abhéngigkeitsvektor d(e) = (2) des Ausgangsalgorithmus betrédgt nun d(e) = (9).
Abbildung 4.1 zeigt die Iterationsrdume und den Abhéngigkeitsvektor des Ausgangsal-
gorithmus und des reindizierten Algorithmus.

Anhand des Beispiels ist gut zu erkennen, dass mit der Reindizierung die Form und die
Lage der Iterationsraume Z; und die Lange und die Richtung der Abhéngigkeitsvektoren
d(e) beeinflusst werden kann.
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Ein reindizierter Algorithmus kann durch eine weitere Reindizierung ps(i) nochmals rein-
diziert werden. Somit ist es moglich, die gewiinschten Eigenschaften fiir einen Algorith-
mus stufenweise zu erreichen.

4.2 Mehrstufige Partitionierung

Die mehrstufige Partitionierung ist die Basis fiir die Anpassung eines Algorithmus an eine
parallele Architektur. Sie transformiert einen Algorithmus von einem n-dimensionalen
Iterationsraum Z € Z" in einen (p + 1) - n-dimensionalen Iterationsraum Z% € Z®+)™,
Der Parameter p gibt dabei die Anzahl der Partitionierungsstufen an.

Zuerst wird ausgehend von einer einstufigen Partitionierung die mehrstufige Partitionier-
ung des Iterationsraums vorgestellt. Anschliefend wird im Abschnitt 4.2.2 die mehrstu-
fige Partitionierung von Abhéngigkeitsvektoren d(e) beschrieben. Im letzten Abschnitt
wird dann die Transformation des gesamten Algorithmus vorgestellt.

In diesem Abschnitt wird nur die Methode der mehrstufigen Partitionierung vorgestellt.
Die Interpretation und die Bestimmung der Parameter der mehrstufigen Partitionierung
erfolgt in den Kapiteln 5 und 7.

4.2.1 Partitionierung des lterationsraums

Einstufige Partitionierung

Mittels Partitionierung wird der Iterationsraum Z in Partitionen zerlegt, welche auch als
Kacheln bezeichnet werden. Die Definition fiir die einstufige Partitionierung lautet:

Definition 4.2 (Einstufige Partitionierung)
FEin Iterationsraum Z kann entsprechend der Gleichung

i=9(0")=0"1""+9,=(E O©)(%)+9Y,=kK+0OK+1,, (4.5)

mit 9 = diag(©®) e NI, k € K C N, 0 < w, <9, R € K CZ" 9, € Z" und
0< 190,]‘ < ﬁj partitioniert werden.

Durch die einstufige Partitionierung wird jeder Iteration i € Z eineindeutig eine partitio-
nierte Iteration i" = (£) durch die Funktion 9J(i") zugeordnet. Dabei beschreibt K die
Partition, in der Iteration i liegt, und & die Lage der Iteration i innerhalb der Iteration.
Die Partitionsmatrix ® beschreibt die Groflie der rechtwinkligen Partition. Die Anzahl
der Elemente einer Partition ldsst sich mittels det(®) bestimmen.

Durch den Verschiebungsvektor 9, kann die Position der Partitionen im Raum veréndert
werden. Die Verschiebung dient vor allem der Minimierung der Anzahl der Partitionen,
die den Iterationsraum Z vollsténdig iiberdecken.
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4.2. MEHRSTUFIGE PARTITIONIERUNG

(a) Partitioninerung 1 (b) Partitionierung 2

Abbildung 4.2: Partitionierung

Der partitionierte Iterationsraum Z" ergibt sich durch

. E 0 0 ~
77 ={ i = (E) I'[-E o |i">| —9+1 | }=Kak (4.6)
A AO ao — A9,

Der partitionierte Iterationsraum Z* ist die direkte Summe aus den Partitionsteilriu-
men K und IC. Die Partitionsteilrdume werden wie folgt bestimmt:

K={k|0<k <8}, (4.7)
E:{m FME (I"‘)}, (4.8)

wobei FMEKl’,{Q,___,{n (Z%) die Fourier-Motzkin Elimination der Variablen k4, ks, . . . k,, aus
dem Raum Z* ist.

Beispiel 4.2 (Einstufige Partitionierung des Iterationsraums)

Abbildung 4.2 zeigt zwei Versionen der Partitionierung des Iterationsraums T = {i =
(2) Jin <4Nip =1 Nig <y}

Die Partitionsmatrix fiir beide Versionen ist @ = ($9). Sie unterscheiden sich nur durch
ihren Verschiebungsvektor 9. Fiir Partitionierung 1 gilt ¥, = (§) und fiir Partitionier-
ung 29, = (). Der Verschiebungsvektor ¥, = ({) hat zur Folge, dass bei Partitionier-
ung 2 nur |I€2| = 3 Partitionen benétigt werden, um den Iterationsraum 7 zu tiiberdecken.
Bei Partitionierung 1 sind hierfiir |E1| = 5 Partitionen notwendig. Die Rdume K und K
tiir die beiden Partitionierungen lauten wie folgt:

Ki=Ky={r=(")]0<kr <3A0< kK, <2} (4.9)
;Elz{g:(%)|ogﬁlg1Aog@ngﬁggﬁl+1} (4.10)
;62:{g:(§;>|ogﬁlgmog@gm@gﬁl}. (4.11)
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Das Ergebnis, das bei der Verschiebung der Partitionen mittels des Vektors 9, erreicht
wird, kann auch durch eine Reindizierung des Iterationsraums mit C; = E und c; =
—19,, erreicht werden. Aus diesem Grund wird, wenn nichts anders angegeben ist, der
Verschiebungsvektor gleich 9, = 0 gesetzt.

Die Partitionierung (4.5) wurde in | | durch das Hinzufiigen einer Basis B | ]
verallgemeinert:

i = 9(i") = BO"" + 0, = Bk + BOR + 9, (4.12)

wobei die Basis B eine unimodulare Matrix sein muss. Durch diese Verallgemeinerung
sind auch Kacheln in Form eines Parallelogramms (zweidimensionaler Iterationsraum)
bzw. eines Parallelotops (n-dimensionaler Iterationsraum) moglich.

In dieser Arbeit werden nur Kacheln in der Form eines Hyperquarders betrachtet. Das ist
legitim, denn durch eine geeignete Reindizierung, sieche Abschnitt 4.1, kann der Iterations-
raum Z des Algorithmus so verédndert werden, dass die Partitionierung des reindizierten
Iterationsraums 7 mit Basis B = E immer zur besten Losung fiihrt. Die Reindizierungs-
matrix C fiir die Verdinderung des Iterationsraums entspricht dabei genau jener Basis
B, welche bei der Partitionierung des Iterationsraums Z des Ausgangsalgorithmus zur
besten Kachelung fithren wiirde. In Abschnitt 7.1.1 wird eine Methode vorgestellt, wie
diese Reindizierungsmatrix C automatisch ermittelt werden kann.

Mehrstufige Partitionierung

Im Allgemeinen kann ein Iterationsraum Z mehrfach partitioniert werden. Hierbei wird
der dufere Teilraum K des partitionierten Iterationsraums Z* der i-ten Partitionierungs-
stufe erneut mit @ der i + 1-ten Partitionierungsstufe partitioniert. Der Teilvektor &’

der i-ten Partitionierungsstufe wird durch die neue Partitionierung x*! + @& er-

setzt. Fiir die zweistufige Partitionierung ergibt sich folgende Gleichung:
i=r'+0O'(k’+O°?) +9,, (4.13)
i=(E ©' 0'@%)i"+9,=0""+19, (4.14)
i = (i), i = (k' k2 R, (4.15)

mit 9 = diag(©") € N, k¥ € K¥ € N*, 0 < vk < 0%, k=1,2,R* € K> =K C Z" und
0 <1y, < ;- 97 Der partitionierte Iterationsraum Z* = K' & K* & K lautet:

E 0 0 0
-E 0 0 K! —9' +1
I = 0 E 0 o = 0 : (4.16)
0 -E 0 R —9* 41
A AG' AG'@©? ay — AV,

Durch Fourier-Motzkin-Elimination der Variablen /@é», mit ¢ € {1, 2} und 1 < j < n,
liisst sich aus dem Raum Z* der Raum K = FME,. (Z*) ermitteln.
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4.2. MEHRSTUFIGE PARTITIONIERUNG

Fiir den allgemeinen Fall einer p-stufigen Partitionierung gilt:

i=r'+0'(k+ 0% (k’+ 0% (k' +...+ 0" (k" + O"RY)))) + I, (4.17)
4 k—1 14
i=) (H @l> K"+ (H @l> R+ 9, (4.18)
k=1 =1 =1
i=(E [[_,© [[,0 ... [[I,0)i+d9,=0"+49, (4.19)
i = 9(i"), "= (k' K ... Kk R (4.20)

mit 9" = diag(©") e N, k¥ € KF C N", 0 <wb <k k=1,...,p,R" e KP =K C Z"

upﬁ g < 1119%- < [I}_, 9. Der partitionierte Iterationsraum 7% = @}_, (K*) @ K ergibt
S1C. urcn:

E 0 0 0 0

-E 0 0 0 . 9" +1

* 0

0 E 0 0 )

0 -E 0 0 " —9% 41

0 0 E 0 5 0

o 0 .. -E 0 ® 9" 41

A AO' ... AT[Z1©F AT ©F ag— AY,/ |

Den Raum K erhalten wir wieder durch Fourier-Motzkin-Elimination K = FME,: (Z%),
J
mit 1 <i:<pund1<j5<n.

Beispiel 4.3 (Zweistufige Partitionierung eines Iterationsraums)
Abbildung 4.3 zeigt eine zweistufige Partitionierung des Iterationsraums T = {i =
()[4 <4 Niy > 1Niy < iy} mit den Partitionsmatrizen

1 (20 s (20
® —(0 2) und ® —(0 1).

Die Partitionierung wurde in Abbildung 4.3(a) in der einfachen und in Abbildung 4.3(b)
in der kompakten Form dargestellt. In der kompakten Darstellung représentiert jedes
Sechseck eine Partition der ersten Partitionierung (@' = (29)).

Fiir die Raume K', K? und K gilt:

1
iclz{nlz(z}) \0§@<2A0§@<2} (4.22)
2
’CQ—{I{Q—(K%) |0</<2<2/\/<2—0} (4.23)
= = /{% =M 2 :
Y ~2
/C:{#:(g;) |2§§1/\2§20/\%§:2§+1} (4.24)
2
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Abbildung 4.3: Zweistufige Partitionierung

4.2.2 Partitionierung der Abhangigkeitsvektoren

Fiir die Transformation eines Algorithmus von einem n-dimensionalen Iterationsraum
in einen (p + 1)n-dimensionalen Iterationsraum miissen auch die Abhéngigkeitsvekto-
ren d(e) € Z" des Algorithmus in den (p + 1)n-dimensionalen Raum transformiert wer-
den.

Einstufig partitionierte Abhangigkeitsvektoren
Der Abhéngigkeitsvektor d(e) = d = i) — io(e) im Indexraum Z wird im Allgemeinen

durch eine Partitionierung mit Partitionsmatrix © in mehrere partitionierte Abhéngig-
keitsvektoren df aufgeteilt:

d= ig(e) — ig(e), (4.25)

d=ks;+0OkK; +9, — (k, + OK, + 1), (4.26)

d =k; — Kk, + OKy, K, € IC;'(d), (4.27)

d=d® +0d°. (4.28)
d®

d=(E ©)d;, dr = <aze) € D", (4.29)

wobei 0. B. d. A. K, = 0 gesetzt wurde. Der innere Teilvektor d® beschreibt die Ab-
héangigkeiten zwischen den Elementen in einer Partition und der &uflere Teilvektor 8;9
die Abhéngigkeiten zwischen den Partitionen. Die partitionierten Abhéngigkeitsvekto-
ren df = (d?,a?)t € D" sind abhéngig von dem Ausgangselement K, € /C?(d) in der
Partition K.
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-
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(a) in der Partition (b) zwischen Partitionen

Abbildung 4.5: Abhéingigkeitsvektor d = (2, 1)" im partitionierten Iterationsraum

Beispiel 4.4 (Einstufige Partitionierung eines Abhiingigkeitsvektors)
Abbildung 4.4 zeigt den Abhéngigkeitsvektor d = (?2) in einem partitionierten Iterations-
raum mit © = (39). Vier Teilbereiche IC‘f(d), ce ICZ(d) miissen nach der Partitionierung
unterschieden werden. Die Unterscheidung erfolgt nach der Lage des Zielknotens ks. Die
Startknoten K, deren Zielknoten kg sich in der gleichen Partition befinden, werden zu
einem Teilbereich ICf(d) zusammengefasst.

In Abbildung 4.5 sind die inneren und &dufleren Teilvektoren des partitionierten Ab-
héngigkeitsvektors dargestellt, welche zwischen den Elementen einer Partition (a) bzw.
zwischen den Partitionen (b) existieren.

Zur Bestimmung der partitionierten Abhingigkeitsvektoren df = (d® 8?)'* und deren

zugehoriger Teilbereiche IC?(d) bzw. ICf(d), welche wir im Weiteren als Quellen- bzw.
Senkenteilrdume bezeichnen, aus dem Abhéngigkeitsvektor d € Z" kann wie folgt vorge-
gangen werden:
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(1) Bestimmung der Mengen X'(d) und X?(d), welche die Indizes j der Elemente d;
des Abhéngigkeitsvektors d enthalten sollen, bei denen das Vektorelement d; in
dieser Raumrichtung in eine bzw. zwei Partitionen zeigt.

X'(d)={jld; mod¥, =0} (4.30)
X*(d)={jld; modd;#0} (4.31)

Nur wenn das Vektorelement d; gleich der Gréfle ¢, der Partition in dieser Raum-
richtung oder ein Vielfaches davon ist, zeigen alle Abhéngigkeitsvektoren dieser
Raumrichtung in eine Partition. Fiir die Mengen X!'(d) und X?*(d) gilt dann:

Xd) =X (d)ux*d) ={j|1<j<n} und X'(d)NX*d)=0. (4.32)

Die Anzahl der partitionierten Abhéangigkeitsvektoren, die aus dem Abhéngigkeits-
vektor d entstehen, lasst sich bestimmen mit: m = 217,

(2) Bestimmung der Menge D9 von #uferen Teilvektoren d®:

- o~ ¢
Dd:{de|de:(&3,...,@@,...,(@?)}, (4.33)
c/i;a € {c/i\jl’@}, wenn j € X*(d), (4.34)
C/l;e € {6@1’6,6@2’9} ,  wenn j € X?(d), (4.35)
mit
~ d: N d:
1,0 _ 2,0 _
qve - L?_{J , qze - Lﬂ | (4.36)
j j

(3) Bestimmung der Menge DY von inneren Teilvektoren d® unter Verwendung der
duBeren Teilvektoren d®:

pd — {d@ 1d® =d — ©d°® A d® eﬁd}. (4.37)

(4) Bestimmung der Quellenteilriume K@ und Senkenteilriume @) mittels:

K@ =KnfK) mit  f(k)=Ex-d®  d®°eD? (438
K@ =KnfK) wit  f(k)=Ex+d®  d®eD?  (439)

wobei f(K) der mittels der Funktion f(k), k € K transformierte Raum ist.

Da der Raum K ein Hyperquader mit ayj = 0 und aj = ¢ — 1 ist, kénnen die
unteren und oberen Grenzen der Hyperquader 7@ und K9 direkt bestimmt

werden:
ag(d)’u = max (0, —de) , ag(d)m =min (9 -1, 9 -1 - de) ’ (4.40)
ad Y = max (0, d°), ag P =min (9 -1, 9 —1+d°).  (441)
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Die Elemente eines Quellenteilraums %@ sind die Quellen des Abhiingigkeits-
vektors d, deren Ziel in der selben Partition liegt. Die Elemente eines Senkenteil-
raums %@ sind die Ziele des Abhingigkeitsvektors d, deren Quelle in der selben
Partition liegt. Fiir die Teilrdume IC?(d) bzw. lCé(d), mit 1 <1 < m gilt:

7

K= |J 7@ 0=KVNKIY, 1<ij<m, i+, (4.42)
1<i<m

U @ 0=KYNKDY 1< j<m, i#] (4.43)
1<i<m

Alle partitionierten Abhéngigkeitsvektoren df, die aus dem Abhéngigkeitsvektor d(e) =
d entstehen, werden in der Menge D*(e) zusammengefasst.

Beispiel 4.5 (Teilriume des einstufig partitionierten Abhingigkeitsvektors)
Fiir den Abhéngigkeitsvektor d = (%) aus Beispiel 4.4 ergeben sich folgende Teilvekto-

ren d? und H? sowie Teilrdume ICf(d) und ICf(d) bei Partitionierung mit ©® = (39):

df = (3 P =(9) KTV ={)n K@Y ={(3)}, (4.44)
9 = (7)) A2 =() KY={H.R)}r KY={.(D} (445
df =(2) d9=(9) KV={} Y ={(3)}, (4.46)
df = (1)  dP=(1) KY={D).)r KY={. ()} (447

Die inneren Teilvektoren d® sind in Abbildung 4.5(a) und die duBeren Teilvektoren Hf’
in Abbildung 4.5(b) dargestellt. Abbildung 4.6 zeigt die Quellen- und Senkenteilrdume
tiir unser Beispiel. Die Teilrdume existieren in allen Partitionen. Zur besseren Veran-
schaulichung wurde jeder Teilraum nur einmal dargestellt.

Mehrstufig partitionierte Abhangigkeitsvektoren

Bei der mehrstufigen Partitionierung miissen die dufleren Teilvektoren d21 _____ i, der

(k — 1)-ten Partitionierung in der nachfolgenden k-ten Partitionierungsstufe erneut par-

titioniert werden. Jeder &uflere Teilvektor dz(? 77777 i, zerféllt wieder in m innere Teilvekto-

ren d® ;. und m duBere Teilvektoren d® .- Die partitionierten Abhingigkeitsvektoren

.....

11 11,227 21,2250y 11522500y

dr (dgl d®,,...,d® . ) € D" (e)

mit ) eic“’<d 2 e K0 L RkE e KDY L (4.48)

11,22 ) 21,2244,
e! 162 er
21 ) dzl 499 " dzl 12,0y ip
tionierungsstufe und dem &uBeren Teilvektor dfl)Z ..... ;, der p-ten Partitionierungsstufe.
Alle partitionieren Abhéingigkeitsvektoren df, oy welche aus einem Abhéngigkeitsvek-

tor d(e) = d resultieren, sind in der Menge D””( ) zusammengefasst. Die Anzahl der

ergeben sich aus den p inneren Teilvektoren d; einer jeden Parti-
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(b) Senkenteilriume A%(9)

Abbildung 4.6: Teilrdume in einer Partition
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partitionierten Abhéngigkeitsvektoren |D"(e)| ist abhéngig von der Anzahl an Partitio-
nierungsstufen p, der Grofle der Partitionen und der Dimension n des Abhéngigkeits-
vektors d(e) € Z". Im ungiinstigsten Fall erhalten wir |D"(e)|max = 2P™ partitionierte
Abhéngigkeitsvektoren aus einem Abhéngigkeitsvektor d(e).

Beispiel 4.6 (Zweistufige Partitionierung eines Abhingigkeitsvektors)

Der Abhéngigkeitsvektor d = (2) soll zweifach partitioniert werden. Die Partitionsma-
trix der ersten Stufe lautet ®' = (39) und die der zweiten Stufe ®* = (42). Die erste
Partitionierung fiihrt zu vier partitionierten Abhangigkeitsvektoren, wie in Beispiel 4.4
gezeigt. Die dueren Teilvektoren d®' = (9), 85’1 =(3), 8?‘?1 = (9) und d®" = (1) wer-

den nun unter Verwendung der Partitionsmatrix ©* = (4 9) erneut partitioniert. Hieraus

ergeben sich die folgenden Teilvektoren d®’ und A’ fiir die zweite Partitionierung,

11,12 11,82

abhéngig von den aufBeren Teilvektoren 8;? " der ersten Partitionierung:

P =(§): d=(8), dP=(8), (4.49)
9" =(h): d9y=(h). A =(8), A% =(F), d%h=(}), (150
9" =(9): d9i=(9), dY=(8), A% =(2%), d%=(}), @51
' = () dfi=(D), A =(), A =(), d%=(}),
A9y = (L), d9y=(9),  dfi=(7}), dfi=(1). (.52)

Somit erhalten wir neun partitionierte Abhéngigkeitsvektoren aus dem Abhéangigkeits-
vektor d = (?). Diese lauten:

a5, =((3). (). (3",

s, = (7). (0. ()" s, = (7). (). ()"
5, = ((2).(). ()" df, = ((2). (%), ()
A5y =((3H).(H). (8" di, = ((71). ().())"
dis=((21). (4. ()", di, = ((21). (=) . (D))

Abbildung 4.7 zeigt die neun unterschiedlichen partitionierten Abhéangigkeitsvektoren
fiir die Partition ®* = (Q), dabei wurden die partitionierten Abhéngigkeitsvektoren in
verschiedenen Farben und Strichformen gezeichnet.

Die Quellenteilrdume ICZ-ll’U(d) der ersten Partitionierungstufe sind in Beispiel 4.4 angege-

ben. Die Quellenteilrdume K?{ng) der zweiten Partitionierungsstufe betragen:

K7@D = {0 < K <4A0< K3 <5},

9 = {R0<wf<3n0< R <5}, K5 = {wnl =30 <A} <5},
27D (R0 < k2 < AN0< k2 <4}, K2JD = (k20 <2 <AnRE=4),
]Ci:clf(d) _ {n2|0 <K <3AN0< K< 4}, ICi’g(d) = {mz\/ﬁf =3A0< ks < 4}7
]Cizg(d) = {Kk*|0 < k] <3 AR5 =4}, ICi’Z(d) = {Kr’|k] =3 A k) =4}.

49



KAPITEL 4. ALGORITHMENTRANSFORMATIONEN

Abbildung 4.7: Abhingigkeitsvektor d = (2, 1) bei zweifacher Partitionierung

20



4.2. MEHRSTUFIGE PARTITIONIERUNG

Die aus einem Abhéngigkeitsvektor d entstehenden partitionierten Abhéngigkeitsvekto-
ren konnen als Baum dargestellt werden. Diesen Baum bezeichnen wir als Baum der
partitionierten Abhdngigkeitsvektoren.

Definition 4.3 (Baum der partitionierten Abhingigkeitsvektoren (BPA))
Der Baum'® der partitionierten Abhéngigkeitsvektoren (kurz: BPA) ist ein gerichteter
Graph G = (V,€), welcher alle aus dem Abhéingigkeitsvektor d(e) = d entstande-

nen partitionierten Teilvektoren dg?,k__  bzw. d®" enthalt. Die Wurzel des BPA ist

Gk 11, 22 Zk
der Abhang1gkeitsvektor d. Die anderen Knoten beinhalten jeweils ein Vektorenpaar

de ..), bestehend aus dem inneren Teilvektor d®" . und dem zugehorigen

( Ulgeesll? Ulyeesll

SEk
auleren Te1lvektor dg it

Die Kindknoten eines Knotens v geben alle Vektorenpaare (de) szkﬂ, gf+,lzk,zk+1) an,
welche durch die Partitionierung des Abhanggkewsvektors d, wenn v der Wurzelknoten
(k = 0) ist, oder eines &duBeren Teilvektors de iy, Wenn v ein innerer Knoten (k > 0)
ist, unter Verwendung der Partitionsmatrix @k“ entstehen.

Die Kanten e € & des Baums sind gewichtet. Das Gewicht n(e) gibt die Anzahl der

Elemente der Partition ©" an, dessen Abhéngigkeitsvektor d (k = 1) bzw. duBerer

Teilvektor dG) o, (k> 1) in die Teilvektoren d®" , , und a;?‘“w .. zerfillt. Die
Quelle o(e) der Kante e ist o(e) = d fiir k = 1 bzw. o(e) = (dgfi;kil,dgf ,lk,l) fiir
k > 1. Das Ziel §(e) der Kante e ist §(e) = (dgfwik—l,ik’ afl)k%fm)

Das Kantengewicht n(e) ist gleich der Anzahl der Elemente des Quellen- bzw. des Sen-

kenteilraums n(e) = |7C/LC U(d il = ‘ICZ?((,M

Die Summe der Kantengevvlchte > n(e) aller Kanten, welche von einem Knoten o(e) =
v ausgehen, ist gleich der Anzahl der Elemente der Partition det(@k“), mit der der

Abhéngigkeitsvektor d oder der dufere Teilvektor de"* partitioniert wurde:

D nle) =det(®*),  d(o(e)) = d(v) = k. (4.53)
Vee&
o(e)=v

Die Tiefe d(v) = k des Knotens v € V gibt die Partitionierungsstufe an. Die Tiefe d(G) =
p des Baums G ist gleich der Anzahl an Partitionierungsstufen p.

Die partitionierten Abhéngigkeitsvektoren

& (dgl d®,,...,d%, . .d® -)teD“(e)

2150050 21 ) 11,020 21,12,...,2 11,12,..0y0p

erhélt man, indem man alle Wege

Py =d == (a2 .d% )= (a2 .42 ) (4.54)

(5 T 75 By SRR P 21 5e52 115052

!Die graphentheoretische Definition eines Baums und der zugehérigen Bezeichnungen sind in An-
hang B zu finden.
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KAPITEL 4. ALGORITHMENTRANSFORMATIONEN

von der Wurzel des Baums o(p) = d zu den Blétter §(p) = (dep " Hfl’pzp) bestimmt.

11 ,.-050p )
Die inneren Teilvektoren df_

Teilvektor 8;?"
tor df

i, der Knoten entlang eines jeden Weges und der duflere

i, des Blattes ergeben jeweils einen partitionierten Abhéngigkeitsvek-
7"'71'17.

Es existiert jeweils nur ein Weg von der Wurzel des Baums zu einem Blatt. Somit ist die
Anzahl |D"(e)| der partitionierten Abhéngigkeitsvektoren gleich der Anzahl der Blitter

des Baums.

Das Produkt der Kantengewichte HV@Epil n(e) des Weges p;,..;, gibt die Anzahl der

AAAAA ip
Elemente i* = (k! k?,..., kP, k') einer p-stufigen Partition R" an, dessen Abhingig-
keitsvektor d in den partitionierten Abhingigkeitsvektor df; ; zerfallen ist.

Beispiel 4.7 (BPA eines zweistufig partitionierten Abhingigkeitsvektors)
Abbildung 4.8 zeigt den BPA fiir die zweifache Partitionierung des Abhangigkeitsvek-
tors d = (2) mit den Partitionierungsmatrizen ®' = (39) und ©* = (4?). Die resultie-
renden neun partitionierten Abhédngigkeitsvektoren df, ,, wurden bereits in Beispiel 4.6
angegeben.

Am Beispiel des ersten und letzten Blattes des Baums soll die Herleitung der partitionier-
ten Abhéangigkeitsvektoren demonstriert werden. Der Weg p; von der Wurzel zum ersten
Blatt lautet 1y = (3) = ((3).(§)) = ((§),(8)), somit ist df; = ((3).(§).(§))
der partitionierte Abhéangigkeitsvektor. Fiir den Weg py zum letzten Blatt erhalten wir
pra=(2)= ((Z1).(1) = ((Z}),(1)). Der daraus resultierende Abhéngigkeitsvektor

lautet df , = ((Z1), (Z3) a(%))t

Aus dem Graphen ist weiterhin ersichtlich, dass der partitionierte Abhédngigkeitsvek-
tor df | zwanzigmal (1-20) innerhalb der zweistufigen Partition R? auftritt und der par-
titionierte Abhéngigkeitsvektor dj , zweimal (2 - 1) innerhalb der zweistufigen Partition
R? existiert. In Abbildung 4.7 kann dies iiberpriift werden. Der partitionierte Abhéingig-
keitsvektor df ; tritt in jeder der 20 Partitionen k2 innerhalb der Partition R einmal
auf. Der partitionierte Abhéngigkeitsvektor dj , existiert hingegen nur in der Partiti-
on k* = (3). In dieser Partition gibt es zwei solche Vektoren, welche in die Partition

k2 = (9) der Partition R* = (1) weisen.

4.2.3 Partitionierung des Algorithmus

Nachdem in den vorherigen beiden Abschnitten die mehrstufige Partitionierung eines Ite-
rationsraums und eines Abhéangigkeitsvektors vorgestellt wurde, sollen nun diese Metho-
den zur mehrstufigen Partitionierung eines Algorithmus genutzt werden. Der Algorith-
mus muss hierfiir ausschliellich lokale Berechnungszuweisungen besitzen, um die Kom-
plexitiat der Transformation so gering als moglich zu halten. Die Transformation einer
internen Berechnungszuweisung in eine lokale Berechnungszuweisung und in ein oder
mehrere interne Interndatenzuweisungen ist in Abschnitt 3.3.3 vorgestellt worden.
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Abbildung 4.8: BPA des Abhingigkeitsvektor d = (2, 1)! bei zweifacher Partitionierung
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KAPITEL 4. ALGORITHMENTRANSFORMATIONEN

Der Algorithmus soll p-fach partitioniert werden. Die Grofle der Partition einer jeden
Partitionstufe I, 1 < I < p, ist gegeben durch die Partitionsmatrix ©'. Bei der Trans-
formation des Algorithmus sollen alle internen Variablen y,[.| des Ausgangsalgorithmus
mit einem Indexraum £, = Z; C Z" in interne Variablen y.[.] mit einem Indexraum
Ly =17 C 7P+ transformiert werden. Der Indexraum von globalen Variablen darf
nicht verédndert werden.

Im Folgenden soll nun die Transformation der Teilzuweisungen fiir die verschiedenen
Teilzuweisungstypen vorgestellt werden. Wir beginnen mit der Interndatenteilzuweisung,
siehe (3.28). Diese Teilzuweisung enthélt nur lokale Variablen. Auf der rechten Seite der
Zuweisung gibt es nur eine Variable yy[.]. Diese Variable besitzt einen Abhéngigkeits-
vektor d(e) = dks' = d. Die Partitionierung dieses Abhéngigkeitsvektors fithrt zu einer
Menge von partltlomerten Abhéngigkeitsvektoren df ;. - iy € D" (e). Fiir jeden partitio-
nierten Abhéngigkeitsvektoren df ;, ;€ D"(e) muss nun cine Interndatenteilzuweisung
im partitionierten Iterationsraum deﬁnlert werden:

St (i1 igy..ip) - Yo [i"] = vy [i” dfl,zz, i ]’
i* € I" =Ko YVe okt @zhNIE

St,(i1,i9,.»ip) 11,02 i1, 12 St

(4.55)

wobei Z der partitionierte Iterationsraum des Iterationsraums Z;, ist. Der Iterations-

raum Ift . . der partitionierten Teilzuweisung s, . ist die Schnittmenge der
01,892,000y ip)

AAAAA ip

direkten Summe der Senkenteilrdume IC1 Ad) ]Cii(g ) ICf N w ;,, und Z" mit dem par-
titionierten Iterationsraum Z7 .

Betrachtet man die Gleichungen zur Bestimmung des partitionierten Iterationsraums 77
n (4.21) und der Senkenteilriume K- 6(d), IC?l’i(f), . ICfl’i(Qd 4, I (4.39) bzw. (4.41)

etwas genauer, so stellt man fest, dass der Iterationsraum Ift( = {i"| A" >
01,892,000y ip)

a9,(i1 in,....ip) ; Mt
E 0 0 0
-E 0 0 0
0 E 0 0
0 -E ... 0 0
A" = : : " : : (4.56)
0 0 .. E 0
0 0 .. —E 0
1
A AO' ... A0 AL, 6F
und
(. 1,6(d),u 1,6(d),1_2,8(d),U 2,5(d),M
QA0 (i1i2,.vip) — ( 0,(i1) TG Ao ing) A0,(inin)
p.6(d), P.6(d),m ¢
A0, (i1 igyerip) Q0,01 ,i2..mip) aO) (4.57)

bestimmt werden kann.
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4.2. MEHRSTUFIGE PARTITIONIERUNG

Einen Sonderfall stellt der Abhéngigkeitsvektor d = 0 dar. In diesem Fall erhalten wir
einen partitionierten Abhéngigkeitsvektor df; ; = 0. Folglich ensteht auch nur eine
transformierte Teilzuweisung s, (11,...1)-

Da entsprechend unserer Algorithmenkonvention nur bei der Interndatenteilzuweisung
Abhéngigkeitsvektoren d # 0 auftreten kénnen, kann auch nur aus einer Interndaten-
teilzuweisung im Ausgangsalgorithmus mehrere Interndatenteilzuweisungen im transfor-
mierten Algorithmus entstehen. Fiir die anderen Teilzuweisungstypen erhalten wir somit
immer aus einer Teilzuweisung im Ausgangsalgorithmus eine Teilzuweisung im transfor-
mierten Algorithmus. Die Transformation dieser Teilzuweisungen sieht wie folgt aus:

o Lingabeteilzuweisung: Bei der Eingabeteilzuweisung ist die linksseitige Variable
eine interne Variable und die rechtsseitige Variable eine globale Variable. Die Teil-
zuweisung aus (3.26) wird wie folgt transformiert:

. ky oyes ky .
o yili"] = yo[RL, O + 1 ], i* e 17, (4.58)
wobei Z¢ der partitionierte Iterationsraum des Iterationsraums Zs, ist.

o Ausgabeteilzuweisung: Die linksseitige Variable der Ausgabeteilzuweisung ist eine
globale Variable und die rechtsseitige Variable eine lokale Variable. Fiir die Teilzu-
weisung aus (3.27) erhalten wir:

5 y[L, O + 1] = i), e Iz, (4.59)

e Lokale Berechnungsteilzuweisung: Die lokale Bechnungszuweisung besitzt nur lokale
Variablen. Die Partitionierung der Teilzuweisung aus (3.33) ergibt

S yili*] = Fy, (-, yu[i"], .. ), i" € I7 . (4.60)

Wie die Transformation des Algorithmus zeigt, ist der mehrstufig partitionierte Algorith-
mus wieder eine UItA, denn der transformierte Algorithmus erfiillt alle Bedingungen aus
Definition 3.1. Der mehrstufig partitionierte Algorithmus hat durch den Zerfall der Ab-
hangigkeitsvektoren d(e), e € £ des Ausgangsalgorithmus im Allgemeinen mehr Daten-
abhéngigkeiten e € £ als der Ausgangsalgorithmus. Die Abhéngigkeitsvektoren d(e")
des mehrstufig partitionierten Algorithmus sind die durch den Zerfall der Abhéngigkeits-
vektoren d(e), e € £ entstandenen partitionierten Abhéngigkeitsvektoren d* € D"(e).

Anhand eines Beispiels soll nun die mehrstufige Partitionierung eines Algorithmus illus-

triert werden.

Beispiel 4.8 (Partitionierung des FIR-Filteralgorithmus)

In Beispiel 3.1 wurde das FIR-Filter als UItA vorgestellt. Dieser Algorithmus soll zwei-
fach partitioniert werden. Hierzu muss der Algorithmus 3.1 in einen Algorithmus mit aus-
schlieBlich lokalen Berechnungszuweisungen transformiert werden. In Beispiel 3.8 wurde
diese 'Transformation vorgestellt.

Fiir die zweistufige Partitionierung nehmen wir an: ©' = (39) und ©* = (39).
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KAPITEL 4. ALGORITHMENTRANSFORMATIONEN

Der Algorithmus besitzt drei Interndatenteilzuweisungen $i,, sg, und ss;, mit Abhin-

gigkeitsvektoren d(e) # 0. Diese Abhéngigkeitsvektoren sind d;h% = d(a) = (),
di,,,, =d(z) = (1) undd,,,,,, =d(y) = (7). Die BPAs dieser Abhingigkeitsvekto-

ren sind in Abbildung 4.9 gegeben. Die Abhéngigkeitsvektoren d(a) und d(y) zerfallen
jeweils in drei partitionierte Abhangigkeitsvektoren und der Abhédngigkeitsvektor d(x) in
neun partitionierte Abhingigkeitsvektoren. Somit steigt die Anzahl der Teilzuweisungen
der Zuweisung s, von zwei auf vier, der Zuweisung sy von drei auf elf und der Zuweisung
s31 von eins auf drei. Abbildung 4.1 zeigt den partitionierten Algorithmus.

Algorithmus 4.1 Partitionierter FIR-Filteralgorithmus

(a](01) ©"], i" eIy
- lir = { P~ (o) " T
Yali" — d5,(a)] 1" € I, oy
( Yali” = d35(a)] 1" € I, (o)
(2](1-1)©"1], i" € I,
z[(1-1) ©@%F], i" € Iy,
Yo [i" = df ()], T
ya[i" = a3, ()], " €1y, 0
ya[i" = d55(2)]; 1" €15, o)
Sg Yo [i"] = < ya[i" — dj, (2)], i* € 153,(3,1)
ya[i" = dg ()], " €15,
yu[i" = df ()], " €15, )
Yo [i" = dj,(2)]; " €15, ua)
ya[i" = di5(2)]; 1" € 15, us)
1l — (@) e,
(i — (o) e,
83,1 Yy, [i"] = ?/y[in - d§,1(?/)]a i" e Igvll,(l,l)
(Yy[i" = d5,(y)], "€ I3 00
S3,2 yyi"] = {ya[ln] ‘yz[ij’ . ?H € By
Yy 1] + yali"] - 2 [i7], 1" € I,
Sq y[(10) O%1"] = y,[i"], i" e I,

Die Matrix ©F hat die Grofe

. L iy (1050 150
o —(E © @@)_<010208).
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Abbildung 4.9: BPA der Abhéngigkeitsvektoren des FIR-Filters (d # 0)
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Kapitel 5

Mehrstufige Modifizierte
Copartitionierung

Im vorherigen Kapitel wurde die mehrstufige Partitionierung vorgestellt. Diese Algo-
rithmentransformation ist die mathematische Grundlage fiir die mehrstufige modifizierte
Copartitionierung (kurz: MMC). Die mehrstufige modifizierte Copartitionierung ist die
entscheidende Abbildungmethode zur Abbildung eines Algorithmus auf eine Architektur
mit Parallelverarbeitung auf mehreren Ebenen.

Zur Abbildung eines Algorithmus auf ein Rechenfeld wird jeder partitionierten Iterati-
on i® € Z* ein Prozessorelement p = (i) € P des Rechenfeldes P (Allokation) und
ein Abarbeitungszeitpunkt ¢ = #(i",s;) (Ablaufplanung) zugeordnet, wobei der Abar-
beitungszeitpunkt zusétzlich zur Iteration i* von der Teilzuweisung s; des Algorithmus
abhéngig ist.

Bei dieser Abbildungsmethode werden die Partitionen einer jeden Partitionierungsstufe
als paralleles Rechenfeld (lokal parallel) oder als Sequenz von nacheinander abzuarbei-
tenden Iterationen (lokal sequenziell) interpretiert. Die verschiedenen Interpretationen
einer Partitionierung, die darauf aufbauende Variante der Copartitionierung und deren
Erweiterung zur mehrstufigen modifizierten Copartitionierung werden im nachfolgenden
Abschnitt vorgestellt.

Wenn die Elemente einer Partition als Sequenz von nacheinander abzuarbeitenden Itera-
tionen betrachtet werden, so ist zusétzlich ein exakter Ablaufplan zu erstellen. Die Erstel-
lung dieses Ablaufplans und deren mathematische Beschreibung wird im Abschnitt 5.2
prasentiert. Dieser Ablaufplan beinhaltet ein Modell, welches zu jeder Teilzuweisung
des Algorithmus eine Funktionseinheit des Prozessorelements zuordnet und somit die
Operation dieser Teilzuweisung ausfithrt. Diese Zuordnung von Funktionseinheit zu Teil-
zuweisung bezeichnen wir als Bindung.
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KAPITEL 5. MEHRSTUFIGE MODIFIZIERTE COPARTITIONIERUNG

5.1 Partitionierungsvarianten

In diesem Abschnitt erfolgt zundchst die Beschreibung der zwei Grundversionen der Par-
titionierung eines Iterationsraums zur Abbildung eines Algorithmus auf ein Rechenfeld.
Diese beiden Grundversionen basieren auf einer einstufigen Partitionierung. Darauf auf-
bauend wird die modifizierte Copartitionierung erlédutert, die die stufenweise Anwendung
der zwei Grundversionen der Partitionierung umfasst.

Erstmals wurde das Prinzip der Copartitionierung in | | prisentiert. In dieser Arbeit
wurde die Copartitionierung nach der Ort-Zeit-Transformation auf das Rechenfeld voller
GroBe angewendet. Wie in | | gezeigt werden konnte, kann die Copartitionierung
aber auch direkt auf den Algorithmus angewendet werden, denn durch die (modifizierte)
Copartitionierung findet eine Allokation und eine Ablaufplanung (engl.: scheduling) statt.

Nach der Vorstellung der modifizierten Copartitionierung wird der allgemeine Fall der
mehrstufigen modifizierten Copartitionierung fiir die Abbildung von Algorithmen auf
Rechenfelder mit Parallelverarbeitung auf mehreren Ebenen eingefiihrt.

5.1.1 Grundversionen der Partitionierung

Die beiden Grundversionen fiir die Partitionierung eines Iterationsraums zur Abbildung
eines Algorithmus auf ein Rechenfeld sind die lokal parallele, global sequenzielle (LPGS)
Partitionierung und die lokal sequenzielle, global parallele (LSGP) Partitionierung. Zur
Unterscheidung der beiden Versionen erhalten alle Variablen und Parameter der Parti-
tionierungsgleichung (4.5) ein hohergestelltes P fiir die LPGS-Partitionierung bzw. ein
hohergestelltes S fiir die LSGP-Partitionierung, wie in (5.1) und (5.2) dargestellt:

LPGS: i=r""+0"R"+9,, 9" = diag (©7), (5.1)
LSGP: i=k"+0%R" +9,, 9° = diag (©°). (5.2)

Bei der LPGS-Partitionierung werden alle Iterationen einer Partition gleichzeitig aus-
gefiihrt. Somit ergibt sich die Grofe (det(®%)) und die Dimension (X _gsign(vf — 1))
des Rechenfeldes aus der Partitionsmatrix ©”. Die Partitionen, referenziert durch den
Vektor &Y, werden nacheinander abgearbeitet.

Bei der LSGP-Partitionierung werden hingegen alle Iterationen einer Partition nachein-
ander auf einem Prozessorelement abgearbeitet. Die Berechnung der Partitionen findet
nun parallel statt. Die Grofle (|K|) des Rechenfeldes resultiert somit aus der Anzahl der
Partitionen, welche benotigt werden, um den Iterationsraum Z zu iiberdecken.

Die Partitionen der LSGP-Partitionierung werden im Folgenden LS-Partitionen und die

der LPGS-Partitionierung LP-Partitionen genannt.

Beispiel 5.1 (LPGS- und LSGP-Partitionierung eines Iterationsraums)
Der Iterationsraum Z hat die GroBbe T = {i = (2) |0 <ip <6A0<iy< 4}. Abbil-
dung 5.1 zeigt die LSGP- und die LPGS-Partitionierung des Iterationsraums und die
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Ry | K5
@ @ @ |® ® ® ® @ 6 |® @ ©
p 111@ @ @ ® ® @ s 111@ ©® © ©@ © @
Ky !
1 © @0 ¢ 0 @ Rechenfeld ! © e 6e 606 Rechenfeld
0101@ @ @ © © © 0101{@ © @ © © @
; W o I
S S =
0 1 2 m 0 1 2 K1
(a) LPGS-Partitionierung (b) LSGP-Partitionierung

Abbildung 5.1: Grundversionen der Partitionierung

zugehérigen Rechenfelder fir ©F = ©° = (39). Fiir jede Iteration wird der Zeitpunkt
der Abarbeitung im jeweiligen Iterationspunkt angegeben.

Was sind die wesentlichen Unterschiede der beiden Grundversionen?

e Bei der LPGS-Partitionierung wird die Grofle des Rechenfeldes durch die Partiti-
onsmatrix @ festgelegt. Die Grofe des Rechenfeldes ist damit unabhiingig von der
GroBe des Iterationsraums Z. Fiir die LSGP-Partitionierung gibt es zwei Szenarios.
(1) Die Partitionsmatrix ©° ist konstant, so bestimmt die Grofie des Iterations-
raums Z die GroBe des Rechenfeldes. (2) Die Grofle des Rechenfeldes ist vorgegeben,
dann ist die Grofle der LS-Partitionen abhéngig von der Grofle des Iterationsraums

7.

e Die Grole der LS-Partition beeinflusst das Ein- und Ausgabeverhalten (kurz: E/A-
Verhalten) des Rechenfeldes und den Bedarf an lokalen Speicher in den Prozesso-
relementen. Dabei wird angenommen, dass jede Variable, die in einer Partition
bendtigt wird, nur einmal gelesen bzw. geschrieben wird. Werden Daten innerhalb
einer LS-Partition wiederverwendet, so miissen sie lokal gespeichert werden. Im
Allgemeinen fiihrt eine groBere LS-Partition zu einem niedrigeren Datentransfer
zwischen Rechenfeld und Umgebung. Dadurch steigt aber der Bedarf an lokalen
Speicher in den Prozessorelementen. Bei der LPGS-Partitionierung sind lokaler

Speicherbedarf als auch E/A-Verhalten je Prozessorelement unabhéingig von der
Grofle der LP-Partition.

5.1.2 Modifizierte Copartitionierung
Die modifizierte Copartitionierung ist eine zweistufige Partitionierung bei der ein LSGP-
partitionierter Raum nochmals LPGS-partitioniert wird, wie nachfolgende Gleichung

zeigt:

i = 9(i") = k5 + ©° (K,P + @Pap) 19, (5.3)
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Das resultierende Rechenfeld P wird durch die Partitionsmatrix ®” bestimmt. Fiir eine

oy . . Ko S P ~P t . K
Zuordnung der partitionierten Iterationen i* = (I{ K~ K ) des Iterationsraums Z
zu den Prozessorelementen p € P des Rechenfeldes P definieren wir eine Allokations-

funktion.

Definition 5.1 (Allokationsfunktion)
Die Zuordnung der partitionierten Iteration i* € 1" zu dem Prozessorelement p € P
erfolgt durch die Allokationsfunktion

Y|

p=1({)=I"1*=(0 T 0)<;’” ):r.rf’, T e N>, (5.4)

Die Dimension des Rechenfeldes ist durch den Parameter n" gegeben. Dieser ergibt sich
aus der Partitionsmatrix ©%:

no P_ P
[ Srsienr <1). wenn @7 B o)
L, sonst.

Fiir die Allokationsmatrix I' = (v, ;) miissen die folgenden Bedingungen erfiillt sein:

(1) i € {0, 1},

1, wenn 9% >1
J , mit 1 <j <n und

(2) Z?; YVig = {

0, wenn 19?2

(3) Y-y vij =1, mit 1 <i <n" bzw. RgT' = n".

Ist die Partitionsmatrix ©F = E, so wird die Allokationsmatrix definiert als T' =
(100 ...0).

Die Dimension des Rechenfeldes ergibt sich im Allgemeinen aus der Anzahl der Elemente
der Partitionsmatrix @7, deren Wert gréfler ’17 ist. Somit ist es moglich, dass ein Al-
gorithmus mit einem Iterationsraum Z C Z" auf ein Rechenfeld P ¢ N, mit n* < n,
abgebildet werden kann.

Eine Ausnahme bei der Ermittlung der Dimension des Rechenfeldes und der Allokati-
onsmatrix T bildet der Fall © = E. Dieser Fall fithrt zu einem Rechenfeld mit einem
Prozessorelement. Entsprechend der allgemeinen Definition (n® = Y7 sign(df — 1))
resultiert aus dieser Definition ein nulldimensionales Rechenfeld. Dieses Rechenfeld wol-
len wir kiinftig entsprechend (5.5) ebenfalls als eindimensionales Rechenfeld mit einem

Prozessorelement bezeichnen.

Die GrioBe 97 des Rechenfeldes kann nun mit der Gleichung

90 =T-97 9= (7 95 ... 9)) enN” (5.6)

ermittelt werden.
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Beispiel 5.2 (Allokation)
Ein Algorithmus soll auf ein Rechenfeld P der Grofe 9~ = (2) abgebildet werden.

Der Iterationsraum des Algorithmus ist dreidimensional. Er wird mit @7 = (égg)
partitioniert. Fiir die Abbildung p = (k") gilt:

00 1) ("
P 10 o)\

In jedem PE werden alle Iterationen einer LS-Partition sequenziell abgearbeitet. Die
Abarbeitung der LP-Partitionen erfolgt ebenfalls sequenziell. Die Festlegung der Abar-
beitungszeitpunkte wird in Abschnitt 5.2 vorgestellt. Durch die LSGP-Partitionierung
ist es moglich, das E/A-Verhalten bzw. den Bedarf an lokalen Speicher einzustellen.

Die modifizierte Copartitionierung eines Abhéngigkeitsvektors d(e) fithrt zu den parti-
tionierten Abhéngigkeitsvektoren

ds = (d®°,d2,,,d2, ) = (a7 df, df

11 9 Thi1,820 11,02 11,02 11,02

)" € D(e). (5.8)

Die Teilvektoren d s "

11,12

ren dgs und 8;?1; geben zusammen mit dem Ablaufplan, der in Abschnitt 5.2 vorgestellt

wird, Aufschluss iiber die Dauer der Speicherung einer Variable bis zu deren Verwendung.

repréasentieren hierbei Datenkanéle im Rechenfeld. Die Teilvekto-

Beispiel 5.3 (Modifizierte Copartitionierung eines Iterationsraums)
Abbildung 5.2 zeigt eine modifizierte Copartitionierung des Iterationsraums T = {i =
()10 < iy < 8 A0 < iy < 6} mit LS-Partitionen der Gréfe ©° = (39) und LP-
Partitionen der GroBe ©° = (29). Das resultierende Rechenfeld P ist linear und hat
2 PEs (n® = 1, p = p = Te” = (1 0)k"). Die Zeitpunkte der Abarbeitung der
Zuweisungen der Iterationen auf dem Rechenfeld sind in den Iterationspunkten der Ab-
bildung 5.2 angegeben.

In dem Iterationsraum T soll es einen Abhéngigkeitsvektor d = (1) geben. Mit den
oben genannten Partitionsgréfen erhalten wir sechs verschiedene partitionierte Abhén-
gigkeitsvektoren:

Aus den Teilvektoren dfl)f; der partitionierten Abhéngigkeitsvektoren df, ;, wird ersicht-
lich, dass es sowohl einen Datenkanal q; = (}) als auch q, = (') geben muss oder
es gibt einen bidirektionalen Kanal q € Q" zwischen den Prozessorelementen, wie in

Abbildung 5.2 dargestellt.

Zwei Sonderfille der modifizierten Copartitionierung ergeben sich durch ®° = E bzw.
©” = E. Diese sollen im Folgenden diskutiert werden.

63



KAPITEL 5. MEHRSTUFIGE MODIFIZIERTE COPARTITIONIERUNG

~P
Ry A

® O ©® 0@ @, @ @), —LS-Partition
® @ ©® ©@|l® @ '@ @‘/LP-Partition

® @ 1@ @|® 6 0 ® N

P ,,,,,, | e | _=_ _ = " == I
kY)Y | —m—m—m—/—
" e @ e 00 6o o ochebt
> | B 1 B :
Oio 011@© ©® © 06 & @ 6
0 1 =P
—+—— >
0 1 Ky
0 1 K

Abbildung 5.2: Modifizierte Copartitionierung mit ®° = (29) und @7 = (279)

Modifizierte Copartitionierung mit ®° = E: In diesem Fall entspricht die modifi-
zierte Copartitionierung der LPGS-Partitionierung, wie (5.9) bzw. (5.1) zeigt:

i=k’+E (nP + @PEP) = kP +OFR", k° =0. (5.9)

Diese Partitionierung fithrt zu einem Rechenfeld mit maximalen Lese- und Schrei-
bezugriffen je Prozessorelement und minimalen lokalen Speicherbedarf, denn die
Grofle der LS-Partition ist minimal.

Modifizierte Copartitionierung mit ®" = E: Mit einer solchen Partitionierung er-
halten wir ein "Rechenfeld’ mit nur einem Prozessorelement (det(©) = 1):

i=k5+O° (nPJrEEP) — x5+ O%R", kP =0. (5.10)

Durch die sequenzielle Abarbeitung der Iterationen in der LS-Partition als auch
der Partitionen selbst, ist es moglich, verschiedene Abarbeitungsreihenfolgen zu
wéhlen. Wie sich spéter zeigen wird, kann mit einer solchen modifizierten Copar-
titionierung eine Anpassung an den lokalen Speicher bzw. an die externe Speicher-
hierarchie vorgenommen werden.

5.1.3 Mehrstufige modifizierte Copartitionierung

Die mehrstufige modifizierte Copartitionierung (kurz: MMC) dient der Abbildung von
Algorithmen auf Rechenfelder, die auf mehreren Ebenen Parallelverarbeitung gestatten.
In Abbildung 5.3 ist ein Beispiel eines Rechenfeldes dargestellt, das in seinen Prozessor-
elementen wieder ein Rechenfeld enthélt und damit Parallelverarbeitung auf zwei Ebenen
ermoglicht.
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Die mehrstufige modifizierte Copartitionierung basiert darauf, dass ein copartitionierter
Iterationsraum stets wieder copartitioniert werden kann. Fiir eine p-fache Copartitionie-
rung gilt:

i=9(i") = M+ 0% (k" + 0" (k™ + 0% (k™ +. ..

el (nsp + % (nPP + @PPEPP)»)) + 9, (5.11)
D k—1 D
i=0(") =) (H (©%0") (k% + @5 kTt) ) [[ (@%e™)&™ +v9, (5.12)
k=1 =1 =1
wobei i* = (k%1 kP k% kP L kS kD //%P”)t ist.

Mit jeder Copartitionierungsstufe kann mittels der LS-Partition die sequenzielle Abarbei-
tung und mittels der LP-Partition der Grad der Parallelverarbeitung der Copartitionen
der vorherigen Copartitionierungsstufe verandert werden.

Andere Entwurfssysteme, wie zum Beispiel PARO | | partitionieren den Itera-
tionsraum erst mehrfach und fithren anschlieBend bei der Ort-Zeit-Abbildung (engl.:
space-time mapping) eine Allokation und Ablaufplanung durch. Hierbei wird streng zwi-
schen Algorithmentransformation und Abbildung auf die Zielarchitektur bzw. Entwurf
der Prozessorarchitektur unterschieden. Da die Algorithmentransformation mit dem Ziel
der Abbildung auf die Zielarchitektur bzw. des Entwurfs der Prozessorarchitektur statt-
findet, ist es konsequent, diese beiden Schritte mit der mehrstufigen modifizierten Co-
partitionierung zusammenzufassen.

Es wurde aus folgenden Griinden eine mehrstufige modifizierten Copartitionierung de-
finiert, statt einer mehrstufigen Partitionierung mit freiwdhlbarer LSGP- oder LPGS-
Partitionierung je Partitionierungsstufe:

(1) Es wird durch die wechselnde Anwendung der Partitionierungsgrundversionen im-
mer der duflere parallele bzw. sequenzielle Teil einer LSGP- bzw. LPGS-Partitio-
nierung durch die nachfolgende Partitionierung LPGS- bzw. LSGP-partitioniert,
deren innerer Teil gleichfalls parallel bzw. sequenziell abgearbeitet wird.

(2) Die mehrstufige modifizierte Copartitionierung gestattet eine systematische Be-
schreibung.

(3) Durch entsprechende Wahl der Partitionsmatrix @7 = E bzw. ©** = E kann
eine lokal parallele bzw. eine lokal sequenzielle Abarbeitung in jeder Copartitio-
nierungsstufe k£ vermieden werden. Die systematische Beschreibung bleibt dabei
erhalten.

(4) Der durch die mehrstufige modifizierte Copartitionierung entstandene Zusatzauf-

wand in der Beschreibung (z. B. k7 = 0,V&" € K bei @ = E) kann, wenn
notwendig, durch nachfolgende Transformationen wieder leicht beseitigt werden.
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Die Allokationsfunktion fiir die mehrstufige modifizierte Copartitionierung lautet nun:

0 0
0 0 P2
p=| . |=r)=0""=|_ . . . |1 .|, (613

T
)
(e}
(e}
e}
ﬂ
o
o o

p” 0000 ---0T1I”0 s

wobei p¥, 1 < k < p, das Rechenfeld auf der k-ten Copartitionierungsebene beschreibt.
Fiir die Allokationsmatrizen T'*, 1 < k < p, miissen die Bedingungen aus Definition 5.1
gelten.

Ein Abhéngigkeitsvektor d(e) = d aus dem Iterationsraum Z zerfillt in einem p-fach co-

partitionierten Iterationsraum in partitionierte Abhéngigkeitsvektoren df; ; € D"(e)
der Form:
~ ¢
K . S1 P So Py Sp Py Pp
di1 ----- i2p (dn ’dil,iz’ di17i27i3’ Tt ’dihiz ~~~~~ i2(p—1)’ di17i2 ~~~~~ 12p—1" dil ~~~~~ i2p) dil ----- iop )
. . P e .
Die Teilvektoren d;";,, ;= der k-ten Copartitionierungsstufe stellen einen Datenkanal

innerhalb dieser Copartitionierungsstufe dar. Die anderen Teilvektoren geben mit Hilfe
des Ablaufplans aus Abschnitt 5.2 Aufschluss iiber die Dauer der Speicherung einer
Variable bis zu deren Verwendung.

Beispiel 5.4 (Zweifach modifizierte Copartitionierung eines Iterationsraums)
Abbildung 5.3 zeigt eine zweistufige modifizierte Copartitionierung des Iterationsraums
T={i=(2)]0<i <8A0<iy<6} mit

e — (g ?) " — (3 ?) @% — <é g) und @5:(3 ?) (5.14)

Das resultierende lineare Rechenfeld P, C N' hat zwei PEs (©"), wobei in jedem
PE sich wieder ein lineares Rechenfeld P, C N' mit zwei PEs (©"") befindet. Fiir die
Allokationsmatrizen I'y und T'y gilt: Ty = T'y = (1 0). In Abbildung 5.3 sind in den
Iterationspunkten des Iterationsraums die Zeiten zur Abarbeitung der Zuweisungen der
Iteration angegeben.

Existiert in dem Iterationsraum Z wieder ein Abhéngigkeitsvektor d = (1), so erhalten
wir fiir die zweistufige Copartitionierung mit den oben angegebenen Parametern acht
partitionierte Abhangigkeitsvektoren df

11,82,93,04 "

df = ((10) () (D (D @) diaai=00) O) (%) ) ),

dg,lllz((_ol) ((1)), ((1)) (8) (8))ta d§,1,2,1:((_01) ((1)), (—02) (8) (?))t,
d§,211:((_01) (_01) (9 ) (8))t, d§,2,1,2:((_01) (—01) (9 (_01) ((1)))t,
doon=((3) () (%) () () dana=((7) () (%) () (D)
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Abbildung 5.3: Zweistufige modifizierte Copartitionierung

Diese fiihren zu jeweils einen bidirektionalen Datenkanal q = () € QP in jeder Copar-
titionierungsstufe. Das Rechenfeld in Abbildung 5.3 zeigt diese Kandile.

Nachfolgendes Beispiel zeigt einen zweistufig copartitionierten Iterationsraum, bei dem
in der ersten Copartitinierungsstufe die Partitionsmatrix @' = E und in der zweiten
Copartitinierungsstufe die Partitionsmatrix @2 = E gesetzt wurde. Somit haben wir in
der ersten Copartitinierungsstufe keine lokal sequenzielle Abarbeitung und in der zweiten
Copartitinierungsstufe keine lokal parallele Verarbeitung.

Beispiel 5.5

Der Iterationsraum 7 = {i = (Z;) |0 < i3 <8A0 < iy <6} aus Beispiel 5.4 wird in
diesem Beispiel ebenfalls zweistufig copartitioniert, wobei jeweils eine Partitionsmatrix
je Copartitionierungsstufe eine Einheitsmatrix ist:

0% — (é (1)) @Plz(g (1)) e% — ((1) g) und O — (é (1)) (5.15)

Abbildung 5.4 zeigt den in dieser Form partitionierten Iterationsraum Z und das zugeho-
rige Rechenfeld. In den Iterationen sind die Abarbeitungzeitpunkte fiir die Zuweisungen
der jeweiligen Iteration angegeben.

Durch die Partitionsmatrix ©°' = E erhalten wir in der ersten Copartitionierungsstu-
fe eine Parallelverarbeitung auf einem linearen Rechenfeld Py = {0,1} C N' mit zwei
PEs (®™). Eine Iokal sequenzielle Abarbeitung findet nicht statt. Durch die Coparti-
tionierung mit © = E findet in der zweiten Copartitionierungstufe keine Parallelver-
arbeitung P, = {0} C N' statt. Mittels der Partitionsmatrix ©%2 # B wird aber die
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Abbildung 5.4: Zweistufige modifizierte Copartitionierung mit ®%' = E und © = E

Abarbeitungsreihenfolge verédndert, wie in Abbildung 5.4 zu erkennen ist. Die Partitio-
nierungsgleichung lautet:

i = J(i") = K5+ O% (K-,Pl +en (»:52 + % (K‘,PQ +er ,?-,P))) (5.16)
0 E 0 E

Diese Gleichung kann aufgrund ©°' = ©2 = E und damit k°* = k™ = 0 zu
i=9(i") ="+ 0" (k% + 0% - K™) (5.17)

vereinfacht werden.

5.2 Ablaufplanung

Mit der modifizierte Copartitionierung wurde jeder Iteration i € Z ein Prozessorele-
ment p € P zugeordnet. Beziiglich des Abarbeitungsverhalten wurde bisher nur fest-
gelegt, welche Iterationen parallel und welche sequenziell verarbeitet werden sollen. Die
Ablaufplanung, d. h. die Zuordnung der partitionierten Iterationen zu Abarbeitungszeit-
punkten, ist Gegenstand dieses Abschnitts.

In dieser Arbeit betrachten wir nur lineare Ablaufpldne (engl.: linear schedules). Die-
se Pldne konnen bei Bedarf zu stiickweise linearen Ablaufpldnen (engl.: piecewise line-
ar schedules) erweitert werden. Dabei werden unterschiedliche lineare Ablaufplédne fiir
Teilrdume des Iterationsraums Z bzw. des partitionierten Iterationsraums Z" definiert

[ Il J

68



5.2. ABLAUFPLANUNG

In diesem Abschnitt werden zuerst die Methoden zur Beschreibung der Ablaufplans
vorgestellt. AnschlieBend werden diese an der einfachen und mehrstufigen modifizierten
Copartitionierung demonstriert.

5.2.1 Abfolgevektor a, Ablaufvektor 7 und Leerlaufverzogerung ¢

Die sequenzielle Abarbeitung der Elemente einer LS-Partition mit der GroBe ©° soll
mittels linearer Ablaufplanung (engl.: linear scheduling) erfolgen. Das heifit, die einer
Iteration k° zugeordnete Zeit ¢ wird bestimmt durch:

t=71-K° T 7" (5.18)

Der Ablaufvektor 7 (engl.: scheduling vector) ist ein Zeilenvektor. Die Elemente des
Vektors sollen so gewéhlt werden, dass eine liickenlose Abarbeitung der Elemente der
Partition gewéhrleistet ist. Die Anzahl der Zeitpunkte T zur Abarbeitung einer LS-
Partition ergibt sich aus der GroBe ©° der Partition mit T = det(©%).

Die Reihenfolge der Abarbeitung der Elemente der Partition wird durch den Ablauf-
vektor T festgelegt. Die lineare Ablaufplanung gestattet es nur, die zeitliche Abfolge
der Abarbeitung der Raumrichtungen innerhalb einer Partition festzulegen und die auf-
steigende oder absteigene Abarbeitung der Elemente jeder Raumrichtung vorzugeben.
Hierfiir wurde in | | der Abfolgevektor e (engl.: succession vector) eingefiihrt.

Definition 5.2 (Abfolgevektor o)

Der Vektor o € Z'*" legt die zeitliche Abfolge der n Raumrichtungen innerhalb einer
Partition (@ € Z"*") fest, wobei o, (1 < k < n) die k-te Raumrichtung spezifiziert.
Die erste Richtung ist gegeben durch o, und die letzte Richtung durch c,,. Die Richtung
der Abarbeitung der Partitionselemente einer Raumrichtung wird durch das Vorzeichen
von «,, angegeben. Bei positivem Vorzeichen erfolgt eine aufsteigende Abarbeitung und
bei negativen Vorzeichen ein absteigende Abarbeitung.

Beispiel 5.6 (Verschiedene Abfolgevektoren einer LS-Partition)

Die Iterationen k° = :}g der Partition ©®° = (49) sollen sequenzialisiert werden. Fs

gibt 8 Méglichkeiten der 2Abarbeitung:
ac{(l 2),(-1 2),(1 =2),(-1 -2)(2 1),(-2 1),(2 -1),(-2 -1)}.

Im Allgemeinen ergibt sich die Anzahl der moglichen Abfolgevektoren fiir eine Partiti-
on ©®° € Z™" durch N = n!-2". Wenn eine Partition aber in einer Raumrichtung nur
ein Element besitzt (1939 = 1), so gibt es fiir diese Richtung keine Auswahl der Abar-
beitung. Somit ergibt sich die effektive Anzahl an Abfolgevektoren durch: N = m! - 2™,

m =" sign(¥7 —1).
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Der Ablaufvektor 7 € Z'" fiir einen liickenlosen Ablauf lisst sich bei gegebener Parti-
tionsgroBe ©®° aus dem Abfolgevektor wie folgt bestimmen:

Tlay| = sign(a;) | 1915;” >1A5=1
T = { To,| = sign(ay) - [ ﬁim 19@” >1A1<j<n (5.19)
Tla,| =0 sonst.

Beispiel 5.7 (Bestimmung der Ablaufvektoren aus Abfolgevektoren)
Fiir die Abfolgevektoren o aus Beispiel 5.6 ergeben sich die folgenden Ablaufvektoren:

Te{(l 4,(-1 49,1 -4),(-1 =497 1),(=7 1),(7 -1),(=7 -1)}.

Nicht immer kénnen die Iterationen einer Partitionen liickenlos abgearbeitet werden. Aus
diesem Grund fithren wir die Leerlaufverzégerung ¢ € Z'*™ (engl.: idle offset) ein.

Definition 5.3 (Leerlaufverzégerung t¢)

Die Leerlaufverzogerung t; gibt fiir jede Abarbeitungsrichtung «; die Anzahl der Leer-

takte an, die nach einer Iteration bei Verdnderung des Iterators /{ﬁlv‘ eingefiigt werden.
J

Der Ablaufvektor 7 € Z'" fiir einen liickenhaften Ablauf wird nun wie folgt bestimmt:

Tla,| = sign(a;)(1 + 7) ﬁf;ﬂ >1A7=1,
T = { Tla,| = sign(ay) (Hijl(l +) 9+ %) 95 >1Al<j<n,  (520)
Tla;) = 0 sonst.

Der Nenner ¢ des Bruchs < dient der taktgenauen Verzégerung bei einem Iterationsin-
tervall A > 1. Das Iterationsintervall A wird im néchsten Abschnitt vorgestellt. In diesem
Abschnitt setzen wir den Nenner ¢ vorerst ¢ = 1.

Die Partitionsperiode T', welche die Abarbeitungsdauer aller Iterationen der Partition
beschreibt, ldsst sich durch
T {max?zl |7, - 97], wenn T #0,

5.21
1, sonst, ( )

bestimmen.

Beispiel 5.8 (Verschiedene Leerlaufverzégerungen in einer Partition)
Fiir den Abfolgevektor a = (1 2) aus Beispiel 5.6 sollen vier Leerlaufverzégerungen t
betrachtet werden. Der Wert fiir Nenner q betragt q = 1.

v, = (0 0) = m =(1 4) = Ty=4-7=28
L, =(1 0) = T, =(2 8) = Ty =8-7=56
v3=(0 1) = 3= (1 5) = Ty=5-7=235
vy =(1 1) = T,=(2 9) = T,=9-7=063

Mit Leerlaufverzogerung ¢, erhalten wir die liickenlose Abarbeitung, wie in Beispiel 5.7
bereits vorgestellt. Abbildung 5.5 zeigt die Abarbeitungszeiten fiir die Iterationen einer
Partition der GréBe ©®° = (49) mit den Leerlaufverzogerungen t,, 5 und ¢,.
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Abbildung 5.5: zeitlicher Ablauf bei verschiedenen Leerlaufverzogerungen

5.2.2 Verzbgerungsvektor 7°ff

Bei der gleichzeitigen Abarbeitung der Elemente der Partition ®% kann es zu zeitlichen
Konflikten aufgrund von Datenabhéngigkeiten zwischen den Elementen der Partition
kommen'. Um diese zu vermeiden, muss der Verzogerungsvektor 7°f eingefiihrt werden:

t = Toffs . K',P, Toffs — len. (522)

Dieser Verzogerungsvektor verursacht eine konstante zeitliche Verzogerung fiir die Abar-
beitung der Elemente der Partition.

Beispiel 5.9 (Verzégerungsvektor)

Im Beispiel 5.3 wurde eine modifizierte Copartitionierung mit ®° = (29) und @" =
(29) vorgestellt. In Abbildung 5.2 wurden in den Iterationen die Zeitpunkte der Abar-
beitung angegeben. Nun sein diese Abarbeitung aufgrund einer Datenabhédngigkeit mit
Abhéingigkeitsvektor d = () nicht méglich. Mit dem Verzdgerungsvektor T°% = (2 O)
kann aber der Beginn der Abarbeitung voni = (2) so verzégert werden, dass die Abarbei-
tung erst nach i = (}) beginnt. Abbildung 5.6 zeigt den copartitionierten Iterationsraum
mit dem verdnderten Ablaufplan.

5.2.3 Iterationsintervall und teilzuweisungsabhangige Verzégerung

Bisher wurde davon ausgegangen, dass alle Teilzuweisungen s; eines Algorithmus, die in
einer Iteration i € 7 existieren, gleichzeitig innerhalb einer Zeiteinheit ausgefiihrt werden.
Es soll nun fiir jede Teilzuweisung s; ein individueller Startzeitpunkt ¢, 5, € N festgelegt

'Eine Variable muss erst bestimmt sein, bevor sie verwendet werden kann.
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Abbildung 5.6: Modifizierte Copartitionierung mit Verzogerungsvektor 70 = (2 O)

werden, zu dem beziiglich des Iterationsintervalls A die Berechnung der Teilzuweisung s,
beginnt. Das teilzweisungsunabhingige Iterationsintervall A € N gibt den zeitlichen
Abstand der Berechnung der Teilzuweisung s; zweier zeitlich nacheinander folgender
[terationen an:

t=X-19-K%+ 104, to.s, € N. (5.23)

Durch diese Beschreibung ist es mdoglich, individuelle Latenzen [,,,) und Verzogerun-
gen op(s,) fiir die Operationen Fj, der Teilzuweisungen s;, verursacht durch die Funk-
tionseinheiten ym € M, zu berticksichtigen. Auch Funktionspipelining (¢os, > A) kann
damit realisiert werden. Das heifit, die Abarbeitung der Zuweisungen einer Iteration kann
mehrere Iterationsintervalle lang dauern, wobei in einem Iterationsintervall Zuweisungen
von verschiedenen Iterationen in einem Prozessorelement verarbeitet werden.

Beispiel 5.10 (Lokaler Ablaufplan)

Ein Algorithmus hat vier Zuweisungen Sy, . . ., S4 mit jeweils einer Teilzuweisung. Die vier
Operationen Fi,, ..., Fy, der Teilzuweisungen s, , ..., ss, sollen in zwei Funktionseinhei-
ten my und mo abgearbeitet werden, wobei s;, und ss, in der Funktionseinheit m; und
S9, und s4, in der Funktionseinheit my abgebildet werden. Die normierten Zeiten fiir die
Abarbeitung der Teilzuweisungen in den Funktionseinheiten sind:

lml(sll) = ll == 47 Oml(Sll) =01 = 47 lmg(sgl) = l2 == 37 Omg(sgl) = 0g = 37

lm1(331) =l3= 5, Omy(ss,) = 03 = 4, lm2(341) =l = 4, Oma(ss;) = 04 = 4

Abbildung 5.7 zeigt eine mégliche Realisierung zur Abarbeitung der Teilzuweisungen auf
den beiden Funktionseinheiten. Die im gleichen Grauton gezeichneten Felder stellen die
Latenzen der Teilzuweisungen einer Iteration dar. Die zwischen den hellgrau gezeich-
neten (Teil-)Zuweisungen bestehenden Datenabhéingigkeiten wurden eingezeichnet. Das
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~+Y

Abbildung 5.7: Iterationsintervall A und teilzuweisungsabhéngige Verzogerung t s,

Iterationsintervall hat die Linge A = 8. Die teilzuweisungsabhdngigen Verzégerungen
lauten:

t07811 - O’ t07521 = 07 tO,SBl B 4a t07841 = 11.

Die Berechnung der Teilzuweisung s4, erfolgt nicht im aktuellen Iterationsintervall, son-
dern erst im nachfolgenden (to s, > A). Der Startzeitpunkt fiir Teilzuweisung sz, ist zwar
im aktuellen Iterationsintervall (ty s, < A), doch die Berechnung ist erst im nachfolgen-
den Iterationsintervall beendet (1o, + 13 > A). Wére kein Funktionspipelining méglich,
so betrdge das minimale Iterationsintervall Ay, = 11 + I3 + 14, = 13.

Besitzt eine Zuweisung s mehrere Teilzuweisungen s;, so ist es grundsétzlich moéglich, dass
die Bestimmung der Funktionen Fj, einer Zuweisung s in unterschiedlichen Modulen m €
M erfolgt oder zu verschiedenen Zeitpunkten to,, + [y (,) abgeschlossen ist. Deshalb
fithren wir die Zeit

tU,s = 12%}]{_‘8 tO,st + lm(st)a (524)
ein, welche den frithesten Zeitpunkt der Verfiigharkeit der Variable yg[i] beziiglich des
Iterationsintervalls A angibt. Eine Abarbeitung der Teilzuweisung s';, welche die Varia-

ble y,li] in der gleichen Iteration benétigt, kann also friihestens ¢ = t,s beginnen.
Abbildung 5.8 illustriert das.

In Abbildung 5.8 ist die Latenz [, immer kleiner als die Verzogerung ops,). Man
beachte, dass die Teilzuweisungen s; und s, scheinbar das gleiche Modul m; zur gleichen
Zeit benutzen. Da die Iterationsrdume der beiden Teilzuweisungen disjunkt sind, wird
aber abhéngig von der Iteration nur eine der beiden Teilzuweisungen abgearbeitet.

Bei der Bestimmung des Iterationsintervall A, der teilzuweisungsabhingigen Verzogerun-
gen tg 5, und der Zuordnung der Teilzuweisungen ist darauf zu achten, dass die Kausali-
tatsbedingung und die Ressourcenbeschrinkung eingehalten wird. Mit der Kausalitéts-
bedingung wird sichergestellt, dass keine Variable verwendet wird bevor sie berechnet
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Abbildung 5.8: Iterationsintervall A mit Zuweisung s mit mehreren Teilzuweisungen s;

wurde und die Ressourcenbeschrinkung gewéhrleistet, dass nicht mehrere Teilzuweisun-
gen gleichzeitig in einem Modul abgearbeitet werden. Die Kausalitédtsbeschrankung wird
noch einmal ausfiihrlich in Abschnitt 5.2.6 vorgestellt.

5.2.4 Ablaufplanung fiir modifizierte Copartitionierung

Fiir einen copartitionierten Iterationsraum Z* lautet die Ablaufplanung wie folgt:

t = t(i’i, St) = 755 4 tO,sta (525)
wrS

= ()\ S ST W A ?P) (fﬁ) +to,s;5 (5.26)

= )\(TS . I{S + TS ° ?P * I/EIP) + TOHS ° K:P + tO,Stﬂ (527)

wobei T die Partitionsperiode der LS-Partition ist.

Es erfolgt eine seqenzielle Abarbeitung sowohl innerhalb der LS-Partition, gegeben durch
©%, als auch der LP-Partitionen selber. Fiir die Bestimmung des Ablaufvektors 75 kann
die in (5.20) présentierte Methode genutzt werden, wobei fiir eine taktgenaue Leerlauf-
verzogerung ¢ der Nenner ¢° = A sein muss. Fiir die Ermittlung von 7 muss erst die

P ~P
Hilfsmatrix ® = diag(d¥ ) € N"*" bestimmt werden:

P ~P ~ ~ -
© =diag(¥ ), I = max I{fj —ry
Vil Ryek

J+L 9P eNt, 1<j<n (5.28)

Diese Matrix beschreibt die Gréfle eines Hyperquaders, der den Raum K einschlieBt. Mit
der Matrix ép lisst sich nun der Ablaufvektor 7 entsprechend (5.20) ermitteln. Fiir
eine taktgenaue Leerlaufverzogerung ¢° muss der Devisor §¥ = A - T sein. Die duBere
sequenzielle Abarbeitung 77 - 87 wird um die Abarbeitungsdauer 7 aller Iterationen
der LS-Partition gestreckt, um die gewiinschte sequenzielle Abarbeitung zu erhalten. Die
Ermittlung der Partitionsperiode T erfolgt mit (5.21).

Alle seqenziellen Abarbeitungszeitpunkte werden um das Iterationsintervall A\ gedehnt,
um zusammen mit der zuweisungsabhéngigen Verzogerung ¢, einen zuweisungs- und
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ressourcenabhéngigen Ablaufplan innerhalb des Iterationsintervalls beschreiben zu kon-
nen.

Abschlieend enthélt (5.25) noch die Verzogerung 7°% - k¥ mit der Datenabhiingigkeits-
konflikte innerhalb der LP-Partition vermieden werden koénnen.

Beispiel 5.11 (Ablaufplan fiir copartitionierten Iterationsraum)

Fiir die im Beispiel 5.9 angegebene modifizierte Copartitionierung (©° = (29) und
©" = (39)) des Iterationsraums T = {i = (1) |0 <4 < 8 A0 < iy < 6} mit dem
Verzogerungsvektor k°® = (2 O) und der in Abbildung 5.6 angegebenen Abarbeitungs-
reihenfolge soll der Ablaufplan angegeben werden.

Die Abfolgevektoren und die Leerlaufverzégerungen fiir die Elemente der LS-Partition
und die LP-Partitionen lauten:

a’=(1 2), =0, a"=(1 2), " =o0.
Mit der Partitionsgréffe ©° = (29) ergibt sich der Ablaufvektor 75 = (1 2). Der
Ablaufvektor 7° hat die GroBe 75 = (1 2) unter Verwendung der Hilfsmatrix e =
(55)-
Werden in jeder Iteration i € I die vier Zuweisungen si,...,S4 entsprechend der in

Beispiel 5.10 préasentierten lokalen Abarbeitung berechnet, so ergibt sich der folgende
Ablaufplan:

t(i“,st):8<(1 2) k5 +4(1 2) EP)+8~(2 0) k" +tos,, (5.29)
t(i"s) = (8 16 16 0 32 64)-i" +tgy, (5.30)

wobei das Iterationsintervall die Lidnge A = 8 hat und die teilzuweisungsabhidngigen
Verzégerungen ty s, die in Beispiel 5.10 angegebenen Werte haben.

5.2.5 Ablaufplanung fiir mehrstufige modifizierte Copartitionierung

Fiir den allgemeinen Fall eines p-fach mehrstufig copartitionierten Iterationsraums Z*
gilt:

t=1t(1"s)=7T"-1"+ 1o, (5.31)

— S ffs, 1 1 S S ffs,2
= ()\.T 1’ TO S, , )\.Hl::[(T l)T 2’ TO S, ,

AN TS rs, rofsr, )\.Hf:1<TSl)7A_Pp> S 4+t (5.32)
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k—1
=1

k=1 \l=1

p
Z oIk &P 4o, (5.33)
k=1

Die Ablaufvektoren 7 der LS-Partitionen ©®°F, 1 < k < p lassen sich mit (5.20) ermit-
teln, wobei fiir die Devisoren ¢ = \ - H;:ll T3 gilt. Fiir eine hierarchisch sequenzielle
Abarbeitung miissen die Zeitpunkte der k-ten LS-Partition mit der Abarbeitungsdauer

der 1-ten bis (k — 1)-ten LS-Partition ([J}' 7!) multipliziert werden.

Der Ablaufvektor 7% kann mit Hilfe der Matrix (:)Pp, welche entsprechend (5.28) be-
stimmt wird, berechnet werden. Fiir den Devisor g7 gilt g» = X - [[/_, 7. Die Zeit-
punkte der duferen sequenziellen Abarbeitung miissen mit den Abarbeitungsdauern 7%
aller p LS-Partitionen multiplizert werden.

Fiir einen zuweisungs- und ressourcenabhéngigen Ablaufplan werden, wie bei der einfa-
chen modifizierten Copartitionierung, alle sequenziellen Abarbeitungszeitpunkte um das
Iterationsintervall A gestreckt und die zuweisungsabhéngigen Verzégerungen t, s hinzu-
gefiigt.

offs,k | . P

Abschlieflend existiert fiir jede LP-Partition eine Verzogerung 7 K

Beispiel 5.12 (Ablaufplan fiir mehrstufig copartitionierten Iterationsraum)
Fiir den in Beispiel 5.4 vorgestellten zweistufig copartitionierten Iterationsraum Z* soll
ein Ablaufplan erstellt werden. In dem Iterationsraum soll zusétzlich ein Abhéngigkeits-
vektor d = () existieren, welcher die gleichzeitige Abarbeitung der Iterationen einer
Zeile des Iterationsraums verbietet.

Fiir die LS-Partitionen wurden die Abfolgevektoren o' = (1 2) und o? = (2 1)
festgelegt. Mit den Partitionierungsmatrizen ©°' und ©°? aus Beispiel 5.4 und den
Leerlaufverzogerungen 5 = %2 = ¢™» = 0 erhalten wir die Ablaufvektoren 75 =
(1 O) und %2 = (O 1), sowie die Partitionsperioden T°" = 2 und T°* = 3. Der

Abfolgevektor fiir die Partitionen R™? betrigt &> = (1 2). Unter Zuhilfenahme der
Hilfsmatrix © * = (49) erhalten wir den Ablaufvektor 75 = (0 1).

Da in dem Iterationsraum eine Datenabhéngigkeit d = () vorhanden ist, miissen ent-

gegen dem Beispiel 5.4 die Iterationen mit k™ = (}) jeweils um zwei Zeiteinheiten und
die Iterationen mit k™ = () jeweils um vier Zeiteinheiten verzégert werden. Die dafiir
notwendigen Verzdgerungsvektoren lauten T°%! = (2 O) bzw. T2 = (4 O).

Abbildung 5.9 zeigt den bisher beschriebenen Ablaufplan. Die in den Iterationen an-
gegebenen Werte sind die Startzeitpunkte fiir die Abarbeitung dieser Iteration. Zwei
Abhangigkeitsvektoren d wurden examplarisch in die Abbildung eingezeichntet, welche
die oben angegebenen Verzégerungsvektoren notwendig machen.

Soll in jeder Iteration der lokale Ablaufplan entsprechend Beispiel 5.10 realisiert werden,
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Abbildung 5.9: Ablaufplan fiir zweistufig modifizierte Copartitionierung

so lautet der gesamte Ablaufplan:

His) =8 (1 0) k% +2(0 1) +2:3(0 1)&")+
8-(2 0)k™+8-(4 0)Kk™ +to,, (5.34)
=(8 0 16 0 0 16 32 0 0 48)-i"+tys, (5.35)

wobei das Iterationsintervall A\ = 8 ist und die teilzuweisungsabhingigen Verzogerungen
to,s, die in diesem Beispiel angegebenen Werte besitzen.

5.2.6 Kausalitatsbedingung

Bereits bei der Vorstellung des Verzogerungsvektors 7°% wurde erwihnt, dass die Abhén-
gigkeitsvektoren d(e), e € £ eines Algorithmus die Ablaufplanung fiir diesen Algorithmus
beschrinken konnen. Diese Einschrénkung ist unter der Bezeichnung Kausalitdtsbedin-
gung bekannt. Sie besagt im Allgemeinen, dass eine Variable y;[.] erst verwendet werden
kann, wenn sie vorher berechnet worden ist.

Definition 5.4 (Kausalitidtsbedingung)

Alle Teilzuweisungen s, der Zuweisung s’ der Iteration i, miissen zeitlich vor der Teilzu-
weisung s; in Iteration is ausgefiihrt werden, wenn ein Abhéngigkeitsvektor d(e) = is—i,
fiir die Datenabhéngigkeit e, mit o(e) = s’ und 6(e) = s; existiert.

Bei einem mehrstufig copartitionierten Algorithmus kénnen wir fiir jede Teilzuweisung s;
den Startzeitpunkt der Abarbeitung dieser Teilzuweisung mittels des Ablaufplans ¢(i”, s;)
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bestimmen. Da der Ablaufplan t(i", s;) eine lineare Funktion ist und die Datenabhéng-
igkeiten e € £% des mehrstufig copartitionierten Algorithmus konstante Abhéngigkeits-
vektoren d(e®) besitzen, muss zur Erfilllung der Kausalitdtsbedingung fiir alle Abhén-
gigkeitsvektor d(e”), e" € £" des mehrstufig copartitionierten Algorithmus gelten:

T"d"(e") + to,s(er) — too(en) = 0, (5.36)
T + o) — 1<t (too(erye + bn(otery)) = 0, (5.37)
TK (ig — ig) —+ t(],(g(er@) — max (tO o(er)e —+ lm(o er)e ) Z O, (538)
1<t<T, o(eh)
kif K i K K > .
71§ + to,5(e%) 1§%1%§eﬁ)(7' iy 4+ t0.0(er) T lm(o(er),) ) >0, (5.39)
t(i5,6(e") — max (¢, 0(€%)s) + ln(o(er))) =0, (5.40)

1<t<Ty (o)
wobei I (s (e),) die Latenz fiir die Ausfiihrung der Funktion F, ), in Funktionseinheit m
ist.

Damit kann der minimale zeitliche Abstand zwischen der Erzeugung einer Variable und
der Nutzung dieser Variable bei einem Datenabhéngigkeit e® und dem daraus resultie-
renden Abhéngigkeitsvektors d”(e") wie folgt bestimmt werden:

f}A (dli<eli), 6”) = ’Tndli<€ﬁ) + t076(el€) — tvﬂ(ex), (5.41)

wobei 1y s(er) = maxi<;<7, () (to a(ex)e T lm(a(en), ) der fritheste Zeitpunkt der Verfiigbar-
keit der Variable y,(x[.] beziiglich des Iteratlonsmtervalls A ist.
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Kapitel 6

Teilwortparallelisierung

In diesem Kapitel wird die Transformation eines Algorithmus mit Einzeldatenoperatio-
nen zu einem ein-/ausgabedquivalenten Algorithmus mit teilwortparallelen Operationen
(kurz: TWP-Operationen) beschrieben. Dabei leiten wir die TWP-Operationen fur die
Berechnung der Daten und fiir das notwendige Umsortieren der Daten her. Diese Trans-
formation bezeichnen wir als Teilwortparallelisierung. Abbildung 6.1 illustriert diesen
Prozess.

Abbildung 6.1: Teilwortparallelisierung

Ausgangsalgorithmus der Teilwortparallelisierung ist ein UItA, wie er im Kapitel 3 be-
schrieben wurde. Hierbei sind die Variablen y;[.] Einzeldaten und die Funktionen F§ sind
Einzeldatenoperationen. Fiir eine Abbildung des Algorithmus auf einem Rechenfeld mit
Teilwortparallelitéit in den Funktionseinheiten, siehe Kapitel 2, muss der Ausgangsalgo-
rithmus in einen UItA umgewandelt werden, dessen Variablen y [.] Datenworter voller
Breite (kurz: DvB) sind und dessen Funktionen dieses DvBs als Ein- und Ausgabeva-
riablen haben. Die Teilworter der DvBs sind hierbei die Einzeldaten y,[.] des Ausgangs-
algorithmus. Die Funktionen auf Basis von DvBs bezeichnen wir als teilwortparallele
Operationen (kurz: TWP-Operationen).

Die Teilworter der DvBs miissen teilweise vor TWP-Operationen umsortiert werden, um
die gewiinschte TWP-Operation ausfithren zu koénnen. Die fiir das Umsortieren notwen-
digen Operationen werden als Packoperationen bezeichnet. Die Entstehung der Packope-
rationen bei der Teilwortparallelisierung und die Funktionen dieser Operationen werden
in diesem Kapitel ebenfalls hergeleitet.

Fiir unsere Transformation betrachten wir die Berechnungen der Teilworter in den Funk-
tionseinheiten, sieche Abbildung 2.3 auf Seite 10, als Berechnungen von Einzeldaten in
Prozessorelementen eines Rechenfeldes. Diese Herangehensweise erlaubt es uns, einen
neuen Ansatz fiir die Ausnutzung von Teilwortparallelitéit zu verwenden, indem wir die
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Abbildung 6.2: Packen von Teilwortern in einem Datenwort voller Breite

Methoden des Rechenfeldentwurfs, siehe Kapitel 4 und 5, nutzen. Diese Methoden miis-
sen aber an die Beschrankungen der Teilwortparallelitdt angepasst werden.

Ausgangspunkt der Teilwortparallelisierung ist eine einstufige modifizierte Copartitionie-
rung, wie in Abschnitt 5.1.2 beschrieben. Mittels der Partitionierungsmatrizen ©° und
©F sollen den B Teilwortern der Funktionseinheit B Einzeldaten y,[i] des Algorithmus
zugeordnet werden, welche parallel verarbeitet werden konnen. Dazu interpretieren wir
die parallele Berechnung der B Teilworter in der Funktionseinheit als parallele Berech-
nung von Einzeldaten in einem linearen Rechenfeld mit B Prozessorelementen. Somit
muss fiir die LP-Partition ®” = diag(9") gelten:

N7 >1  und  det(©F)

B. (6.1)

Folglich ist die Allokationsmatrix I' entsprechend der Definition 5.1 eine einzeilige Matrix

Damlt die Einzeldaten y[i] des Ausgangsalgorithmus, welche in der Raumrichtung j
benachbart sind, auch direkt nebeneinander in der Funktionseinheit verarbeitet werden,
hat die LS-Partition der modifizierten Copartition immer die GréBe det(©) = 1 =
©° = E. Diese Vorgabe gewihrleistet auch ein effizientes Zusammenfassen der Teilworter
in DvBs, wie sich spéter zeigen wird.

Weiterhin muss bei der Ablaufplanung fiir den Verzogerungsvektor 7%

Abschnitt 5.2.2, gelten:

, vorgestellt in

o = 0. (6.2)

Diese Bedingung stellt sicher, dass die in einer LP-Partition 8" enthaltenen Operatio-
nen gleichzeitig ausgefiihrt werden und somit durch TWP-Operationen ersetzt werden
konnen.

Abbildung 6.2 illustriert die Notwendigkeit der beiden Bedingungen ©° = E und 7°® =
0. Der Algorithmus wurde jeweils mit @ = (29) partitioniert, was zu einer Parallelver-
arbeitung mit zwei Teilwortern (B = 2) fithrt. In Bild 6.2(a) sind die Beschrénkungen fiir
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die LS-Partition und den Offsetvektor eingehalten, wihrend in 6.2(b) die LS-Partition
die GroBe ®° = (29) hat und in 6.2(c) der Offsetvektor 70 = (1) gesetzt wurde.
Die Abarbeitungszeitpunkte der Iterationen, welche in den jeweiligen Iterationspunk-
ten angegeben sind, zeigen nun, dass nur bei Abbildung 6.2(a) die horizontal paarweise
benachbarten Iterationen gleichzeitig ausgefiihrt werden.

Wenn die Zuweisungen der Iterationen einer Partition gleichzeitig abgearbeitet werden,
so gilt 771" = 0. Existiert zwischen zwei Iterationen einer Partition eine Datenabhéngig-
keit e, so kann nur mittels der teilzuweisungsabhingigen Verzogerungen ty 5, die Kausali-
tiatsbedingung erfiillt werden. Ist nun aber die Quelle o(e) = s und die Senke d(e) = s; der
Datenabhéngigkeit die gleiche Zuweisung s, so kann die Kausalitatsbedingung im Allge-
meinen nicht mehr erfiillt werden. Eine Ausnahme bilden die Propagierungszuweisungen,
deren Transformation in den Abschnitten 6.4.2 (interne Propagierungszuweisungen) und
6.5.4 (Eingabe- und Propagierungszuweisungen) vorgestellt wird.

Die Partitionsmatrix ©F ist somit so zu wihlen, dass fiir alle Abhéngigkeitsvektoren d(e),
e € £ mit o(e) = s und §(e) = s, wobei die Zuweisung s eine Berechnungszuweisung
ist, gilt: |d(e)| # k- T%, 1 < k < B.

Basierend auf den vorgestellten Beschrankungen fiir die Copartitionierung wird im nach-
folgenden Abschnitt ein Datenwort voller Breite definiert, welches die Daten y,[i] einer
Copartition enthélt. In den Abschnitten 6.2 und 6.3 wird die Entstehung von Packopera-
tionen durch den Zerfall der Abhangigkeitsvektoren des Algorithmus und aufgrund der
Partitionierung von Zuweisungen mit mehreren Teilzuweisungen vorgestellt. Anschlie-
Bend erfolgt in den Abschnitten 6.4 und 6.5 die Transformation der internen Zuweisun-
gen und der Ein- und Ausgabezuweisungen des Algorithmus. Bei der Transformation der
Ein- und Ausgabezuweisungen kénnen durch das Lesen der Daten aus dem Speicher oder
durch das Schreiben der Daten in den Speicher wiederum zusétzliche Packoperationen
entstehen.

Ausgehend von den Packoperationen, welche bei die Teilwortparallelisierung eines UItA
entstehen, werden in Abschnitt 6.6 Packbefehle hergeleitet, welche die benétigten Pack-
operationen realisieren kénnen.

Abschlielend findet eine Einordnung der vorgestellten Algorithmentransformation be-
ziiglich bekannter Methoden der Teilwortparallelisierung statt.

6.1 Datenwort voller Breite (DvB)

Ein Datenwort voller Breite soll als Vektor der Lange B definiert werden. Die Beschrei-
bung eines DvBs erfolgt unter Verwendung einer einstufigen Copartitionierung mit Ver-
schiebungsvektor 1, sieche Abschnitt 5.1.2.

Definition 6.1 (Datenwort voller Breite (DvB))
Ein Datenwort voller Breite (DvB) y[&R",0,] ist ein Vektor der Linge B. Die Elemen-

te (Teilworter) y[b,R”,9,] des DvBs y[R",0,] sind Instanzen der Variablen yli]. Die
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Zuordnung der Teilwérter y[b, k", 9,] = yl[i] zu einem DvB erfolgt iiber eine Copar-
titionierung mit den Bedingungen: det(©%) = B, 3P > 1 und 0 < 9, < B. Die
Teilwérter y[b, ", 19,] sind wie folgt im DvB angeordnet:

y[[?,P’ﬂO] = (y[ovapaﬂO]a y[lvapvﬁO]v R y[B - 172P7190])t7 (63)

wobei gilt: y[b,R",0,] = y[b- T + OFR + 9, - T'] = y[i].

Die Allokationsmatrix T' hat entsprechend der Vorgaben fiir die Partitionsmatrix @7 die
GréBe 1 x n. Sie besitzt ein Nicht-Null-Element ~, ; = 1, welches sich an der Position j
befindet, an der ﬁﬁj =B >1 ist.

Beispiel 6.1 (Datenwort voller Breite)
Die Variablen y[i] mit i = (i) € Z sollen zu DvBs y[R",9,) mit B = 4 Teilwortern

12

gepackt werden. Fiir die Partitionsmatrix @ kann @1 = (49) oder ©F = (}9) gewhlt
werden. Die zugehorigen Allokationsmatrizen T' lauten I'y = (1 O) und I'y = (0 1).
Die Verschiebung ¥, kann die Werte 0, 1, 2 oder 3 annehmen.
Wird die Partitionsmatrix ©1 = (49) und die Verschiebung 9, = 1 gewéhlt, so erhal-
ten wir die DvBs y[r",1] = (y[(), rE 1y, RY 1), y[2, RV, 1], y[3, R, 1])t. Die Teilwér-
ter y[b, K", 1] kénnen mittels i = (&) + (49)& + (}) eineindeutig den Variablen yli]
zugeordnet werden. So erhalten wir fiir die Iteration R = (2) das DvB y[(2),1] =

¢
I,y ]y [ ]y [R])
Bei Wahl der Partitionsmatrix ©3 = (}9) und der Verschiebung 9, = 1 ergibt sich wie-
der das DvBs y[R",1] = (y[0, rY 1)y, R 1), y[2, 8T 1], y[3, R, 1])t. Die Zuordnung
der Teilworter y[b, R, 1] zu den Variablen y[i] lautet nun aberi= (9)+(}9)&+(?). Fiir

die Tteration R* = (2) erhalten wir nun das DvB y[(2),1] = (y[2],v[2],v[2],vy[2])"

Durch die beschriebene Copartitionierung entsteht aus dem Iterationsraum Z = {i| A-i >
ap} der Variablen yli] der partitionierte Iterationsraum

v = (i”" = ()] (2 8))(h)= (ao—%éo)) -k ok (6.4)

der Teilworter y[b, R, 9,]. Fiir die Partitionsteilriume K’ und K gilt:
Kl={b|0<b< B} und I%zFl\;[E(I"‘).
Durch Fourier-Motzkin-Elimination der Variabe b aus dem Ungleichungssystem 6.4 er-

halten wir den Partitionsraum K = FME, (Z%). Dieser Raum ist der Definitionsbereich
bzw. der Iterationsraum fiir die DvBs y[&R", 9.

Beispiel 6.2 (Iterationsraum der DvBs)
Der Tterationsraum T der Iterationen i € Z der Variable y[i] aus Beispiel 6.1 betrage

r-{i— 1 (41)- = ()} (05)
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Bei der Wahl der Partitionsmatrix ®F = (49) und der Verschiebung 9, = 1 erhalten
wir den folgenden partitionierten Iterationsraum Z":

b —03
: (Ef) > 9 : (6.6)
RrE —~13

Somit ergibt sich durch die Fourier-Motzkin-Elimination der Iterationsraum K fiir die
DvBs y[r", 1]:

coren == (01 (G @)= ()

Fiir die weitere Arbeit ist es notwendig, verschiedene Arten von DvBs zu unterscheiden.
Es gibt Berechnungs-DuvBs, welche fiir die teilwortparallele Verarbeitung benotigt wer-
den und es gibt Speicher-DvBs, welche zur Beschreibung der Ein- und Ausgabe-DvBs
im Speicher beno6tigt werden. Diese beiden Arten mit deren Eigenschaften werden im
Abschitt 6.1.1 vorgestellt.

Ob ein Teilwort y[b, ", 9,] in einem DvB y[R" 19,] definiert ist, ist im Allgemeinen
abhingig vom DvB y[&R", ¥,]. Im Abschnitt 6.1.2 werden die Iterationen & ermittelt, in
welchen die DvBs vollstéindig sind oder in denen nur die unteren, mittleren oder oberen
Teilworter giiltig sind, d. h. in dem die zugehorigen Iterationen i im Iterationsraum Z
definiert sind.

6.1.1 Berechnungs- und Speicher-DvBs

Bei der Teilwortparallelisierung muss zwischen Berechnungs- und Speicher-DvBs unter-
schieden werden. Berechnungs-DvBs dienen der Beschreibung von internen Variablen,
welche vorrangig fiir die Datenverarbeitung genutzt werden. Die Speicher-DvBs sind
Ein- und Ausgabedaten, die vor oder nach der Verarbeitung des Algorithmus im Spei-
cher liegen.

Berechnungs-DvBs
Berechnungs-DvBs y [R",0] = y,[R"] erhalten wir durch die Copartitionierung des Ite-
rationsraums Z, der internen Variablen mit ®° = E, det(®”) = B und 3! ﬁf ; > 1. Die
Verschiebung 9, betrégt bei Berechnungs-DvBs immer 9, = 0.

Durch die Partitionierung eines Iterationsraums Z; einer Zuweisung s oder eines Itera-
tionsraums Z,, einer Teilzuweisung s, konnen DvBs y [&'], 8" € K, oder " € K,,
entstehen, in denen einige Teilworter y;b, rY, 0] = yslb, f?,P] undefiniert sind, da die zu-
gehorige Iterationen i auflerhalb des Iterationsraums Z; bzw. Z, liegen. Ein solches DvB
bezeichnen wir als unvollstéindiges DvB.
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Besteht das unvollstéandige DvB aus internen und undefinierten Daten, so kann mit
diesem DvB so gerechnet werden, als ob das DvB vollstindig wére. Die undefinierten
Teilworter in den unvollstdndigen DvBs haben keinen Einfluss auf das Ergebnis des
Algorithmus, wenn der Ausgangsalgorithmus exakt formuliert wurde. Es ist aber zu
beachten, dass der Speicherbedarf B - |IC,] fiir die Daten in Form von DvBs gréfier sein
kann als der Speicherbedarf |Z| < B - |I/C\s| in Form von Einzeldaten.

Speicher-DvBs

Die Speicher-DvBs vy, [&",9)] werden durch die Partitionierung des Indexraums Z™
der globalen Variablen y,,[i*] bestimmt. Hierzu verwenden wir die Datenausrichtungs-
matrix I'Y | siche Definition 2.1. Mit dieser Matrix bestimmen wir die Partitionsmatrix
©F = @ mit det(®") = B unter der Annahme, dass die Allokationsmatrix T' = T'™
ist. Die LS-Partition hat die GréBe ©° = E.

Mit Hilfe der Verschiebung 9, = 9}! kann festgelegt werden, ob nur ausgerichtete Spei-
cherzugriffe! (9} = 0) oder auch unausgerichtete Speicherzugriffe (1 < 9)! < B) moglich
sind. Das heifit, abhéngig von der Speicherarchitektur muss der Wertebereich fiir die Ver-
schiebung 9}/ festgelegt werden, um fiir einen Algorithmus vorzugeben, ob dessen Daten
als DvBs gepackt ausgerichtet oder unausgerichtet gelesen oder geschrieben werden kon-
nen.

Beispiel 6.3 (Ein- und Ausgabe-DvBs bei der Matrixmultiplikation)

Bei der Matrixmultiplikation C = A - B gibt es zwei Eingabevariablen a [;] und b H],
sowie eine Ausgabevariable c|}]. Die Indexrdume der Variablen sind zweidimensional.
Die Variablen sind immer zeilenweise T = T\ = M = 1M = (1 0) im Speicher

hinterlegt. Somit gilt fiir alle Variablen " = (B 9) wobei wir fiir B = 4 annehmen.

Erlaubt die Speicherarchitektur nun nur ausgerichtete Speicherzugriffe, so erhalten wir
fiir die Variable a[.] die folgenden Speicher-DvBs der Form:

alf™, 0] = (a [°+FA] a [”%IRIM] G [B—lijﬁff]) . (6.8)

Ka

Ist zum Beispiel R" = (8), so folgt: a[3] = (a[2],a[B],a[¥],a[¥]).

Bei unausgerichteten Speicherzugriffen kann zusétzlich noch eine Verschiebung 9" rea-
lisiert werden. Somit sind Speicher-DvBs der Form

~M oM 0+B-rM +9)1 1+B-rRM +9)! B—1+B-RM +9)!
a0 ] = (a [ v ,a v e, oY . (6.9)

méglich. Ist zum Beispiel 9 = 1 und &Y = (2), so erhalten wir das DvB: a[(3),1] =
(@[¥],al¥],a[¥],alF)).

In der gleichen Form wie fiir die Variablen a[.| kénnen auch fiir die Variablen b.] und c[.]
die Speicher-DvBs definiert werden.

Lsieche Abschnitt 2.4.
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Durch die Partitionierung des Indexraums der globalen Variablen kénnen unvollstédndi-
ge DvBs entstehen. Hierbei muss zwischen Eingabe- und Ausgabe-DvBs unterschieden
werden. Ist das unvollsténdige DvB ein Eingabe-DvB, so muss sichergestellt sein, dass
das unvollstindige DvB gelesen werden kann, ohne einen Speicherzugriffsfehler zu verur-
sachen. Das heifit, das DvB muss eine giiltige Speicheradresse besitzen. Im Algorithmus
kann mit den unvollstindigen Eingabe-DvBs genauso umgegangen werden, wie mit den
unvollstédndigen Berechnungs-DvBs.

Wie beim unvollstdndigen Eingabe-DvB muss auch beim unvollsténdigen Ausgabe-DvB
die Giiltigkeit der Speicheradresse gewéhrleistet sein. Doch weiterhin muss beim Schrei-
ben des Ausgabe-DvBs sichergestellt werden, dass die im Speicher vorhandenen giiltigen
Daten nicht durch die undefinierten Teilworter des unvollstdndigen Ausgabe-DvBs iiber-
schrieben werden.

Der Umgang mit Speicher-DvBs, die bei der Transformation der Ein- und Ausgabezu-
weisungen eines Algorithmus entstehen, wird in Abschnitt 6.5 ausfiihrlich vorgestellt.

6.1.2 Volistandigkeit von Datenwdértern voller Breite

Durch die Partitionierung des Iterationsraums Z, oder des Indexraums Z™ in DvBs
mit B Teilwortern kénnen DvBs y,[R”,1,] entstehen, in denen nicht alle Teilworter
ys[b, B, 9,] giiltig sind. Anhand des Iterationsraums Z, soll die Bestimmung der voll-
stdndigen und unvollstandigen DvBs vorgestellt werden. In der gleichen Weise kann die
Bestimmung der vollstdndigen und unvollstdndigen DvBs des Indexraums Z™ erfolgen.

Abbildung 6.3 zeigt die Problematik am Beispiel des Iterationsraums

S L) ) N

welcher mit ©F = (29) und ¥, = 0 partitioniert wurde.

Nur das DvB y,[(§),0] ist ein vollstindiges DvB, alle anderen DvBs des Partitions-
raums K, sind unvollstandig.

Nachfolgend soll ein Methode zur Bestimmung der Iterationen & in denen die DvBs
y.RY, Y] vollstandig sind oder in denen mindestens das unterste und/oder das oberste
Teilwort nicht definiert ist, vorgestellt werden.

Fiir die unvollstéandigen DvBs ist es notwendig, das erste giiltige Teilwort y[buin, rY, N
und das letzte giiltige Teilwort y[bmax, &', U] zu bestimmen. Im Allgemeinen sind diese
Positionen von der Iteration 8" des DvBs y,[R",,] abhiingig.

Ein Sonderfall der unvollstéandigen DvBs sind Partitionsrdume, bei denen alle DvBs nur
ein giiltiges Teilwort besitzen.
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Abbildung 6.3: Vollstdndige und unvollstéindige Datenworter voller Breite

In welchen lterationen sind die DvBs vollstdndig und in welchen nicht?

Im Folgenden werden die Bereiche I@S’, l€g, I€§, IQ bestimmt, in denen die DvBs vollstén-
dig (K?) sind, beziehungsweise nur fiir die oberen (K2), die unteren (K¢) oder inneren
Teilworter (I@S), das heiit by, > 0 und b < B — 1, definiert sind. Hierzu wenden
wir auf alle Elemente des Iterationsraums Z, der Ausgangszuweisung s die Funktionen
fli)=E-i—(B—-1)-T"und f7(i) = E-i+ (B — 1) -T'* an, welche ein Verschieben
der Iterationen in der Raumrichtung, in der die Daten zu DvBs gepackt werden, um
(B — 1) Iterationen nach rechts und links realisieren. Dadurch erhalten wir die verscho-
benen Iterationsriume Z! = fY(Z,) und Z7 = f"(Z,). Diese Iterationsriume Z,, Z' und
77 partitionieren wir mit ©" und bestimmen mittels der Fourier-Motzkin-Elimination
die Partitionsréume K,, I@S und IQ’.

Das Verschieben der Iterationen i im Iterationsraum Z, um (B — 1) - T'* Tterationen nach
rechts oder links soll anhand von B Teilwortern y,li], ys[i + T'|,...ysi+ (B — 1) - T,
welche durch die Teilwortparallelisierung des Iterationsraums Z, in dem DvB y, [R"] =
(ysli], ysli + I, ..., ysli+ (B — 1) - T']) zusammengefasst sind, diskutiert werden. Ohne
Beschréankung der Allgemeinheit wurde ¥, = 0 gesetzt.

Bei einer Linksverschiebung befinden sich nach der Teilwortparallelisierung B — 1 Teil-
worter in dem DvB y![R" — '] und ein Teilwort (y,[i+ (B —1)-T]) in dem DvB y.[&"].
Nach der Rechtsverschlebung und der Teilwortparallelisierung erhalten wir B — 1 Teil-
worter in dem DvB y’[R” + I'*] und ein Teilwort (y,[i]) in dem DvB y’[r"].

Fehlt dagegen das Teilwort y,[i] in dem DvB y [&"] und existiert damit diese Iteration
nicht, so erhalten wir durch die Rechtsverschiebung der Iterationen nur ein DvB y?’, [f?,P —
I'"]. Entsprechendes gilt bei fehlenden Teilwort y[i + (B — 1) - T'] fiir Linksverschiebung.

Die Iterationen des Orginal-DvBs y,[] und der verschobenen DvBs yL[] und y”[.] sind

in den Mengen ICS, lCl und ICT zusammengefasst. Durch Mengenoperationen lassen sich
nun die Iterationen ®° bestimmen,

86



6.1. DATENWORT VOLLER BREITE (DVB)

bei denen alle Teilworter definiert sind:

K!=K.nKr, (6.11)

bei denen gilt, by, > 0 und by < B — 1:

Ki=K,\(KIUKh), (6.12)

bei denen gilt, by, > 0 und by = B — 1:
Ko = (K,\KO\KE und (6.13)

bei denen gilt, by, = 0 und by < B — 1:
s = (KAKO\KL (6.14)

Beispiel 6.4 (Vollstindigkeit von DvBs)
Der Iterationsraum T, siche (6.10) auf Seite 85, wurde mittels Partitionsmatrix ©@F =
(39) copartitioniert. Abbildung 6.3 auf Seite 86 illustriert diese Partitionierung.

Es sollen nun die Iterationen R® ermittelt werden, bei denen die DvBs vollstéindig sind
oder bei denen mindestens das niederwertigste und/oder das hochstwertigste Teilwort

fehlt.

Durch die Copartitionierung des Iterationsraums Z erhalten wir den Partitionsraum
Ke=A), (2, (8),(6),(2),--, (5)}- (6.15)

Die Verschiebung des Iterationsraums Z; um B — 1 = 3 nach rechts und links und die
Copartitionierung dieser Rdume ergibt:

K= {3, () (598
! (

, , (3),(3)} und (6.16)
Kr=1(0). (1), (). (),

(1), (9)
: (5)}- (6.17)

)
3),-0(3),

In Abbildung 6.4 sind die Iterationen rE = (E}i) der drei Partitionsraume ﬁs, I/C\ls und
ko

ﬁ;’ durch dunkelgraue Sechsecke dargestellt.

Mittels der Mengenoperationen aus (6.11) bis (6.14) von Seite 87 erhalten wir nun fiir
unser Beispiel die Teilraume:

KL ={(})} K2 ={(}

L o)}, ¢ 1), (5),(8), (D} (6.18)
Ko={(D} 3), (3

)} (6.19)
In Abbildung 6.4(a) sind diese Rdume dargestellt. Die Partitionsrdume IE;’ und IE; wur-

den zusétzlich noch in Abbildung 6.4(b) und 6.4(c) eingezeichnet, wobei I/C\; nicht Teil-
menge von K oder K¢ ist.
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Abbildung 6.4: Bestimmung der Vollstdndigkeit von DvBs mittels verschobener Iterati-
onsraume

Welches ist das unterste und oberste giiltige Teilwort eines unvoll-
standigen DvBs?

Fiir die unvollsténdigen DvBs y,[£”, 9] der Teilriume Ki, K¢ und K¢ muss die Position
bmin des untersten und/oder die Position by, des obersten giiltigen Teilworts ermittelt
werden.

Aufgrund der Berechnungsvorschrift fiir die Teilrdume l€g und l€§ gilt: bpax = B — 1 fiir
DvBs des Teilraums K¢ und by, = 0 fiir DvBs des Teilraums K¢.

Im Allgemeinen sind die Positionen b,,;, und b, von der Iteration =" des Datenworts
voller Breite y,[R”,¥,] abhiingig. Sie lassen sich aus dem Ungleichungssystem

A b Ba o )&" 6.20
(As'rt ) - aO,szs'ﬁo'I‘t B <As'®P ) k ’ ( ' )

B:-b>bg (6.21)
bestimmen. Programm 6.1 zeigt einen Algorithmus zur Ermittlung der Positionen mit

Hilfe der Matrix B und des Vektors by aus (6.21). Die Variablen ,b_min®“ und , b_max*
sind Riickgabewerte der Funktion , begrenzung DvB()*“.

Haben die DvBs jeweils nur ein giiltiges Teilwort?

Wird der Iterationsraum Z, = {i | A, -i > ag .} mit ©" und o, partitioniert, so erhalten
wir den partitionierten Iterationsraum

1 0 0
e N O T  ROE (0 | SR 2
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Programm 6.1 Bestimme obere und untere Grenze eines DvBs

void begrenzung DvB ( Matrix B, Vektor b0, int &b_min, int &b_max ){
b_min = b0[0];

b_max = —bl[1];
for ( unsigned i = 2; i < B.rows(); i+ ){
if( B[i]][0] < 0 ){
if( b_max > bO[i]/B[i][0] )
b_max = b0O[i]/B[i][0];
if( B[i][0] > 0 ){
if( b_min < bO[i]/B[i][0] )
—min = bO[i]/B[i][0];
}
}
return;

Gilt fir das Ungleichungssystem A" -i" > af allgemein die Bedingung b, = by fiir
bmin < 0 < biax, S0 besitzt jedes DvB immer genau ein Teilwort.

Programm 6.2 zeigt eine Methode zur Uberpriifung dieser Bedingung. Die Eingabema-
trix ,A*“ und der Eingabevektor ,a0*“ der Methode sind die Polyedermatrix A" und der
Polyedervektor af des partitionierten Iterationsraums Z7. Mit dem Programm wird un-
tersucht, ob es zwei Zeilenvektoren af und af, (i; # i) der Matrix A" gibt, fiir die gilt:
aj = —aj, wobei das erste Element der Vektoren ungleich Null sein muss. Gilt nun fiir
die zugehorigen Elemente ag;, = —ag,, des Polyedervektors afj, so ist b = byin = bmax-
Die Variable b, die Position des Teilworts im DvB, kann hierbei von der Iteration &'

abhéngig sein.

Besitzt jedes DvBs nur ein giiltiges Teilwort, so ist der Riickgabewert der Funktion
»besitzt_ein_Teilwort_je_DvB()“ gleich ,true. In diesem Fall kann mit den Riickgabe-
werten a® (,con_A“) und ag (,,con_a0“) die Position des giiltigen Teilworts b abhéingig
von der Iteration &’ bestimmt werden:

ap ]- ~P
b=———-aj ‘R 6.23
Der Vektor a3 ., = (ag, as,...,an +1) ist der Vektor a” ohne dessen erstes Element af.

Beispiel 6.5 (Ein Teilwort je DvB)

Der Iterationsraum Z = {i= (7}) | i1 =i A0 < iy <7} ={(3),(1),.... (%)} soll fiir
die Teilwortparallelisierung partitioniert werden mit ®" = (49) und ¥, = 0. Die Poly-
edermatrix A und der Polyedervektor ay des Iterationsraums Z lauten

1 0 0
A= (:} 0 ) , und  ag = (07) . (6.24)
1 -1 0
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Programm 6.2 Test auf ein Teilworte je DvB

bool besitzt_ein_Teilwort_je_DvB ( Matrix A, Vektor a0,
Vektor& con_ A, int& con_al ){
for ( unsigned i = 0; i < A.rows(); i++ ){
for ( unsigned j = i+1; j < A.rows(); j++ ){
if(A[1][0] = 0 &b Ai] = -A[j] & a0[i] = —a0[j] ){
con_A = Afi];
con_al = a0[i];
return true;
}
}
}

return false

}

Fiir den partitionierten Iterationsraum Z" gilt nun:

100 0
b 10 0 b -3
. ~P ~P
"= i — (AP) ’ 140 (AP) > o)l (6.25)
2 -1-41 ) 0
14 -1 0
Fiir die letzten beiden Zeilen der Polyedermatrix A" gilt: af = —ag mit a5, # 0. Fiir die
zugehdrigen Elemente ag 5 und ag ¢ des Polyedervektors ag erhalten wir: ag s = —ag g.

Die Position b des giiltigen Teilworts kann nun mittels der Gleichung 6.24 ermittelt
werden:

b=-1-04 (-4 1)-8" = (-4 1)-&". (6.26)

6.1.3 Zusammenfassung

In diesem Abschnitt wurde das Datenwort voller Breite y[//%P,"z?O], welches durch die
Coartitionierung des Iterationsraums Z; oder des Indexraums Z™ entsteht vorgestellt.
Ein DvB besteht aus B Teilwortern y[b, &°, 9,].

Es wird zwischen zwei Arten von DvBs unterschieden: Berechnungs-DvB, welche durch
die Copartitionierung des Iterationsraums Z; entstehen und Speicher-DvB, welche wir
durch die Copartitionierung des Indexraums Z™ erhalten. Die Verschiebung 1, betrégt
fiir Berechnungs-DvBs immer Null. Bei Speicher-DvBs kann die Verschiebung ¢, abhén-
gig von der Art des Speicherzugriffs, Null bis B — 1 betragen. Erlaubt die Architektur
nur ausgerichtete Speicherzugriffe so gilt: ¥, = 0. Bei unausgerichteten Speicherzugriffen
kann 0 <9, < B sein.

Abhéngig von der Grofle und der Form des Iterationsraums Z; oder des Indexraums Z™
kénnen bei der Copartitionierung der Rdume vollsténdige und unvollsténdige DvBs ent-
stehen. Fiir die Bestimmung der Iterationen &, in der die DvBs y[ﬁp,ﬁo] vollstandig
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oder unvollsténdig sind, wurde eine Methode vorgestellt. Hierbei wurden die unvollstén-
digen DvBs in weitere Untergruppen unterteilt. Fiir die spétere Verwendung der unvoll-
stdndigen DvBs wurde ein Programm zur Bestimmung des untersten und des obersten
giiltigen Teilworts eines DvBs présentiert. Weiterhin kann mit dem Programm 6.2 er-
mittelt werden, ob die DvBs eines Partitionsraums IC jeweils nur in Teilwort besitzen.

6.2 Packoperationen durch den Zerfall der Abhangig-
keitsvektoren

Wie in Abschnitt 4.2.2 gezeigt wurde, kann durch eine Copartitionierung fiir jeden Ab-
héngigkeitsvektor d = d(e) € D eine Menge |D*(e)| von partitionierten Abhéngigkeits-
vektoren d* = d*(e) = (d7,d/, Hf )t € D"(e) mit drei Teilvektoren bestimmt werden.
Unter den obigen Beschrinkungen fiir die Copartitionierung sind die Teilvektoren d?
immer Nullvektoren, denn die LS-Partition hat die Gréfie ©° = E. Weiterhin koénnen
durch die Vorgabe, dass die Partitionsmatrix @" nur ein Element gréBer eins (3! 0y > 1)
besitzen darf, nur ein oder zwei partitionierte Abhéngigkeitsvektoren d”(e) € D"(e) ent-
stehen, denn die Menge X?(d) (siche (4.31) auf Seite 46) kann maximal ein Element
enthalten.

Die Anzahl der Packoperationen, die fiir die teilwortparallele Berechnung des Algorith-
mus bendtigt werden, ergibt sich aus der Anzahl der Abhéngigkeitsvektoren d(e) € D,
welche in zwei partitionierte Abhéngigkeitsvektoren (|D"(e)| = 2) zerfallen.

Im Folgenden wird am Beispiel des Abhéngigkeitsvektors d(e) die Ermittlung der TWP-
und Packoperationen fiir die zwei moglichen Félle mit ein oder zwei partitionierten Ab-
héngigkeitsvektoren vorgestellt. Man beachte, dass der Abhéngigkeitsvektor d(e) den
Transfer einer Instanz der Variable y,[.] von seiner Enstehung in Zuweisung o(e) = '
und Iteration is) zur seiner Verwendung in Zuweisung d(e) = s; und Iteration i5(e)
beschreibt. Der folgende Algorithmenausschnitt mit dem Abhéngigkeitsvektor d(e) = d
soll betrachtet werden:

soygli] =, ieZy, (6.27)
st oyl = F,, (.. yg[i—d],...), ieZ,. (6.28)

6.2.1 Ein partitionierter Abhangigkeitsvektor

Entsteht nur ein partitionierter Abhéngigkeitsvektor df = (dy,d?, dr )t durch die Co-
partitionierung des Abhingigkeitsvektors d, dann gilt d¥ = 0, wie aus (4.30) und (4.37)
auf Seite 46 f. ersichtlich ist. Das heif$t, die Position der Teilworter in den DvBs bleibt
unveréndert. Somit kénnen die parallel berechneten Teilworter yy[0,8"], ys[1, 8], ..,
ys[B — 1,R"], welche im DvB y,[R"] enthalten sind, an der Position 8" + Hf direkt
verwendet werden. Es wird keine Packoperation benotigt. Die Zuweisungen s’ und die
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Teilzuweisung s; in Zuweisung s werden nun wie folgt in TWP-Zuweisungen iiberfiihrt:

sy RN = r" ek, (6.29)
sty /g =F,, (.. y, k" —dr],..), rF ek, (6.30)

dabei représentiert die Operation F';, die B-fach parallele Berechnung der urspriinglichen
Operation Fj,. Die Partitionsteilrdume IC s und ICst erhalten wir durch Fourier-Motzkin-
Elimination (kurz: FME) der Variablen x? und x” aus den partitionierten Iterationsriu-
men Z}, und 77, wie in Abschnitt 4.2 ab Seite 40 beschrieben. Die Partitionsteilrdume

Ky und ICst sind die Iterationsrdume des transformierten Algorithmus.

Beispiel 6.6
Wir nehmen an, der Abhangigkeitsvektor d in der Zuweisung 6.28 habe die Linge d =
(9). Fiir die Iterationsrdume Zy und Z,, gelte:

Zy={i=(2)]0<i; <8A0<i, <4} und (6.31)
T, ={i=(}) |0<i; <8A1<iy <4} (6.32)
Der gemeinsame Iterationsraum T = Ty UZ,, = Ty wird nun mit den Parametern

©° = E und ©F = (49) partitioniert, um ein DvB mit vier Teilwértern zu erhalten.
Abbildung 6.5(a) zeigt das eben beschriebene Szenario.

Die Partitionierung des Abhéngigkeitsvektors d = () ergibt einen partitionierten Ab-
héingigkeitsvektor d* = (d%,dP,dP)* mit d5 = 0, d” = 0 und d” = (9). Wie die
Abbildung 6.5(a) fiir die Iteration R" = (9) zeigt, wurden alle y,, die in dieser Iteration
benétigt werden, in Iteration " = (Q) berechnet. Die relative Position der Teilwérter
im DvB éndert sich zwischen Erzeugung und Verwendung nicht (d” = 0). Somit muss
das DvB nur von Iteration K" = (9) nach Iteration B" = (9) transferiert werden, was

durch den Teilvektor d¥ = (9) beschrieben wird.

Fiir die Iterationsréaume Ky und Iest erhalten wir:

Ko= FME (T5)={0<& <2A0<# <4} und (6.33)
KT K5 KRG
K, = FME (T5)={0 <& <2A1<R] <4} (6.34)

S .S . P
"’”1“2"’”1“2

6.2.2 Zwei partitionierte Abhangigkeitsvektoren

Wenn sich zwei partitionierte Abhéngigkeitsvektoren dff = (df, df, alP )t, [ =1,2aus der
Copartitionierung des Abhéngigkeitsvektors d ergeben, werden die berechneten Teilwor-
ter des DvBs y,[R"] in zwei verschiedenen DvBs fiir die weitere Berechnung bendtigt,
wobei jedes Teilwort yy[b, K] nur einmal verwendet wird.
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Abbildung 6.5: Datentransfer im partitionierten Iterationsraum

Aufgrund der Tatsache, dass die Teilworter nur in DvBs iibertragen werden koénnen,
muss fiir die weitere Berechnung das urspriingliche DvB y .|k [AP] zu diesen zwei DvBs
{ibermittelt werden. Diese Ubertragung ist bestimmt durch die Teilvektoren dP und dP

Eine Packoperation F), wird nun benétigt, um die Teilworter, welche fiir die Berechnung
in der Iteration " in den zwei DvBs y [R" —dr | und y . [R” —dr | zur Verfiigung stehen,
in ein neues DvB y, (k"] zu packen. Das neue DvB Y, (k"] mit den richtig angeordneten
Teilwortern yy [i] wird anschlieBend in Teilzuweisung s, fiir die parallele Berechnung in
Tteration &’ verwendet. Somit ergeben sich folgende Zuweisungen:

sy Rk =..., r" ey, (6.35)
Fy(y R —dlly, [R" —d), A" ek, nkd nkd,
p: v [R =4 E(0,y, R —dr)), R e K\ (6.36)
Fy(y [&" —df],0), RT € K\KE,
si YR =F(...y,[R"],...), r" e K, (6.37)

mit K5 = £(Ky) mit f(&") = B-&"+df wnd K = £(Ky) mit f(&") = B-&" +d}.
Die Iterationsrdume der IC »und ICSt des transformierten Algorithmus ergeben sich wieder
durch die Fourier-Motzkin-Elimination aus den partitionierten Iterationsrdumen 77 und
7.

Die drei Teilzuweisungen in Packzuwelsung p sind notwendlg, um ungiiltige Datenzugriffe
auf nicht existierende DvBs y [R7 —dF] oder y,, [n —dP | zu vermeiden. Die Existenz ei-

nes DvBs kann mit der Mengenoperation ICSt ﬂlC v ﬂlC (Verelnlgungsmenge) und deren

Fehlen durch die Mengenoperationen ICst\IC und ICst\lCd2 (Differenzmenge) ermittelt
werden. Existiert das benotigte DvB nicht, so wird es durch ein konstantes DvB ,,0“
ersetzt, bei dem alle Teilworter den Wert Null haben, wie in den Teilzuweisungen ps und
p3 der Zuweisung p gezeigt. Das konstante DvB mit den Nullwerten in den Teilwortern
bezeichnen wir zukiinftig als Null-DvB.

Mit der Packoperation y, = (y,[0], y,[1], . .., y,[B— 1])t = F,(x1,x2) werden die Teilwor-
ter der DvBs x; und x; den Teilwortern des DvBs y,, korrekt zugewiesen. Die Operation
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kann mittels der inneren Teilvektoren df und d¥ wie folgt hergeleitet werden:

] = zi[b—dF], wenn 0 <b—df <9¥ = B,
Yrlo = xo[b —dF], wenn 0 < b—df <9¥ = B,

mit ¢ =T -df und 9" =T - 9"

(6.38)

Aufgrund der Definition in (6.38) und den Beschriankungen fiir die Teilvektoren (siehe

Abschnitt 4.2.2) gilt folgendes:

(1) di =0,
(2) d¥ < 0und

+ = = Db, wenn > 0.
3) |d¥ d¥| =9 =B ' >0

Hilfssatz 6.1
Fiir die Elemente d¥ und df gilt unter der Bedingung, dass d¥ > 0 ist:

|dy'| + |d3| = B.

Beweis 6.1

(6.39)

Entsprechend der Vorschrift zur Bestimmung der partitionieren Abhédngigkeitsvektoren

aus Abschnitt 4.2.2 (siehe (4.36) und (4.37)) gilt:
d d
_B. |4 B l%ll=B
one g cfen [l -#
d d d d
o(5- L5535l
d |d d [d
o((5-[5)-(5-15]))-»
s(T41- 4]y~ s
B B
wobei d =T - d ist. Fiir die Differenz in (6.43) gilt:
[i—‘ {iJ_ 0, wenn %:O
B B] )1, sonst.

Da unter der Bedingung d¥ > 0 auch % =# (0 sein muss, folgt:

B =1B.

Zwei Schlussfolgerungen konnen aus dem Beweis 6.1 geschlossen werden:
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(1) Nur eine Variable d¥ oder df’ muss bei die Bestimmung eines Packbefehls betrachtet
werden, denn die jeweils andere Variable kann mittels B, der Anzahl an Teilwortern
im DvB, ermittelt werden.

(2) Die Variablen df bzw. d} kiénnen nur B verschiedene Werte annehmen. Somit
ergeben sich B — 1 verschiedene Packoperationen?.

Aus diesem Grund wollen wir nachfolgend den Parameter d? in der Packoperation y =
F, (Xl, Xo, d¥ ), direkt mit angeben.

Beispiel 6.7
Der Abhéngigkeitsvektor d der Zuweisung 6.28 habe nun die Léinge d = (1). Die Itera-
tionsrdume Zy und Z,, haben die GréBe:

Zy={i=(2)]10<i; <8A0<i, <4} und (6.46)
Z,={i= (1) |1<i <8A1<iy <4} (6.47)

Ftir die Copartitionierung gelten die Vorgaben aus Beispiel 6.6. Wir erhalten somit wie-
der DvBs mit vier Teilwértern. Abbildung 6.5(b) illustriert die Copartitionierung des
gemeinsamen Iterationsraums Z =Ty UZ;, = ZLgy.

Die Copartitionierung des Abhéngigkeitsvektors d = (1) ergibt zwei partitionierte Ab-
héngigkeitsvektoren dff = (d7,df,dF)!, | = 1,2 mit:

dy =0, di’ = ()
3

, dl = (9) sowie (6.48)
d; =0, dg = ('), |

Fiir Iteration R” = (1) des transformierten Algorithmus, in der die Teilworter yq[(3)],
ys [(8)]; ys[(3)] und yo[(§)] bendtigt werden, soll der Datentransfer und die Packopera-
tion diskutiert werden. Das Teilwort yy/[(3)] wird in Iteration R = (Q) berechnet. Die
Erzeugung der anderen Teilwérter findet in Iteration & = (}) statt. Somit befinden sich
die in Tteration R" = (1) benétigten Teilwoérter in den DvBs y,[(9)] und y[(})], wel-
che in den entsprechenden Iterationen erzeugt wurden. Beide DvBs miissen zu Iteration
k" = (1) transferiert werden. Die beiden &uBeren Teilvektoren df = (1) und df’ = (9)
beschreiben diesen DvB-'Transfer.

Mit der Packoperation F, miissen nun die fiir die Berechnung in Iteration R = (1)

benstigten Teilwérter o [($)], yo[(4)], yo[(3)] und yo[(8)] in das DvB y,[(})] gepackt
werden. Die allgemeine Packzuweisung fiir unser Beispiel lautet:

aF) {Fp<ys/[f2p

R (DyoR" = (1).1). &' =K, nK K,
Y, X
Fy(yy[r"

_ (0
1
_ (0
1

~ : (6.50)
(9)],0,1), RE = K,\K%.

Wenn df = 0 ist, wird keine Packzuweisung und somit deine Packoperation benotigt.
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~ ~JP ~
Fiir die Iterationsrdume Ky, IC;II,2 und K, und deren Vereinigungs- und Schnittemengen

erhalten wir:

Ko= FME (T%) = ﬁpz(f}i) 0<RP <270 <RE <4},
ko

Hf,ﬁ§7f€{),:‘@2
~dP ~P 2 ~P ~P
R = (% :(A}D> 0<AP <2A1<RY <5},
K2

s

S/

/Edgz{ﬁpz(§£> 1< <3A1<RE <5},
K2

]/C\St: ];3 (I7) = RP:(2£)|O§E{D<2A1§E§<4},
2
1

K., K K% = {&F = (ii) P =1A1<RL <4},
)

~ aP

KA\ =0 und

A~ qapP ~P
K \CY = [RF = (Ap) RP=0A1<RE <4},

~ qP
Da die Differenzmenge ICst\IC;]l,1 eine leere Menge ist, kann die zugehorige Teilzuweisung

in der Packzuweisung p entfallen.

6.3 Packoperationen aufgrund mehrerer Teilzuweisungen

in einer Zuweisung

Besteht eine Zuweisung s aus mehreren Teilzuweisungen, so kann es geschehen, dass
die Teilworter eines DvBs y,[.] durch unterschiedliche Teilzuweisungen dieser Zuweisung
bestimmt werden miissen. Abbildung 6.7 zeigt ein solches Szenario fiir zwei Teilzuwei-
sungen s; und s, mit deren Iterationsrdumen Z;, und Z,,. Anhand dieses Beispiels soll
das Problem vorgestellt und eine Losung présentiert werden. Anschlieend erfolgt die

Verallgemeinerung fiir 7 Teilzuweisungen in einer Zuweisung.

6.3.1 Zuweisung mit zwei Teilzuweisungen

Die Zuweisung s mit zwei Teilzuweisungen sieht wie folgt aus:

. F (..., ieZ,,,
° ySm:{FI( ) T

Fiir die [terationsrdume Z;, und Z, gilt:

‘ 1 0 0
I, = {i: (2] (_21 %1>iz (%)} und
1 -1 4
z.={i- 1 (51 )iz (%))

(6.51)

(6.52)

(6.53)
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P

Abbildung 6.6: Partitionierung des Iterationsraums einer Zuweisung mit zwei Teilzuwei-
sungen

Die Zuweisung s soll mit B = 4 Teilwortern teilwortparallelisiert werden. Als Partitions-
matrix @7 wihlen wir @7 = (49). Abbildung 6.6 zeigt die Iterationsriume Z,, und Z,,
im partitionierten Iterationsraum. Aus dieser Darstellung ist gut zu erkennen, dass drei
verschiedene Arten von DvBs unterschieden werden miissen:

(1) DvBs, in denen alle Teilworter zur Teilzuweisung s; gehoren.
(2) DvBs, in denen alle Teilworter zur Teilzuweisung s, gehoren.

(3) DvBs, in denen mindestens ein Teilwort zur Teilzuweisung s; und mindestens ein
Teilwort zur Teilzuweisung sy gehort.

Die DvBs, welche Teilworter beider Iterationsrdume enthalten, sind in Abbildung 6.6
dick umrandet dargestellt.

Die Iterationsrdume fiir die drei Versionen kénnen iiber die Partitionsrdume Ky, und ICy,

ermittelt werden:
-3
)apz (03)}, (6.54)
-5

l)apz (ﬁ;)} (6.55)

In den Abbildungen 6.7(a) und 6.7(b) sind diese beiden Partitionsriume dargestellt. Die
Partitionsrdume ICst beinhalten alle Partitionen &, in denen mindestens ein Element b
im Tterationsraum Z,, enthalten ist®. Die Schmttmenge ICm = ICS1 N IC82 der beiden
Partitionsriume beinhaltet alle Partitionen &°, bei denen mindestens ein Element b
im Iterationsraum Z;, und mindestens ein Element by im Iterationsraum Z,, enthalten

52

)
I
—N
x)
o
Il
—~
X X
Ny =y
N—
Y
OLO» <)
I o |

3 = 9(i*) = 9((0, b- T, ) € T,,
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’iéj EZ Esl N ESQ 7%5
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Abbildung 6.7: Partitionsrdume einer Zuweisung mit zwei Teilzuweisungen

ist, wie Abbildung 6.7(c) zeigt. Die Réume, in denen die Elemente b einer Partition &
in dem Iterationsraum Z,, einer Teilzuweisung s; enthalten sind oder aber auflerhalb
des Iterationsraums Zs der Zuweisung s liegen, konnen somit mit Mengenoperationen
Ks,\Kn (Differenzmenge) ermittelt werden.

Gehoren alle Teilworter eines DvBs nur zu einer Teilzuweisung, so kann die Transformati-
on der Teilzuweisung entsprechend der in Abschnitt 6.2 beschriebenen Methode erfolgen.
Fiir die DvBs mit Teilwortern beider Teilzuweisungen muss zuerst je ein DvB mit Teil-
wortern der Teilzuweisung s; bzw. sy bestimmt werden, welche anschliefend mit einer
Packoperation F), zu dem DvB y [R"] zusammengefiigt wird. Die Bestimmung der bei-
den DvBs mit Teilwortern der Teilzuweisung s; bzw. s, erfolgt wieder entsprechend der
in Abschnitt 6.2 beschriebenen Methode. Diese DvBs enthalten aber nur teilweise giiltige
Werte. Erst durch die Packoperation F,, entsteht ein vollstandig giiltiges DvB.

Somit erfolgt in allen Iterationen R’ € ﬁsl die teilwortparallele Berechnung der Teil-
zuweisung s; und in allen Iterationen rC € 1652 die teilwortparallele Berechnung der
Teilzuweisung s,. Da die Partitionsraume I/C\s1 und 1652 nicht disjunkt sind, miissen zwei
zusétzliche Zuweisungen vs, und v, vor s eingefugt werden. Anschliefend kann in der
teilwortparallelen Zuweisung s dem DvB y,[R"] das DvB Yo, [ ], das DvB Yo, [ Pl
oder das mit Packoperation [, aus den DvBs y, [ [®"] und yUSQ[ ] gepackte DVB Zu-
gewiesen werden:

v 1y, BT =Fo (), rE e K,,, (6.56)

Vet Yy, [BTT=Fo(.), r" e K, (6.57)
Vo, 8], RE € K, \Ks,,

s: oy [RT) = y%[ K] R” € Ko,\Ks,, (6.58)

Fuly,, Ry, [R7L,&"), &7 ek, nK,,.

Die Packoperation F,, ist im Allgemeinen abhingig von der Iteration &’ . Die Iterations-
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rdume der Teilzuweisungen der teilwortparallelen Zuweisung s sind disjunkt.

Fiir die Packoperation y = F,,(x1, X2, EP) gilt:
1 0 0 _p
x1[b], wenn -1 -b2<—8+1>_< OP).K :
AT ag s, A, ©
y[b] = . o o . (6.59)
xo[b], wenn -1 -bZ(—BH)_( OP).g :
A,,T a0,so As,©

wobei A, und ag,, @ = 1,2 die Polyedermatrix und der Polyedervektor aus der Poly-
ederbeschreibung der Iterationsrdume Z,, der Teilzuweisung s; sind. Fiir unsere Beispiel-
zuweisung (6.51) von Seite 96 mit den Iterationsrdumen aus (6.52) und (6.53) erhalten
wir folgende Packoperation:

b 77 = {y b,&7), wenn 0<b<3A—4RP <b<3— 4R + 7L, (6.60)

y%[b,ﬁp], wenn 0 <b<3A4—4rT +RY <b<11—4r7.

Fiir die Iteration &' gilt & € K,, N K,,.

Wie aus den Bedingungen in (6.59) fiir die Auswahl der Variablen x;[b] oder z;[b] fiir
die Variable y[b] ersichtlich ist, ist der Raum, in dem der Iterator b giiltig ist, ein eindi-
mensionales konvexes Polyeder. Das heif3t, fiir den Iterator b gilt je Bedingung immer:
bmin S b S bmax-

Ausgehend von der Zuweisung s mit zwei Teilzuweisungen soll nun der allgemeine Fall
mit T, Teilzuweisungen diskutiert werden.

6.3.2 Zuweisung mit mehreren Teilzuweisungen

Besitzt die Zuweisung s mehrere Teilzuweisungen, deren Anzahl durch Ty angegeben
wird, und hat das DvB B Teilworter, so kann es moglich sein, dass in dem DvB ys[f?,P]
Teilworter aus bis zu P = min(B, T) verschiedenen Teilzuweisungen vorhanden sind.
Um all diese Vielfalt beherrschen zu kénnen, wird zuerst jede Teilzuweisung s; als teil-
wortparallele Zuweisung vs, beschrieben:

Vet Yo, [RT]=Fo (), rC ek, 1<t<T. (6.61)
Nun sollen alle méglichen Kombinationen von Teilzuweisungen s; ermittelt werden, wel-
che fiir ein DvB Daten liefern konnten. Hierzu ermitteln wir alle Kombinationen von
P aus T, Teilzuweisungen (QE ), P — 1 aus T, Teilzuweisungen (PT_S 1), bis zu einer aus
T, Teilzuweisungen (%s ). Alle Kombinationen von p Elementen 1 < p < P aus T} Ele-
menten sind in der Menge Cj, zusammengefasst. Eine Kombination C7, € C ist eine

Menge von p Elementen s;, 1 <t < Tj.

Fiir jede Kombination Cf € C7, 1 < p < P bestimmen wir die Schnittmenge der
Partitionsraume Ky, der Teilzuweisungen s, € C7. :

Eg,% = ) K. (6.62)

Vs¢ EQZ%S
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Gilt fiir die Menge Iegp # (), so existiert mindestens ein DvB, fiir das die Teilworter
T

aus den Teilzuweisungen s, € Cj, zusammengepackt werden miissen. Das heift, die
teilwortparallele Zuweisung s muss eine Packoperation [, c» mit den DvBs Yo, [EP],

Sy € QI}S als Variable der Packoperation erhalten. Die Iterationen =" in denen diese

Teilzuweisung ausgefiihrt werden soll, ergibt sich aus der Differenzmenge I/C\gp \/EP“,
=Ty
- >p . .. . >p . . .
wobei KP = Uvgl}s =3 K 3 die Vereinigung der Schnittmengen ]CQZ%S fiir ein p ist.

Mit der Bildung der Differenzmenge wird gewéhrleistet, dass die Iterationsrdume der
Teilzuweisungen der teilwortparallelen Zuweisung s disjunkt sind. Denn wenn z. B. fiir

die Schnittmenge ICC3 dreier Teilzuweisungen der Ausgangszuweisung s gilt: IC 7& 0,
=Ts,i

so gibt es auch eine Schnittmenge IC mit zwei Teilzuweisungen s, € C7, ; C QT ;- Fr
T JJ ” S

die beiden Schnittmengen gilt: ICC C K2, . In allen Iterationen &° der Schnittmenge
CTg i

2
CTS ¥

=3 . . . 3
]CQSTN- muss die Packoperation me:’rs,i mit den drei DvBs y, , s; € Cy,; verwendet

werden.

Allgemein folgt damit fiir die Teilzuweisung der Zuweisung s:

si v R =< Fug (v, [R7],si€ € RY), R e Ko, \R# 1,
VKD, #0, 1<p<P (6.63)
&7
Fiir die allgemeine Packoperation y = Fm’gi (x1, X2, . .. Xp, kD) gilt:
( b 1 b > Bri 0 =P
x1[b], wenn P T L= <_ao,:1 ) _ <A51®P) rY.
L 0 0 _p
xo[b], wenn -1 -bZ(—BH)_( Op)"‘i :
y[b] = AspT 20:52 As® (6.64)

1 0 0 _p
xp[b], wenn L )b > (=B ) — 0 ‘K.
P A,,T? — \ a0 A;,0F

Beispiel 6.8 (Teilwortparallelisierung einer Zuweisung mit vier Teilzuw.)
Die folgende Zuweisung s mit Ty = 4 Teilzuweisungen soll mit B = 4 Teilwértern teil-
wortparallelisiert werden:

\

), ieZ,,
), ieZ,,,
), i€Z,,
), ielZ,,.

ol = (6.65)
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~P 1%1 2;4
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Abbildung 6.8: Teilwortparallelisierung einer Zuweisung mit vier Teilzuweisungen

Die Iterationsrdume T, i = {1,2, 3,4} der Teilzuweisungen haben die folgenden Grofien:

6.66)

iz (). oo
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Abbildung 6.8 zeigt diese Iterationsrdume im partitionierten Iterationsraum, wobei die
Iterationsridume mit @ = (49) partitioniert wurden. Die Partitionsraume K,, fiir die
partitionierten Teilzuweisungen lauten:

/&lz{gP:@g)y(ilgl)ng (§5)} (6.70)

3 (6.71)

)
} und (6.72)
)

}. (6.73)
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Theoretisch kann ein DvB mit B Teilwortern aus P = min(B,T;) = 4 verschiedenen
Teilzuweisungen entstehen. Somit bestimmen wir zuerst alle Kombinationsmengen Cfii,
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KAPITEL 6. TEILWORTPARALLELISIERUNG

Cii, Cii und Cii:
Cil = {s1, $2, 83, 84},
Ciy = {51, 52,83}, Cio={s1,52,81}, Ciz={s1,53,5}, Cis={s2, 5354},
Ci1 = {51, 52}, Cio = {s1.53}, Cis = {5154},
Ci 4 = {52, 53}, Cis = {52, 54}, Cio = {53, 54},
Cig = {s1}, CiQ = {52}, Cis = {s3}, Ci4 = {s4}.

Fiir jede Kombinationsmenge Cff,i ermitteln wir nun die zugehérige Schnittmenge I/C\Zl- =

ﬂstecf’i Ks.:

’Ci,l = { (5])}7 ’Ci,Q =¥ Ki,ﬁ% =¥ /Ci4 = ®7

T o T o S S
IC4,1 - ICSl’ IC4,2 - ]C327 IC4,3 - IC337 IC4,4 - ICS4'

(3
K2 ={(8).(9),-.(8).(1).(2), ()}

Somit erhalten wir nun die folgenden TWP-Zuweisungen durch die Transformation der
Zuweisung 6.65:

vs, Yo R =Fo (.., &" e Ky,
Vs, Yo, [f?,P] =F,(...), = ]6327
Vsy Yoo [R'] = Fyy(-. ), R" € Ky,
Ve, Vo [R] = Fo, (), RY e K.,

(73, (y,, &)y, [& ).y, [R",&"), R e K.\,

2\ (y,., [R7). v, [R").RD), RF e K2\,

I i R <KL

Yoo, R 1, K €K, \K?,

Yo, [R7], rY e K., \K2,

v, [R), RY € K\ 2.
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Die Differenzmengen ergeben:

K \K = {(2)}, K3 = {(8), (D)o (D),
Kia\K* ={(1).(3). (5}, Ko \K* = {(3)},
K \C = {(1). (1)}, Ko\ ={(3).(3).. (3)}

Die Packoperationen lauten:

l’l[b], b=
y= Fr?r)L,l(XhXZaX?n r") : ylof = 22l 1<b<2
ZL’g[b], b:3
b, b=0
= F2 (%1, %2, R : p = J ailth ’
Yy = Foa (31, %0, K7) ylo {xz[b], 1<b<3
b, 0<b<3—rE
= F? (x1, %2, R" : p = ol Osbs3 R,
y = Fa(x1,%2,K") yl] {l’g[b], 4—RP<b<3

In diesem Abschnitt wurde die Entstehung von Packoperationen aufgrund der Teilwort-
parallelisierung von Zuweisung s mit mehreren Teilzuweisungen beschrieben. Durch die
Teilwortparallelisierung konnen zusétzliche Zuweisungen v, entstehen und kénnen Pack-
operationen in der teilwortparallelen Zuweisung s notwendig sein. Die Packoperationen
besitzen bis zu min(B,T,) Eingabe-DvBs und kénnen von der Iteration ®° abhingig
sein.

6.4 Transformation der internen Zuweisungen

Die Transformation einer internen Zuweisung kann nun durch die Kombination der in den
vorherigen beiden Abschnitten vorgestellten Verfahren durchgefithrt werden. Zuerst soll
ein allgemeiner Ansatz vorgestellt werden, bevor in Abschnitt 6.4.2 die Transformation
fiir Propagierungszuweisungen préasentiert wird.

6.4.1 Allgemeiner Ansatz

Eine interne Zuweisung mit T, Teilzuweisungen sieht wie folgt aus:

Fy (..., ieZ,,
5 yli] = Fst(...,yS/[i—dI;f;t],...), ieZ,,
| For, ()5 iel, .
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Zuerst fiihren wir eine Teilwortparallelisierung fiir jede Teilzuweisung s; aus. Dadurch
. . . . . L. X ~P
erhalten wir die neuen Zuweisungen v,, mit den neuen linksseitigen Variableny, K] als

DvBs. Packoperationen aufgrund von Abhéngigkeitsvektoren d];f;t = d(e) € Z" werden
vor der Zuweisung v, als Zuweisung p. hinzugefiigt. Die Bestimmung der Packoperation
und die Transformation der Teilzuweisungen erfolgt entsprechend der Beschreibung in
Abschnitt 6.2.

pe : Ype ['/%P]. = Fylyy[R" - df),y, [R" - df)), R" ek,
Vg, : Yo [R7] = Fo, (), R’ e Ky,
Vs, - Yo, B =Fo (. y, [R"),..), r" ek,
Vgy, Yven, ] = Fsp(..), Rl e I/C\STS,

wobei die Teilvektoren Hf und 85 durch die Partitionierung des Abhéngigkeitsvektors
difs/t = d(e), siehe Abschnitt 4.2.2, entstanden.

Anschliefend wird mit Hilfe der teilwortparallelen Teilzuweisungen v, entsprechend Ab-
schnitt 6.3 die Zuweisung s teilwortparallelisiert:

S: ys[l/ﬁ\',P] = Fmg%s <yUst [I?,P], St € ngs, I?ZP), = ]ng \]Cp—i—l’

Beispiel 6.9 (TWP der internen Zuweisung des FIR-Filters)
Das FIR-Filter entsprechend der Beschreibung in Algorithmus 3.1 besitzt eine interne
Zuweisung Ss:

5 yﬁﬂz{%UY%UL4 . )€
yo 55 ) e (5] -9 (5] 5] €,
Eine Partitionierung ist nur mit @ = (49) moglich. Bei einer Partitionierung mit

©F = (}9) erhalten wir eine Datenabhéngigkeit innerhalb eines DvBs, d. h. die Ele-
mente einer Partition 8" kénnten nicht gleichzeitig verarbeitet werden. Fine gleichzeiti-
ge Verarbeitung der Daten ist aber eine notwendige Bedingung fiir eine teilwortparallele
Verarbeitung eines DvBs.

Die Transformation der Zuweisung ss fiihrt zu folgender TWP-Zuweisung:

yolR'] -y, R, R" € Ky,

- {yy[ﬁp — (D] +ya[&"] -y, R, R" € Ks,.

S3 y, Kk
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6.4. TRANSFORMATION DER INTERNEN ZUWEISUNGEN

Der Abhéngigkeitsvektor d = () zerfallt nicht in zwei partitionierte Abhéngigkeitsvek-
toren, weshalb keine Packoperation I, benétigt wird. Die partitionierten Iterationsrdume

ICg1 und IC32 sind nicht iiberlappend. Aus diesem Grund konnten die zusétzlichen Zuwei-
sungen vs, und vz, aus der transformierten Algorithmenbeschreibung eliminiert werden.

Die Multiplikationen und die Addition im transformierten Algorithmus sind vierfach
parallele Multiplikationen oder Additionen.

6.4.2 Interne Propagierungszuweisungen

Eine interne Propagierungszuweisung

Ys' 2 H i€z,
. [l_d;m] i EZS2>

S ys[i] = : .
ys[i — d;ST ], icT,,

welche eine Interndatenteilzuweisung s; und eine oder mehrere Propagierungsteilzuwei-
sungen so, Ss3,...Sy, besitzt. Die Propagierungszuweisungen ss, Ss,...Sp, verteilen die
Daten, welche mit der Interndatenteilzuweisung s; der Variablen y,[i] zugewiesen wur-
den, in einem konvexen Polyeder Z,, UZ,,U- - -UZ,,. . Die Verteilung der Variablen erfolgt

1 1
mit den Propagierungsvektoren d}, . d;,,,...d!} -

Wurde die Partitionierung so gewihlt, dass fiir ein Propagierungsvektor der Zuweisung
gilt: [d!,,| = I, so kann durch die Verwendung der TWP-Operation verteile TW() ei-
ne effizientere Transformation als im Abschnitt 6.4.1 beschrieben, verwendet werden.
Hierbei wird mit der neuen TWP-Operation das zu propagierende Datum vy [b, EP] al-
len Teilworter des DvBs y, [RP] zugewiesen. Anschlielend erfolgt die Propagierung der
Daten nur noch auf Basis von DvBs und nicht mehr auf Basis von Teilwortern. Die
Propagierungsvektoren fiir die DvBs sind die #uferen Teilvektoren df.

Die Teilwortparallelisierung einer solchen Propagierungszuweisung sieht somit wie folgt
aus:

e Die erste Teilzuweisung s; erhilt das zu verteilende Teilwort und verteilt dieses
mittels der TWP-Operation verteile TW() auf alle Teilworter des DvBs:

S1: v [R"] = verteile TW (b, y,, [EP]), wf e I/C\SI_
Der Iterationsraum Zg, dieser Teilzuweisung ist immer nur fiir ein Teilwort v/, [b, R

des DvBs y,[R"] definiert. Die Position b des giiltigen Teilworts kann mit der in
Abschnitt 6.1.2 gegebenen Methode ermittelt werden.

e Bei den anderen Teilzuweisungen ermitteln wir die dufleren Teilvektoren, welche
durch die Partitionierung des Propagierungsvektors d} s, = d entstehen. Es konnen

maximal zwei duflere Teilvektoren df entstehen.
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— Gibt es nur einen dufleren Teilvektor af oder ist einer der beiden Teilvektoren
ein Nullvektor (3! df = 0,7 € {1,2}), so erhalten wir fiir die Teilzuweisung s;:

rP =y R" —dl, rY e Ky, n fA(K),

St Yl

i €{1,2} und d” # 0.

— Entstehen durch die Partitionierung zwei dufiere Teilvektoren df’ und df,
welche keine Nullvektoren sind, so erhalten wir zwei Teilzuweisungen s, ; und
s¢2 aus der urspriinglichen Teilzuweisung s;:

s vaRT =y [RT - df), Apelcsmfw o,
s vlB =y R -8, R e (R n AR\ (Ko 0 fAE(R).

Die Raume I/C\st und I/C\S sind die Partitionsrdume der Iterationsrdume Z;, und
Z,. Auf den Partitionsraum K, wird die Funktion f41 (") = E - 8" + dF oder
35 (R") = E-r" + dl angewendet.

Mittels der Schnittmengenoperationen ﬁst N faf(AS) und ﬁst N fag(AS) wird si-
chergestellt, dass ein giiltiges DvB propagiert wird. Existieren zwei duflere Teil-
vektoren dP und d , so muss weiterhin gewéhrleistet werden, dass jedes DvB nur
einmal definiert erd, was durch die Differenzmengenoperation realisiert wurde.

Abhéngig davon, welchen der beiden &ufleren Teilvektoren man als aP definiert,
entstehen unterschiedliche Realisierungen. Beide Realisierungen sind giiltig. In der
weiteren Arbeit gehen wir davon aus, dass gilt: d§ = dP + T

Beispiel 6.10 (Teilwortparallelisierung einer Propagierungszuweisung)
Wir haben eine Propagierungszuweisung s:

ys 1], iel,
S ysli] = S ws[i— (3], i€,
ysli — (1)), ic s,

mit der Interndatenteilzuweisung s; und den zwei Propagierungszuweisungen so und ss.
Die Iterationsrdume der Teilzuweisungen haben die Grofe:

1 0 0 1 -1 1 1 -1 0
T (_015).12(3), T, ()Z() 7, (_Ol%)iz(}]). (6.74)
0 — 0 0 —1 5 0 —1 5

Der Iterationsraum Z der Zuweisung s ist somit:

1 -1
II_Z-lUIQUIgI (_01 %)iZ(

—_
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iQ A I2

O
O
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O

Abbildung 6.9: Iterationsraum der Propagierungszuweisung s

Abbildung 6.9 zeigt den Iterationsraum der Zuweisung s mit den Iterationsrdumen der
Teilzuweisungen und den Propagierungsvektoren dl, =d, = (§) und dl,, =ds = (1).

Bei einer Partitionierung mit @ = (49) kann die effiziente Teilwortparallelisierung fiir
Propagierungsvektoren genutzt werden.

Die Teilzuweisung s; von (6.74) erhélt die TWP-Operation verteileTW(). Der Propagie-
rungsvektor dy = () der Teilzuweisung so zerfallt in zwei partitionierte Abhédngigkeits-
vektoren mit den duBeren Teilvektoren 85 L= (9) und 85 5 = (§). Da der Teilvektor 85 1
ein Nullvektor ist, erhalten wir eine teilwortparallele Teilzuweisung. Diese besitzt den
neuen Propagierungsvektor d, = (§).

Fiir den Propagierungsvektor ds = (1) der Teilzuweisung s3 erhalten wir die beiden &du-
Beren Teilvektoren df, = (9) und df, = (). Da der Iterationsraum Kj = Ksn f4(K)
den Iterationsraum ﬁgQ = K3 N f3%2(K) enthélt und somit gilt: ﬁgQ\ﬁgl = (), erhalten

wir nur eine teilwortparallele Teilzuweisung. Diese hat den neuen Propagierungsvek-
tordf; = (9).

In Algorithmus 6.1 ist die teilwortparallelisierte Zuweisung s als Version 1 angegeben.
Abbildung 6.10(a) zeigt den zugehdrigen Partitionsraum mit den Teilrdumen und den
neuen Propagierungsvektoren.

Vertauscht man die beiden duBeren Teilvektoren, die sich aus der Partitionierung des Pro-
pagierungsvektors ds = (1) ergeben, zu df, = (1) und df, = (), so ist der Iterations-
raum Ag2 = K5N fd§2(le) nicht mehr Teilraum des Iterationsraums I/C\g1 = Ky fd5 (I/C\),
i€§2 = A§2\I€g1 # (). Somit entstehen zwei teilwortparallele Teilzuweisungen aus der Aus-
gangsteilzuweisung ss. Diese Version der teilwortparallelen Propagierungszuweisung ist
als Version 2 in Algorithmus 6.1 angegeben. Der Partitionsraum dieser Version mit den
Teilrdumen und den Abhéngigkeitsvektoren wurde in Abbildung 6.10(b) dargestellt.
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R =
0o 1 2 3 &’ o 1 2 3 &
(a) Version 1 (b) Version 2

Abbildung 6.10: Partitionsraum der Propagierungszuweisung s

Algorithmus 6.1 Teilwortparallelisierung einer Propagierungszuweisung

Version 1 mit 85 1 =(9)

verteileTW <ys/ r"], EP) . ®RU ek,
= VR = (b)), R € Ky,

v [R" = (9)], R" €Ky,

verteileTW (ys, R"), EP) . RU ek,

~P ~P >
vy [R"] = vk = (5)], K €Ky,
s ~P ~P =
v 7"~ (1)) R e Ky,
yo[R" = (D), R e Ky,
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6.4.3 Zusammenfassung

In diesem Abschnitt wurde die Transformation der internen Zuweisungen vorgestellt.
Hierfiir wurde in Abschnitt 6.4.1 ein allgemeiner Ansatz vorgestellt, der im Wesentlichen
die Methoden aus den Abschnitten 6.2 und 6.3 verwendet. Durch diese Transformati-
on konnen aufgrund mehrerer Teilzuweisungen in einer Zuweisung und des Zerfalls der
Abhéngigkeitsvektoren neue Zuweisungen und zusétzliche Packoperationen entstehen.

Ist die interne Zuweisung eine Propagierungszuweisung und existiert ein Propagierungs-
vektor d!, fiir den gilt: |d}, | = I, so kann die Propagierungszuweisung unter Zuhilfe-
nahme der TWP-Operationen verteile TW() transformiert werden, wie in Abschnitt 6.4.2
gezeigt wurde. Diese Transformation der Propagierungszuweisung ist effizienter als die
Transformation mittels des allgemeinen Ansatzes.

6.5 Transformation der Ein- und Ausgabezuweisungen

Je nach Zuweisung, Partitionierungsversion und Speicherarchitektur gibt es verschiede-
ne Arten des Lesens oder Schreibens von Daten. Diese unterschiedlichen Arten sollen
ermittelt und fiir diese die TWP-Operationen bestimmt werden.

Ausgangspunkt fiir unsere Untersuchung ist eine Eingabezuweisung der Form:

S Ys[i] = Y [i"] = yim[m(3)], i€, (6.75)
oder eine Ausgabezuweisung der Form:
m: Yn[iM] = ym[m(i)] = yslil, ieZ,, (6.76)

mit i” = m(i) = Mi + m.

Beide Zuweisungen besitzen jeweils nur eine Teilzuweisung. Ein- und Ausgabezuweisun-
gen mit mehreren Teilzuweisungen lassen sich durch Hinzufiigen von temporéren Varia-
blen zum Algorithmus zu Interndatenzuweisungen und Ein- oder Ausgabezuweisungen
umwandeln, bei denen die Ein- oder Ausgabezuweisungen jeweils nur noch eine Teilzu-
weisung besitzen.

Eine Sonderstellung nimmt die Eingabe- und Propagierungszuweisung ein, welche auf-
grund ihrer besonderen Eigenschaften effizienter teilwortparallelisiert werden kann. In
Abschnitt 6.5.4 wird diese Transformation vorgestellt.

Die Daten y,,[.] im Speicher kénnen sowohl einzeln, als Teilworter, oder gemeinsam,
als DvBs, gelesen oder geschrieben werden. Hierbei muss die Anordnung der Daten im
Speicher beachtet werden, denn aufgrund der linearen Anordnung der Daten im Speicher,
sieche Abschnitt 2.4, kann der Lese- oder Schreibaufwand sehr unterschiedlich sein.

Die internen Daten y,[.] werden hingegen immer auf Basis von DvBs verarbeitet. Aus
diesem Grund wird bei der Transformation der Ein- und Ausgabezuweisungen zwischen
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Ein- und Ausgabedaten in Form von Teilwortern oder in Form von DvBs unterschieden.
Diese Transformationen werden in den Abschnitten 6.5.2 und 6.5.3 vorgestellt. Aktuelle
Architekturen erlauben entweder nur das Lesen und Schreiben von Speicherdaten in
Form von DvBs oder das Lesen und Schreiben ist sowohl in Form von Teilwértern als
auch in Form von DvBs mdoglich.

Vor der Beschreibung der Transformation der Ein- und Ausgabezuweisungen muss im
nachfolgenden Abschnitt das Thema Speicherzugriffe behandelt werden. Durch die Par-
titionierung des Indexraums Z* der globalen Variablen kénnen bei einem Speicherzugriff
auf Basis DvBs nicht definierte Teilworter gelesen oder geschrieben werden. Diese ungiil-
tigen Speicherzugriffe miissen vermieden werden. Eine Methode dafiir wird im néchsten
Abschnitt vorgestellt.

6.5.1 Giiltige Speicherzugriffe

Ein giiltiger Speicherzugriff ist ein Speicherzugriff, bei dem jedes zu lesende Teilwort
Y [0, R 9Y] = y,[iM] eines DvBs y[RY, 9¥] definiert ist. Wird der Indexraum Z ei-
ner globalen Variable y,,[i™], i¥ € ZM partitioniert, entstehen Partitionen £ € KM in
denen Teilwdrter y,[b™, BM, 9M] = y,[iM], i ¢ IM eines DvBs y[gY,0)], &M € KM
nicht definiert sind. Wird auf diese Teilworter mit einem DvB-Speicherzugriff zugegrif-
fen, erhalten wir einen ungiiltigen Speicherzugriff. Existieren die Speicherpléatze, auf die
mit den ungiiltigen Speicherzugriffen zugegriffen wird, und wird beim Schreiben von Da-
ten sichergestellt, dass die nicht definierten Teilworter in den Speicher-DvBs erhalten
bleiben, so kann mit ungiiltigen Speicherzugriffen gearbeitet werden.

Ungiiltige Speicherzugriffe sind im Allgemeinen sehr risikoanfillig. Deshalb verbieten
moderne Betriebssysteme solche Speicherzugriffe.

Im Allgemeinen fiihrt jede Partitionierung des Indexraums Z™ zu ungiiltigen Speicher-
zugriffen, wenn anschliefend auf Basis von DvBs auf den Speicher zugegriffen wird. Um
das zu verhindern, kann nur der Indexraum Z™ oder der Partitionsraum KM fiir die
Speicherdaten y,,[i™], i¥ € ZM oder y, [M], RM € KM erweitert werden, sodass die
Speicherzugriffe immer giiltig sind.

Bei einer Organisation des Speichers auf Basis von DvBs und der Moglichkeit unausge-
richteter Speicherzugriffe ist dem Partitionsraum K™ in der Raumrichtung in der Daten
zu DvBs zusammengepackt sind ein zusitzliches DvB voran und ein zusétzliches DvB
hintenan zu stellen. Fiir den erweiterten Partitionsraum K" erhalten wir somit:

CME = jcM g fT My U T M), (6.77)

Die auf die Elemente des Partitionsraums KM angewendeten Funktionen lauten:

f

F]VI,t<,,%M> —E. RM + Mt ynd fﬁrM’t(l/ﬁ\',M) —E. RM B FM’t, ,/%M c I’C\M

Sind nur ausgerichtete Speicherzugriffe erlaubt, muss der Partitionsraum nicht erweitert
werden.
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Ist das Speichern auf Basis von Teilwortern organisiert und sind unausgerichtete Spei-
cherzugriffe moglich, miissen dem Indexraum Z™ in der Raumrichtung, in der die Daten
zu DvBs zusammengepackt sind, jeweils B — 1 Teilworter voran und hintenan gestellt
werden. Der erweiterte Indexraum Z*" ergibt sich somit durch:

I\]M,t I\]M,t

TME = M pB-OT (MY g (BT 7MYy (6.78)

Die auf die Elemente des Indexraums ZM angewendeten Funktionen lauten:

FEITEMY B M 4 (B —1) - T und
ff(Bfl)I‘M’t(iM) —_E.iM_ (B-1)- Mt
mit iM € 7M.
Erlaubt die Speicherarchitektur nur ausgerichtete Speicherzugriffe, so ist der Index-

raum Z" nur so zu erweitern, dass alle Teilworter y,,[b™, &",0] der DvBs y,, [R", 0]
giiltig sind:

IMB:{i:(apﬂijF’ﬂb\/’%PeICM,bele}.

Durch diese Erweiterung sind nun alle Speicherzugriffe auf Basis von DvBs mdoglich, ohne
dass ein Teilwort des zu lesenden oder zu schreibenden DvBs auflerhalb des erweiterten
Definitionsbereichs Z"" liegt.

Bei der Erweiterung des Definitionsbereichs ist darauf zu achten, dass andere Algorith-
men einer Anwendung, welche ebenfalls auf diese Daten zugreifen, weiterhin nur auf die
urspriinglichen Daten zugreifen.

Beispiel 6.11 (Giiltige Speicherzugriffe bei Matrixmultiplikation)

Die FEingabedaten a [H bei der Matrixmultiplikation C = A - B sind in einem Spei-
cher auf Basis von Teilwortern und DvBs organisiert. Es sind sowohl ausgerichtete als
auch unausgerichtete Speicherzugriffe méglich. Der Indexraum dieser Eingabedaten ist
gegeben mit: IM = {i¥ = (1) |0<i<12A0<j <5}

Fiir sichere Speicherzugriffe erweitern wir den Definitionsbereich um zweimal (B—1) Teil-
worter in der Raumrichtung, in der die Daten zu DvBs zusammengepackt sind. Diese
Raumrichtung wird durch die Allokationsmatrix T = (1 0) angegeben. Bei B = 4 ver-
groBert sich damit der Indexraum zu: ZM® = {iM = (1) | =3 <i <1570 <j <5}

Fiir die weitere Arbeit gehen wir davon aus, dass alle Speicherzugriffe giiltige Spei-
cherzugriffe sind. Die Erweiterung des Definitionsbereichs der globalen Variablen wird
stillschweigend vorausgesetzt.

6.5.2 Ein- und Ausgabedaten als Teilworter

Ist der Speicher auf Basis von Teilwortern organisiert, kann auf die Ein- und Ausga-
bedaten einzeln zugegriffen werden. In diesem Fall muss nur der Iterationsraum Z mit
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i = @"R" + I b partitioniert werden. Fiir die Indexfunktion m(i) gilt somit:

i = Mi + m, (6.79)

iM:M(@)P-RPJrI‘t-b)er (6.80)

i =M.-©F R +M T - b+m. (6.81)
M- m (b)

Die Indexfunktion entspricht nun nicht mehr der allgemeinen Form: i = B -i+ b, wie
sie in Definition 3.1 fiir UItA angegeben wurde. Da diese Form der Indexfunktion nur
bei Ein- oder Ausgabedaten auftreten kann, soll sie trotzdem verwendet werden. Ande-
renfalls miisste die Algorithmenklasse so stark eingeschrinkt werden, sodass relevante
Algorithmen kaum noch transformiert werden koénnten.

Transformation der Eingabezuweisung

Mit der Operation leseTW() werden die Teilworter einzeln eingelesen, dabei wird das
gelesene Teilwort an die erste Position des Berechnungs-DvBs yl,b[ﬁp] geschrieben:

tip y17b[ﬁp] = leseTW(ym[M“EP +m”(b)]), r" e K., (6.82)

mit bmin S b S bmax-

AnschlieBend miissen die giiltigen Teilworter in den DvBs yl,b[f%P] zu dem gewiinsch-

ten Berechnungs-DvB y[ﬁp] zusammengestellt werden. Hierfiir sollen bpax — bmin F)p-
Operationen, siehe (6.38), genutzt werden. Hierbei wird mit jeder Operation ein Teil-
wort g0, 8] von rechts in das Ergebnis-DvB eingeschoben. Mit der letzten F,-Opera-
tion und der Verschiebung um B — by, erreichen wir zusétzlich, dass die Teilworter
richtig im DvB positioniert sind. Bei den anderen F,-Operationen werden die Daten

jeweils um ein Teilwort nach rechts verschoben:

toyp : YZ,b[EP] = I (YQ,b—l[EP]v yLb[EP]a 1), r' € ’%sa (6.83)
s VR = Fy(Yapp 1R ] Yt b R ], B = binax )+ kY e K,, (6.84)

mit bpin < b < bpax, Wobel y27bmin_1[ﬁp] = 0 ein Null-DvB ist.

Beispiel 6.12 (Eingabezuweisung des FIR-Filters)
Wir betrachten die Eingabeteilzuweisung si; aus der Eingabezuweisung s; des FIR-
Filters aus Beispiel 3.1 von Seite 23:

S11: Yali] = a[(0 1) 1], ieZ,.

Der Iterationsraum I D Iy, des Algorithmus soll mit ©f = (§9) (T1 = (1 0)) oder
©F =(§9) (M2 = (0 1)) partitioniert werden.
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Wird die Partitionsmatrix ©F = (49) gewihlt, so besitzt jedes DvB y,[R"] genau ein
Teilwort y,[0,&"] = a[(0 1) r"], das eingelesen werden muss. Dieses Teilwort wird mit
der Zuweisung

S11 ya,l[ﬁp] = leseTW(a[(0 1)&"]), r" ek,

gelesen. Die Vervollstandigung des Berechnungs-DvBs ya71[//%P] mit den jeweiligen Teil-

wortern y,[b, '], 1 < b < B, siehe Teilzuweisung s 5 des Algorithmus, zum DvB y [R"]
erfolgt mit Hilfe der Packoperationen aus Abschnitt 6.3.

Erfolgt eine Partitionierung mit ©F = (19), so sind alle Teilworter y,[b, R"] des DvBs

ya[f?,P] Eingabedaten. Diese werde nacheinander eingelesen und anschliefflend zum Be-
rechnungs-DvB y,[R"] zusammengepackt:

to VarolR] = leseTW(a[(0 4) R"]), & e Kuy,
tn Vara[R'] = leseTW(a[(0 4) R" + 1)), RC e Ky,
tio Var12lR] = leseTW(a[(0 4) R" +2)), r" e Ky,
tis VorslR] = leseTW(a[(0 4) &" +3)), r" e Ky,
tro YazolR'] = Fp(0,y,1,0[R"] 1), R €Kiy,
loq: ya,2,1['?lp] =k (ya,Q,O[k\"P]?ya,l,l[E’P]v 1)7 R € K1,
tro: ya,Q,Q[EP] = Fp (ya,Z,l[EPLYa,l,Z [Ep]a 1)> s Kiq,
S1,1 ¢ ys [E’P] = Fp (ya,2,2[k\"P]7 ya,l,B[E’PL 1)7 ’?'P € ICl,l-
Transformation der Ausgabezuweisung

Formal erfolgt das Schreiben der Ausgabedaten mit der Zuweisung:

mp Y [MPR" + m"(b)] = schreibe TW (b, y,["]), r” e K,. (6.85)

Fiir jedes Teilwort y;[b, RP], das in den Speicher geschrieben werden soll, miisste eine
Zuweisung my, erzeugt werden. Das hétte aber zur Folge, dass mehrere Zuweisungen ms,
bmin < b < byax, mit der gleicher linksseitigen Variable aber mit jeweils unterschiedlichen
Indexfunktionen entstehen wiirden. Da dies laut der Algorithmendefinition 3.1, Seite 21 f.
nicht zuléssig ist, darf nur ein Teilwort je DvB in den Speicher geschrieben werden. Es
muss somit gelten: bpin = bnax = 0. Eine allgemeine Methode zur Ermittlung, ob alle
DvBs nur ein giiltige Teilwort besitzen, wurde in Abschnitt 6.1.2 ab Seite 88 vorgestellt.

Das Schreiben von mehreren Teilwortern eines DvBs in den Speicher kann nur auf Basis
von DvBs erfolgen. Die Transformation dafiir wird im nachfolgenden Abschnitt vorge-
stellt.
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Beispiel 6.13 (Ausgabezuweisung des FIR-Filters)
Die Ausgabezuweisung des FIR-Filters lautet:

Syt yl(10)i] = y,lil, ieZy,.

Bei einer Partitionierung des Iterationsraums T O Ty, mit ©F = (49) ist eine Transfor-
mation der Ausgabezuweisung nicht moglich, denn jedes Teilwort y,[b, rf,0<b<B
des DvBsy, (k"] miisste in den Speicher geschrieben werden.

Die Partitionierung mit ®% = (1 9) fiihrt zu Berechnungs-DvBs, von denen ein Teilwort
als Ausgabe in den Speicher geschrieben werden muss. Hier ergibt die Transformation
der Ausgabezuweisung:

Sq y[(1 0) k) = schreibeTW (b, y,, [EP]), r" e Ky,

wobei b= (J — 1) — 4 - &Y ist.

6.5.3 Ein- und Ausgabedaten als DvBs

Sind die Ein- und Ausgabedaten DvBs, so wird der Indexraum Z,, der Speicherdaten wie
folgt partitioniert:

i = @MgM 4 M pM 4 TMI). (6.86)
Mit der Partitionierung des Iterationsraums Z der Iteration i € Z mit
i=0frR"+1 b (6.87)
erhalten wir fiir die Indexfunktion m(i):
i = Mi 4 m, (6.88)
OMRM £ DMt M PML . gM _ N (@P,?,P 4Tt b) +m. (6.89)

Den Index des Speicherteilwortes y,,[0™, &Y, 9)] ermitteln wir aus dem Index des Be-
rechnungsteilworts y[b, &"'] und der Verschiebung 93/ mittels:

rRM = mgz(b, R, 9)) (6.90)
:L@M”l-(M-I‘t-b+M-®P-EP+m—I‘M’t-z93”>J, (6.91)
b = my (b, R”, 93 (6.92)
:(PM (M-I‘t-b+M-®P-2P+m>—z98”> mod B. (6.93)

Prinzipiell ist es nun mittels der Funktionen mz (b, R 931 und my (b, R, 93") moglich,
die Teilworter y[b, &*] eines Berechnungs-DvBs einzeln zu lesen oder zu schreiben.
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Um die Teilwortparallelitédt aber voll auszunutzen, werden nachfolgend zwei Sonderfélle
der Datenanordnung, die gleichartig angeordneten Daten und die ausgerichteten Daten,
vorgestellt. Beide Datenanordnungen ermoglichen das parallele Lesen und Schreiben von
mehreren Teilwortern. Weiterhin werden Methoden présentiert, mit denen {iiberpriift
werden kann, ob die Daten diese Anordnung besitzen.

Anschlielend werden die Methoden zur Transformationen der Ein- und Ausgabezuwei-
sungen vorgestellt.

Gleichartig angeordnete und ausgerichtete Daten

Liegen die Daten, die gelesen oder geschrieben werden sollen, in der gleichen Reihenfol-
ge im Berechnungs- und im Speicher-DvB, so spricht man von gleichartig angeordneten
Daten. Die Position b und b der Teilworter im Berechnungs-DvB und Speicher-DvB
konnen dabei unterschiedlich sein. Ist die relative Position eines Datums im Berechnungs-
und im Speicher-DvB gleich (b = b™), so spricht man von ausgerichteten Daten. Nach-
folgend wird vorgestellt, wie ermittelt werden kann, ob die Daten gleichartig angeordnet
oder sogar ausgerichtet sind.

Gleichartig angeordnete Daten Es ist zu ermitteln, ob die durch eine Partitionierung
des Iterationsraums 7 entstehenden Berechnungs-DvBs y[R"] die gleichen Teilwérter mit
der gleichen Reihenfolge enthalten kénnen, wie die Speicher-DvBs y,,[&", 93], wobei
wir von unausgerichteten Speicherzugriffen (0 < 93! < B) ausgehen.

Satz 6.1 (Gleichartige Anordnung der Teilworter in den DvBs)
Gilt die Gleichung

"t =M.1, (6.94)

so sind die Teilworter in den Berechnungs- und in den Speicher-DvBs gleichartig ange-
ordnet.

Beweis 6.2

Die Indexfunktion i¥ = m(i) = M -i+m, m : Z — T, beschreibt die Zuordnung der
Iterationen i des Iterationsraums Z zu den Indizes i™ des Indexraums Z,,. Die Abbildung
m(i) ist laut Algorithmendefinition 3.1 von Seite 21 eine bijektive Abbildung. Somit
erhalten wir fiir jede Iteration i € T eineindeutig einen Index iM € I,,,.

Wir nehmen an, wir haben zwei Iterationen i, und is, deren Differenz I'* = i, —i; betrégt.
Somit liegen diese beiden Iterationen in der Raumrichtung j (y1,; = 1) nebeneinander,
in der die Iterationen zu Partitionen, den Berechnungs-DvBs, zusammengefasst werden.
Mit Hilfe der Indexfunktion m(i), kann nun die Differenz i}l — i} der Indizes i} und i}
im Indexraum Z,, ermittelt werden:

i — i =M-iy+m—-(M-i;+m)=M- (i —i;) = M- T
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Liegen die beiden Indizes i} und i}! im Indexraum Z,, in der gleichen Weise nebenein-

ander, wie die Iterationen i; und i, im Iterationsraum Z, so muss fiir die Differenz der
Indizes gelten: i) — i} = T™* denn T gibt die Raumrichtung j,, (’Y{\,/[jm = 1) an, in
der die Daten im Speicher gepackt sind.

Gilt fiir die Gleichung M - T'* = —T'"™"_ 50 sind die Daten spiegelverkehrt im Speicher
angeordnet.

Beispiel 6.14 (Eingabedaten des FIR-Filters)

Die Eingabedaten x[.| des FIR-Filters, siehe Beispiel 3.1 auf Seite 23 sind im Speicher
linear hintereinander angeordnet (T = (1) ). Die Indexfunktion fiir diese Eingabedaten
lautet: iM = m(i) = (1 — 1) i. Bei einer Partitionierung des zweidimensionalen Iterati-
onsraum mit @1 = (49) erhalten wir eine Allokationsmatrix T'; = (1 0). Daraus folgt:
(1 — 1) (8) = 1 = T™*'. Die Teilwérter in den Berechnungs- und in den Speicher-DvBs
sind somit gleichartig angeordnet.

Wird dagegen die Partitionierung ©®% = (}9), mit der Allokationsmatrix T'y = (O 1)
gewédhlt, so erhalten wir (1 — 1) (9) = =1 = —T™!. Die Eingabedaten sind spiegelver-

kehrt im Speicher angeordnet.

Ausgerichtete Daten Sind die Teilworter in den Berechnungs- und in den Speicher-
DvBs gleichartig angeordnet, interessiert nun, ob die Berechnungs-DvBs ausgerichtet
gelesen oder geschrieben werden kénnen. Ein Speicherzugriff ist ausgerichtet, wenn die
Teilworter in den Berechnungs- und in den Speicher-DvBs gleichartig angeordnet sind
und wenn das Teilwort y[0, &"] des Berechnungs-DvBs y[&"] dem Teilwort 4,0, &", 0]
des Speicher-DvBs y M[//%M, 0] zugeordnet ist.

Somit muss fiir Gleichung 6.93 gelten:

bM:mb(O,/’%P,O):<I‘M~1\/I-®P~7%P+I‘M~m> mod B=0, VR € K. (6.95)

Um nun zu ermitteln, ob b = m,(0, EP,O) = 0 fiir alle &7 € K gilt, kann wie folgt
vorgegangen werden:

P und oberen kY. . Grenzen der Iterationselemente ®¥

e Berechnung der unteren &, ; max, j i

mittels der FME der Variablen 57, i # j aus dem Partitionsraum K. Die Grenzen
werden in den Vektoren &', und R, zusammengefasst.

e Bestimmung der Zeilenmatrix H =T .M . @7 ¢ 7",

e Wenn x5, . < &P . ist, so muss H;; mod B =0 sein.

min,j max,j
o Ist Rl ; = Rhay» 50 wird das Produkt hj = Hyj - &L, ; bestimmt. Anderenfalls
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e Die Summe der Werte von h; plus dem Produkt ' m muss immer ein Vielfaches
von B sein, damit ¥ immer Null ist:

( > hj+TM. m) mod B = 0. (6.96)

1<j<n

Nur wenn die beiden Bedingungen:

Hy; mod B=0 fir &} <%, und < > hj+TM. m) mod B = 0

erfiillt sind, ist ¥™ = my,(0, rY, 0) = 0 fiir alle r e K.

Transformation der Eingabezuweisungen

Ein allgemeiner Ansatz fiir die Transformation der Eingabezuweisung mit einer Teilzu-
weisung

s: ys[i] = yar[m ()], ieZ,
bei der nur ausgerichtete Speicherzugriffe (1934 = 0) zuléssig sind, sieht wie folgt aus:

(1) Lies fiir jedes Teilwort y,[b, R*] das zugehérige DvB y,,;[R"] aus dem Speicher:

lip: Ytl,b[gp] = YM[EML r" € Ks,

mit byin < b < by und &Y = mz (b, RF,0).

(2) Verschiebe das DvB y, 1J,[EP] so, dass das benotigte Teilwort an der richtigen Po-
sition ist:

top ytg’b[ﬁp] = schiebeDvB <ytl7b[ﬁp], b— bM>, r" e K,

mit b < b < bax und b7 = my (b, ", 0).

(3) Setze Ergebnis-DvB y,[R"] aus den Teilwortern y, 4[b, K] zusammen:
t370 : ytg,O[,?'P] = th,O[E’P]a E’P € ICS?
t3p Yt3,b[ﬁp] = ersetzeTW (b, ym,b[ﬁp]a Ytg,b—l[EPD, R" ek

mit bmin + 1 S b S bmax-

Die Bedingung, dass in einem UItA jede Variable nur einmal zugewiesen wird,
macht die Verwendung der Hilfs-DvBs y, ;. [.], ¥z o 01[] -+ s Vg b |-] DOtWED-
dig.
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(4) Schreibe Ergebnis-DvB y,[R"]:
5 V&) = viu [R7], &" e K..
Die Funktionen der TWP-Operationen sehen wie folgt aus:

e y = schiebeDvB(x, s)

zlb—s] wenn0<b—s<B
Jlb] = { [ — 5] < (6.97)
0 sonst.
o y = ersetzeTW (s, x1, X2)
b b=
gl = | e b= (6.98)
xo[b]  sonst.

Somit erhalten wir aus den beg = bmax — bmin + 1 Einzeldatenoperationen des Ausgangs-
algorithmus 3 - beg + 1 TWP-Operationen im transformierten Algorithmus. Doch je nach
der Vollstandigkeit des Berechnungs-DvBs ys[ﬁp], der Anzahl der zu lesenden Speicher-
DvBs y,,;[&"] und der notwendigen Verschiebung b — b™ der Teilwérter kann sich die
Anzahl der TWP-Operationen deutlich reduzieren. Nachfolgend sollen diese Versionen
vorgestellt werden.

Speicher-DvBs konnen unausgerichtet gelesen werden FErlaubt die Speicherarchi-
tektur einen unausgerichteten Speicherzugriff, so konnen durch unausgerichtetes Lesen
der Speicher-DvBs die beg Zuweisungen top, ., top . 41, .., t2pn.. 2Ur Positionierung der
Teilworter vermieden werden.

Yy ulma(o, r",0),my(b,R",0) — 1], wenn b <M,

~P
1= {yM[mﬁ@a R”,0) = TM B+ my(b,&",0) — b, sonst.

tl,b : ytl,b[n

Nur ein Teilwort muss je Berechnungs-DvB gelesen werden Muss nur ein Teilwort
des Berechnungs-DvB y,[R"] gelesen werden (beg = 1), so werden maximal nur noch
zwei TWP-Operationen benotigt, denn das ,,Zusammensetzen* des DvBs kann entfallen.

Gleiche Speicher-DvBs Wird das gleiche Speicher-DvB fiir mehrere Teilworter des
Berechnungs-DvBs benétigt, so muss das Speicher-DvB nur einmal gelesen werden.

Relative Position des Teilworts ist gleich Ist die relative Position b des Teilworts
yu [0, RY 94 im Speicher-DvB und die relative Position b des Teilworts y,[b, "] im
Berechnungs-DvB gleich, so kann die Schiebeoperation entfallen.
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Gleiche Verschiebung Miissen nach dem Lesen der Speicher-DvBs die temporéiren
DvBs y;, , mit dem gleichen Verschiebungswert verschoben werden, so kénnen diese Teil-
worter in einem DvB zusammengefasst werden und anschliefend gemeinsam verschoben
werden.

Gleichzeitiges Ersetzen mehrerer Teilworter Befinden sich durch das gemeinsame
Lesen von Teilwortern und/oder dem gemeinsamen Verschieben der Teilworter mehrere
Teilworter nebeneinander in einem tempordren DvB y,, ., so kénnen diese gemeinsam
in das Ziel-DvB y,, , eingefiigt werden. Hierzu definieren wir eine neue Operation y =
ersetzeTWs (s, X1, XQ)

) xfb], wennb > s,
ulb] = {xg[b], sonst. (6.99)

Diese Operation kann nur verwendet werden, wenn die zu ersetzenden Teilworter liicken-
los im DvB x; nebeneinander angeordnet sind.

Daten sind gleichartig angeordnet Sind die Daten im Speicher-DvB und im Berech-
nungs-DvB gleichartig angeordnet und miissen mehrere Teilworter fiir das Berechnungs-
DvB gelesen werden, so vereinfacht sich der Lesevorgang weiter.

Erlaubt die Speicherarchitektur unausgerichtete Speicherzugriffe (0 < 93 < B) oder
sind die Daten ausgerichtet, so kénnen alle Teilworter des Berechnungs-DvBs mit einer
TWP-Zuweisung

5 yo[R"] =y [mz(0,8",0),my (0,8, 0)], R” € K,

gelesen werden.

Fiir den Fall, dass die Daten unausgerichtet sind und ein solcher Speicherzugriff nicht
moglich ist, miissen zwei benachbarte Speicher-DvBs ausgerichtet gelesen und daraus
das Berechnungs-DvB erzeugt werden. Eine elegante Methode zur Bestimmung der zu
lesenden Speicher-DvBs und der Packoperation ist das Hinzufiigen einer zusétzlichen
Eingabezuweisung i, welche mit C = E und c; € Z", siehe Abschnitt 4.1 ab Seite 38,
reindiziert wird, sodass der Speicherzugiff ein ausgerichteter Speicherzugiff ist:

i yili] = yuM -i+m —M- ¢, iecZ,
5 ys[i] = wili + cil, ieZ,.
Hierdurch entsteht der Abhéngigkeitsvektor dﬁ; = d = —c;, welcher im Allgemeinen

bei der Partitionierung in zwei partitionierte Abhéangigkeitsvektoren zerfillt und damit
eine Packoperation entsprechend Abschnitt 6.2 verursacht. Die Zuweisung s ist nun eine
interne Zuweisung und wird, wie in Abschnitt 6.4 gezeigt, transformiert.

Im Allgemeinen gibt es unendlich viele M6glichkeiten des Verschiebens, sodass der Spei-
cherzugriff ein ausgerichteter wird. Wir wollen nur zwei Verschiebungen betrachten, die
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kiirzeste mit nur positiven und Nullelementen und die kiirzeste mit nur negativen und
Nullelementen. Hierzu legen wir fiir den Reindizierungsvektor ¢; = ¢; - I'* fest.

Bestimmen wir nun fiir die reindizierte Zuweisung entsprechend (6.96) die DvB-Verschie-
bung b™, welche fiir einen ausgerichteten Speicherzugriff Null sein muss, so folgt:

(Z hj+I‘M-m—I‘M-M-I‘t-ci) mod B = 0. (6.100)

1<j<n

Da die Daten gleichartig angeordnet sind, erhalten wir fir M - I'" = T'™?. Das Produkt
der beiden Matrizen T'™ und T'™* ergibt wiederum ’1’. Somit folgt:

(}:;%+FM-m—¢O mod B = 0, (6.101)
1<j<n
( ( Z h; +TM. m) mod B — cl-) mod B = 0. (6.102)

1<j<n

(. 4

DvB-Verschiebung b* ohne Reindizierung

Der kleinste positive Wert und der kleinste negative Wert fiir ¢;, der zu einem ausgerich-
teten Speicherzugriff fiihrt sind: ¢;7 = b und ¢; = B—b". Fiir den Reindizierungsvektor
erhalten wir damit c;” = ¢; - T oder ¢; = ¢; -I'* und der Abhéngigkeitsvektor d betriigt
d* =c¢; -T" oder d~ = ¢ - T".

Die Entscheidung zwischen diesen beiden Reindizierungsvektoren ist nun abhéngig von
den anderen Abhéngigkeitsvektoren d(e), e € £ des zu transformierenden Algorithmus.

(1) Existiert bereits ein Abhingigkeitsvektor J.ce d(e) = kT - I'" oder J.ee d(e) =
—kt - T, k* € NT, so muss der Reindizierungsvektor c; so gewihlt werden, dass
fiir den neuen Abhingigkeitsvektor d = —¢; - I' ebenfalls gilt: d = k% - I'* oder
d=Fk -T"

(2) Anderenfalls iiberpriifen wir alle Abhéngigkeitsvektoren d(e), e € £, in der Raum-
richtung j, in der die Teilworter zu DvBs gepackt werden (v;; = 1), ob diese
Vektorelemente d(e); mehrheitlich positiv oder negativ sind und wihlen den Reini-
zierungsvektor c¢; so aus, dass sich der Abhéangigkeitsvektor d = —c; der Mehrheit
der anderen Abhéngigkeitsvektoren anpasst.

Beispiel 6.15
Wir haben die Eingabezuweisung

s o lnl =vyu["0'] icZ.

Bei einer Teilwortparallelisierung mit ®F = (49) erhalten wir Speicher- und Berech-
nungs-DvBs die gleichartig angeordnet, aber nicht ausgerichtet (b™ = 1) sind. Durch das

Hinzufiigen der neuen Zuweisung i, welche wir mit ¢; = (}) oder ¢; = () reindizieren,
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erhalten wird ausgerichtete Speicher- und Berechnungs-DvBs. Der neue Abhéngigkeits-
vektor betrigt: dT = (3) oder d™ = ().

Wir nehmen an, der Algorithmus, zu der Zuweisung s gehort, besitzt folgende Abhéan-
gigkeitsvektoren: dy = (1), da = (2),d3 = (7') und dy = (§).

Fiir keinen Abhéngigkeitsvektor d;, i € {1,2,3,4} gilt: d; = +k - T'*. So muss fiir
Raumrichtung j = 1 iiberpriift werden, ob die Vektorelemente mehrheitlich positiv oder

negativ sind. Zwei Abhéngigkeitsvektoren d; und dy besitzen ein positives Vektorele-
ment dy; = 1 bzw. dy; = 2 und einen Abhéingigkeitsvektor ds besitzt ein negatives

Vektorelement ds; = —1 in der Raumrichtung j = 1. Somit wéhlen wir den Reini-
zierungsvektor ¢; = (*) aus, der zu einem positiven Abhéngigkeitsvektor d* = (})
fiihrt.

Zusammenfassung Je nach Anzahl der Teilworter yy,[i™], die fiir ein Berechnungs-
DvB ys[ﬁp] gelesen werden miissen, der Anordnung der Daten im Speicher und der
Lesemoglichkeit der Architektur werden 1 bis 3 - B + 1 TWP-Operationen zum Lesen
der maximal B Teilworter eines Berechnungs-DvBs benétigt. Sind die Berechnungs- und
Speicherdaten gleichartig angeordnet, so reduziert sich die maximale Anzahl der TWP-
Operationen auf zwei. Die Reduzierung dieser TWP-Operationen durch entsprechende
Reinizierung und Coartitionierung des Algorithmus ist auch Bestandteil der Abbildungs-
strategie, welche in Kapitel 7 vorgestellt wird.

Nicht gleichartig angeordnet Daten konnen durch ein Umorganisieren der Speicherdaten
zu gleichartigen Daten umgewandelt werden. Damit reduziert sich die Anzahl an TWP-
Operationen meist merklich. Ruby Lee hat fiir das Umorganisieren von Daten effiziente
Befehle entwickelt | ; ]. Ein Umorganisieren der Daten lohnt sich aber meist
nur, wenn bei einer Eingabezuweisung die B Teilworter des Berechnungs-DvBs aus B
verschiedenen Speicher-DvBs ausgelesen werden miissen.

Beispiel 6.16 (Transformation der Eingabezuweisung des FIR-Filters)

Die Eingabezuweisung s, fiir die z-Daten des FIR-Filters, sieche Algorithmus 3.1 auf
Seite 23, besitzt drei Teilzuweisungen. Die ersten beiden Teilzuweisungen sind Eingabe-
teilzuweisungen. Fiir diese Teilzuweisung wollen wir die Transformation vorstellen, wobei
wir die beiden Teilzuweisungen als zwei unabhédngige Zuweisungen s, ; und s, betrach-
ten:

So1 ¢ Yo 1[i] = z[(1 -1)1], ieZ,,,
S22 ¢ yx,Q[i] = l‘[( -1 ) i], iec 1.82,2'

Die Partitionierung des zweidimensionalen Iterationsraums Z O Iy 1, 1L, o kann mit @f =
(69),T1=(1 0) oder ©F = (}9), T2 = (0 1) erfolgen. Die eindimensionalen Einga-
bedaten sind im Speicher mit @™ = (4), M= (1) partitioniert. Es sind nur ausgerich-
tete Speicherzugriffe (9}! = 0) méglich.

Wird die Partitionierung ©®1 = (49) gewshlt, so muss bei der teilwortparallelen Zuwei-
sung sq 1 ein Teilwort fiir jedes DvB yM[EP] gelesen werden. Die Position des Teilworts
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ist b = 0. Da im Allgemeinen die relative Position des Teilworts im Speicher-DvBs und
im Berechnungs-DvB nicht iibereinstimmt, muss zuerst das zugehorige Speicher-DvB ge-
lesen werden und anschliefend das Teilwort auf Position b = 0 geschoben werden. Die
Teilwortparallelisierung der Zuweisung s, » fiihrt zu einem ausgerichteten Speicherzugriff,
denn es gilt T = (1 0) - T** und 8™ = m, (0, r",0) = 0 fir alle R" e /652’2. Somit
erhalten wir folgende teilwortparallele Zuweisungen fiir unsere beide Ausgangszuweisun-
gen:

~P ~ ~P
t1710 : yl,lo [K/ ] - X[LK§/4J]’ K € ’C82717
So1: ym,1[ﬁp] = schiebeTW(y, ,, (], 7Y mod 4), R e Ks,.,
S22 : ym,2[ﬁp] = X[Ef]v EP € ’Cs2,2'

Die Iterationsrdume KC,, , und K, , werden entsprechend Abschnitt 4.2 bestimmt.

Bei einer Transformation der Zuweisungen mit @1 = ( § %) erhalten wir hingegen folgende

Zuweisungen:

ORAE yi1,[R7] = x[-RS], rR" € K,
ty, : v, [R7] = x[-&Y — 1], R e Ky,
12, : Yi2, [IQP] = SchiebeDVB(th[/’%P], 2), = K1,
12, : Y12 &) = schiebeDVB(th[f%P], 0), ke Ksy i
ty.0, : Yia, ,[R"] = schiebeDvB(y, ;,[K"], —2), R" € Ky,
1,3 : Y130 [EP] =¥i.1, [Ep]a r' e Kssis
t13, Y13, [EP] = ersetzeTW(l,yL21 [EP],yL30 [EP]), vl e Kesi
t13, Y13, [EP] = ersetzeTW(Q,yL22 K] y1s, [AP]), rP e Kssi
Sa1 ym[f%P] = ersetzeTW (3, y, 5, [//%P],ym2 [RP]), R" € Ky,
to1, - Yook = x[[R] /4], R' € Ky
So9 ym,z[ﬁp] = schiebeTW(y, ., ], 7Y mod 4), R" € Ky,

Die Transformation der Zuweisung s, fiihrt zu neun TWP-Zuweisungen. Da die Daten
nicht gleichartig angeordnet sind, miissen zuerst die beiden Speicher-DvBs x[—£%] und
x[—R% —1] gelesen werden, in denen sich die Teilwérter fiir das Berechnungs-DvBy, | R"]
befinden. AnschlieBend werden die Teilworter an die richtige Position geschoben und
abschlieBend findet das Zusammensetzen des Berechnungs-DvBs statt. Fiir die Zuwei-
sung sy » erhalten wir zwei TWP-Zuweisungen, hierbei muss je Berechnungs-DvBy, , [EP]

nur ein Teilwort gelesen werden und diese an Position b = 0 platziert werden.

Transformation der Ausgabezuweisungen

Die Transformation einer Ausgabezuweisungen ist der schwierigste Teil der Algorith-
mentransformation. Der Grund dafiir ist, dass im transformierten Algorithmus nur eine
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Ausgabezuweisung je Variable existieren darf, damit der transformierte Algorithmus wei-
terhin ein UItA ist.

Deshalb soll zuerst nur fiir Ausgabezuweisungen mit gleichartig angeordneten Berech-
nungs- und Speicherdaten die Zuweisungstransformation vorgestellt werden.

Die nachfolgenden beiden allgemeinen Ansétze fiir die Transformation von Ausgabezu-
weisungen zeigen die Griinde fiir die Beschrankung der Transformation auf Ausgabezu-
weisungen mit gleichartig angeordneten Berechnungs- und Speicherdaten. Im Allgemei-
nen entstehen bei beiden Ansédtzen durch die Transformation TWP-Zuweisungen, die
nicht mehr den Bedingungen eines UItA geniigen. So ist bei dem ersten allgemeinen An-
satz die Einmal-Zuweisungs-Form nicht mehr gegeben und bei dem zweiten allgemeinen
Ansatz miisste der Iterationsraum des transformierten Algorithmus mittels lineare be-
grenzter Gitter beschrieben werden. Beide Verstofle hétten weitreichende Folge bei einer
Abbildung des transformierten Algorithmus auf ein Rechenfeld und sollen deshalb in
dieser Arbeit nicht weiter betrachtet werden.

Transformation fiir gleichartig angeordnete Daten Sind die Daten des Speicher- und
des Berechnungs-DvBs gleichartig angeordnet, d. h. es wurde eine Partitionierung ge-
wihlt,bei der fiir die Ausgabedaten T'** = M - T gilt, so kann die Ausgabezuweisung

m: Ym[iM] = wlil, icT, (6.103)

wie folgt transformiert werden.

Sind die Speicher- und Berechnungs-DvBs nicht nur gleichartig angeordnet, sondern auch
noch ausgerichtet (by; = my(0,R”) = 0) oder erlaubt die Speicherarchitektur unausge-
richtetn Speicherzugriffe, so kann das Berechnungs-DvB direkt in den Speicher geschrie-
ben werden und man erhélt die folgende Ausgabezuweisung

m: Yolmz (0,87),my(0,87)] =y [R"], 7" € K. (6.104)

Erlaubt die Speicherarchitektur nur ausgerichtete Speicherzugriffe und sind die Speicher-
DvBs y,,[®"] und die Berechnungs-DvBs y,[R"] zueinander nicht ausgerichtet (b =
my(0,R”) # 0), so muss zuerst ein ausgerichtetes Berechnungs-DvBs y, [R”] aus den
Berechnungs-DvBs y,[R"] erzeugt werden, bevor das neue Berechnungs-DvBs y, [R"]
ausgerichtet in den Speicher geschrieben werden kann. Hierzu fiigen wir in den Aus-
gangsalgorithmus eine Transferzuweisung o ein:

0: Yoli] = ysli], icZ,, (6.105)
m: ymu[M i+ m] = y,li], i€Z,. (6.106)

Diese Transferzuweisung o und die Ausgabezuweisung m reindizieren wir mit C = E und
Cn = ¢, = d, wie in Abschnitt 4.1 ab Seite 38 beschrieben:

0 woli] = ysli — d, icT,. (6.107)
m: yu[M -i+m — M -d] = y,li], ieZ,. (6.108)
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Die Teilwortparallelisierung der Ausgabezuweisung des reindizierten Algorithmus fiihrt
nun zu einem ausgerichteten Datentransfer und kann somit mit (6.104) teilwortparalle-
lisiert werden.

Wie bei der Eingabezuweisung soll der kiirzeste positive Reindizierungsvektor d* =
d* -T" und der kiirzeste negative Reindizierungsvektor d= = d~ - I' ermittelt werden.
Hierzu konnen die Gleichungen 6.100 - 6.102 auf Seite 120 der Reindizierung der Einga-
bezuweisungen verwendet werden.

Die Auswahl des Reindizierungsvektors aus den beiden Reindizierungsvektoren d* und
d* erfolgt wie bei der Reindizierung der Eingabezuweisung entsprechnend der anderen
Abhéngigkeitsvektoren d(e), e € £ des Algorithmus, siehe das Vorgehen fiir Eingabezu-
weisungen auf Seite 120.

Einzigster Unterschied der Reindizierung der Transfer- und Ausgabezuweisung gegeniiber
der Reindizierung der Eingabezuweisung ist, dass ein positiver Reindizierungsvektor d*
fiir die Transfer- und Ausgabezuweisung zu einem positiven Abhéngigkeitsvektor d* in
Transferzuweisung o fiihrt und dass wir mit dem negativen Reindizierungsvektor d~
einen negativen Abhéngigkeitsvektor d~ erhalten.

Bei der vorgestellten Transformation gehen wir davon aus, dass mehrdimensionale Da-
ten entsprechend Abschnitt 6.5.1 erweitert wurden. Sind die Ausgabedaten linearisierte
mehrdimensionale Daten, so muss die Zeilenldnge der linearisierten Daten ebenfalls er-
weitert werden, sodass auf jedes DvB nur einmal schreibend zugegriffen wird. Hierzu wird
der mehrdimensionale Indexraum erst entsprechend Abschnitt 6.5.1 erweitert, bevor der
erweiterte mehrdimensionale Raum linearisiert werden kann.

Sind die Ausgabedaten z. B. zweidimensionale Daten y,,[i], i = (2) ceZmitd<i <
und 0 < iy < I3, welche im Speicher als eindimensionales Feld y/,[i1 + I1 - i2] = y,,[i'],
0 <i < Iy - I — 1 liegen, so muss zur Erhaltung der Einmal-Zuweisungs-Form fiir die
transformierte Zuweisung der zweidimensionale Indexraum Z um 2 - (B — 1) Iterationen
in Raumrichtung ¢; erweitert werden. Das eindimensionale Feld vergréfert sich damit zu
(I + 2(B — 1)) - I und der Datenzugriff auf die urspriinglichen Daten lautet: y/,[(B —
D4ir+ (L+2-(B=1)) i)

Allgemeiner Ansatz: Direkte Ausgabe der Teilwérter Ein erster allgemeiner Ansatz
fiir die Transformation der Ausgabezuweisung mit einer Teilzuweisung, siehe (6.103),
konnte wie folgt aussehen:

(1) Lies fiir jedes Teilwort y,[b, &”] das zugehérige Speicher-DvB y, [&", 9] aus dem
Speicher:
tl,b : ythb[ﬁp] - ym[EMaﬁg/I]a K < ﬁma

mit &Y = mz(b,R",0).
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(2) Verschiebe das Berechnungs-DvB y [R”] so, dass das zu schreibende Teilwort an
der richtigen Position ist:

top yt%b[ﬁp] = schiebeDvB (ys[ﬁp], b— bM>, r" e K,

mit b = my(b, R”,0).

(3) Ersetze das Teilwort gy, »[b, R ] im zukiinftigen Ausgabe-DvB yt37b[l?,P]:

sy - Vil R7] = ersetzeTW (b,y,, [, v, [R7]). R" € K.
(4) Schreibe das DVB g, (b, K”] in den Speicher:

my YR 03] = v, 0B, R Ko

Fiir b gilt: by < b < bpax. Die TWP-Operationen sind die gleichen Operationen, die
bei der Transformation der Eingabezuweisungen entstehen. Die TWP-Operation y =
schiebeDvB (x, 5) verschiebt die Teilworter des DvBs x um s Teilworter innerhalb des
DvBs nach links oder rechts, siehe (6.97) auf Seite 118, und die TWP-Operation y =
ersetzeTW (s, X1, X2) ersetzt das Teilwort x5[s] in DvB x5 durch Teilwort x4[s] und gibt
das verdnderte DvB zuriick, siehe (6.98) auf Seite 118.

Ein in dieser Weise transformierter Algorithmus hat im Allgemeinen keine Einmal-
Zuweisungs-Form mehr und ist somit auch kein UItA. Der Grund hierfiir ist das mehr-
malige Schreiben des Ausgabe-DvBs y, [R", 93] in Zuweisung m, auch wenn die Teil-
worter in den Ausgabe-DvBs weiterhin jeweils nur einmal geschrieben werden. Bei der
Implementierung eines solchen Algorithmus ist sicherzustellen, dass ein Datenausgabe-
prozess (Lesen des DvBs, Einfiigen des Teilworts, Schreiben des DvBs) fiir ein Teil-
wort ym[bl,EM,ﬁgd | abgeschlossen sein muss, bevor der néchste Datenausgabeprozess
fiir das néichste Teilwort y,,[by, &', 93] dieses Ausgabe-DvBs begonnen werden kann.

Diese Beschrinkung bei der Implementierung behindert die Parallelisierung des Algo-
rithmus merklich, besonders bei einer nachfolgenden Abbildung des Algorithmus auf ein
Rechenfeld. Deshalb wird dieser Ansatz in dieser Arbeit nicht weiter betrachtet.

Alligemeiner Ansatz: Zusammenbau der Speicher-DvBs vor Speicherung Die Grun-
didee dieses zweiten Ansatzes ist die Erzeugung des Ausgabe-DvBs in einer Iteration &’
und das einmalige Schreiben dieses DvBs. Hierfiir ist es notwendig, dass alle zu die-
sem DvB gehorigen Teilworter zu dieser Iteration propagiert werden und dass fiir jedes
Ausgabe-DvB eine Iteration festgelegt wird, in der das Zusammenstellen und Schreiben
des Ausgabe-DvBs erfolgt.

Betrachten wir die Ausgabezuweisung: y,,[i¥] = yn[(§ 7)1 = y[i] mit i € Z c Z
und i¥ € ZM C Z*. Der Iterationsraum Z der Zuweisung wird mit @ = (49) und der
Indexraum ZM der Ausgabevariablen wird mit @ = (1 9) und 9} = 0 partitioniert.
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(a) Uberlagerung der Partitionen des Iterationsraums (durchgingige (b) Partitionsraum
Linie) und des Indexraums (gestrichelte Linie)

Abbildung 6.11: Alternative Transformation der Ausgabezuweisung

Das Ausgabe-DvB y, [, 0] soll in der Iteration i zusammengebaut werden, in der die
Variable y[i] fiir das letzte Teilwort y,,[3, rM 0] des DvBs erzeugt wurde. Das ist immer
in den Iterationen i = ( 4_;-13), 11,J € Z der Fall. Somit miissen die anderen Teilworter

fiir das Speicher-DvB y, [, 0] zu dieser Iteration transferiert werden, um das DvB zu
erstellen und anschliefend zu schreiben.

Abbildung 6.11(a) zeigt dieses Szenario. Die dunkelgrau dargestellten Iterationen, sind
diejenigen Iterationen, in denen die Zusammenstellungen und Speicherungen der Spei-
cher-DvBs erfolgen. Die Transfers der Teilworter wurden durch Pfeile illustriert.

Betrachtet man das Szenario im partitionierten Iterationsraum &° € I/C\m auf Basis von
DvBs, so ergibt sich das in Abbildung 6.11(b) dargestellte Bild.

In den Iterationen R” = ( 43{;3), kT, j € Z werden jeweils vier Speicher-DvBs zusam-
mengestellt und geschrieben. Der zugehorige transformierte Algorithmus ist in Algorith-
mus 6.2 angegeben.

Der transformierte Algorithmus hat zwar nun eine Einmal-Zuweisungs-Form, doch der
Algorithmus erfiillt trotzdem nicht die Bedingungen fiir einen UItA, siehe Definition 3.1
auf Seite 21. Zum einem ist der Iterationsraum als linear begrenztes Gitter beschrieben
und zum anderen erfolgt das Schreiben der Ausgabedaten mittels vier Gleichungen mit
jeweils der gleichen linksseitigen Variable aber unterschiedlichen Indexfunktionen. Somit
wird dieser Ansatz ebenfalls nicht weiter verfolgt.

Zusammenfassung Nicht jede Ausgabezuweisung kann teilwortparallelisiert werden,
sodass der transformierte Algorithmus wieder ein UItA ist. Die beiden vorgestellten all-
gemeinen Anséitze fiir die Transformation von Ausgabezuweisungen erfordern eine Er-
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Algorithmus 6.2 Beispiel fiir die alternative Ausgabetransformation

b yu[R7) = packl (y[E" = (D)Ly[R" -~ DLyRE" = (DLyRET), & e Kn
ty: v, [R"] = pack2(y[&" = (D)]y[R" - (D)L y[E" = (DLy[R"]), & €K
ts vi,[R7] = pack3(y[E" = (D)]y[R" = (QLy[R" = (DLyR"]), & ek
b : yulR") = packd (y[E" = (§)Ly[R" — (LR = (DLy[RET), & €K
mi: yulmaR,0)] =y, [R7), R e Km
ma: yulma(RY 1] =y, [R], R" € K
ma: yulma(RY,2)] = y,,[R"], R €Ki
my: yulma(R",3)] =y, [R7), R €K

weiterung der Algorithmenklasse, was wiederum weitreichenden Einfluss auf die Folgen
der Algorithmentransformationen und damit die Abbildungsmethode hat. Aus diesem
Grund schranken wir die Transformation der Ausgabezuweisungen auf Zuweisungen und
Partitionierungen ein, die zu gleichartig angordneten Daten fiihren, denn damit ist der
transformierte Algorithmus wieder ein UItA. Bei diesen Zuweisungen entstehen aus einer
Einzeldatenzuweisung maximal zwei teilwortparallele Zuweisungen.

Durch die Verwendung der Packoperationen von Ruby Lee | | ist es moglich, die Aus-
gabedaten effizient umzusortieren. Somit konnen die Daten des Algorithmus gleichartig
angeordnet gespeichert werden und mittels dieser Packoperationen werden die Daten
anschlielend in die urspriinglich vorgesehene Reihenfolge gebracht.

Beispiel 6.17 (Transformation der Ausgabezuweisung des FIR-Filters)
Die Ausgabezuweisung des FIR-Filters lautet:

Sy : y[(1 0)i] = y,lil, ieZy,.

Bei einer Partitionierung des Iterationsraums T O Z,, mit ©F = (49) und damit T, =
( 1 O), so erhalten wir gleichartig angeordnete Berechnungs- und Speicher-DvBs: T =
(1) =M -T{ = (1 0)-(}). Die teilwortparallele Zuweisung lautet damit:

54 y[(1 0)&",0] =y, [R"], rY e Ky,

Die Speicherzugriffe sind immer ausgerichtete Speicherzugriffe. Der Indexraum I™ der
Variable y[i™] wurde soweit erweitert, dass alle Speicherzugriffe giiltig sind.

Die Partitionierung des Iterationsraums T O T;, mit ©F = (19) und damit Ty =
(O 1) fiithrt zu Berechnungs-DvBs, von denen nur ein Teilwort als Ausgabe in den
Speicher geschrieben werden muss. Die Speicherung der Ausgabedaten auf Basis von
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DvBs kann nicht direkt erfolgen, da die Daten zueinander nicht gleichartig angeordnet
sind: (1) # (1 0)(9). Deshalb definieren wir eine Hilfsausgabevariable y,, [} ], mit
M ={(}) | 0 <iy < BAO < iy < I}. Diese Daten sind im Speicher in der Raum-
richtung i; gepackt: T = (1 0). Mit Hilfe der Indexfunktion l,,(i) = (93) - i+ 0 sind
nun die Speicher-DvBs y,,[.| und die Berechnungs-DvBs y,[.| gleichartig angeordnet:
(8)=1(9%)-(9). Damit erhalten wir die folgende teilwortparalle Ausgabefunktion:

yulE 0] =y,[(28) "), R K.
In einem extra Algorithmus werden anschlieffend die eigentlichen Ausgabedaten 1, [f;}
in die Variable yliy] iiberfiihrt: y[is] = y,, [2]. Den Wert fiir den Index b erhalten wir
wieder mit: b= (J — 1) mod 4.

6.5.4 Eingabe- und Propagierungszuweisungen

Eine Eingabe- und Propagierungszuweisung ist eine Kombination aus einer Eingabeteil-
zuweisung und mehreren Propagierungsteilzuweisungen, siehe Abschnitt 3.3.3 ab Sei-
te 33. Dabei ist die erste Teilzuweisung immer die Eingabeteilzuweisung.

Wurde die Partitionierung so gewéhlt, dass ein Propagierungsvektor d;St der Zuweisung
gleich dem Allokationsmatrix I'" ist, so kann eine effizientere Teilwortparallelisierung
verwendet werden. Diese Parallelisierung entspricht weitestgehend der Parallelisierung
der internen Propagierungszuweisung, sieche Abschnitt 6.4.2 ab Seite 105. Nur fiir die
erste Teilzuweisung, die Eingabeteilzuweisung, ist eine anderen Teilwortparallelisierung
notwendig. Diese ist davon abhéngig, ob die Daten als DvBs oder als Teilworter gelesen
werden koénnen.

Unabhéngig davon wird bei der Eingabeteilzuweisung s; immer nur ein Speicherteil-
wort ,,[i"] je Berechnungs-DvB y, [R”] eingelesen. Dieses Teilwort wird dann mit der
TWP-Operation verteileTW() auf die anderen Teilworter des Berechnungs-DvBs ver-
teilt. Die Position b des einzulesenden Teilworts im Berechnungs-DvB kann mit Hilfe der
in Abschnitt 6.1.2 ab Seite 88 vorgestellten Methode bestimmt werden. Die Eingabeteil-
zuweisungen lauten nun, abhéngig von der Speicherorganisation:

51 - ys[l/%P] = verteile TW (ym[l\/["‘ rP 4 m/f(b)]) 7 SP o 1631,
oder
81 ¢ ys[;’%P] = verteile TW (mb(b, Rp,ﬂéu),ym[mg(b, '/%P’ﬁgd)D 7 AP ¢ //C\sl.

Beispiel 6.18 (Eingabe- und Propagierungszuweisung des FIR-Filters)
Die Zuweisung s; des FIR-Filters, siehe 3.1, ist eine Eingabe- und Propagierungszuwei-
sung:

S1 -

yalil = {a[(o 1)1i], i€y,

ya[l_((l))]7 i6212.
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Wird der Iterationsraum Z D T, mit @ = (49) partitioniert, so kann diese Zuweisung
effizient teilwortparallelisiert werden.

Werden die Eingabedaten auf Basis von Teilwortern eingelesen, so erhalten wir die fol-
gende transformierte Zuweisung:

Ap]

verteileTW (a[( 01) EP]) , r" ey,
S1 v, R | =

- . AP
Yok = ()], K€Ky,
Die Partitionsrdume I/C\h und 1612 haben die GréBe:

1611:{75’): (R{)> ‘El :OAO§E§<J} und

Ry
~ ~P /F;P ~P I ~P
Ky, =4k :(E})> ’1§/<;1 < {ﬂ/\og@ <Jy.
Das Lesen von DvBs aus dem Speicher erfolgt mit:
=] {Vertei]eTW (bM, a[r", 0%]) : r" ek,
1 V. | = R R -
ya[K’P_((l])]v K':P 6/C12.
Die Indizes b = my(b, 8", 9)") und R = mgz (b, R”,9}") sind abhéingig von der Iterati-

on RY, der Position b des zulesenden Teilworts und der Verschiebung 93!, wobei fiir die
Position b des Teilworts gilt b = 0:

WM = my (0, &Y, 030 =((0 1)-8"—9})) mod 4,
RM = mg(0,R"7, 9} = E ((o 1)@1’—1934”.

Erlaubt die Architektur nur ausgerichtete Speicherzugriffe (9! = 0) so erhalten wir:

b = my(0,R",0) =((0 1)-&") mod 4,

M = mz (0,R", 0) - E (0 1) ;?;P)J |

Sind hingegen auch unausgerichtete Speicherzugriffe (0 < 93! < 4) moglich, so kénnten
die Daten so gelesen werden, sodass das benétigte Teilwort a[b™ EM,ﬁgd | sich immer
an Position b™ = m,(0,R",0)) = 0 des Speicher-DvBs a[R"",9}] befindet. Fiir die
Verschiebung 93! muss damit gelten:

7 =((0 1)-%") mod 4,

und fiir den Index &M erhalten wir dadurch:

M = e (0, £7((0 1)-&") mod 4),

= E (0 1)-&"=((0 1)-&") mod 4>J .
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6.5.5 Zusammenfassung

Die Transformation der Ein- und Ausgabezuweisungen eines UItA sind von der Art des
Speicherzugriffs; in Form von Teilwortern oder in Form von DvBs, und der Anordnung der
Teilworter in den Speicher-DvB beziiglich der Anordnung der Teilworter im Berechnungs-
DvBs abhéngig. In den Abschnitten 6.5.2 und 6.5.3 wurde die Transformation der Ein-
und Ausgabezuweisungen abhéngig von der Art des Speicherzugriffs vorgestellt.

Hierbei zeigte sich, dass durch die Transformation einer Eingabezuweisung bis zu 3 - B +
1 teilwortparallelen Zuweisungen entstehen koénnen und, dass diese Anzahl, abhingig
von der Partitionierung des Iterationsraums und der Art des Speicherzugriffs, auf eins
reduziert werden kann.

Eine direkte Transformation einer Ausgabezuweisung ist nur moglich, wenn bei einem Da-
tenzugriff in Form von Teilwortern ein Teilwort je Berechnungs-DvB gespeichert werden
muss, oder, wenn bei einem Datenzugriff in Form von DvBs die Daten in den Speicher-
und Berechnungs-DvBs gleichartig angeordnet sind. Die maximale Anzahl an teilwort-
parallelen Zuweisungen nach der Transformation betrigt hierbei zwei. Kann keine der
beiden Bedingungen durch die Partitionierung des Iterationsraums erfiillt werden, so
miissen die Daten temporér entsprechend einer der beiden Bedingungen gespeichert wer-
den. Anschliefend muss ein Umsortieren der temporir gespeicherten Daten erfolgen,
sodass die Daten danach in der vorgegebenen Form im Speicher vorliegen.

Die Beschreibung der Transformation der Eingabezuweisungen in den Abschnitten 6.5.2
und 6.5.3 zeigte, dass die Transformation der Eingabezuweisungen zu vielen teilwort-
parallelen Zuweisungen fithren kann. Aus diesem Grund wurde fiir Eingabe- und Propa-
gierungszuweisung in Abschnitt 6.5.4 eine effizientere Transformation unter Verwendung
der TWP-Operation verteile TW() vorgestellt.

Beim Lesen und Schreiben der Daten aus dem Speicher ist weiterhin sicherzustellen,
dass die Speicherzugriffe giiltige Speicherzugriffe sind. In Abschnitt 6.5.1 wurde eine
Erweiterung des Indexraums des globalen Variablen vorgestellt, die das gewéhrleistet.

Bei der Abbildungsstrategie im nachfolgenden Kapitel werden Optimierungsmethoden
vorgestellt, welche die Parameter fiir die Reindizierung und Copartitionieurung des Al-
gorithmus bestimmen, mit deren Hilfe die Anzahl an TWP-Operationen minimal ist.

6.6 Packbefehle

Wie in den Abschnitten 6.2 bis 6.5 gezeigt wurde, sind neun teilwortparallele Opera-
tionen fiir eine Teilwortparallelisierung eines UItA notwendig. Zwei dieser neun TWP-
Operationen sind Ein-/Ausgabeoperationen zum Lesen und Schreiben von Teilwortern
bzw. DvBs. Fiir die anderen sieben TWP-Operationen sollen drei Packbefehle vorgestellt
werden, mit deren Hilfe diese TWP-Operationen umgesetzt werden kénnen:

e Doppelwortschiebebefehl: Dieser Befehl basiert auf der Operation F,(x1, X2, d).
Zwei DvBs x; und x; werden gelesen und anschleiflend gemeinsam teilwortweise
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nach links verschoben. Das Ergebnis-DvB ist das um d Teile nach links verscho-
bene Eingabe-DvB x;, wobei die oberen d Teilworter des Eingabe-DvBs x, die
unteren d Teilworter des Ausgabe-DvBs sind. Diesen Befehl kénnen wir auch fiir
die TWP-Operation schiebeDvB(x, d) verwenden, welche das Verschieben der Teil-
worter innerhalb eines DvBs beschreibt.

e Teilwortauswahlbefehl: Mit diesem Befehl kann die teilwortparallele Operation
ersetze TWs(b, x1,X2) direkt ausgefiihrt werden. Dabei werden die oberen b Teil-
worter des Eingabe-DvBs x5 durch die oberen b Teilworter des Eingabe-DvBs x3
ersetzt. Durch mehrfache Verwendung dieses Befehls kénnen auch die TWP-Opera-
tionen Fmg%s (x1, X2, ..., Xp, EP) und ersetze TW (b, x1,X5) realisiert werden.

e Datenverteilungsbefehl: Dieser Befehl verteilt ein iibergebenes Teilwort auf alle
Teilworter des Ausgabe-DvBs. Die beiden TWP-Operationen verteile TW (z) und
verteile TW (b, x) konnen mit diesem Befehl realisiert werden. Wobei das zu vertei-
lende Teilwort sich an der ersten Position b = 0 des Eingabe-DvBs x befinden muss.
Gegebenenfalls ist das zu verteilende Teilwort mittels einer Verschiebeoperation an
diese Position zu transferieren.

Besitzt eine Architektur diese drei Befehle plus teilwortparallele Lese- und Schreibbefehle,
so konnen alle Algorithmen, welche mit der Teilwortparallelisierung in diesem Kapitel
transformiert wurden, auf dieser Architekutur abgearbeitet werden. Alternativ kann auch
gesagt werden, dass diese drei Befehle in ein Prozessorelement implementiert werden
miissen, damit Algorithmen, welche entsprechend der in diesem Kapitel vorgestellten
Methode teilwortparallelisiert wurden, auf diesem Prozessorelement abgebildet werden
konnen.

Solche auf die Bediirfnisse von teilwortparallelisierten UltAs zugeschnittene Befehle ste-
hen in bekannten Architekturen | I [ | meist nicht oder nur teilweise zur
Verfiigung, oder der Rechenaufwand ist sehr grofS. Aus diesem Grund soll in den nachfol-
genden Abschnitten fiir die drei oben vorgestellten Befehle eine moglich Implementierung
vorgestellt werden.

6.6.1 Doppelwortschiebebefehl ,,schiebeTWinDvBs"

Die Packoperation y = F,(x1, X2, d), siehe (6.38), verschiebt die Teilwtrter des Eingabe-
DvBs x; um d Teilworter nach links und des Eingabe-DvBs x; um B —d Teilwérter nach
rechts. Anschlielend werden die unteren d Teilworter des verschobenen Eingabe-DvBs xo
und die oberen B — d Teilworter des verschobenen Eingabe-DvBs x; zum Ausgabe-DvBs
zusammengefiigt.

Alternativ konnten die d Teilworter des Eingabe-DvBs x5 beim Verschieben der Teilwor-
ter des Eingabe-DvBs x; gleich von rechts in das Ausgabe-DvB eingeschoben werden. So
erhalten wir mit einer Schiebeoperation bereits das gewiinschte Ausgabe-DvB y. Diese
Beschreibung soll die Grundlage fiir unseren Doppelwortschiebebefehl

y = schiebeTWinDvBs(x;, x5, d)
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Abbildung 6.12: Schaltplan fiir Doppelwortschiebebefehl schiebe TWinDuvBs
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Abbildung 6.13: Schaltplan fiir Teilwortauswahlbefehl ersetze TWsinDvB

sein.

Abbildung 6.12 zeigt eine Realisierung fiir einen solchen Doppelwortschiebebefehl fiir
32 Bit DvBs mit 4x8 Bit und 2x16 Bit Teilwortparallelitéit. Beide Formen der Teilwort-
parallelitét lassen sich dabei mit einer Realisierung umsetzen.

Das Steuersignal 'c’ fiir die Multiplexer lésst sich eindeutig aus der Verschiebung d und
der Anzahl B der Teilworter in den DvBs ermitteln. Bei einer Verschiebung um d = 0
Teilworter, kann das Eingabe-DvB x; direkt dem Ausgabe-DvB y zugewiesen werden.

Der Doppelwortschiebebefehl kann auch fiir die TWP-Operation schiebeDvB(x, s), wel-
che zum Beispiel bei der Transformation der Eingabezuweisungen auf Seite 117 genutzt
wird, verwendet werden. Ist der Schiebewert s positiv, so findet eine Linksverschiebung
mittels schiebeTWinDvBs(x, 0, s) statt. Bei negativen Schiebewert s wird die Rechtsver-
schiebung mittels schiebeTWinDvBs(0, x, B — s) realisiert.

6.6.2 Teilwortauswahlbefehl ,,ersetzeTWsinDvB*

Der Teilwortauswahlbefehl y = ersetze TWsinDvB(b, x1, X2) basiert auf der TWP-Oper-
ation y = ersetze TWs(b, x1,Xz), siehe (6.99) auf Seite 119. Bei dieser Operation werden
die oberen B — b Teilworter des Eingabe-DvBs x5 durch die oberen B — b Teilworter des
Eingabe-DvBs x; ersetzt. Abbildung 6.13 zeigt eine Realisierung fiir diesen Befehl.

Diese Realisierung beherrscht die Teilwortauswahl fiir DvBs mit 4x8 Bits und 2x16 Bit
Teilworter. Die Steuersignale sg, s1, . .., s3 sind abhéngig vom Parameter b und der An-
zahl B der Teilworter im DvB.
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Dieser Befehl kann auch fiir die Operationen ersetze TW (b, x1,%s) und Fy, e (X1, Xa,

- Xp, EP) genutzt werden. Die erste Operation erhalten wir durch zweifache Verwen-
dung des ersetzeTWsinDvB() Befehls:

Spt - Yo = ersetze TWsinDvB (b, x1, x3),
Sp v, = ersetze TWsinDvB(b + 1, X2, y,).

Aus folgenden Grund ist der zweite Befehl aber nicht notwendig: Wird die Operation
ersetzeTW () wie in Abschnitt 6.5.3 beschrieben verwendet, bei der ein DvB vom unteren
zum oberen Teilwort systematisch aufgebaut wird, so werden die oberen B — (b+ 1) Teil-
worter, welche in Zuweisung s, ersetzt werden, bei der néchstfolgenden Zuweisung sj 1,
erneut ersetzt.

Mit der Operation y = F,, ch (X1,Xs, ..., Xp, R ), siche (6.64) auf Seite 100, wird auch
ein Zusammenbau eines DvBs aus den Tellwortern mehrerer DvBs realisiert, wobei die
Teilworter sich bereits an der richtigen Position innerhalb der jeweiligen DvBs befinden.
Bei einem systematischen Zusammenbau des DvBs y vom unteren zum oberen Teilwort
kann wieder der Teilwortauswahlbefehl benutzt werden. Die Reihenfolge des Zusammen-
baus ist fiir alle Iterationen &' € ICZ P \KPT! gleich. Die Anzahl beg = bpmax — bmin + 1 der

zu ersetzenden Teilworter und deren Anfangsposition by, kann sich aber je Iteration R
unterscheiden. Bei der Verwendung des Teilwortauswahlbefehls muss fiir jedes DvB x,
1 <1 < p nur die Anfangsposition by, ermittelt werden.

Beispiel 6.19

In dem Beispiel 6.8 ab Seite 100 entsteht durch die Partitionierung einer Zuweisung s mit
vier Teilzuweisungen eine teilwortparallele Zuweisung s mit sechs Teilzuweisungen, von
denen drei Teilzuweisungen eine Operation Fmg%s () besitzen. Fiir diese drei Operationen
sollen nachfolgend die TWP-Befehle angegeben werden.

o v, [R"]=F}.(y, [R"]y.,[R ]y, [RT],R"):
~P . ~P ~P
YsiilK ] = ersetzeTWsinDvB(b1,y,, [k ],y,, [K']),
Vs, [R"] = ersetzeTWsinDvB(bs, You, ®"], ySht[//%P]),

mit by = 1 und by = 3.

o y,[R']=F2.(y, [y, [],R"):
y,,[R"] = ersetze TWsinDvB(b, v, K 1y, [k &),
mit b =
o y,[R']=F2,(y, K]y, [K],R"):
Vs [&"] = ersetze TWsinDvB(b, y,, R Py, LB r"),

mitb=8—rY —4 &}
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Abbildung 6.14: Schaltplan fiir Datenverteilungsbefehl
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6.6.3 Datenverteilungsbefehl ,verteileTWinDvB*’

Der Datenverteilungsbefehl y = verteileTWinDvB(x) soll das Propagieren der Teilworter
innerhalb eines DvBs realisieren. Abbildung 6.14 zeigt eine Schaltung fiir einen solchen
Befehl, wobei das zu propagierende Teilwort sich immer an Position b = 0 des DvBs
befindet. Abhéngig von der Anzahl B der Teilworter im DvB wird mittels der Variablen ¢
die Propagierung der Daten gesteuert. Der Eingabeparameter fiir diesen Befehl ist ein
DvB.

Bei der teilwortparallelen Operation y = verteileTW (b, x) kann sich das zu propagierende
Teilwort an jeder Stelle b des DvBs x befinden. Ist die Postion b # 0, so muss mit dem
Befehl schiebe TWinDvBs das Teilwort an die erste Position geschoben werden, bevor der
Datenverteilungsbefehl ausgefithrt werden kann.

Die zweite teilwortparallele Operation y = verteileTW(z) hat als Eingabeparameter ein
Teilwort. Dieses Teilwort kann nur ein Eingabeteilwort sein. Wird das Eingabeteilwort
mit der Operation y, = leseTW(x) gelesen, so befindet sich das Teilwort an der Po-
sition b = 0 des DvBs y,. Daran anschlieend kann nun dieses Teilwort mittels des
Datenverteilungsbefehls in dem DvB verteilt werden.

6.7 Existierende Strategien zur Teilwortparallelisierung

Seit der Implementierung von teilwortparallelen Befehlen in Funktionseinheiten gibt es
Bestrebungen, die Fahigkeiten dieser Befehle automatisch auszunutzen, denn die ver-
fiigharen Compiler konnten damals und koénnen heute die durch die teilwortparallelen
Befehle angebotene Parallelitdt nur unzureichend ausnutzen.

Im Jahr 2000 wurden gleich drei Abbildungsstrategien, der Musteriibereinstimmungsan-
satz | |, der Ansatz mit Hilfe der ganzzahligen linearen Optimierung | | und
der Ansatz der Superwortebenenparallelitit | | veroffentlicht.

Bei dem Musteriibereinstimmungsansatz (engl. Pattern Matching Approach) | ]
wird der Quelltext einer Anwendung nach Abschnitten durchsucht, welche ein bestimm-
tes Muster haben. Diese Abschnitte konnen dann durch teilwortparallele Ausdriicke er-
setzt werden. Dieser Ansatz konzentiert sich auf die Parallelisierung von Schleifen, da
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diese meist die rechenintensivsten Teile eines Programms sind. Durch den Musteriiber-
einstimmungsansatz kann meist nur eine teilweise Parallelisierung erreicht werden, deren
Beschleunigung aber betréchtlich sein kann. Die Muster und die zugehorigen teilwort-
parallelen Ausdriicke miissen von Hand erarbeitet werden.

In [ | beschreibt Rainer Leupers, wie unter Verwendung von ganzzahliger linearer
Optimierung die Teilwortparallelitit fiir eine Anwendung ermittelt werden kann. Aus-
gehend vom Datenflussgraphen (DFG) dieser Anwendung werden bei der Optimierung
die Operationen ausgewahlt, die mit halber Wortbreite parallel ausgefithrt werden kon-
nen. Die Optimierung beziiglich Teilwortparallelitdt erfolgt dabei sowohl fiir Schleifen
als auch fiir Basisblocke. Ein Problem dieses Ansatzes ist die Grofle des Optimierungs-
problems und der damit verbundene hohe Zeitaufwand bei deren Losung. Erschwerend
kommt hinzu, dass mit steigender Anzahl an Teilwortern im DvB die Komplexitét stark
zunimmt und damit die Losung noch schwerer gefunden wird.

Eine grofle Beachtung fand der von Larsen vorgestellte Ansatz mit dem Namen Super-
wortebenenparallelitit | | (engl. Superword level parallelism, kurz: SLP). Bei diesem
Ansatz werden ebenfalls die Zuweisungen von Basisblocken als auch von Schleifen be-
ziiglich Teilwortparallelitdt optimiert. Hierbei werden jeweils zwei Zuweisungen, welche
gleichzeitig ausgefiihrt werden konnen, zu einem Paar zusammengefasst. Eine Zuweisung
kann dabei in mehreren Paaren vorhanden sein. Anschliefend werden die Paare, bei de-
nen die obere Zuweisung des einen Paares die untere Zuweisung des anderen Paares ist,
zu Paketen zusammengefasst bis die Anzahl der Zuweisungen in den Paketen der Anzahl
an Teilwortern in den DvBs entspricht. Diese Pakete stellen nun eine teilwortparalle-
le Zuweisung dar und kénnen dementsprechend durch eine teilwortparallele Operation
ersetzt werden. Um in den Schleifen ausreichend unabhéngige Zuweisungen fiir die Teil-
wortparallelisierung zu finden, werden die inneren Schleifen der Schleifenprogrammen um
den Faktor B, der Anzahl der Teilworter in einem DvB, aufgerollt. AnschlieBend kann
mit der oben beschriebenen Methode innerhalb der Schleifen nach teilwortparallelen Zu-
weisungen gesucht werden.

Die Superwortebenenparallelitéit ist Grundlage fiir die Optimierungswerkzeuge zur Teil-
wortparallelisierung im GNU Compiler GCC' | |. Wie sich aber fiir praktische Beispie-
le zeigt, kann nur ein geringer Teil des Quelltextes einer Anwendung durch den Compiler
automatisch parallelisiert werden.

In mehreren Arbeiten wurde der Ansatz der Superwortebenenparallelitéit erweitert. In
dem Beitrag | | lag der Schwerpunkt auf der erweiterten Untersuchung beziiglich
Teilwortparallelitéit innerhalb von Schleifen. Hierzu wurde nicht nur die innere Schleife,
sondern zusétzlich auch noch die zweite Schleife von innen aufgerollt. Damit konnte fiir
diese beiden Raumrichtungen untersucht werden, in welcher Raumrichtung die Teilwort-

parallelisierung effektiver ist. Ein allgemeinerer Ansatz wird in [ | verfolgt, bei dem
mehrere bekannte Vektorisierungsmethoden fiir &uflere Schleife an die Besonderheiten
der Teilwortparallelitit angepasst wurden. Die Arbeit von Shin | | erweitert den

SLP Ansatz auf sogenannte datenabhéngige If-Else- Anweisungen.

Ein weiteres Problem bei der Teilwortparallelisierung stellen verschachtelte Daten (z. B.
die Variablen y[2 -] und y[2 -+ 1] beim Viterbi-Algorithmus fiir den DVB-T Standard)
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dar. In | ] wird hierfiir eine Losungmethode préisentiert.

Der IBM XL C und C++ Compiler [[BM]] |, welcher unter anderem fiir den
CELL-Prozessor genutzt wird, beinhaltet ebenfalls einen Teilwortparallelisierer. Dessen
Grundmodell basiert auf der virtuellen Vektorreprésentation | ] fiir eine erfolg-
reiche Ermittlung von Teilwortparallelitdat im Quelltext. Virtuelle Register haben eine
beliebige Lénge und keine Ausrichtungsbeschriankungen. Die virtuellen Vektoren wer-
den in den aufeinander folgenden Devirtualisierungsschritten [ Il | dann
schrittweise an die physikalischen DvB-Register der Zielarchitektur angepasst. Teilwort-
parallelitdt kann mit dieser Methode sowohl aus Schleifen als auch aus Basisblocken
extrahiert werden.

Unsere Abbildungsstrategie konzentiert sich auf die Parallelisierung von Schleifen, welche
als UItA dargestellt werden konnen. Die Teilwortparallelitdt kann ohne Beschrinkungen
fiir alle Raumrichtungen des Iterationsraums des Algorithmus iiberpriift werden. Die
vorgestellten Transformation stellt sicher, dass der transformierte Algorithmus wieder
ein UItA ist. Das erlaubt es uns, den transformierten Algorithmus auf ein Rechenfeld
abzubilden, wie im néchsten Kapitel gezeigt wird.

Eine Analyse der Effizienz von Teilwortparallelitit beziiglich Energieverbrauch und Leis-
tung findet in | | statt. Hierbei werden sinnvolle Wortbreiten fiir die Teilwort-
parallelitdt ermittelt, welche zu einer geringer Verlustleistung und zu einen maximalen
Durchsatz fithren. Fiir eine freie Wahl der Wortbreite der Teilworter wird hierbei auf die
Softwarerealiserung der Teilwortparallelitét | | zuriickgegriffen.

In [ | wird ein Konzept zur Organsition der Teilworter im Hintergrundspei-
cher vorgestellt, um eine energieeffizente Implementierung des Algorithmus auf der Zie-
larchitektur zu erhalten. Die Methode basiert auf dem klassischen Rechenfeldentwurf mit
Ort-Zeitransformation und Partitionierung | , |. Dieses Konzept kann fiir sol-
che Untersuchungen auf die in dieser Arbeit verwendete modifizierte Copartitionierung
iibertragen werden.

In [ 1, 1 ] und | | werden jeweils zusétzliche Packbefehle vorgestellt, um
verschiedene Anwendungen beschleunigen zu kénnen. Da es fiir verschiedene Architek-
turen unterschiedliche TWP-Befehle gibt, ist eine genaue Analyse dieser TWP-Befehle
insbesondere der Packbefehle notwendig, um effizienten Code erzeugen zu koénnen, wie
auch in | | gezeigt wird. Alternativ wird in [ | eine neue Architektur mit
dem Namen Single Instructions Multiple Disjoint Data (SIMgqD) vorgeschlagen, bei der
mittels Zeiger ein flexibleres Lesen und Schreiben von Teilwortern in ein Datenwort mog-
lich ist und somit das aufwéndige Datenpacken hinféllig wird. Diese Vereinfachung wird
jedoch durch einen erhohten Steueraufwand erkauft.

Offensichtlich ist eine effiziente Datenwiederverwendung bzw. die lokale Speicherung von
wiederverwendbaren Daten entscheidend fiir die Beschleunigung der Berechnung, da die
begrenzte Datenrate zwischen Speicher und Verarbeitungseinheit ein Hauptproblem bei
der Programmbeschleunigung mittels SIMD-Befehlen ist | ].
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Kapitel 7

Abbildungsstrategie

Der neue Abbildungsfluss fiir parallele Rechenfelder mit der mehrstufigen modifizierten
Copartitionierung als wesentlichen Bestandteil ist Basis fiir unsere Abbildungsstrategie
zur Abbildung eines UItA auf ein Rechenfeld mit Parallelverarbeitung auf mehreren
Ebenen. In Abbildung 7.1 ist diese Strategie graphisch dargestellt.

Ausgangspunkt der Abbildungsstrategie ist ein UItA, wie er in Kapitel 3 vorgestellt
wurde. Ein solcher Algorithmus soll auf eine Zielarchitektur, ein Rechenfeld mit Paral-
lelverarbeitung auf mehreren Ebenen, wie in Kapitel 2 préasentiert, abgebildet werden.
Die Abbildung gliedert sich in sechs Schritte, wobei die ersten beiden Schritte zur Vor-
verarbeitung zusammengefasst werden und die anderen vier Schritte Teilschritte einer
mehrstufigen modifizierten Copartitionierung sind.

Mit der Reindizierung des Algorithmus, siche Abschnitt 4.1, wird die Lage und Form
des Iterationsraums des Algorithmus modifiziert und es werden die Abhéngigkeitsvek-
toren d(e) des Algorithmus in Lénge und Richtung veréndert. In Abschnitt 7.1.1 wer-
den Strategien zur Bestimmung von Reindizierungen vorgestellt, die den Algorithmus so
verdndern, dass er bei der nachfolgenden mehrstufigen modifizierten Copartitionierung
(MMC) moglichst effektiv auf die Zielarchitektur abgebildet wird. Die wichtigsten Ziele
der MMC und damit auch der Reindizierung sind eine geringe Abarbeitungsdauer, wenige
Packoperationen und kurze Datenkanéle zu erreichen. Diese Ziele konnen durch eine gute
Reindizierung beeinflusst und mit MMC dann realisiert werden. Fiir die Reindizierung
wurde eine teilautomatisierte Optimierung entwickelt, welche die schnelle Ermittlung
guter Reindizierungen erlaubt.

Die Anpassung des UItA an die Algorithmenkonvention im Rahmen der Vorverarbei-
tung ist ein Umformulieren des Algorithmus, sodass der Algorithmus die in Abschnitt 3.4
beschriebenen Eigenschaften besitzt. Fiir einen moglichst einfachen Abbildungsprozess
ist es von Vorteil, wenn die internen Berechnungzuweisungen in lokale Berechnungzu-
weisungen iiberfithrt werden, denn auf diese Weise konnen unnétige Datentransfers im
Rechenfeld und zwischen Rechenfeld und Speicherarchitektur vermieden werden, wie in
Abschnitt 7.1.2 gezeigt wird. Ein weiterer Vorteil ist, dass die lokale Berechnungszuwei-
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Teilwortparallelitat
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Abbildung 7.1: Abbildungsstrategie zur Abbildung eines UItA auf ein Rechenfeld mit
Parallelverarbeitung auf mehreren Ebenen

sungen bei der mehrstufigen modifizierte Copartitionierung nicht in mehrere Teilzuwei-
sungen zerfallen, da alle Abhéngigkeitsvektoren dieser Zuweisungen d(e) = 0 sind.

Die eigentliche Abbildung des Algorithmus auf das Rechenfeld wird mit der mehrstufi-
gen modifizierten Copartitionierung erreicht. Die MMC wurde in Kapitel 5 vorgestellt.
Mit jeder Stufe der mehrstufigen modifizierten Copartitionierung erfolgt eine stiickweise
Anpassung an die Zielarchitektur, wie in Abbildung 7.1 dargestellt wurde:

e Stufe 1: Die erste Stufe der mehrstufigen modifizierten Copartitionierung wird zur
Ausnutzung der Teilwortparallelitdt genutzt. Im vorherigen Kapitel wurde ausfiihr-
lich die Transformation eines Algorithmus von Einzeldatenoperationen zu einem
Algorithmus mit teilwortparallelen Operationen beschrieben. Im Abschnitt 7.2.1
sollen nun Strategien fiir eine effiziente Ausnutzung der Teilwortparallelitidt vorge-
stellt werden. Ziel ist es, die Anzahl der Teilworter in den DvBs voll auszunutzen
und moglichst keine Packoperationen zu erzeugen. Fiir die erste Stufe der mehr-
stufigen modifizierten Copartitionierung gelten die Beschrinkungen ©°' = E und
o1 — 0, welche in Kapitel 6 vorgestellt und begriindet wurden.

e Stufe 2: Das Hauptziel der zweiten Copartitionierungsstufe ist die Ausnutzung
der Parallelitdt des Rechenfeldes. Zusétzlich soll der lokale Speicher in den Pro-
zessorelementen optimal ausgenutzt werden, um den Energiebedarf aufgrund von
Speicherzugriffen auf die Speicherarchitektur zu senken. Mit die Anpassung des
Algorithmus an die lokalen Speicher wird eine Abarbeitungsreihenfolge fiir die Ite-
rationen des Algorithmus festgelegt.
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e Stufe 3 bis p: Mit der dritten Copartitionierungsstufe und den nachfolgenden Co-
partitionierungsstufen kann eine Anpassung des Datentransfers an die Gréfle der
Zwischenspeicher L; durch Verinderung der Abarbeitungsreihenfolge der Iteratio-
nen des Algorithmus vorgenommen werden. Hierbei wird mit jeder Copartitionie-
rungsstufe k& der Algorithmus an einen Zwischenspeicher Lj,_o angepasst. Da auf
dieser Ebene keine Parallelverarbeitung moglich ist, muss fiir die Partitionierungs-
matrizen © = E gelten.

e Ablaufplanung: In jeder Copartitionierungsstufe wurde bisher mittels der Ab-
folgevektoren a¢ und R'* die Abarbeitungsreihenfolge fiir die Iterationen des
Algorithmus festgelegt. Die abschlieende Ablaufplanung ermittelt nun den exak-
ten Ablaufplan fiir den Algorithmus. Zusétzlich werden bei der Ablaufplanung die
Funktionseinheiten m € M in den Prozessorelementen an die Funktionen Fj, des
Algorithmus gebunden. Das heif3t, es wird festgelegt, wann welche Funktionsein-
heit m die Funktion Fj, der Teilzuweisung s; abarbeitet. Diese Festlegung wird auch
als lokale Ablaufplanung bezeichnet. Ziel ist die maximale Auslastung der Funk-
tionseinheiten in den Prozessorelementen. Besitzen die Prozessorelemente mehrere
Funktionseinheiten, so findet auf dieser Ebene ebenfalls eine Parallelverarbeitung
statt.

Diese Reihenfolge der Anpassung des Algorithmus an die Architekturparameter wurde
gewahlt, damit die in der Zielarchitektur vorhandenen Moglichkeiten der Parallelverar-
beitung maximal ausgenutzt werden kénnen. Durch die Partitionierung von innen nach
aufen, kann die PartitionsgroBe ®% bzw. ©F je Copartitionierungsstufe i frei gewshlt
werden. Dabei kann es aber geschehen, dass Partitionen unvollstdndig sind, was wie-
derum zu einer Verldngerung der Abarbeitungsdauer des Algorithmus fithren kann. Im
Abschnitt 7.2.3 wird fiir die Anpassung an die Speicherarchitektur eine Methode vor-
gestellt, mit der das Problem der unvollstindigen Partitionen minimiert werden kann.
Diese Methode ist prinzipiell auch auf die Partitionen der 1. und 2. Copartitionierungs-
stufe anwendbar ist.

Nachfolgend werden die Abbildungsschritte einzeln vorgestellt.

7.1 Vorverarbeitung

Die Vorverarbeitung besteht aus den zwei Schritten Reindizierung und Anpassung an die
Algorithmenkonvention. Die Reindizierung, welche in Abschnitt 4.1 ab Seite 38 vorgestellt
wurde, modifiziert die Iterationsrdume Z, der Zuweisungen s des Algorithmus. Dadurch
verdndern sich die Abhéngigkeitsvektoren d(e) der Datenabhéngigkeiten e € £.

Ziel der Reindizierung ist es, die Lange der Abhéngigkeitsvektoren zu reduzieren, denn
kurze Abhéngigkeitsvektoren fithren zu kurzen Datentransfers (Datenkanilen) im Re-
chenfeld. Soll der Algorithmus teilwortparallelisiert werden, so wollen wir die Anzahl der
Packoperationen minimieren, welche aufgrund der Partitionierung von Abhéngigkeits-
vektoren d(e) entstehen. Die Raumrichtung fiir die Teilwortparallelisierung kann dabei
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vorgegeben werden oder es wird die Raumrichtung mit den wenigsten Packoperationen
ausgewdhlt.

Die Reindizierung veréindert weiterhin die Grofe und die Form des gemeinsamen Iterati-
onsraums Z. Wird ein gemeinsamer I[terationsraum 7 gefunden, der bei der nachfolgenden
mehrstufigen modifizierten Copartitionierung zu weniger Partitionen &> € K fiithrt, so
verringert sich im Allgemeinen die Abarbeitungszeit fiir diesen Algorithmus.

Mit der Anpassung an die Algorithmenkonvention wird der Algorithmus entsprechend
der Konvention aus Abschnitt 3.4 umgewandelt. Hierbei kann durch Verwendung von
ausschlielich lokalen Berechnungzuweisungen die Komplexitéit des Algorithmus in Be-
zug auf die nachfolgende mehrstufige modifizierte Copartitionierung merklich reduziert
werden. Weiterhin kénnen mehrfache Datentransfers gleicher Daten aufgedeckt und eli-
miniert werden.

7.1.1 Reindizierung

Die Reindizierung, vorgestellt in Abschnitt 4.1, erlaubt die Verdnderung der Lage und
der Form der Iterationsraume Z; der Zuweisungen s € S des Algorithmus. Dadurch
verdndern sich ebenfalls die Abhéngigkeitsvektoren d(e), e € £ des Algorithmus.

Mit der Reindizierung soll der Algorithmus nun so verédndert werden, dass der reindizierte
Algorithmus effizient auf die Zielarchitektur abgebildet werden kann. Zwei Punkte sollen
bei der Reindizierung néher betrachtet werden:

(1) Die Verdnderung der GroBe, der Form und der Lage des gemeinsamen Iterations-
raums Z, sodass die Anzahl der durch die MMC entstehenden Partitionen R'? € K
moglichst gering ist. Durch die Verringerung der Partitionen reduziert sich im All-
gemeinen auch die Abarbeitungszeit fiir den Algorithmus.

(2) Die Veranderung der Abhéngigkeitsvektoren d(e) des Algorithmus, sodass die ver-
anderten Abhéngigkeitsvektoren a(e) zu einer effizienten Abbildung des Algorith-
mus auf die Zielarchitektur fithren und die Ablaufplanung erleichtern. Zielstellun-
gen fiir die verdnderten Abhéngigkeitsvektoren d(e) sind:

e cinheitliche Ausrichtung,
e geringe Lénge und

e geringe Anzahl an Packoperationen bei nachfolgender Teilwortparallelisierung.

Die Reindizierungsfunktion ps(i), siche Definition 4.1 auf Seite 38, bietet hierfiir die
folgenden Moglichkeiten:

(1) die zuweisungsbezogenen Reindizierungsvektoren c,

(2) die gemeinsame Reindizierungsmatrix C.
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Mit den zuweisungsbezogenen Reindizierungsvektoren cg; werden die Iterationsrdume Z;
zueinander und absolut (gemeinsam) verschoben und die gemeinsame Reindizierungsma-
trix C verdndert die Form des gemeinsamen Iterationsraums Z.

In den néchsten beiden Abschnitt werden die Optimierungsziele, welche durch die An-
passung der zuweisungsbezogenen Reindizierungsvektoren und der gemeinsamen Reindi-
zierungsmatrix erreicht werden konnen, vorgestellt. Anschlielend wird eine Strategie zur
Durchfithrung der Reindizierung prasentiert.

Verschieben der lterationsraume

Mit den Reindizierungsvektoren cy der Reindizierungsfunktionen i= ps(i) konnen die
[terationen i € Z; der Zuweisungen s € S zueinander oder gemeinsam verschoben werden.
Mit dem Verschieben der Iterationsrdume konnen mehrere Ziele verfolgt werden. Nach-
folgend werden diese einzeln vorgestellt, wobei ohne Beschrankung der Allgemeinheit die
Reindizierungsmatrix C = E gesetzt wurde. Die ersten vier Ziele Ausrichtung der Ab-
hingigkeitsvektoren, minimale Anzahl an Packoperationen, minimale absolute Linge der
Abhdngigkeitsvektoren und Minimierung der Gréfle des gemeinsamen Iterationsraums
konnen mittels ganzzahliger linear Programmierung (kurz: GLP) verfolgt werden, wo-
bei diese Ziele je nach Bedeutung nacheinander betrachtet werden, wie in Anhang D
gezeigt wird. Das fiinfte Ziel, die Positionierung des gemeinsamen Iterationsraums im
Koordinatensystem kann unabhéngig von der Losung des GLP verfolgt werden, denn die
ersten vier Ziele werden durch das relative Verschieben der Iterationsrdume Z, zuein-
ander erreicht, wihrend das fiinfte Ziel durch das gemeinsame Verschieben c; = ¢ der
Iterationsrdume Z; erlangt wird.

Durch das Verschieben der Iterationsrdume Z,, verdndern sich die Abhéngigkeitsvekto-
ren d(e) des Algorithmus. Fiir die reindizierten Abhéngigkeitsvektoren d(e) gilt:

~—1 ~

3 ~k

d(e) = L) (loe) — Toe)s(c)) (7.1)
d -1 -1 k k -1

d(e) - La(e) CU(e) (10(6) - Lo(e)co(e)cU(e) - ra(e),é(e) + Ra(e),é(e) C(s(e)C(S(e))- (72)

Da fiir die Reindizierungsmatrizen C, ) = Cs() = E festgelegt wurde, folgt:

—1 k —1 —1 k

d(e) = L) (lote) = Toe)500)) = Lo Liote) €ote) + L) Roe).s0e) Co(e) (7.3)
d(e) E E

d(e) = d(e) — Co(e) + Cs(0)- (7.4)

Ausrichtung der Abhéngigkeitsvektoren FIiir einen vereinfachten Ablaufplan sollen
die reindizierten Abhéngigkeitsvektoren d(e) ausgerichtet sein.
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sit yilyl = Fily2 [y51)), [y €T (3)< ((1)5(_11)
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Abbildung 7.2: Algorithmus mit ungerichteten Abhéngigkeitsvektoren

Definition 7.1 (Ausgerichtete Abhingigkeitsvektoren)
Die Abhéangigkeitsvektoren d(e) eines Algorithmus sind in der Raumrichtung j ausge-
richtet, wenn fiir alle Datenabhéngigkeiten e € £ gilt:

Veee 1 dj(e) >0 oder  Vees:dj(e) <0. (7.5)

Ziel der Ausrichtung der Abhéngigkeitsvektoren ist es, die Iterationsrdume Z, so anzu-
ordnen, dass die reindizierten Abhéngigkeitsvektoren d(e) in so viel wie moglich Raum-
richtungen ausgerichtet sind.

Ist eine Ausrichtung der Abhéngigkeitsvektoren in keiner Raumrichtung moglich, so
kann kein Abplaufplan bei der Copartitionierung des Algorithmus gefunden werden,
denn in allen Raumrichtungen kommt es aufgrund der unausgerichteten Abhéngigkeits-
vektoren zu Konflikten bei der sequenziellen Abarbeitung. Somit folgt: In mindestens
einer Raumrichtung miissen die Abhéngigkeitsvektoren ausgerichtet sein.

Leider konnen nicht alle Abhéngigkeitsvektoren fiir alle Raumrichtungen mit dem rela-
tiven Verschieben der Iterationsrdume ausgerichtet werden, wie nachfolgendes Beispiel
zeigt.

Beispiel 7.1 (Unausgerichtete Abhingigkeitsvektoren)

In Abbildung 7.2(a) ist ein Algorithmus dargestellt, dessen in z-Richtung entgegenge-
setzt gerichteten Abhéngigkeitsvektoren d(e;) = (9), d(ea) = (§) und d(e3) = ()
nicht durch das Verschieben der Iterationsrdume zueinander beseitigt werden kdnnen.
Verschieben wir Zuweisung sy mit cs, = (), so wird der Konflikt zwischen d(ey) und
d(e3) beseitigt, denn die reindizierten Abhéngigkeitsvektoren lauten nun: d(es) = (2)
und d(es) = (9). Doch nun zeigt die Datenabhéngigkeit e; mit d(e;) = (7!) in die
negative x-Richtung.

Ein &hnliches Szenario ergibt sich, wenn wir Zuweisung so mit cs, = (') in die negative
z-Richtung verschieben. Die Abhéngigkeitsvektoren d(es) = (3) und d(e3) = (7%) sind
nun konfliktfrei, doch mit d(e;) = (1) weist die Datenabhéingigkeit e; nun in die positive
x-Richtung.

Gibt es Raumrichtungen, in denen die Abhéngigkeitsvektoren in verschiedene Richtungen
weisen, so muss sichergestellt werden, dass keine kontréren Abhéingigkeitsvektoren im
Algorithmus existieren:

Ver, e € £ dey) # —k-d(es) #0, keQ,. (7.6)
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Besitzt ein Algorithmus kontrédre Abhéngigkeitsvektoren, so kann kein Ablaufplan fiir
diesen Algorithmus unabhéngig von der Copartitionierung gefunden werden, denn es
gibt keine konfliktfreie Reihenfolge fiir eine sequenzielle Abarbeitung der Copartitionen.

Die Uberpriifung der Ausrichtung der Abhingigkeitsvektoren kann fiir jede Raumrich-
tung einzeln erfolgen. Hierfiir wird mittels eines GLP iiberpriift, ob alle Abhéngigkeits-
vektoren positiv oder negativ in einer Raumrichtung ausgerichtet werden konnen. Wenn
eine der beiden Bedingungen erfiillt ist, so ist eine Ausrichtung der Abhéngigkeitsvekto-
ren fiir diese Raumrichtung moglich. Diese einzelne Uberpriifung je Raumrichtung hat
sich speziell fiir groflere UItA als effektiver erwiesen, als die ganzheitliche Maximierung
der Raumrichtungen in denen eine Ausrichtung moglich ist. Weiterhin kénnen die ermit-
telten Resultate als Vorgaben fiir weitere Optimierungen verwendet werden.

Minimale Anzahl an Packoperationen Vor der Reindizierung ist meist schon bekannt,
ob eine Teilwortparallelisierung des Algorithmus stattfinden soll. Auch ldsst sich die
Anzahl der Teilworter B je DvB fiir die Teilwortparallelisierung zu diesem Zeitpunkt
ermitteln.

Der Algorithmus soll nun so reindiziert werden, dass wir bei der nachfolgenden Teil-
wortparallelisierung eine geringe Anzahl an Packoperationen erhalten. Packoperationen
konnen durch die Partitionierung der reindizierten Abhéngigkeitsvektoren d(e), e € &,
durch die Partitionierung von Zuweisungen mit mehreren Teilzuweisungen und durch
die Transformation der Ein- und Ausgabedatenzuweisungen entstehen, wie in Kapitel 6
gezeigt wurde. Die Anzahl der Packoperationen aufgrund der Partitionierung der Ab-
héangigkeitsvektoren kénnen durch die Reindizierung beeinflusst werden. Die Anzahl an
Packoperationen aufgrund der Partitionierung von Zuweisungen mit mehreren Teilzu-
weisungen und aufgrund der Transformation der Ein- und Ausgabedatenzuweisungen
lassen sich zu diesem Zeitpunkt noch nicht oder sehr schwer ermitteln. Doch zumindest
fiir die Ein- und Ausgabedaten ist eine Abschitzung moglich, welche wiederum von der
Raumrichtung j, in der die Teilworter zu DvBs zusammengefasst werden sollen, abhéngt.
Diese Abschétzung ist sehr wichtig, denn die Anzahl an Packoperationen kann je nach
Raumrichtung j sehr unterschiedlich sein. Diese Abschéitzung hat somit entscheidenden
Einfluss auf die Auswahl der Raumrichtung, in der die Teilworter zu DvBs zusammen-
gefasst werden sollen.

Die Bestimmung der Anzahl an Packoperationen, welche aufgrund der Partitionierung
der Abhéngigkeitsvektoren und aufgrund der Transformation der Ein- und Ausgabeda-
tenzuweisungen entstehen, sollen nachfolgend vorgestellt werden.

Durch die Partitionierung der Abhéngigkeitsvektoren d(e), e € £ entsteht eine Packope-
ration, wenn in der Raumrichtung j, in der die teilwortparallele Abarbeitung stattfinden
soll, gilt: d;(e) mod B # 0. Die Abhéngigkeitsvektoren d(e), e € & lassen sich, wie
(7.4) zeigt, durch das relative Verschieben der Iterationsrdume verdndern. Die Anzahl
an Packoperationen p;, welche aufgrund der Partitionierung der reindizierten Abhéngig-

keitsvektoren d(e) bei Teilwortparallelisierung in Raumrichtung j entstehen, knnen wir
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somit wie folgt bestimmen:

p? = Z |sign(67j(e) mod B)|. (7.7)

ec&

Fiir die Abschétzung der Anzahl der Packoperationen, welche aufgrund der Transforma-
tion der Ein- und Ausgabedatenzuweisungen entstehen, untersuchen wir fiir jede globale

Variable y,[.], y.[.] € Vg,

e ob die Variable eine Eingabe- oder Ausgabevariable ist, sieche Abschnitt 3.3.1 ab
Seite 28,

e wie auf die globalen Daten zugegriffen werden kann (als Teilworter oder als DvBs
und wenn als DvBs, ob ausgerichtet oder unausgerichtet, siehe Abschnitt 2.4 ab
Seite 16),

e ob bei einer Teilwortparallelisierung in Raumrichtung j die internen und globalen
Daten gleichartig angeordnet sind, sieche Abschnitt ,Gleichartig angeordnete und
ausgerichtete Daten® auf Seite 115 ff. und

e ob je Iteration R nur ein Teilwort gelesen oder geschrieben werden muss, siehe
Abschnitt ,Haben die DvBs jeweils nur ein giltiges Teilwort?“ auf Seite 88 ff.

Abhéngig von diesen Eigenschaften kann nun jeder globalen Variablen y[.] € Vg je Ein-
oder Ausgabeteilzuweisung s; und je Raumrichtung j ein Packaufwand pj/ “(y[.], s¢) zu-

geordnet werden, der fiir jede Raumrichtung j in dem Parameter

B = D0 3> bl (7.8)

y[]eVa s€S 1<t<Ts
zusammengefasst wird.

Beispiel 7.2 (Bewertung der globalen Daten des FIR-Filters)
Das FIR-Filter besitzt drei globale Variablen x[.], b[.| und y[.], deren Eigenschaften be-
ziiglich Datentyp und Speicherzugriff in Tabelle 7.1(a) angegeben sind.

In den Beispielen 6.16 und 6.17 wurde die Teilwortparallelisierung der Ein- und Ausga-
bezuweisungen des FIR-Filters bereits vorgestellt, sodass wir bei der Bewertung der Ein-
und Ausgabedaten auf diese Beschreibungen Bezug nehmen kénnen.

Sind die Speicher- und Berechnungsdaten gleichartig angordnet, so kénnen die Daten
als DvBs effektiv gelesen und geschrieben werden. Werden je Iteration mehrere Teil-
worter bendtigt, so findet auch eine Parallelisierung bei der Datenein- und -ausgabe
statt (pfl/ “(y[.], st) = 0). Werden je Iteration mehrere Teilwérter bendtigt und sind die
Speicher- und Berechnungsdaten nicht gleichartig angordnet, so miissen die Teilwérter
einzeln gelesen werden und anschliefend muss das DvB mittels Packoperation zusam-

mengebaut werden (p;'“(y[.], s;) = 4). Wird nur ein Teilwort je Iteration gelesen, so muss
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Tabelle 7.1: Bewertung der globalen Daten des FIR-Filters
(a) Datentyp und Speicherzugriff

E/A TW/DvB Zugriff
bl.] E DvB unausgerichtet
x[.] E DvB unausgerichtet
yl] A DvB unausgerichtet
(b) Bei TWP in Raumrichtung iy
Anordnung TWs je Iter. pfl/ ¢
b[(o1)i] i€Z,, nicht gleichart. 1 1
w[(1-1)i] i€Z,,, gleichartig 1 1
x[(1-1)i] ie€Z,, gleichartig B 0
y[(10)i] ieZ,, gleichartig B 0
2

(c) Bei TWP in Raumrichtung is

Anordnung
bl(o1)i] i€Z,, gleichartig
z[(1-1)i] i€Z,, nicht gleichart.
z[(1-1)i] i€Z,, nicht gleichart.
y[(10)i] ieZ,, nicht gleichart.
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TWs je Tter. p/®

B 0
B 4
1 1
1 8
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das TW mit einer Packoperation in ein anderes DvB integriert werden (p;'“(y[.],s¢) = 1).
Das Schreiben der y-Daten ist bei Teilwortparallelisierung in Raumrichtung i, sehr auf-
.. . e/a - .. . .

wéndig (p;." (y[.], s¢) = 8), wie in Beispiel 6.17 gezeigt wurde.

In den Tabellen 7.1(b) und 7.1(c) sind die Bewertungen der Ein- und Ausgabedaten
zusammengefasst. In der Summe ergibt sich fiir das Beispiel des FIR-Filters, dass eine
Teilwortparallelisierung beziiglich der Ein- und Ausgabedaten in Raumrichtung i, am
glinstigsten ist.

Die Gesamtzahl an Packoperationen p; bei Teilwortparallelisierung in Raumrichtung j
kénnen wir somit wie folgt abschétzen:

p; =l +p (7.9)

Soll eine Reindizierung bestimmt werden, die zu einer mininalen Anzahl an Packope-
rationen fiihrt, so bestimmen wir das Minimum p an Packoperationen beziiglich aller
Raumrichtungen 7, 1 < 7 < n:

p= min p;. (7.10)

Auf diese Weise wird sowohl die minimale Anzahl p an Packoperationen bestimmt, als
auch die Raumrichtung j, in der diese Anzahl erreicht wird, ermittelt. Diese Raum-
richtung wird der mehrstufigen modifizierten Copartitionierung fiir die ersten Stufe der
Copartitionierung mitgeteilt.

Bei der Auswahl der Raumrichtung j, in der Teilwortparallelitdt genutzt werden soll,
muss noch eine Einschriankung beachtet werden.

Satz 7.1 (Kreise im reduzierten Abhéingigkeitsgraph)
Besitzt der reduzierte Abhédngigkeitsgraph eines Algorithmus einen Kreis WW°, sieche An-
hang B.1, mit den beiden Figenschaften

e Die Summe der Abhéngigkeitsvektoren d>= = 3" .. d(e) auf diesem Kreis ist ein
Vektor mit einem Nicht-Null-Element, wobei das Nicht-Null-Element de ist und
fiir dieses gilt: |d]2| < B,

e FEin Knoten v auf dem Kreis reprasentiert eine Berechnungszuweisung,

so ist eine teilwortparallele Abarbeitung in der Raumrichtung j nicht méglich.

Beweis 7.1 (Kreise im reduzierten Abhingigkeitsgraph)

Wiirde man einen Iterationsraum Z in der Raumrichtung j teilwortparallelisieren, in
der ein Kreis YWW° mit den oben genannten FEigenschaften existiert, so entsteht eine
teilwortparallele Zuweisung x[R™] = F,(...), mit den linksseitigen DvBs x[R"™"]. Die
DvBs x[R""] dieser Zuweisung besitzen mindestens ein Teilwort x[b, "], welches fiir sei-

ne Bestimmung das Teilwort x[b— djz, r™] aus dem selben DvB benétigt. Somit kénnen
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e G (o

(a) partitionierter Iterationsraum (b) RDG

Abbildung 7.3: Kreise im RDG

die beide Teilwérter xz[b, R™"] und x[b — djz, #™) nicht gleichzeitig ermittelt werden. Die
gleichzeitige Berechnung der Teilworter eines DvBs ist aber eine zentrale Eigenschaft der
Teilwortparallelitit, sie resultiert aus der Bedingung 17°™1 = 0.

Beispiel 7.3 (Kreise im reduzierten Abhéingigkeitsgraph)
Abbildung 7.3 illustriert das Problem anhand eines Kreises mit drei Zuweisungen, wobei
Zuweisung s, eine Berechnungszuweisung ist:

Sy zli] = Fo(..., 2[i],...), ieZ,, (7.11)
Sy yli] = F (..., z[i—= (%)), ...), ieZ,, (7.12)
S, i = F.(...,yli—(1)],...), ieZ,. (7.13)

Die Summe der Abhéangigkeitsvektoren auf dem Kreis betragt d= = (}). Bei einer
Partitionierung in Raumrichtung j = 1 erhalten wir den partitionierten Iterationsraum,
wie in Abbildung 7.3(a) dargestellt.

Durch das Ersetzen der rechtsseitigen Variable z[i] in (7.11) durch (7.13) und dem an-
schlieBenden Ersetzen der Variable y[i — (1)] durch (7.12) erhalten wir:

zli| =F(c. Fo(co Fy(coz[i— (8]0, 00,0 0). (7.14)
Aus dieser Gleichung wird offensichtlich, dass Variable x[i] von Variable z[i — (})]
bzw. nach der Teilwortpartitionierung in Raumrichtung j Teilwort z[b, R™*] von Teil-
wort z[b— 1, EPI] abhéngig ist. Da Zuweisung s, eine Berechnungszuweisung mit Latenz

Ln(ss) > 0 ist, kénnen die beiden Teilwérter x[b, 8] und x[b — 1, 8""] nicht gleichzeitig

ausgefiihrt werden, denn die Berechnung des Teilworts z|b, f?,Pl] kann erst beginnen, wenn
das Teilwort z[b—1, R™] zur Verfiigung steht. Die gleichzeitige Berechnung der Teilwérter

z[b, ™) und x[b—1, R"™] ist aber eine notwendige Bedingung fiir die Teilwortparallelitit.
Ist das Nicht-Null-Element de > B, so befinden sich die voneinander abhingigen Varia-

blen z[i] und z[i — d*] nach der Teilwortpartitionierung immer in unterschiedlichen Par-
titionen (DvBs) und koénnen damit, wie notwendig, nacheinander abgearbeitet werden.
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Die Teilworter eines DvBs sind somit unabhéngig voneinander und lassen sich parallel
ermitteln.

Ist keine der Zuweisungen in einem Kreis eine Berechnungszuweisung, so kann der Kreis
durch Elimination von Variablen in eine Schlinge W* = {ey} umgewandelt werden, bei
dem der Abhingigkeitsvektor d(eg) = d2= ist. Die Zuweisung o(eg) = 6(eg) ist dann eine
Propagierungszuweisung. Wie in den Abschnitten 6.4.2 und 6.5.4 gezeigt wurde, ist die
parallele Bestimmung von Variablen einer Propagierungszuweisung méglich.

Satz 7.2

Die Summe d> = 3", _,,. d(e) der reduzierten Abhéngigkeitsvektoren d(e) = d(e) +
Cs(e) — Co(e) auf einem Kreis W° = {eg,e1,...,epm—1} des RDG des Algorithmus ist
unabhéngig von der zuweisungsabhéngigen Verschiebung c;.

Beweis 7.2
Eine zuweisungsabhéngigen Verschiebung c, der Knoten (Zuweisungen) v = o(e), e €
We fiihrt zu den reindizierten Abhédngigkeitsvektoren:

d(e) = d(e) + Cse) — Cole)- (7.15)

Fiir die Summe der Abhéngigkeitsvektoren dx gilt damit:

d =% d(e)= Y d(e) +ecse) — Coe)- (7.16)

eeW®e eeWe

Jede Kante e des Kreises WW° verursacht eine Addition von cs.) und eine Subtraktion
von Cq(e). Da jeder Knoten v des Kreises W° genau eine zulaufende Kante e, € W°
(0(e1) = v) und genau eine weglaufende Kante e; € W° (o(e3) = v) besitzt, wird

die zuweisungsabhingige Verschiebung c, bei der Bestimmung von dX genau einmal
hinzugefiigt (cs(.,) = ¢,) und genau einmal abgezogen (Cy(c,) = ¢,). Somit folgt:

d> =) "d(e)= > d(e) =d*. (7.17)

eeWe eeWe

Somit kann im Ausgangsalgorithmus untersucht werden, ob es Kreise WW° mit den in
Satz 7.1 genannten Bedingungen gibt. Ist das der Fall, so kann in diesen Raumrichtungen
der Algorithmus nicht teilwortparallelisiert werden.

Minimale absolute Lange der Abhdngigkeitsvektoren Die Linge der reindizierten
Abhéngigkeitsvektoren soll minimiert werden, um Datentransfers im Rechenfeld zu ver-
ringern bzw. lokale Datenwiederverwendung zu erhéhen | |. Als Ma$ fiir die Lange
der Abhéngigkeitsvektoren wéhlen wir die Manhattan-Distanz (MH-Distanz) m:

m=>Y_>"ldj(e)]. (7.18)

ecf j=1
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Tabelle 7.2: Manhattan-Distanzanteile m;(e) der Abhéngigkeitsvektoren cAl;(e) bei Teil-
wortparallelisierung
mit Packoperation ohne Packoperation

m;(e) aufgrund d(e) aufgrund d(e)
TWPinj  2|@el] 4 |16l |
keine TWP in j 2|d;(e)] \d;(e)]

Soll der Algorithmus spéter teilwortparallelisiert werden, so bestimmen wir die Manhat-
tan-Distanz der dufleren Teilvektoren, welche durch die Partitionierung der Abhéngig-
keitsvektoren entstehen. Die dufleren Teilvektoren beschreiben den Transfer der DvBs
im transformierten Iterationsraum, wie in Abschnitt 6.2 gezeigt wurde und sind damit
das relevante Maf fiir einen teilwortparallelen Algorithmus.

Die Manhattan-Distanzanteile m;(e) der reindizierten Abhéngigkeitsvektoren a(e) sind
abhéngig von der Raumrichtung j, in der die Teilwortparallelisierung stattfinden soll,
und davon, ob der reindizierte Abhéngigkeitsvektor eine Packoperation verursacht. Die
Manhattan-Distanzanteile m;(e) abhéngig von diesen beiden Bedingungen sind in Ta-
belle 7.2 angegeben.

Die Manhattan-Distanz bei Teilwortparallelisierung erhalten wir somit mit

m= Zij(e). (7.19)

eef j=1

Minimierung der GroBe des gemeinsamen lterationsraums Durch das Verschieben
der Iterationsrdume Z, zueinander kann der gemeinsame Iterationsraum 7 minimiert
werden. Fiir die weiteren Abbildungsschritte ist es vor allem von Bedeutung, dass der
den gemeinsamen Iterationsraum Z umschlieBende Hyperquarder Z minimiert wird.

Das Volumen V(f'j) des den reindizierten Iterationsraum Z umschlieSenden Hyperquar-
ders Z" kann iiber die Ecken v € V der Iterationsrdume Z, des Ausgangsalgorithmus
leicht ermittelt werden, wie in Anhang D.4 gezeigt wird.

Fiir die Minimierung des Volumens in einem GLP wurden zwei Strategien entwickelt, da
eine Multiplikation V(Z5) = H?:1 Uaier,; der Ausdehnungen Vg ; des Hyperquarders Z
in jeder Raumrichtung mit einer linearen Beschreibung nicht moglich ist:

e Die Ausdehnungen 4 ; des Hyperquarders 7% in jeder Raumrichtung werden
aufsummiert.

e Die Ausdehnungen vqis,; des Hyperquarders 79 in jeder Raumrichtung werden mit

dem Inversen der Ausdehnung vgyr; des Hyperquarder Z9 gewichtet, bevor die
Werte aufsummiert werden.
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Soll der Algorithmus auf eine Architektur mit Teilwortparallelitidt abgebildet werden, so
wird das Volumen V(ICD) des den Partitionsraum K umschliefenden Hyperquaders /CD
minimiert. Fiir diesen Fall betrégt vg;q ; fiir die Raumrichtung j in der die Teilworter zu
DvBs zusammengefasst werden sollen vqig ; = {Mg‘““w . Der Partitionsraum K ist
der Iterationsraum der DvBs des teilwortparallelen Algorithmus.

Position des gemeinsamen lterationsraums im Koordinatensystem Der gemeinsame
Iterationsraum Z € Z" eines Algorithmus kann beliebig im Raum Z" platziert werden.
Ein Verschieben des gemeinsamen Iterationsraums ohne Verdnderung der vorherigen Op-
timierungsziele wird durch eine gemeinsame Verschiebung mit c; = c erreicht.

Fiir eine effektive Partitionierung ist es wiinscheswert, wenn je Raumrichtung die des
zeitlichen Ablaufplanes entsprechend ersten Partitionen moglichst vollstdndig sind. Zum
einen konnen dadurch teilbesetzte Partitionen am Anfang und am Ende einer Raumrich-
tung vermieden werden, die moglicherweise zu zusétzlichen Partitionen fithren wiirden.
Zum anderen kann durch die vollstédndigen, zeitlich ersten Partitionen die Dateneingabe
vereinfacht werden.

Zum Zeitpunkt der Reindizierung stehen aber noch keine Informationen iiber die Abar-
beitungsreihenfolge und Richtung zur Verfiigung. Aus den Abhéngigkeitsvektoren d(e)
lassen sich aber zulédssige Abarbeitungsrichtungen fiir jede Raumrichtung j ermitteln.
Die Reihenfolge der Abarbeitung der Raumrichtungen ist fiir die Positionierung des Ite-
rationsraums im Koordinatensystem uninteressant.

Zur Bestimmung der zuldssigen Abarbeitungsrichtungen je Raumrichtung j ermitteln
wir die Anzahl der Abhéngigkeitsvektoren, die in dieser Raumrichtung positiv b;L oder
negativ b; sind:

1, wenn d;(e) > 0,

=> bl(e), bj(e):{o ot J (7.20)

ecé
1 .
=Y b, bie=4 " dj(e) <0, (7.21)
J J O
gy , sonst.

Gilt bj+ > b, so gehen wir von einer positive Abarbeitungsrichtung aus. Die untere
Begrenzung des den Iterationsraum Z umschlieBenden Hyperquaders Z" wird auf die
Null-Linie (i; = 0) des Koordinatensystems geschoben (ag; = 0). Im anderen Fall, der
negativen Abarbeitungsrichtung (b;F < bj_), wird die obere Begrenzung des Hyperquaders
7" auf die Minus-Eins-Linie (i; = —1) des Koordinatensystems gelegt (ay; = —1), um
eine vollstédndige erste Partition zu erhalten. Somit ergibt sich fiir den gemeinsamen
Reindizierungsvektor ¢, = c:

(7.22)

—ag . wenn b7 > b
¢; = ¥ i =Y
—ag ; — 1 sonst.
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- — -
0 1 0 2
(a) positive Abarbeitung in ¢; und positi- (b) negative Abarbeitung in ¢; und posi-
ve Abarbeitung i, tive Abarbeitung in iy
12 T i2 )
0 - 0>
11 i1

(¢) positive Abarbeitung in 41 und nega- (d) negative Abarbeitung in 4; und nega-
tive Abarbeitung in i tive Abarbeitung i

Abbildung 7.4: Lage des Iterationsraums im Koordinatensystem bei verschiedenen Ab-
arbeitungsrichtungen

Beispiel 7.4 (Positionierung des Iterationsraums im Koordinatensystem)
Betrachten wir den Iterationsraum Z = {i = (1) |0 < i1 < 4A0 < iy < 5}. Die-
ser Iterationsraum soll abhéngig von der Abarbeitungsrichtung (positiv oder negativ) je
Raumrichtung im Koordinatensystem positioniert werden. Abbildung 7.4 zeigt die vier
Méglichkeiten der Positionierung abhédngig von der Abarbeitungsrichtung je Raumrich-
tung, wobei die Abarbeitungsrichtungen je verschobenen Iterationsraum I+, ITH=, I+
und Z7~ durch Pfeile im jeweiligen Iterationsraum dargestellt sind.

Durch die Verschiebung des Iterationsraums wurde erreicht, dass die zeitlich erste Par-
tition vollstidndig ist.

Ein in dieser Weise angeordneter gemeinsamer Iterationsraum Z fithrt bei der nach-

folgenden Partitionierung im Allgemeinen zu einer minimalen Anzahl an dufleren Par-
titionen |K|. Es existieren aber auch Algorithmen, bei denen aufgrund der Form des
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Iterationsraums Z # Z" und der Partitionsparameter ©% und @7 ein derart verscho-
bener gemeinsamer Iterationsraum nicht zur besten Losung fithrt. Ein Beispiel hierfiir
ist der dreieckige Iterationsraum Z aus Beispiel 4.2 von Seite 41 mit der Partitionierung
O = (39Y). Wiirde dieser Iterationsraum so verschoben, dass die linke untere Ecke im
Koordinatenursprung wire, so benotigte man vier duflere Partitionen zur Uberdeckung
des Tterationsraums. Bei einer Positionierung der linken unteren Ecke in Iteration i = (})

erhielten wir hingegen nur drei dufleren Partitionen fiir die Uberdeckung.

Da zum Zeitpunkt der Reindizierung die Partitionierungsparameter @ und @% meist
nicht bekannt sind, wenden wir die fiir den allgemeinen Fall giinstigte Losung an.

Zusammenfassung Wie in den vorherigen Abschnitten gezeigt wurde, kénnen mehrere
Ziele mit der Festlegung der zuweisungsabhéngigen Reindizierungsvektoren cg verfolgt
werden. Fiir die Verbesserung des Algorithmus durch zuweisungsabhéngige Reindizie-
rungsvektoren cg wurde ein Programm entwickelt, welches mittels vier ganzzahliger li-
nearer Programm (GLPs) die vier Ziele:

1) Ausrichtung der Abhdngigkeitsvektoren,

2) Minimale Anzahl an Packoperationen,

(1)
(2)
(3) Minimale absolute Linge der Abhdingigkeitsvektoren und
(4)

Minimierung der Grifle des gemeinsamen Iterationsraums

in der angegebenen Reihenfolge verfolgt. Das erste Optimierungsziel maximiert die Mog-
lichkeiten der Parallelisierung. Mit dem zweiten Ziel wird die Anzahl an zusétzlichen
Packoperationen minimiert und damit der Rechenaufwand in einer Iteration minimiert.
Anschlieend wird die minimale Manhattan-Distanz der partitionierten Abhéngigkeits-
vektoren ermittelt, welche zu kurzen Datentransfers und maximaler lokaler Datenwieder-
verwendung fiithrt. Zum Abschluss versucht des Programm die Grofle des gemeinsamen
Iterationsraums zu reduzieren, womit die spdtere Abarbeitungszeit minimiert werden
soll. Die gefundenen Resultate eines GLPs sind dabei immer Beschriankungen fiir die
nachfolgenden GLPs. In Anhang D ist das gesamte Programm mit den vier GLPs be-
schrieben.

Tabelle 7.3 zeigt die Ergebnisse und Losungszeiten! der Optimierung fiir ausgewihlte
Algorithmen. Fiir die Untersuchung wurden die folgenden Parameter gewéhlt:

o Teilwortparallelitdt mit vier Teilwortern,
e keine Vorgaben fiir die Auswahl der Raumrichtung fiir die TWP,
e keine Bewertung der Ein- und Ausgabedaten beziiglich TWP,

e keine Vorgaben fiir die Datentransferrichtung und

ntel Core2 Duo E6750 @ 2.66GHz
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Tabelle 7.3: Losung des GLPs zur Optimierung der Reindizierungsvektoren c, fiir ver-
schiedene Algorithmen

Name Alg. n |S| |€] Losungszeit r Packop. MH-Dist. V(ED)
FIR-Filter 3.1 2 3 6 0,2 s 2 2 4 128
[IR-Filter A1 2 7 13 1,9 s 1 4 9 128
STAF A2 2 7 12 0,3 s 2 2 4 240
KEA-1 A3 2 12 14 04 s 2 0 5 38400
KEA-2 81 2 11 13 34 s 2 2 5 38400
WDF A4 3 11 32 6013,7sx 1 6 30 228

*Die 3. und die 4. Teiloptimierung wurde nach 3300 s bzw. 2000 s unterbrochen. Mit dem bisher
gefundenen Ergebnis wurde die Untersuchung jeweils fortgefiihrt.

e gewichtete Summation der Ausdehnung des Iterationsraums je Raumrichtung.

Die zweite Spalte der Tabelle gibt die Referenz zu dem Algorithmus als UItA an. An-
schlieend wird die Dimension n des Iterationsraum Z, die Anzahl |S| an Zuweisungen
und die Anzahl |£| an Datenabhéngigkeiten fiir den Algorithmus angegeben.

Fiir jeden Algorithmus wurde weiterhin die Losungszeit und die ermittelten Parameter:
(1) die Anzahl r an Raumrichtungen mit ausgerichteten Abhéngigkeitsvektoren, (2) die
Anzahl an Packoperationen, (3) die Manhattan-Distanz (MH-Dist.) und (4) das Volumen
V(IED) des den Partitionsraum K umschlieBenden Hyperquaders K" des reindizierten und
teilwortparallelisierten Algorithmus angegeben.

Die Losungszeiten fiir die ersten fiinf Algorithmen sind relativ gering (max. 3,4 s). Die
Optimierung fiir den Wellendigitalfilter (WDF') benotigt hingegen sehr viele Zeit. Die Ur-
sachen liegen in der geringen Ausrichtung der Abhéngigkeitsvektoren. Dadurch erhalten
wir fiir die Minimierung der Manhatten-Distanz ein GLP mit 43 997 Zeilen, 25 302 Spal-
ten und 151 100 Nicht-Null-Elementen?, welches nur sehr miithsam durchsucht werden
kann. Ahnlich verhélt es sich mit dem GLP zur Minimierung des Volumens.

Die Ursache fiir die groBle Grofle des GLP ist die grofle Anzahl an Nebenbedingungen
zur Verhinderung von kontréiren Abhéngigkeitsvektoren.

Aufgrund der langen Losungszeiten werden dem dritten und vierten GLP die Lésungen
des zweiten bzw. dritten GLPs als Startwerte vorgegeben. Somit hat die Optimierung
immer eine Losung und kann somit jederzeit unterbrochen werden, um kurzfristig sub-
optimale Losungen zu erhalten.

Die Losungszeiten fiir die verschiedenen Algorithmen koénnen vorher leider nicht abge-
schétzt werden. So besitzt der Kantenerkennungsalgorithmus KEA-1, siche Alg. A.3 auf
Seite 231, sowohl mehr Zuweisungen als auch mehr Abhéngigkeitsvektoren als der Kan-
tenerkennungsalgorithmus KEA-2, siehe Alg. 8.1 auf Seite 203, doch die Bestimmung der
Losung fiir KEA-2 dauert 8,5 mal langer, als die Bestimmung der Losung fiir KEA-1.

Znach der Voroptimierung durch ILOG-CPLEX.
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Verdanderung der Form des Iterationsraums 7

Die Partitionierung, wie in Kapitel 4.2 beschrieben, erlaubt nur die Kachelung in Hyper-
quader (siehe Definition 3.3 auf Seite 24). Somit sollte der gemeinsame Iterationsraum Z
des Algorithmus moglichst ebenfalls ein Hyperquader sein oder der den Iterationsraum Z
umschlieBende Hyperquader ZU sollte méglichst klein sein, denn in diesem Fall fiihrt die
nachfolgende Partitionierung zu einer minimalen Anzahl an Kacheln, was wiederrum zu
einer kurzen Abarbeitungszeit fiir den Algorithmus fiihrt.

Ein weiterer Aspekt bei der Verdnderung der Form des Iterationsraums ist die Ausrich-
tung der Abhéngigkeitsvektoren d € D des Algorithmus, denn diese kénnen durch die
Verédnderung der Form des Iterationsraums moglicherweise ausgerichtet werden.

Im Allgemeinen ist der Iterationsraum Z = {i| A-i > ay} ein Polyeder. Jede Ungleichung
-1 > ap; des Ungleichungssystems A -i > ay beschreibt dabei eine Hyperebene. Es
ollen nun Reindizierungsmatrizen C gefunden werden, die den Iterationsraum Z derart
veréndern, sodass die Ungleichung a; -i > @y, im transformierten Iterationsraum 7T eine
obere oder untere Begrenzung des umschliefenden Hyperquaders 77 beschreibt. Die
obere bzw. untere Begrenzung des Hyperquaders wird mit

—e; 1> —dy, baw.  e;-i>7y., (7.23)

beschrieben, wobei e; die j-te Zeile bzw. Spalte der Einheitsmatrix E ist, siche Definiti-
on 3.3 auf Seite 24.

Satz 7.3
Die transformierte Hyperebene a; -i > ao,; ist genau dann eine obere oder untere Be-
grenzung, wenn fiir eine Zeile der Reindizierungsmatrix C gilt:

C; = j:ai. (724)

Beweis 7.3
Die Matrix A des transformierten Iterationsraums I wird bestimmt mit A = A - C~ 1

siehe (4.2) auf Seite 38. Somit gilt fiir jede Zeile i der Matrix A:d; =a,;-C ' Ist die Ze1]e
a; eine Zeile c; der Reindizierungsmatrix C so folgt: e; = c; - C ! dennE=C.-C
Fiir ¢; = —a; folgt entsprechend —e; = —c; - c .

Durch Kombination der Zeilenvektoren a; aus der Matrix A sollen nun mogliche Rein-
dizierungsmatrizen C ermittelt werden. Dabei ist die Beschrinkung |det(C)| = 1 aus
Abschnitt 4.1 einzuhalten. Folgendes Vorgehen wurde gewahlt:

(1) Bestimmung aller paarweise linear unabhéngigen Zeilenvektoren a; = (a“ - am)
aus der Polyedermatrix A = (a;;)i=1..m, j=1..n. Fiir paarweise linear unabhéngige
Vektoren gilt: Rg (Zz; ) = 2. Die paarweise linear unabhéngigen Vektoren werden
in der Menge A zusammengefasst:

A= {a |z Re (31) =2}, (7.25)
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(2) Ermittlung aller Kombinationen C[;; von Vektoren a aus der Menge A. Jede

Kombination ist eine Reindizierungsmatrix C = (al, U ,an) , wenn gilt

| det(C)| = 1.

(3) Die Reihenfolge der Vektoren der Reindizierungsmatrix C wird so gewihlt, dass der
Absolutwert des Produkts der Elemente der Hauptdiagonale maximal ist. Anschlie-
Bend werden alle Zeilen der Matrix negiert, deren Element in der Hauptdiagonale
negativ ist.

Die Menge A kann um weitere Vektoren erweitert werden, wenn fiir diese Vektoren die
Bedingung aus (7.25) erfiillt ist. Beispielsweise konnten alle Zeilenvektoren e; der Ein-
heitsmatrix E zu der Menge A hinzugefiigt werden. Durch Vergréflerung der Menge A,
erhoht sich die Anzahl C\Zl\ an Kombinationen und somit die Anzahl der moglichen Rein-
dizierungsmatrizen C oder es entstehen erstmals verwendbare Reindizierungsmatrizen C.

Beispiel 7.5

Wir haben einen zweidimensionalen Iterationsraum Z = {i = (Z; ) |0 <ij+is <3N0 <L
i1—1iy < 5} in der Form eines Rechtecks, das um 45° gedreht wurde. Dieser Iterationsraum
ist in Abbildung 7.5(a) dargestellt. Die implizite Definition des Iterationsraums lautet:

I:{i:(ﬁl) | (—11:1})1262)} (7.26)

Fiir die Menge A = {(1 1) , (1 —1)} haben wir zwei paarweise linear unabhédngige
Vektoren aus den Zeilen der Polyedermatrix A ermittelt. Eine Matrix C = (1 1) kann
aus der Menge A bestimmt werden. Diese Matrix ist aber keine Reindizierungsmatrix,
denn fiir die Determinante dieser Matrix gilt: det(C) = 2.

Durch Erweiterung der Menge A um die beiden Zeilenvektoren der Einheitsmatrix E,

kénnen Cf = ( 4412)! = 6 Kombinationen und damit 6 Matrixen ermittelt werden.

11 10 11
c=(hy) e e
1 0 1 -1 10
c=(h)eshy) el

Nur Matrix Cy ist keine Reindizierungsmatrix, denn fiir sie gilt wieder: det(C;) = 2. Die
Reindizierungsmatix Cg ist die Einheitsmatrix, weshalb wir eine identische Abbildung
Zs = T erhalten. In den Abbildungen 7.5(b)—(e) sind die durch die Reindizierungsmatri-

zen Cy bis Cy entstandenen Iterationsrdume Z, bis Zs dargestellt. Die Beschreibung der
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(a) Iterationsraum Z (b) Reindiziert mit Cq (c¢) Reindiziert mit Cg

(d) Reindiziert mit Cy (e) Reindiziert mit Cs

Abbildung 7.5: Versionen der Reindizierung des Iterationsraum Z
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reindizierten Iterationsrdume als impliziete Definition lautet:

- (L)) oo
() (1) () o
@G e()
S I OITEE ENE)
Is =1 (7.31)

Im Folgenden sollen zwei Strategien fiir die Auswahl einer Reindizierungsmatrix vorge-
stellt werden.

Minimierung des umschlieBenden Hyperquaders Es sollen alle Reindizierungsmatri-
zen C € Cy._ . ermittelt werden, die zu einem minimalen Hyperquader 77 fiihren. Hierzu
wird der reindizierte Iterationsraum Z des Iterationsraums Z mit Hilfe der Reindizie-
rungsfunktion ps(i) = C-i+ 0 bestimmt. Anschlieflend ermitteln wir den umschlieBende
Hyperquader 77 und berechnen deren Volumen V(fD) Alle Reindizierungsmatrizen C,

die zu einem minimalen Volumen V(ZD) fithren, sind Elemente der Menge Cy,

min °

Alternativ kann direkt iiber die Ecken v; des Ausgangsiterationsraums Z das Volu-
men V(ID) des umschlieenden Hyperquaders 79 des reindizierten Iterationsraums Z
bestimmt werden:

V(Z7) = [[(Inkxcvi) — hﬁf{l cvil + 1), (7.32)

i=1

wobei ¢; = Z'*" die Zeile j der Reindizierungsmatrix C und v; € Q" die Spalte i der
Eckenmatrix V des Iterationsraums 7 ist.

Ist das Volumen V(ID) minimal, so enthélt der Hyperquarder 79 die wenigsten Itera-
tionen i € ID\I welche Element des Hyperquarders 77 aber nicht des reindizierten

Iterationsraums Z sind. Das Volumen V(I) des reindizierten Iterationsraums Z ist fiir
alle Reindizierungen konstant, wenn gilt: det(C) = £1.

Beispiel 7.6 B
Fiir die in Beispiel 7.5 gefundenen reindizierten Iterationsrdume Z;, j = 2,...5 sind die

ermittelten Volumen V(ID) in Tabelle 7.4 angegeben,

Diese Werte lassen sich auch anschaulich aus Abbildung 7.5 bestimmen. Die Reindizie-
rungsmatrix Cj fiihrt zu dem geringsten Volumen V (Z}') = 16.
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Tabelle 7.4: Volumen des den Iterationsraum Z umschlieBenden Hyperquaders 70 ab-
hédngig von der Reindizierungsmatrix C

E C, C; C, Cjy
V(ZY) 20 20 16 30 24

Tabelle 7.5: Veranderung der Abhéngigkeitsvektoren durch Reindizierungsmatrix C
E C, GCj C, Cs

(1) ) (&) ) 1)

d1:<%)
4 () @) () () (A)

dgz(

Ausrichtung der Abhangigkeitsvektoren Durch die Verédnderung der Form des Itera-
tionsraum mittels der Reindizierungsmatrix C dndern sich auch die Abhéngigkeitsvekto-
ren d(e) der Datenabhéngigkeiten e € €. Die reindizierten Abhéngigkeitsvektoren d(e)
erhalten wird durch

~ 1 -
d(e) = Ly(e)(lo(e) = To(e)se)) (7.33)
d<e) = (La(e)c_l)il(aa(e) - La(e)c_lca(e)) - (I'l;(e)g(e) - Rg(e)(S(e)C_lC&(e)))’ (7.34)

da fiir die Reindizierungsvektoren cq() = cs.) = 0 gilt, folgt:

d(e) = C- L, (L) — thise) (7.35)
d(e) = C-d(e). (7.36)

Beispiel 7.7

Der Algorithmus mit dem Iterationsraum Z aus Beispiel 7.5 hat zwei Abhéangigkeits-
vektoren d(e;) = dy = (1) und d(ey) = dy = (). Diese sind in Abbildung 7.5(a)
je einmal exemplarisch dargestellt. Beide Abhéngigkeitsvektoren lassen sich durch eine
Verschiebung der Iterationsrdume zueinander nicht verdndern, denn o(e;) = d(e1) und
o(eg) = 0(es). In Raumrichtung is sind diese beiden Abhéngigkeitsvektoren unterschied-
lich gerichtet. Wird der Algorithmus durch die in Beispiel 7.5 ermittelten Reindizierungs-
matrizen Cy bis Cj reindiziert, so ergeben sich die in Tabelle 7.5 zusammengefassten und
in Abbildung 7.5 dargestellten Abhéangigkeitsvektoren.

Die Reindizierung mit Matrix Co bzw. Cy fiihrt zu gerichteten Abhéngigkeitsvektoren.
Das Volumen V(I = 30) durch die Reindizierung mit Matrix C, ist aber gréfier als
durch die Reindizierung mit Matrix Cy (V (Z5 = 20)), siehe Beispiel 7.6 bzw. Tabelle 7.4.
Somit wiirde Matrix Cy als Reindizierungsmatrix bevorzugt werden, wenn sichergestellt
werden soll, dass die Abhéngigkeitsvektoren in allen Raumrichtungen ausgerichtet sind.

Da die Ausrichtung der Abhéngigkeitsvektoren ebenfalls durch die Verschiebung der
Iterationsrdume zueinander verandert werden kann, iiberpriifen wir mit Hilfe eines ganz-
zahligen, linearen Programms die maximale Ausrichtung der Abhéngigkeitsvektoren. Das
GLP ergibt sich aus den Optimierungsvorgaben fiir die Verschiebung der Iterationsrdaume
zueinander wie auf Seite 141 ff. und im Anhang D angegeben.
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Auswahl der Reindizierungsmatrix Mit der zu Beginn dieses Abschnitts vorgestellten
Methode lassen sich mehrere Reindizierungsmatrizen finden. Durch die Bewertung der
Reindizierungsmatrizen beziiglich des Volumens V (Z") des resultierenden Hyperquarders
7% und der Anzahl an Raumrichtungen mit ausgerichteten Abhéngigkeitsvektoren, ist
nun eine Bewertung der Reindizierungsmatrizen moglich.

Im Allgemeinen hat das Volumen eine groflere Bedeutung als die Anzahl an Raum-
richtungen mit ausgerichteten Abhéngigkeitsvektoren. Die paretooptimalen Losungen
eigener Untersuchungen zeigen, dass die Erhohung der Anzahl an Raumrichtungen mit
ausgerichteten Abhéngigkeitsvektoren zu einer deutlichen Vergroflerung des Volumens
fithrt. Da die Abarbeitungszeit des Algorithmus im Allgemeinen direkt proportional mit
dem Volumen des Iterationsraums des Algorithmus steigt, bedeutet diese Vergrofierung
des Volumens eine deutliche Verldngerung der Abarbeitungszeit.

Ist die Anzahl r an Raumrichtungen mit ausgerichteten Abhéngigkeitsvektoren kleiner
als die Dimension n, so kann der Algorithmus maximal auf ein n" = r dimensionales

Rechenfeld abgebildet werden.

Beispiel 7.8 (Ermittlung der Reindizierungsmatrizen fiir Wellendigitalfilter)
Ausgangsalgorithmus ist der Wellendigitalfilter [ | mit elf Zuweisungen und 32 Da-
tenabhédngigkeiten, wie in Algorithmus A.4 auf Seite 232 angegeben. Der Iterations-
raum Z dieses Algorithmus ist kein Hyperquarder.

Das Volumen V (ZV) des den Iterationsraum Z umschliefenden Hyperquarders I des
Wellendigitalfilters (WDF) betrigt V (Z) = 1400. Durch Verschieben der Iterationsréiu-
me zueinander lassen sich die Abhéngigkeitsvektoren nur in einer Raumrichtung ausrich-
ten, wie in Tabelle 7.3 auf Seite 153 zu sehen ist.

Mit der oben beschriebenen Strategie wurden innerhalb von 19 Sekunden® 73 Reindizie-
rungsmatrizen C fiir den Wellendigitalfilter (WDF) gefunden und bewertet. Die grofe
Anzahl an Reindizierungsmatrizen resultiert aus dem Hinzufiigen weiterer unabhangiger
Zeilenvektoren zu der Menge A, welche durch Veranderung der vorhandenen Zeilenvekto-
ren* ermittelt wurden. Die Bewertung fiir alle Reindizierungsmatrizen erfolgte beziiglich

des Volumens V(f[]) und der Ausrichtung r der Abhédngigkeitsvektoren.

Zwdlf paretooptimale Lésungen wurden gefunden. Die vier Reindizierungsmatrizen

001 001 112 112
fiihren zu einem Volumen von V(fD) = 1960 und einer Ausrichtung der Abhéangigkeits-
vektoren in r = 3 = n Raumrichtungen. Bei einer Reindizierung mit den Reindizierungs-

matrizen
100 100 100 100
C :(112) C :(112) C :(011) C :(111)
4 001/’ 5 101/ 6 112/ 7 112)°
112 101 112 111
Cs=(010 Co= (010 Cpo=1(o010 Cii=1(010
8 001/’ 9 112/ 10 011 1 112

3Intel Core2 Duo E6750 @ 2.66GHz
‘Einzelne Elemente der Vektoren a; wurden um ,,1¢ erhoht (a;; < 0) oder reduziert (a;; > 0) bis
Q5 = 0 ist.
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erhalten wir ein geringeres Volumen von V(f[]) = 1400. Die Abhéngigkeitsvektoren sind
in diesem Fall jedoch nur in r = 2 < n Raumrichtungen ausgerichtet.

Strategie fiir die Durchfiihrung der Reindizierung

In den vorherigen beiden Absétzen wurde beschrieben, wie eine Reindizierung zum einen
durch das Verschieben der Iterationsrdaume oder zum anderen durch die Verdnderung der
Form des gemeinsamen Itertionsraums erfolgen kann. In diesem Absatz sollen nun beide
Methoden miteinander kombiniert werden.

Zuerst wird die Form des gemeinsamen Iterationsraums verdndert. Durch diese Opti-
mierung wird erreicht, dass die Ausrichtung der Abhingigkeitsvektoren maximal oder
das Volumen V(ID) des den Iterationsraum Z umschliefenden Hyperquaders 79 mini-
mal ist. Bei dieser Optimierung kénnen mehrere paretooptimale Losungen entstehen.
Anschlieend erfolgt das Verschieben der Iterationsrdume Z; zueinander. Hierbei mini-
mieren wir die Anzahl an Packoperationen, die absolute Linge der Abhéngigkeitsvekto-
ren (Manhattan-Distanz) und das Volumen V(ICD) des den Iterationsraum K umschlie-
Benden Hyperquaders K. AbschlieBend wird der gemeinsame Iterationsraum 7 s0 im
Koordinatensystem verschoben, dass je Raumrichtung die entsprechend dem spéter zu
ermittelnden Ablaufplan zeitlich erste Copartition vollstindig ist, sieche Seite 150 ff.

Nach der Optimierung der Form des Iterationsraums kénnen wir mehrere Reindizierungs-
matrizen erhalten, die paretooptimal sind. Bei kleineren Algorithmen kénnen alle pareto-
optimalen Losungen mittels des zweiten Optimierungsschritts weiter optimiert werden.
Anschlieend wird die beste Gesamtlosung ausgewahlt. Wie nachfolgendes Beispiel zeigt,
kann der Rechenaufwand hierfiir aber sehr hoch sein.

Beispiel 7.9 (Ermittlung der Reindizierung fiir Wellendigitalfilter)

In Beispiel 7.8 wurde der erste Optimierungsschritt, die Optimierung des Wellendigital-
filters beziiglich der Reindizierungsmatrix C vorgestellt. Als Lésung der Optimierung er-
hielten wir zwélf Reindizierungsmatrizen nach einer Losungszeit von 18,9 s. Fiir alle Ma-
trizen wurden im zweiten Optimierungsschritt die Reindizierungsvektoren c, bestimmt.
Die gefundenen Losungen und die Lisungszeiten sind in Tabelle 7.6 zusammengefasst.
Fiir den zweiten Optimierungsschritt wurden die folgenden Parameter gewéhlt:

o Teilwortparallelitdt mit vier Teilwértern,

keine Vorgaben fiir die Auswahl der Raumrichtung fiir die TWP,

keine Bewertung der Ein- und Ausgabedaten beziiglich TWP,

keine Vorgaben fiir die Datentransferrichtung und

gewichtete Summation der Ausdehnung des Iterationsraums je Raumrichtung.

Die Lésungszeit fiir die Gesamtanalyse betragt ca. 29 Minuten und 30,4 Sekunden
(1751,5 5 + 18,95 = 1770,4 5). Man beachte die vergleichsweise kurzen Losungszeiten fiir
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Tabelle 7.6: Ermittlung der Reindizierungsparameter fiir Wellendigitalfilter
Optimierung beziiglich c;

Optimierung beziiglich C

Los.-zeit

18,9 s

V(Z9)

1960
1960
1960
1960

1400
1400
1400
1400
1400
1400
1400
1400

Ausricht.

3

W W W

N NN NN

Los.-zeit
2,7 s
15,7 s
1,1s
1.1s
159,2 s
84,5 s
83,5 s
82,7 s
1071,8 s
97,0 s
87,1 s
65,1 s

S 17704 s

Packop.

10
10

oo | Co

SO Y O DY O O O

MH-Dist.

50
50
20
50

46
48
48
20
46
50
48
20

V(KD)
4-11-16 =704
11-4-16 =704
16-4-11 =704
4-16-11 =704
3-11-16 = 528
3-11-16 = 528
3-16-11 =528
3-15-11 =495
11-3-16 =528
16-3-11 =528
11-3-16 =528
15-3-11 =495
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die Optimierung beziiglich der Reindizierungsvektoren cg im Vergleich zu der Lésungs-
zeit 6013,7 s (mit Abbruch) fiir diesen Wellendigitalfilter mit C = E aus Tabelle 7.3.
Dieser Unterschied resultiert aus der besseren Ausrichtung der Abhangigkeitsvektoren,
wodurch die GLPs des zweiten Optimierungsschritts merklich kleiner werden. Dieser Un-
terschied in der Losungszeit ist auch fiir die ersten vier Reindizierungsmatrizen, welche
zu einer Ausrichtung in drei Raumrichtungen fiihren, im Vergleich zu den anderen acht
Reindizierungsmatrizen, welche zu einer Ausrichtung in zwei Raumrichtungen fiihren,
gut zu erkennen.

Weiterhin wird anhand der acht Reindizierungsmatrizen C4, Cs bis Cy; deutlich, dass
der Losungszeit fiir eine Optimierungsaufgabe nicht oder nur schwer abschétzbar ist.
Fiir diese acht Versionen haben wir einen Geschwindigkeitsunterschied von 1:16,5 bei
dhnlichen Randbedingungen.

Betrachten wir nun die gefundenen Ldsungen. Von den vier Reindizierungsmatrizen, die
zu einer Ausrichtung der Abhédngigkeitsvektoren in drei Raumrichtung fiihren, erhalten
wir bei zwei Matrizen acht Packoperationen fiir die Teilwortparallelitit und bei den
anderen beiden 10 Packoperationen. Die beiden Matrizen Co und Cs wiirden in diesem
Fall bevorzugt werden.

Die Reindizierungsmatrizen C4 bis Cyy fiihren immer zu sechs Packoperationen fiir die
Teilwortparallelitidt. Die Optimierungen beziiglich der Reindizierungsvektoren c; un-
terscheiden sich hier nur beziiglich der Manhattan-Distanz (MH-Dist.) und des Volu-
mens V(I/C\D). Je zwei Reindizierungsmatrizen fiihren zu einer minimalen Manhattan-
Distanz und zwei zu einem minimalen Volumen.

Fiir eine effektive Abbildung des Algorithmus auf das Rechenfeld sollte eine Reindizie-
rungsmatrix ausgewdhlt werden, die zu einem minimalen Volumen fiihrt, denn dadurch
verringert sich im Allgemeinen die Abarbeitungsdauer des Algorithmus auf der Zielar-
chitektur.

7.1.2 Anpassung an die Algorithmenkonvention

Im Kapitel 4 wurde eine Algorithmenkonvention vorgestellt, welche Ausgangspunkt fiir
den Abbildungsprozess ist. Hierbei besteht der Algorithmus nur aus Eingabezuweisun-
gen, internen Berechnungszuweisungen und Ausgabezuweisungen. Wie bereits in diesem
Abschnitt erwéhnt wurde, kann jeder UItA in eine solche Form iiberfiihrt werden.

Hat der Algorithmus diese Form, so ist eine Transformation des Algorithmus mit den
in den Kapiteln 4 bis 6 vorgestellten Methoden moglich. Bei der Partitionierung zer-
fallen die Abhéngigkeitsvektoren d(e) # 0 des Algorithmus in mehrere partitionierte
Abhingigkeitsvektoren d7, ;, . (e). Diese partitionierten Abhéngigkeitsvektoren fiihren
zu mehreren Teilzuweisungen in der Zuweisung s = d(e) des partitionierten Algorithmus,
wie in Abschnitt 4.2.3 gezeigt wurde. Mehrere Teilzuweisungen in einer Zuweisung ha-
ben wiederum einen erhohten Steueraufwand bei der Abarbeitung des Algorithmus zur

Folge. Weiterhin verursachen Abhéngigkeitsvektoren, welche keine Nullvektoren sind,
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im Allgemeinen einen Datentransfer im Rechenfeld und zwischen Rechenfeld und Spei-
cherarchitektur, was wiederum einen erhéhten Energiebedarf zur Folge hat. Aus diesem
Grund sollen alle internen Berechnungszuweisungen eines Algorithmus in lokale Berech-
nungszuweisungen, wie in Abschnitt 3.3.3 beschrieben wurde, umgewandelt werden.

Anschlieend untersuchen wir, ob einzelne Interndatenzuweisungen des Algorithmus eli-
miniert werden konnen. Eine Interndatenzuweisung kann entfernt werden, wenn eine an-
dere Interndatenzuweisung den Datentransfer bereits teilweise oder vollstandig realisiert.
Gegebenenfalls wird hierzu der Iterationsraum der genutzten Interndatenzuweisung er-
weitert. Auf diese Weise minimieren wir die Anzahl an Abhéngigkeitsvektoren d(e) # 0.
Betrachten wir dazu die vier Zuweisungen aus Algorithmus 7.1 mit d}, = d}, . Die
Zuweisung s stellt die Variable y,[i] bereit. Diese Variable wird mittels der Zuweisun-
gen t; und t, im Iterationsraum transferiert. Zuweisung ¢ verwendet die transferierte
Variable y,[i].

Algorithmus 7.1 Algorithmus mit eliminierbarer Interndatenzuweisung

s ysli] = ..., i=1,
ly: Yo, [i] :ys[i—ditl], i=17,
to: Y 1] = ys[i — dgy, ), i=17,,
c: vell] = Fo(o. . uli], - -0, i=17,

Sind die Abhéngigkeitsvektoren d!, = d(e;) und d},, = d(e;) der Interndatenzu-
weisungen t; und ty gleich und haben beide Datenabhéngigkeiten die gleiche Quelle
o(e1) = o(ez), so kann die Interndatenzuweisung ¢, eliminiert werden. Hierfiir muss der
Iterationsraum Z;, der Interndatenzuweisung t¢; erweitert werden und alle Variablen yy,[.]
sind durch Variablen y,, [.] zu ersetzen wie in Algorithmus 7.2 zu sehen ist.

Algorithmus 7.2 Algorithmus mit eliminierter Interndatenzuweisung

s ys[l]:, i:Im
S/ : Yty [i] = ?/s[i — dit1]7 i= COHV(Itl U :Z't2)’
c: vell] = Fo(o. .y i), - - 0), i=1T..

7.1.3 Zusammenfassung

Die Vorverarbeitung dient im Wesentlichen der Verinderung des Algorithmus, sodass bei
der nachfolgenden mehrstufigen Copartitionierung eine gute Abbildung des Algorithmus
auf eine Zielarchitektur realisiert werden kann.

Durch die Beschrankung der Partitionen auf die Form von Hyperquarder, wird eine Vor-
verarbeitung unumgénglich. Anderenfalls erhielten wir in vielen Féllen nur suboptimale
Losungen.
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Die Reindizierung verschiebt die Iterationsrdume Z; der Zuweisungen s des Algorithmus
zueinander und verédndert die Form und Grofle des gemeinsamen Iterationsraum Z. Das
ermoglicht es uns, die Abhéngigkeitsvektoren auszurichten, die Anzahl an entstehenden
Packoperationen bei nachfolgender Teilwortparallelisierung, die Manhattan-Distanz und
die Grole des gemeinsamen Iterationsraums zu minimieren. Weiterhin kann fiir eine ef-
fektive Copartitionierung der gemeinsame Iterationsraum giinstig im Koordinatensystem
positioniert werden.

Mit der Anpassung an die Algorithmenkonvention findet eine Umformulierung des Al-
gorithmus statt. Die Ziele der Umformulierung sind ausschliefllich lokale Berechnungs-
zuweisungen und moglichst wenige Interndatenzuweisungen, bei denen die Abhéngig-
keitsvektoren ungleich Null sind. Dadurch vereinfacht sich die nachfolgende (Teilwort)-
Partitionierung des Algorithmus und mehrfache Datentransfers gleicher Daten werden
vermieden.

7.2 Mehrstufige Modifizierte Copartitionierung

In Kapitel 5 wurde die mehrstufige modifizierte Copartitionierung (MMC) vorgestellt.
Wie an dieser Stelle bereits erwdahnt wurde, ist die MMC der entscheidende Abbildungs-
schritt zur Abbildung des Algorithmus auf unsere Zielarchitektur. Die MMC besitzt
abhéngig von der Anzahl p an Copartitionierungsstufen vielfdltige Mo6glichkeiten der
Abbildung. In Abbildung 7.1 wurde illustriert, mit welcher Copartitionierungsstufe wel-
che Ziele verfolgt werden sollen.

Die erste Copartitionierungsstufe dient der Ausnutzung der Teilwortparallelitéat. Hierfiir
muss ermittelt werden, wie viele Daten des Algorithmus fiir die teilwortparallele Berech-
nung in den Funktionseinheiten zusammengefasst werden konnen. Diese Anzahl B an
Teilwortern je DvB ist abhéngig vom Befehlssatz der Zielarchitektur und dem Daten-
format der Variablen des Algorithmus. Fiir DSPs, wie dem TMS320C64x | | von
Texas Instruments, kann eine Umwandlung des Algorithmus von FlieBkommazahlberech-
nungen zu Ganzzahlberechnungen, wie in | | vorgestellt, notwendig sein. Durch
eine, ebenfalls in | | prasentierte Reduzierung der Wortbreite der Daten des Al-
gorithmus auf das, beziiglich der Genauigkeit, notwendige Maf}; kann die Anzahl B an
Teilwortern je DvB erhoht werden, wie in | | gezeigt wurde.

Mit der zweiten Copartitionierungsstufe soll eine Anpassung an das Rechenfeld erfolgen,
das heifit, an die GroBe 97 des Rechenfeldes, die verfiigharen Verbindungskanile q € Q
und an den lokalen Speicher Lz in jedem Prozessorelement. Diese Copartitionierungs-
stufe entspricht dem klassischen Rechenfeldentwurf, wie er bereits in anderen Arbeiten
[ il il [ | vorgestellt wurde. In [ ] und [ | lag der Schwer-
punkt der Abbildung auf der Minimierung der Kosten fiir die Kanéle q und fiir die Re-
gister (lokaler Speicher). Die Ausnutzung des vorhandenen lokalen Speichers Lp durch
die Wahl der entsprechenden LS-2-Partition ©% wurde unter anderem in | ] und
[ | gezeigt. In dieser Arbeit wird in Abschnitt Datenwiederverwendung zwischen
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Partitionen ab Seite 175 eine neue Methode basierend auf der Partitionierung der Ab-
héangigkeitsvektoren, sieche Abschnitt 4.2.2 ab Seite 44, vorgestellt.

Die ersten beiden Copartitionierungsstufen dienen vorrangig der Ausnutzung der Paral-
lelitdt auf der Ebene der Funktionseinheiten und auf der Ebene des Rechenfeldes. Der
Grad der Parallelverarbeitung wurde hierbei mittels der Partitionierungsmatrizen @
und O festgelegt. Die nachfolgenden Copartitionierungsstufen 3...n = 2 + L die-
nen der Anpassung an die hierarchisch aufgebaute Speicherarchitektur, welche durch die
Groflen M, fiir den [-ten Zwischenspeicher 1 <[ < L und M), fiir den Hauptspeicher
gegeben sind. Fiir jeden Zwischenspeicher L; wird eine Copartitionierungsstufe 2+ ein-
gefithrt. Da mit diesen Copartitionierungsstufen nur die Reihenfolge der Abarbeitung
der Iterationen R+~ verdindert werden soll, muss fiir die Partitionsmatrix @7+ = E
gewihlt werden. Durch die geeignete Wahl der LS-Partition ®%2+ und der Abfolge-
vektoren a2+ und &' kann die Abarbeitung der Iterationen RT21-1 g0 beeinflusst
werden, dass die Daten in dem Zwischenspeicher [; maximal wiederverwendet werden.
In den Arbeiten | | und [ | wurden solche Ansétze zur Bestimmung der Partiti-
onsgrofe 92+ vorgestellt. Ziel der Datenwiederverwendung in den Zwischenspeicher L
ist die Reduzierung des Energiebedarfs fiir die Abarbeitung des Algorithmus auf die-
ser Architektur, denn Speicherzugriffe auf kleine Speicher verbrauchen weniger Energie
als Speicherzugriffe auf grofle Speicher. Die Ideen zur Reduzierung des Energiebedarfs
bassieren auf der Datentransfer- und Speicheruntersuchung (DTSE - Data Transfer and
Storage Exploration) | ], welche am IMEC Leuven entwickelt wurde. Am Bei-
spiel der Bewegungsabschitzung wurde in | | das Zusammenspiel von DTSE und
klassischem Rechenfeldentwurf gezeigt.

Der Schwerpunkt der Dateniibertragungs- und -speicheruntersuchung liegt bei der Op-
timierung der Speicherzugriffe und der effizienten Zwischenspeicherung von Daten in
lokalen Zwischenspeichern mit dem Ziel, den Energieverbrauch bei der Abarbeitung des
Algorithmus zu senken. Wie in | | gezeigt wurde, ist eine Kombination der Copar-
titionierungsmethode mit dem DTSE-Ansatz moglich. Dabei findet mittels DTSE eine
Optimierung der Speicherzugriffe zum Hauptspeicher und den grofleren Zwischenspei-
chern statt. Mit der Copartitionierung wird der Algorithmus auf das Rechenfeld abge-
bildet. Weiterhin erfolgt eine Anpassung an die Register in Rechenfeld und die kleineren
Zwischenspeicher.

Nach der p-fachen Copartitionierung des Iterationsraum muss abschliefend der Ablauf-
plan ermittelt werden. Hierfiir werden die bei der p-fachen Copartitionierung bestimmten
Abfolgevektoren e und &' verwendet. Mit der Ablaufplanung findet auch die Zuord-
nung der Funktionseinheiten m € M der Prozessorelemente zu den Teilzuweisungen s;
des Algorithmus statt. Besitzen die Prozessorelemente mehrere Funktionseinheiten, so
soll mit der Ablaufplanung die Parallelverarbeitung auf dieser Ebene maximiert werden.
Mehrere Arbeiten haben sich bereits diesem Thema gewidmet. In [ | und | ]
liegt der Schwerpunkt auf der Parallelverarbeitung im Prozessorelement. Mit der Abar-
beitung der Partitionen und der Parallelverarbeitung im Prozessorelement beschéftigte
sich | ].

Nachfolgend werden die verschiedenen Copartitionierungsstufen etwas ausfiihrlicher vor-
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gestellt. Hierbei soll vor allem ein Gefiihl vermittelt werden, was mit jeder Copartitio-
nierungsstufe erreicht werden kann.

7.2.1 Stufe 1: Teilwortparallelisierung

In Kapitel 6 wurde die Teilwortparallelisierung, das heifit die Transformation eines Al-
gorithmus mit Einzeldatenoperationen zu einem ein-/ausgabedquivalenten Algorithmus
mit TWP-Operationen beschrieben. Die Moglichkeiten fiir die teilwortparallele Copar-
titionierung des gemeinsamen Iterationsraums Z € Z" des Algorithmus sind aufgrund
der Restriktionen ©°' = E, 3! 19? > 1,0 < j < nund 7% = 0 sehr eingeschrinkt.
Maximal n Varianten existieren fiir die Teilwortparallelisierung, wobei n die Dimension
des gemeinsamen Iterationsraums Z C Z" des Algorithmus ist. Hierbei gehen wir davon
aus, dass die Anzahl B an Teilwortern je DvB bekannt ist.

Bei der Auswahl der Raumrichtung j, in der die Iterationen zu DvBs zusammengepackt
werden sollen, haben wir das Ziel, die Anzahl an zuséatzlichen Packbefehlen zu minimie-
ren. Wurde in der Vorverarbeitung die Anzahl an entstehenden Packoperationen bereits
minimiert, siche Seite 143 ff, so kann die gefundene Raumrichtung j nun fiir die Bestim-
mung der Partitionsmatrix genutzt werden. Alternativ kann die Raumrichtung j mit
Hilfe (7.7), (7.8) und (7.9) von Seite 144 ff. ermittelt werden. Es ist aber zu beachten,
dass dies eine Abschéitzung der Anzahl an Packoperationen ist und dass hierbei die Pack-
operationen aufgrund mehrerer Teilzuweisungen in einer Zuweisung, siche Abschnitt 6.3,
nicht mit einbezogen wurden.

Beispiel 7.10 (Teilwortparallelisierung des FIR-Filters)

Das FIR-Filter, siehe Beispiel 3.1 auf Seite 23, wurde bei der Vorstellung der Teilwort-
parallelisierung bereits an mehreren Stellen als Beispielalgorithmus gewéhlt. Der Filter
soll auf Funktionseinheiten mit B = 4 Teilwértern im DvB abgebildet werden. Aus
der Bewertung der globalen Daten in Beispiel 7.2 auf Seite 144 wird deutlich, dass bei
dieser Speicherarchitektur, die Raumrichtung j = i, fiir die Teilwortparallelisierung zu
bevorzugen ist. In Algorithmus 7.3 ist der transformierte Algorithmus dargestellt.

Nur die Transformation der Zuweisung se des Algorithmus 3.1 auf Seite 23 wurde noch
nicht vorgestellt. Die aus dieser Zuweisung resultierenden teilwortparallelen Zuweisungen
sind die Zuweisungen Sy,, Sz,, Sp, Sz; und So des Algorithmus 7.3. Mit den Zuweisun-
gen s,, und s,, werden die z-Daten eingelesen, wobei die Zuweisung s,, die Daten als
DvBs liest und die Zuweisung s,, die Daten als Teilworter einliest. Die Zuweisung s,
packt die Daten aufgrund des Abhéngigkeitsvektors dl . = (1) unter Verwendung der

82 824
Packoperation F,. Die DvBs yp[/’%Pl] mit ’7" = 0 sind nicht vollstindig. Das benétig-
te niederwertigste Teilwort wird mit Zuweisung s,., dem DvB hinzugefiigt. Abschliefend

wird mit Zuweisung s, das jeweils giiltige DvB'y, , Al yx73[EP1] odery, (k™) dem DvB

y,[R""] zugewiesen.

Insgesamt besteht das teilwortparallele FIR-Filter aus acht Zuweisungen mit insgesamt
dreizehn Teilzuweisungen. Drei zusétzliche Packoperationen mussten zu dem Algorith-
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Algorithmus 7.3 FIR-Filter nach der Teilwortparallelisierung

' _p, ) verteileTW (af(01) r™M), R e Ky,
Velf = {yarﬂ ()l AP € K,
Say VoealR"] = x[(1-1) - &"], R € Ky,
Sy y$72[ﬁpl] = leseTW (z[(4-1) - EPI]) R € Ky,
N y 7P {Fp<ym[§ﬂ - (1.0.1). R7 € Ky
Fy(y [R™ = (D] y.[R™ = (D], 1), K€ Kp,,

VealR"] = ersetzeTW (0, y, ,[&"], v, [&"™)), R™ € Koo,
YealR™], R € Ky,
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mus hinzugefiigt werden, wobei die beiden Packoperationen in der Zuweisung s, disjunkt
sind.

7.2.2 Stufe 2: Anpassung an das Rechenfeld

Mit der zweiten Copartitionierungsstufe soll die Parallelitéit des Rechenfeldes 9~ und der
lokale Speicher Lg mit der GroBle My in den PEs ausgenutzt werden. Die Anpassung an
die GroBe des Rechenfeldes erfolgt mit der Partitionsmatrix ©2 und die effiziente Aus-
nutzung des lokalen Speichers kann mit der Partitionsmatrix ©2 erreicht werden. Bei der
Abbildung des Algorithmus auf das Rechenfeld werden auch die benétigten Datenkanéle
ermittelt.

Anpassung an die GroBe des Rechenfeldes

Haben wir ein n”-dimensionales Rechenfeld (9~ € N'), auf das ein Algorithmus mit
einem n-dimensionalen Iterationsraum (Z C Z") abgebildet werden soll, so ergeben sich
maximal (n),~ = (n—ni;z“)' Moglichkeiten der Abbildung. Ist die GroBe 97 des Rechenfeldes
in zwei oder mehr Raumrichtungen gleich grof3, so verringert sich dieser Wert ein wenig.

Die Bestimmung der mdoglichen Partitionierungsmatrizen @2 erfolgt, indem wir alle
Variationen (n),» von n* Elementen aus dem Vektor 9> = (952 952 ... 97%)! ermitteln.
Den Elementen einer Variation ordnen wir anschliefend die Gréfen 19]5 des Rechenfeldes
Zu.

Beispiel 7.11 (Varianten der Abbildung auf das Rechenfeld)
Wir haben ein n* = 2-dimensionales Rechenfeld der Grifie 97 = (2). Auf dieses Re-

chenfeld soll ein Algorithmus mit einem n = 3-dimensionalen Iterationsraum abgebildet

werden. Damit ergeben sich (33—'2), = 6 Moglichkeiten der Abbildung:

200 200 400
®f2:(040), @52:<010>, ®3PQ:<020>,
001 004 001
400 100 100
952:(010>, @5P?:<020>, @é)?:<040>.
002 004 002
Die zugehorigen Allokationsmatrizen T?, 1 < i < 6 lauten:

2_(100 2_(100 2 _ (010
Iy=(510) I3 =(60%) Is=(%60)
2 _ (001 2_ (010 2 _ (001
Ly=(0100) s =(001) I =(010)-

Die Auswahl einer Partitionsmatrix @ZP > aus den gegebenen Moglichkeiten erfolgt nach
Parametern, wie z. B. Effizienz des Ablaufplans und des Datentransfer im Rechenfeld.
Zuvor soll aber das Thema Dimension des Rechenfeldes im néchsten Abschnitt ausfiihr-
licher diskutiert werden, denn ist bei einem Rechenfeld die Dimension des Rechenfeldes
noch nicht fixiert, so hat die Dimension des Rechenfeldes entscheidenden Einfluss auf die

Abbildung des Algorithmus.
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Dimension des Rechenfeldes

Prinzipiell kann die Dimension des Rechenfeldes n* durch die Wahl der Partitionsmatrix
©"2 von 1 bis n frei gewihlt werden, wobei n die Dimension des gemeinsamen Iterations-
raums Z des Algorithmus ist. Da aber das Rechenfeld physisch vorhanden sein muss, sind
derzeit nur Rechenfelder der Dimension n® = {1,2} praktikabel. In der nahen Zukunft
scheinen auch dreidimensionale Rechenfelder moglich, denn durch das Stapeln von Chips
und das Durchkontaktieren durch die Siliziumscheiben kénnen 3D-Chips | ] und
damit 3D-Rechenfelder gebaut werden.

Fiir Algorithmen, deren gemeinsamer Iterationsraum eine geringe Dimension hat (z. B.
n = 2), stellt sich die Frage, ob die Dimension des Rechenfeldes n* auch gleich der des
gemeinsamen Iterationsraums des Algorithmus sein kann bzw. sollte?

Hierzu soll zu Beginn ein kleiner Exkurs in die Geschichte des Rechenfeldentwurfs ge-
macht werden | |. Der klassischen Entwurf von parallelen Rechenfeldern mittels der
Ort-Zeit-Transformation fiithrte bei einem n-dimensionalen Iterationsraum des Algorith-
mus zu einem n — 1-dimensionalen Rechenfeld voller Grofle und einer eindimensionalen
Zeitachse. Spéter wurden Ort-Zeit-Transformationen entwickelt, die zu einem n — m-
dimensionalen Rechenfeld voller Grofle und einem m-dimensionalen Zeitraum fiihrten,
wobei m immer grofier Null ist | |. Ziel dieser Ort-Zeit-Transformationen war es
Rechenfelder voller Grofle der Dimension n® < n — 1 zu erhalten. Auf diese Rechen-
felder voller Grole kann der Algorithmus immer abgebildet werden, denn die Ort-Zeit-
Transformation musste die Kausalitdtsbedingung erfiillen.

Der neue Rechenfeldentwurf | | mit der mehrstufigen modifizierten Copartitionierung
erlaubt es nun prinzipiell mit Hilfe der Partitionierung, die Iterationen eines Algorith-
mus mit einem n-dimensionalen gemeinsamen Iterationsraum auf ein n-dimensionales
Rechenfeld abzubilden. Doch bei der Bestimmung der Partitionsmatrix @2 werden bis-
her die Abhéngigkeitsvektoren d(e), e € £ des Algorithmus vernachléssigt. Besitzt der
Algorithmus ungiinstige Abhéngigkeitsvektoren, so kann eine zeitliche Abarbeitung des
Algorithmus auf einem durch @2 gegebenen Rechenfeld unméglich oder zumindestens
zeitlich aufwindig sein.

Beispiel 7.12 (Realisierung eines 2D-Algorithmus auf 2D-Rechenfeld)

Am Beispiel des STAF-Algorithmus, dessen Kern in Algorithmus 7.4 dargestellt ist, soll
die Problematik der Abbildung eines Algorithmus mit zweidimensionalen Iterationsraum
auf ein zweidimensionales Rechenfeld illustriert werden.

Algorithmus 7.4 STAF-Algorithmus

sy rli] =r[i— (9)] iel;
52 : dfif = d[i = ()] +rfi] - ufi — (1)), icl
53 uli] = wfi = ()] +rfi] - dfi - ()], i€

mitZ, =T, =Ty ={i=(})€Z|0<i<8A0<k<k,} und k, € {13,14,120}.
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Der STAF-Algorithmus soll auf ein Rechenfeld der Gréfie 9= = (2) realisiert werden.
Hierfiir partitionieren wir den Algorithmus mit Partitionsmatrix @™ = (29) (@ =
O = ©% = E). Die Allokationsmatrix hat die GroBe T'> = E. Fiir die Abarbeitung der
Partitionen sind zwei Abfolgevektoren &} = (1 2) und as = (2 1) moglich. In Abbil-
dungen 7.6(a) und (b) ist diese Partitionierung des Iterationsraums fiir 0 < ¢ < 4 und
K = 8 dargestellt. In den Iterationen der Abbildungen sind die Abarbeitungszeitpunkte,
welche sich aus den beiden Abfolgevektoren &f und &3 ergeben, dargestellt, wobei das
Iterationsintervall A =1 ist.

Betrachten wir die beiden Ldsungen etwas genauer:

o Abfolgevektor &f = ( 2) Aufgrund der Abhéngigkeitsvektoren mit d , =
d . == (1) und d! d,,., = (1) mss die Berechnung in den Prozessor-

5283 5382
elementen p> = I? - k () und p* = (}) gegeniiber den PEs p* = ()

und p? = (9) verzogert begonnen Werden Hierzu wird der Verzdgerungsvektor

Toffs? — ( 1 O) gesetzt. Eine Verzégerung in Raumrichtung k ist nicht notwendig,

da der Abhéingigkeitsvektor d} . = () ein Propagierungsvektor ist und somit ein

verzogerungstreier Datentransfer moglich ist.

P>

Entsprechend Abfolgevektor & = (1 2) soll nach der Abarbeitung der Coparti-

2

tion > = (9) die Copartition K™ = (9) abgearbeitet werden. Die Abarbeitung
kann aber nicht bereits zum Zeitpunkt t = 1 begonnen werden, da zu diesem Zeit-
punkt erst die fiir die Iterationen i = (%) und i = (}) bendtigten Daten in den
PEs p? = (}) und p* = (}) berechnet werden. Durch die Leerlaufverzégerung
= (1 O) erreichen wir die notwendige Verzégerung. Diese Leerlaufverzégerung
fiithrt aber dazu, dass in jedem zweiten Iterationsintervall A das Prozessorelement

inaktiv ist.

e Abfolgevektor a§ = (2 1): Die Berechnungen in der zweiten Spalte des 2x2
Rechenteldes miissen wieder verzogert gegeniiber der ersten Spalte erfolgen, was
durch den Verzogerungsvektor 7012 = (1 0) erreicht wird.

Durch den Abfolgevektor a a2 (2 1) erfolgt nun nach der Abarbeitung der Co-

partition "> = (Q) die Copartition ™ = (9). Der zwischen beiden Copartitionen

existierende Abhéngigkeitsvektor d! . = (9) ist ein Propagierungsvektor. Somit

kann Copartition R™ = (9) verzégerungsfrei direkt nach Copartition £"* = (1)

abgearbeitet werden. Fiir die Leerlaufverzigerung kann v = (O O) gewahlt wer-
den. Somit benétigt diese Realisierung ca. 50 % der Zeit gegeniiber der Version mit

~2
Otl.

8181

Der Nachteil dieser Realisierung ist aber die schlechte Wiederverwendung der d-
und u-Daten, denn erst nach [K/2| —1 bzw. [ K/2] Takten werden die in den PEs
p? = (}) und p? = (1) ermittelten d- und u-Daten wiederverwendet.

Wie sich zeigt, ist eine Abbildung des STAF-Algorithmus auf das zweidimensionale Re-
chenfeld prinzipiell méglich. Doch beide Realisierungen haben ihre Nachteile.
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Alternativ ist in Abbildung 7.6(c) die Abbildung des STAF-Algorithmus auf ein eindi-
mensionales Rechenfeld der Grife 9° = (4), mit Allokationsmatrix T'? = (O 1) und
Abfolgevektor &' = (1 2) dargestellt. Diese Realisierung erlaubt die Abarbeitung des
Algorithmus in der kiirzesten Zeit und eine kurzfristige Wiederverwendung der d- und
u-Daten ist ebenfalls gegeben.

Durch die Abbildung des STAF-Algorithmus auf ein eindimensionales Rechenfeld ergeben
sich mehr Freiheitsgrade fiir eine effiziente zeitliche Abarbeitung des Algorithmus auf dem
Rechenfeld.

Fiir eine effektive Abbildung eines Algorithmus auf ein Rechenfeld sollten deshalb die
folgenden beiden Regeln beachtet werden.

Regel 7.1 (Dimension des Rechenfeldes)

Ist die Dimension n" eines Rechenfeldes frei wéhlbar, so sollte die Dimension n" so gering
als moglich gewéhlt werden. Rechenfelder mit geringer Dimension fiihren meist zu einer
effektiveren Realisierung und der Steueraufwand fiir diese Realisierung ist geringer.

Regel 7.2 (Erste Abarbeitungsrichtung)

Wird ein n-dimensionaler Algorithmus auf ein n”-dimensionales Rechenfeld mit n > n"
abgebildet werden, so sollte die erste Abarbeitungsrichtung a1 = =+j fiir die Abarbeitung
der LP-2-Partitionen R** eine Raumrichtung j sein, in der die Ausdehnung 1/9\;3 % der LP-
2-Partition gleich eins ist.

Vermeidung kontradrer auBerer Teilvektoren

Sind die Abhéngigkeitsvektoren eines Algorithmus nicht ausgerichtet, siehe Abschnitt
»Ausrichtung der Abhéngigkeitsvektoren® auf Seite 141 ff., so kénnen durch die Copar-
titionierung mit ©°? und O kontrire dufere Teilvektoren di P=—k- dff #0,keQ,
entstehen. Das ist durch Verringerung der Ausdehnung der Partitionen zu vermeiden.
Besitzt ein partitionierter Algorithmus kontriare duflere Teilvektoren so kann keine se-
quenzielle Abarbeitung der LP-2-Partitionen &' gefunden werden.

Beispiel 7.13 (Vermeidung kontrirer duflerer Teilvektoren)

Der in Beispiel 7.1 auf Seite 142 vorgestellte Algorithmus mit den unausgerichteten
Abhiingigkeitsvektoren d(e;) = (9), d(ep) = (3) und d(es) = (') soll mit @' =
O = % = E und ©1> = (}49) partitioniert werden. Durch die Copartitionierung
der Abhéngigkeitsvektoren erhalten wir fiir den Abhédngigkeitsvektor d(es) = (3) den
partitionierten Abhéngigkeitsvektor df,,(es) = (0 0 0 () (é))t und fiir den
Abhiingigkeitsvektor d(es) = (') den partitionierten Abhdngigkeitsvektor df | | ,(e3) =
(0 0 0 (3) (}]l))t. Die édufleren Teilvektoren 85217172(62) = ({) und 85217172(63) =
(') dieser beiden partitionierten Abhéngigkeitsvektoren sind kontrér.

Durch Verinderung der Partitionierungsmatrix © zu ©%* = (89) kann die Entstehung
kontrarer duBerer Teilvektoren vermieden werden. Die beiden partitionierten Abhéingig-
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keitsvektoren, welche sich nun aus dem Abhéngigkeitsvektor d(es) = (7') ergeben, lau-
ten df 1 4(es) = (0 0 0 (') (1)) und df;1s(e) = (0 0 0 (§) (74))" Die
beiden dufieren Teilvektoren d5217171(€3) = (9) und dfﬁvl,g(eg) = (7') sind nicht kontrér
zu den duferen Teilvektoren afﬁﬂ,l(el) = (9), 85217171(62) = (9) und 85217172(62) = (}),
welche wir aufgrund der Partitionierung der Abhéngigkeitsvektoren d(e;) = () und
d(ey) = () erhalten haben.

Der Grad der Parallelverarbeitung ist fiir beide Partitionierungsmatrizen %2 und ©%*
mit det (@P 2) = 8 Prozessorelementen gleich.

Datentransfer im Rechenfeld

Die in einem Iterationsraum zwischen Iterationen transferierten Daten miissen im re-
sultierenden Rechenfeld zwischen den Prozessorelementen des Rechenfeldes oder den
Rechenfeld und dem Speicher transferiert werden. Der Datentransfer im Iterationsraum
wird durch die Abhéngigkeitsvektoren d(e), e € € beschrieben. Mit der Copartitionierung
werden auch die Abhéngigkeitsvektoren d(e) partitioniert. Dabei kann ein Abhéngigkeits-
vektor d(e) in mehrere partitionierte Abhéngigkeitsvektoren d® € D"(e) zerfallen. Der
partitionierte Abhéngigkeitsvektor d* = (dS1 d" d%: a2 4” 2)t besteht bei der zweistu-
figen Copartitionierung aus fiinf Teilvektoren. Der Teilvektor d? beschreibt hierbei den
Datentransfer zwischen den Prozessorelementen des Rechenfeldes.

Beispiel 7.14 (Datentransfer im Rechenfeld)

Das teilwortparallele FIR-Filter, siehe Algorithmus 7.3, hat vier verschiedene Abhéngig-
keitsvektoren dj* = (), d5* = (9), d5* = ({) und dj* = (1). Diese zerfallen durch die
zweite Copartitionierung mit ©% = E und ©" = (29) (I = E) in folgende partitio-
nierte Abhéngigkeitsvektoren d;?, = (dff d’:, ar )t € D2 (e):

11,12 11,12 11,12
KL _ (0 . R2
dl - (1) . dl,l -

0
di, = { (%) ],
?

dy' = () : dyy =

()
di' = (§): i = i ={ o)

()

() (8) (8)
d = (1): dp = dip = | ()] di={ ()] din={ ()

AN NN NN N NN S S

OOHRHOO OOOHOO OO0 O0D OOHOOO

— . O e e e e e N N e

—~
—o
~—

Abbildung 7.7 zeigt die Datentransfers fiir die verschiedenen Abhédngigkeitsvektoren. Die
Abhéngigkeitsvektoren d* = ({) und dj* = () fiithren zu vertikalen bzw. horizontalen
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e

PE PE PE PE PE == PE PE PE
A A

v v P P
PE PE PE PE PE == PE PE PE
(a) di = (0 1)" (b) d2 = (00)* (c) d3 = (10)! (d) dy=(11)°

Abbildung 7.7: Datentransfer im Rechenfeld bei verschiedenen Abhéngigkeitsvektoren

Datentransfers, wie auch die Abhéingigkeitsteilvektoren d* zeigen. Fiir den Abhiingig-
keitsvektor d5* = () erhalten wir lokale Datenwiederverwendung. Der Abhédngigkeits-

vektor dj' = (1) verursacht Datentransfers in allen Diagonalrichtungen (df?1 = (1),

diz = (). diz = (7). diz = (21)).

Inwieweit die Datentransfers d™ im Rechenfeld zu Datenkanilen q = I'? - d™ € Q und
Speicherung der Daten im Rechenfeld oder zu globaler Speicherung der Daten fiihren,
ist abhiéingig von dem zeitlichen Abstand t*(d”(e), ¢) zwischen Datenerzeugung und Da-
tenverwendung und der gegebenen Architektur. Der zeitliche Abstand t~(d”(e), e), siche
(5.41) auf Seite 78, ist abhéngig von dem partitionierten Abhéingigkeitsvektoren d”(e).
Diese Entscheidungen zwischen Transfer im Rechenfeld und globaler Speicherung sollen
im folgenden Beispiel vorgestellt werden.

Beispiel 7.15 (Datentransfer zu Kanélen)

Betrachten wir den Abhéangigkeitsvektor dj* = (1) aus Beispiel 7.14. Dieser Abhéngig-
keitsvektor zerféllt in vier partitionierte Abhédngigkeitsvektoren di, dys, ..., djy. Um
den zeitlichen Abstand t~(d"2(e),e), siehe (5.41) auf Seite 78, fiir alle partitionierten
Abhéngigkeitsvektoren ermitteln zu konnen, miissen alle Parameter der Gleichung

4(d™ (), ¢) = A (752 LdS2 TS . 7P ag’) o2 dqP s — e (T.37)

bestimmt werden. Das Iterationsintervall A soll fiir dieses Beispiel A = 1 sein. Der Ablauf-
vektor ist 52 = 0 und die Abarbeitungsdauer ist T%> = 1, da ®2 = E. Fiir die Bestim-
mung des Ablaufvektors 7° wéhlen wir fiir den Abfolgevektor &> = (2 1), damit die

Leerlaufverzogerung ©°> = 0 ist. Somit ergibt sich fiir den Ablaufvektor 75 = (10 1)
bei der GréBe J = 20 und O = (39). Die Differenz t sy — tvo(c) betrage der Einfach-
heit halber immer Null. Somit gilt fiir unser Beispiel:

t2(d™(e),e) = (0 0)-d® + (10 1)-d™ + (1 0)-a. (7.38)
Fiir die vier partitionierten Abhéngigkeitsvektoren dj? = (djf’fi dffi Hf;)t, 1 <i<A4
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erhalten wir somit:
(9) X X
d4,21 = (%) t4,1 =4 d4,22 = ( 1) t4,2 =2, (7-39)
(9) ?
() X () X
(0)

[y

dZ,Q?, = (

Bei den partitionierten Abhéngigkeitsvektoren djj und dj? erfolgt die Datenwiederver-
wendung im néchsten oder tibernéchsten Takt. Eine Realisierung dieser Datentransfers
mittels der Datenkanile q, = T'* - dfl = (1) bzw. q, = I'* - de = () und Iokaler
Speicher wére sinnvoll. Im Gegensatz dazu erfolgt die Datenwiederverwendung bei den
partitionierten Abhéngigkeitsvektoren dj% und dj? erst nach 9 bzw. 10 Takten. Die loka-
le Speicherung dieser Werte im Rechenfeld wiirde einen hohen Speicherbedarf in den PEs
erfordern, weshalb diese Daten bis zur Wiederverwendung im globalen Speicher abgelegt
werden.

Regel 7.3 (Kurze Datentransfers im Rechenfeld)
Durch die Partitionierung eines Anhéangigkeitsvektors d entstehen meist mehrere par-

titionierte Abhéngigkeitsvektoren df, ;. Ist der Teilvektor ai ® i, des partitionierten
Abhéngigkeitsvektors df, ; ein Nullvektor, so wird der Datentransfer meist im Re-
chenfeld realisiert, denn die Datenwiederverwendung erfolgt in einem zeitlich geringen

Abstand.
Hat der Teilvektor af? , nur ein Nicht-Null-Element, ist dieses 1 oder —1 und befindet

es sich an der Position j = |al?|, so handelt es sich um eine Datenwiederverwendung in
der ersten Abarbeitungsrichtung der LP-2-Partitionen. Der zeitliche Abstand der Abar-
beitung dieser Partitionen ist meist gering. Doch der rdumliche Datentransfer in grof3en
Rechenfeldern kann sehr lang sein. Der Grund hiertiir ist, dass die Daten von einem Pro-
zessor an einem Rand des Rechenfeldes zu einem Prozessor am gegeniiberliegenden Rand
des Rechenfeldes transferiert werden miissen. Statt des 'Iransports der Daten durch das
gesamte Rechenfeld kann es hier sinnvoll sein, die Daten auf der einen Seite des Re-
chenfeldes auszulesen und sie unmittelbar auf der anderen Seite des Rechenfeldes wieder
einzuspeisen | ].

i

Nicht immer ist der benétigte Datenkanal q = d*2 in der Zielarchitektur vorhanden.
Meist ist es aber moglich, durch Linearkombination existierender Datenkanéle den ge-
wiinschten Datentransfer zu realisieren | ].

Datenwiederverwendung zwischen Partitionen
Ein weiterer Aspekt der Auswahl der Partitionsmatrix @2 ist der Grad an Datenwie-

derverwendung in der ersten Abarbeitungsrichtung. Da die Datenwiederverwendung zwi-
schen Partitionen ein allgemeines Thema bei der Auswahl von Partitionierungsparame-
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tern ist, soll nachfolgend eine allgemeine Strategie zur Bestimmung der Datenwiederver-
wendung zwischen Partitionen vorgestellt werden. Fiir die Bestimmung der Datenwie-
derverwendung soll zuerst der Datentransfer bei einem einfach partitionierten Iterations-
raum ermittelt werden. Anschliefend wird dieses Ergebnis verallgemeinert.

Betrachten wir die Variable y,[i — d’;ss ,], deren Instanzen in Zuweisung s erzeugt und in
t

Teilzuweisung s’ verwendet werden. Der gemeinsame Iterationsraum Z des Algorithmus
t

wird einstufig mit der Partitionsmatrix © partitioniert. Jede Iteration i = 9(i*) wird

K

nun durch i* = (£ ), siehe Definition 4.2 auf Seite 40, dargestellt, wobei k die Iteration

innerhalb der Partition angibt und & die Partition beschreibt. Durch die Partitionierung
des Abhéngigkeitsvektors d = df; z sieche Abschnitt 4.2.2 auf Seite 44, entstehen die
partitionierten Abhéngigkeitsvektoren dff = (dle HP)t mit den beiden Teilvektoren d®
und d®, sowie die Mengen K7V, Die Menge K79 = {k | ...} enthilt die Iterationen &
einer Partition K,, deren zugehérige Instanzen der Variable y,[d (i* = (&, ))] von Par-
tition K, nach Partition K; = K, + a? transferiert werden. Mit anderen Worten: Der
auBere Teilvektor 8? gibt an, zwischen welchen Partitionen K Instanzen von Variablen
transferiert werden und die Menge Kf(d) enthélt die Iterationen k, welche entsprechend
8? transferiert werden.

Gibt es mehrere Datenabhéngigkeiten e € £ mit der Quellzuweisung o(e) = s, welche zu
partitionierten Datenabhéngigkeiten zwischen zwei Partitionen K, und K; = K, + de
fithren, so miissen die entsprechenden Instanzen der Variablen y(i*)] nur einmal trans-
feriert und danach fiir die Wiederverwendung gespeichert werden. Um diesen Sachverhalt
zu beschreiben, definieren wir die Menge

Uisd®) = | k74, (7.41)
Vee&, o(e)=s,
d(e)—d®=d®

wobei d(e) — H? = d® bedeutet: Durch die Partitionierung des Abhéngigkeitsvek-
tors d(e) entsteht der #ufere Abhingigkeitsvektor d?, welcher gleich dem gesuchten
Abhingigkeitsvektor d® ist.

Diese Menge U (s,ag) enthilt diejenigen Iterationen k € K einer Partition K,, deren
Instanzen der Variable y,[¢(i* = (& ))] von Partition &, zu Partition K; = &, + d®
transferiert werden miissen. Diese Menge bezeichnen wir als Transfermenge.

Beispiel 7.16 (Transfermenge)

Ein Algorithmus habe zwei Abhéngigkeitsvektoren d(e;) = (2) und d(ez) = () mit
o(e1) = o(eq) = s. Der Iterationsraum Z des Algorithmus wird mit ® = (39) partitio-
niert.

Durch die Partitionierung zerféllt der Abhédngigkeitsvektor d(e;) = (%) in vier partitio-
nierte Abhéngigkeitsteilvektoren mit den duleren Teilvektoren

dP(e)) = (8),  dP(er)=(}). d9(e)) = (3).  d(e) = (1)
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14 @)
Ko
1 @)
0+ 0+ O
0 1 Ky
=

0 1 2 M

Abbildung 7.8: Datentransfer bei einer Variable mit zwei verschiedenen Datentransfers

und den Raumen

K = ()}, K = (1), ()}, K3 =), K7 = (D). ()

Fiir den Abhéngigkeitsvektor d(es) = () erhalten wir zwel partitionierte Abhéngig-
keitsvektoren mit den auferen Teilvektoren

d®(es) = (9), d® (es) = (3)
und den Raumen
KT = L09),(5) . (9), (D} 15 = {(2), (D)}

In Abbildung 7.8 sind die Teilrdume Kf(d(e)) fiir die zwei Abhéngigkeitsvektoren d(e;) =
(2) und d(es) = (}) in verschiedenen Grauténen dargestellt.

Da vier verschiedene duBere Teilvektoren d® = {(8),(8),(9),(1)} entstanden sind,

kénnen vier Transfermengen U(s, 3@) bestimmt werden.

Die Menge U(s, (})) = K34 U k32D — (1) (2),(2)} enthélt drei Elemente:

e Die Instanzen der Variablen y [9(i* = (£ ))] mit k = (}
n

der Partition kK; = K, + () wiederverwendet werden u

) und k = (3), welche in
d

e Die Instanzen der Variablen y [V(i" = (&, ))] mit k = (3) und kK = (%), welche in
der Partition Ky = K, + () wiederverwendet werden.

Die Instanz der Variablen y [0(i" = (£ ))] mit kK = (%) muss nur einmal zwischen den
Partitionen transformiert werden.

Die Anzahl an Instanzen aller Variablen y[i] = y[¢(i")], s € S des Algorithmus, wel-

o~

che zwischen Partitionen entsprechend Teilvektor d® transferiert werden miissen, kann
mittels der Transferrate

Ud®) =Y u(s,d®), (7.42)
VseS
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bestimmt werden, wobei |U(s, 8@)| die Anzahl an Elementen der Menge U(s, 8@) ist.

Wird der Iterationsraum mehrfach partitioniert, so konnen die folgenden Transfermengen
bestimmt werden:

Ok o(d(e o(d(e o(d(e
ub(‘S? de) ) - U (ICzl(,ZQ(, Wi @ ICH(,ZQ(, b1 ©--D ’Czl(,zg(,)),zk> ) (743)
Veef, o(e)=s,
d(e)=d® 7&@’“
Die Elemente (nb kO nk)t dieser Menge sind Teilvektoren der Iterationen i* =
(Y. kO RPTE KRR RP, Ep)t. Die Menge U’(s,d®") enthilt die Elemente, wel-

b

che bezughch der Iteration I{ zwischen den Partitionen El; und Elg, gegeben durch Ab-

héngigkeitsvektor d®" = n5 — K, , transferiert werden.

Die Anzahl an Instanzen beziiglich der Iteration x’ aller Variablen y,[i] = y,[9(i%)],
s € S des Algorlthmus welche zwischen Partitionen der Partitionsstufe k entsprechend
Teilvektor d®° transferiert werden, kann nun mittels der Transferrate

Ur(d®) =Y ul(s,d®) (7.44)
VseS

ermittelt werden.

Betrachten wir als Beispiel die zweistuftige modifizierte Copartitionierung, wie wir sie
fiir die Abbildung eines Algorithmus auf ein Rechenfeld mit TWP nutzen. Fiir die Parti-
tionierungsmatrizen gelte: @' = E sowie @' £ E, ©%2 # E und ©2 # E. So kénnen
unter anderem die folgenden Mengen ermittelt werden:

o U (s dSl) Transfer von Teilwortern zwischen LS-1-Partitionen. Da die LS-1-
Partition aufgrund ®°' = E immer nur ein Element hat, wird maximal ein Teilwort
von einer LS-1-Partition zu einer anderen LS-1-Partition transferiert.

o U5 (s,d™): Transfer von Teilwortern zwischen LP-1-Partitionen. Die LP-1-Parti-
tion entspricht unserem Datenwort voller Breite (DvB) bzw. dem Prozessorelement,
welches die DvBs verarbeitet.

o U (s dSQ) Transfer von Teilwortern zwischen LS-2-Partitionen, das heiffit zwi-
schen den Prozessorelementen des Rechenfeldes.

o Z/Isl(s d”): Transfer von Teilwértern zwischen LP-2-Partitionen £72. Eine Iterati-

on k2 enthélt einen Satz von Teilwértern, welche auf dem Rechenfeld quasi parallel
bestimmt werden.

o U™ (s, 852): Transfer von DvBs zwischen LS-2-Partitionen, das heifit zwischen den
Prozessorelementen des Rechenfeldes.

e U5 (s,d™): Transfer von DvBs zwischen LP-2-Partitionen 2. Eine Iteration &2

enthélt einen Satz von DvBs, welche auf dem Rechenfeld quasi parallel bestimmt
werden.

178



6L1

1 e = Lo

ICPhU(d) :{ Py
(9. (1)) 1L o
3 1 KPyr@ {,{Pl |

_ ICSQ’U(d) = {I{SZ
R (().(1) |
3 2 1 k3 = {
B = {w®|

((9).(9)) ((3),(9)) ((2). (D)
2 2 2 2 1 1 1 1

P, P, P,
Pyo(d) Py OSRIZSI Pyo(d) Py OSRIZSI Pyo(d) P /@12:0 Pro(d) Py
Kitin =4k ‘ W20 KiZin' =& ‘ W2 Kiga1 =4k ‘ 2o Ki3s3 =4k ‘
2 2 2 T

P. P. P.
P27U(d) _ P> OS’QlZSl P27U(d) _ P> OS’ilZSl P27U(d) _ Py 512:1 P27U(d) _ Py
Kitle =qs| "R ¢ Kidiy =ys7| e Kisay =967 h_ ¢ Koy =k
2 = 2 = 2
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Beispiel 7.17 (Datentransfer zwischen Partitionen)

Ein Algorithmus besitzt eine Datenabhdngigkeit e € £ mit der Quellzuweisung o(e) = s
und dem Abhéngigkeitsvektor d(e) = (1). Diese Datenabhéngigkeit sei die einzige Da-
tenabhéngigkeit e mit der Quellzuweisung o(e) = s. Der Iterationsraum des Algorithmus
und damit der Abhéngigkeitsvektor d(e) werden mit @' = E, @ = (49), @ = (39)
und ©F = (29) partitioniert. Abbildung 7.9 zeigt den Baum der partitionierten Abhéin-

gigkeitsvektoren (BPA) des zweifach copartitionierten Abhéngigkeitsvektors d(e) = (1)

)

.....

mit den zugehorigen Teilrdumen IC . Daraus ergeben sich unter anderem die folgen-

den Transfermengen:

U (s,d% = (9)) = {&%]...} =10, (7.45)

B

e - (5 3-{ (@) (§) ()
1 GIAAY)
N /ON (DN [N /(D)
VSO (D) (D)), @an
@) \h) A&\ )

usl(s,aPQ—(?))={<E§£>
N O\ /N /N /(DN ((2)
A ) DT[] (@) ([
IS
GIAGAGTAGIARITAN
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0 (0 (0 (0
AL DO &S] T
OYAGAGTAALS

U (s,d% = (9)) = {x%|..

F={G) 6) 0 o



7.2. MEHRSTUFIGE MODIFIZIERTE COPARTITIONIERUNG

2P, 3 /9 9/’ ,19‘)/ - tdp
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Abbildung 7.10: Zweite Stufe eines zweifach copartitionierten Iterationsraums

us(s.am = () = {(52)]..}

Folgende Aussagen lassen sich daraus ableiten:

o U (s ,ds 1)| = 0, das heiBt, kein Teilwort y,[.] aus Partition R wird in Partition
R+ ((1)) bendétigt.

o U (s, d )| = 3 Teilworter des DvBs y,[R""], der Partition B™, werden in DvB
y JR™ + (9)], der Partition ™ + (9), wiederverwendet.

o U (5,852)| = 11 Teilwérter der Partition R*> werden in Partition B> + (9)
wiederverwendet.

o U (3,8P2)| — 23 Teilworter der Partition ™ werden in Partition R™ + (9)
wiederverwendet.

o |U (s, 852)| — 3 DvBs der Partition R werden in Partition 8 + () wiederver-
wendet.

o |U52 (s, 8P2)| — 6 DvBs der Partition K™ werden in Partition R"* + (9) wiederver-
wendet.

In Abbildung 7.10 ist die zweite Stufe des zweifach copartitionierten Iterationsraums
dargestellt. Durch die erste Copartitionierungsstufe mit © = E und @™ = (49) ist
der Abhéngigkeitsvektor d = (1) in zwei partitionierte Abhéngigkeitsvektoren zerfal-
len. Die duferen Teilvektoren Hf 11 = (9) und af L = (1) beschreiben den Transfer der
DvBs zwischen den Iterationen ®"". Betrachten wir den Transfer der DvBs zwischen zwei
LS-2-Partitionen > und Ry> = 7%52 + (9), so erkennt man, dass zwischen den beiden
Partitionen drei DvBs hervorgerufen durch Abhangigkeitsvektor Hf Y und zwei DvBs her-
vorgerufen durch Abhéngigkeitsvektor af \, transferiert werden mtissen. Da der durch den
Abhéngigkeitsvektor 8{’ ', beschriebene Datentransfer zwischen den Partitionen bereits
durch den Datentransfer gegeben durch Abhéangigkeitsvektor af " realisiert wird, miissen
effektiv nur U (s, ds: = (9))| = 3 DvBs zwischen den beiden Partitionen transferiert

werden. Ahnlich verhélt es sich beim Datentransfer zwischen den LP-2-Partitionen R.”
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~

und Ry? = R 4 (9), sodass der effektive Datentransfer nur 1452 (5,8P2 =(9)] =6
betragt.

Dieses Beispiel illustriert, dass die durch die Teilwortparallelisierung entstehenden mehr-
fachen Transfers von DvBs durch die Verwendung der Transfermengen auf das tatsach-
liche Maf3 wieder reduziert werden konnen.

Wie in Kapitel 6 ab Seite 79 gezeigt wurde, konnen durch die Teilwortparallelisierung
neue Zuweisungen mit entsprechenden Datentransfers entstehen. Werden die Datentrans-
fers auf Basis des Ausgangsalgorithmus ermittelt, so werden die neuen Packzuweisungen
nicht mit einbezogen.

Soll der Datentransfer zwischen Partitionen ermittelt werden und sind unausgerichtete
Speicherzugriffe, siehe Abschnitt 2.4 ab Seite 16, moglich, so sind die Berechnungen auf
Basis des Ausgangsalgorithmus ausreichend. In diesem Fall finden die Datentransfers
aufgrund der neuen Zuweisungen innerhalb der Iterationen statt und es entstehen keine
neuen Packoperationen fiir die Daten Ein- und Ausgabe.

Sind nur ausgerichtete Speicherzugriffe moglich, so muss der Algorithmus vor der Bestim-
mung der Datentransfers in einen teilwortparallelen Algorithmus umgewandelt werden.
Die Ermittlung der Datentransfers erfolgt dann auf Basis der Zuweisungen und der Ab-
héangigkeitsvektoren des teilwortparallelen Algorithmus.

Im Folgenden gehen wir von unausgerichteten Speicherzugriffen aus.

Ausnutzung des Speichers in den Prozessorelementen

Durch die VergroBerung der LS-2-Partition mittels ©2 findet eine lokale, sequenzielle
Abarbeitung mehrerer Iterationen i* in einem Prozessorelement p statt. Damit steigt der
Bedarf an lokalen Speicher | | und die Datenrate fiir den Datentransfer zwischen
den PEs sinkt.

Die Bestimmung des Speicherbedarf in den Prozessorelementen ist sehr schwierig, denn
der Bedarf hiangt nicht nur von der Partitionierung des Iterationsraums sondern auch
vom Ablaufplan ab. Deshalb soll an dieser Stelle nur ein mogliches Vorgehen und dessen
Folgen gezeigt werden.

Regel 7.4 (Dimension der LS-2-Partition)
Die Ausdehnung der LS-2-Partition (©°2) sollte auf die Raumrichtungen beschrénkt
werden, in denen die LP-2-Partition eine Ausdehnung grofier eins haben.

Durch diese Einschrinkung wird die sequenzielle Abarbeitung der Iterationen i® einer
LS-2-Partition auf die Raumrichtungen eingeschrinkt, welche ohne LS-2-Partition vor-
rangig parallel verarbeitet werden wiirden. Eine sequenzielle Abarbeitung in den anderen
Raumrichtungen wird durch die sequenzielle Abarbeitung der LP-2-Partitionen &2 er-

reicht.
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Ist die Ausdehnung der LS-2-Partition nur in einer Raumrichtung grofler eins (eindi-
mensionale LS-2-Partition), so ist der Speicherbedarf aufgrund der Datenwiederverwen-
dung innerhalb der LS-2- und der LP-2-Partition meist sehr gering. Der zusétzliche
Speicherbedarf ergibt sich vielmehr aus der Datenwiederverwendung in der ersten Ab-
arbeitungsrichtung der LP-2-Partitionen 872, welche durch das erste Element ar? des
Abfolgevektors &' festgelegt wird.

Bei einer LS-2-Partition mit einer Ausdehnung grofler eins in zwei Raumrichtungen (zwei-
dimensionale LS-2-Partition) kann sich der Speicherbedarf aufgrund der Datenwiederver-
wendung innerhalb der LS-2-Partition zusétzlich weiter erhchen.

Die Datenwiederverwendung zwischen den &uferen LP-2-Partitionen £ kann mittels
der Transferrate U%2(d*?), siehe (7.44) auf Seite 178, bestimmt werden. Als Vektor d*?
fiir die Bestimmung der Datenwiederverwendung in der zeitlich néchsten Copartition
muss d’? = sign(a’” 2)-elaf2| gewahlt werden, wobei e; die i-te Spalte der Einheitsmatrix E

ist. Der Speicherbedarf im Rechenfeld muss hierfiir rRF = %2 (EP 2) mit d”> = sign(a’?)-

€50 sein.

oy
Sollen die Daten, die in der zeitlich iibernéchsten Copartition verwendet werden, ebenfalls
lokal gespeichert werden, so ermitteln wir fiir jede Variable y[.] die Transfermengen
USQ(s,aPQ) und U2 (s, 2 - aPQ) mit d” = sign(al?) - €l

Fiir die Daten, die in der iibernéchsten Copartition verwendet werden, ist ein Speicher-
bedarf von 2 - }LISQ(S, 2 - dP2) notwendig. Da ein Teil der Daten, die in der néchsten
Copartition verwendet werden, auch in der iibernéchsten Copartition verwendet werden,
ist fiir diese Daten kein zusétzlicher Speicherbedarf notwendig. Der Speicherbedarf fiir
die Daten die ausschliellich in der néchsten Copartition verwendet werden, betrégt somit
|52 (s, d?)\US (s,2 - dP2)‘

Verallgemeinern wir die Bestimmung des Speicherbedarfs im Rechenfeld, so erhalten wir:

h
F(h2, dP) = ZZ ‘uSQ s,i-d™) \ U U (s.5-d%)).

s€S i=1 j=i+1

d” = sign(af®) - e zr, (T.51)

wobei d”2 die erste Abarbeitungsrichtung angibt und h? die Anzahl der nachfolgenden
Copartition ist, fiir die die Daten zur Datenwiederverwendung im Rechenfeld gespeichert
werden sollen.

Die maximale Anzahl h?_ (j) an nachfolgenden Copartitionen, welche fiir die Speiche-

max

rung der Daten beachtet werden kénnten, kann mit:

e d .
hﬁlax< ) _ maXecg Slg;ls( )19]_—; |J‘( ) ’ j _ OZ{DQ (752)
lil 714l

ermittelt werden, wobei j die erste Abarbeitungsrichtung ist und p die Copartitionie-
rungsstufe. Im Allgemeinen ist diese Zahl sehr klein, da |d;(e)| sehr klein ist.
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L LS-2-Partition o= (1 2 3)

[ LP-2-Partition &= (3 1 2)

(a) eindimensionale LS-2-Partition (b) zweidimensionale LS-2-Partition
Datenwiederverwendung in ¢3-Richtung: 3 Datenwiederverwendung in ¢3-Richtung: 6

Abbildung 7.11: Registerbedarf bei LS-2-Partitionierung

Da sich der Speicherbedarf (A2 d” 2) auf alle Prozessorelemente des Rechenfeldes be-
zieht, betriagt der Registerbedarf je Prozessorelement

(7.53)

rPE(R2,d") = [MW

det(©")

Beispiel 7.18 (Datenwiederverwendung aufgrund LS-2-Partitionen)

Wir haben einen Algorithmus mit einem dreidimensionalen Iterationsraum Z und dem

Iterationsvektor i = (g ) Dieser wird mit © = <((2)) % §> auf ein 2x2 Rechenfeld ab-

13
gebildet. Wir wiihlen die eindimensionale LS-2-Partition @2 = <§ g %) bzw. die zwei-
dimensionale LS-2-Partition @52 = <§ % §>. In den Abbildungen 7.11(a) und (b) sind

die beiden Partitionierungen in der Ebene i3 = 0 dargestellt. In den jeweils ersten Co-
Partitionen R = 0 wurden die Abarbeitungszeiten fiir die Iterationen angegeben. Die
Abarbeitungsreihenfolge der Co-Partitionen R'* lautet & = (3 1 2). Das heif3t, die

néichste abzuarbeitende Co-Partition ist K> = ((Of), welche nicht dargestellt ist.

Der Algorithmus habe drei Abhangigkeitsvektoren afl = <é), 851 = (?) und 8;,’1 =
0 0

<§), die in jede Raumrichtung jeweils eine andere Variable ys, [.], ys,|[.] oder ys,][.] trans-

ferieren. Die Abhédngigkeitsvektoren Hf ' und 85 ' sind ebenfalls in Abbildung 7.11 dar-
gestellt.

Bei der Verwendung der LS-2-Partition @fQ, siehe Abbildung 7.11(a), bendtigen wir je
ein Register fiir Datenwiederverwendung bei Variable yq, [.] und ys,[.], denn die in einer
Iteration berechneten Instanzen der Variablen werden in der zeitlich darauf folgenden
Iteration entweder im gleichen oder einem benachbarten Prozessorelement wiederver-
wendet. Die drei Instanzen der Variable y,,[.], welche mittels di" transferiert werden,

miissen lokal gespeichert werden, bevor sie in der Co-Partition R'? = @) verwendet
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werden, was sich auch aus

= [ L OO (2] aw = s

ergibt. Somit ist der lokale Registerbedart gleich fiinf.

Verwenden wir hingegen die LS-2-Partition @52, siche Abbildung 7.11(b), so werden fiir
die lokale Datenwiederverwendung der Instanzen der Variable ys,[.] in der LS-2-Partition
nun drei Register bendtigt. Ein Register benétigen wir weiterhin fiir die Wiederverwen-
dung der Variable ys,[.]. Fiir die Wiederverwendung der berechneten ys,[.] sind

15 = [ ) - 1 = o

Register notwendig. In der Summe werden damit zehn lokale Register benétigt.

Mit der Festlegung einer LS-2-Partition wird gleichzeitig der Abfolgevektor a2 und die
erste Abarbeitungsrichtung &f 2 festgelegt, denn diese Parameter haben entscheidenden
Einfluss auf die Datenwiederverwendung.

Abarbeitungsreihenfolge der auBeren Copartitionen

Die Abarbeitungsreihenfolge fiir die duBeren Copartitionen £ soll so gewiihlt werden,
dass die Datenwiederverwendung zwischen den Copartitionen moglichst hoch ist. Die
Abarbeitungsreihenfolge der Copartitionen 82 wird durch den Abfolgevektor &’ be-
schrieben. Durch Anpassung des Algorithmus an den lokalen Speicher in den Prozessor-
elementen wurde das erste Element E)?f > des Abfolgevektors bereits festgelegt.

Fiir die Ermittlung der zweiten Raumrichtung partitionieren wir den Algorithmus in der

dritten Stufe mit ©% = diag(’l?s?’) und ©7 = E, wobei 19‘5}'132' = 19‘112132 ist und alle

anderen Elemente des Vektors 9% gleich eins sind. Das Element ﬁj ergibt sich aus der
~ P

Matrix © ~, welche entsprechend (5.28) auf Seite 74 bestimmt wird. Fiir den dreifach

copartitionierten Algorithmus bestimmen wir den Speicherbedarf

k
M(p3, dP3 ZZ }L[‘93 5,1 - dP3 \ U Z/{S3(s,j-ap3)

s€S i=1 j=i+1

(7.56)

fiir alle d* = +e;, j € {1,...,n}\{|a}?|}. Dann wihlen wir den Vektor d?s aus, der
zum hochsten Speicherbedarf fithrt. Mit H1lfe dieses Vektors ermitteln wir nun das zweite
Element des Abfolgevektors &'?: @ are = d *. 7, wobei d Ps — 41 das einzigste Nicht-Null-

Element des Vektors drs ist.

Entsprechend dem Vorgehen fiir &\5 > konnen nun die weiteren Vektorelemente a,f?, 3<

k < n bestimmt werden, wobei die Partitionsmatrix ©% k — 1 Elemente 19‘93132' = 1/9\‘1232'
@
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1 <i < k-1, groer Eins in der Hauptdiagonalen hat und der Transfervektor dP = +e;,
je{l,....n\{|a1?],...,]a;2,|} sein kann. Ist der Speicherbedarf fiir alle Transfervek-
toren gleich, so wihlen wir die Raumrichtung mit dem geringsten Betrag.

Dieses Vorgehen kann aber nur gewéhlt werden, wenn der Ausgangsalgorithmus ausge-
richtete Abhéngigkeitsvektoren, siche Definition 7.1 auf Seite 141, besitzt. Bei unausge-
richteten Abhéngigkeitsvektoren ist die Abarbeitungsreihenfolge nicht frei wéhlbar.

Zusammenfassung

Die zweite Copartitionierung wird fiir die Anpassung an das Rechenfeld (©"2) und die
Ausnutzung der lokalen Register in den Prozessorelementen (©52) genutzt. Mit der Fest-
legung der Partitionierungsparameter muss ebenfalls der Abfolgevektor a®? und die erste
Abarbeitungsrichtung al? festgelegt werden. Hierzu wurden Strategien vorgestellt, wie
die Parameter der zweiten Copartitionierungsstufe ermittelt werden kénnen. Ein Schwer-
punkt bildete dabei die Datenwiederverwendung innerhalb und zwischen Partitionen.

Beispiel 7.19 (Abbildung des FIR-Filters auf ein lineares Rechenfeld)

In Beispiel 7.10 auf Seite 166 wurde die Teilwortparallelisierung des FIR-Filters vorge-
stellt. Der transformierte Algorithmus soll nun auf ein lineares Rechenfeld der Grifie
9 = (4) abgebildet werden.

Fiir die Abbildung des Algorithmus auf das Rechenfeld sind zwei Partitionierungsma-
trizen ©F2 = (49) oder ©F = (49) mdglich. Fiir den Abfolgevektor erhalten wir
entsprechend Regel 7.2 &t = (2 1) bzw. ok = (1 2).

Die Transferrate in der ersten Abarbeitungsrichtung betrdgt beziiglich der DvBs
rif(1,(9)) =8 fir ©Of und (L, ())) =4 fir O35,

wobei ©%2 = E und h2,, (1) = h?, (2) = 1 ist. Somit wéahlen wir ©1* fiir die Abbildung

max max

auf das Rechenfeld aus.

In jedem Prozessorelement stehen uns vier lokale Register fiir lokale Datenwiederver-
wendung zur Verfiigung, welche mittels geeigneter Wahl der Partitionsmatrix ©°? aus-
genutzt werden sollen. Entsprechend Regel 7.4 hat diese Partition nur eine Ausdehnung
in Raumrichtung i,. Damit wéhlen wir ©% = (29), denn der Registerbedarf fiir die
Datenwiederverwendung in der ersten Abarbeitungsrichtung betrégt nun r75(1,(9)) =

T’RF t
[%—‘ = [18] = 4. Der Abfolgevektor fiir die LS-2-Partition lautet: o = (1 2).

7.2.3 Stufe 3...p: Anpassung an Speicherarchitektur

Mit der dritten und den nachfolgenden Copartitionierungsstufen soll die Abbildung des
Algorithmus an die Speicherarchitektur angepasst werden. Ziel dieser Anpassung ist es
die Zwischenspeicher L; der Speicherarchitektur effektiv auszunutzen, um Speicherzu-
griffe auf die nachfolgenden Zwischenspeicher L;.; bis L; und den Hauptspeicher zu
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(a) @ = (12), a"™ = (12) (b) a¥ = (21), & = (12) (c) % =(21),a"™ =(21)

Abbildung 7.12: Sequenzielle Abarbeitung eines copartitionierten Iterationsraums

minimieren. Durch die Verringerung der Speicherzugriffe auf die Zwischenspeicher L;.,
bis L; und den Hauptspeicher kann die Verlustleistung der Speicherarchitektur bei Ab-
arbeitung des Algorithmus merklich reduziert werden, wie unter anderem in [C'\WD 98]
gezeigt wurde.

Jeweils eine Copartitionierungsstufe k wollen wir fiir die Anpassung an einen Zwischen-

speicher Lj_s nutzen. Da bei diesen Copartitionierungsstufen keine Parallelverarbeitung

moglich ist®, muss fiir die GroBe der LP-k-Partitionen ©®F% = E gelten. Durch ®% +# E

kann mittels der Abfolgevektoren a®* und &'* die Abarbeitungsreihenfolge der Iteratio-
~Pp_q . . .. .

nen K beeinflusst werden, wie nachfolgendes Beispiel zeigt.

Beispiel 7.20 (Verinderung der Abarbeitungsreihenfolge)

Betrachten wir einen Algorithmus, der in der dritten Copartitionierungsstufe mit @°* =
(29) und ®" = E partitioniert wird. Die Gréfe des zweifach copartitionierten Itera-
tionsraums betrigt K = (R = GE EfQ)t |10 < B> < 3A0 < &Y <8} Ab-
bildung 7.12 zeigt die Partitionierung dieses Iterationsraums in drei Versionen. Diese
Versionen unterscheiden sich nur in der Wahl der Abfolgevektoren o> und as | wie die
Abarbeitungszeitpunkte in den Iterationen R™> = k5 + @3 R"™ zeigen.

Die Abarbeitungsdauer wird durch den Abfolgevektor nicht beeinflusst.

Die Abarbeitungsreihenfolge der Iterationen 7+~ = &% + @%R" wird durch die Ab-
folgevektoren ot und a&'* festgelegt. Mit dem Vektor o wird die Abarbeitung der

SFiir eine Parallelverarbeitung in der dritten Copartitionierungsstufe miissten mehrere gleichartige
Rechenfelder existieren, die gleichartig miteinander verbunden sind.
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Abbildung 7.13: Speicheranpassung durch mehrstufige Copartitionierung

Iterationen in einer Copartition R* festgelegt und der Vektor &'* bestimmt die Reihen-
folge der Abarbeitung der Copartition &%

Durch geeignete Wahl der Partitionsmatrix ©°F soll nun eine Anpassung an den Zwi-
schenspeicher Lj_o mit der Grofle My, , erfolgen. Hierfiir soll eine Gleichung, &hn-
lich (7.51) verwendet werden:

h
rEe-2 (pk = mw’dP’C ZZ )USQ S, - de \ U USQ(Saj'aPk) ;

s€S i=1 j=i+1

dP = sign(a’™) e arpe (T.57)

Diese Gleichung ermittelt den Speicherbedarf fiir die Speicherung der Daten, die in der
ersten Abarbeitungsrichtung @f “ der Partitionen R der k-ten Copartitionierungsstu-
fe wiederverwendet werden. Mit h* = hfnax,dp * sollen alle in einer Abarbeitungsrich-
tung wiederverwendbaren Daten im jeweiligen Zwischenspeicher Ly o gespeichert wer-
den. Meist gilt fiir h¥ = 1. In diesem Fall ist r&+-2(1,d") = U (dP ©). Die Anzahl an
Daten, die in der ersten Abarbeitungsrichtung wiederverwendet werden, kann durch die

Partitionsmatrix ©°% beeinflusst werden.

max

Damit der in der vorherigen Copartitionierungsstufe & — 1 ermittelte Speicherbedarf
rBF(h2, d"2) bzw. rEe-s(hE-1 dPe-1) erhalten bleibt und der in der aktuellen Copartitio-

max’
nierungsstufe ermittelte Speicherbedarf rf+—2(h% d” *) effektiv ausgenutzt wird, muss

fiir die Abfolgevektoren der Copartitionierungsstufe k, mit k > 2, gelten:

Sk ~Pp_q

ot =a und atr £ ok, (7.58)

In Abbildung 7.13 ist die Strategie der Speicheranpassung illustriert. Abbildung 7.13(a)
zeigt die sequenzielle Abarbeitung der Copartitionen K" entsprechend Abfolgevektor
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a” = (2 1). Die Daten einer Copartition, die in den zeitlich nachfolgenden Copar-

titionen der ersten Abarbeitungsrichtung wiederverwendet werden, sind in den lokalen
Registern der Prozessorelemente gespeichert. Diese Datenmenge ist mittels der kurzen,
dunkelblauen Linien zwischen den Copartitionen dargestellt. Die anderen Daten, illus-
triert durch die lange griine Linie, miissen im Hauptspeicher gespeichert werden, bevor
sie acht Copartitionen spéiter wiederverwendet werden.

Durch die dritte Copartitionierungsstufe mit ©® = (1 9) und ®"* = E, sowie den Abfol-
gevektoren a® = @' = (2 1) und o’ = (1 2) erhalten wir die in Abbildung 7.13(b)
dargestellte Abarbeitungsreihenfolge. Damit wurde die in der zweiten Abarbeitungsrich-
tung der zweiten Copartitionierungsstufe transferierte Datenmenge soweit reduziert, dass
sie im Zwischenspeicher L, abgelegt werden kann. Die in dem Zwischenspeicher L; gespei-
cherte Datenmenge ist in der Abbildung 7.13(b) durch eine hellblaue Linie dargestellt.
Somit muss nun nur noch die zwischen den Copartitionen & transferierte Datenmenge,
welche durch eine griine Linie in Abb. 7.13(b) illustriert ist, im Hauptspeicher gespei-
chert werden. Dieser deutlich verringerte Speicherzugriff auf den Hauptspeicher durch
Ausnutzung des Zwischenspeichers L; fithrt im Allgemeinen zu einer geringeren Verlust-
leistung.

Wie wird nun die Grofie der LS-k-Partition ermittelt?

o Ausgangspunkt ist eine LS-k-Partition der Gréfe ©°F = E. Diese Partition dehnen
wir in die Raumrichtung j = |@, "] aus, in welcher die Copartitionen £7~! zuerst
sequenziell abgearbeitet werden.

e Anschlieflend partitionieren wir alle Abhéngigkeitsvektoren d(e), e € £ des Algo-
rithmus k-fach unter Verwendung der ,eindimensionalen® LS-k-Partition.

e Nun ermitteln wir die Abarbeitungsrichtung @’* mit der héchsten Datenwiederver-
wendung in der ersten Abarbeitungsrichtung. Hierfiir geben wir fiir 19?’“ einen kon-

stanten Wert vor, z. B. 19?’“ = 4 und bestimmen den Speicherbedarf rZ*(h* d” ®)

max’

fiir dP = {+e; | (1 <i < n)\\&f’“ |}, wobei e; der i-te Spaltenvektor der Einheits-
matrix E ist. Aus den Vektoren d’* wihlen wir denjenigen aus, der zum grofiten
Speicherbedarf fithrt. Mittels des ausgewihlten Vektor d™* = +e; kann weiterhin

das erster Element @i* des Abfolgevektors a’* bestimmt werden.

e Nachfolgend ermitteln wir den Maximalwert 1951‘3)(7]» fiir den der Speicherbedarf
rle(hk

max?

d” *) noch kleiner als die GroBe My, , des Zwischenspeichers Ly_o ist:

rle(pk APy < My, . (7.59)

max’

Bei der Bestimmung von 19i3ax, ; der dritten Copartitionierungsstufe muss beachtet
werden, dass nicht alle in der ersten Abarbeitungsrichtung E)?f 2 = a” der zweiten
Copartitionierungsstufe wiederverwendbaren Daten TRF(h,aP 2) in den Registern
des Rechenfeldes gespeichert worden sein kimnen (h® < h3 ). Dementsprechend

max
muss fiir die dritte Copartitionierungsstufe gelten:

rla(nd . dP) + rRF(R2 4+ 1,2, dP2) < My, (7.60)

max’ » "Ymax?
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e [st die Ausdehnung ﬁi’“ax, ; der LS-k-Partition grofier oder gleich der Anzahl 1?)\;3 2 der
Partitionen in dieser Raumrichtung, so setzen wir 1951‘3X’j = 1/9? *. Die LS-k-Partition
kann nun in die ndchste Raumrichtung erweitert werden. Als Raumrichtung wéhlen
wir die zweite Abarbeitungsrichtung &\5 k=1 fiir die Copartitionen R*=* der vorhe-
rigen Copartitionierungsstufe. Die Bestimmung der Ausdehnung in dieser Raum-
richtung ist &hnlich der Bestimmung in der ersten Raumrichtung. Es ist aber zu
beachten, dass der Speicherbedarf fiir die Abarbeitung in die erste Abarbeitungs-
richtung im Zwischenspeicher reserviert bleiben muss.

Fiir die weitere Arbeit gehen wir davon aus, dass die LS-k-Partitionen nur in einer
Raumrichtung eine Ausdehnung gréfler Eins haben.

Mit der Bestimmung von ﬁi’“am haben wir die beziiglich der Speicherausnutzung giins-
tigste Partitionsgrofle ermittelt. Bei einer Partitionierung mit diesem Wert kénnen Par-
titionen entstehen, bei dem ein Grofiteil der Elemente dieser Partition nicht Elemente
des Iterationsraums Z* sind. Haben wir beispielsweise einen eindimensionalen Iterati-
onsraum Z = {i = (i) |0 < ¢ < 7} und partitionieren diesen in Partitionen der Groe
© = (6), so ist die erste Partition K = (0) vollstédndig, doch die zweite Partition kK = (1)

enthélt nur zwei giiltige Elemente k € {(0), (1)}.

Diese unvollstédndigen Partitionen konnen die Abarbeitungsdauer des Algorithmus un-

notig verlingern, da der Ablaufvektor 7% mit Hilfe der Matrix @Pk bestimmt wird.
Deshalb sollte die nachfolgende Regel beachtet werden.

Regel 7.5 (Vollstédndige Copartitionen)

Die Grofie der LS-k-Partition sollte so gewéhlt werden, dass alle Copartitionen K * voll-
standig sind. Unvollstindige Copartitionen fiihren aufgund des linearen Ablaufplans zu
Leertakten bei der Abarbeitung des Algorithmus. Diese Leertakte verlingern die Abar-
beitungszeit des Algorithmus unnétig.

Py,

Sk kann die minimale Anzahl an Partitionen in

Aus der maximalen PartitionsgréBie 0, ;

der Raumrichtung j mit zp; = f1/9\P k—l/ﬁsk | ermittelt werden. Aus zpin; kann die

max,j
effektive Partitionsgrofe ﬁff’ff’ 5 = [0 /2 5] bei minimaler Partitionenzahl ermittelt
werden.

Die Partitionsgrofie 1955 ; und Partitionsanzahl 2y, ; sind optimal, wenn gilt 9Pt =
ﬁff’fc? ; * Zmin,j- Im Allgemeinen ist das fiir diese beiden Werte nicht der Fall. Durch Ver-
groflern der Anzahl an Partition und Verkleinern der Partitionsgréfie ermitteln wir die
Parameter, fiir die gilt: PPr-1 < ﬁf&,j © Zopt,j < €, wobei € die Anzahl an ungiiltigen
Iterationen £°F in der letzten Copartition der Raumrichtung j ist.

Die optimale Partitionsgrofle der aktuellen Copartitionierungsstufe k& hangt auch von

den gewihlten Partitionsgréfen der vorherigen Copartitionierungsstufen ab, denn die

Py
Matrix © "' ist abhéingig von diesen PartitionsgroBen. Die Ermittlung der optimalen
Partitionsgroflen iiber alle Copartitionierungsstufen ist nicht Gegenstand dieser Arbeit,
sondern muss in zukiinftigen Arbeiten genauer untersucht werden.
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Beispiel 7.21 (Ausnutzung des Speichers L; beim FIR-Filter)

Im Beispiel 7.19 wurde die Abbildung des teilwortparallelen FIR-Filters auf ein lineares
Rechenfeld vorgestellt. Hierbei erfolgte auch eine Anpassung an die lokalen Register in
den Prozessorelementen. Durch die dritte Copartitionierung soll nun der Zwischenspei-
cher L, ausgenutzt werden. Der Speicher habe eine Grofie von My, = 32.

Die Abarbeitungsreihenfolge der Copartitionen der zweiten Stufe wurde mit &' =

(2 1) festgelegt. Damit erweitern wir die LS-3-Partition der dritten Copartitionierungs-
stufe in Raumrichtung j = 2. Als Abfolgevektoren fiir die dritte Copartitionierungsstufe
erhalten wir damit a® =& = (2 1) und @™ = (1 2).

Bei einer Ausdehnung der LS-3-Partition mit 05 , = 16 erhalten wir einen Speicher-

max,

bedarf von r1 (1, (})) = 31 < My,, wobei h3, =1 ist und alle Daten in der Abarbei-

max

tungsrichtung af ® im Rechenfeld gespeichert werden.

Diese PartitionsgréfBe wiirde zpyiy, - A 1/9\5 2 — 12 undefinierte Iterationen k°* in der

max,2
zweiten Copartition R der Raumrichtung j = 2 verursachen, wobei 2y, = 2 und 195 =
20 ist. Mit 195&,2 = ﬂff;m — [04?/2mim] = 10 erhalten wir vollstindige Copartitionen,

~P
denn zpyin - ﬁf§ , — U ® = 0. Somit wihlen wir fiir die dritte Copartitionierungsstufe die
Partitionierungsmatrizen ©°* = (} %) und @™ = E.

Abschliefend wollen wir nun die Reduzierung der Verlustleistung abschétzen. Hierfiir
bestimmen wir die Datenzugriftfe auf den Zwischenspeicher L, und den Hauptspeicher,
welche fiir die Zwischenspeicherung der Daten notwendig sind.

Ohne Anpassung an den Zwischenspeicher L, erhalten wir die Anzahl Z{, von Daten-
zugriffen auf den Hauptspeicher unter Zuhilfenahme einer dritten Copartitionierungs-

stufe mit O = (ég%) und ©™ = E. Nach der Partitionierung bestimmen wir
den Speicherbedarf r*1(1,(})) = 39. Dieser Wert wird mit der Anzahl an Partiti-
onstibergédngen in Raumrichtung j = 1 multipliziert. Diese Anzahl erhalten wir durch

5{3 * —1 = 31. Somit betragt die Datenmenge, die im Hauptspeicher zwischengespeichert
wird Z5, = 39 - 31 = 1209.

Bei der Anpassung an den Zwischenspeicher L, erhalten wir die Anzahl Z}; von Da-

tenzugriffen auf den Hauptspeicher durch eine vierte Copartitionierungsstufe mit @ =
(3(11:3 ?) und ®" = E. Die Anzahl der Datenzugriffe ergibt sich nun aus dem Speicherbe-

darfr™2(1,(9)) = 512 und der Anzahl an Partitionsiibergingen 554 —1 =1 in Raumrich-
tung j = 2. Wir erhalten damit Z}; = 512-1. Die Anzahl Z}" an Datenzugriffen auf den

Zwischenspeicher Ly betrégt damit Z7" =" (1,(})) - (5{33 —1)-9% =19.31-2 = 1178.
Gehen wir nun davon aus, dass die Verlustleistung beim Speicherzugriff auf den Haupt-

speicher fiinfmal groBer als beim Zugrift auf den Zwischenspeicher L, ist, so erhalten wir
eine Reduktion der Verlustleistung auf

5.2+ 27 5-512 + 1178
ZOMTh 0% = 212 100% = 62 7.61
528, % 5 - 1209 = 62% (7.61)
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fiir die Version mit Anpassung an den Zwischenspeicher L, gegeniiber der Version ohne
Anpassung.

Die Speicheranpassung mittels Partitionierung ist eng mit der Optimierung der Zwi-
schenspeicher® bei der Datentransfer- und Speicheruntersuchung (engl.: Data Transfer
and Storage Exploration, kurz: DTSE) | | verbunden. Ziel der DTSE ist die
Minimierung der Verlustleistung aufgrund von Speicherzugriffen durch eine Anpassung
des Algorithmus an die Speicherarchitektur oder der Entwurf einer dementsprechenden
Speicherarchitektur. Hierbei wird nicht nur die Speichergréfie in die Untersuchung mit
einbezogen, sondern es werden auch andere Eigenschaften des Speichers, wie z. B. Spei-
cherorganisation und -adressierung, mit betrachtet. Fiir diese Anpassung an die Speicher-
architektur werden einzelne Schleifen des Schleifenprogramms zerteilt, was einer Teilung
des Iterationsraum in diesen Raumrichtungen entspricht und auch als Partitionierung
interpretiert werden kann. Die Partitionierung findet hierbei von auflen nach innen statt.
Dementsprechend erfolgt die Anpassung vom gréfiten zum kleinsten Zwischenspeicher.

7.2.4 Ablaufplanung mit Anpassung an Funktionseinheiten

Das Ziel der Ablaufplanung ist die Bestimung des Ablaufvektors 7" (globaler Ablauf-
plan) und der Startzeitpunkte t s, fiir alle Teilzuweisungen s; des teilwortparallelen Al-
gorithmus (lokaler Ablaufplan), sieche (5.33) auf Seite 76. Mit der Bestimmung dieser
Parameter findet eine Bindung der Operationen Fj, der Teilzuweisungen s; an die Funk-
tionseinheiten m € M in den Prozessorelementen statt. Somit wird im Allgemeinen mit
der Ablaufplanung eine Parallelverarbeitung in den Prozessorelementen erreicht. Der
Ablaufplan muss die Kausalitéitsbedingung, siehe Definition 5.4 auf Seite 77, erfiillen.

Meist wird zwischen dem globalen und dem lokalen Ablaufplan unterschieden. Der glo-
bale Ablaufplan ergibt sich im Wesentlichen aus den Abfolgevektoren o', ™2, ..., ar
und &'7. Er definiert die Abarbeitungsreihenfolge entsprechend der Abfolgevektoren. Ge-
gebenenfalls muss diese Abarbeitungsreihenfolge mittels der Leerlaufverzogerungen ¢,
52, . S und T gestreckt oder mittels der Verzégerungsvektoren 7ot goffs2
TP verzogert werden, um die Kausalititsbedingung zu erfiillen. Mit dem lokalen Ab-
laufplan legen wir die Lénge des Iterationsintervalls A und die Startzeitpunkte %, s, fiir
die Ausfithrung der Teilzuweisungen s; fest. Bei der lokalen Ablaufplanung findet auch

die Bindung der Teilzuweisungen an die Funktionseinheiten m statt.

Fiir die lokalen Ablaufplanung mit der Bindung an die Funktionseinheiten existieren be-
reits mehrere Losungen, wie z. B. | 1 | und | il |. Bei all diesen
Arbeiten wird die ganzzahlige lineare Optimierung als Optimierungswerkzeug verwen-
det und ist Softwarepipelining erlaubt. Bei dem Ansatz in | | ist zusétzlich eine
zyklische Bindung der Funktionseinheiten an die Teilzuweisungen moglich. Die Losungs-
methode [ | erlaubt auch die globale Ablaufplanung, wie in | | gezeigt wurde.

6Die Zwischenspeicher werden in diesen Arbeiten als Hintergrundspeicher (engl.: background memo-
ry) bezeichnet.
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Tabelle 7.7: Eigenschaften der Funktionseinheiten (Eingabeverzogerung oms,) = lm(s,))
FE = Funktionen Fy, mit Latenz [,,,) in den Klammern

my  verteileTW(1), F,(1), ersetzeTW(1)
mo  add(2), muladd(3)

Um die Ansétze zur lokalen Ablaufplanung fiir unsere Abbildung nutzen zu kénnen, muss
der Algorithmus zuerst teilwortparallelisiert werden, um die Operationen beim lokalen
Ablaufplan und der Bindung beriicksichtigen zu konnen. Anschliefend kénnen die oben
genannten Methoden zur Bestimmung des lokalen Ablaufplans genutzt werden.

Am Beispiel des FIR-Filters soll abschliefend die Ablaufplanung illustriert werden.

Beispiel 7.22 (Ablaufplanung fiir das FIR-Filter)
Fiir das mehrfach copartitionierten FIR-Filter mit Teilwortparallelitit, siehe Beispie-
le 7.10, 7.19 und 7.21, soll der Ablaufplan ermittelt werden.

Das FIR-Filter wurde in Beispiel 7.10 mit %' = (}9), ©" = (49) teilwortparallelisiert.
Mit der zweiten Copartitionierungsstufe (Bsp. 7.19), erfolgte die Anpassung an das Re-
chenfeld mit ©"™ = (49) und die Ausnutzung der lokalen Speicher mit @™ = (49)
und a® = (1 2). Eine dritte Copartitionierung mit ©% = (1 %), ©" = (}9),
a® = (2 1) und @™ = (1 2) passte den Algorithmus an den Zwischenspeicher L,
an},D wie in Beispiel 7.21 gezeigt wurde. Fiir die Hilfsmatrix @Pg erhalten wir damit
13

© =(%2)

Mit Hilfe dieser Partitionierungsmatrizen, der Abfolgevektoren und der Hilfsmatrix be-

stimmen wir die Ablaufvektoren 75 = (1 O), 752 = (1 O), 7% = (O 1) und 77 =

(1 32), wobei die Leerlaufverzégerungen ¢°' = %> = 1% = ¢'* = 0 sind. Die Partiti-

onsperioden betragen TS' = 1, TS =1, TS = 2, TS = 10 und T = 64.

Bevor wir die Verzogerungsvektoren bestimmen, ermitteln wir den lokalen Ablaufplan
mit der Bindung. Als Funktionseinheiten fiir die Abarbeitung der TWP-Operationen,
siehe Algorithmus 7.3 auf Seite 167, stehen uns die beiden FUs my und msy jeweils einmal
zur Verfiigung. Tabelle 7.7 zeigt die Eigenschaften der Funktionseinheiten.

Die anderen Operationen Fy, des teilwortparallelen FIR-Filters sind Zuweisungsopera-
tionen und haben ein Offset von o,,(,,) = 0 und eine Latenz von s,y = 0.

Abbildung 7.14 zeigt eine Losung fiir den lokalen Ablaufplan. Das Iterationsintervall hat
hierbei die Liange A\ = 3.

Die teilzuweisungsabhéngigen Verzégerungen betragen: toy, = 0, to1, = 1, toz,, = 0,
t07$2,1 =1, tO,pl = t07p2 =1, t07$3,1 =2, t0,21 = t0722 = t0,23 = 3, t0731 = t0,32 = 3 und
t0741 - 6

Man beachte, dass die beiden Teilzuweisungen der Zuweisungen s, und ss jeweils zur
gleichen Zeit der gleichen Funktionseinheit zugeordnet wurden.
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my Sp,Q Sp72
S1,1 | Sp,1 |Sx3,1 S1,1 | Sp,1 ‘81‘3,1
T

0 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10 11 12

Abbildung 7.14: Gantt-Chart des teilwortparallelen FIR-Filters, welcher auf ein 4 x 1
Rechenfeld mit zwei Funktionseinheiten abgebildet wurde (Iterationsintervall A = 3)

Abschlieflend tiberpriifen wir, ob die Kausalitdtsbedingung immer eingehalten wurde und
passen gegebenenfalls die Verzigerungsvektoren an. Der Verzogerungsvektor T°™! muss
per Definition, siehe (6.2) auf Seite 80, T°™! = 0 sein.

Der Abhéngigkeitsvektor d} . = (}) des Algorithmus 7.3 zerfillt durch die zweite und

51,51
die dritte Copartitionierungssthfe in drei partitionierte Abhangigkeitsvektoren:

df 0= ((10) (00) (00) (00) (00)), (7.62)
ds 10 =((-10) (10) (00) (00) (00))", (7.63)
dfp10 = ((-10) (=30) (00) (v0) (10))". (7.64)
Fiir den partitionierten Abhéngigkeitsvektor dj, | ; erhalten wir mit
= (A-g% poB2 N T g% polld )\ S 7% gl (7.65)
t2(d5, ) = 7%-d5 | +to1, —te1 = —3 einen negativen Wert, wobei 702 = 703 — (
und t,; = 1 ist.

Mittels des Verzégerungsvektors T°52 = (3 O) erhalten wir nun tA(d’Q‘,LM) = 0. Die
Kausalitatsbedingung wird mit diesem Verzégerungsvektor eingehalten.

Die partitionierten Abhéngigkeitsvektoren der anderen Abhéangigkeitsvektoren erfiillen
ebenfalls die Kausalitdtsbedingung, somit betrigt der Ablaufplanvektor:

T = (A-g% OB N7 g% polld )\ S 7% gl (7.66)
:(3-(10) (30) 3-2-(o1) (00) 3-2-10-(132)). (7.67)

Fiir die Abarbeitungsdauer des Algorithmus erhalten wir somit t? = 3852. Dieser Wert

ist nur geringfiigig héher (0,3 %) als der theoretisch mégliche Wert tgpt = % = 3840.

7.2.5 Zusammenfassung

In diesem Abschnitt wurde gezeigt, wie die mehrstufige modifizierte Copartitionierung,
vorgestellt in Kapitel 5 ab Seite 59, fiir die Abbildung eines Algorithmus auf ein Rechen-
feld genutzt werden kann.
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Mit der ersten Copartitionierungsstufe wird die Ausnutzung der Teilwortparallelitit mit-
tels der Partitionsmatrix ©®" erreicht. Die entscheidende Transformation des Algorith-
mus in einen teilwortparallelen Algorithmus wurde in Kapitel 6 ab Seite 79 vorgestellt.

Mittels der zweiten Copartitionierungsstufe wird der Algorithmus an das Rechenfeld
angepasst (Partitionsmatrix ©2) und werden die lokalen Register in den PEs ausge-
nutzt (Partitionsmatrix @°?). Somit erreichen wir mit den ersten beiden Copartitio-
nierungsstufen die optimale Anpassung an die Parallelitit in den Funktionseinheiten,
die Teilwortparallelitit, und die Parallelitdt des Rechenfeldes. Fiir die Bestimmung der
Partitionierungmatrix ©®2 wurde die Transfermenge U° s, dek) eingefiihrt. Diese Menge
beinhaltet die Elemente (k° %1 ... k*), welche zwischen zwei Partitionen der k-ten
Partitionierungsstufe, gegeben durch den Vektor a@’“, transferiert werden.

Mittels weiterer Copartitionierungsstufen kann die Datenwiederverwendung bei der Ab-
arbeitung des Algorithmus durch Ausnutzung der Zwischenspeicher L; verbessert werden.
Die Partitionsmatrix ©72+ dieser Copartitionierungsstufen betriigt immer @2+ = E, da
nur die Abarbeitungsreihenfolge der Iterationen verédndert werden soll. Fiir die Bestim-
mung der Partitionsmatrix ©%2+ werden wieder die Transfermengen U®(s, de)k) verwen-
det. Mit der Ausnutzung der Zwischenspeicher kann der Energiebedarf der Architektur
fiir die Abarbeitung des Algorithmus gesenkt werden, wie am Beispiel 7.21 gezeigt.

Abschlieend wurde kurz die Bestimmung des Ablaufplans mit der Bindung der Funkti-
onseinheiten an die Funktionen Fj, der Teilzuweisungen s; vorgestellt. Diese Ablaufpla-
nung mit der Bindung erlaubt die Ausnutzung der Parallelitit in den Prozessorelementen
aufgrund mehrerer Funktionseinheiten. Hierbei ist auch Softwarepipelining moglich.

Fiir die einzelen Abbildungsschritte wurden Strategien zur Bestimmung der Parame-
ter fiir die Abbildung vorgestellt. Eine ausfiihrliche Entwurfsraumexploration iiber alle
Abbildungsschritte hinweg fand dabei nicht statt. Das soll Aufgabe zukiinftiger Unter-
suchungen sein.
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Kapitel 8

Realisierungen

In diesem Abschnitt sollen drei parallele Realisierungen von Algorithmen und die Ergeb-
nisse beziiglich Rechenbeschleunigung vorgestellt werden. Am Beispiel des FIR-Filters
und des STAF-Algorithmus wird die Abbildung von Algorithmen auf ein Rechenfeld mit
einem Prozessorelement (Q?D = (1)) gezeigt und deren Geschwindigkeitsgewinn préasen-
tiert, wobei das Prozessorelement Teilwortparallelitidt erlaubt. Anschlieend wird anhand
des Kantenerkennungsalgorithmus die Abbildung auf ein Rechenfeld mit mehreren Pro-
zessorelementen, die teilwortparallele Befehle verarbeiten kénnen, illustriert.

8.1 Rechenfeld mit einem Prozessorelement

Der Schwerpunkt der Abbildung von Algorithmen auf Rechenfelder mit einem Prozesso-
relement (Q?D = (1)) lag bei der Ausnutzung der Teilwortparallelitdat. Als Zielarchitektur
dienten die Mehrzweckprozessoren von Intel und AMD, wie sie in Abschnitt 2.5.1 ab
Seite 18 vorgestellt wurden. Die Abbildungen der Algorithmen auf diese Architekturen
erfolgten mit Hilfe von Inlineassemblerbefehlen, welche von Dietz und Fisher fiir SWARC
[ | entwickelt wurden. Spéter wurden auch Intrinsic-Funktionen verwendet.

Im Allgemeinen konnten mit den Inlineassemblerbefehlen bessere Beschleunigungen er-
reicht werden als mit den Intrinsic-Funktionen. Doch die Arbeit mit Inlineassemblerbe-
fehlen ist schwieriger, da beispielsweise die Registerausnutzung durch den Programmierer
festgelegt werden muss.

8.1.1 FIR-Filter

Die Abbildung des FIR-Filters auf ein Rechenfeld mit einen Prozessorelement, welches
Teilwortparallelitéit erlaubt, wurde bereits bei der Prasentation der Abbildungsstrategie
in den vorherigen Kapiteln vorgestellt. In diesem Abschnitt sollen nun die Ergebnisse
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der Abbildung des FIR-Filters auf einen Intel Core2 Duo mit 2,66 GHz présentiert wer-
den. Fiir die Teilwortparallelitdt wurden die Befehle des MMX-Befehlssatz genutzt. Der
MMX-Befehlssatz arbeitet mit einer Datenwortbreite von 64 Bit fiir das DvB. Die Daten
des FIR-Filters sind 16 Bit breit. Somit erreichen wir einen Grad der Teilwortparalleli-
tdt von B = 4. Die Intel-Architektur erlaubt weiterhin das unausgerichtete Lesen und
Schreiben der Daten als DvBs. Auch das Lesen und Schreiben von einzelnen Teilwortern
ist moglich.

Das Ergebnis der Teilwortparallelisierung wurde in Algorithmus 7.3 auf Seite 167 pré-

sentiert. Die Partitionierungsmatrizen hierfiir lauteten %' = E und @ = (49).
Eine Packoperation F) entsteht aufgrund der Partitionierung des Abhéngigkeitsvek-
tors d,,,, = (1).

Die Abbildung auf einen Kern des Intel-Prozessor erfolgte mit @72 = E.!

Drei Versionen des teilwortparallelen FIR-Filters wurden implementiert.

o pack: Realisierung der Packoperationen F,, mittels Schiebe- und Logikoperationen,
da kein Doppelwortschiebebefehl zur Verfiigung stand. Eine lokale Datenwiederver-
wendung durch Ausnutzung der lokalen Register findet nicht statt (@S ?=E).

o direkt: Vermeidung der Packoperationen F), durch mehrfaches Lesen der unaus-
gerichteten Daten aus dem Speicher. Eine lokale Datenwiederverwendung durch
Ausnutzung der lokalen Register findet nicht statt (©%2 = E).

e mem: Vermeidung der Packoperationen F,, durch mehrfaches Lesen der unaus-
gerichteten Daten aus dem Speicher. Zuséatzlich wird die Datenwiederverwendung
durch Ausnutzung der sechs freien, lokalen MMX-Register mittels ©%2 = (§9) in
der zweiten Copartitionierungsstufe verbessert.

Die Abfolgevektoren fiir die drei Versionen lauten a2 = (1 2) und & = (2 1), wobei
o™ nur fiir Version ,,mem“ relevant ist. Die Versionen wurden jeweils mit Inlineassemb-
lerbefehlen (ASM) und Intrinsic-Funktionen realisiert.

Die verschiedenen Realisierungen wurden mit dem GNU Compiler Version 4.3.1 mit der
Optimierungsstufe 3 iibersetzt. Tabelle 8.1 zeigt die ermittelten Berechnungszeiten fiir die
verschiedenen Realisierungen bei unterschiedlichen Filterlingen J, wobei die Anzahl
der Ausgabedaten I = 8192 betrigt. Fiir die Ermittlung auswertbarer Zeiten wurden
5000 Iterationen des Algorithmus hintereinander ausgefithrt. Zum Vergleich enthélt die
Tabelle 8.1 die Berechnungszeiten, welche mittels des Ausgangsalgorithmus (Orig) er-
mittelt wurden.

Die Berechnungszeiten zeigen, dass alle teilwortparallelen Realisierungen deutlich schnel-
ler sind, als die Realisierung des Ausgangsalgorithmus. Die minimale Beschleunigung
beziiglich des Ausgangsalgorithmus betragt 2,32 fiir die Intrinsic-Realisierung mit Pack-
operationen (pack) bei J = 32 und die maximale Beschleunigung betrédgt 6,5 fiir die

!Eine Parallelverarbeitung der beiden Kerne des Intel-Prozessors kann mit thread-basiserten Paral-
lelisierungsmethoden erreicht werden, welche in dieser Arbeit aber nicht betrachten werden.
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Tabelle 8.1: Berechnungszeiten des FIR-Filters abhingig von der Filterldnge J (in Sek.)
Inlineassemblerbefehle Intrinsic-Funktionen
J  Orig pack direkt mem = pack direkt mem

4 039 013 008 006 016 | 0,10 0,07

8 071 024 018 011 028 022 0,13
12 1,03 038 027 016 043 031 0,19
16 1,36 056 050 024 056 043 0,25
20 1,67 067 055 028 071 052 030
24 200 078 0,62 034 086 064 037
28 233 092 0,72 0385 097 076 043
32 265 101 0,77 043 1,14 089 049

Inlineassemblerrealisierung mit Speicheroptimierung (mem) bei J = 4. Die Inlineas-
semblerrealisierung der Version ,mem® fiihrt fiir alle Filterlingen zu der héchsten Be-
schleunigung (5,67 - 6,50). Die hohen Beschleunigungswerte von mehr als 4,0 bei einer
Teilwortparallelitéit von B = 4 resultiert aus der lokalen Datenwiederverwendung.

Abbildung 8.1 zeigt die Beschleunigungen fiir die verschiedenen Realisierungen und Ver-
sionen im Vergleich zum Ausgangsalgorithmus. Der Vergleich der Inlineassemblerrealisie-
rungen mit den Intrinsic-Realisierungen zeigt, dass mit den Inlineassemblerrealisierungen
meist etwas schnellere Berechnungszeiten erreicht werden kénnen als mit den Intrinsic-
Realisierungen. Nur bei den Versionen ,,direkt” mit den Filterlingen J = 16 und J = 20
fithrt die Intrinsic-Realisierung zu besseren Beschleunigungen als die Inlineassemblerrea-
lisierung.

Vergleicht man die drei Versionen , direkt®,  pack” und ,mem* miteinander, so wird deut-
lich, dass die Version ,,direkt” schneller als die Version ,,pack® ist. Der Grund hierfiir liegt
in der aufwéndigen Realisierung der Packoperation Fj,. Diese Operation muss mittels
mehrerer Schiebe- und Logikoperationen realisiert werden und benétigt dadurch ldnger
als das unausgerichtete Lesen der Daten aus dem Speicher. Diese ungeniigende Realisie-
rung der Packoperation fithrte zu dem in Abschnitt 6.6.1 vorgestellten Doppelwortschie-
bebefehl ,,schiebeTWinDvBs®. Die Version ,,mem“ mit der Speicheroptimierung ist, wie
zu erwarten, besser als die Version , direkt.

Die Verdanderungen der Beschleunigung in Abhéngigkeit von der Filterlinge J konnen
nicht plausibel erklért werden.

8.1.2 STAF-Algorithmus

Der kurzfristige Analysefilteralgorithmus (englisch: short term analysis filtering (STAF)
algorithm) ist Teil des GSM Standards. Die Beschreibung des Algorithmus ist in An-
hang A.2 zu finden.

Basis unserer Untersuchung ist das GSM 06.10 verlustbehaftete Sprachkompressionspro-
gramm toast von J. Degener und C. Bormann | |. Die Ein- und Ausgabedaten der
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Abbildung 8.1: Beschleunigungen der FIR-Filterversionen gegeniiber Originalversion

Realisierung sind Ganzzahlen mit einer Wortbreite von 16 Bit. Unter Verwendung des
MMX-Befehlssatzes erhalten wir somit wieder eine Teilwortparallelitiat von B = 4.

Die Multiplikation- und Additionoperationen des STAF-Algorithmus wurden in dem
toast-Progamm veréndert, um die Ausgabedaten als 16-Bit-Werte speichern zu koénnen.
Das hat zur Folge, dass fiir die teilwortparallele Realisierung des Rechenkerns des STAF-
Algorithmus, das sind zwei Additionen und zwei Multiplikationen, 30 MMX-Befehle und
sechs Register bendtigt werden.

Betrachten wir den reduzierten Abhéngigkeitsgraphen des STAF-Algorithmus in Abbil-
dung 8.2(b), so erkennen wir, dass dieser mehrere Kreise besitzt. Fiir den Kreis Wy,
zwischen den Knoten sy und s4, erhalten wir als Summe der Abhéngigkeitsvektoren
dlZ = (¢). Damit ist entsprechend Satz 7.1 von Seite 146 keine teilwortparallele Abarbei-
tung in Raumrichtung 4; moglich. Folglich withlen wir als Partitionsmatrix © = ().
Abbildung 8.3 zeigt diese Partitionierung. Hierbei wurde als Abfolgevektor &’ = (1 2)

gewdhlt, um eine maximale Datenwiederverwendung zu erreichen.

Die Zuweisung s; mit der linksseitigen Variable y,[.] ist eine Eingabe- und Propagie-
rungszuweisung. Da der Propagierungsvektor d! s, = (1) betrédgt, muss das y,[.]-Datum
fiir eine teilwortparallele Berechnung mittels der éperation verteile TW auf die anderen
Teilworter eines DvBs y,[.] verteilt werden, wie in Abschnitt 6.5.4 ab Seite 128 vorge-
stellt wurde. Die y4[.]-Daten kénnen als DvBs y,[.] direkt bei der néchsten Berechnung
wiederverwendet werden, da der Abgingigkeitsvektor dy = () durch die Partitionier-

ung nicht in zwei partitionierte Abhéangigkeitsvektoren zerfillt. Der Abhangigkeitsvektor
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(a) Tterationsraum (b) Reduzierter Abhéingigkeitsgraph (RAG

~—

Abbildung 8.2: Iterationsraum und RAG des STAF-Algorithmus

~P;

[ [
|
|
|

==

EERETT
SIEET RN E

=N\ —t
R
[ i i i

1

w
==

51676 B8 6 % 1)

IR
2 O ﬁ;@ﬁ ‘
1 O H O @G
! P!
01 01 [ @ 1D O:
=P
0 2 3 K

—t—
0 At

Abbildung 8.3: Copartitionierung des STAF-Algorithmus (©°' = E)
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Tabelle 8.2: Untersuchungsergebnisse fiir STAF-Algorithmus (in Takten x10%)
AMD Athlon = Intel Pentium II

Orig 124 188 126 995
MMX 42 547 45154

d, = (1) zerfillt hingegen in zwei partitionierte Abhéingigkeitsvektoren, weshalb eine
Packoperation F, zur Bestimmung der DvBs y,,[.] notwendig wird.

Die zweite Copartitionierungsstufe dient der Anpassung an das Rechenfeld mit einem
Prozessorelement (@2 = E) und der Ausnutzung der lokalen Register. Ein lokales Re-
gister steht hierfiir noch zur Verfiigung. Doch dieses ist nicht ausreichend fiir eine LS-2-
Partition der Gréfie 1 x 2, weshalb wir fiir die Grofe der LS-2-Partition ©°2 = E wiihlen
miissen.

Die Realisierung wurde auf einem AMD Athlon Prozessor (700 MHz) und einem Intel
Pentium II Prozessor (267 MHz) getestet. Fiir die Ermittlung der Berechnungsdauer des
STAF-Algorithmus innerhalb des toast Programms wurde die Rabbit-Bibliothek | ]
verwendet.

Tabelle 8.2 zeigt die ermittelten Untersuchungsergebnisse fiir den Ausgangsalgorithmus
(Orig) und den teilwortparallelen Algorithmus (MMX) fiir die beiden Zielarchitekturen.
Die teilwortparallele Realisierung wurde mit Inlineassemblerbefehlen implementiert.

Fiir den AMD Athlon-Prozessor erhalten wir eine Beschleunigung von 2,96 und fiir den
Intel Pentium-II-Prozessor eine Beschleunigung von 2,81. Diese Beschleunigungswerte
sind deutlich geringer als die theoretische Beschleunigung von B = 4. Die Ursache hierfiir
ist die aufwindige teilwortparallele Realisierung des Rechenkerns des STAF-Algorithmus.

Weitere Untersuchungen zur Abbildung des STAF-Algorithmus auf eine solche Architek-
tur sind in [ | und | | zu finden.

8.2 Rechenfeld mit mehreren Prozessorelementen

Am Beispiel des Kantenerkennungsalgorithmus (kurz: KEA) soll die Abbildung eines
Algorithmus auf ein Rechenfeld der Grofe 9~ = (2) mit Teilwortparallelitit in den
Prozessorelementen vorgestellt werden. Der KEA besteht im Wesentlichen aus zwei Fal-
tungen: einem horizontalen und einem vertikalen Sobelfilter. Der Algorithmus wurde vor-
verarbeitet, sodass er nur aus ein- und zweiwertigen Operationen besteht, welche unsere
Zielarchitektur zur Verfiigung stellt. Ziel der Vorverarbeitung war die maximale Wie-
derverwendung der Zwischenergebnisse und die Ausrichtung der Abhéngigkeitsvektoren,
sieche 7.1 auf Seite 141. Algorithmus 8.1 zeigt den KEA in Form eines UItA.

Die Zuweisungen s; € S, 1 < ¢ < 12 des Algorithmus sind in den gemeinsamen Iterations-
raum Z ={i=(y) |0<z <X -1A0<y<Y —1} eingebettet, wobei X = 1280 und
Y = 1024 ist. Jede Zuweisung besitzt nur eine Teilzuweisung. Die Nicht-Null Abhéngig-
keitsvektoren des Algorithmus lauten: d} ., = (9),d} .. = (3),d.,,, = (9), d.,, = (}),
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8.2. RECHENFELD MIT MEHREREN PROZESSORELEMENTEN

Algorithmus 8.1 Kantenerkennungsalgorithmus als uniform iterativer Algorithmus

S1 plyl=nilyl, [y] €T

Sa dlyl=2-plyl, [y €L =1,
S3 halyl =plyZ2]+p[y], [y] €15

Sy ha [yl = hi[y]+d[,5], [y €ELi=1I4
S5 oyl =p["2] +rly], [y] €5

S6 vy [yl =w [yl +d %], [y] € Lo =1Is
S7 hyly] = ha [*}%] = ha[3], [y] € Ir

58 hly]l=1lhs[y]l, (V] €L =1y
Sg vz [y] =va[yZ2] — w2 [y], [y] €Ly =17
S10 : vlyl=lvs[y]l, [y] €T =1y
S mlyl=h[y]+o[y], [y €Iu =1y
S19 o[i73] = min(255, m [3]), [y] € T =1y
S13 Po[y=2] =oly], [v] € Tis =17
mit 1= (

xr
y)v
L= (1SS B - (19590 5 - (11385 wa T - (1] 355 )

Abbildung 8.4: RAG des KEA mit 16 Bit Operationen

dl . = (%), und d} . = (9). Der reduzierte Abhiingigkeitsgraph, siche Abbildung 8.4,

8487 $659
zeigt die Datenabhéngigkeiten zwischen den Zuweisungen.
Die Eingabe p;[.] des KEA ist ein Bild der Grofle Y x X = 1280 x 1024 und die Ausga-
be p,[.] ist ein Bild der Grofie (Y —2) x (X —2) = 1278 x 1022. Die Bilder sind zeilenweise
1"% = 1"% = (1 O) im Speicher abgelegt. Die Berechnung und die Speicherung der Da-
ten des Algorithmus erfolgt mit einer Wortbreite von 16 Bit.

Der KEA soll auf ein schwach programmierbares Rechenfeld, siche Abschnitt 2.5.2 ab
Seite 19, abgebildet werden. Das Rechenfeld hat die GroBe 9~ = (2). Fiir den Daten-
transfer zwischen den schwach programmierbaren Prozessorelementen (SPPEs) existieren
bidirektionale Kanile Q" = {q, = (}),q, = (9)} zwischen den horizontal und vertikal
benachbarten SPPEs. Das Lesen der Daten von der Speicherarchitektur und Schreiben
der Daten in die Speicherarchitektur ist nur mit ausgerichteten Speicherzugriffen auf
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KAPITEL 8. REALISIERUNGEN

Tabelle 8.3: Eigenschaften der Funktionseinheiten (Eingabeverzégerung o) = 1)
FE  Fliche ¢, Funktionen Fy mit Latenz [, in den Klammern

my 4 abs(2), min(3), shr(1), add/sub(1), packl(1), pack2(1)
Mo 2 shr(1), pack1(1), pack2(1)
ms 3 add/sub(1), abs(2), min(3)

Basis von 64 Bit DvBs moglich. Jedes SPPE kann 64 bit Daten verarbeiten.

Drei Funktionseinheiten my, ms und ms werden bei der Abbildung betrachtet. Die Pa-
rameter dieser FEs sind in Tabelle 8.3 angegeben. Die Funktion shr wird hierbei fiir die
Multiplikation-mit-Zwei-Operation verwendet. Die zwei Funktionseinheiten my und ms
erlauben Teilwortparallelitat auf 64 Bit DvBs mit vier 16 Bit Teilwortern. Packbefehle
zum Umorganisieren der Teilworter stehen ebenfalls zur Verfiigung.

8.2.1 Teilwortparallelisierung

Die erste Copartitionierungsstufe verwenden wir fiir die Ausnutzung der Teilwortpar-
allelitiit in den SPPEs, wobei fiir die Partitionsmatrix @' = E gilt. Die Zielarchitek-
tur bietet eine B = 4-fache Teilwortparallelitdt. Der gemeinsame Iterationsraum Z des
KEA ist zweidimensional. Somit sind zwei Partitionierungsmatrizen ®{* = (49) und
O = (19) moglich. Die Auswahl der Partitionsmatrix ist abhéingig von der Anzahl an

Packoperationen, welche durch die Teilwortparallelisierung entstehen.

Unabhéngig von der Partitionsmatrix zerfallen drei Abhéngigkeitsvektoren in zwei parti-

tionierte Abhingigkeitsvektoren. Bei der Teilwortparallelisierung mit Matrix ©@1* = (49)

sind das die Abhéngigkeitsvektoren d; ,_, d},,, und d} , und bei der Teilwortparallelisie-
d!  undd!

rung mit Matrix ©5" = ({9) sind es die Vektoren d! , , dl ., sesy- Somit erhalten

wir immer drei Packoperationen aufgrund des Zerfalls der Abhéngigkeitsvektoren.

Da jede Zuweisung des KEA nur eine Teilzuweisung hat, ergeben sich keine zusétzlichen
Packoperationen aufgrund mehrerer Teilzuweisungen.

Die Anzahl der Packoperationen aufgrund der Teilwortparallelisierung der Ein- und Aus-
gabedaten ist stark abhéingig davon, ob die Ein- oder Ausgabe-DvBs beziiglich der
Berechnungs-DvBs gleichartig angeordnet sind oder nicht, siche Abschnitt 6.5 ab Sei-
te 109. Bei der Teilwortparallelisierung mit Partitionsmatrix ©" sind die DvBs gleich-
artig angeordnet, bei Verwendung der Partitionsmatrix ©%" jedoch nicht. Somit wiihlen
wir die Matrix @1 fiir die Teilwortparallelisierung. In Abbildung 8.5(a) ist diese Parti-
tionierung des Iterationsraums dargestellt.

Algorithmus 8.2 zeigt den teilwortparallelen Kantenerkennungsalgorithmus. Die dick dar-
gestellten Variablen y[&'] sind DvBs mit vier Teilwortern. Die Additions-, Subtraktions-,
Multiplikations-, Absolutwert- und die Min-Operationen sind nun teilwortparallele Op-
erationen. Die Packoperation F), der neuen Zuweisungen ss,, s¢,, S7, und s;3, entspricht
der in Abschnitt 6.2 ab Seite 91 vorgestellten Packoperation y = F, (Xl,XQ,df ) Die
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Algorithmus 8.2 Kantenerkennungsalgorithmus mit TWP-Operationen

51 p[r"] = pi[R"], R e K
So d[r™] =2 p[r™], 7 e Kl
S3 hi[rk"] = p[r"™ - ()] + p[R"], R™ e K}
Sq hy[R™] = hy[R7] + d[R™ — (9), R e Kl
55, 65.1[%"] = F, (p[R"] pR" — (3)).2). R™ € K}
S5 vi[R7] = t5.1[R™] + p[RT), ™ e Kl
o t61[R"] = F, (A[R"],d[R"™ ~ (3)],1) R € K
S6 vo[R7] = vi[R™] + tea[R7], 7 e Kl
s7, t;1[R7] = F, (hg[/’% | ho[R7 — ()], 2) , R e KL
S7 hs[R7] = t71[R"] — ho[R7], 7 e Kl
Ss - h[r™] = |hs[&"7]), 7 e Kl
So v3[R7] = vo[RD — (9)] — vo[R™Y), "7 e KL
510 vIR™] = |vs[R"]), R™ e K;
S1p m[r"] = h[g"] + v[r"], R e Kl
Sto : o[r""] = min(255, m[r")), r™ e Kl
S13,1 : tisa[R"] = F, (0[”P1]>0['€P1 (5)]’2> ) R™ e Kly
S13 - p R — ()] = tiz1[R"], k™M e Kl
~ zh
mit K',Pl = (/’{}DI ) )
2
’/C\l _ {EH OSE?S(%] } El _ {EH OSE?S(%] }
1 o<gflcy S0 73 <iilcy  J7
[ {Rpl 0@?3(%1} Q1 {Epl o<y <[XFL] } and
5 o<Eicy ST 2<Ryl <y
1 [P 1§E?§V‘:11}
Kis = {K’ 2<ryl<y  J°
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Abbildung 8.5: Partitionierung des Iterationsraums

vierte Packzuweisung s;3, entstand aufgrund der Korrektur des unausgerichteten Spei-
cherzugriffs der Ausgabezuweisung s;3 des Algorithmus 8.1. In Abschnitt 6.5.3 wurde die
Transformation eines unausgerichteten Speicherzugriffs in einen ausgerichteten Speicher-
zugriff vorgestellt.

Abbildung 8.6 zeigt den RAG des teilwortparallelen KEA 8.2. Die Knoten der zusétzli-
chen Packzuweisungen sind mittels einer dickeren Umrandung hervorgehoben.

8.2.2 Abbildung auf das Rechenfeld

Die Parallelitiat der zweiten Ebene erhalten wir durch das parallele Arbeiten der Prozes-
sorelemente. Die beiden Partitionierungsmatrizen ©2 = (29) und ©2% = (49) sind fiir
eine effiziente Abbildung des KEAs mit TWP-Operationen (Alg. 8.2) auf das Rechenfeld
mit GréBe 9~ = (2) moglich. Abbildung 8.5(b) illustriert die zweite Copartitionierungs-
stufe mit ©12 = (29), wobei fiir die Partitionsmatrix ©2 = E gewihlt wurde. Acht
Iterationen gehoren zu einer Copartition der zweiten Copartitionierungsstufe. Dabei ist
zu beachten, dass jede Iteration R eine Copartition der ersten Copartitionierungsstufe
ist.

Ein weiterer Aspekt der Auswahl der Partitionsmatrix ©®2 ist der Grad an Datenwie-
derverwendung in der ersten Abarbeitungsrichtung a{’ 2. Fiir den KEA erhalten wir die
folgenden Transferwerte U2 (&P 2) abhingig von der Partitionsmatrix ©?%:

Der Transferwert U2 (aP 2), siehe Seite 175 ff., gibt an, wie viele Daten des Algorithmus

. .. ~P5 . L. ~P -~ .
auf Basis von DvBs von Partition £ 2 in Partition K'? + d’? wiederverwendet werden.
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Abbildung 8.6: RAG des teilwortparallelisierten KEA, siehe Alg. 8.2
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KAPITEL 8. REALISIERUNGEN

Tabelle 8.4: Experimentelle Ergebnisse fiir KEA mit TWP auf einem 4 x2 Rechenfeld

PE Ressourcen = (k% k2 E™)  Abarbeitungsdauer
R1 2xmy ((00) (01) (409638)) 331 783
R2 3xmy ((00) (00) (25605)) 207 358
R3  4x my ((00) (00) (20484)) 165 896
R4 1xmg, Ixms  ((00) (00) (512010)) 414 731
R5 1xmg, 2xms ((00) (06) (25605)) 207 368
R6 2xmy, Ixms  ((00) (00) (512010)) 414 727
R7 2xma, 2xms  ((00) (00) (25605)) 207 367
R8 1xma, 3xms ((00) (06) (25605)) 207 368
R9 2xma, 3xms  ((00) (00) (20484)) 165 895

Die lokale Wiederverwendung U= (aP 2 = (8)) = 128 ist fiir beide Partitionierungsma-
trizen gleich. Die beste Datenwiederverwendung erhalten wir mit Partitionsmatrix ©3
und Abarbeitungsreihenfolge & = (2 1). In diesem Fall werden U2 (HP 2= (9)) =20
Daten in der nachfolgenden Partition wiederverwendet. Sollte diese Abarbeitungsreihen-
folge nicht moglich sein, so sollte die Partitionsmatrix ®% mit Abarbeitungsreihenfolge
a? = (1 2) verwendet werden.

8.2.3 Ablaufplanung und Abbildung auf Funktionseinheiten

Unter Verwendung eines gemischt-ganzzahligen linearen Programms, entwickelt an der
Universitat Erlangen-Niirnberg | I |, wurde die ressourcenbeschrinkte Ab-
laufplanung durchgefiihrt. Die Tabelle 8.4 zeigt die ermittelten globalen Ablaufvektoren
T" = (K‘,SQ K2 RPQ) fiir den KEA, welcher auf ein 4 x 2 Rechenfeld mit Teilwortparal-
lelitdt in den PEs abgebildet wurde, fiir verschiedene PE-Architekturen. Der spaltenweise
Ablaufplan &" = (2 1) wurde fiir alle Experimente verwendet. Die Abarbeitungsdauer
fiir die Experimente bei einem Eingabebild der Grofle 1280 x 1024 sind als Taktzyklen
angegeben. In Abbildung 8.7 ist der lokale Ablaufplan fiir Realisierung R4 als Gantt-Plan
angegeben. Die Késtchen mit der gleichen Hintergrundfarbe sind die Zuweisungen einer

Tteration.

Die ersten drei PE-Architekturen von Tabelle 8.4 unterscheiden sich nur beziiglich der
Anzahl an Funktionseinheiten m;. Die Beschleunigung betriagt 2,0 fiir R2 und 1,43 fiir
R3 im Vergleich zu R1. Diese Resultate sind gleich (2,0 bei R3) oder in der Néhe (1,5 bei
R2) der theoretisch maximalen Beschleunigung. Die anderen PE-Architekturen nutzen
die Funktionseinheiten my und ms, welche unterschiedliche Funktionalitdten haben, sie-
he Tabelle 8.3. Aus den Ergebnissen von 8.4 wird ersichtlich, dass die PE-Architekturen
R4 und R6 sowie die PE-Architekturen R5, R7 und RS fast die gleiche Abarbeitungsdau-
er haben. Folglich sind die PE-Architekturen R4 und R5 die besseren Losungen, denn
diese Architekturen benotigen weniger Funktionseinheiten. Abschlielend sollen die Er-
gebnisse der Rechenfeldrealisierung von Tabelle 8.4 mit den experimentellen Ergebnissen
einer Realisierung auf einem Einzelprozessor mit und ohne Teilwortparallelitit, siehe
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Abbildung 8.7: Gantt-Chart des KEA, welches auf ein 4 x 2 Rechenfeld mit je einem FE my und ms pro PE abgebildet wurde
(Iterationsintervall A = 10)
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Tabelle 8.5: Experimentelle Ergebnisse fiir KEA auf einem Einzelprozessor

PE Ressourcen 7 =R"™  Abarbeitungsdauer
KEA mit TWP (Algorithmus 8.2)
R3  4x my (4 1284) 1314 824
R4 Ixmy, Ixms (10 3210) 3 287 048
R9 2xmy, 3xms (4 1284) 1 314 823
KEA ohne TWP (Algorithmus 8.1)
R3 4xmy (3 33846) 3938 311
R4 1xmy, Ixms (10 12820) 13 127 689
R9 2xmy, 3xms (4 5128) 5251 077

45 B 1x1 mit TWP vs. 1x1 ohne TWP
[C14x2 mit TWP vs. 1x1 mit TWP
40 | 4x2 mit TWP vs. 1x1 ohne TWP

o 35 31.65 31.65
E
g 925
<
S 20
9]
A 15

10

5 -

0 ||

R3 R4 R9
Abbildung 8.8: Beschleunigungen zwischen KEA Versionen

Tabelle 8.5, verglichen werden.

Abbildung 8.8 zeigt ein Balkendiagramm, welches die Beschleunigung der Rechenfeldrea-
lisierung (4 x 2) im Vergleich zur Realisierung auf einem Einzelprozessor (1 x 1) mit und
ohne Teilwortparallelitdt in den PE-Ressourcen R3, R4 und R9 darstellt. Die Beschleuni-
gung fiir die Realisierung auf einem Einzelprozessor mit Teilwortparallelitiat im Vergleich
zur Realisierung ohne Teilwortparallelitat betragt 3,00 fiir R3 und 3,99 fiir R4 und R9.
Die fast maximale Beschleunigung von 3,99 (max: 4,00) fiir R4 und R9 ergibt sich auf-
grund der Abarbeitung der Packbefehle in den Funktionseinheiten msy, welche bei der
Realisierung ohne Teilwortparallelitdt wenig genutzt wurde. Die Beschleunigung fiir die
Parallelisierung auf dem Rechenfeld betragt 7,93 fiir alle PE-Ressourcen. Damit erreichen
wir fast (99,1 %) die theoretisch maximale Beschleunigung von 8,00. Somit ergibt sich
eine maximale Beschleunigung von 3,99 - 7,93 = 31,65 fiir die Rechenfeldrealisierung
mit Teilwortparallelitit im Vergleich zur Realisierung auf einem Einzelprozessor ohne
Teilwortparallelitit. Werden die zusétzlichen Packbefehle wie bei R3 nicht in einer extra
Funktionseinheit abgearbeitet, so ist die Gesamtbeschleunigung mit 3,00 - 7,93 = 23,74
deutlich geringer.
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8.3 Zusammenfassung

Anhand von drei Beispielen wurde die Abbildung von drei verschiedenen Algorithmen auf
ein Prozessorelement mit Teilwortparallelitéit oder ein Rechenfeld mit Teilwortparallelitét
illustriert. Dabei wurde die in Kapitel 7 vorgestellte Abbildungsstrategie verwendet.

Das FIR-Filter wurde auf ein Intel Core2 Prozessor abgebildet, welcher Teilwortparalleli-
tat erlaubt. Neben der Ausnutzung der Teilwortparallelitit wurden auch die acht lokalen
Register bewusst ausgenutzt. Das fiihrte zu einer Beschleunigung des teilwortparallelen
Algorithmus im Vergleich zum Algorithmus mit Einzeldaten von 5,67 bis 6,50 abhéngig
von der Filterldnge J.

Der STAF-Algorithmus, ein wichtiger Algorithmus auf dem GSM Standard, wurde auf
den AMD Athlon- bzw. den Intel Pentium-II-Prozessor abgebildet. Die lokalen Register
wurden fiir den aufwindigen Berechnungskern benotigt. Somit konnte die lokale Daten-
wiederverwendung leider nicht weiter verbessert werden. Die ermittelte Beschleunigung
der teilwortparallelen Realisierung gegeniiber der Realisierung mit Einzeldaten betrigt
2,96 fiir den AMD Athlon-Prozessor und 2,81 fiir den Intel Pentium-II-Prozessor.

Abschlieend wurde die Abbildung des Kantenerkennungsalgorithmus (KEA) auf das
schwach programmierbare Rechenfeld (SPRF) vorgestellt. Das Rechenfeld hat die Grofe
von 9~ = (2). Die schwach programmierbaren Prozessorelemente des Rechenfelds erlau-
ben Teilwortparallelitdt mit den Faktor B = 4. Als maximale Beschleunigung erreichten
wir bei der Abbildung des KEAs auf das SPRF einen Faktor von 31,65 gegeniiber einer
Realisierung auf einem Prozessorelement ohne Teilwortparallelitiat. Diese Beschleunigung
liegt in der Néhe der theoretischen Beschleunigung von (2-4) -4 = 32.
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Kapitel 9

Zusammenfassung und Ausblick

9.1 Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurde eine Abbildungsstrategie zur Abbildung von Algorithmen der Al-
gorithmenklasse der uniform iterativen Algorithmen auf Rechenfelder mit Teilwortpar-
allelitat vorgestellt. Bei der Abbildung der Algorithmen auf die Zielarchitektur erfolgte
auch eine Anpassung an Speicherarchitektur mit der das Rechenfeld verbunden ist. An-
hand von drei Beispielen wurde die Effektivitat dieser Abbildungsstrategie illustriert und
deren Potential aufgezeigt.

Nach der Vorstellung der Zielarchitektur im Kapitel 2 und der Algorithmenklasse im Ka-
pitel 3 wurden im Kapitel 4 die beiden Algorithmentransformationen Reindizierung und
mehrstufige Partitionierung vorgestellt. Beide Transformationen sind die Grundmetho-
den fiir den in der Arbeit entwickelten Abbildungsprozess. Dabei wurde in Abschnitt 4.2.2
eine neue Methode zur Partitionierung von Datenabhingigkeiten vorgestellt. Die mehr-
stufige Partitionierung wurde in Kapitel 5 zur mehrstufigen modifizierten Copartitionie-
rung (MMC) erweitert. Die MMC beinhaltet auch die Ablaufplanung und die Bindung
der Funktionseinheiten der Prozessorelemente an die Teilzuweisungen des Algorithmus.
Die allgemeine Beschreibung der Ablaufplanung wurde um die Leerlaufverzégerung er-
weitert, um fiir jede Partitionierung des Algorithmus eine konfliktfreie Ablaufplanung
definieren zu konnen.

In Kapitel 6 wurde die Transformation eines Algorithmus mit Einzeldatenoperationen
in einen Algorithmus mit teilwortparallelen Operationen vorgestellt. Hierfiir wurde die
erste Stufe der mehrstufigen modifizierten Copartitionierung verwendet. Die notwendi-
gen Packoperationen fiir die teilwortparallele Version des Algorithmus wurden systema-
tisch ermittelt. Weiterhin wurde die Transformation der Ein- und Ausgabezuweisungen
des Ausgangsalgorithmus abgeleitet, welche von der Art der Speicherung der Daten im
Hauptspeicher sowie deren Lese- und Schreibmoglichkeiten abhéngen.

Die Prisentation der gesamten Abbildungsstrategie fand in Kapitel 7 statt. Die Ab-
bildungsstrategie beinhaltet zwei Schritte, die ,Vorverarbeitung®“ und die , mehrstufige

213
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modifizierte Copartitionierung®.

Die ,Vorverarbeitung* besteht aus den beiden Teilschritten ,Reindizierung” und ,, Anpas-
sung an die Algorithmenkonvention®“. Fiir die , Reindizierung” wurde eine mehrstufige
Optimierung auf Basis der ganzzahligen linearen Programmierung entwickelt, mit der
die Ausrichtung und die Lénge der Abhéngigkeitsvektoren, die Anzahl der Packoperatio-
nen und das Volumen des den Iterationsraum umschlieBenden Hyperquarders optimiert
werden kann. Mit der ,,Anpassung an die Algorithmenkonvention“ wird der Algorithmus
so umformuliert, dass er die Algorithmenkonvention von Abschnitt 3.4 erfiillt. Durch die
Vorverarbeitung wird der Algorithmus so verdndert, dass der verdnderte Algorithmus
mittels der mehrstufigen modifizierten Copartitionierung schnell und effizient auf die
Zielarchitektur abgebildet werden kann.

Der Abbildungsschritt der ,,mehrstufigen modifizierten Copartitionierung® unterteilt sich
in die einzelnen Copartitionierungsstufen und die abschliefende Ablaufplanung. Mit jeder
Stufe erfolgt eine Anpassung des Algorithmus an bestimmte Parameter der Zielarchitek-
tur:

1. Copartitionierungsstufe:

— Ausnutzung der Teilwortparallelitét

2. Copartitionierungsstufe:

— Anpassung an Rechenfeld,

— Ausnutzung der lokalen Register in den Prozessorelementen
e 3. bis n. Copartitionierungsstufe:

— Anpassung an die Speicherarchitektur

Ablaufplanung;:

— Bindung der Teilzuweisungen des Algorithmus an die Funktionseinheiten in
den Prozessorelementen,

— Ablaufplanung unter Beachtung der Latenzen und der Eingabeverzégerungen
der Funktionseinheiten.

In der Arbeit wurde gezeigt, dass der Algorithmus systematisch an die Parameter der Zie-
larchitektur angepasst werden kann. Fiir die Bestimmung der Parameter zur Ausnutzung
der lokalen Register in den Prozessorelementen und zur Anpassung an die Speicherarchi-
tektur wurde die Transfermenge eingefiihrt, welche die Daten einer Zuweisung enthélt,
die zwischen zwei Partitionen transferiert werden miissen.

AbschlieBend wurde im Kapitel 8 anhand des FIR-Filters und des STAF-Algorithmus
die Abbildung auf ein Prozessorelement mit Teilwortparallelitit und anhand des Kan-
tenalgorithmus die Abbildung auf ein Rechenfeld mit Teilwortparallelitéit illustriert. Die
ermittelten Abbildungen auf die Zielarchitektur mit Hilfe der vorgestellten Abbildungs-
strategie fithrten zu einer effizienten Abarbeitung des Algorithmus auf der jeweiligen
Zielarchitektur.
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9.2 Ausblick

Nachfolgend werden mogliche Weiterentwicklungen der in Kapitel 7 vorgestellten Abbil-
dungsstrategie und potentielle Verkniipfungspunkte mit anderen Abbildungsmethoden
vorgestellt.

Die Befehlssiatze von Architekturen mit Teilwortparallelitit besitzen meist auch teil-
wortparallele Befehle, die nicht dem Eine-Operation-Mehrere-Daten-Prinzip, siehe Ab-
schnitt 2.2 ab Seite 9, folgen. In Abschnitt 2.2 wurden diese Befehle als Sonderbefehle
bezeichnet. Diese Befehle werden mit der vorgestellten Abbildungsstrategie nur unzurei-
chend genutzt. Wie in | | gezeigt wurde, kann bei Verwendung dieser Sonderbefehle
die Kausalitdtsbedingungen weicher formuliert werden, was die Abarbeitung der Algo-
rithmen auf der Zielarchitektur weiter beschleunigt.

Pieter Op de Beeck beschéftigte sich in den Arbeiten [ | und | ]
mit der Organisation der Daten im Speicher. Hierbei untersuchte er fiir Anwendun-
gen mit mehreren Algorithmen, wie die Daten auf Basis von Teilwortern im Speicher
organisiert werden miissen, damit Speicherzugriffe und Packbefehle zwischen den ein-
zelnen Algorithmen der Anwendung vermieden werden. Die dabei ermittelten Vorgaben
fiir die Abarbeitung der jeweiligen Algorithmen kénnten nun als Restriktionen fiir die
Teilwortparallelisierung der einzelnen Algorithmen der Anwendung verwendet werden.
Somit wiirde man eine sowohl speicheroptimierte als auch teilwortparallel effiziente Rea-
lisierung fiir die Anwendung erhalten. Weiterhin kénnten in seine Untersuchungen die
Packbefehle, welche durch die Teilwortparallelisierung der einzelnen Algorithmen entste-
hen, mit einbezogen werden, indem diese mittels der Methoden aus Kapitel 6 bestimmt
werden.

Die in Kapitel 7 vorgestellte Abbildungsstrategie betrachtet die Anpassung an die Spei-
cherarchitektur nach der Parallelisierung des Algorithmus. Im Gegensatz dazu unter-
sucht die Datentransfer- und Speicheruntersuchung (DTSE - Data Transfer and Storage
Exploration) | | die Speicheranpassung vor der Ablaufplanung/Parallelisierung
des Algorithmus. Hierbei werden weitere Aspekte, wie der Aufbau und die Arbeitsweise
der Speicher, in die Untersuchung mit einbezogen. Auflerdem erfolgt bei der DTSE die
Anpassung an die Speicherarchitektur nicht nur beziiglich eines einzelnen Alorithmus
sondern beziiglich aller Algorithmen einer Anwendung. Beide Methoden kénnen mit-
einander kombiniert werden, dhnlich wie in | | prasentiert. Dabei wird zuerst die
Anwendung, welche i. A. mehrere Algorithmen enthélt, mittels der DTSE an die Hin-
tergrundspeicher (engl.: Background Memory) angepasst, wobei bei dieser Anpassung
zwischen plattformunabhéngiger und plattformabhéngiger Hintergrundspeicheroptimie-
rung (engl.: Background Memory Optimization) unterschieden wird. Im zweiten Schritt
kann dann die mehrstufige modifizierte Copartitionierung genutzt werden, um die Al-
gorithmen der Anwendung einzeln beziiglich der Parallelverarbeitung und der lokalen
Speicheranpassung zu optimieren. Die Ergebnisse der Hintergrundspeicheroptimierung
sind dabei Randbedingungen fiir die mehrstufige modifizierte Copartitionierung (MMC).
Abbildung 9.1 illustriert dieses Vorgehen.

Eine weitere interessante Verkniipfung kénnte mit der in [ | vorgestellten Methode
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KAPITEL 9. ZUSAMMENFASSUNG UND AUSBLICK

Hintergrundspeicher-

plattform- plattform- ’ ,
Alg. 1 INCE) —> urelblBe > S —> (X3! Alg. 3

Alg. 2 L. Alg. 2
optimierung

MMC

Alg. n' ... ein durch die Hintergrundspei-
cheroptimierung verdanderter Alg. n mit Re-

striktionen fiir die nachfolgende mehrstufi-
ger modifizierter Copartitionierung (MMCQC) -

Abbildung 9.1: Kombination von Hintergrundspeicheroptimierung und mehrstufiger mo-
difizierter Copartitionierung (MMC)

zur Parallelisierung von Algorithmen auf Kahn Prozessnetzwerken (engl.: Kahn Process
Networks) entstehen. Kahn Prozessnetzwerke sind gut geeignet fiir die systematische
Abbildung auf Mehrkern-Architekturen [SKD02], wie z. B. dem Cell-Prozessor [Int07h].
Die Methode zur Parallelisierung basiert wie die Abbildungsstrategie in dieser Arbeit
auf einer Beschreibung der Algorithmen als Polyeder. Somit kénnte eine systematische
Abbildungsstrategie fiir die Abbildung von Algorithmen auf Mehrkern-Architekturen
mit Teilwortparallelitit entwickelt werden. Zielarchitektur wire zum Beispiel der Cell-
Prozessor mit seinen acht synergischen Verarbeitungselementen (engl.: Synergistic Pro-
cessing Elements), welche Teilwortparallelitiat auf einem 128 Bit breiten Datenpfad erlau-
ben. Die Teilwortparallelitidt wiirde mit den Methoden dieser Arbeit und die Parallelitat
der Mehrkern-Architekturen mit den Methoden aus [ACE08] ausgenutzt.
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Anhang A

Algorithmen

In diesem Abschnitt werden ausgewéhlte Algorithmen in Form eines uniforme iterativen
Algorithmus vorgestellt, welche in der Arbeit verwendet werden.

A.1 I|IR-Filter

Algorithmus A.1 zeigt das Filter mit unendlicher Impulsantwort (engl. infinite impulse
response filter, kurz: IIR-Filter).

In Abbildung A.1 ist der reduzierte Abhéangigkeitsgraph des beschriebenen IIR-Filters
dargestellt.

227



ANHANG A. ALGORITHMEN

Algorithmus A.1 IIR-Filter als uniform iterativer Algorithmus
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A.1. IIR-FILTER

Abbildung A.1: Reduzierter Abhéngigkeitsgraph des IIR-Filters
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A.2 STAF-Algorithmus

Der kurzfristige Analysefilteralgorithmus (englisch: short term analysis filtering (STAF)
algorithm) ist Teil des GSM Standards. Die uniforme Rekurrenzgleichnung des STAF-

Algorithmus ist in Algorithmus A.2 angegeben.

Algorithmus A.2 STAF-Algorithmus

) rli|,
S1 ¢ yr[lzc]: H i
yr[k—l]a
_ d.[k],
S2 ¢ yd[llc]: i
{ycd[kl]a
uelk — 1],
S3 Yu 1] =  welk — 1],
ycu[;ﬂzﬁ]7
S4: ycd[lic]:yd[li]+yr[li]'yU[lZc]7
S5 Yeu [1] = vu k] +ur 0] - vali],
S dolk] = val}],
St uglk —i] = yu['?]’
yU[IZc]a
mit Z,; ={i=(})€Z*|0<i<i,—1Ak=0},
Ti,={i=(})eZ’|0<i<i,—1A1<k<k,—1},
La={i=()€Z’|i=0A0<k<k,—1},
Lo={i=()eZ’|1<i<i,—1A0<k<k,—1},
I, ={i=(})€Z’|i=0N0<k <k, — 1},
Tp={i=()eZ’|1<i<i,—1Ak=0},
Liz={i=(})eZ’|1<i<i,—1A1<k<k,—1},
Tii=1{i=(})€Z’|0<i<i,—1AN0<k<k,—1},
Tia={i=(})€Z’|0<i<i,—1A0<k<k,—1},
Lo={i=()€Z’|i=i,—1A0<k<k,—1},
Toa={i=()eZ’|i=i,—1A0<k <k, —1},
Too={i=()eZ’|1<i<i,—2ANk=k,—1},
in =8, k, = {13,14,120}.
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A.3. KANTENERKENNUNGSALGORITHMUS

A.3 Kantenerkennungsalgorithmus

Algorithmus A.3 KEA mit Datenwiederverwendung in einer Raumrichtung

s1 yilyl =pily], [y e
821 hilyl =wily5 ]+ 2wyl + v ], [y] €Ly
53 v [yl = wily™1] - [y+1] [y] € Zs
84 ha[y] = |ha [75"] = [”1} [y] € Zy
55 ve 5] = lor [7yt ]+ 2o [5] + o [T ] ] €T
86 : m[y] = mi (55h2[]+vz[]) [v] € Zs
87 Polyl =mlyl, [y] €Tz

mit 7, = {[}] €Z° | 0<2<N—-1A0<y<M-1}
L=T;={[}]€Z*|0<2<N-1A1<y< M -2}
=L =T =T, ={[}] €Z? | 1<s<N-2A1<y<M-2}
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A.4 Wellendigitalfilter

Algorithmus A.4 zeigt eine Version des Wellendigitalfilters, wie er in | | vorgestellt
wurde.

Algorithmus A.4 Wellendigitalfilter mit elf Zuweisungen und 32 Datenabhéngigkeiten

b : bi[i] = aq1[i] — y1 (as[i] + asli]) , ieZ
by : boi] = azli] — y1 (azi] + az[i]) , ic?l
bs : bsli] = —bu[i] — asli] — (as[i] + as[i] + asli]), ieZ
ay agli] = —0.5 ((be[i — dy] + byi — d1]) — (be[i — da] — byfi — da))), ieZ
by bali] = bsli] + aali] — asli], ieZ
as : asli] = —0.5 ((bs]i — ds] + bs[i — d]) — (bfi — du] — bsli — du])) icT
bs : bs[i] = — (as[i] + aali]) + y2 (asli] + aali] + asi]) , ieZ
ag : ag[i] = —0.5 ((bg[i — dy] + ba[i — d1]) + (bs[i — da] — bs[i — da])), iceZ
be bli] = —b1[i] — (a1[i] + agli]), ieZ
ar az[i] = —0.5 ((bs[i — ds] + bs[i — d3]) + ((bz[i — d4] — bs[i — d4])), ieZ
by : br[i] = —bs[i] — (as[i] + a7li]), ieZ

mitd; = (1 0 1) ,do=(-1 0 1)",ds=(0 1 1)',ds=(0 —1 1)" und
I={i=(r y 2)' |[0<z<10A0<y<10A0<z+y+2-2z<10}
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Anhang B

Graphen und Baume

Graphen und Baume, als spezielle Graphen, sind beliebte Hilfsmittel, um komplexe Zu-
sammenhénge einfach darzustellen. Die in dieser Arbeit verwendeten Graphen, der re-
duzierte Abhéngigkeitsgraph (Definition 3.4) und der Baum der partitionierten Abhén-
gigkeitsvektoren (Definition 4.3) zeigen dies.

Im nachfolgenden Abschnitt wird zuerst der Graph und seine Eigenschaften vorgestellt,
bevor in Abschnitt B.2 der Baum und dessen Eigenschaften prasentiert werden.

B.1 Graphen

Die Definition eines Graphen lautet:

Definition B.1 (Graph mit Mehrfachkanten)

FEin (gerichteter) Graph mit Mehrfachkanten ist ein Paar G = (V, £). Hierbei ist V eine
endliche Menge von Knoten v. Die Menge & ist eine Multimenge iiber dem kartesischen
Produkt V x V. Sie enthélt alle Kanten e des Graphens.

Die Knoten eines Graphen werden im Allgemeinen als Punkte oder Kreise dargestellt.
Die Kanten sind Pfeile, welche vom Knoten u = o(e) € ¥V zum Knoten v = §(e) € V
zeigen, wenn e € & ist.

Von einem Knoten u € V kénnen Vorgénger und Nachfolger definiert werden.

Definition B.2 (Vorginger, Nachfolger)
Es sei G = (V, &) ein Graph und e € £ eine Kante von Knoten u = o(e) nach Knoten
v = d(e). Dann ist v direkter Nachfolger von u und u direkter Vorgénger von v.

Die Anzahl an direkten Vorgédngern und Nachfolgern werden als Fingangsgrad und Aus-
gangsgrad bezeichnet.
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Definition B.3 (Eingangsgrad, Ausgangsgrad)
Es sei G = (V, &) ein Graph. Der Eingangsgrad i(u) eines Knotens u € V ist gleich der
Anzahl seiner direkten Vorgénger, d. h.

ilu=oc(e)) =|(v=20(e)|e € &). (B.1)

Der Ausgangsgrad o(u) eines Knotens u € V ist gleich der Anzahl seiner direkten Nach-
folger, d. h.

o(u=9d(e)) =|(w=oc(e)e €f). (B.2)

Ein Knoten u heifit isoliert, wenn o(u) = i(u) = 0 gilt.

Die Kanten e € & eines Graphen G = (V, ) kénnen zu Pfaden W zusammen gefasst
werden.

Definition B.4 (Pfad)
Ein Pfad W = {eq, e1, ..., em_1} in einem Graphen G = (V, ) ist eine geordnete Menge
von Kanten mit m € Ny und §(e;—1) = o(e;) fiir allei € {1,...,m — 1}.

Die Lange des Pfades ist gegeben durch m. Ein Pfad der Lange m = 0 heif3t leerer Pfad.
Den Knoten ug = o(eg) = o(W) bezeichnen wir als Anfangsknoten von W, den Knoten

Um—1 = 0(€m—1) = 6(W) als Endknoten von W. Alle anderen Knoten von W heiflen
innere Knoten.

Definition B.5 (Einfacher Pfad, Zyklus, Weg, Kreis, Schlinge)
Es sei W = {eq, e1,...,em_1} ein Pfad in einem Graphen G. Der Pfad W heift:

einfach, wenn er keine Kante mehrfach durchldauft, d. h. wenn alle e; paarweise ver-
schieden sind (i =0, ...,m — 1).

Zyklus, wenn er geschlossen ist, d. h. wenn 6(e,,_1) = o(eg) gilt.

Weg WY, wenn er keinen Knoten mehrfach durchlauft, d. h. wenn alle o(e;) unterein-
ander und alle §(e;) untereinander paarweise verschieden sind (i,j = 0,...,m — 1).

Kreis W°, wenn er ein Weg ist und geschlossen ist, d. h. ein Zyklus ist.

Schlinge W?*, wenn der Pfad W nur eine Kante besitzt und der Pfad gleichzeitig ein
Kreis ist.

Der leere Pfad ist einfach und ist auch ein Weg, aber ist kein Zyklus und kein Kreis.

234



B.2. BAUME

B.2 Baume

Der Baum ist graphentheoretisch ein spezieller Graph. Seine Definition lautet:

Definition B.6 (Baum)
Ein gerichteter Graph T' = (V, £) ist ein Baum, wenn

e er genau einen Knoten v mit Eingangsgrad i(v) = 0 enthilt,
e alle anderen Knoten u den Fingangsgrad i(u) < 1 haben,
e er keine Zyklen enthélt.

Definition B.7 (Wurzel, Blatt, Innerer Knoten)

Der Graph T = (V,€&) sei ein Baum. Der Knoten v € V mit Eingangsgrad i(v) = 0
wird Wurzel bezeichnet. Die Knoten u € V mit Ausgangsgrad o(u) = 0 werden Blétter
genannt. Knoten, welche weder Wurzel noch Blétter sind, werden als innere Knoten
bezeichnet. Fiir innere Knoten gilt: i(v) # 0 und o(u) # 0.

Definition B.8 (Kindknoten, Elternknoten)

Der Graph T = (V,€) sei ein Baum. Der Knoten w € V ist Kindknoten des Knoten
v € V, wenn eine Kante e € £ mit o(e) = v und §(e) = w existiert. Der Knoten v ist
beziiglich des Knoten w der Elternknoten. Kindknoten sind die direkten Nachfolger eines
Knoten und der Elternknoten ist der direkte Vorgédnger eines Knoten.

Definition B.9 (Tiefe)

Der Graph T = (V, £) sei ein Baum. Die Tiefe d(v) eines Knotens v € V ist die Lange des
Weges W* von der Wurzel r € V nach v. Die Tiefe d(T') = maxyyey d(v) des Baums T
ist die maximale Tiefe eines Knoten dieses Baums.

Béaume werden meist von oben nach unten oder von links nach rechts gezeichnet, wobei
die Wurzel oben bzw. links angeordnet wird. Die Knoten v gleicher Tiefe d(v) = const.
werden auf gleichen Niveau angeordnet. Die Pfeilspitzen an den Kanten werden meist
weggelassen, denn die Kanten sind immer von oben nach unten bzw. von links nach
rechts gerichtet.
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Anhang C

Ganzzahlig Lineare Optimierung

Die ganzzahlig lineare Programmierung (kurz: GLP, engl.: integer linear programming)
[ | ist Optimierungverfahren mit einer linearen Zielfunktion

min : c'x  oder max : c'x, (C.1)

die von einer Menge von Ungleichungen
Ax < b, c,xeQ", AecQ™" beQ™ (C.2)

eingeschrénkt wird. Im Gegensatz zur linearen Programmierung sind bei der ganzzahlig
linearen Programmierung einzelne oder alle Elemente des Vektors x nur im ganzzahligen
Raum z; € Z definiert.

In dieser Arbeit wird die ganzzahlig lineare Programmierung fiir die Bestimmung der
Reindizierungsparameter verwendet. Als Loser fiir die GLPs kénnen zum Beispiel die
Programme ILOG CPLEX | |, GLPK | | oder LPSolve verwendet werden.

C.1 Linearisierung von Beschrankungen

Viele Beschréankungen einer Problems miissen fiir die ganzzahlig lineare Programmierung
linearisiert werden, denn erst dadurch kann eine Problemstellung als GLP formuliert
werden.

C.1.1 Auswahl entsprechend dem Wert einer Binarvariable

Die Variable y soll entsprechend der Bindrvariable b den Wert von x; oder o annehmen

b=1
y = {;1:1, wenn , (C.3)

Ty, wenn b=0.
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Die Linearisierung der Bedingung fiihrt zu vier Ungleichungen:

r1 <y+2Xag(l —b), (C.4)
x1 >y —2Xqg(l —b), (C.5)
T <y + 2X g, (C.6)
Ty >y — 2Xqigh, (C.7)

Fiir den Wert des Faktors Xgig gilt: Xaqig = max(xq,x2) — min(zy, z3).

C.1.2 Vergleich

Die Binérvariable b € {0, 1} soll entsprechend des Vergleichs x < 0, 2 > 0, x <0, z > 0,
x =0und x # 0 ,1“ oder ,,0“ gesetzt werden, wobei z € Z eine Ganzzahl im Bereich
T, < x <z, ist.

Zuerst betrachten wir den Vergleich x < 0:

b:{l’ wenn x <0, (C.8)
0, sonst.
Diesen Vergleich linearisieren wir mit:
r—2X(1-0)<0 (C.9)
x+2Xb >1, (C.10)

wobei X = max(|z,|, |z,|) ist.

Soll nun ein Vergleich x < 0 durchgefiithrt werden, so muss das x des Kleiner-Gleich-
Vergleichs (C.8) gleich x + 1 sein. Fiir die Linearisierung des Kleiner-Vergleichs bedeutet
das:

r—2X(1—b) < —1 (C.11)
z+2Xb >0, (C.12)
mit X = max(|zyl, |z,|).

Die Linearisierung des Grofler-Gleich-Vergleichs und des Grofler-Vergleichs erhalten wir
durch Negierung der Variable x beim Kleiner-Gleich- bzw. Kleiner-Vergleich:

x>0 = —x<0, x>0 = —-x<0. (C.13)

Soll die Variable x auf Gleichheit oder Ungleichheit beziiglich Null iiberpriift werden,
so fithrt man zuerst einen Kleiner-Gleich- (b7) und einen Grofier-Gleich-Vergleich (b7)

durch:
i 1, wenn x>0, b 1, wenn x <0, (C.14)
0, sonst, 0, sonst.

Da die Variable z entweder gréfler-gleich oder kleiner-gleich Null ist, folgt fiir die Ergeb-
nisvariable b:

bei Geichheit: b =0T +b~ —1  bzw. bei Ungleichheit: b =2 —b" —b~.  (C.15)
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C.1.3 Minimum oder Maximum von zwei Werten
Soll von zwei Werten x; und x5 das Minimum oder das Maximum ermittelt werden

y = min(z, x2) oder  y = max(xy,z3), (C.16)

so vergleichen wir zuerst die beiden Werte mit einem Kleiner-Gleich- bzw. Gréfler-Gleich-
Vergleich. Die sich ergebende Binérvariable wird anschlieSend zur Auswahl des x; bzw.
xo Wertes genutzt.

239



ANHANG C. GANZZAHLIG LINEARE OPTIMIERUNG

240



Anhang D

Optimierung Vorverarbeitung

Die Reindizierung als Vorverarbeitungsschritt bei unserer Abbildungsstrategie wurde in
Abschnitt 7.1.1 vorgestellt. Fiir die Ermittlung der zuweisungsabhingigen Reindizie-
rungsvektoren ¢, wurden ganzzahlig lineare Programme (GLP) entwickelt, welche mit-
tels der Optimierungswerkzeuge ILOG CPLEX 11.0 | | oder GLPK 4.31 | ]

gelost werden konnen.

In den nachfolgenden Abschnitten werden die Beschreibungen der ganzzahlig linearen
Programme vorgestellt. Hierbei werden die im Anhang C vorgestellten Linearisierungs-
methoden verwendet.

Ausgangspunkt der ganzzahlige linearen Programme sind die reindizierten Abhéngig-
keitsvektoren d(e), welche entsprechend (7.4) auf Seite 141 berechnet werden.

Da der reindizierte Abhéingigkeitsvektor d(e) sich aus dem Abhéingigkeitsvektor d(e)
und der Differenz der Reindizierungsvektoren c;) und c,() bestimmt, gibt es mehrere
identische Losungen. Mit der nachfolgenden Bedingung ist nur noch eine Lésung moglich:

V3 :3es; =0, se8, 1<j<n, 0 <cs,. (D.1)

Hierfiir tiberpriifen wir mittels der binéren Variable 05 ;, siehe Anhang C.1.2, ob die
Variable ¢, ; = 0 ist. Durch die Bedingungen ) ¢ b

;> 1fir j € {1,...,n} wird nun
sichergestellt, dass mindestens ein ¢, ; je Raumrichtung j gleich Null ist.

D.1 Ausrichtung der Abhangigkeitsvektoren

In den Kapiteln 7.1 und 7.2.4 wurde gezeigt, dass die Abhéngigkeitsvektoren d(e), e € £
je Raumrichtung j moglichst in eine Richtung weisen sollen, um einen giiltigen Ablauf-
plan ¢(i%, s;) zu erhalten und maximale Parallelverarbeitung zu erméglichen.

Fiir die einfache Untersuchung, bei der fiir jede Raumrichtung j tiberpriift wird, ob die
Elemente d;(e) der reindizierten Abhéngigkeitsvektoren d(e) grofer-gleich oder kleiner-

gleich Null sind, siehe Abschnitt 7.1.1, muss fiir alle Elemente d;(e) dieser Raumrichtung
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nur c@(e) > 0, (positiv ausgerichtet) oder c@(e) < 0 (positiv ausgerichtet) festgelegt wer-
den. Ohne Angabe einer Zielfunktion kann der Optimierer nun sehr schnell ermitteln, ob
eine Losung mit dieser Vorgabe existiert oder nicht. Da die Anzahl n der Raumrichtungen
meist sehr gering ist, konnen alle Raumrichtungen sehr schnell {iberpriift werden. Voral-
lem fiir grofle UItA hat sich herausgestellt, dass dieses Vorgehen sehr effizient gegeniiber
einer komplexen Maximierung der Anzahl der Raumrichtungen mit ausgerichteten Ab-
héngigkeitsvektoren ist. Weiterhin kénnen die Ergebnisse der Untersuchungen, wie zum
Beispiel ,,Ausrichtung in Raumrichtung j nur in positiver Raumrichtung moglich®, als
Vorgaben spitere Optimierungen beschleunigen.

Fiir eine komplexe Maximierung der Anzahl der Raumrichtungen mit ausgerichteten
Abhéngigkeitsvektoren, bestimmten wir zuerst iiber (D.2) und (D.3) die Anzahl der
reindizierten Abhéngigkeitsvektorelemente, die in die positive bzw. negative Richtung
weisen

0 sonst,

bt — ij(e), b (e) = {1 wenn d;(e) > 0, (D.2)
ec&

b = ij_(e), b () = {1 wenn dj(e) <0, (D.3)

ppays 0 sonst.

Die Linearisierung des Grofler-Vergleichs d;(e) > 0 und Kleiner-Vergleichs d;(e) < 0
erfolgt entsprechend der Beschreibung in Anhang C.1.2. Von den Werten b;r und b;
ermitteln wir das Minimum je Raumrichtung:

i = min(bS, ). (D.4)

Ist b;“in = 0, so sind alle Datenabhéngigkeiten in der Raumrichtung j gerichtet. Die

Anzahl der Raumrichtungen j, in denen alle Abhéngigkeitsvektorelemente d;(e) in eine
Richtung weisen, kann somit wie folgt ermittelt werden:

_ b b __
r= bj, bj—

{1 wenn b;-“in =0 (D.5)

- 0 sonst.
j=1

Die Zielfunktion fiir das GLP lautet somit: max r.

Konnen die Abhéngigkeitsvektoren nicht in alle Raumrichtungen ausgerichtet werden
(r < n), so muss sicher gestellt werden, dass keine kontrdren Abh#ngigkeitsvektoren
entstehen. Hierfiir stellen wir basierend auf (7.6) auf Seite 142 folgende Bedingung auf.
Fiir alle Datenabhéngigkeitskombinationen (eq, ey) € Cfg‘, mit e;, e € & muss gelten:

</\ A (nla(el) + —n2&(62))> V (d(er) = 0) v (d(es) = 0) =1, (D.6)

ni=1ns=1

wobei gilt V(ep,e9) € Cﬁg‘ und ny,ny € N. Der erste Teil der Bedingung iiberpriift, ob
es einen Faktor k = — gibt. Mit dem zweiten und dritten Teil wird getestet, ob der
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Abhéingigkeitsvektor d(e;) bzw. d(es) ein Nullvektor ist, denn in diesem Fall existiert
ein Faktor k = 72, obwohl die Abhéngigkeitsvektoren nicht kontrér sind.

Die Léange der reindizierten Abhéngigkeitsvektoren a(e), e € £muss auf —N < a(e) <N
beschrénkt werden. Der Wert von N sollte klein gewihlt werden (z. B. N = 3), denn
die Anzahl an Nebenbedingungen fiir das GLP steigt mit gréfler werdenden N rasant.
Den ersten Teil von (D.6) realisieren wir iiber eine ODER-Kombination, deren Ergebnis
invertiert werden muss:

~ 1 NN nid(er) = —nod
dc(€1,62) — { wenn vn1=1 Vn2=1 m <61> U>) <€2)7 \V/(el,eQ) c C‘ZEP (D?)

0 sonst,
d(e1,e2) =1 — d°(e1,e2),  d(er,es) € {0,1}. (D.8)
Bei dem Vergleich nla(el) = —ma(eg) miissen nur jene Faktoren n; und ny betrachtet

werden, bei denen der gréfite gemeinsame Teiler der beiden Faktoren eins ist.

Mit der biniren Variable d°(e) wird iiberpriift, ob d(e) = 0 ist:

0 sonst,

Dle) = {1 wenn Y0 1401 =0 e Poeqol. (DY)

Die Bestimmung der Absolutwerte \c@(e)\ wird im néchsten Abschnitt vorgestellt.

Somit wird die Bedingung zur Vermeidung von kontriren Abhéngigkeitsvektoren nun
wie folgt formuliert:

1=d (61, 62) V do(el) V do(eg), \V/(el, 62) € C|25‘ (D]_O)

D.2 Minimierung der Packoperationen

Nach der Maximierung der Raumrichtungen mit ausgerichteten Abhéngigkeitsvektoren
soll nun die Anzahl der Packoperationen aufgrund des Zerfalls der Abhéngigkeitsvektoren
und der Datenein- und -ausgabe minimiert werden. Die Anzahl der Packoperationen
aufgrund des Zerfalls der Abhéngigkeitsvektoren ist abhéngig von der Verschiebung der
Iterationsrdume zueinander und soll mit dem GLP minimiert werden. Die Anzahl der
Packoperationen aufgrund Datenein- und -ausgabe ist nur von der Raumrichtung j, in
der die Teilworter zu DvBs zusammengefasst werden, abhéngig und kann entsprechend
Seite 143 ff. abgeschétzt werden. Diese Werte sind Eingabeparameter fiir unser GLP.

Die ermittelte Anzahl r an Raumrichtungen mit ausgerichteten Abhéngigkeitsvektoren,
siehe (D.5), ist eine Vorgabe fiir dieses GLP.

Fiir die Bestimmung der Packoperationen aufgrund des Zerfalls der Abhéngigkeitsvekto-
ren muss die Anzahl B der Teilworter, die in einem DvB zusammengefasst werden sollen,
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angegeben werden. Zusétzlich kann noch die Raumrichtung 7 vorgegeben werden, in der
die Teilworter zu DvBs zusammengefasst werden sollen.

Eine Packoperation entsteht, wenn die Menge X?(d(e)), siehe (4.31) auf Seite 46, ein
Element besitzt. Das ist der Fall, wenn in der Raumrichtung j in der die Teilwdrter zu
DvBs zusammengefasst werden, d;(e) mod B # 0 gilt, wie in (4.31) auf Seite 46 und
Abschnitt 6.2 auf Seite 91 gezeigt wurde. Da die zusétzlichen Variablen, welche aufgrund
der Linearisierung der Modolo-Operation entstehen, fiir die Berechnung der Manhatten-
Distanz verwendet werden sollen, wenden wir die Modolo-Operation auf die Absolutwerte
dj(e) = |d;(e)| aller Elemente 0 < j <n der Abhiingigkeitsvektoren d(e), e € £ an. Die
Linearisierung der Absolutwertbildung lautet:

2N - b;(e) + dj(e) > d%(e) (D.11)
dj(e) < dj(e) (D.12)
2N - bi(e) +dj(e) <2- N — di(e) (D.13)
dj(e) > —d}(e), (D.14)

wobei die Lange des Abhangigkeitsvektors a(e) je Raumrichtung auf —N < gj(e) <N
und damit der Absolutwert d®(e) auf 0 < cj‘;(e) < N beschrankt wird. Die Variable
bj(e) € {0,1} hat den Wert '0’, wenn gj(e) > 0 oder "1’ wenn c@(e) < 0. Bei Jj(e) =0
kann b;(e) sowohl den Wert ’0’ als auch ’1” annehmen.

Nun fithren wir fiir alle Elemente d*(e) eine Modolorechnung cAl;m(e) = cAl?(e) mod B
durch:

di(e) = dl(e) + B-de), 0<de)<B, dl(e),dl(e)eN. (D.15)

J

Ist c;f;m(e) > 0, so wird ein Packbefehl benotigt, wenn die Teilworter in der Raumrich-
tung j gepackt werden. Diese Information wird fiir jede Datenabhéngigkeit e und jede
Raumrichtung j ermittelt und in der Variable p?(e) hinterlegt:

0 dm(e) =0
pley=24" "G €©=0" ce1<j<n (D.16)
J 1 sonst,

Die Variable p; gibt nun an, wie viele Packoperationen je Raumrichtung j benotigt
werden, wenn in dieser Raumrichtung die Daten in DvB gepackt werden:

b=y v+ 0<p <], (D.17)

ec&
wobei p;/ “ die Anzahl zusitzlicher Packoperationen aufgrund der Datenein- und-ausgabe

bei Partitionierung in Raumrichtung j ist. Die Werte fiir pj/ * kénnen entsprechend der
Beschreibung auf Seite 143 ff. bestimmt werden.
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Da die Teilworter nur in eine Raumrichtung gepackt werden kénnen, wird mit r; und

dorp=1,  rjef{o1}, (D.18)
j=0

eine Raumrichtung ausgew#hlt bzw. mit

1, wenn ausgewihlt,

;= {0 dor=1, r;efo,1} (D.19)
, sonst. =

eine Raumrichtung vorgegeben.

In Abschnitt 7.1.1 wurde eine Einschréinkung fiir die Auswahl der Raumrichtung j prasen-
tiert. Existieren in dem Algorithmus Kreise W°, deren Summe der Abhéngigkeitsvektoren
dX ein Vektor mit einem Nicht-Null-Element ist, wobei dieses Nicht-Null-Element aljZ
betragsméfig kleiner B ist und gibt es mindestens einen Knoten auf dem Kreis, der eine
Berechnungszuweisung ist, so kann eine Teilwortparallelisierung in der Raumrichtung j
nicht erfolgen. Diese Untersuchung ist unabhéngig von den Reindizierungsvektoren und
kann am Ausgangsalgorithmus erfolgen. Durch Definition von 7; = 0 wird sichergestellt,
dass die Raumrichtung j nicht fiir die Teilwortparallelisierung ausgewéhlt wird.

Nun kann mit der nachfolgenden Zielfunktion und Gleichung die minimale Anzahl von
Packoperationen bestimmt werden:

min : p = Zpg, (D.20)
j=1

0 <p; <p, (D.21)

0> pf —|E]r; (D.22)

pi <pj+ €[ —7y) (D.23)

D.3 Ladnge der Abhangigkeitsvektoren

Ist die Anzahl der Raumrichtung, in denen die Abhéingigkeitsvektoren gerichtet sind,
maximal, und wurde die Anzahl an Packoperationen minimiert, so soll nun die Lange
der Abhéngigkeitsvektoren minimiert werden. Die bisher ermittelten Parameter werden
hierbei als Beschriankungen fiir diese Optimierung verwendet. Ziel der Reduzierung der
Lange der Abhéngigkeitsvektoren ist ein geringer Datentransfer und eine baldige Da-
tenwiederverwendung im Rechenfeld. Als Ma$ fiir die Lénge wéhlen wir die Manhattan-
Distanz m, siehe (7.18) auf Seite 148. Die Manhattan-Distanz m erhalten wir somit durch
das Aufsummieren der Absolutwerte c??(e):

m=Y_ Y die). (D.24)

Jj=1 e€&
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Der Wertebereich fiir m betragt 0 < m < nN|E|, wobei N die obere Grenze fiir c;f?(e)
ist.
Durch das Packen der Teilworter in DvBs ist die Manhattan-Distanz nach (D.24) nicht

mehr korrekt. Zerfillt der Abhéngigkeitsvektor 8( ) durch das Packen der Teilworter in
zwel partitionierte Abhéngigkeitsvektoren (p;(e) = 1), so ergibt sich fiir die Manhattan-
Distanz- Anteile:

mi(e) = 267?(6) +1, wemn r; =1, (D.25)
N 267?(6), wenn 7; = 0. '

Erhalten wir durch das Packen nur einen partitionierten Abhéingigkeitsvektor aus Ab-
héngigkeitsvektor d(e) (p;(e) = 0), so lauten die Manhattan-Distanz- Anteile:

dj(e), wenn r;=0.

my(e) {cij(e), wenn r; =1, (D.26)

Zuerst ermitteln wir nun die méglichen Manhatten-Distanz-Anteile m7(e) bzw. m’(e)
abhéngig von von r;:

dd(e) <m(e) < 2d(e) + 1, d2(e) <m’j(e) < 2d%(e), (D.27)
di(e) =mi(e) =3 N - pj(e), di(e) >mj(e) = 3+ N - pj(e), (D.28)
2d%(e) + 1 <ml(e) +3- N - (1 —pj(e)), 2d%e) <mT(e) +3-N-(1—pjle)). (D.29)

Diese werden iiber alle Datenabhéngigkeiten e € £ aufsummiert:

m; = Z m;(e), m} = Z mi(e). (D.30)

ecf ec&

Somit miissen nun drei Bedingungen formuliert werden, um die Manhattan-Distanz m;
je Raumrichtung j zu bestimmen:

m? <m; < m;’_-, (D.31)
m; >m; — 4N|E|(1 - ry), (D.32)
m}; <mj; + 4N|E|r;. (D.33)

Die Manhattan-Distanz m ist nun die Summe aller m;:
m = Z m;. (D.34)
j=1
Die Zielfunktion unseres GLPs lautete damit: min m.
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D.4 Minimierung des gemeinsamen lterationsraums

Nach der Maximierung der Raumrichtung mit ausgerichteten Abhéngigkeitsvektoren, der
Minimierung der Packbefehle und der Minimierung der Lénge der Abhéngigkeitsvektoren
soll abschliefend das Volumen des gemeinsamen Iterationsraums minimiert werden. Die
Ergebnisse der vorherigen Optimierungen sind hierbei wieder Beschriankungen fiir dieses

GLP.

Durch das Verschieben der Iterationsrdume Z; der Zuweisungen s € S eines Algorithmus
kann die Grofle des gemeinsamen Iterationsraums Z beeinflusst werden. Bei der Mini-
mierung des gemeinsamen Iterationsraums Z = conv | J,.gZs sollen zur Vereinfachung
nur die die Iterationsriume Z, und Z umgebenden Hyperquader Z5 und ZV betrachtet
werden, denn die Ausdehnung eines Hyperquaders in jeder Raumrichtung und damit das
Volumen des Hyperquarders kann leichter bestimmt werden.

Zuerst betrachten wir ein Algorithmus ohne Teilwortparallelitdt. Die Eckpunkte v € )ZD
des reindizierten Hyperquaders ZD werden mit der Gleichung v = v-c,, v € V- bestimmt.
Nun ermitteln wir fiir jede Raumrichtung den minimalen und maximalen Wert vy j bzw.
Umax,j, um daraus die Ausdehnung Vg ; zu berechnen:

Vimin < V - Cg, Vv eV VseS, (D.35)
Vimax > V - Cg, Vv eV, VseS, (D.36)
vdiﬁ = Vmaux - Vmin + 1. <D37)

Da bei der linearen Optimierung nur lineare Zielfunktionen zuléssig sind, kann das Vo-
lumen des Hyperquaders V (ZV) = H?:1 Vaiff ; nicht ermittelt werden. Alternativ wurden
zwei lineare Zielfunktionen implementiert. Bei der ersten Zielfunktion werden nur die

Ausdehnungen des reindizieren Hyperquaders miteinander addiert:
min : Z?}/diﬁ"j. <D38)
j=1

Das hat zur Folge, dass bei einem rechteckigen Iterationsraum die Verkiirzung des Ite-
rationsraums in 7;-Richtung, das gleiche Gewicht hat, wie die in is-Richtung, obwohl
das Volumen Vi = (vagig1 — 1) - Va2 bel vaig1 < vair2 kleiner als das Volumen Vi =
vait,1 - (Vaiee 2 — 1) ist. Deshalb wichten wir bei der zweiten Zielfunktion die Ausdehnungen
Vair,; des reindizierten Hyperquaders 7 mit der jeweils inversen Ausdehnung 1/vgig ; des
Hyperquaders Z-

n ~ n ~
. Vdift, . Vdiff,
min : — bzw. min : E V(). (D.39)
= Vaift, = Vdiff,

Die Zielfunktion kann noch mit dem Volumen V' (Z") des Hyperquaders Z" multipliziert
werden, wenn man ausschliefllich ganzzahlige Ergebnisse fiir die Zielfunktion erhalten
mochte.
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ig iQ Z.2
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Abbildung D.1: Minimierung der Ausdehnung bei Teilwortparallelitit

Wird der Algorithmus nach der Reindizierung teilwortparallelisiert und ist die Anzahl
B an Teilwortern je DvB bekannt, so kann dies bei der Minimierung des Hyperquaders
T" beachtet werden. Man beachte, dass eine Reduzierung der Ausdehnung in der Raum-
richtung, in der die Teilworter in DvBs gepackt werden, nur dann zu einer Reduzierung
der Abarbeitung fiihrt, wenn ein ganzes DvB in dieser Raumrichtung eingespart wer-
den kann. Abbildung D.1 zeigt das am Beispiel eines Iterationsraums mit Ausdehnung
vair,i, € {4,5,6} in i;-Richtung und mit B = 2 Teilwortern je DvB. Bei einer Ausdeh-
nung von vgif;, = o und vgg,;, = 6 werden drei Teilworter benttigt, um die Daten in
11-Richtung zu packen, wobei bei vqig;, = 5 nicht alle DvBs voll besetzt sind. Erst die
Reduzierung der Ausdehnung auf vgig;, = 4 fithrt zu einer Verringerung der Anzahl an
DvBs in dieser Raumrichtung.

Die Ausdehnung des Hyperquaders vgﬂ ; kann bei der Teilwortparallelisierung zwei Wer-
te je Raumrichtung annehmen.

Vaift, j jo_

- == wenn 717 =1

Vi = ( B L . ’ (D.40)
I Die J =0
Vdift, wenn 717 =0.

Die Werte W‘i‘%w fiir den Fall der TWP-Partitionierung bestimmen wir iiber die Modolo-
Berechnung entsprechend (D.15) und den binéren Variablen 63.&7 It

Udiff j7 _ ~ ~

( B ]—‘ = U(Ciliff,j + Ugiff,ja (D41)
%{diﬁ,j = i\}/CrlriLﬁ,j +B- 6§liff,j7 0< fﬁgfﬁr’j < B, <D42)
o 1, wenn vJg.#0,
vgiﬂ",j = {O sonst. i (D.43)

Die einfache Zielfunktion, bei der die Ausdehnungen je Raumrichtung addiert werden,
lautet nun:

min : vadiﬂc’j. (D.44)

j=1

Sollen die Raumrichtungen wie in (D.39) mit der inversen Ausdehnung des Hyperquaders
I9 gewichtet werden, so kann dies nicht mehr in der Zielfunktion realisiert werden,
sondern muss in (D.40) eingearbeitet werden
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B Udiff, j P

Vg i = LEdiff,jJ { B Jw’ wemn 17 =1, (D.45)

1 ~ . )
! varer g Ciff.g s wenn 717 =0,
bzw.
B | [Vait, -

[ = V(ID) Lgdiﬁ’,jJ (%—" wenn 71’ = 17 (D 46)
i = - ‘ .
o V(Im)ﬁfwvdiﬁ,j, wenn 77/ = 0.

Bei der zweiten Version wird jede Raumrichtung wieder mit dem Volumen von Z" multi-
pliziert, um ausschliellich ganzzahlige Losungen zu erhalten. Als Zielfunktion verwenden
wir weiterhin (D.44).

D.5 Beschleunigung der Optimierung

Die Ermittlung der Reindizierungsfunktionen kann fiir Algorithmen mit mehreren Zu-
weisungen und Datenabhéngigkeiten sehr aufwéndig sein. So wurden weitere Strategien
angewendet, um die Optimierung zu beschleunigen:

e Die Maximierung der Raumrichtungen mit ausgerichteten Abhéngigkeitsvektoren
wird fiir jede Raumrichtung j einzeln untersucht. Hierbei wird nacheinander fiir
jede Raumrichtung untersucht, ob die Abhéngigkeitsvektoren sich in dieser Raum-
richtung positiv oder negativ ausrichten lassen. Ist das der Fall, so konnen die
Abhéngigkeitsvektoren in dieser Raumrichtung ausgerichtet werden. Die Informa-
tion, in welcher Raumrichtung j das moglich ist und in welcher Richtung (positiv
oder negativ) sich die Abhéngigkeitsvektoren ausrichten lassen, werden den nach-
folgenden Optimierungen als Beschrankungen mitgeteilt.

e Die Nebenbedingungen zur Vermeidung kontrarer Abhédngigkeitsvektoren lésst die
Grofle des GLP sehr stark anwachsen und fithrt damit zu einer deutlichen Erhohung
der Berechnungszeit. Wird bei der Maximierung der Raumrichtungen mit ausge-
richteten Abhéngigkeitsvektoren festgestellt, dass die Ausrichtung fiir alle Raum-
richtungen moglich ist, so kénnen diese Nebenbedingungen entfallen.

e Die Minimierung der Packoperationen hat sich als weiteres Problem herausgestellt.
Untersuchungen haben gezeigt, dass eine Minimierung der Packoperationen ohne
die Nebenbedingungen zur Vermeidung kontriarer Abhéngigkeitsvektoren zu einer
schnellen Zwischenl6sung fiihrt. Diese Zwischenlosung wird nun als Nebenbedin-
gung fiir eine Optimierung mit den Nebenbedingungen zur Vermeidung kontrérer
Abhéngigkeitsvektoren verwendet. Die Zielfunktion dieses GLPs ist die Minimie-
rung der Manhatten-Distanz ohne Betrachtung der Teilwortparallelitéit. Sollte das
GLP nicht l6sbar sein, so wird das GLP i. A. recht schnell abgebrochen. Durch
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Erhohung der Zwischenlésung um Eins, kann nun nach einer Losung fiir das ver-
anderte GLP gesucht werden. Die Erhohung der Zwischenlosung wird solange fort-
gesetzt, bis der Optimierer eine Losung gefunden hat.

Dieses Vorgehen hat sich als schneller erwiesen, als die Optimierung des Ausgangs-
GLPs, da meist die erste Zwischenlosung die Endlosung ist.

e Der Optimierer CPLEX erlaubt die Vorgabe einer Losung fiir die Optimierung.
Damit kann die Suche des Optimierers nach einer Losung deutlich verkiirzt werden.
In unserem Fall bietet sich diese Moglichkeit fiir die Optimierung der GLPs zur
Minimierung der Manhatten-Distanz und zur Minimierung des Volumens an, da
die Losungen der vorherigen GLPs verwendet werden konnen.

e Der Optimierer CPLEX erlaubt weiterhin die Unterbrechung der Optimierung.
Wurde durch den Optimierer bereits eine Losung gefunden, so wird diese weiter
verwendet. Durch einen Abbruch der Optimierung ist zwar nicht sichergestellt, dass
die Losung optimal ist, doch die Losung ist i. A. recht gut. Die Zwischenlosungen
der Optimierung werden wéhrend der Optimierung in einer Datei protokolliert.
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