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Symbolverzeichnis

Allgemeines

Die Wahl der Bezeichnungen gehorcht folgenden Prinzipien:

Schreibweise Bedeutung

kleine Buchstaben Skalare

kleine fettgedruckte Buchstaben | Spaltenvektoren

Groflbuchstaben Matrizen

angehédngtes (1) Zeitsignal (wird aus Platzgriinden oft weggelassen)
angehédngtes [k Folge von Abtastwerten (oft weggelassen)

fettgedruckte Grofibuchstaben Vektor im Bildbereich einer Transformation

P im Index polynomiale Matrix oder deren Eintriage
(féllt zugunsten wichtigerer Indizes auch weg)

hochgestelltes ss Ruhelage (steady state)

hochgestelltes d angestrebte Signalverldufe (desiderata)

() Diagonalmatrix

Lateinische Symbole

Symbol | Bedeutung

Ap, Bp | polynomiale Matrizen der Systemgleichung

Cp, Dp | polynomiale Matrizen der Ausgangsgleichung

CLCP charakteristisches Polynom des geschlossenen Kreises (closed loop characte-
ristic polynomial)
CPp charakteristisches Polynom des Beobachters
G Ubertragungsfunktionsmatrix oder kurz: Ubertragungsmatrix
1 Einheitsmatrix
K Ubertragungsmatrix des Folgereglers
L Linksteiler zweier Matrizen (ohne Index)
L Laplace-Transformation
Ng quadratische polynomiale Matrix des Folgereglers
P eine Ubertragungsmatrix der Regelstrecke
Sp polynomiale Matrix eines gesamten Systems (im Gegensatz zu Ap, Bp, Cp
und Dp)

Fortsetzung ndchste Seite
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Symbol
T
UR

VR
UL

VL
i)

dt/’

W,

z
Zk
Zp

zgrad

Bedeutung
Ubergangszeit oder Planungshorizont (keine Matrix)

unimodulare Matrix, von rechts zu multiplizieren, um die Hermitesche Nor-
malform zu erhalten

Inverse einer unimodularen Matrix U

unimodulare Matrix, von links zu multiplizieren, um die Hermitesche Nor-
malform zu erhalten

Inverse einer unimodularen Matrix U”

Wichtungsmatrizen eines Kostenfunktionals

polynomiale Matrix des Folgereglers

z-Transformation

modifizierte z-Transformation

Grad eines Polynoms

Ableitungsoperator nach der Zeit

Ableitungsoperator, der links davon stehende Grofien nach der Zeit ableitet
Vektor der Anfangswerte der Systemgleichung

Vektor der Anfangswerte der Ausgabegleichung

Vektor der Storungen

imagindre Einheit

Anzahl der Stellgrofien

Anzahl der Ausgangsgrofien

Anzahl sonstiger Systemgrofien (nicht Ausgang oder Eingang)
Spaltengrad einer polynomialen Matrix

Vektor der Eingangsgrofien

Vektor sonstiger Systemgrofien (nicht Ausgang oder Eingang)
Vektor der Ausgangsgréfien

Vektor sdmtlicher Systemgréfien

Vektor bekannter Grofien

Vektor zu beobachtender Gréfien

Zeilengrad einer polynomialen Matrix

Griechische Symbole

Symbol | Bedeutung
s Matrix der fithrenden Koeffizienten einer Zeile
s Matrix der fithrenden Koeffizienten einer Spalte
&, Autonome Groéfien
Fortsetzung ndchste Seite
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Symbol

&
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Bedeutung
Basisgrofien

Groflen eines Kostenfunktionals

Physikalische GroBen des N-fach Pendels

An dieser Stelle seien nur die durchgéingig verwendeten Parameter und Grolen des Punkt-
massenmodells aufgelistet. Ein Skizze findet sich in Bild B.1.

Symbol | Bedeutung

a, Abstand der v-ten Drehachse von der (v — 1)-ten Drehachse

0 Koeffizient der viskosen Reibung des Wagens entlang der Bahn

c, Koeffizient der viskosen Reibung zwischen dem v-ten Pendelkérper und dem
(v — 1)-ten

d, Drehkraft zwischen dem v-ten Pendelkérper und dem (v — 1)-ten

f Kraft auf den Wagen entlang der Bahn des Wagens

g Erdbeschleunigung

L, Abstand des Schwerpunkts des v-ten Pendelkorpers von der (v—1)-ten Dreh-
achse

mg Masse des Wagens

my Masse des v-ten Pendelkdrpers

N Anzahl der Pendelkorper

so(wp) | Bahn des Wagens

Wy Bahnparameter des Wagens

Yy Winkel der Referenzachse des v-ten Pendelkérpers zum Lot

U, Winkel, um den der v-te Schwerpunkt von der v-ten Referenzachse abweicht
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Kurzfassung

In dieser Arbeit werden lineare zeitinvariante endlichdimensionale Systeme (LTI-Systeme)
mit m > 1 Eingéngen und p > 1 Ausgéngen untersucht (MIMO-Systeme). Diese lassen
sich darstellen durch lineare Gleichungen mit Matrizen, deren Eintrédge Polynome im Ab-
leitungsoperator (%) sind. Bei Nutzung der Laplace-Transformation handelt es sich um
Polynome in s. Algebraisch bilden diese einen Euklidischen Ring. Durch Uberfithrung der
Matrizen in die Hermitesche Normalform werden m Basisgréfien definiert. Die Verldufe
oder Trajektorien der Basisgrofien lassen sich frei vorgegeben. Damit werden die Tra-
jektorien sédmtlicher iibrigen Signale, insbesondere die der erforderlichen Eingangssignale,
festgelegt und kénnen ohne Integration berechnet werden. Ein linksteilerfremdes (auch
steuerbar genanntes) Modell ist dabei nicht zwingend erforderlich.

Damit eignen sich die Basisgroflen besonders zur Planung von Trajektorien. Genauer
untersucht wird die Planung mit Polynomen in der Zeit als Ansatzfunktionen und die Pla-
nung von Trajektorien, die ein quadratisches Kostenfunktional minimieren. In der techni-
schen Praxis werden die Systeme stets von den geplanten Trajektorien abweichen. Insbe-
sondere bei instabilen Regelstrecken ist deshalb ein stabilisierender Folgeregler unentbehr-
lich. Die Struktur der Folgeregelung wird eingefiihrt und es wird deutlich gemacht, dass
jede Methode zum Entwurf linearer Regler angewendet werden kann. Die Nullstellenzu-
weisung durch dynamische Ausgangsriickfithrung mit Reglern vorgegebener moglichst ge-
ringer dynamischer Ordnung wird detailliert untersucht und eine neue Losungsmdoglichkeit
aufgezeigt.

Durch Nutzung der modifizierten z-Transformation lésst sich die Theorie auf ein hybri-
des System, bestehend aus einer zeitkontinuierlichen Regelstrecke und einer zeitdiskreten
digitalen Steuerung und Regelung, ausdehnen. Dabei werden die Verldufe der Signale
zwischen den Abtastzeitpunkten in die Planung einbezogen.

Zum Schluss werden die linearen Beobachter im Licht der polynomialen Matrizendar-
stellung neu untersucht. Es wird gezeigt, dass die polynomiale Matrizendarstellung einen
theoretischen Rahmen bietet, in dem sich sémtliche linearen Beobachter mit einer Metho-
de entwerfen lassen.



Abstract

In this thesis linear time invariant lumped systems (LTI-systems) with m > 1 inputs
and p > 1 outputs (MIMO-systems) are investigated. These systems can be represen-
ted by linear equations with matrices, whose entries are polynomials in the differential
operator (%). If Laplace-transform is employed, the polynomials are in s. Algebraically
polynomials form a Euclidean ring. The conversion of the matrices to the Hermite form
leads to defining m basic variables. The trajectories of the basis variables may be chosen
arbitrarily. With that choice the trajectories of all remaining variables and especially the
input variables are determined and can be calculated without integration. A left coprime
(also called controllable) model is not required.

Hence basis variables are particularly useful for planning trajectories. Special attention
is paid to planning trajectories with polynomials in time as basic functions and planning
trajectories which minimise a quadratic functional of costs. In engineering practice the
systems will always differ from the planed trajectories. Especially with unstable plants
a stabilising tracking controller is compulsory. The structure of the tracking control is
introduced. It becomes apparent that every linear theory for the design of closed loop
controllers is suitable. Pole assignment by dynamic output feedback with low order con-
trollers of a fixed structure is looked at in more detail. A new approach to this problem
is presented.

Using the modified z-transform the theory is extended to hybrid systems consisting of
a digital or discrete time controller and a plant in continuous time. Thereby the course of
the signals between the sampling moments is taken into account.

Finally linear observers are reinvestigated using the polynomial matrix representation.
It is shown that the polynomial matrix representation provides a theoretical framework
in which all linear observers can be designed.

XI






1 Einfiihrung

1.1 Problemstellung und Zielsetzung

Die Aufgabe, ein System technischer Geréte so anzusteuern, dass es einer vorher festge-
legten Vorgabe selbststéindig folgt, ziahlt seit den Anféingen der Regelungstechnik zu deren
Kernaufgaben (siehe z. B. [Sch41]). Beispielhaft seien die Steuerung eines Schiffes oder
eines Flugzeugs entlang eines bestimmten Kurses oder das Einhalten bestimmter Tem-
peraturverlaufe wihrend einer chemischen Reaktion genannt. Zu deren systematischer
Beschreibung erarbeitet man zunéchst ein System von Gleichungen, genannt , mathema-
tisches Modell*, das das Verhalten des technischen Systems ausreichend genau wider-
spiegelt. Meist wird es sich dabei um Differentialgleichungen handeln, es kénnen aber
auch rein algebraische Gleichungen auftreten. In dieser Arbeit sollen Systeme untersucht
werden, deren Verhalten sich durch zeitinvariante lineare algebraische Gleichungen und
zeitinvariante lineare gewohnliche Differentialgleichungen, sogenannte Algebrodifferenti-
algleichungen, beschreiben ldsst. Solche Systeme heiflen lineare zeitinvariante Systeme,
abgekiirzt LTI-Systeme (linear time invariant systems). Dabei sollen von Anfang an Mehr-
grofensysteme, sogenannte MIMO-Systeme, betrachtet werden, also Systeme mit mehre-
ren Steuergréffen und mehreren gemessenen Grofien, wobei die Anzahl der Steuergrofien
und die der Messgroflen nicht iibereinstimmen miissen. SISO- oder Eingrofiensysteme sind
ein darin enthaltener Spezialfall, der nur vereinzelt gesondert diskutiert wird.

Die bei der Modellierung entstehenden Algebrodifferentialgleichungen lassen sich ohne
zuséitzlichen Aufwand als Matrizengleichungen mit Matrizen, deren Eintrédge Polynome im
Ableitungsoperator (%) sind, darstellen. Durch Laplace-Transformation erhélt man Glei-
chungssysteme mit Matrizen, deren Eintrdge Polynome in der Laplace-Variablen s sind.
Wenn das System sinnvoll modelliert ist, was in der vorliegenden Arbeit vorausgesetzt
wird und nicht genauer untersucht werden soll, so kann man bei gegebenen Zeitverlaufen
der Stellsignale und bekannter Ausgangssituation die zu erwartenden Zeitverldufe aller
iibrigen Signale berechnen, insbesondere die der gemessenen Signale. Ein Weg dazu ist,
die Differentialgleichungen im Laplacebereich zu l6sen und das Ergebnis in den Zeitbe-
reich zu transformieren. Im Allgemeinen stellt sich die Aufgabe in der Praxis jedoch
umgekehrt. Es gibt Forderungen an den Verlauf bestimmter technisch relevanter Signa-
le. Eine naheliegende Idee wire, die Differentialgleichung , riickwérts® zu losen, indem
man beispielsweise die Ubertragungsfunktion invertiert und mit den gewiinschten Aus-
gangssignalen beaufschlagt. Doch dabei treten folgende Probleme auf. Zum Einen kénnen
die Ubertragungsfunktionen nicht minimalphasig sein, wodurch deren Inverse instabil ist.
Man wiirde also ohne besondere Vorkehrungen unbegrenzt wachsende Stellsignale erhal-
ten. Zum Zweiten kann die Anzahl der relevanten Signale die der Stellgroflen deutlich
iibersteigen. Dann sind Forderungen nicht uneingeschréankt umsetzbar. Wie kénnen dann
Forderungen gestellt werden, die erfiillbar sind? Wenn zwischen einander widersprechen-
den Forderungen vermittelt werden muss, wére es gut, viele Losungen zu betrachten,



1 FEinfiihrung

um eine geeignete zu finden. Zum Dritten sind umfangreiche lineare Differentialgleichun-
gen praktisch nur numerisch zu 16sen. Dabei geht jedoch die Transparenz beziiglich der
verschiedenen Parameter verloren. Man miisste eine Vielzahl an numerischen Varianten
berechnen, ehe man eine akzeptable Losung findet.

Aus den genannten Griinden wére es gut, man konnte die Moglichkeiten der Planung
exakt benennen und man kénnte die Aufgabe losen, ohne Differentialgleichungen durch
Integration 16sen zu miissen. Anhand eines einfachen passiven elektrischen Netzwerks
soll ein kurzes Schlaglicht auf das Problem und die in der vorliegenden Arbeit verfolgte
Losungsstrategie geworfen werden:

Beispiel 1.1 Man betrachte das in Bild 1.1 dargestellte Netzwerk. Die Ausgangsspannung u®

O ~ln
12
uc C R; |UR,
1
ue

UR, L |uL
\J
O

Bild 1.1: elektrisches Beispielnetzwerk

soll rampenformig ansteigen u®(t) = t. Zu Anfang seien alle Spannungen und Stréome null. Wie
muss nun die Eingangsspannung gewahlt werden, und wie verhalten sich die iibrigen elektrischen
Groflen? Die Netzwerkgleichungen sind schnell aufgestellt; zunéchst kommen die vier Netzwer-
kelementerelationen und darauf die Maschengleichungen der zwei eingezeichneten Maschen:

Ryi; = up, uR, +uc = u
Roio = ug, UR, +ur = UR, + uc
d .
CHuc =io
L&iy = — up, = u’
7l =ur up —uRr, = u",

oder in Matrizenschreibweise

R, 0 -1 0 0 0 i 0
0 R, 0 -1 0 0 o 0
0 -1 0 0 Cc@E o|/[un 0l .
=0
L@ o 0o 0o 0 —1f|um| |o]"
O 0 0 1 1 0 uc 1
o o0 1 -1 -1 1 ur, 0
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000 —1 0 1)"F|=qu.

ur,

Dies sind bereits die benotigten Algebrodifferentialgleichungen in Matrizendarstellung. Eine wei-
tere Zusammenfassung ist zwar moglich, aber nicht notwendig. Weil das System stabil und
minimalphasig ist, liefe sich die Beispielaufgabe auch durch geschlossene Integration der Diffe-
rentialgleichungen bewiltigen. Jedoch soll gezeigt werden, dass es auch ohne dies geht, ndmlich
durch Einfiithren einer neuen Gréfle, die spéter systematisch als Basisgrdfie eingefiithrt wird:

¢ = Lil - RQCUC .

Aus dieser Grofle @ gehen sdmtliche anderen Grofien allein durch Differentiation hervor. Es ist
keine Differentialgleichung durch Integration zu l6sen. Man kann nachrechnen, dass

i1 = RoCd + @, up, = RoC (Rlcb n L<'1'>) ,
iy =CL® + CR®, uc = R1® + Lo,
sz:m(&@0+@), 1@:L(&Cé+¢)

und insbesondere

u® = RyCL® + (L + RyCRy)® + R, P, u® = (L — RyCRy) @
gilt. Wahlt man beispielsweise
_ 1 2
(t) = sr=memt
so erhélt man alle gesuchten Signale
. RyCt + 142 RyC(L + Ryt)
)= 2 )= 2
0= T ReR wn() = TR oR,
C(L + Ryt) Lt + 5Rit?
)= ———1J )= — 2
20 = T R0R, well) = TR,0R,
Ry (RQCt + %tQ) L(RQC + t)
t) = )= =— 7
un () = T TR R wlt) =T hem
und das gewiinschte Ausgangssignal
RoCL + (L 4+ RyCRy)t + L Rit?
u(t) =t, sowie die Steuerung ut(t) = 20L+ (L + RyOR + 57 .

L — RyCRy

Die physikalische Bedeutung der Grofle @ ist zunéchst nicht offensichtlich. Jedoch kann man
den io-Zweig in ein Ersatzschaltbild (Bild 1.2) umwandeln, welches das selbe Klemmenverhalten
aufweist. Mit diesem Ersatzschaltbild (1.2) kann man sagen, dass die Basisgrofie @ die Diffe-
renz der beiden magnetischen Fliissen durch die Spule mit der Induktivitdt L und durch die
Ersatzspule mit der Induktivitat L, ist, denn ® = Li; — L, %—i. Es sei aber darauf hingewie-
sen, dass der fiktive Strom % mit dem tatsdchlichen Strom s in dem Zweig in keiner Weise

tibereinstimmt. Das zeigt, wie fragwiirdig eine solche Ersatzanordnung ist. Eine Interpretation

durch direkt erkennbare physikalische Gréflen gibt es nicht. u
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I
1
Q

R, = Dbeliebig
L, =CRyR. .

mit

%

Bild 1.2: Ersatzschaltbild fiir den i5-Zweig

Wie schon das Beispiel zeigt, sind Basisgrofien nicht unmittelbar offensichtlich und ihre
physikalische Deutung ist oft schwierig und bisweilen unmoglich. Das erste Ziel der Arbeit
ist daher, fiir Algebrodifferentialgleichungen in Matrizendarstellung geeignete Basisgrofien
systematisch zu finden und Stellsignale fiir die Steuergerite zu berechnen, so dass sowohl
die gemessenen Grofien als auch andere Groflen im System gewiinschte Zeitverlaufe zeigen.

Allerdings kann ein mathematisches Modell das tatséchliche Verhalten eines Systems
niemals exakt widerspiegeln. Die Griinde dafiir sind vielfiltig. Einmal riihrt es daher,
dass aufgrund von Fertigungstoleranzen nicht alle Parameter exakt bekannt sind. Ferner
konnen die Umgebungsbedingungen sich unvorhersehbar &ndern, z. B. die Umgebungs-
temperatur oder Wind und Wetter, wenn man an die Kurssteuerung eines Schiffes oder
Flugzeugs denkt. Nicht zuletzt sind bei einer Festlegung auf lineare Differentialgleichungen
auch nichtlineare Effekte eine Fehlerquelle. Das System wird daher auch bei sorgféltigster
Berechnung der Stellsignale nicht exakt das gewiinschte Verhalten zeigen. Bei instabilen
Systemen werden die Abweichungen sogar aufklingen und mit der Zeit iiber alle Grenzen
anwachsen. Es ist also im Allgemeinen notwendig, die sich einstellenden Signalverliufe zu
messen, sie mit den geforderten zu vergleichen und die berechneten Stellsignale im laufen-
den Prozess zu korrigieren. Eine solche Vorrichtung heifit Folgeregler. Sie soll ebenfalls ein
LTI-System sein und durch polynomiale Matrizen in (%) dargestellt werden. Das zweite
Ziel der Arbeit ist, einen Folgeregler so zu entwerfen, dass die Abweichungen abklingen

und das System auf die gewiinschten Signalverldufe zuriick gezwungen wird.

1.2 Einordnung der Arbeit und eigene Beitrdge

Es gibt zwei Hauptstrange der Regelungstheorie, die in dieser Arbeit fortgefiithrt werden.
Einmal ist da die alte Erkenntnis, dass eine Kombination aus einer Trajektoriensteue-
rung und Folgeregelung bei schnell verdnderlichen Fiihrungsgréfien die besten Ergebnisse
bringt. Sehr frith wurde das von [Tsi54] im Abschnitt 4.8 — multiple-loop Servomecha-
nics — formuliert, wobei auch [Tsi54] auf eine éltere Quelle! verweist. Bei [Tsi54] werden
in Bild 4.10 zur Kombination von ,open-cycle control“ und ,closed-cycle control“ drei
Steuereinheiten eingefiihrt: open cycle controller, series loop controller und parallel con-
troller.

In [Hor63] taucht dann im sechsten Kapitel, Bild 6.1-1. d), die Struktur aus Trajek-
toriensteuerung und Folgeregelung, die in dieser Arbeit verwendet werden soll, erst-

1J. R. Moore, Proc. IRE, 39, 1421-1432 (1951)
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malig auf. Dort wird eine Vielzahl an moglichen Regelungsstrukturen zusammenge-
tragen und anschlieend festgestellt, dass sie alle im Grunde zwei zu gestaltende
Ubertragungsfunktionen enthalten, die [Hor63] die ,,zwei Freiheitsgrade“ nennt. Dieses
Konzept wurde in jiingerer Zeit von [Kre99] wieder ins Gespréch gebracht. Im Lichte der
vorliegenden Arbeit handelt es sich bei den beiden Freiheitsgraden um die Trajektorien-
planung und die Folgeregelung. Fiir den SISO-Fall wurde dieses Konzept, beispielsweise in
den genannten Quellen, erschopfend diskutiert. Fiir nichtlineare Systeme wird unter dem
Namen ,,flachheitsbasierte Folgeregelung“ ein dhnlicher zweigeteilter Ansatz verfolgt, wo-
bei aufgrund der nichtlinearen Probleme natiirlich ein ganz anderes mathematisches Werk-
zeug, die Differentialalgebra, zum Einsatz kommt (siche [Rud03] und dortige Quellen).

Der andere Strang ist die Beschreibung von MIMO-LTI-Systemen durch polynomia-
le Matrizen. Lange stand diese Beschreibungsform im Schatten der Zustandsdarstellung.
Doch wird sie bereits bei [Wol74] und [Ros70] verwendet, wobei Letzterer sein Hauptau-
genmerk auf Ubertragungsmatrizen richtet. In [Kai80] liegen bereits simtliche algebrai-
schen Werkzeuge bereit, von denen diese Arbeit Gebrauch macht. Unter der Bezeichung
spartial state“ findet sich dort auch die Basisgrofle, die in dieser Arbeit eine fundamen-
tale Rolle spielt. Allerdings sind die algebraischen Werkzeuge selber wesentlich dlter und
stammen aus dem 19. Jahrhundert. In [Mac33] ist die Theorie der Matrizen mit Eintrigen
aus Fuklidischen Ringen bereits abschlielend zusammengefasst.

In [Deu04] werden flachheitsbasierte Methoden auf lineare Systeme angewendet, dabei
kommt auch bereits die Darstellung durch polynomiale Matrizen zur Anwendung. Der in
[Deu04] gefundene ,flache Ausgang® weist bereits einige Parallelen zur Basisgrofle dieser
Arbeit auf.

In [Rei06] wird die Theorie der Matrizen mit Eintrdgen aus Euklidischen Ringen auf
das Problem der Trajektorienplanung angewendet. Hier werden mithilfe der Hermite-
schen Normalform Basisgrofien definiert, die beliebig vorgegeben werden kénnen. Aus der
Uberfithrung in die Hermitesche Normalform werden auch die Matrizen gewonnen, mit
deren Hilfe man aus den Basisgrofien sémtliche iibrigen Groflen, ohne zu integrieren, be-
rechnen kann. Diese Matrizen bilden die Trajektoriensteuerung. An dieses Buch [Rei06]
kniipft die vorliegende Arbeit im Wesentlichen an.

Auch wenn die Basisgroflen etwas anders eingefiihrt werden, um die Diskussion eines
nicht unimodularen Linksteilers zu erleichtern, so sind es doch dieselben Basisgrofien wie
in [Rei06]. Es wird gezeigt, wie man Basisgrofien gezielt konstruieren kann und welchen
Zwiangen man dabei unterliegt. Es wird festgestellt, dass zwar der Verlauf der Basissi-
gnale frei vorgebbar ist, die Anfangswerte allerdings festliegen. Dieser Zusammenhang
wird dort untersucht. Die allgemeinen Berechnungsvorschriften der Trajektorienplanung
werden mit Polynomen in der Zeit ¢ als Ansatzfunktion detailliert ausgearbeitet. Ferner
werden optimale Trajektorien mit Hilfe der Basisgréfien bestimmt. Da die Basisgrofien
keinen Zwangsbedingungen unterliegen, kommt dabei die klassische Variationsrechnung
ohne Nebenbedingungen zum Einsatz. Ferner wird demonstriert, dass auch bei der Exi-
stenz eines nicht unimodularen Linksteilers ebenfalls Basisgréfien existieren und eine Tra-
jektorienplanung moglich ist.

Die bereits bekannte Tatsache, dass das Problem der Folgeregelung von dem der Tra-
jektorienplanung unabhéngig gelost werden kann, wird noch einmal untermauert, und
die genauen Zusammenhidnge zwischen den Basissignalen und den Stérungen einerseits
und den sich daraus ergebenden inneren Signalen andererseits werden ausgerechnet. Der
Reglerauslegung durch Nullstellenzuweisung wird besondere Aufmerksamkeit zuteil. Es



1 FEinfiihrung

wird ein neues Vorgehen erarbeitet, um Nullstellen mit Reglern vorgegebener, moglichst
geringer dynamischer Ordnung zu platzieren.

Basierend auf dem Konzept der parametrischen Ubertragungsfunktionen [RL97] und
der modifizierten z-Transformation [Jur64] wird das Konzept der Trajektorienplanung
auf eine digitale Steuerung erweitert, unter Beachtung der Signalverldufe zwischen den
Abtastzeitpunkten. Alle Aspekte aus dem rein zeitkontinuierlichen Fall werden auch fiir
das hybride System aus zeitdiskreter Steuerung und zeitkontinuierlicher Regelstrecke dis-
kutiert.

Von dem {ibrigen Teil der Arbeit relativ unabhéngig werden auflerdem, ankniipfend an
[Rei06], die linearen Beobachter fiir Systeme in polynomialer Matrizendarstellung erneut
betrachtet. Es wird ein allgemeines Konzept vorgestellt, in dem sémtliche linearen Beob-
achter aufgehoben sind, z. B. Zustandsbeobachter, Eingangs- oder Stérgréfienbeobachter,
reduzierte Beobachter, etc. .

Auf die Untersuchung linearer zeitvarianter Systeme wird bewusst verzichtet, auch wenn
die algebraischen Methoden dies zulieflen, siche [Rud03]. Der Grund ist, dass in dieser
Arbeit die Trajektorienplanung eine wesentliche Rolle spielt. Nach Eindruck des Autors
entstehen jedoch lineare zeitvariante Systeme vor allen Dingen durch Linearisierung ei-
nes Systems entlang einer bereits bekannten Trajektorie, was eine Trajektorienplanung
eriibrigt.

1.3 Gliederung

Die folgenden drei Kapitel 2 bis 4 beschéftigen sich mit dem Kernproblem dieser Arbeit,
dem Entwurf einer Steuerung fiir ein LTI-System. Das Wort ,,Steuerung® meint in diesem
Zusammenhang die Gesamtheit an Vorrichtungen, die das gewiinschte Verhalten eines
technischen Systems erzeugen und sicherstellen. Dabei sind die Kapitel in der Reihenfolge
angelegt, in der man die Aufgabe typischerweise abarbeiten wird. Sdmtliche Schritte wer-
den am Beispiel des verschieblichen N-fach Pendels vorgefithrt. Um den Fluss der Arbeit
nicht zu storen, ist die detaillierte Modellbildung und Linearisierung in den Anhang B
gestellt.

In Kapitel 2 wird im ersten Abschnitt zunéchst kurz vorgefiihrt, wie man von allgemei-
nen physikalischen Systemgleichungen zu den dieser Arbeit zugrunde liegenden linearen
Systemgleichungen in polynomialer Matrizendarstellung gelangt. Dabei handelt es sich
um das iibliche Verfahren der Linearisierung um eine Ruhelage, das sich jedoch dadurch
vereinfacht, dass keine spezielle Form von Gleichungen benétigt wird. Danach werden die
Basisgroflen definiert, wobei die wichtigsten mathematischen Grundlagen direkt im Text
erldutert werden. Die grundlegenden Eigenschaften der Basisgrofien werden diskutiert und
verschiedene Vorgehensweisen zur Konstruktion erarbeitet.

In Kapitel 3 werden die Basisgréfien verwendet, um eine Trajektoriensteuerung zu pla-
nen. Prinzipiell konnen die Basissignale beliebige, hinreichend glatte Funktionen sein.
Fiir die Klasse der Polynome in der Zeit ¢ wird detailliert vorgefiithrt, wie man einer-
seits Uberginge zwischen Ruhelagen effizient gestaltet. Andererseits wird aber auch der
Ubergang zwischen beliebigen ,, Zustéinden® diskutiert. Dabei wird besonderes Augenmerk
auf die praktische Berechenbarkeit bei hohen Glattheitsforderungen gelegt. Dem zweiten
Abschnitt liegt keine spezielle Klasse von Funktionen zugrunde. Stattdessen werden hier
Kriterien als Kostenfunktionale eingefiithrt und mittels der Variationsrechnung minimiert.
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Abschlieend wird auf die Besonderheiten der Planung bei einem nicht unimodularen
Linksteiler eingegangen bzw. bei der Existenz von Eingangsentkoppelungsnullstellen.

Abschlieend wird in Kapitel 4 gezeigt, wie man durch einen Folgeregler das System
entlang der zuvor geplanten Trajektorien stabilisieren kann. Dabei wird im ersten Ab-
schnitt die Struktur der Folgeregelung geklédrt und deutlich gemacht, dass grundsétzlich
jede Methode zum Entwurf einer stabilisierenden Riickfithrung genutzt werden kann. Das
Problem der Nullstellenzuweisung fiir das charakteristische Polynom des geschlossenen
Kreises wird ausfiihrlich diskutiert, wobei der Frage, wie man die Nullstellen bei vor-
gegebener, moglichst einfacher Struktur des Reglers beliebig zuweisen kann, besonderes
Interesse zuteil wird. Im letzten Abschnitt werden einige Simulationsergebnisse gezeigt,
wobei die Systeme verschiedenen Stérungen ausgesetzt wurden, um die Robustheit der
entworfenen Regler exemplarisch zu priifen.

In Kaptitel 5 wird der Tatsache Rechnung getragen, dass die meisten Steuerungen auf
digitalen Steuergeriten realisiert werden, was bedeutet, dass die Steuerung zeitdiskreter
Natur ist. Daher werden in Kapitel 5 die Konzepte aus den Kapiteln 2 bis 4 noch einmal fiir
ein hybrides System, bestehend aus einer zeitkontinuierlich wirkenden Regelstrecke und
einer zeitdiskret arbeitenden Steuerung und Regelung, diskutiert. Mithilfe der parametri-
schen Ubertragungsfunktion werden dabei nicht nur die Werte zu den Abtastzeitpunkten,
sondern auch die Signalverlaufe dazwischen geplant. Auf die zeitdiskrete Regelung und
Stabilisierung wird nur kurz eingegangen.

Fiir den Entwurf einer Steuerung und Folgeregelung wird in der vorliegenden Ar-
beit eigentlich kein Beobachter benotigt. Trotzdem kann es sinnvoll sein, etwa zu
Uberwachungszwecken, einen Beobachter einzusetzen, um nicht gemessene Gréfien in
Echtzeit zu bestimmen. Daher wird in Kapitel 6 ein Konzept der linearen Beobachter
fiir LTI-Systeme in polynomialer Matrizendarstellung entwickelt. Auf einige in diesem
Konzept enthaltenen Spezialfille wird néher eingegangen.

Die Arbeit schlieft mit einem Ausblick auf offene Fragen.

Im Anhang A finden sich einige mathematische Grundlagen, von denen keine vollstéindig
neu ist. Jedoch scheint es dem Autor jeweils sinnvoll, sie in neuer Form zu prisentieren,
um sie in der fiir dieses Werk niitzlichen und (subjektiv) verstandlichen Form vorliegen
zu haben.

Diese Arbeit ist auf zwei verschiedene Weisen verdsffentlicht worden. Zum Einen erschi-
en sie als Fortschritt-Bericht VDI in der Reihe ,,Mess-, Steuerungs- und Regelungstech-
nik“ [Lin09], zum Anderen im Internet auf Qucosa, dem séchsischen Dokumenten- und Pu-
blikationsserver, unter http://nbn-resolving.de/urn:nbn:de:bsz:14-qucosa-24944
als PDF-Datei. Dort sind einige Bilder farbig gefasst, um deren Lesbarkeit zu erhchen.
Die Querverweise sind als Hyperlinks ausgefiihrt. Auch finden sich dort kurze Animati-
onsfilme des Zweifachpendels, die einige Simulationsergebnisse veranschaulichen sollen. In
der gedruckten Fassung sind an den entsprechenden Stellen lediglich Momentaufnahmen
zu sehen.



2 Streckenbeschreibung und Definition
von BasisgroBen

2.1 Streckenbeschreibungen

Bei der mathematischen Modellierung von physikalischen Systemen st6f8t man im Allge-
meinen zunéchst auf ein nichtlineares System von Differentialgleichungen:

flx,2,&,... ,w(kA),U,ql,ﬁ/, . _7ru/(kB)) -0
gz, &, &, ... %) u ... u))=y.

Darin sind die m Stellgrofen im Vektor w € R™ , im Vektor y € R? die p Ausgangsgrofien,
und im Vektor & € R" alle iibrigen (inneren) Systemgrofen zusammengefasst. In der
Funktion f sind r Differentialgleichungen, in der Funktion g sind m zusammengefasst.
Bei dem verschieblichen N-fach Pendel handelt es sich um die Gleichung: (B.14) mit
y = q. Gegenstand dieser Arbeit sind LTI-Systeme. Daher werden die Gleichungen um
cine Ruhelage (z*°, u*®), die durch

f(x*,0,0,...,4%0,0,...)=0
g(x**,0,0,...,u*,0,0,...) =y*

gegeben ist, linearisiert. Dabei entstehen lineare Differentialgleichungssysteme der Form
SRNEIRES
SLACIEES SLNTI)

&lg_
O

mit
_Of(.) _Of(..)
An = 00 | o Bi= =50 | acses
~dg(...) _0g(...)
CH 01’("‘) r=x°* DR— au(’f) r=x5°

Dieser Vorgang ist in Abschnitt B.3 am Beispiel des verschieblichen N-fach Pendels durch-
gefiihrt worden. Fasst man die Summen in einer Matrix zusammen, so erhélt man

Ap(§) -« + Bp(§) -u =0 (2.1a)
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CP(%) -+ DP(%) U=y (2.1b)

mit Matrizen, deren Eintrdge Polynome in dem Operator (%) sind:

ka kB
Ap(f) =D Ac(@" eR[ETT Be(@) =) B (@ eR[g]"
k=0 k=0

&

kc kD
Celi) =D Cu(@®" €R[G]™  De(H) =3 D@ eR[F™".
k=0 k=0

Dies ist im Kontext dieser Arbeit nur eine andere Schreibweise, bei der der Operator fiir die
Ableitung von der abzuleitenden Grofie gelost, und in die Matrix hinein genommen wird.
Auch im Fortgang dieser Arbeit wird im Produkt rechts von dem Operator, zumindest
gedanklich, immer eine differenzierbare Grofie stehen, so dass der Operator an dieser
Stelle nicht préziser eingefithrt werden muss. Eine mathematisch prézise Einfiihrung von
Operatoren und die zugehérigen Operatorenrechnung findet man in [Mik57], Teil 1.

Das Gleichungssystem (2.1) ist die zentrale Streckenbeschreibung der vorliegenden Ar-
beit. Man sieht, dass sie sich durch einen einfachen und klaren Algorithmus ohne Zuhil-
fenahme spezieller Methoden der mathematischen Modellbildung ergibt. Die partiellen
Ableitungen koénnen bei grofieren Systemen zwar umfangreich werden, bleiben aber im-
mer, nétigenfalls mit Rechnerunterstiitzung, durchfithrbares mathematisches Handwerk.

Die klassische Zustandsdarstellung

= Ax + Bu

2.2
y=Cx+ Du (22)

ist in der Streckenbeschreibung (2.1) mit
Ap=®)I—-A, Bp=-B, Cp=C und Dp=D

enthalten, aber nicht vorausgesetzt. Beispielsweise konnen auch impropere Strecken mit
den Gleichungen. (2.1) behandelt werden.

Wird die Losung einer linearen Differentialgleichung gesucht, so wird in dieser Ar-
beit die Laplace-Transformation verwendet, weil sie das unter Ingenieuren am weitesten
verbreitete mathematische Werkzeug ist. Mit der Laplace-Transformation wird aus dem
Gleichungssystem (2.1) im Bildbereich

Ap(s)- X + Bp(s)-U = a(s) (2.3a)
Cp(s)- X+ Dp(s)-U =Y +b(s) (2.3b)

mit den selben Polynommatrizen Ap, Bp, C'p und Dp, nur das deren Eintrédge Polynome

in s statt in (%) sind. Die Anfangswerte von & und w resultieren in den Vektoren

CL(S) — ZAH (Z_: Sn—l—Aw(A)(_O)) + Z Bn <X_: Sﬁ—l—Au()\)(_O)) (24&)

A=0 A=0

b(s) = i C. (i s e (—0)> + ED: D, <§: § I AW (—0)) . (2.4b)

A=0 A=0

deren Eintrdge ebenfalls Polynome in s sind.
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2.2 Definition von BasisgroBen
Die Basisgrofien &, sollen zwei Eigenschaften haben:

1. Sie unterliegen keiner Art von Zwangsbedingung und kénnen daher frei vorgegeben
werden. Das bedeutet, dass es keine Differentialgleichung der Art M p(%) &, = 0 gibt.
Dies gilt im Allgemeinen auch schon fiir die Eingangsgrofien w.

2. Zusétzlich sollen sich aus den Basisgrofien alle weiteren Systemgréfien allein durch
Differentiation ergeben, d. h. ohne eine Differentialgleichung durch Integration l6sen
zu miissen.

Wenn man die inneren Systemgréfien & und und die Eingangsgrofien w mithilfe der Ba-
sisgroflen bestimmt hat, so ist die zweite Bedingung fiir Ausgangsgrofien y in der Aus-
gabegleichung (2.1b) offensichtlich immer erfiillt. Man wendet sich daher zunéchst Glei-
chung (2.1a) zu. Diese kann man als

(e Br®) (5) =0 25)

schreiben.

2.2.1 Algebraische Grundlagen

Zur Definition der Basisgroflen werden einige algebraische Grundlagen benétigt, die im
Folgenden kurz und ohne Beweis genannt werden sollen. Genaueres lasst sich unter an-
derem in [Rei06], [Rai94], [Kai80] oder [Wol74] nachlesen. Eine Darstellung aus Sicht der
Mathematik findet sich in [Mac33].

Algebraisch gesehen, bilden die Polynome, ganz gleich, ob in s oder in (%), einen Eukli-
dischen Ring. Quadratische Matrizen, deren Eintrédge Polynome sind, bilden einen nicht
kommutativen Ring. Die Einheiten in diesem Ring heiflen unimodulare Matrizen. Die De-
terminante einer unimodularen Matrix U ist eine konstante Zahl (ungleich Null), denn
andernfalls enthielte die Inverse gebrochen rationale Funktionen. Die Inverse einer uni-
modularen Matrix ist wiederum unimodular.

Wenn drei polynomiale Matrizen die Gleichung Mp;, = MpsMp, erfiillen, so nennt
man Mpsz einen Linksteiler von Mp;. Umgekehrt nennt man Mp, ein rechtes Vielfaches
von Mps. Ein grofiter gemeinsamer Linksteiler Mps von zwei Matrizen Mp; und Mpo ist
ein gemeinsamer Linksteiler, der das rechte Vielfache sdmtlicher gemeinsamen Linksteiler
von Mp; und Mps ist. Ist der grofite gemeinsame Linksteiler unimodular, so heiflen die
Matrizen Mp; und Mpy linksteilerfremd.

Zwei Matrizen Mp; und Mps heiflen rechtsassoziiert, wenn sie sich nur durch eine
Einheit unterscheiden, also wenn Mp; = MpyU gilt'. Rechtsassoziierte Matrizen bilden
eine Aquivalenzklasse, gleichen einander also.

Man kann nun fragen, ob die Matrizen Ap und Bp linksteilerfremd sind. Um dies zu
kldren, sucht man fiir das Paar (A p, B p) innerhalb der Aquivalenzklasse der rechtsassozi-
ierten Matrizen nach einer Normalform, die den gemeinsamen Linksteiler offenbar werden

Imit einer unimodularen Matrix U

10
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lasst, ndmlich nach der Hermitesche Normalform. Diese Form ist dadurch gekennzeich-
net, dass die Eintrdage rechts der Hauptdiagonalen null sind und sich von den iibrigen
Eintréagen einer Zeile das Polynom mit dem héchsten Grad auf der Hauptdiagonalen be-
findet. Um das Paar (Ap, B p) in die Hermitesche Normalform zu iiberfithren, wird es
durch ,elementare Spaltenoperationen* umgeformt. Elementare Spaltenoperationen sind
solche, bei denen die Matrix ihre Aquivalenzklasse nicht verldsst, also nicht wesentlich
verandert wird. Im Einzelnen sind das

e das Vertauschen von Spalten,
e die Multiplikation einer Spalte mit einer reellen Zahl # 0

e und das Addieren einer mit einem beliebigen Polynom multiplizierten Spalte zu
einer anderen.

Solche elementaren Spaltenoperationen lassen sich in der Multiplikation mit einer unimo-
dularen Matrix U zusammenfassen.

| |
clementare
| I

|
A B 0
N Spaltenoperationen i:
|

(2.6)

i Ufi
Ap :BP o
|

I
|
|U1P§ I

|
U21 |U22

Dabei wurde die Matrix U passend zu Ap und Bp partitioniert. Thre Inverse V =
(U R)_l ist ebenfalls eine unimodulare (polynomiale) Matrix. Damit folgt aus Gl. (2.6)

I I ‘/1]1% |‘/1}§
Ap By = Y I S (27)
|

Aus dieser Gleichung wird klar, dass L ein gemeinsamer Linksteiler von Ap und Bp ist,
denn Gl. (2.7) lautet ausgerechnet

(Ap, Br)=L(VI{, Vi5) . (2.8)

In der Hermiteschen Normalform hat der Linksteiler L eine untere Dreiecksform, wobei
die jeweils hochsten s-Potenzen einer Zeile sich auf der Hauptdiagonalen befinden (siehe
oben). Falls L unimodular ist, befinden sich dort nur reelle Zahlen, die ungleich Null sind,
und L kann auf eine Einheitsmatrix gebracht werden.

Eine schneller Weg, die Linksteilerfremdheit von zwei Matrizen zu priifen, ist das Rang-
kriterium:

Satz 2.1 Zwei Matrizen Ap € R[s]”*" und Bp € Rl[s|"”*™ sind genau dann linksteiler-

fremd, wenn
Rang (Ap, Bp) =r VseC

11
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qgilt.

Aus diesem Satz wird auch offensichtlich, dass Vi und V& linksteilerfremd sind, denn sie
stammen aus einer unimodularen Matrix. Unimodularitat bedeutet, dass sdmtliche Zeilen
oder Spalten der Matrix fiir alle s € C linear unabhéngig sind, mithin auch alle Zeilen
oder Spalten, die aus einer unimodularen Matrix entnommen wurden.

Beispiel 2.1 Als Beispiel sollen die Gleichungen des aufrecht stehenden verschieblichen Zwei-
fachkettenpendels dienen (siehe Bild: B.1). Um den Schreibaufwand bei der symbolischen Be-
rechnung iiberschaubar zu halten, werden die Winkel ¢ aus Gl. (B.1) zu ¢; = 19 = 0 gesetzt.
Des Weiteren wird eine horizontale gerade Bahn angenommen, was x5 = 1 und y;, = 0 zur
Folge hat. Die Kraft f auf den Wagen und das Drehmoment d; am ersten Pendelkorper sol-
len die Stellgrofien sein. Thre Gleichgewichtswerte seien Null. Aus Gl. (B.15) folgt dann fiir die
Gleichgewichtslage ¢$° = 7, ¢§° = m und w§’® bleibt frei. Aus den Gleichungen (B.10) und (B.17)
ergeben sich

mo—+mi1+me —(l1m1+a1m2) —lamo
Ay = —(l1m1 —|—a1m2) l%ml —I—a%mQ ailoms und
—lgmg a1l2m2 l%mg
0 0 0
Ao=10 —g(limi+aims) 0 ,
0 0 —gTTlglg
sowie aus Gl. (B.18)
-1 0
By = 0o -1
0 0

Die Gleichung (2.3a) erscheint damit als

Wo

(mo+myi+ms)s? —(lymy+aims)s? —lymes? =1 0 d,
—(lymi+aima)s®  (I3my+a3msg)s® —g(lymi+aims)  alames® 0 —1 Py | =al(s).

—52 a, s> lys>—g 0 0 F

Dy

(2.9)
Bei der Uberfithrung in die Hermitesche Normalform macht man sich zunichst die beiden Ein-
heitsvektoren in der 4. und 5. Spalte zunutze, um die polynomialen Eintrége in den oberen Zeilen
zu tilgen. Mit der unimodularen Matrix

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

Ut = 0 0 1 0 0
(mg+mi+mgy)s? —(lymy +aims)s? —lymes® 1 0
—(lymy+aims)s? (l%ml+a%m2)82—g(l1m1+a1m2) ajlomss® 0 1

12
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erhilt man
und weiter
0 0
0 0
—s% ais
0 0 0
0 0 0
-5 a1s® —g

Die unimodulare Matrix U* lautet damit

0 0 0
(Ap Bp)U{'=1] 0 0 0
—s? a1s? l282—g
1 01 00
0 =1 0N1fo1 0 00
0 0 —1]1lo 0 1 0 0
S 00001
Ugt
0 0 0 g
-1 0 0O 0 0 0
0 -1 0 0 —% —s2 ay8?
0 0 -1 0 0 0
0 -1 0 0
Uyt
—1282+g
0

o O =

S = O

loays

g

ay 82

= o O

2

o o O

o o O

vt =ul.ult. vk
l
00 —k
00 0
1
00 -
- _ (mo+ma)la 2
10 8
0—1 lLhm

und die Matrix V' ergibt sich zu

1211m184—g(l1m1+a1m2)32

—(mo+ma1)la st +g(mo+mi+ma )32

—a11211m184+g(l%m1+a%m2)32 — (lLimi+aima)g

l2ay (m0+m1)84 —g(l1m1+a1m2)82

(m0+m1+m2)82 —(llm1+a1m2)32 —lgTTl282 -1 0
—(l1m1+a1m2)32 (l%ml+a%m2)32—g(llm1+a1m2) CLﬂgTTlgSQ 0 -1
VE — —g2 a; s> lys?>—g | 0 0
1 l
1 0 —L 0 0
1
0 5 0 0 O

2

(2.10)

. (2.11)

Interessant ist dabei, dass in den ersten drei Zeilen wieder die Systemgleichungen auftauchen.

Das ist immer dann der Fall, wenn die Matrix L auf eine Einheitsmatrix gebracht wurde, denn
dann steht in Gl (2.7) gerade (Ap Bp) = (V{f V).

In diesem Beispiel wird die Uberfithrung durch Hinschen und , geschicktes® Rechnen be-
werkstelligt. Eine systematische Methode findet sich am Ende des Abschnitts A.1 und ist
im Beispiel A.3 demonstriert.
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2 Streckenbeschreibung und Definition von Basisgréfien

2.2.2 Einfithrung der BasisgroB3en

Es konnen jederzeit neue Systemgrofien & durch Linearkombination der bestehenden Sy-
stemgrofen und deren Ableitungen definiert werden. Das entspricht einer Multiplikation
mit einer Polynommatrix Mp (%):

e= () (3)

Wenn Mp unimodular ist, so ist auch deren Inverse eine Polynommatrix in (%). Damit
sind die neuen und die alten Gréflen umkehrbar eindeutig ineinander umrechenbar. Nur
solche Definitionen sind fiir diesen Zweck sinnvoll. Man nutzt also die in Gleichung (2.6)
und (2.7) erhaltenen Matrizen, um neue Systemgrofien zu definieren:

©)-ve) - va@)-0 e

Dies hat auf die Gleichung (2.5) der Regelstrecke eine bemerkenswerte Konsequenz. Sie
erscheint nun als

(Ar) . 2o ) TG VD) (3) =0 213
(2@, o) (éb) = (2.13D)

L(§)-€,=0. (2.13¢)

Offensichtlich gehen die Gréfen &, nicht in die Systemgleichung ein. Diese Groflen konnen
also frei gew#hlt werden, und sind durch die Systemdynamik keinerlei Beschrinkungen
unterworfen. Wenn die Polynommatrix L unimodular ist, nicht notwendigerweise eine
Einheitsmatrix, so kann sie auf die andere Seite gebracht werden. Man erhilt &, = 0.
Falls L nicht unimodular ist, so ergeben sich die Gréflen £, als Losung einer autonomen
Differentialgleichung. Auf diesen Fall wird in Abschnitt 3.3 niher eingegangen.

Geméf Gleichung (2.12) konnen aus &, mit £, = 0 die urspriinglichen Groflen allein
durch Differentiation berechnet werden:

(o)~ G -

Die Verldufe der Grolen &, sind frei vorgebbar und aus ihnen konnen alle urspriinglichen
Systemgroflen durch Differentiation berechnet werden. Sie erfiillen die oben genannten
zwel Bedingungen. Daher sind &, die Basisgroflen.

Beispiel 2.2 Fiir das in Beispiel 2.1 eingefiihrte verschiebliche Zweifachpendel definiert man
die BasisgroBen mithilfe von V aus G1. (2.11) zu:

Wo ¢ 1 ly
bl = ~Wo — — {2
(o Lo -2 00| |#¥ 7y g
b — 1 ¥2 =
0 - 0 00 f 1
g §b2 = —1
dq g

14



2.2 Definition von Basisgrofien

Zufillig entpuppt sich die Basisgrofie &0 als der skalierte Winkel des ersten Pendelkorpers. Die
Basisgrofien sind aber keinesfalls immer physikalisch einsehbare Groflen, wie schon in Beispiel 1.1
deutlich wurde. Aus diesen BasisgroBen folgen dann mit U (Gl. 2.10) alle Systemgrofen

wo = —ladp1 + g&p1 + l2a1&pa
o1 = g&p2
@2 = —&p1 + a1
f = —(mo+m1)la&er + g(mo+mi+ma)é + laay(mo+m1)&m — glimi+a1ms)&y

di = lalyma&yr — g(limi+aima)ép — arlalimi&ys + g(l3mi+aims) & — 6> (lima+arma)&pe .

BasisgroBen bei nur einer StellgroBe (m = 1)

Wenn es nur eine Stellgrole w gibt, so wird die Matrix Bp zu einem Vektor bp. Wenn
auBerdem Ap und bp linksteilerfremd sind, was in der Praxis oft der Fall ist, so kann man
die Uberfithrung (2.6) in die Hermitesche Normalform umgehen. Fiir die Anwendung
werden aus der Matrix U” lediglich die Matrizen U und U benstigt. Die lassen sich

jedoch leicht angeben, denn
—Apaqib
(AP, bp) PadjYP —~0
det(Ap)

Die weiteren Teile von Gl. (2.6) werden nicht bendtigt. Mithin ist
Ul = —Apagibp und UL = det(Ap). (2.15)

Sollte die Matrix V# bendtigt werden, so kann man diese durch Losen der Gleichung

n Ap bp N
det V" = det nr | = const (2.16)

Vo1 Uy

gewinnen denn diese erfiillt Gl. (2.7). Die Gleichung (2.16) ist in den Elementen von v231T

und vl linear und liisst sich daher durch Koeffizientenvergleich 16sen.

2.2.3 Anfangsbedingungen der BasisgroBBen

Zwar sind die Verldufe der Basisgroflen frei vorgebbar, ihre Anfangsbedingungen miissen
jedoch konsistent mit den Anfangsbedingungen der Systemgrofien & und w sein. Bei der
Trajektorienplanung sollten also die Anfangsbedingungen der Systemgrofien, gewisserma-
Ben die Ausgangslage, bekannt sein. Transformiert man die Gleichung (2.14), so ist ihr
Bild im Laplacebereich:

X Ul (s pot
n 1—X ()‘)
=, — B 0 2.17
<U> <U22$> b E 5 AEO & (-0) . (2.17)
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2 Streckenbeschreibung und Definition von Basisgréfien

Darin wurden Ufi(s) und Uli(s) analog zu den Polynommatrizen Ap(s) und Bp(s) dar-
gestellt als

UR
( 12 > Z .2H Kj mlt U.2R c R(T+m)><

und ky als die hichste in den Polynommatrizen U} und Uf auftretende Potenz. Ersetzt
man in Gleichung (2.3a) X und U mithilfe von Gl. (2.17), so erhélt man

(Ap(s), Bp(s)) <§) = a(s)

(Ap(s), Bp(s))

und mit Gleichung (2.6)

— (Ap(s),

Kk—1
Z 5y s Ez(f’(—m] =a(s). (2.18)
A=0

Der Polynomvektor a(s) ist jedoch durch Gleichung (2.4a) festgelegt. So sind die Verldaufe
der Basisgrofien zwar frei vorgebbar, deren Anfangswerte unterliegen jedoch Zwangsbe-
dingungen.

Beispiel 2.3 Bei dem in Beispiel 2.1 verwendeten Zweifachpendel ergeben sich die Anfangs-
bedingungen nach Gl. (2.4a) zu

mo+mi+me  —(limi+aimz) —lame 5w((—0) + Wo(-0)
a(s) = | —(lymi+aims) l1m1 +a1m2 ailoma 501(=0) + ©1(=0) | . (2.19)
—lama ailoma 13my 52 (—0) + P2(—0)

Mit den einzelnen aus Gl. (2.10) entnommenen Zahlenmatrizen U%,

0
0 g
Ugoz 0 0
0 0
0 (l1m1+a1m2)g2
—l2 l2a1
0 0
U£2 = -1 ai
g(mo+mi+ma) —g(limi+aims)

—(lymy4aimg)  g(lfmi+aimy)

16



2.2 Definition von Basisgrofien

0 0
0 0
Uk, = 0 0
—(mo+mq)la  laai(mo+my)
lalymy —alalymy

und der aus Gl (2.9) entnommenen Matrix (Ap Bp) erhélt man die linke Seite von GI. (2.18)

zu

[g((mals+a1ma) & (=0) — (mo+m1+ma)&(=0)) + la((mo+m1)&p (=0) — a1 (mo+m1)&pa(-0)] s
+g((mali+a1ma)&pa(-0) — (mo+mi1+ma)&p (=0)) + la((mo+mi)&p1(=0) — a1 (mo+m1)&a(-0)

[9((lima +a1ma) &1 (=0) — (12my +a3ms)&a(-0)) + lila(armiéap(—0) — m1&p1(-0))] s

+g((lymy +a1mg) &1 (~0) — (I3ma+a3my)Epa(—0)) + lila(armiap(~0) — mi&y(-0))

9(&p1(—0) — a1&p2(~0))s + 9(&1(—0) - aléb2(—0))

Der element— und potenzweise Vergleich mit a(s) aus Gl. (2.19) liefert das lineare Gleichungs-

system
0 0 —(mo+ma+mi)g  g(lymi+aims)
—(mo+mo+mq)g  g(limi+aims) 0 0
0 0 g(limi+aima)  —(3my+a2ms)g
g(lymi+aims)  —(Bmy+a3ma)g 0 0
0 0 g —ayg
g —aiyg 0 0
Ep1(-0)
0 0 la(mo+m1) —a1(mo+my)la Ep2(—0)
la(mo+my) —ai(mo+m)le 0 0 &p1(-0)
0 0 —lylymy arlalymy & (~0)
—lylymy arlalymy 0 0 &p1(-0)
0 0 0 0 Epa(-0)
0 0 0 0 &h1(~0)
€p2(-0)

—l1m1$1(=0) + (mo+m1+mz) woe(-0) — armaP1(-0) — lamapa(-0)
—l1m1p1(=0) + (mo+m1+m2) we(-0) — armap1(-0) — lamapa(-0)
11 my91(~0) — mylytii(—0) — aymatio(~0) + a1’ma1(-0) + arlama@a(-0)
11°my 1 (-0) — myliwy(=0) — aymawo(~0) + a1’map1 (~0) + arlamapa(~0)
l2$2(~0) — wp(-0) + a11(-0)
a1$1(=0) — wo(=0) + l2p2(-0)

Da die obige (6 x 8)-Matrix den Rang 6 hat, ist das Gleichungssystem l6sbar. Eine genauere Un-
tersuchung des Ranges zeigt, dass die Spalten 5 und 6, sowie die Spalten 7 und 8 linear abhéngig
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2 Streckenbeschreibung und Definition von Basisgréfien

sind. Man kann also jeweils ein Element der Paare (fbl(—o) fbg(—o))T und (fbl(—o) §b2(—0)>
frei vorgeben, die iibrigen Anfangswerte liegen dann fest. Dass nur sechs Anfangswerte & (’\)(—0)
vorgegeben sind, liegt nahe, da der Grad der Determinante von Ap(s) sechs betrigt.

Die vorstehende Rechnung ist vergleichsweise aufwendig. Wenn man sich im Klaren
dariiber ist, welche Anfangsbedingungen der einzelnen Gréfien gebraucht werden, so kann
man die gesuchten Zusammenhénge auch aus Gleichung (2.12) herauslesen. Eine Methode
dazu findet sich in Abschnitt 3.1.3 in den Gleichungen (3.8) und (3.9) und dem anschlie-
Benden Beispiel 3.3.

2.2.4 Gesamtheit der BasisgroBen

In Abschnitt 2.2.2 wurden Basisgrofien systematisch definiert. Trotz der Systematik gehen
die Basisgrofien keinesfalls eindeutig aus den Systemgleichungen hervor. Vielmehr gibt es
zu jedem System eine Fiille moglicher Basisgrofien, die sich wie folgt ergibt. Bei der
Einfithrung der Basisgrofien in den Gleichungen (2.13) ist es nicht wesentlich, dass L
in der Hermiteschen Normalform vorliegt. Wichtig ist nur, dass die Polynommatrix L
unimodular ist und neben ihr eine (r x m)-Nullmatrix steht. Hat man also in Gl. (2.6)
eine Hermitesche Normalform vorliegen, so kann man diese Gleichung mit jeder Matrix
der Form

M
(%\14 UOM) mit U € R[s]™", U € R[s]|™™ und M € R[s]™" (2.20)
2

multiplizieren, wobei UM und U} unimodular sein miissen, denn

UR\ (UM 0 UM 0
— (L 0 — (LUM 0) .
UQ%)(M UM ( )MUQM (LU 0)

'

Rm B

(e )

(-

=UR

Dadurch erhilt man eine alternative unimodulare Matrix U#, mit ihrer ebenfalls unimo-
dularen Inversen

vR—@R)*—( (wpry”! 0 ) (vlﬁf vlf;)
IR S R AR DRV IRE

Verwendet man diese beiden Matrizen, um nach Gl. (2.12) alternative Basisgrofien é zu
definieren, so erscheint Gl. (2.14) als

(2)- (i ) v &

und die Umrechnung von den Systemgrofien in die Basisgrofien ist gegeben durch (siehe

Gl 2.12)
~ 1 M1 M1 ‘/1}1% ‘/1]2% €
& = (‘(UzM) M@OH) " (U3) ) (VR V2§> (u) :

21
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2.2 Definition von Basisgrofien

Die wesentlichen Zusammenhéinge zwischen den Systemgrofien und den Basisgrofien
konnen also durch die Matrizen UM, UM und M gezielt gestaltet werden, was bei der
Trajektorienplanung sehr niitzlich sein kann.

In dem hier diskutierten Fall der Linksteilerfremdheit von Ap und Bp kann man UlM
ohne Beschrinkung der Gestaltungsmoglichkeiten als Einheitsmatrix wéhlen. Dartiber
hinaus kann man natiirlich auch gewissermafien von hinten beginnen und

‘7R . [T 0 ‘/111% ‘/112%
M U]\ Vi
definieren, um die Beziehung

s =~ ) (Vi VE (=
— (M UM 2.21
leichter manipulieren zu kénnen. Dazu gehort
~ ~ UE UR I, 0
Ut = (VR) = 11; 11;25 ~ =177 -l | o
Usi Uss) \~(U3')" M (U5)

welches der Form (2.20) geniigt.

Beispiel 2.4 Wihlt man fiir die in Beispiel 2.2 eingefiihrten Basisgrofien

O Q-

. _ —1
M=M=0>%, UM=1I; und U2M:<§ 19) bzw. U2M:<
g

Q= =
SN—

so erhalt man
b1 = wo — 11 — laga
Eb2 = 1 -

Damit sind beide Basisgréfien physikalisch interpretierbar. Die zweite ist der Winkel des ersten
Pendelkorpers, die erste Basisgrofle ist die xz-Position der zweiten Punktmasse des Punktmas-
senmodells. Aus diesen Basisgréfien ergeben sich die Systemgréfien wie folgt:

lg = ~ ~
wo = —gfzﬂ + &1+ a1ép2

Y1 = gb2
1=
P2 = ——&p1
g
mo+mq)la = = =
[= _bel + (mo+my+ma)&1 + ((mo+ma)ar—limi) &
l2l1m1 P = = ~
dy = p &1 — (lhma+aima)§p + lima(lh—a1)&pe — g(lima+ayma) & -

Diese Gleichungen sind gegeniiber Beispiel 2.2 kiirzer.
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2 Streckenbeschreibung und Definition von Basisgréfien

2.3 Gezielte Konstruktion von BasisgroBen

Im Abschnitt 2.2.2 ergaben sich die Basisgroflen eher zufillig, je nachdem wie die
Uberfithrung in die Hermitesche Normalform berechnet wurde. Oft besteht jedoch der
Wunsch, bestimmte Grofien, beispielsweise Ausgangsgrofien, als Basisgrofien zu erhalten.
Im vorangegangenen Abschnitt 2.2.4 wurde die Gesamtheit der moglichen Basisgrofien
charakterisiert. Jedoch gestaltet sich die praktische Nutzung von Gleichung (2.21) unter
Umstéanden schwierig. Beispielsweise entstehen durch Ansetzen von M unerwiinscht hohe
Grade, die dann durch Koeffizientenvergleich wieder reduziert werden miissen. Auch ist
die Unimodularitét von U} mitunter schwer zu gewéhrleisten.

Wenn das Paar (Ap, B p) linksteilerfremd ist, so ist der Linksteiler L die Einheitsma-
trix. Damit folgt aus den Gleichungen (2.7) bzw. (2.8), dass V¥ = Ap und V}§ = Bp ist.

Die Matrix V% lautet damit
Ap B
r_ (Ap DbDp

Wenn man diese Matrix konstruiert hat, so kann man den Weg in Abschnitt 2.2.1
,riickwirts* gehen. Man erhilt dann durch Inversion UF = VE' und mithin alle
benotigten Matrizen zur Definition von Basisgroflen. Die Aufgabe lautet also nun: Finde
zu dem gegebenen Paar (Ap, Bp) € R[s]™ "™ ein Paar (V,f, Vi5) € R[s]™*"*+™) 5o
dass die Matrix V laut Gl. (2.22) unimodular ist. In [RLO07] findet sich ein Weg, die Ma-
trix zu konstruieren. Ein dhnlicher Weg wird auch in [RL0O6], Abschnitt 4.3, beschrieben.
Beide Methoden nutzen folgenden Satz aus [Mac33], Seite 31:

Satz 2.2 Gegeben sei eine r X (r-+m)—Matriz mit Elementen aus einem Hauptidealring,
und gg'T' sei der grifste gemeinsame Teiler ihrer r x r—Minoren. Dann kann man der
gegebenen Matriz m Zeilen derart hinzufiigen, dass die resultierende quadratische Matrix
die Determinante ggT hat.

Fiir diesen Fall ist der Hauptidealring R[s] und ggT = 1. Haben die r-Minoren von
(Ap, Bp) keinen gemeinsamen Teiler, so bedeutet das, dass der Rang fiir alle s € C voll
ist, das Paar (Ap, Bp) also linksteilerfremd. Hat eine quadratische Matrix die Deter-
minante 1, so ist sie unimodular. Der Satz besagt also, dass man ein linksteilerfremdes
Paar (A p, B p) immer zu einer unimodularen Matrix ergénzen kann. Daraus folgt sofort,
dass man zu einem linksteilerfremden Paar (Ap, Bp) € R[s]™"™™) immer eine weitere
Zeile 27 € R[s]"*"*™) hinzufiigen kann, so dass gilt

Rang (AP(SQT(E)P(S)) =r+1 VseC. (2.23)

Auf diese Weise konnen sukzessive Zeilen ergédnzt werden, bis man die unimodulare Matrix
V1 erhalten hat.

Méchte man also eine bestimmte Grofe y = 27 (%) zur BasisgroBe erkldren, so priife
man, ob Gleichung (2.23) gilt. Ist das der Fall, kann man fortsetzen und die néchste
Basisgrofle formulieren. Spétestens bei der letzten Zeile werden die Wahlmoglichkeiten
allerdings erheblich eingeschrinkt sein. Hier wird man in aller Regel die Unimodularitét
durch einen Koeffizientenvergleich sicherstellen miissen, der die verbleibende Zeile und
damit die Basisgrofie bis auf einen skalaren Faktor eindeutig hervorbringt.
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2.3 Gezielte Konstruktion von Basisgrofien

Beispiel 2.5 In Beispiel 2.4 bzw. Beispiel 2.2 sei die Position des Wagens wg(t) von besonderer
Bedeutung, desgleichen ein Punkt y(t) = wo(t)—a1p1(t)—lyp2(t) in der Verlingerung der Graden
vom Gelenk zum Schwerpunkt des zweiten Korpers, vielleicht weil dort ein Greifer montiert ist.
Um die Frage zu kliaren, ob wg Basisgréfle sein kann, muss man priifen ob

(mg+mi+mgy)s? —(lymy +aims)s? —lomes? —1 0
—(llml +a1m2)32 (l%ml +a%m2)32—g(llm1 +a1m2) a1l2m282 0 —1
Rang =4VseC
—s2 a;s® lys>—g 0
1 0 0 0 0

gilt. Der Minor der Spalten 1, 2, 4 und 5 ist —a;s?, die Matrix hat mithin fiir alle s # 0 vollen
Rang. Setzt man s = 0 ein, so erhélt man

0 0 0o -1 0
0 —g(lymi+aim 0 0 -1
Rang gllima+army) =4.
0 0 —g 0 0
1 0 0 0 0

Man kann also &,; = wg wéhlen.
Als zweites soll geklirt werden, ob

y=(1 —ar —l, 0 0) <Z’>

Basisgrofie sein kann. Die 5 Hauptminoren der Matrix

(m0+m1 +m2)32 —(llml +a1m2)52 —lgm282 -1 0
M( ) —(llml +a1m2)32 (l%ml +a%m2)s2—g(llm1 —i—almg) a112m282 0 -1
S) =
—52 a, s> lys®>—g 0 0
1 —a —ly 0 0
sind
12,34 2 2
My = (I = Ly)s® = g) (b (i — a1)s® = g(maly + aymy))
M0 = (I = 1y)s® = g) (maly — a1 (mo +m))s”
M7 =0
M = (1~ 1o)s* + g
M = ar ((la = 1,)s* — g) -
Diese Minoren sind offensichtlich fiir s = + ﬁ simtlich gleich Null. Daher kann y nicht als

Basisgrofie gewéhlt werden. Lediglich fiir I, = lo wird der gemeinsame Faktor eine Konstante.
Weil in diesem Fall die Matrizen Mll.’f’f’s und Mff’f’s unimodular sind, kann (unter anderem)
irgendeine Kombination

o = kowo + k11 mit ko, ky € R und ki + koap # 0
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2 Streckenbeschreibung und Definition von Basisgréfien

als zweite Basisgrofle gewéhlt werden, z. B.:

E_l—al—lg o
v=\1 0o o )\"]"

¥2
was
(mg+m1+msg)s? —(lymy+a1ms)s? —lymes® —1
—(lymy +ayms)s? (l%ml—|—a%m2)82—g(l1m1+a1m2) ajlomsas® 0
VE(s) = —s52 ars? las?—g 0
1 —ai —lg 0
1 0 0 0
und
0 1
R l 11
Uis(s) = | a5 —ar o
_1g2 0
Uss(s) =
——m;flgb sty (mg—l—%) 52 (m1 —I—mo—%) 52
2
mgli?l‘l st— (m2(a1 +l2)+7llmlgll+l2)) 82+g(m2+—";11h) lyma (1—11—1) 82—g<m2+

zur Folge hat.
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3 Planung von Trajektorien

Da die Basisgroflen frei vorgebbar sind und aus ihnen die {ibrigen Systemgrofien allein
durch Differenziation folgen, lassen sie sich ausgezeichnet zur Planung von Trajektorien
verwenden.

3.1 Planung mithilfe von Polynomen

Eine Moglichkeit ist, geeignete hinreichend oft stetig differenzierbare Ansatzfunktionen
fiir die Basisgroflen zu wéhlen. Aus denen berechnet man die interessierenden System-
groffen und kann danach durch freies Manipulieren der Basisgrofien Forderungen an die
interessierenden Groflen erfiillen.

Grundsétzlich sind viele Ansatzfunktionen méglich. Aus folgenden Griinden sind Poly-
nome in t eine naheliegende Klasse von Ansatzfunktionen.

e Beim Differenzieren und anschlieSfenden Addieren bleiben Polynome in den Koeffi-
zienten linear.

e Nach dem Approximationssatz von Weierstrass kann jede stetige Funktion auf ei-
nem abgeschlossenen und beschréankten Intervall beliebig genau durch Polynome
angendhert werden [BSMMO00], Abschnitt 12.2.1.4. Es lésst sich also prinzipiell je-
der gewiinschte Kurvenverlauf erzeugen.

e Polynome sind mit dem Hornerschema numerisch duflerst schnell auszuwerten. Auch
die Ableitungen ergeben sich mit geringem Zusatzaufwand.

Dem steht entgegen, dass Polynome immer nur endlich oft differenzierbar sind. Bei LTI-
Systemen mit konzentrierten Parametern stellt das im Allgemeinen kein Problem dar. Eine
Alternative, unendlich oft stetig differenzierbare Ansatzfunktionen zu gewinnen, findet
man in [RWWO03].

Das Problem, Polynome zu finden, die an vorgegebenen Stiitzstellen vorgegebene Funk-
tionswerte annehmen und deren Ableitungen dariiber hinaus ebenfalls vorgegebene Werte
annehmen, ist in der Mathematik seit Langem als Hermite-Interpolation bekannt [Wer92].
Die Trajektorienplanung stellt darin einen Sonderfall dar, ndmlich wenige — in der Re-
gel lediglich zwei — Stiitzstellen, dafiir aber zahlreiche Ableitungen. Ublicherweise sind
an beiden Stiitzstellen gleich viele zu beriicksichtigen. Da hier keine Ausgangsfunktion
approximiert wird, eriibrigt sich eine Diskussion des Interpolationsfehlers.

Aus Satz 1.5 in [Wer92] geht hervor, dass bei, grob gesprochen, (n + 1) Bedingungen
(Funktions- oder Ableitungswerte an unterschiedlichen Stiitzstellen) genau ein Polynom
vom Grad n alle Bedingungen erfiillt. Jedoch kénnen die bei der Berechnung entstehenden
linearen Gleichungssysteme mit (n+ 1) Gleichungen, inbesondere bei hohen Ordnungen n
der Ansatzpolynome und langen Planungszeitraumen, schlecht konditioniert sein (siehe
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3 Planung von Trajektorien

Anhang C). Deshalb werden in den folgenden Abschnitten 3.1.1 und 3.1.2 Méglichkeiten
diskutiert, wie man im Fall des Uberganges zwischen Ruhelagen groBe Gleichungssysteme
vermeiden kann. In Abschnitt 3.1.3 wird die symbolische Losung des Gleichungssystems
angeben, um die numerische Matrizeninversion zu vermeiden.

3.1.1 Uberginge zwischen Ruhelagen

Die Ruhelagen sind dadurch gekennzeichnet, dass sdmtliche Ableitungen der System-
grofen verschwinden. Das ist genau dann der Fall, wenn sémtliche Ableitungen der Basis-
groBen verschwinden, denn gébe es ein &, # const, das zu & = const und w = const fiihrt,
so wiren U} (%) und U (%) in Gl (2.14) nicht rechtsteilerfremd. Dabei gilt zwischen den
Werten in Ruhelagen mit Gl. (2.14) und Gl. (2.1b) folgende Beziehung:

™ UE(0)
ws | = UR(0) s (3.1)
Yy Cp(0)Uf5(0)4+Dp(0)UZ(0)

Diese Matrizengleichung (3.1) ist tiberbestimmt, denn € und w haben per definitionem

die selbe Anzahl an Komponenten. Man kann also niemals beliebige Forderungen an
T .

(:I:SS u* yss) stellen. Es muss sichergestellt werden, dass

U{3(0) U{3(0) ™
Rang UL (0) = Rang UL (0) u*®
Cp(0)U13(0)+Dp(0)U2(0) Cp(0)Uf5(0)+Dp(0)U(0) y™

gilt.

Der Anfangswert &€,(0) und der Endwert &€,(7") sind also bekannt. Ohne Beschréankung
der Allgemeinheit kann man annehmen, dass die Bewegung zum Zeitpunkt ¢ = 0 beginnt
und zum Zeitpunkt ¢ = 7" endet. Die Ubergangszeit T sei ebenfalls a priori festgelegt. Da
die Basisgrofien &, unabhingig festgelegt werden, kann man elementweise vorgehen.

Zur Festlegung des Verlaufs der i-ten Basisgrofie & sucht man zunéchst in der i-ten
Spalte der Matrix in Gl. (3.1) nach der hichsten Potenz k!;. Da im Allgemeinen die
Systemgréfien stetig sein sollen, miissen am Anfangs- und Endpunkt ki, Ableitungen'
Null sein. Man setzt fiir die erste Ableitung der Basisgréfie & (¢) ein Polynom

() Pi(t) = b (= TY = Y (’“’g) (=T (2 —~) (3.2)

an. Damit sind die Forderungen an die Ableitungen erfiillt. Die Konstante c} bleibt
zunichst offen. Die Basisgrofe ergibt sich durch Integration

Pi(t) =c +ci - i (k:) _ (D" k) | (3.3)

2k, —k+ 1

!Falls die entsprechenden Grofen sich sprunghaft dndern kénnen, geniigen auch (ki; — 1) Ableitungen.
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3.1 Planung mithilfe von Polynomen

Mit den beiden Konstanten ¢ und ¢} wird das Polynom an die zwei verbleibenden Rand-
bedingungen &;(0) und & (T') angepasst:

&(T) = &(0)

i =¢&(0) und ¢ = . . (3.4)
2%ki +1) <2 (ki (—1)%
T( +1) ’;:O ( ;i]) 2k —r+1

Beispiel 3.1 Es soll das aufrecht stehende verschiebliche Zweifachpendel aus Beispiel 2.1 ver-
wendet werden, mit dem Unterschied, dass die Stellgrofie d; weggelassen wird. Damit lauten die
Systemgleichungen

W,
(mo-+mq+my) (%)2 —(lymi+aimsy) (%)2 —lams (%)2 -1 <I>0
1
_(llml +a1m2) (%)2 (l%ml —i—a%mg) (%)Q—Q(llml —|—a1m2) allngg (%)2 0 (1)2 =0
2 2 2
- (@ a1 (f) b(@ -9 0/ \p

und die Matrizen U5 und Uf} erhilt man aus Gl. (2.15)

l%mllg (%)4 — g(l1m1 (l1+1l2)+arma(ar —Hg)) (%)2 + g2(a1m2—|—l1m1)
Uty = —Apagjbp = limyly (%)4 —g(limi+aima) (%)2

lymy(ly — ap) (%)4 —g(limi+aima) (%)2

6
Uf = det(Ap) = BFlymoma ()
4
- 9[al(al+a2)(mo+m1)m2+l%m1(m0+m2)+llml (12(m0+m2)—2a1m2)} (@)
2
+ g% (mo+mi+mg)(lhhmi +arms) ()

Die Aufgabe sei, das aufrecht stehende Pendel um einen Betrag Awyg in der Zeit T" zu verriicken.
Sucht man die hochste Potenz, so st6ft man in US§ auf ki, = 6. Aus Gl. (3.1)

wp’ g*(arma+Ilymy)
T 0 "
2] 0 ’
Fss 0
schlieft man auf
A’LU()
0)=20 und T) =
&(0) () g*(arma+Ilymy)
, 12012 Awg
d damit auf 1 =0 d b = .
und damit au cl un & T (armat m T
Der Verlauf der Basisgrofle ist damit gegeben durch:
0 t<0

2 4 5 6 .
(1) = { gzt (0~ T BE o1 4 ST S T w0 <t T

Aw
92(alm2'£llml) t>1T.
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3 Planung von Trajektorien

Aus diesem Verlauf lassen sich mit Gl. (2.14) samtliche Systemgroflen, insbesondere die erfor-
derliche Stellgroie f(t), berechnen. Das Ergebnis ist fiir die Werte

g‘al ‘ll‘lg‘mo‘ml‘mg‘Awo‘T
10[025]02[04[025]01]02] 1 |2

in Bild 3.1 graphisch dargestellt. Zur Veranschaulichung der Bewegung findet sich ein kurzer

Basisgrofie
0.15F ‘ ]
01f ,
0.051 ,
— &(t
0 1 1 1 1 é\—b( ) ']
0 05 1 15 2
4 Stellgrofie
2 -
0
_2 -
-4 1 1 1 1 I
0 05 1 15 2
weitere Systemgrofien
1 -
05f ,
0 — wo(t) |
1 1 1 1 I
0 05 1 15 2
05
0
— ¥ Etg
— palt
-05 1 1 1 1 I
0 05 1 15 2
t

Bild 3.1: Darstellung des Ergebnisses von Beispiel 3.1

Animationsfilm in Bild 3.2.

3.1.2 Uberginge zwischen Ruhelagen unter Beriicksichtigung
weiterer Bedingungen

Sollen zusétzlich zu den Anfangs- und Endwerten np weitere Bedingungen der Art

! ! !

&Sty =7, x(t,) =7, ylt,) =7 oder wu(t,) L v, mit v=1...ng
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3.1 Planung mithilfe von Polynomen

-0.7}
®
_06 -
-05F
_04 -
-0.3F
(]
-0.2 { J
-0.1F
0 @
| | | | | | | |
-0.2 0 0.6 1 1.2

E@ E

Bild 3.2: Animationsfilm der Planung von Beispiel 3.1

erfiillt werden, so kann das Vorgehen aus Abschnitt 3.1.1 wie folgt ergéinzt werden. Da
samtliche Systemgrofien durch die Basisgrofien &, ausgedriickt werden kénnen, kann man
samtliche Forderungen als Forderungen an die Basisgrofien formulieren:

v = (@) &,(1)],_,, mit CyeR[L]™™. (3.5)

Darin wird die Matrix C’U(%) zusammengesetzt aus Zeilen von UL bzw. U fiir Forderun-
gen an x oder u, aus Zeilen von Cp-Uli+Dp-UL fiir Forderungen an die Ausgangsgréfien y
oder aus Einheitsvektoren e’ fiir Forderungen an die Basisgrofien. Das Symbol |;—s, be-
deutet, dass zunédchst die Ableitung durchzufiithren, und danach in der v-ten Zeile t = ¢,
zu setzen ist.

Man verschafft sich nun np weitere freie Parameter, indem man zu den in Ab-
schnitt 3.1.1 geplanten Trajektorien die Polynome

l; _ m
= (Z ciAt)‘> v (t — T)(%H) mit ¢=1...m und Z l,=np
A=1

p=1

addiert. Die Koeffizienten ¢} kénnen dann beliebig festgelegt werden, ohne die im vorigen
Abschnitt 3.1.1 festgelegten Anfangs- und Endwerte zu verdndern. Wie die Koeffizienten
auf die einzelnen Ansatzpolynome P(t) zu verteilen sind, bleibt offen. In Beispielrechnun-
gen hat es sich als giinstig erwiesen, die Koeffizienten etwa gleichméflig zu verteilen, wobei
die Basisgrolen, die wesentlich auf die geforderten Gréfle v Einfluss haben, mehr Koef-
fizienten bekommen sollten. Damit lautet das Ansatzpolynom fiir die i-te Basisgrofe &;

jetzt
¢, kil

k‘z +1 i ;
=X () e s r

mit P(t) aus Gl (3.3). Die Polynome werden in die Forderung (3.5) eingesetzt, wobei
die Matrix CU(%) in der Form CU(%) = ZkCU CUM( ) dargestellt wird. Ferner soll ein
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3 Planung von Trajektorien

hochgestelltes (e,7) die i-te Spalte einer Matrix anzeigen. Man erhélt

pn=0 t=to
m kCU '
=2 > il @) R
i=1 pu=0 —t.
m koy 4 ki +1 kz +1 )
_ ZZC{(J:;Z) (2" ZCZA Z ( ) )( TY* (k15N | pi(y)
i=1 p=0 A=1 k=0 3
t=to
m %y b N
X} P i kA A—
=33l | S () e 0
i=1 p=0 A=1 k=0

t=to

Offensichtlich ist das Gleichungssystem in den Koeffizienten ¢j linear. Deshalb kann man
es in Matrizenform schreiben:

m kcy ) 4 Pbl(t> C%
=YY@ RG] =@ | = (M o, M)
i=1 p=0 — Pbm(t> t=te ]\\/[rc CZZ”
(3.6)
mit dem Element der v-ten Zeile und M-ten Spalte der i-ten Matrix M € R >4
kCU LAY e
=0 =0 =0

Falls keine widerspriichlichen Forderungen gestellt wurden, ist die quadratische Matrix
M, € R"#*"" invertierbar, und man kann die Koeffizienten ¢ berechnen. Sollte die Ma-
trix M, schlecht konditioniert sein, so kann man das durch andere Wahl der Koeffizienten ¢°
unter Umsténden beheben. Auch kann eine Normierung der Zeit ¢ auf die Ubergangszeit T
Abhilfe schaffen, siche Gleichung (3.10). Es sei noch einmal betont, dass, obgleich die For-
derungen im Prinzip beliebig sind, die Systemgleichungen der Dynamik nicht aufler Kraft
gesetzt werden. Stellt man daher Forderungen, die dem Systemverhalten deutlich zuwider
laufen, so wird das Verfahren eine zwar mathematisch korrekte, aber technisch unbrauch-
bare Losung liefern.

Beispiel 3.2 Als Beispiel diene das herabhingende verschiebliche Dreifachpendel auf einer
waagerechten geraden Bahn. Das Pendel werde durch die Kraft f auf den Wagen und ein Dreh-
moment d; zwischen dem Wagen und dem ersten Pendelkorper gesteuert. An dem dritten Pen-
delkorper sei ein Punkt y auf der Verliangerung der Linie vom Gelenk zum Schwerpunkt, im
Abstand [,,, von besonderem technischem Interesse®. Zur besseren Ubersicht soll von Anfang an
mit numerischen Werten gerechnet werden. Die Modellierung der Pendelkérper habe folgende
(normierte) Werte ergeben:

2Man konnte sich einen Greifer vorstellen, der an der Spitze des symmetrischen Korpers befestigt ist.
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3.1 Planung mithilfe von Polynomen

gl a [ L] v | ax |l Y|l |l | mo | mi | mg|ms
10 [ 025 [ 0.2 01257 [ 0375 | 04| 0 [ 0.6]0.8]0.25]0.25][0.1]05

[an)
[an}

Die Ruhelagen ergeben sich damit aus Gl. (B.15) zu
wy =const, ¢ =—0.03094671, 3 =0 und ¢5=0.

Die linearisierte Bewegungsgleichung H(q*)g§ + Aog + Bou = 0 lautet mit Gl. (B.10) und
GL (B.17)

LG 0107 (g 02275 (9 03’ -1 o) (W
01971 (4 0.0475 (4P +1.971  0.05661 (4 007465 (27 0 1| | o,
0.2275 (4 0.05661 (4 0.08631 (4)°+2.275 0.1125 (4 0 0 <Ij>73 =0
0.3 (&) 0.07465 (4)° 0.1125 (&Y 018 (4’43 0 0 ) \p,

Wo
(1 025 0375 0.8) <§;> =Y.

Die Uberfithrung in die Hermitesche Normalform liefert die Matrizen

0.000422 ()" +0.09794 (4’ +1  —0.2488

0 1
U3 (f) = 3.7
1@ —0.001055 (4)" — 0.1 (&)’ 0 (3.7)
~4.396107° (4! — 0.1 (&)’ 0
0.000211 (4)°4+0.05498 (4)" +1.1 (&) —0.07658 (&Y’

und  Uf(4) = . , ) )
2.018 107° (£)°+0.006181 (&) +0.1971 (£)”  —0.001548 (4)"+1.971

Man sieht, dass die Matrix U2R2 in der ersten Spalte den Grad 6, in der zweiten Spalte Grad 2
hat. Es wird angenommen, dass die Stellgroflen sich nahezu sprungférmig dndern kénnen, daher
wird k:(l] =5 und k?] — 1 festgelegt. Ahnlich wie in Beispiel 3.1 soll im Zeitintervall 0 < ¢ < 3 das
Pendel um Awg = 0.75 verschoben werden und am Ende wieder zur Ruhe kommen. Dabei soll
jedoch der Punkt y zum Zeitpunkt ¢; = 1.3 an der Stelle y(¢1) = 0.2 innehalten, also y(t1) = 0.2,
y(t1) = 0 und ¢(¢;) = 0. Dariiber hinaus soll sich der Wagen dann bei wp(¢;) = 0.2 befinden.
Die Matrix Cy folgt daraus:

1 0.25 0.375 0.8
(4 0.25(4) 0375(%) 0.8(9 n
CU = d 2 d 2 d 2 d 2 U12 =
(&) 0.25 (%) 0.375(4) 0.8(%)
1 0 0 0

—8.791 1076 (4)' ~0.01956 (4 +1  0.001181
—8.791 1075 (4)"~0.01956 (£)*+ (%)  0.001181s
~8.791 1075 (4)° ~0.01956 (£)* + (4" 0.001181 (Z)*

0.000422 (4)" 4009794 (4 +1 —0.2488
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3 Planung von Trajektorien

Aus GL (3.1)
w 1 —0.2488
e | _ |0 1 ss
o5 0o 0 ’
o3 0 0

folgen £,(0) = (0 0)" und &(3) = (0.75 0)" und damit v = (0.2 0 0 0.2)". Weiter
werden ¢; = 3 und /5 = 1 festgelegt. Gleichung (3.6) stellt man damit wie folgt auf:

0.2 0.2327 126.6  159.7 196.7 0.005766 ct
0 0.6653 | | 158.2 3524 634.1 0.002087 c
0| [06739] | -637.4 —449.2 262.3 —0.01006 s

0.2 0.2959 68.36  110.9 193 —1.215 c?

mit der Losung: ¢ = 0.007774, ¢b = —0.008515, ¢} =0.001742 und ¢ =0.01592.

Die weiteren Ergebnisse werden in Bild 3.3 graphisch dargestellt. Mit den Koeffizienten liegen
die Verldufe der Basisgrofien fest. Aus ihnen werden dann die iibrigen Systemgréfien berechnet.

Man sieht, dass alle Forderungen erfiillt werden. u

3.1.3 Uberginge von beliebigen Anfangswerten zu beliebigen
Endwerten

Ubergiinge des Systems kénnen nicht nur zwischen Ruhelagen stattfinden. Beispielsweise
kénnen sie in stationdren Schwingungen enden oder von beliebigen Anfangswerten in die
Ruhelage hineinfijhren. Auch wenn man Ubergénge zwischen Ruhelagen stiickweise plant,
muss man Zwischenwerte ansteuern kénnen.

Uber die Gleichungen (2.14) und (2.1b) kann man (sinnvolle) Forderungen an beliebige
GroBlen « in Forderungen an Basisgroflen und ihre Ableitungen umrechnen. Dafiir muss
man aus der Gleichung

x Ufi(4)
u ) = U 2@(%) &
Y Cr(5) U + De(F) Usip)

die zu den interessierenden Groflen ~ gehorigen Zeilen herauslosen und wie im vorigen
Abschnitt 3.1.2 in einer Matrix CU(%) versammeln?, so dass die Gleichung der Forderungen

v(t) = Cu(%) &(1) (3.8)

entsteht. Aus dieser Gleichung gewinnt man eine algebraische, indem man die Ma-
trix CU(%) in eine Zahlenmatrix R¢,, und ein Matrix SCU(Q) aufspaltet, die ausschliellich

dt
() Potenzen enthélt (vgl. Anhang A.2)

CU(%) = Rey - SCU(%)

3Sollen Forderungen an Ableitungen formuliert werden, kénnen die Zeilen auch mit (%) multipliziert
werden.
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| B@Sisg‘réﬁen
06| — Su(t)
04t — &na(t)
0.2f
0 : . r SRR ‘ ; :
0 0.5 1 1 15 2 2.5 3
St‘ellgr‘éﬁen |
051
0
_os|
‘ ‘ ‘ L ‘ ‘ ‘
0 0.5 1 1 15 2 2.5 3
w@tere ‘Sys‘temgréﬁen‘ _
06 .
04 .

Bild 3.3: Darstellung des Ergebnisses von Beispiel 3.2

zerlegt und damit Gl. (3.8) neu schreibt

£(1)
Y(t) = Rey, - Sco(D) €() = Rey, | €01) | (3.9)

wobei man Nullspalten in R¢,, mit den zugehorigen §-Elementen natiirlich streichen kann.
Ein kurzes Beispiel soll die Vorgehensweise verdeutlichen.
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Beispiel 3.3 Betrachtet wird noch einmal das System aus Beispiel 3.2. Die anzusteuernden
Werte seien der Punkt y und y und die Winkel 1, o und ¢3 sowie deren Ableitungen. Aus der
Matrix Uff, Gl. (3.7), entnimmt man die Gleichung (3.8) zu

—8.791 1076 (4)' —0.01956 (4’ +1  0.001181

—8.791 1076 (%)5—0.01956 (%)ﬁ(%) 0.001181 (4)

o 0 1

2 —0.001055 (4)' —0.1 (4’ 0 <§1>

©3 ~4.396 1077 (4)'—0.1 (4)° 0 &

1 0 (4

- 5 3

‘{’2 —0.001055 (£4)"—0.1 (&) 0

7 ~4.396 1077 (4’ —0.1 (4)° 0

und daraus die Umrechnungsvorschrift (3.9)

1 0 —0.01956 0 —8791210°% 0  0.0011805 0 &

0 1 0 -0.01956 0  —8791210°% 0 0.0011805 | | &
o1 00 0 0 0 0 1 0 &
09 00 —01 0 —0.0010549 0 0 €,
o3|l oo —o1 0 —4395610° o0 0 0 &
$1 00 0 0 0 0 0 1 )
oo 00 0 -0l 0 ~0.0010549 0 0 &
o3 00 0 -0l 0  —4.39561075 0 0 £,

In diesem Fall ist die Matrix R¢,, quadratisch und hat vollen Rang. Die anzusteuerenden
Werte lassen sich also ohne Einschriankungen festlegen und in Basisgroflen umrechnen.
Das muss jedoch nicht immer der Fall sein. In jedem Fall ist bei der Festlegung der
anzusteuernden Werte darauf zu achten, dass das Gleichungssystem (3.9) 16sbar ist, mithin
dass

Rang B¢, = Rang (RCU, 'y)

gilt. Mit anderen Worten: Zwangsbedingungen unter den Systemgrofien diirfen nicht aufler
Acht gelassen werden.

Es wird also ab jetzt gefordert, dass die Anfangs- und Endwerte der Basisgrofien und
deren n Ableitungen festgelegte Werte annehmen:

T T

&, (0) & (T)

€g(0) =1 und Eg(T) =TIp
, (0) &, (T)
, (0) & (T)
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3.1 Planung mithilfe von Polynomen

Da die Basisgrofien voneinander unabhéngig sind, kann man elementweise, in diesem Fall
spaltenweise, vorgehen und o. B. d. A.

(n)

& (0)

: |

£(0)

=7, und

&(0)
&(0)

(n)

&(T)
&y | -
6T)
&(T)

=7

fordern. Zur Vereinfachung der folgenden Schritte soll mit einer auf die Planungszeit T’
normierten Zeit 7 gearbeitet werden:

1 g

Tr=t, dt=Tdr = §&t)=&(r), < (t)zﬁméb(T). (3.10)
Mit dieser Formel (3.10) werden auch die Anfangsbedingungen ~, in 4(0) = 4, und
die Endbedingungen -, in 4(1) = 4, umgerechnet. Wie in den vorangegangenen Ab-
schnitten wéhlt man fiir die Basisgrofie einen polynomialen Ansatz mit ausreichend freien

Koeflizienten

B 2n+1
&(1) = Z ceT”
~k=0
mit der v-ten Ableitung
B 2n+1 1
Lo6(1) = Z Cr ()\UO(H - )\)) TV fiir v >0.

Wertet man die Gleichung an dem Anfangswert 7 = 0 und dem Endwert 7 = 1 aus und
16st nach den Koeffizienten ¢ auf, so erhélt man das lineare Gleichungssystem

n!
Con+1
2! C2n
1! : -
1 Cn+1 o
n—1 n—1 n—1 c =|—
[T@2n+1-X) J[@2n=XA) ---[[(n+1=2X) n! "
A=0 A=0 A=0 : -
) : 71
: : : : - Co
2n(2n+1)  (2n—1)2n n(n+1) |n(n—1)-- 2! ¢
2n+1 2n n+1 n - 2 1! Co
1 1 S 1 1 -1 1 1
(3.11)

Unterteilt man den Koeflizientenvektor ¢ in zwei Teile

Co = (C2n+1 Con

C| — (Cn

Cn+1>T

T
C2 C Co) )
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so erkennt man folgende Struktur

(J‘Of Aj\ﬁ) (2?) - @f) ) (3.12)

deren Losung sich leicht errechnen lasst:

co=M" (5, — Mpey) . (3.13b)

Der erste Teil der Losung (3.13a) lidsst sich damit leicht angeben:

Cn L o & (0)
oy | = f_l% = = Yo = E—f &(0) | - (3.14)
1 .
gl 1 ) % £(0)
0
(0)

Fiir den zweiten Teil (3.13b) wird die Inverse M ! benétigt. Die Matrix M ldsst sich wie
folgt zerlegen:

nl G ("3)
M = 2 G o ()
1! “ () (")
. )\ 1 1 1
My My,

Die Matrix M, lasst sich weiter zerlegen in

L) o G GR) ()
Lo G G Gh)

Mbg Mp

Beweis: Wendet man das Bildungsgesetz fiir Binomialkoeffizienten
a a—1 a—1
= 1
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3.1 Planung mithilfe von Polynomen

rekursiv erneut an, so erhalt man

()= (07 G+ (o)

und bei beliebig haufiger Anwendung

B-£0)6)

pu=0

wobei Binomialkoeffizienten mit negativen Eintrdgen (b — u) als Null gewertet wer-
den. In den Spalten von M, befindet sich jeweils eine vollstdndige Serie von Bino-
mialkoeffizienten. Multipliziert man die j-te Spalte von M, mit der i-ten Zeile von
My, so entsteht

n+l—j .
. n+1—j n+1
My (i, j) = Z < )(n—l—l—i—,u)’

=0 K

wobei die Eintrage fiir n+l—i—u < 0 wiederum Null sind. Der Vergleich mit Gl. (3.16)
liefert

m=n+1—35, a—m=n+1 und b—p=n+1—-i—pu.
Daraus folgt

q. e. d.

My(i, ) = <2n+2 —j) '

n+1—1
Aus der Zerlegung wird deutlich, dass die Matrix M immer invertierbar ist, denn ihre

Determinante ist

det M = det My - det My, - det M, = ] A

A=1

Nun soll die Inverse der Matrix M
M~ = M MG M

bestimmt werden. Bei M, handelt es sich um eine seit Langem bekannte Standardmatrix,
eine sogenannte Pascalsche Matrix. Thre Inverse ist mithin

2 (5)
" ) o2 () e () 1
0 (o) -1 1
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3 Planung von Trajektorien

Ein Beweis findet sich in [CV93], eine allgemeinere Einfithrung in [AT07] und den dort
angegebenen Quellen. Die Inverse von My ist

O e B Vil (0 IR R ()
=) et ()
My = I G
1

Beweis: Betrachtet wird das Element in der j-ten Spalte und i-ten Zeile der Matrix
Mo - Mb_Ql. Ist © > j so ist dies Element offensichtlich null, da es keine Summanden
verschieden von Null gibt. Ist ¢ = 7, so ist das Ergebnis 1-1 = 1. Es bleibt also noch
zu zeigen, dass das Ergebnis fiir j > ¢ ebenfalls Null ist. Es sei k = j —¢ > 0, dann

ist

Min(i,j) =3 (Z:) (n:m) oy
_ k (n+1)! (n + 5)! )
- k=0 (k—r)!(n+1—-k+r)! klnl (=1)

:n+1§:( ) n+?fz)+m> (=1)"
e ()

_n Z ! ; (i) (Z ’ ’f) (~1)", (3.17)

R

mit dem Bildungsgesetz (3.15)

- HiK Do)l Gy

k=0

(e )]

R

R OG- (e

K=

S

o

n+1

o

und wiederum mit dem Bildungsgesetz (3.15)

SR

3

“M
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3.2 Planung optimaler Trajektorien

Wie man sieht, lassen sich ab dem Zwischenergebnis (3.17) die folgenden vier Schrit-
te beliebig oft wiederholen, wobei sich jedesmal die Zahl der Summanden um Eins
erniedrigt, bis am Ende

Mia(i,j) = nzli (i) (nJ(;H)(—l)”: nz_l(l—l)zo

k=0

da steht. q. e. d.

Damit sind alle Teile von Gleichung (3.13) bekannt, und man kann mithilfe von Gl. (3.14)
die Koeffizienten cg, 1 .. .co angeben

C T () C T () C

" o 6(0) il P N s (T) "

Co 0 Cpn+1 —1 T Co
&(0) My, &(T)

Darin ist das Element in der (i+1)-ten Zeile und (j+1)-ten Spalte der Matrix Mﬁ)l gegeben

durch
i) n+j—kr\[/n—k
My (i+1,j+1) = (=1)U+) Y ( )( )

| — K n—1
k=0 J

Es sei darauf hingewiesen, dass die Matrix Mp_b1 weder von der Planungszeit 7" noch von
den konkreten Randwerten abhingt und dariiber hinaus nur ganze Zahlen enthélt. Sie ist
also im Voraus ohne Rundungsfehler berechenbar.

3.2 Planung optimaler Trajektorien

Im vorangegangenen Abschnitt 3.1 wurden a priori bestimmte Funktionen, in diesem Fall
Polynome, fiir die Basisgréflen angesetzt und anschliefend geeignet parametriert. Der
Nachteil dieser Vorgehensweise ist, dass der Raum der méglichen Funktionen von Vornher-
ein eingeschriankt wird. Deshalb soll im Folgenden ein Kostenfunktional als Integral iiber
die Ubergangszeit T formuliert werden. Aus der Forderung, dass dieses Kostenfunktional
minimal sein soll, folgen Ansatzfunktionen fiir die Basisgrofien, die durch Parametrierung
an die Anfangs- und Endbedingungen angepasst werden. Da die Basisgrofien unabhéingig
variiert werden konnen, kommen die klassischen Methoden der Variationsrechnung ohne
Nebenbedingungen zum Einsatz. Es wird ein quadratisches Kostenfunktional verwendet,
weil das ein positives Funktional garantiert und die entstehende Eulersche Differential-
gleichung linear ist.

Dieses Problem ist seit Langerem als ,,zeitkontinuierliches LQR~Problem mit endlichem
Zeithorizont* bekannt. Da diesem Problem die Zustandsdarstellung (2.2) zugrunde liegt,
muss dort eine Variationsrechnung unter Nebenbedingungen, nédmlich & = Ax + Bu,
angewandt werden, was letztlich die Losung von Riccati-Gleichungen erfordert [Pap96].
Der Vorteil des hier verfolgten Ansatzes ist, dass durch die Formulierung mit den Ba-
sisgroflen keine gesonderten Nebenbedingungen einzuhalten sind. Allerdings erhélt man
dafiir Kostenfunktionale mit hohen Ableitungen.
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3 Planung von Trajektorien

3.2.1 Formulierung eines quadratischen Kostenfunktionals

In dem Kostenfunktional sollen Stellgroflen, Ausgangsgrofien und ggf. auch innere System-
grofen enthalten sein. Dabei muss es sich nicht nur um die bei der Streckenbeschreibung
verwendeten Groflen handeln. Es kann beispielsweise auch die Ableitung einer System-
grofle aufgenommen werden, um das Verhalten ,ruhig® zu gestalten. Die im Kostenfunk-
tional enthaltenen ¢ Groflen &, seien also

e — Wi (2) mit W) € R (3.18)

Dabei kann auf explizite Aufnahme der Ausgangsgrofien y verzichtet werden, denn diese
kénnen in &, aufgenommen werden, indem die Matrizen Cp und Dp, siehe Gl. (2.1b),
in W aufgenommen werden. Die Gréfien &, sollen vorgegebenen Funktionsverldufen £
im Intervall 0 < ¢ < T moglichst genau folgen*. Daher wird folgendes quadratisches
Kostenfunktional verwendet:

T W €,(1) + 2€0(0) Wa €40 + €L W2 €4(0)] dr. (3.19)

o\%

Dieses Kostenfunktional soll minimiert werden. Dabei muss die Wichtungsmatrix W, €
R?*9 positiv definit sein. Hiufig wird es sich um eine Diagonalmatrix mit positiven Ele-
menten handeln. Die Anfangs- und Endwerte &,,(0) und &,,(T") sollen gegeben sein und
nicht variiert werden.

Um eine Variationsaufgabe ohne Nebenbedingungen zu erhalten, miissen die enthal-
tenen Funktionen unabhéngig variiert werden konnen. Das ist bei den Groflen §,, nicht
der Fall, sondern nur bei den Basisgrofien. Das Kostenfunktional & muss also mit den
Basisgrofien formuliert werden. Setzt man Gleichung (2.14) in Gleichung (3.18) ein, so

erhélt man -
0 (g

WU

Setzt man das in Gl. (3.19) ein, so erscheint das Kostenfunktional in seiner abschlieBenden
Form:

—
a

& = [ &0 WEGE) W) €(0) + 26,0/ WE(R) Wagh(o) + €ie) W2 €400 a
0

(3.20)
Das Symbol ( )soll deutlich machen, dass die Ableitungsoperatoren (%) in dieser Matrix
nach links wirken. Dabei werden die Anfangs- und Endwerte &,(0) und &,(7") wie auch
die der Groen §,, nicht variiert, sondern gehen fest aus der Aufgabenstellung hervor.

4Das hochgestellte d steht fiir angestrebten Signalverliufe (desiderata).
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3.2 Planung optimaler Trajektorien

Genau genommen ist der Funktionenraum immer noch etwas eingeschriankt, namlich auf
Funktionen, die ausreichend glatt sind. Jedoch ist das keine wesentliche Einschrénkung,
da Glattheit zumeist auch aus physikalischen Griinden erforderlich ist.

3.2.2 Herleitung der Eulerschen Differentialgleichung der
BasisgroBen

Das Kostenfunktional (3.20) lasst sich als

T

& (£,(1)) :/L<gb,gb,...,("§§’) dt

0

darstellen mit
L= &,(0)TWEH(E) WaWu(2) &,(t) + 2 &,(6)TWE(2) Wakl(t) + €4(6) Wa €4(t) . (3.21)

Um festzustellen, welche Trajektorie &,(t) das Kostenfunktional minimiert, denkt man
sich eine um Weniges verschiedene Vergleichstrajektorie &,(t) = &,(t) + 8,(t), wobei 8;(t)
frei wihlbar ist. Wenn & (£,(¢)) minimal ist, so muss sich beim Vergleich mit & (&;(t)) fiir
sémtliche benachbarten Trajektorien & (¢) ein stationdrer Wert einstellen. Man untersucht
darum die Differenz des Funktionals von der optimalen Trajektorie und der benachbarten
Vergleichstrajektorie:

& (&,()—6(&,(t))
T (kw

. ) (kw) . (kw)
= /L(£b+5b(t)’£b+5b(t)’"'7 & + 0 (t)) - L(Ebﬁgbw"a &, ) dt

0

k
WOL (®)
:/ Z% 5, + T.h.O.| dt

0 L0 08,
und mit partieller Integration
wlor W g 9L (weD) oL (kw-1) !
- / Z (r) O — At (kw) Oy | dt + o) 0y + T.h.O.
o L= og, d &, d &, .

(kw—=1)  (kw—1)
Da die Anfangs- und Endpunkte nicht variiert werden, gilt §,(0) = 8,(7") = 0 und damit

ky—2
/ oL () OL d OL \ Gw—1
B (& (1) — 6 (&,(1)) =/ > 0t | G e | O | dt+ThO.
0o L"=0 0¢, J &, d¢&,

Setzt man mit partieller Integration fort, so erhélt man schliellich

T

6(5{,(1&))—6(&,@)):/ Z(—%) % 8y dt + T.h.O.
0 Lm=0 3
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3 Planung von Trajektorien

Die Terme hoherer Ordnung konnen weggelassen werden, weil nur kleine Variationen 9§,
um die optimale Trajektorie untersucht werden, und die Stationaritéitsbedingung lautet:

T kw K

d oL !
/Z(_%) | S dt=0.
0 0&

k=0
b

Da die Funktion 8,(t) beliebig variiert werden kann, ldsst sich die Bedingung nur erfiillen,
wenn die Summe in den eckigen Klammern fiir alle ¢ verschwindet:

S () %-
dt (k)
0¢

k=0
b

Leitet man L aus Gl. (3.21) partiell ab, so erhélt man:

0 - -
—7 | SO WE(E) WaWVu(f) &, (1) + 2 &,(1) Wi() Wags(t) + gL1(t) Wa E2(t)
g,
= 2 Wi, WaWu(§) &, () + 2 Wi, Waki(t) .

Dabei wurde die Matrix WU(%) als
kw
W) = > Woe ()
k=0

mit ky, dem Grad der Polynommatrix WU(%), dargestellt. Schlielich erhélt man die
Eulersche Differentialgleichung der Basisgrofien:

kw
Z "t WL W W () Z W W - (—5) €0(1) .
~ .

bzw. noch kompakter geschrieben:

(Wo(=%))" WaWol) &(1) = = (Wu(—5))" Wa &10). (3.22)
W
Links von &, steht eine quadratische polynomiale Matrix Wy € R [ }me die hochste

auftretende ( ) Potenz ist 2ky,. Auf der rechten Seite erscheinen die vorgegebenen Verldufe
als Erregung. Mithin handelt es sich um m lineare inhomogene Differentialgleichungen,
die mit den iiblichen Methoden geltst werden konnen.

Es empfiehlt sich, die Matrix WU(%) in eine spaltenreduzierte Form zu bringen, um die
dynamische Ordnung des Problems nicht kiinstlich zu erhthen. Das verdndert die Glei-
chungen nicht wesentlich, da bei der Uberfithrung lediglich Zeilen elementar kombiniert
werden (siche Abschnitt A.1). Trotzdem wird die Matrix Wg() in aller Regel nicht spal-
tenreduziert vorliegen, denn Wi enthélt eine Nullzeile, wenn der Index x groBer als der
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3.2 Planung optimaler Trajektorien

kleinste Spaltengrad ist, so dass die entstehende Matrix Ty}, der fiihrenden Spaltenkoeffi-
zienten singuléir sein muss. Die Matrix Wg(%) in Gleichung (3.22) sollte daher ebenfalls in
spaltenreduzierte Form gebracht werden. Am Ende haben sich die Spaltengrade in WE(%)
gegeniiber WU(%) verdoppelt. Damit hat man dann auch ausreichend viele Freiheitsgrade,
um die notige Glattheit am Beginn und Ende des Planungszeitraums herzustellen. Daher
sollte man sédmtliche Gréflen, die einen glatten Verlauf haben miissen, in die Gréflen §,,
aufnehmen. Anderenfalls kénnte das Optimierungsproblem eine Losung liefern, die tech-
nisch nicht umsetzbar ist.

Beispiel 3.4 Als Beispiel soll erneut das herabhiingende verschiebliche Dreifachpendel aus
Beispiel 3.2 dienen. Wiederum soll die Versetzung aus einer Ruhelage in eine Ruhelage um
Awg = 0.75 in der Zeit T' = 3 erfolgen. Um den Energieaufwand in Grenzen zu halten, sollen
f(t) und d;(t) moglichst gering sein. Daher soll f4(t) = 0 und d{(t) = 0 gelten. Auflerdem sei
daran erinnert, dass das Modell durch Linearisierung um einen Arbeitspunkt entstanden ist.
Um moglichst nahe bei diesem zu bleiben, sollen auch $(t), ¢4(¢) und %(t) gleich Null sein.
Fin besonderes Augenmerk soll auf das Drehmoment d; gelegt werden. Das zu minimierende
Kostenfunktional sei daher

3
® = / 24 a6 + p3(t) + f(1)? + 10d: (£)?) dt .
0

Die Wichtungsmatrizen sind damit

010 000O 100 0 O
001 00O 0100 O
Wi=10 0 0 1 0 O und Wo=10 01 0 0|,
00 0O01O0 0001 0
00 0O0°O01 0 0 0 0 10

daraus folgt mit den in Beispiel 3.2 angegebenen Matrizen U1R2 und U2P§ die Matrix WU(%)

0 1

~0.001055 ()" — 0.1 (4&)° 0

Wulf) = ~4.3961075 (4" — 0.1 (&) 0
0.000211 (4)°+0.05498 (4)" +1.1 (&) —0.07658 (&Y’

2.018 1077 (4)°+-0.006181 (4)'+0.1971 (4 —0.001548 (%)’ +1.971

Mit kyw = 6 erscheint die Eulersche Differentialgleichung (3.22) als

4.859 1078 (4" +-2.57 10" (4)"° +0.00395 (£)° +0.1456 (£)° +1.619 (£)"

b
—1.647 1075 (4)° — 0.003908 (4)° +0.03456 ()" +3.886 (4’ 1

. —1.647 1075 (4)° — 0.003908 (4)°4-0.03456 ()" +3.886 (&)’ fy =0
b2 =Y.
0.005888 ()" — 0.06105 ()’ +39.86

Der maximale Grad der zweiten Spalte von U ist zwei. Da Spriinge in den Stellsignalen ak-
zeptiert werden sollen, sind beziiglich &, lediglich 4 Randbedingungen zu erfiillen. Der Grad
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3 Planung von Trajektorien

der zweiten Spalte der Matrix Wg (%) ist allerdings 8. Um ihn auf 4 zu reduzieren, wird die
Eulersche Differentialgleichung von links mit der unimodularen Matrix

(1 0.002797 ()" +0.6928 (%)2>
0 1

multipliziert und man erhélt die Eulersche Differentialgleichung (3.22) in der Form

2.524 100 (%)12—1—3.356810_6 (%)10+0.0%1339 (%)8—1—0.14804 (%)6+4.2311 (! 0
—1.647 1077 ()" — 0.003908 ()" +0.03456 () +3.836 (%)

0.1038 ()" +31.5 (&Y’
+ P (dt) + (lcilt)2 o =20.
0.005888 (£)" — 0.06105 (£)" +39.86

Aufgrund der Tatsache, dass samtliche vorgegebenen Funktionsverldufe Efn identisch null sind,
ist die Differentialgleichung hier homogen. Die Determinante der Matrix Wg (%) ist

det Wg = 1.486 1071 (4)'° 4+ 1.96 1075 (&)™ + 9.4897 1076 (£)"*

+0.002038 (2)'° +0.1873 (2)° + 5.434 ()° + 49.41 (4)" .

Die Ansatzfunktionen fiir die Basisgrofien sind daher von folgender Gestalt

co + 1t + cot? + 3t + ¢4 8in(21.09t + c5)e 315 4 cgsin(21.09¢ + cp)el-345
+ cg sin(14.08¢ + cg)e 00T 4 10 8in(14.08¢ + c11)e’ 007"
+ 12 8in(4.542t + ¢13)e 0333 ¢y sin(4.542t + ¢15)el3313¢

Mithilfe der Konstanten ¢ werden die Funktionen an die gegebenen Anfangs- und Endwerte
angepasst. Auf das exakte Hinschreiben der Losung soll hier verzichtet werden. Stattdessen

werden die weiteren Ergebnisse in Bild 3.4 graphisch dargestellt. u

3.3 Planung bei einem nicht unimodularen Linksteiler

Bei der Einfithrung der Basisgrofien im Abschnitt 2.2.2 wurde davon ausgegangen, dass der
Linksteiler L (4) in Gleichung (2.13c) unimodular sei. In diesem Abschnitt soll untersucht
werden, welche Auswirkungen es hat, wenn das nicht der Fall ist.

Wenn das Paar (A p, B p) nicht linksteilerfremd ist, so offenbart sich das geméf Satz 2.1
zuerst darin, dass es einzelne komplexe Zahlen sq gibt, fiir die

Rang (Ap(s0), Bp(so)) <7

gilt. Diese Zahlen sy sind die Nullstellen der Determinante des Linksteilers, denn mit
Gleichung (2.8) gilt

Rang (Ap(s), Bp(s)) = Rang (L(s) - (Vif(s), V() ).
Das Paar (UlLl, UILQ) hat stets vollen Rang. Mithin kann ein Rangabfall nur auftreten,

wenn L(s) fiir einzelne so nicht vollen Rang hat, also wenn det L(sg) = 0 ist. Die Ef-
fekte dieser Nullstellen werden seit Léngerem untersucht, beispielsweise bei [Ros70] unter
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3.3 Planung bei einem nicht unimodularen Linksteiler

08 Basisgrofien
. T

— n(l)

0.6

0.4

0.2

0.05
0
-0.05

0 05 1 15 2 2.5 3
StellgroBen aus Gl (2.14)

0.02 I

0.01

-0.01

-0.02 I I I I I I I
0 0.5 1 15 2 2.5 3

weitere SystemgroBen aus Gl. (2.14)

0.8

0.1

0.05

0
— o1(t)
— el
— @3(t)
_01 | | | | | | I
0 05 1 15 2 25 3

t
Bild 3.4: Darstellung des Ergebnisses von Beispiel 3.4

dem Namen ,, Eingangsentkoppelungsnullstellen“ (input decoupling zeros). Bei [RL06] hei-
Ben sie ,latente Zahlen®“ (latent numbers). Definiert man nun neue Systemgrofien geméaf3
Gleichung (2.12), und untersucht die Gleichungen (2.13) erneut, so stoB8t man in Glei-
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3 Planung von Trajektorien

chung (2.13c) auf die Differentialgleichung
L) & =0

mit der Losung im Bildbereich

kr, k—1
B, = <L( ) ZL ( Sﬁ_l_)‘ﬁg/\)(—o)> ) (323)

k=1 A=0

mit der Zahl ky, als der hochsten in L(s) auftretenden s-Potenz. Hier wird deutlich, dass
die Groflen E, einer autonomen Differenzialgleichung geniigen, die allein von Anfangs-
werten abhédngt. Das motiviert den Index a. Sie sollen im Folgenden ,,autonome Gréfien
heiflen. Insbesondere hiangen die autonomen Groflien nicht vom Eingang ab. Wie in Glei-
chung (2.13) sind die Basisgroen =, frei vorgebbar, da sie durch die Systemgleichungen
keinerlei Beschriankungen unterworfen sind. Allerdings kann man nicht mehr aus ihnen
allein die urspriinglichen Systemgrofien berechnen. Statt Gleichung (2.14) gilt

(e 3t

Fiir die Berechnung der urspriinglichen Systemgrofien wird der Verlauf der autonomen
Signale &, gebraucht, der sich aus den Anfangswerten &, (-0) ergibt, die wiederum von
den Anfangswerten der urspriinglichen Systemgréfien abhéngen. Diese sollten, wie auch
schon in Abschnitt 2.2.3 festgehalten wurde, bekannt sein. Jedoch tritt gegeniiber Ab-
schnitt 2.2.3 neu hinzu, das die Anfangswerte nicht nur bei Festlegung des Beginns der
Trajektorienplanung, sondern iiber deren gesamten Verlauf beriicksichtigt werden miissen.

Solange die Nullstellen sy der Determinante det L(s) in der abgeschlossenen linken Halb-
ebene liegen, bleiben die autonomen Signale beschriankt, und man kann sie ohne Schwie-
rigkeiten einplanen. Falls die Nullstellen von det L(s) in der rechten offenen Halbebene
liegen, klingen selbst bei kleinsten Anfangswerten die Signale &£, unbeschriankt auf, und
das System ist unbrauchbar. Dies durch ein entsprechend unbeschréankt aufklingendes
Basissignal &, zu kompensieren, ist kein Ausweg, da ein solches System auflerdem nicht
stabilisierbar ist, wie Abschnitt 4.2.1 zeigen wird.

Als Letztes bleibt noch zu untersuchen, wie sich die in Abschnitt 2.2.3 ertrterten Zu-
sammenhéinge zwischen den Anfangswerten der iibrigen Systemgrofien und denen der
Basisgroflen — und nun auch denen der autonomen Gréflen — darstellen. Transformiert
man Gleichung (3.24) in den Laplace-Bereich, so erhilt man

X_Uﬁ(s)= UL(s) B R el (~0)
(0) (cao) =+ (o) =g (§12).

Setzt man diese Gleichung in die Systemgleichung (2.3a) ein, so ergibt sich

Uﬁ(s)u Ul%() R K—1—\ a(o)__
<Uﬁ<s>> = <U22<s>> “b_;U Zs ( V- 0>)_ aw

L(s)E, — (Ap(s) B ZURZ "l A< o) — a(s)

o o)

(Ap(s) Be(s))
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3.3 Planung bei einem nicht unimodularen Linksteiler

und mit Gleichung (3.23)

(N

kr, rk—1 ku k—1
> L. (Z s“_l_kﬁy)(—o)) — (Ap(s) Bp() > ULY s+ <§aA)E:Z;> =af(s) .
A=0

(
k=1 b
(3.25)

Darin ist a(s) eine lineare Funktion der Anfangsbedingungen der Systemgrofien und ge-
geben durch Gleichung (2.4a). Auf der linken Seite steht eine ebenfalls lineare Funktion
der Anfangsbedingungen der definierten Grolen &, und &,. Diese Gleichung muss bei der
Festlegung der Anfangswerte beriicksichtigt werden.

Beispiel 3.5 Als Beispiel diene eine weitere Abwandlung des Zweifachpendels aus Beispiel 3.1
bzw. 2.1. Es gelte:

e Die beiden Pendelkorper hdngen herab

e Finzig die Stellgrofie f(t) wird verwendet (SISO-System). Es gibt daher auch nur eine
Basisgrofle.

e Es gelte das folgende Léangenverhéltnis:

lby=10i —a; >0.

Damit lauten die Laplace-transformierten Systemgleichungen

2 2 2 Wo
(mo+mi+ma)s (lhymi+aima)s (lh—a1)mas -1 o
1
(hmy+aimz)s®  (I3my+a2msg)s?+g(lymi+aims)  ai(lh—ay)mas® 0 o | = a(s).
2
52 a, s> (Ii—a1)s®’+g 0
F
(Ap(s), Bp(s))
Setzt man
l
s0= 4] g(limy + aymsa)
Limi(lh —ar)
in die obige Matrix ein, so erhélt man
Rang (Ap(so), Bp(so)) =
_glimitaim)(mo+mi+me)  g(limi+aimg)? __g(limi+aima)ma 1
liymi(li—a1) lymi(li—ar) lymy
g(limi4aima)? gai(limi4aima)? g(limi+aima)aimg _
Rang T limi(li—a1) T himi(li—a1) - l1mq 0 =2 ’
_ g(limi+aima) _ glhimitaima)ay _gaimgy 0

limi(li—a1) limi(li—a1) limy

denn die letzten beiden Zeilen sind offensichtlich linear abhéngig. Damit ist das Matrizenpaar
(Ap, Bp) nicht linksteilerfremd. Es steht also fest, dass die Determinante des gemeinsamen
Linksteilers ihre Nullstellen bei s = sy haben muss. Da diese Nullstellen auf der imaginéren
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3 Planung von Trajektorien

Achse liegen, also nicht in der offenen rechten Halbebene, lohnt es sich, mit dem Auffinden von
Basisgroflen fortzufahren. Mit der unimodularen Matrix

_ l _aime 2
g(limi+aimz) limy s°lit+g
-1 _ g2
R g(limi+aima) 0 §
U™ = 0 1 limi+aimo —g2
g(lim1+aimo) limi(li—a1)
mol 2 ma((li—a1)mi—aimg) 2 2 4
1 _(l1m1+0aim2)g Timy 57 | g(m1+mo+ma)s”+I1mgs

lasst sich das Paar (A p, B p) in seine Hermitesche Normalform tiberfiithren:

1 0 0 0
(Ap(s), Bp(s))- uft=1| 0 1 0 0 [ =(L(s) ‘ 0).
1 2 gimitaima)
hmitaima ° + lllmll(ll—llll)2 0

Damit erhélt man die Differentialgleichung (2.13c) der autonomen Grofien

Lo 0 €
01 0 b | = 0.
1 (himai+ ) | (d\2
limi1+aima glllmnil(llilanlli + (3) Ca3

und man erkennt, dass nur die dritte Zeile eine echte Differentialgleichung darstellt. Aus den
ersten beiden Zeilen erhélt man

a1 =0 und E2=0.

Die dritte Zeile ist die Differentialgleichung eines ungeddmpften harmonischen Oszilators

g(limy + aymy)
Lma(l —ar)

ga3 + wgéaB =0 mit wg = \/

Doch — gibt es eine physikalische Bedeutung zu dieser zunéchst abstrakt eingefithrten autonomen
GroBe? Die Inverse der Matrix U%(s) lautet

(UR(s)) ™ = UL(s) =

(mo—l—m1 +m2)s2

2

(l1m1+a1m2)s (ll—al)m282 —1

(l1m1+a1m2)82 (l%m1 —I—a%m2)82+g(l1m1+a1m2) al(ll—al)mQSQ 0

0 _llml(ll—al) limi(li—ar) 0
limi+aims limi+aimse

1 _mataims _(hi—a1)amy _

g g(lymi+aimz) g(lymi+aimz)

Unter Verwendung von Gleichung (2.12) liest man aus der dritten Zeile der Matrix U”

€a(t) = Fmili=ei) (00 (1) — o1 (1))

ab. Die Winkeldifferenz (p2 — ¢1) gehorcht mithin einer autonomen Differentialgleichung und
ist durch die Steuergrofie f nicht beeinflussbar. Auflerdem ist durch die vierte Zeile der Zusam-
menhang zwischen der Basisgrofie &, und den Systemgrofien gegeben:

BBmi+a? li—
&(t) = 1 (wo(t) + fRraime o, (1) + e 1))
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3.3 Planung bei einem nicht unimodularen Linksteiler

Diese Gleichung ist nicht ohne Weiteres physikalisch deutbar. Aus diesen beiden Gréfien &, und
£43 ergeben sich alle iibrigen SystemgréBen. Aus den letzten beiden Spalten der Matrix U® liest
man die Zusammenhénge (3.24) ab:

wo(t) = =2 &o3(t) + L& (t) + g6 (1)
p1(t) = =&(t)
pa(t) = A £ () — & (t)

F(t) = mellazamizaimo) & oy 4 oimy +mg+ma)&y(t) + limo (E) -

lim1

Damit liegen alle Zusammenhé&nge bereit, um Trajektorien zu planen. Der Wunsch an den Traj-
ektorienverlauf sei folgender: Das Zweifachpendel soll aus der Anfangslage

wo(0) =0, ¢1(0) =0, ¢2(0)=—7% und sémtlichen Ableitungen gleich Null
in dem Zeitintervall 7" in die durch
wo(t) =wg furt>T

gekennzeichnete Endlage iiberfiihrt werden, wobei das Verhalten der beiden Winkel offen bleiben
muss.

Zunichst sollen die Anfangswerte von & und &,3 bestimmt werden. Die Anfangswerte a(s)
ergeben sich aus Gl. (2.4a) zu

mo+mi+me limi+aims  (l1—a1)me sw(0) —(l1—a1)mays
a(s) = | limi+aime l%ml—l-a%mg ay(ly—aq)me 5p1(0) | = | —ar(li—a1)maTs
1 a1 li—ay SQOQ(O) —(ll—al)%s

Die linke Seite von Gleichung (3.25) ergibt sich zu

= (e ) (o)
Z:IL"‘ (;} SH—1—,\£I(;\)(_0)> (AP Z URZSR 1-A ( ?)\) >

£, (-0

(8&(=0) + E(=0))ly
—5€p(=0) — &p(—0)

0
_ 0 _ (Ap(s) Bp(s)) . —8&p(—0) — &p(—0
5€a3(~0)+Ea3(~0) —mQ(almOZ‘;;Tl‘hml (5€a3(-0) + £a3(-0)) .-

..+ g(mi+mo+ma)(s&(-0) +£b( 0)
A moly (83E(—0) + 52Ey(—0) 4 sEy(—0) + fb( 0))

(1—W) (5Ea3(~0)+Ea3(—~0)) + - ..

lim1
. g(mo+my+ma)(s&(—0) + &y~ 0)) + moll(Sfb 0)+&5(~0))
: l + —0)+Ep(—
58a3(—0)+E&a3(—0) g(limy alm?)(sflf( 0)+&p(-0))
9(s6(=0)+&(-0))
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3 Planung von Trajektorien

limq

(w _ 1) (8€a3(=0)+Ea3(—0) — . ..
- g(mo+mi+ma)(s§,(~0) + &(~0)) — moly (5§,(=0) + E(~0))

= ) = a(s)
—g(limi+aima)(s&p(—0)+&p(-0))
5€a3(=0) +Ea3(~0) — g(sE5(~0)+E(-0))
Wenn man in dieser Gleichung die s-Potenzen vergleicht, so erhélt man

0  (mo+mit+ma)g 0  mply 0 1- % §p(—0)
0  g(limyi+aime) 0 0 0 0 £p(~0)
0 g 0 0 0 1 €p(—0)
(mo+mi+msa)g 0 moly 0 1— % 0 Ep(—0)
g(lymy+aims) 0 0 0 0 0 £a3(-0)
g 0 0 0 1 0 €a3(~0)

0

0

0

—(l1—a1)ma 7

—ay(li—ar)ma 7

— (ll — al) %
und damit a )

a —a1)mo
§b(_0) o g(lllfflbl+;1m2)
Eb(-0) 0
&0 | _ 0 m
&(-0) 0 4

mili(l1—a
§a3(—0) a 11717111(-i-lal77112)
§a3(—0) 0

Damit sind die Anfangswerte fiir die Planung bekannt. Aus diesen ergibt sich zunéchst der
Verlauf des autonomen Signals &,3

limi+aima limi(li—ar)

Dieser Verlauf muss bei der Planung von &, beriicksichtigt werden. Zunéchst wird der Verlauf fiir
t > T geplant. Hier soll wy(t) = wf sein. Setzt man das in die erste Zeile von Gleichung (3.24),
so erhélt man mit

am .
wé = — ll 2¢a3(t) + L&(t) + g&(t)
1ma
w + amz 4, cos(wat) = L&y (t) + g&u(t)
l1m1

- a1mso
l1m1 (g — llwg)

& (1) Ag cos(wgt) + alt fir t>1T.
g
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3.3 Planung bei einem nicht unimodularen Linksteiler

Der Verlauf fiir 0 < t < T wird, nachdem dessen Randwerte festliegen, nach der in Ab-
schnitt 3.1.3 beschriebenen Methode bestimmt.
Die weiteren Ergebnisse sollen fiir die (normierten) Werte

Systemparameter Trajektorienplanung
g‘al‘ll‘lg‘mo‘ml‘mg‘ Wq T‘wS‘g@(O)‘ A,
10025 ]0.65[0.4]025]01]02]66506|3] 2| —F |—01776

angegeben werden. Damit ergeben sich

€a3(t) = —0.1776 cos(6.6506 t)

0.0026¢" — 0.0202 % + 0.0481¢°> — 0.0289t* — 0.0137 0<t<3

&(t) = fir
0.00728 cos(6.6506¢) + 0.2 3<t

Aus diesem Ergebnis erhilt man mit Gleichung (3.24) die Planung der urspriinglichen System-
grofen. Die Ergebnisse sind in Bild 3.5 dargestellt. Man beachte, wie die beiden Pendelkérper
ungedampft schwingen, der Wagen aber trotzdem der gewiinschten Trajektorie folgt. Zur Ver-
anschaulichung der Bewegung findet sich ein kurzer Animationsfilm in Bild 3.6. u
Wie auch das Beispiel zeigt, ist mit der Existenz eines gemeinsamen, nicht unimodularen
Linksteilers® in (Ap, Bp) die Trajektorienplanung keineswegs unmoglich geworden. Auch
wurde das System im zuriickliegenden Beispiel nicht ,, gekiirzt“; seine dynamische Ordnung
blieb voll erhalten. Es sind lediglich bei der Trajektorienplanung einige Besonderheiten
zu beriicksichtigen. Die Basisgrofien sind nach wie vor frei und unabhéngig voneinander
wahlbar, allerdings muss bedacht werden, dass sie nicht mehr allein das Systemverhalten
parametrisieren. Das Beispiel zeigt, dass sich trotzdem steuerungstechnische Ziele ver-
wirklichen lassen, wenn auch in gewissen Grenzen. Jedoch sind die Méglichkeiten, auf
Ebene der Systemgrofien zu steuern immer begrenzt, abgesehen von vollstindig direkt
gesteuerten Systemen.

®Bisweilen wird so ein System als nicht steuerbar bezeichnet.
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3 Planung von Trajektorien

0.5 1 1.5 2 2.5 3 35 4 45
t

Bild 3.5: Trajektorienplanung fiir Beispiel 3.5
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4 Folgeregelung

Bisher wurde der Tatsache, dass ein mathematisches Modell das Verhalten eines techni-
schen Systems niemals exakt widerspiegelt, keine Beachtung geschenkt. Im Allgemeinen
wird die Regelstrecke trotz sorgfiltiger Planung der Steuerung nicht die geplanten Signal-
verlaufe hervorbringen. Sind die Abweichungen gering, kann man sie tolerieren und sich
mit einer Steuerung begniigen. Andernfalls, insbesondere wenn die Regelstrecke instabil
ist, muss durch einen zusétzlichen Folgeregler das System entlang der Solltrajektorien
stabilisiert werden.

4.1 Struktur der Folgeregelung

Im folgenden Abschnitt soll angenommen werden, dass das System durch ein unbekanntes
duBeres Storsignal d(t) € R? beeinflusst werde. Die Systemgleichungen (2.1) lauten mit
diesem

An(f) @+ Do) u+ Bj() - d =0 (419
Crlf) -2+ Drld) -u+ D) d =y (410)

Ein solches Storsignal konnte beispielsweise durch zufillige Messungenauigkeiten oder
auch durch ungenaue Modellierung entstehen. Wenn man die Gleichungen (4.1) mit
verschwindenden Anfangsbedingungen Laplace-transformiert und nach den innereren
GroBen  und den Ausgangsgréfien y auflost, so erhélt man

X —A'Bp —AL' B3, U
Y ) \Dp—CpA;'Bp D3p—CpAp'Bs) \D

(e e ()
P(s)  Py(s) D

mit den darin enthaltenen Ubertragungsmatrizen P der Regelstrecke. Bislang wurden
Storungen nicht beachtet, wie es der in Bild 4.1 gezeigte Signalflussplan darstellt. Das
Basissignal &, wurde geplant, und das daraus berechnete Stellsignal w wurde auf die
Strecke gegeben. Stérungen wurden ignoriert. Auch wurde davon ausgegangen, dass die
Anfangswerte a(s) und b(s) bekannt sind.

Die einzige Uberwachungsméglichkeit, die die Regelstrecke bietet, ist das Ausgangssi-
gnal y. Dieses kann mit dem geplanten Ausgangssignal verglichen werden. Daher wird
parallel das geplante Ausgangssignal y,(t) aus dem Basissignal &,(¢) nach Gl. (2.14) und
Gl. (2.1b) berechnet

y'(t) = (Cr(%) ULE) + Dr () UR(S) )&

(4.2)
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4 Folgeregelung

— | Apz+Bpu+Bid=0 ———p
— | Cpx+Dpu+Dpd=y —p

&,(1)
Bild 4.1: Signalflussplan der Steuerung

Die Differenz zum gemessenen Ausgangssignal wird von einem Regler mit der Differenti-
algleichung

Ni() wie(t) + Zi(2) () — y'(5)) = 0

zur Korrekturstellgrofie wy (t) € R™ verarbeitet und zu der geplanten Stellgrofie hinzu
addiert, um das System entlang der geplanten Trajektorie zu stabilisieren. In Bild 4.2

———» Apz+ Bpu+ Bpd=0 ———»

Cpx+ Dpu+ Dpd =1y

t
() y(t)
u ) Nrgug + Zge =0 el)
—Tya(t)
UER CpUR + DpUE
&(t)

Bild 4.2: Signalflussplan der Steuerung mit Folgeregelung

ist der Signalflussplan dargestellt. Die Gleichungen des gesamten Ubertragungssystems
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4.1 Struktur der Folgeregelung

lauten somit, sortiert nach inneren Groéfien (m u y)T und Eingangsgrofien (d £b)T,

Ap Bp 0\ [z B3 0 .
Cp Dp —L | |ul|+|Ds 0 ( ): . (4.3)
0 Nk Zx) \y 0 —NxUE—Zx (CoUR+DpUE)) N

Act B

Lost man das Gleichungssystem mittels der Laplace-Transformation, so erhélt man die
Ubertragungsmatrix Ger(s) = —Agt(s) - Bew(s) von den Eingangsgrofien zu den inne-
ren Groflen. Ist das Matrizenpaar (ACL, BCL) linksteilerfremd, so ist der Hauptnenner
samtlicher Ubertragungsfunktionen det Ay (s). Daher gilt:

Satz 4.1 Der geschlossene Kreis ist genau dann stabil, wenn sdmtliche Nullstellen von

AP(S) BP(S) 0
det ACL(S) = det CP(S) DP(S) _[p =: CLCP(S)
0 NK(S) ZK(S)
in der linken offenen Halbebene liegen. Daher heifit die Determinante det Acr(s) ,,charak-

teristisches Polynom des geschlossenen Kreises®, kurz CLCP (closed loop characteristic
polynomial).

Zur Bestimmung der Ubertragungsfunktionsmatrix Gep(s) wird Gl. (4.3) in den Bild-
bereich! der Laplace-Transformation transformiert und anschlieend gelést. Man erhilt
zunéchst

I, AR'Bp 0\ /X
0 CpAp'Bp—Dp I, U | =
0 Nk—Zg (CpAp'Bp—Dp) 0) \Y
—AR'Bs, 0
D3 —CpAL' B3, 0 (f ) -
Zk (CpAp'By—D3) NxUR+Zy (CpUR+DpUS) =

Wegen Gleichung (2.6) gilt
ApUR +BpUE =0 = —AZ'Bp=UR (UE)™ .
Damit kann man den Eintrag Ny —Z§ (CPA]_Dpr—Dp) umformen zu
Nk — Zk (CpA3'Bp — Dp) = [NgUE + Zi (CpUE + DpUE)] (UE) ™

was zur Dreiecksform? fiihrt

1Bei der Bestimmung der Ubertragungsfunktionen werden Anfangswerte zunichst nicht beachtet.
2 Auf das noch fehlende Vertauschen der letzten beiden Zeilen und Spalten wird verzichtet, weil dieses
Zwischenergebnis niitzlicher ist.
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4 Folgeregelung

I, Ap'Bp 0\ /X
0 I, ol |lu|=
0 CpAp'Bp—Dp I,) \Y
—AR'Bs, 0
R (77R) ! -1 -1 R D
[NK+ZK ((JPU12 (UR) +DP)] Zi (CpAx'By—D3) UE|(Z ).
=b
D3 —CpAp' B 0

Daraus erhélt man die gesuchte Losung

x PX4+PX(I,,—G,) 'KP, Urz
. D
U = (Im_Go) KPS U22
Ep
Y (14 P(In=Go) 'K) P, CpUfi+DpUS;

mit den in Gl. (4.2) erhaltenen Ubertragungsmatrizen P der Regelstrecke und den
Ubertragungsmatrizen

des Reglers K(s) = —N'Zg
und des offenen Kreises Go(s) = K(s) - P(s) .

Wie zu erwarten war, stellen sich fiir D = 0 die in der Trajektorienplanung berechneten
Verliufe ein. Die iibrigen Ubertragungsfunktionen kénnen durch Wahl von K(s) gestaltet
werden, um die Auswirkungen von Storungen klein zu halten. Dabei geht die Steuerung
in die linke Hyperspalte offensichtlich nicht ein. Es wird auch keine besondere Matrizen-
bruchdarstellung vorausgesetzt. Das Problem der Regelung kann vollig unabhéngig von
dem der Steuerung bearbeitet werden.

4.2 Problem der Nullstellenzuweisung

Aufgrund von Satz 4.1 spielt die Determinante det Acp, Gl. (4.3), fiir das Verhalten des
geschlossenen Systems eine entscheidende Rolle. Die Frage, ob ein System stabilisierbar
ist, ist gleichbedeutend mit der Frage, ob zu den konstruktiv vorgegebenen oberen (p +
1) Zeilen der Matrix ACL(%) weitere m Zeilen geeignet ergénzt werden kénnen, so dass die
Nullstellen des CLCP(%) an gewiinschten Stellen in der offenen linken Halbebene liegen.
Dem CLCP(%) sollen durch geschickte Wahl von (0, Nk, ZK) Nullstellen zugewiesen
werden (vgl. z. B. [LRO3]).

4.2.1 Entkoppelungsnulistellen oder fixe Nullstellen

Eine notwendige Bedingung fiir die beliebige Nullstellenzuweisbarkeit findet sich bereits
in [Kai80], fulend auf dem Konzept der ,Entkoppelungsnullstellen® (decoupling zeros)
von [Ros70]. Wenn das Paar (Ap, B p) nicht linksteilerfremd ist, so gibt es nach Satz 2.1
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4.2 Problem der Nullstellenzuweisung

mindestens eine Zahl sy € C, fiir die der Rang von (Ap(so), Bp(so), 0) nicht voll ist und
daher linear abhéngige Zeilen vorhanden sind. Das bedeutet aber, dass

AP(SO) BP(S()) 0
det | Cp(so) Dp(so) —I, | =CLCP(sp)=0 (4.4)
0 NK(S()) ZK(S())

ist, und zwar unabhéngig von (Z x, N K). Diese Nullstelle kann durch Wahl eines Reglers
nicht verschoben werden, sie ist eine Entkoppelungsnullstelle bzw. fize Nullstelle.
Dasselbe gilt fiir ein nicht rechtsteilerfremdes Paar (é}’; ) Dann gibt es mindestens eine

Ap(so)
Cp(s0)

abhéngigen Spalten ist und ebenfalls Gl. (4.4) zur Folge hat.

Zahl sg, fiir die der Rang von ( nicht voll ist, was gleichbedeutend mit linear

4.2.2 Reduktion der Dimension des Problems

Die zu ergénzenden m Zeilen (0, N, ZK) haben r 4+ p + m Spalten, von denen die
ersten 7 Spalten Null sein miissen, um eine Ausgangsriickfiihrung zu erhalten. Das ist
unter Umstdnden hinderlich, da diese Bedingung immer wieder durch zusétzlichen Auf-

wand sicherzustellen ist. Daher ist es ratsam, die ersten r Spalten herauszunehmen. Aus-

gangspunkt ist dafiir wiederum die Uberfithrung des Paares (é}fj ) in die Hermitesche

Normalform3
UlLl U1L2 Ap R
vk vk)\cp) \o)’
—_——

UL

wobei man o. B. d. A. det U” = 1 annehmen kann, denn U” ist unimodular. Wendet man
die Matrix U” auf Acy, an, so erhilt man

UL UL o Ap Bp 0
det Acy, = det UL UL o Cp Dp -1,
0 0 I, 0 Ng Zg
R| Ul Bp+UyDp U
=det | 0 |ULBp+ULDp —Uk :detR-det<
0 Ng A%

UL Bp+ULDp —U2L2>

Ng A

Man kann nun
Ap:=-Ul und  Bp:=ULBp+UpDp

definieren und das Problem auf die Ergénzung bzw. Gestaltung von

1 = EP ‘ZIP
L. CLCP(s) = det (NK ZK) (4.5)

3siehe [Rei06], Abschnitt 6.2.4
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4 Folgeregelung

reduzieren. Falls der Rechtsteiler R unimodular ist, so legt man durch Wahl von (N K, 4 K)
samtliche Nullstellen des CLCP fest. Ist er nicht unimodular, so sind die Nullstellen von
det R fixe Nullstellen und ohnehin nicht verschieblich (sieche voriger Abschnitt 4.2.1).

Die Matrizen (Zp, Ep) konnen als Matrizen der Eingangs-, Ausgangsdarstellung der
Regelstrecke interpretiert werden, denn wendet man U” auf die Gleichungen 2.1 der Re-
gelstrecke an, so erhélt man

£r
UL UL\ (Ap Bp 0

ul|l =0
vk UL)\cp Dp —I

Yy

R ULBp+ULDp —UL
0 ULkBp+ULDp —UL

In der zweiten Hyperzeile steht dann

Epu%—gpyzo.

Beispiel 4.1 Als Beispiel diene das aufrechtstehende verschiebliche Zweifachpendel auf einer
waagerechten geraden Bahn. Das Pendel werde durch die Kraft f auf den Wagen und ein Dreh-
moment d; zwischen dem Wagen und dem ersten Pendelkoérper gesteuert. Reibeffekte sollen
nicht beriicksichtigt werden. Zur besseren Ubersicht soll von Anfang an mit numerischen Wer-
ten gerechnet werden. Die Modellierung der Pendelkoérper habe folgende (normierten) Werte
ergeben:

g | oo | L la | mo | mi |mg|
1002502 0 |04[025]025[01| 0 | 0

Die Ruhelagen ergeben sich damit aus Gl. (B.15) zu
wy =const, P =7 und ¢ =m.

Die linearisierte Bewegungsgleichung H(g**)g§ + Apq + Bou = 0 lautet mit Gl. (B.10) und
Gl (B.17)

0.6 (4’ ~0.075 (&) —0.04(%7 -1 0 Z)’f
—0.075 (4% 0.01625 (4 ~075  0.01(4* 0 —1||¢2|=0.
—0.04 (&Y 0.01 (4 0.016 (4°~04 0 0 C{l

Durch die aufrecht stehenden Pendelkérper ist die Regelstrecke instabil und eine Regelung ist
unabdingbar. Als Messgroflen stehen der Weg wy und die Winkelgeschwindigkeit ¢ des ersten
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4.3 Parametrierung samtlicher Zeilen (N Ky 4 K) zu einem vorgegebenen CLCP

Pendelkorpers zur Verfiigung. Die Matrix Ay, in Gleichung (4.3) lautet also

0.6 (&) ~0.075 (4 —0.04(4? [=1 0] o0 o
—0.075 (4% 0.01625 (4 ~075  001(4* |0 —-1]0 o0
e | 004’ 0.01 (4 0.016 (4°~04| 0 0|0 0
o 1 0 0 0 0 -1 0
0 “) 0 0 0]0 -1
0 Ni(f) | Zx(f)
Eine Matrix, die das Paar (éﬁ ) in die Hermitesche Normalform iiberfiihrt, ist
0 0 0 & 0
2 2 4 2 3 :
—75 () -5 @ | w0 @ 01— @ oo (@)
Ut — -1 0 ~25 0.5 (4 ~0.05 (4)
—04(%)  —16(% 0 0.12 (4 —0.004 (4 ~1.2
2 2 2 2 3
—0.16 (4) =6 —1.6 (%) 0.6 (%) 3.6 (4) 0.008 (4)"—1.65 (4)

Mit ihr reduziert sich das Problem der Nullstellenzuweisung auf
04(4)  1.6(%) |-012(2°  0.004 (47 +1.2
2 2 2 3
0.16 ()" +6 1.6 (L) | —3.6(%)° —0.008 (4)"+1.65 (L)

Ned) | Zx(3)

det = 24 CLCP(4) .

4.3 Parametrierung samtlicher Zeilen (N,
vorgegebenen CLCP

Zx) zu einem

In Abschnitt 4.2.1 wurden Entkoppelungsnullstellen diskutiert. Im Folgenden soll gezeigt
werden, dass die Abwesenheit von Entkoppelungsnullstellen fiir die beliebige Zuweisbarkeit
von Nullstellen notwendig und hinreichend ist. Dann kann man nicht nur eine, sondern
simtliche Zeilen (N, Zx), die ein vorgegebenes CLCP erzeugen, angeben (vgl. [LRO7]).
Die Frage, ob diese Zeilen einen sinnvollen Regler K(s) = —Np 1 Zp ergeben, soll an dieser
Stelle offen gelassen werden.

Satz 4.2 Zu einem Paar (Ep, Zp) existiert ein weiteres Paar (FIJ;.V, Fg), so dass

Bp A
det R
FY FZ
gilt. Dann sind samtliche mogliche Paare (NK, ZK), die ein vorgegebenes charakteristi-
sches Polynom (CLCP) erzeugen, durch

(4.6)

Nic () = Mex() - FR(5) + Me(f) - Br(g)
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4 Folgeregelung

Zi(§) = Mee() - FE() + Ma(g) - Ap(5)
mat
det Mcp(%) = CLCP(%) und Mp(%) beliebig

parametriert.

Beweis: Dic Existenz des Paares (FPY, FZ) folgt aus Satz 2.2, denn ist eine Matrix
unimodular, so kann deren Determinante o. B. d. A. auch eins sein. Dann gilt

Bp Ap
det - ~ =
McpFY +MpBp McepFZ+MpAp

I 0 Bp Ap
det
Mp Mcp FY FE

) . Bp Ap
Ist die Matrix ( N oz
p t'p

= det MCP -1 =CLCP.

) unimodular, so hat sie eine ebenfalls unimodulare Inverse

vl UB\ (B AR\
(Uﬁ U) ) (F;f F) |
Mit dieser folgt umgekehrt aus einer gegliickten Nullstellenzuweisung
Bp Ap
Nk N p>

= de
Nk Zx) \Usi Uss) \Fp FE

[ I 0 Bp Ap
= det R R R R
L NKU11+ZKU21 NKU12+ZKU22 FJJDV Fg

CLCP = det

I 0
= det -1:detMCp.
Mp Mcp

q. e. d.

Es sei noch einmal betont, dass hier lediglich polynomiale Zeilen parametriert werden.
Damit sich aus diesen ein sinnvoller Regler K (s) = —N;' Zj ergibt, muss Ny invertierbar
sein. Ferner sollte der Regler proper sein, weshalb das Paar (N K, 4 K) die Bedingungen
von Satz A.2 erfiillen sollte. Oft ist F2" jedoch singulir, denn falls det Ap den Minor
héchsten Grades liefert, folgt aus der Unimodularitét (4.6), dass det FY = 0 gelten muss.
Man ist also gezwungen, Mp verschieden von Null zu wiéhlen, wodurch man sich in Zx
die tiblicherweise hohen (%) Potenzen von Ap einhandelt. Die (%) Potenzen in Zx kleiner
als in N zu halten und dabei eine bestimmte Reglerstruktur zu erzielen, erweist sich
in Beispielrechnungen als auflerordentlich schwierig, zumal man Mg, nur mit wenigen
linearen freien Parametern ansetzen kann, ohne die Forderung nach det Mc;, = CLCP
aufzugeben.
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4.4 Nullstellenzuweisung durch Ergidnzung von Zeilen vorgegebener Struktur

4.4 Nullstellenzuweisung durch Erganzung von Zeilen
vorgegebener Struktur

Wegen der oben genannten Schwierigkeiten favorisiert der Autor fiir die praktische Be-
rechnung? eines Reglers mit vorgegebener Struktur einen anderen Zugang.

4.4.1 Nullstellenzuweisung bei einer skalaren StellgroBBe

Ist die Anzahl m der Stellgrofien eins, so lésst sich die eine fehlende Zeile iiber einen
Koeffizientenvergleich finden. Die Methode folgt im Wesentlichen der Vorgehensweise in
[Rei06], Abschnitt 6.3.1.1. Man fasst (Nx, Zx) zu einem polynomialen Zeilenvektor f7(s)
mit dem Grad k; zusammen,

I
[
U
=

Il
[
3N
V2)

=

(N Zx) (4.7)

Das CLCP soll k¢ Nullstellen haben, mit den Werten s, fiir K = 1,. .., k¢. Die Forderung

lautet also ~ _

Bp(s) Ap(s)\ 1 19

det = S —S.) . 4.8
( Fo(s) ) T ) -

Meistens ist es angezeigt, die Matrix Acy, zeilenreduziert® zu entwerfen, um keine impro-
peren Ubertragungsfunktionen zu erhalten. Damit ergébe sich ko zu

Bp(s) Zp(s)> |
Fr(s)

Genau genommen, kann das Sollpolynom [ [(s—s,) noch mit jedem reellen Faktor multipli-
ziert werden, ohne die Nullstellen zu verdndern. Jedoch kann darauf o. B. d. A. verzichtet
werden, wie man am Ende dieses Abschnitts sehen wird. Die Determinante der linken
Seite der Forderung (4.8) wird mit dem Laplaceschen Entwicklungssatz nach der Zeile
Fh(s) entwickelt:

k=1

ke = grad det <

pt+m kf kc—1

L k
d> DS | pals) = st 4 Y s,
k=1 =0 k=0

mit den nach dem Wurzelsatz von Vieta berechneten Koeffizienten ¢, und den komple-

mentédren (p x p) Minoren
B A
pr = det ( p(s) P(8)> . (4.9)

T

€x

Darin ist e, ein Einheitsvektor, der an der s-ten Stelle eins und sonst null ist. Die Koeffi-
zienten ¢, werden in einem Vektor

T
c= (CO7 Ci, 5 Cke—2y Cke—1, ]-) (410>

4bei einer zeitkontinuierlichen Systembeschreibung
Ssieche Abschnitt A.1
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4 Folgeregelung

zusammengefasst. In gleicher Weise fasst man auch die Koeffizienten I der Polyno-
me p,(s) in einer Matrix M zusammen:

Cgl ng . Cgp Cgm—l

A 01171 01172 szp cﬁi’pH
hod

mit k&, als dem maximalen Grad aller Minoren p,(s). Wenn man mit dem Vergleich der

nullten Potenz beginnt, erhélt man aus dem Koeffizientenvergleich von Gl. (4.8) das lineare

Gleichungssystem

T

0 fo
M 0

M fl

' = C.
(4.11)

0 M

0 fkf

bl

Dieses Gleichungssystem muss nach den Regeln der linearen Algebra losbar sein, das
bedeutet, dass

Rang M — Rang (M c) (4.12)

gelten muss. Wenn beliebige Polplatzierbarkeit gefordert ist, muss die Matrix M vollen
Zeilenrang haben. Daraus folgen zwei notwendige Bedingungen:

1. Die Matrix M muss mindestens ebenso viele Spalten wie Zeilen haben, woraus

k, —p

kp+1+kf§(p+1)(kf+1) = k‘fz »

folgt. Bei properen Systemen ist k, = grad det gp.

2. Das Paar (AVP, Ep) und mithin auch das Paar (Ap, B p) miissen linksteilerfremd
sein.

Beweis: Bei einem nichttrivialen Linksteiler gibt es mindestens ein sg, fiir das der
Rang(Ap(so), Bp(so)) abfillt. Daraus folgt, dass s eine gemeinsame Nullstelle
aller Minoren p,(s) aus Gl. (4.9) ist, also p.(sg) =0 fir alle k = 1,...,p+ 1.
Daraus jedoch folgt

(1 So S5 e slg’ﬁkf)]f\\j:OT,

womit die Nullzeile erzeugt ist. q. e. d.

Dies wurde bereits in Abschnitt 4.2.1 festgestellt. Sollte das Paar (E P, gp) nicht
linksteilerfremd sein, so empfiehlt es sich, falls dieser Linksteiler akzeptabel ist, den
gemeinsamen Faktor bereits bei der Aufstellung der Polynome p, zu kiirzen. Dann
wird die Matrix M wieder vollen Rang besitzen.
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4.4 Nullstellenzuweisung durch Ergidnzung von Zeilen vorgegebener Struktur

Doch auch wenn beide Bedingungen erfiillt sind, ist der volle Zeilenrang nicht garan-
tiert, wie Beispiel 4.6 zeigen wird. Wenn das System jedoch steuerbar ist, so wird fiir ein
geniigend grofies k; die Matrix M vollen Zeilenrang haben.

Abschlieflend wird die Behauptung belegt, dass das Multiplizieren des Sollpolynoms
[(s — s.) mit einem reellen Faktor k keine Auswirkungen auf den Regler hat und damit
o. B. d. A. k =1 gewahlt werden kann.

Beweis: Ein Faktor & # 1 stiinde in Gleichung (4.11) als Linearfakor vor ¢
[ fo
M| : =kc,
fi,

woraus eine um den Faktor £ gestreckte Losung

- - \T T
<f0 fkf) =k(fo - fkf)
folgt. Man erhélt damit aus Gl. (4.7) ein anderes Matrizenpaar

(V) Z() = (bN(s) K2(5))

aber der daraus resultierende Regler bleibt fiir alle k derselbe, denn

~ -1 -

K(s) = <N(s)) Z(s) = (k;N(s))_lkZ(s) = (N(s)) " Z(s) .

q. e. d.
Das Verfahren soll an einem Beispiel vorgefiihrt werden.

Beispiel 4.2 Es wird das aufrecht stehende Zweifachpendel aus Beispiel 4.1 verwendet, mit
dem Unterschied, dass die Stellgrofie d; weggelassen wird. Als Messgrofien stehen dieses Mal
sdmtliche inneren Gréflen wp, ¢1 und g zur Verfiigung. Die Bewegungsgleichungen sind daher

0.6 (4)° ~0.075 (&)’ —0.04 (47 1\ [wo
—0.075 (4" 0.01625 (47075 0.01(%* 0 g; =0.
—0.04 (&Y 0.01 (4)° 0.016 (4 —04 0/ \ f

Um die Rechnung einfach zu halten, sollen die Nullstellen des CLCP alle bei —1 liegen. Die
Forderung (4.8) lautet damit

—1] 0.6s2 —0.07552 —0.0452
0 | —0.075s2 0.0162552—0.75  0.01s2 | )
det = 1)ve .
1 oo | —0.04s2 0.01s2 0.0165%—0.4 (s+1)
Fo(s)

Der Grad k¢ des CLCP soll einstweilen offen bleiben. Aus den Polynom p, nach Formel (4.9)
P = £ (5—1086 - %34 + 9082) = det Ap(s)

— 500
_ 1 (1 4 372
P2 =15 (6258 200° "’3)
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4 Folgeregelung

ergibt sich die Matrix M zu

0 -0.3 0 0

0 0 0 0
—0.18 0.0185 0.03 0.03

M = 0 0 0 0
0.00765  —0.00016 —0.0008 0.0001

0 0 0 0

—0.00004 0 0 0

Spétestens an dieser Stelle ist klar, dass eine konstante Ausgangsriickfiihrung das System nicht
stabilisieren kann, denn die Bedingung (4.12) ist mit M = M gewiss nicht erfiillbar. Mit dem
Grad kp = 6 und p = 3 Messgroflen muss der Grad kr mindestens Eins betragen. Setzt man
also kp = 1, so erhélt man aus der Losung von Gleichung (4.11)

0 —0.3 0 0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 —0.3 0 0 7
~0.18 0018 003 003 0 0 0 0 21
0 0 0 0 —018 0018 003  0.03 35
0.00765 —0.00016 —0.0008 0.0001 0 0 0 0 35
0 0 0 0 0.00765 —0.00016 —0.0008 0.0001 21
—0.00004 0 0 0 0 0 0 0 7
0 0 0 0 —0.00004 0 0 0 1
(4.13)

zunéchst den polynomialen Zeilenvektor
FE(s) =100 (—1750—2508 —0.03333—-0.2333s —16430—2524s 5937+10353)

und damit den Ubertragungsfunktionsvektor des gesuchten Reglers

7s+1
K(s) = <_ 7500(s + 7)

10.09s + 65.72 4.142s + 23.75
s+ 7 s+ 7

Da die Determinante der Matrix in Gleichung (4.13) ungleich Null ist, ist die Gleichung mit
jedem Vektor c¢ losbar. Die Pole des Regelkreis sind daher mit einem Regler erster Ordnung
beliebig platzierbar. Ein auf einem Zustandsbeobachter basierender Regler hitte mindestens
Ordnung drei. u

4.4.2 Nulistellenzuweisung bei mehreren StellgréBen

Bei m > 1 wird aus dem zu ergéinzenden Zeilenvektor fh(s), Gl. (4.7), eine polynomiale
Matrix Fp(s). Mit ihr kann das Problem analog zu Gleichung (4.8) formuliert werden

det (BP(S) AP(S)) = l_c[(s — S) -

FP(S) k=0
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4.4 Nullstellenzuweisung durch Ergidnzung von Zeilen vorgegebener Struktur

Doch kann diese Forderung nicht einfach iiber einen Koeffizientenvergleich gelost werden,
da die Koeffizienten f nicht mehr linear auftreten. Vielmehr handelt es sich dann um ein
multilineares Problem. Untersuchungen dazu finden sich in [RF04], [LK95] oder [LKO07]
bzw. dort angegebener Literatur. Hier soll ein anderer Weg beschritten werden, der mit
den Mitteln der linearen Algebra auskommt. Die Kernidee dieses Verfahrens ist, nicht alle
Zeilen von Fp(s) auf einmal anzusetzen, sondern, dhnlich wie in Abschnitt 2.3, Zeile um
Zeile zu ergénzen. Doch wird hier nicht auf eine unimodulare Matrix hingearbeitet. Statt-
dessen werden mit jedem Schritt Zahlen s, festgelegt, fiir die die ergdnzte Matrix einen
Rangabfall hat. Wenn am Ende nur noch eine Zeile fehlt, kann man wie in Abschnitt 4.4.1
verfahren. Hat man dabei sémtliche gewiinschten Nullstellen des CLCP ,eingebracht®, so
ist das Problem gel6st.
Die zu bestimmende Matrix Fp(s) wird in ihre m Zeilen zerlegt:

H )
40

Jede Zeile wiederum analog zu Gl. (4.7) wird als Summe ihrer s Potenzen dargestellt:

FP(S) =

krpu

f’IQT(s):ZfZ’Tsé fir pu=1,...,m,
=0

wobei jede Zeile einen eigenen Grad kg, haben kann. Man w#hlt im ersten Schritt aus
den ko gewiinschten Nullstellen kqq einfache Nullstellen aus und fordert

Bp(se) Ap(se)\ 1
Rang( plss) Ap( ))%p—i—l fir k=1,...,kc1.
S

Aus dieser Forderung folgt, dass es fiir jede Nullstelle s, mindestens einen reellen Zeilen-
vektor T € RYP geben muss, fiir den

kr1

rl (Ep(s,i) Xp(s,{)> + Z fé’Tsf; o7 fir x=1,....kc1
=0

gilt. Diese ko1 Forderungen lassen sich in einer matrixwertigen Forderung zusammen-
schreiben:

(Bp(s1), Ap(s1))

(EP(Skm)? ‘ZP(Skm))

T T 1T T _nT
(rl U Theyo fO kol) ]p+m ]p—i-m =0".
S1dpym T Sker Ip+m
kFl kFl
St dptm e Skeydp+m
-
R
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4 Folgeregelung

Das ist genau dann erfiillbar, wenn die transponierte Matrix R” einen Kern hat. Dazu
muss R mehr Zeilen als Spalten haben, d. h.

kowp+ (kpi+ 1)(p+m) > kei(p+m) & key < (kpr + 1)1’%” )

Andernfalls hat die Matrix R immer vollen Zeilenrang, denn der Rang (§ P, gp) ist fiir
alle s € C voll und auch die iibrigen Zeilen kénnen nur fiir identische s, linear abhéngig
sein, was der Forderung nach einfachen Nullstellen widerspricht.

Die letzten (kpy + 1) Zeilen vom ker RT liefern dann die gesuchten f4" fiir die erste
Zeile 457 (s). Dieses Verfahren lisst sich offensichtlich von Zeile zu Zeile mit

<§P(s) Ap(s)
£5'(s)

wiederholen. Bei der letzten Zeile wechselt man zweckméfBigerweise auf das Verfahren aus
Abschnitt 4.4.1, das einfacher zu rechnen ist und auflerdem auch mehrfache Nullstellen
zulésst. Zwei Hinweise seien noch gegeben:

Bei der Bestimmung des Kerns von RT sind die ersten Schritte abstrakt ausfiihrbar.
Man verwendet die Einheitsmatrizen um in den ersten (kp; + 1)p eine Dreiecksform zu
erzeugen. Damit ist die Matrix, deren Kern aufwendiger zu bestimmen ist, hochstens vom
Format kcip+ (kp1 4+ 1)m X (ko1 — kp1 — 1)p + keym . Zum Beispiel ist bei kp; = 0 nur
der Kern der gerahmten Matrix aufwendiger zu berechnen:

= (Bhb(sx) Ap(sy)
)= )

0 —(Bp(s1), Ap(s1)) -+ —(Bp(s1), Ap(s1))
(Bp(sa), Ap(s2))

0 (Br(ske)s Ap(key))

Livm Lvm . Lvm

Es sei noch einmal hervorgehoben, dass genaugenommen nicht das Ausgangspro-
blem (4.5) gelost wird, sondern lediglich sichergestellt wird, dass

<§p<sﬁ> Ap(s,)

<m-+p fiir ausgewéhlte s,
FP(SK)

gilt. Es ist aber nicht sichergestellt, dass sich das gefundene Fp(s) auch in ein sinnvolles
Matrizenpaar (N K, ZK), das eine Regleriibertragungsmatrix K(s) = —Nl}lZK ergibt,
aufspalten lédsst. Folgende Probleme treten auf:

1. Dieses Verfahren lidsst auch Losungen zu, bei denen
Bp(s) Ap(s
Rang ( ol >1T o )> <p+1 fiir sémtliche s € C
fp(s)

gilt. Solche Losungen sind nicht zuléssig, denn sie hétten CLCP(s) = 0 zur Folge.
Sollte das auftreten, so muss man durch geeignete Wahl von kpq und k¢ sicherstel-
len, dass der ker RT mehrdimensional ist, und eine geeignete Losung heraussuchen.
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4.4 Nullstellenzuweisung durch Ergidnzung von Zeilen vorgegebener Struktur

2. Es ist jederzeit moglich, zu einer neu gefundenen Zeile eine bereits bestehen-
de Zeile zu addieren, ohne die Determinante zu verdndern. Wenn also eine Zei-
le flli’T die gleiche polynomiale Struktur wie eine vorhergehende Zeile fl(f_”)’T

(k> 1 und £ > 0) aufweist, so wird der Algorithmus eine scheinbare Vielfalt

an Losungen flli’T + a fl(f_”)’T, a € R, anbieten, die allerdings alle auf dieselbe
Regleriibertragungsmatrizen K(s) = —Nj'Zg fiihren. In diesen Féllen kann der

Parameter a o. B. d. A. gleich Null gesetzt werden.

3. Es kann vorkommen, dass ein Nk (s) entsteht, welches nicht invertierbar ist. Auch
hier muss man durch geeignete Wahl von kz; und k¢ sicherstellen, dass der ker RT
mehrdimensional ist, und eine geeignete Losung heraussuchen.

Ferner sei darauf hingewiesen, dass die Reihenfolge, in der die Nullstellen s,, fiir die Festle-
gung von Zeilen herangezogen werden, in keiner Weise festliegt. Im Gegenteil ergeben sich
in Beispielrechnungen des Autors fiir jede Reihenfolge in der Ubertragungsfunktion unter-
schiedliche Regler, die sémtlich die Nullstellen in gewiinschter Weise platzieren. Derzeit
bleibt dem Anwender nur iibrig, alle (abziahlbar vielen) Moglichkeiten mit Rechnerun-
terstiitzung durchzuspielen und nach geeigneten Kriterien den giinstigsten Regler auszu-
suchen.

Beispiel 4.3 Das vorgestellte Verfahren soll an der Fortsetzung des Beispiels 4.1 anschaulich
gemacht werden. Das gewiinschte CLCP habe neben anderen die Nullstellen s; = —%, S9 = —%
und s3 = —5, die durch Anfiigen der ersten Zeile fixiert werden sollen. Damit liegt die Anzahl
der Spalten von R fest, ndmlich ko1 (p + m) = 3 -4 = 12. Da R mehr Zeilen als Spalten haben
muss, geht daraus hervor, dass der Grad kr; mindestens Eins betragen muss, denn fiir kp; = 0

héatte R erst zehn Zeilen. Daher wird kg = 1 gewéhlt. Die Matrix R lautet damit:

(Be(s1), Ap(s1)) N
(BP(SQ), AP(SQ)) _ -
R = (Bp(s3), Ap(s3))
1 1 1
81[4 8214 8314

Um nicht von der relativ groen Matrix R” den Kern bestimmen zu miissen, multipliziert man
die Matrix R zuvor von links mit

0O 0 O Iy 0
0 0 0 —81]4 I4
Hr=|I 0 0 32-(Bp(s1), Ap(s1)) 82i81(~P(81), Ap(s1))
0 L 0 - (Bp(s2), Ap(s2)) 81182( p(s2), Ap(s2))
0 0 I 0 0
und erhélt
Iy Iy Iy
(82—81)]4 (83—81)]4
R= 2=%(Bp(s1), Ap(s1))
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4 Folgeregelung

Nun ist nur noch von dem gerahmten Teil der Kern zu bestimmen, dieser lautet

3 12 —5.625 —3.675
—21 =30 67.5 12

<146 137 0 1644  1040.25 246.45> —1 —4 0.46875 2.4125 _o
0 —451 584 —541.2 —1660.75 —544.35) 125 5 —11.25 —4.09375 ’
4 -2 -8 15 1.3
10 40 —90 —7.25

Der Kern der Matrix R ist dann der Kern n, multipliziert mit den letzten drei Hyperzeilen von
Hpg. Von diesem Kern wiederum werden nur die letzten acht Spalten bendétigt, um daraus den
polynomialen Zeilenvektor f};’T(s) zu gewinnen. Da der Kern von R zweidimensional ist, bleibt
beim Aufstellen von f IID’T(S) ein Freiheitsgrad a iibrigé, und man erhilt aus

S2 (Ep(sl), Ap(sl)) 32£sl (Bp(sl), AP(Sl))

§1—82

2 (Bp(ss), Ap(s2)) 2= (Bp(s2), Ap(s2))

den gesuchten Zeilenvektor (aus Platzgriinden transponiert geschrieben)

(414a—171.6)s—1242+4192a
(300—1591.2a)s—36+532a
(5573.1a—1507.2)s—959.25-+3785.25a
—(26.115+6.575a)s+303.8625 — 1820.4375a

fp(s) =

Der verbleibende Faktor a kann im weiteren Verlauf noch nutzbringend festgelegt werden, ohne
das sich an der Tatsache, dass

0.4s 1.6s —0.12s®  0.004s%+1.2
Rang 0.16524+6 1.6s> —3.6s> —0.008s+1.655 | =2 nur fiir s = —%, § = —%, s = -5

£ (s)

gilt, etwas dndert.

4.4.3 Drei weitere Beispiele

Bei dem in den Abschnitten 4.4.1 und insbesondere 4.4.2 vorgestellten Verfahren handelt
es sich nicht um ein klares, rechnerisch abzuarbeitendes Verfahren. Vielmehr ist es eine
Diskussion iiber die Nutzbarkeit der linearen Algebra fiir die Nullstellenzuweisung. Dar-
um sollen im folgenden Abschnitt die Moglichkeiten, die die Vorgehensweise bietet, an
drei Beispielen vorgefiihrt werden. In den ersten beiden Beispielen 4.4 und 4.5 wird die
in Beispiel 4.3 begonnene Nullstellenzuweisung auf zwei unterschiedliche Weisen zu Ende
gefiithrt. In dem dritten Beispiel 4.6 wird die Stabilisierbarkeit des aufrechten Zweifach-
pendels durch konstante Riickfithrung der mechanischen Grofien wy, ¢1 und o diskutiert.

Im folgenden Beispiel wird versucht, das aufrechte Zweifachpendel durch einen Regler
von moglichst geringer dynamischer Ordnung zu stabilisieren.

SDer Vektor f }lp’T(s) kann immer mit einem (weiteren) Faktor multipliziert werden, ohne die Lage der
Nullstellen vom CLCP zu veréndern.

66



4.4 Nullstellenzuweisung durch Ergidnzung von Zeilen vorgegebener Struktur

Beispiel 4.4 In Beispiel 4.3 muss noch eine Zeile zum fertigen Regler erginzt werden. Um
eine moglichst geringe dynamische Ordnung des Reglers zu erhalten, wird die zweite Zeile f?;’T
konstant angesetzt. Daher wird das CLCP den Grad graddet Ap + kp; = 7 haben, denn in
dem Paar (Ap, Bp) ist der Minor gréfiter Ordnung gerade det Ap (Ap ist zeilenreduziert). Die
verbleibenden vier Nullstellen sollen sédmtlich bei —10 liegen, damit sie ,,weit“ in der linken Halb-
ebene liegen. Es soll das Verfahren aus Abschnitt 4.4.1 verwendet werden. Die Forderung (4.8)
lautet hier

0.4s 1.6s —0.12s%  0.004s2+41.2
0.1654+6 1.6s> —3.65> —0.008s3+1.65s | , ,
det LT =(s+2)(s+3)(s+5)(s+10)*.
Ip (s)

2,T 2,T 2,T 2,
fi f3 I3 fi
5

. . . Bp A . . .
Die vier Hauptminoren (4.9) von ( ;I,TP) enthalten alle die bereits platzierten Nullstellen —7,
P

—3 und 5. Daher werden diese beim Berechnen sofort gekiirzt, und man erhilt

p1 = (1.528a—0.2880)s* 4 (7.569—12.61a)s® + (27.34a—34.25)s>

p2 = (0.3974a—0.1647)s* + (0.4205a—0.2523)s> + (37.36—101.9a)s>
+ (126.1a—75.69)s — 442.04-1744q

p3 = (14.06a—4.447)s> + (25.23—42.05a)s + 16.59—245.1a

pa = (110.0a—38.71)s> 4 (100.9—168.2a)s> + (589.4—2326.a)s .

Aus Griinden der Ubersichtlichkeit werden die Ergebnisse ab jetzt auf vier Stellen gerundet
angegeben. Daraus erhélt man die Matrix

0 —442.0+1744a 16.59—-245.1a 0
0 —75.69+126.1a 25.23—42.05a 589.4—2326a
M = 27.34a—34.25 37.36—101.9a —4.447+14.06a  100.9-168.2a | . (4.14)
—12.61a+7.569 —0.25234-0.4205a 0 —38.71+110.0a
1.528a—0.2880 —0.1647+0.3974a 0 0

Die Matrix M hat fiinf Zeilen und nur vier Spalten. Das Gleichungssystem (4.11) ist da-
her iiberbestimmt und wird im Allgemeinen keine Losung haben. Man kann jedoch mit dem
in f};T(s) noch offenen Faktor a nutzen. Wenn es gelingt, diesen so festzulegen, dass Glei-
chung (4.12)

Rang M = Rang (M, c)
erfiillt ist, so ist das Gleichungssystem trotz der Uberbestimmtheit 16sbar. Der Forderung

Rang (M, c) =4

entspricht
det (M, c) =
0 —442.04+-1744a 16.59—245.1a 0 10000
0 —75.694+126.1a 25.23—42.05a 589.4—2326a 4000
det | 27.34a—34.25 37.36—101.9a —4.447+14.06c  100.9—168.2a 600 | =
—12.61a+7.569 —0.252340.4205a 0 —38.71+110.0a 40
1.528a—0.2880 —0.1647+0.3974a 0 0 1
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(0.1862 — 1.950a + 6.923a* — 9.764a® + 4.344a") 10° = 0. (4.15)
Die Nullstellen dieses Polynoms sind
a1 =0.3888, ap=1218, a3=0.2103 und a4 =0.4305.

Es zeigt sich, dass fiir a = a1 die Matrix M nur noch den Rang 3 hat, womit das Gleichungssystem
nicht losbar ist. Fiir die iibrigen Nullstellen ergeben sich die Zeilenvektoren bei a = as

A7 = (2556 —122.7 —767.7 2.845) ,
bei a = as

A7 =(-2349 —975.1 1811 —734.2)
und bei a = a4

A7 = (65.07 —3633 —12727 —41.36) .
Damit erhélt man die gesuchten Paare (N Ky 4 K) bei a = ay

332.65+3864 —16385+611.96

(N (s), Zk(s)) = ( 25.56 —122.7

52815+3651 —34.125—1913
—767.7 2.845 ’

bei a = as

—84.535—360.4 —34.655+75.89

(Nk(s), Zk(s)) = ( ~9349 ~975.1

—335.1s—163.2 —27.4985—78.99
1811 —734.2

und bei a = a4

6.607s+562.5 —384.954+193.0

65.07 —3633

(Nk(s), Zk(s)) = ( —12727 —41.36

891.85+670.1 —28.953—479.7)

Aus denen folgen die drei moglichen Ubertragungsmatrizen des Reglers
1829s —20.83  8.494s +223.8

s —470.2 s —470.2
a = as — K(s) = )
374.7s + 2937 1.746s + 57.50
s —470.2 s —470.2
_373.98 + 20.83 - 1.322s +127.4
s+ 508.5 s+ 508.5
a=as — K(s) =
902.8s + 994.4 2.431s — 75.86
s+ 508.5 s+ 508.5
7813s —20.83  85.67s + 1681
s — 1974 s — 1974
und a=ay — K(s) =

136.4s + 6914 1546s + 7.6334
s —1974 s —1974

die die Nullstellen des CLCP wie gewiinscht platzieren. Aus diesen kann man nach weiteren

Gesichtspunkten einen Regler aussuchen. Ist man beispielsweise an einem stabilen Regler inter-

essiert, so wird man den Regler auswihlen, der sich bei a = a3 ergeben hat. u
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4.4 Nullstellenzuweisung durch Ergidnzung von Zeilen vorgegebener Struktur

Es sei noch angemerkt, dass iiber die Zuweisbarkeit der Nullstellen fiir die gegebene Reg-
lerstruktur keine generelle Aussage getroffen werden kann, denn es ist nicht garantiert,
dass das Polynom (4.15) reelle Nullstellen hat. Tatséchlich kann man bei der vorliegenden
Methode erst im Nachhinein feststellen, ob es fiir eine bestimmte Konstellation funktio-
niert. Jedoch hélt der Autor das bei heutiger Rechnerunterstiitzung fiir keinen erheblichen
Nachteil. Wenn die in den Abschnitten 4.4.1 und 4.4.2 genannten notwendigen Bedingun-
gen nicht verletzt sind, so bestehen nach Erfahrung des Autors gute Chancen, dass die
Rechnung zu einem Ergebnis fiihrt.

In Beispiel 4.4 wurde versucht, mit einem Regler moglichst geringer dynamischer Ord-
nung zum Ziel zu kommen, ohne jedoch eine Aussage iiber die allgemeine Nullstellen-
zuweisbarkeit zu machen. Im folgenden Beispiel wird die Ordnung des Reglers um Eins
erhoht. Dadurch kénnen die Nullstellen beliebig zugewiesen werden und dariiber hinaus
konnen weitere Forderungen erfiillt werden. In der regelungstechnischen Praxis sind PID-
T1-Regler sehr beliebt. Daher soll im folgenden Beispiel solch eine Struktur erzielt werden.

Beispiel 4.5 Ausgangspunkt ist wiederum die in Beispiel 4.3 begonnene Nullstellenzuweisung.
Jedoch wird hier die zweite Zeile f%T vom Grad eins angesetzt. Daher wird das CLCP hier
graddet Ap + kp1 + kpas = 8 haben. Die verbleibenden fiinf Nullstellen sollen wiederum bei
—10 liegen. Die Moglichkeiten des Parameters a sollen an dieser Stelle nicht genutzt werden;
stattdessen wird der Parameter zur besseren Ubersicht a = 0 gesetzt. Die Matrix M wird aus
Gl. (4.14) tibernommen. Die Gleichung (4.11) lautet hier

0 —442.0224  16.5888 0
0 —75.6864  25.2288  589.3632
—34.24896  37.363392 —4.44672 100.9152
7.56864  —0.252288 0 —38.7072
—0.288  —0.164736 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0 100000
0 —442.0224  16.5888 0 £2 50000
0 —75.6864  25.2288  589.3632 _ | 10000 (4.16)
—34.24896 37.363392 —4.44672 100.9152 £ 1000 ’ ’
7.56864  —0.252288 0 —38.7072 50
—0.288  —0.164736 0 0 1

Da die Matrix M Rang sechs hat, ist die Gleichung fiir jede beliebige linke Seite ¢ 16sbar. Mit die-
sem Regleransatz ist das System also beliebig polzuweisbar. Da die Matrix M das Format (ﬁ x 8)
hat, enthélt die Losung zwei Freiheitsgrade. Einer ist die Folge der gleichen Ansétze fiir f}g’ und
f%T (siehe Punkt 2., Seite 65), so dass in der Regleriibertragungsmatrix nur ein Freiheitsgrad
wirksam wird. Dieser soll verwendet werden, um dem Regler integrierendes Verhalten zu geben.
Das bedeutet, dass die Determinante det Ng eine Nullstelle bei s = 0 enthalten soll, bzw. dass
die sY Koeffizient von det Ni verschwindet:

fhr LT —1242 —36
det ( ng (;2T = det 2,T or | = _1242f§,’2T + 36f§,71T =0.
fO,l f0,2 fO,l 0,2

Diese Forderung wird der Gl. (4.16) hinzugefiigt, man 1ost
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4 Folgeregelung

0 —442.0224 16.5888 0
0 —75.6864  25.2288  589.3632
—34.24896 37.363392 —4.44672 100.9152
7.56864  —0.252288 0 —38.7072
—0.288 —0.164736 0 0
0 0 0 0
36 —1242 0 0
0 0 0 0 100000
0 —442.0224 16.5888 0 50000
0 —75.6864  25.2288  589.3632 f(2) 10000
—34.24896 37.363392 —4.44672 100.9152 = 1000
7.56864  —0.252288 0 —38.7072 f% 50
—0.288 —0.164736 0 0 1
0 0 0 0 0
und erhalt

PR ) = 13"+ 1T
= (2837.96+109.79s 82.2596—198.003s 8220.04+7439.49s —614.375) .

Darin wurde der ,falsche“ Freiheitsgrad nicht beriicksichtigt. Damit ist die Zuweisung der Null-
stellen abgeschlossen, und man hat

1T
(f P ) — (N(s), Zx(s)) =

2,T
fp
—1242—171.6s —36+300s —959.25—1507.25  303.8625—26.115s
| 2837.964+109.79s  82.2596—198.003s | 8220.04-+7439.49s —614.375

gewonnen und damit

1856.152 + 2046.9s — 208.33 _4.964082 +117.12s + 2.76299

s2 —591.01s s2 —591.01s
K(s) =
1066.7s% + 6017.02s + 7187.5  —2.752452 — 140.33s + 95.323
52 —591.01s 52 —591.01s

Moglicherweise wird ein Regler ohne Pole in der offenen rechten Halbebene angestrebt, gewis-
sermaflen mit positiven 7;. Wiederholt man die Rechnung mit einem unbestimmten a (siehe
Anfang des Beispiels), erkennt man in numerischen Untersuchungen, dass der Pol, der nicht bei
Null liegt, sich fiir

0.038231 < a < 0.067669 , 0.18079 < a < 0.23935 ,
0.35132 < a < 0.38883 und 0.6 < a < 0.69808

in der linken offenen Halbebene befindet. Wahlt man zum Beispiel a = 0.055867, so erhélt man
einen Regler, dessen Proportionalanteil K (co) gering ist:

—2.6248s% + 5918.3s — 208.33  8.2155s2 — 277.75s + 16.5597

K s2 4+ 1403.7s s2 + 1403.7s
S) =
3.8187s2 4+ 12105.3s + 33439.7  5.9034s% + 19.192s — 2658.01 .
s2 4+ 1403.7s s2 + 1403.7s
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4.4 Nullstellenzuweisung durch Ergidnzung von Zeilen vorgegebener Struktur

Im Allgemeinen bleiben wiahrend der Zuweisung Freiheitsgrade offen, mit deren Hilfe man
neben den Polen des geschlossenen Kreises weitere Forderungen erfiillen kann.

Im letzten Beispiel soll gezeigt werden, wie sich das aufrecht stehende Zweifachpendel
durch konstante Riickfithrung der mechanischen Groflen wy, ¢1 und ¢, stabilisieren lésst.
Zunéchst ist zu bemerken, dass das in Beispiel 4.1 entwickelte Modell eines Zweifachpen-
dels ausschliellich gerade (%) Potenzen enthélt. Bei einer konstanten Riickfiihrung wiirde
also auch das CLCP lediglich gerade (%) Potenzen enthalten, womit mit jeder Nullstel-
le sg auch —sp eine Nullstelle ist. Daher ist das in Beispiel 4.1 vorgestellte Modell durch
konstante Riickfithrung prinzipiell nicht stabilisierbar. Dies kann behoben werden, indem
man der Reibung Beachtung schenkt, beispielsweise indem man sie in Art von Gl. (B.9)
und Gl. (B.16) viskos modelliert.

Beispiel 4.6 Die Modellierung der Pendelkérper mit viskoser Reibung entlang der Bahn und
in den Gelenken habe folgende (normierten) Werte ergeben:

9‘ ay ‘11‘wl‘lz‘mo‘ml‘m2‘m3‘06‘ a ‘ 5 ‘fss‘dis

10[025]02] 0 |04]025]025]01[05[01[00L[00L] 0 |0

Die Ruhelagen ergeben sich damit aus Gl. (B.15) weiterhin zu
wy =const, ¢ =7 und ¢ =mx.

Die linearisierte Bewegungsgleichung H(g*)g§ + A1q + Aoq + Bou = 0 lautet mit Gl. (B.10),
GL (B.17) und GL (B.16)

2 2 2 wo
0.6 (£)+0.1 (%) —0.075 (%) —0.04 (4) 10 [y
—0.075 (4 0.01625 (4 +0.02(4)—0.75 001 (4+001(%) |0 —1||¢2|=0.

f

0.01 (4 +0.01 (4) 0.016 (£)*+0.01 (£)—04 | 0 0 d

(Ap Bp)

2
—0.04 (&)

Als Messgrofien stehen in diesem Fall wp, ¢1 und g zur Verfiigung. Damit sind sdmtliche inneren
GroBlen Messgrofien, und die Reduktion der Dimension entféllt, bzw. Cp ist die Einheitsmatrix.
Zunichst werden nach dem Verfahren aus Abschnitt 4.4.2 die ersten Nullstellen fixiert. Mit
kr1 = 0 muss

ker < (ke + 1)EER =332 = 2

sein. Es werden daher zunéchst zwei Nullstellen fixiert. Dies seien

s1 = —0.8 und s9=—1.
Aus der Bestimmung des Nullraums von

0.304 —0.048 —0.0256 | -1 0

—0.048 —0.7556  0.0144 0 -1

Ap(s1) Bp '\ | —0.0256 0.0144 —0.39776 | 0 0O

—Ap(ss) —Bp) —0.5 0.075 0.04 1 0

0.075  0.75375 —0.02 0 1

0.04 —0.02 0.394 0 O

erhilt man die erste Zeile zu

fpl = (38.876

4274.662 994.0336 985.75 5645).
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4 Folgeregelung

Die zweite und letzte Zeile f?;T soll mit dem Verfahren aus Abschnitt 4.4.1 festgelegt werden.
Die Minoren p,; lauten

= (5 +0.8)(s + 1) (—0.11465% — 2.512825 + 20.456)
(s +0.8)(s + 1) (3.37s® — 5.06605s — 19.438)
p3 = (s +0.8)(s + 1) (—2.39275s” + 0.485955)
( )( ) (
( )( ) (

p1=
p2 =
p1=(s+0.8)(s + 1) (—0.22585* — 1.15863625s" + 13.4801685> + 2.04565)

ps = (s +0.8)(s + 1) (0.03943s* + 0.2023251875s° — 4.483748s? + 3.4107775s + 14.5785) ,

womit sich die Matrix

20.456 —19.438 0 0 14.5785
—2.51282 —5.06605 0.48595 2.0456 3.4107775
M =] —0.1146 3.37 —2.39275  13.480168 —4.483748
0 0 0 —1.15863625 0.2023251875
0 0 0 —0.2258 0.03943

ergibt. Es zeigt sich, dass der Rang von M lediglich vier ist. Das Gleichungssystem (4.11) hat
nicht fiir simtliche Vektoren c¢ eine Loésung. Mithin ist das System mnicht beliebig nullstellen-
platzierbar. Daher soll untersucht werden, welcher Art die Einschrankung ist und ob sie ak-
zeptabel ist. Eine genauere Untersuchung zeigt, dass die letzten beiden Zeilen von M linear
abhéngig sind. Man multipliziert daher die Gleichung M f; = ¢ mit der Matrix

100 0 O
010 0 0
0 01 0 0
000 1 0
60
000 —g5% 1
und erhélt mit ¢ aus Gl. (4.10)

20.456 —19.438 0 0 14.5785 co
—2.51282 —5.06605 0.48595 2.0456 3.4107775 c1
—0.1146 3.37 —2.39275  13.480168 —4.483748 f%g = c2 . (4.17)

0 0 0 —1.15863625 0.2023251875 3
0 0 0 0 0 1— 1504
Also liegt der s? Koeffizient fest, namlich
LB 513105,
G T qe0 T

die tibrigen konnen frei gewihlt werden. Dieser Koeffizient ist jedoch die negative Summe
sdmtlicher Wurzeln. Es muss also

6 !
Z s, = —5.13125

k=3
sein. Fiihrt man die vorstehenden Rechnungen statt fiir s; = —0.8 und so = —1 fiir allgemeine
s1 und so aus, so erhélt man
6
Y s = —6.93125. (4.18)
k=1
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4.4 Nullstellenzuweisung durch Ergidnzung von Zeilen vorgegebener Struktur

Es lésst sich also festhalten, dass das vorliegende System stabilisierbar ist, die Pole allerdings
nicht beliebig platziert werden kénnen. Die Frage, ob unter der gegebenen Einschrinkung eine
»ginstige“ Platzierung der Pole moglich ist, kann erst an der technischen Anlage abschlieffend
entschieden werden. Doch kann man feststellen, dass die Pole nicht weit in die linke Halb-
ebene geschoben werden konnen, weshalb ein solcher Regler mit konstanter Riickfithrung nur
vergleichsweise kleine Abweichungen von einer Solltrajektorie kompensieren kann.

Um das Beispiel zu vollenden, werden die Wunschpole zu

s1=—-08, so=—-1, s3=-1.2, s4=-14, s535=-1.6 und sg= —0.93125
festgesetzt, woraus sich
¢’ = (25032 8.1265 9.75125 5.13125 1)
ergibt. Damit ist die Gleichung (4.17) 16sbar, und die Losung lautet (auf fiinf Stellen gerundet):
3l =(0 468.06 74.552 104.58 624.25) +p(1 109.96 25.569 25.356 145.21) .

Scheinbar bleibt noch ein Freiheitsgrad festzulegen. Doch bei ndherem Hinsehen zeigt sich, dass
der mit dem Parameter p stehende Vektor linear abhéngig von f};’T ist. Natiirlich &ndert es
die Determinante (4.8) nicht, wenn man Zeilen der Matrix linear kombiniert. Es ergibt sich
allerdings bei Kombination der letzten beiden Zeilen (Z x, N K) auch kein neuer Regler, siehe
Punkt 2) auf Seite 65. Daher kann man den Parameter zu null wihlen und erhélt den Regler
mit den Matrizen

- (38.876 4274.662 994.0336>

i =

985.75 5645
0 468.06  74.552 und NK‘( )

104.58 624.25

und der konstanten Ubertragungsfunktionsmatrix (auf fiinf Stellen gerundet)

K(s) = —0.97074 —1.0507 —7.9872
-\ 0.16263 —0.57379  1.2187 ) °

Zur besseren Ubersicht wurde obiges Beispiel mit Zahlenwerten vorgefithrt. Es bleibt also
die Frage bestehen, inwieweit die Ergebnisse von der Wahl der Zahlenwerte abhéngen.
Insbesondere ist zu fragen, ob eine Bedingung der Art (4.18) grundsétzlich besteht. Um
diese Frage zu kliren, folgt man den Uberlegungen aus [RF04], Abschnitt 2. Stellt man
das dortige Tupel z auf, so erkennt man, dass einzig der Minor z4;; = det Ap den Grad
sechs hat, wahrend sédmtliche iibrigen den Grad vier oder weniger haben. Die dortige
Matrix M kann daher keinen Vollrang haben, und die dortige Gleichung (10) ist nur
l6sbar, wenn die Koeffizienten a; und ag des CLCP und von det Ap bis auf einen linearen
Faktor iibereinstimmen. Daraus folgt an das (monische) CLCP die Forderung, dass der
s Koeffizient
cséiJrl <L+i) c’{+l (L-i- (al_l1+l2>2 + (a1+l2)2)cg

mo 1?2 \m;  mg 12\ 'my 3myg 2my

sein muss, oder, anders formuliert,

| roo1 /1 1 1/1 — 2 2
pho i LY (Lt )

mq mo l% o l%mo l%ml

Man sieht, dass, solange einer der drei Reibkoeffizienten vorhanden ist, der Wurzelschwer-
punkt > s, immer negativ ist”. Mithin ist das System aus Beispiel 4.6 immer stabilisierbar
und im Rahmen der genannten Einschréankung polplatzierbar. Eine grofie Démpfung hilft
dabei, die Pole ,,weit links“ zu platzieren.

7 Aus physikalischen Griinden miissen simtliche Parameter positiv sein.
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4 Folgeregelung

4.5 Simulationsbeispiele mit nichtlinearen
Bewegungsgleichungen

Im folgenden Abschnitt soll die Robustheit der entwickelten Trajektorienplanungen und
Folgeregler durch numerische Simulation untersucht werden. Eine prinzipielle Modellunbe-
stimmtheit besteht darin, dass die vorliegenden Methoden fiir lineare Systeme entwickelt
wurden, wohingegen die meisten Modelle zunéchst einmal nichtlinear anfallen. Durch
Linearisierung (Abschnitt 2.1) um eine Ruhelage entstehen lineare Modelle. Streng ge-
nommen gelten die Methoden dann nur in einer beliebig kleinen Umgebung der Ruhelage.
Daher werden der Simulation die urspriinglichen nichtlinearen Streckenbeschreibungen zu-
grunde gelegt, und man wird sehen, dass der Giiltigkeitsbereich der Methoden ausreichend
grof} ist, um sinnvolle Trajektorien zu planen und zu stabilisieren.

Im folgenden Beispiel soll der in Beispiel 4.5 entworfene Regler hinsichtlich seiner Ro-
bustheit getestet werden.

Beispiel 4.7 Bei der Strecke handelt es sich um ein Zweifachpendel, das im Gegensatz zu
Beispiel 4.5 nach unten héngt. Die Bahn soll bei der Modellbildung als eben angenommen werden.
In der Simulation soll die Bahn jedoch durchhéngen, um eine weitere Storung zu erzeugen. Die
(normierten) Parameterwerte seien

9 | || wn | B | mo| |
9.81[0.25]0.2 017 [0.15]025[025]04] 0 | 0

Auf das Niederschreiben der nichtlinearen Bewegungsgleichungen (B.14) soll aus Platzgriinden
verzichtet werden. Da der Winkel ¢; ungleich null ist, ergibt sich die Ruhelage aus Gl. (B.15)
zu

wy =const, ¢ =—0.10433 und ¢5 =0.

Die Messgrofien seien der Weg wg(t) =: y1(¢) und die Winkelgeschwindigkeit ¢;(¢) =: y2(t). Die
linearisierten Gleichungen lauten damit (sieche Abschnitt B.3)

0.9 (4 0.1484 (&Y’ 0.06 (4 1 0|0 0 [w

2 2 2 ¥1

0.1484 (4)° 0.035 (4)"+1.455  0.01492 (%) 0 —-1/0 0 2
0.06 () 0.01492 (4 0.009 (4)°+0.5886 | 0 0 | 0 0 fl1=0

d

1 0 0 0 0 [-1 0 '

h

0 “ 0 0 0|0 -1 Y2

Ein nach der Art von Beispiel 4.5 entworfener Regler

( —17.12(4) 349 121(%)+864.2> (fK) .

&.R.l&

—0.3491 (%) —2.581  2.856 (%) +6.391) \ d

—2646(4) 12171 26.31(4)—22.23 \ (y1—f _ o
—56.28(4) 0.5467 (%) +6.449) \yp—yd |

2

platziert die Pole bei® s; = —14, s9 = —16, s3 = —18, 54 = —6, 55 = —7, s = —10, s7 = —12

8Die Reihenfolge spielt hier eine Rolle (siche S. 65).
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und sg = —20. Seine Ubertragungsmatrix lautet
 112.15%4456.45+11717 1.35152 —1735—861 )
Fx $2+4+74.13s s2+74.13s Y1 —Yq
D 6.0045%+1290s — 4732 0.0263s2+36.325+347.7 | \ Yo—Y{!
52474.13s 524+74.13s

Der Struktur nach handelt es sich also um einen PID-T7}-Regler.
Die fiir die Trajektorienplanung erforderliche Uberfithrung in die Hermitesche Normalform
wird durch die Matrix

U5 =
0 0 0 1 0
0 0 ~1.025 ~4.022 0.0615 (%) +4.022
0 0 1.699 0 —0.1019(4)°
-1 0 —0.05012(4)° 0.3033(4) 0.003007 ()" +0.5967 (%*
0 —1 —0.01053(2)=1.492 | 0.007594 (%)’ ~5.853 0.0006316(:2)" +0.2303(%)*+5.853
dt dt dt dt

geleistet. Ziel der Planung soll sein, in der Zeit 7" = 2 von der Ruhelage bei wy(0) = 0 in
die Ruhelage bei wy(T") = 1 iiberzugehen. Daraus folgt mit Gl. (3.1), dass die Basisgrofien bei
&1(0) = 0 und &,2(0) = 0 beginnen - und bei &, (7)) = 1 und &2(7) = 1 enden miissen. Die
Trajektorien sollen optimal, im Sinne von Abschnitt 3.2, sein. Das Kostenfunktional wird nach
Art von Beispiel 3.4 aufgestellt, wobei auch hier der Wunsch besteht, dass sich die Winkel ¢ ()
und @9 (t) moglichst wenig aus der Ruhelage entfernen, ohne dass die Stellsignale zu grof werden.
Die Optimierungsaufgabe lautet

2
/[(cpl(t))z—i—?a(cpg(t))z—l—O.l(f(t))z—l—O.l(dl(t))z} dt — min, (4.20)
0
die Wichtungsmatrizen sind mithin
01000 10 0 0
00100 03 0 0
Wi=15 001 0 wd - We=14 0 01 o
00001 00 0 0.1

Das Ergebnis der Planung ist in Bild 4.3 zu sehen.

Abschlielend werden alle vorliegenden Teile wie im Signalflussplan 4.2 zusammengefiigt und
numerisch simuliert. Um die Robustheit gegeniiber Stérungen zu priifen, werden folgende zwei
Storungen eingebaut:

e Statt der linearisierten Modellgleichungen werden in der Simulation die nichtlinearen ver-
wendet.

e Die Bahnkurve so(wp) ist entgegen der Planung nicht horizontal eben, sondern biegt sich

geméifl der Funktion
() )
o y(wp) — cosh (3(wo — 0.5))

durch (siehe Skizze B.1).
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Basisgrofien Weg

0 0.5 1 15 2 01l
Stellgrofien

0.05¢

—-0.05f

-0.1}

-0.15}

———» H(qQ)§+R(q)q¢=Q ————»

! o (wo) Gl (B.14) (wo)
( f) $1
d;
ur(t) Ngug + Zxe =0 e(®)
- yd(t)
UL CpUE + DpUE

Bild 4.4: Signalflussplan der numerischen Simulation mit Stoérung (Beispiel 4.7)

Das simulierte System ist im Signalflussplan 4.4 dargestellt. Die Ergebnisse der Simulation sind
in Bild 4.5 zu finden. Man sieht, dass der Regler mit den Stérungen gut zurechtkommt. Der
Wunschtrajektorie fiir den Weg w(t) wird gut gefolgt. Aufgrund des I-Anteils des Reglers ver-
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Stellgréen

— f(1)

— fUt) |
| |
3 3.5 4
T T T T T T T
— di(t) ||
— di(t)
| | | | | |
0 05 1 15 2 25 3 35 4
Weg
— wo(t)
— w ()
- | | | |
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

Winkel

Bild 4.5: Ergebnis der numerischen Simulation von Beispiel 4.7

harrt trotz der fortdauernden Stérung durch die gebogene Bahn die bleibende Regelabweichung
nahe Null. Zunéchst ist die Kraft f niedriger als geplant, da die Bahn abféllt, und danach grofler,
da die Bahn ab wy = 0.5 ansteigt. Wegen der gebogenen Bahn kann die Kraft f am Ende auch
nicht Null werden, denn der Abtrieb durch die Schwerkraft ist auszugleichen. Die Wunschtra-
jektorien fiir die Winkel werden weit schlechter realisiert. Das liegt daran, dass die Winkel nicht
gemessen werden und sich nur aus dem Modell ergeben. Wenn aber das Modell nicht korrekt ist,
so konnen sich die Winkel nicht exakt einstellen. Zumindest der Winkel o stimmt doch noch
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4 Folgeregelung

relativ gut mit der Planung iiberein. In Bild 4.6 sieht man einen kurzen Animationsfilm, um
die Bewegung zu veranschaulichen. Ferner bedenke man, dass das Pendel ohne einen Folgeregler

-

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

K<L > [SH] [ =]+

Bild 4.6: Ergebnis der numerischen Simulation als Animationsfilm

nicht einmal in die N#he der gewiinschten Endlage kidime, da das kraftfreie Pendel (bei ¢t > 2)
immer auf den tiefsten Punkt bei wg = 0.5 zurutschen wiirde. u

In dem letzten Beispiel 4.7 wurde gezeigt, wie ein Folgeregler sowohl Modellungenauig-
keiten als auch &duflere Storungen kompensieren kann. Dem gegeniiber soll im folgenden
Beispiel demonstriert werden, wie auch ein sehr einfacher Regler ein System stabilisieren
kann, wenn die Trajektorien genau geplant sind. Das liegt, grob gesprochen, daran, dass
bei einer guten Trajektorienplanung das erforderliche Stellsignal ,fast* richtig vorliegt
und der Regler nur vergleichsweise kleine Korrekturen vornehmen muss.

Beispiel 4.8 Als Beispiel diene das aufrecht stehende gedimpfte Zweifachpendel aus Bei-
spiel 4.6, allerdings mit den Parameterwerten aus Beispiel 4.7 und Dampfungen ¢" wie in
Gl (B.9):

g9 | [ b o [ B [mo | mmy| ¢ | A | & |J°]dp
9.81[0.25 [ 0.2 ] 017 [ 0.15 | 0.25 [ 0.25 | 0.4 [ 0.05 | 0.015 [ 0.01 | 0 | 0

Auch hier soll auf das Niederschreiben der nichtlinearen Bewegungsgleichungen (B.14) verzichtet
werden. Da die Pendelkorper aufrecht stehen sollen, ergibt sich die Ruhelage aus Gl. (B.15) zu

wy =const, ¢ =3.0373 und 5 =7.

Die drei Messgrofien seien der Weg wo(t) und die beiden Winkel 1 (¢) und ps(t). Die lineari-
sierten Gleichungen lauten damit (siehe Abschnitt B.3)

2 2 2 wo

0.9 (%) +0.05 (%) —0.1484 () —0.06 () LAY
—0.1484 (4 0.035 (4 4+0.025 () —1.455  0.01492 (47 =001 (L) 0 —1 ||
—0.06 (&Y’ 0.01492 (4° ~0.01 (4)  0.009 (4 40.01 (4)—0.5886 0 0 C{I
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4.5 Simulationsbeispiele mit nichtlinearen Bewegungsgleichungen

Da ein moglichst einfacher Regler angestrebt wird, soll ein P-Regler zum Einsatz kommen, wie er
in Beispiel 4.6 entworfen wurde. Wie dort festgestellt wurde, konnen die Pole fiir dieses geregelte
System nicht beliebig platziert werden, sondern miissen der Bedingung (4.19) geniigen, in diesem
Fall:

6
3 s = —12.2495. (4.21)

k=1

Daher sollen die Pole des geschlossenen Regelkreises bei
s1=—2.192, s9=—-2.2895 s3=—-1.792, s4=-—1.892, s5=-1.992 und sg= —2.092

liegen?. Dies leistet der Proportionalregler

wo—wg

Fi 0.1769  —0.6307 —10.84 ’
die] ~ \ 001408 —1419 1784 ) |77
d

P2 — Py

Die Uberfithrung in die Hermitesche Normalform wird mittels der Matrix

0 0 ~0.6773
0 0 ~1.699
UR(L) = 0 ~1.699

(—1 0 —0.2556()" —0.03336(%)
0 —1 0.01567(%)"—0.02548(%)+2.473

0.04515() —1.658 —0.04064(4)* —0.04515(%) +2.658

0.1133(4)—6.667 —0.1019(4)* —0.1133(%) +6.667

0.1133(%) —0.1019(%)" ~0.1133(<)
0.01704(%)° —0.5005(4)" —0.08288(<) —0.01533(2)" —0.01907(%)" +1.401()° +0.1329()

—0.00105(%)" +0.0143(£)* —0.332(%) +9.70  0.000940(L)" —0.000484(%)° —0.0143(£)* +0.332(2) —9.70

vorgenommen. Ziel der Trajektorienplanung ist, das Pendel wie in Beispiel 4.7 aus der Ruhelage
bei wp(0) = 0 in die Ruhelage bei wo(7") = 1 zu versetzen, allerdings in der Zeit 7' = 4. Bei der
Trajektorienplanung wird dasselbe Kostenfunktional minimiert, siehe Gl. (4.20). Das Ergebnis
ist in Bild 4.7 zu sehen.

In Bild 4.8 ist noch einmal der Signalflussplan fiir die Situation dieses Beispiels dargestellt.
Bei dieser Simulation besteht die einzige Storung darin, dass statt der linearisierten Modellglei-
chungen die nichtlinearen gelten. Aufgrund der Instabilitdt der offenen Regelstrecke geniigt diese
Ungenauigkeit bereits, um das System vollkommen zusammenbrechen zu lassen, wie man in dem
Animationsfim 4.10 sehen kann. Dort wurden die geplanten Stellsignale (siehe Bild 4.7) ohne
Korrektur auf das Zweifachpendel geleitet. Man sieht, wie das Pendel schon nach einer Zeitein-
heit nach unten fallt und dort allméhlich auspendelt. Demgegeniiber geniigt bereits der P-Regler,
um das System zu stabilisieren. Das Ergebnis der Simulation mit Folgeregler ist in Bild 4.9 zu
sehen. Das System folgt den geplanten Trajektorien gut. Die Abweichungen im Weg wg sind
gering, aber auch die Abweichungen in den Winkeln sind, absolut betrachtet, nicht grof3. Jedoch
sieht man, dass der Fehler nach dem Ende des geplanten Zeitraumes nur vergleichsweise langsam

9Die Reihenfolge spielt hier eine Rolle (siehe S. 65).
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4 Folgeregelung

Basisgrofien

Winkel
0.04f »
Stellgrofien 0.02r
0.4 i ; s
— 770 0
o2} — di(t)
0 -0.02} -
02}
| ~0.04}
-0.4 :
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4

Bild 4.7: Ergebnis der Trajektorienplanung fiir Beispiel 4.8

H(q)§+R(q) ¢ =Q
Gl (B.14) 1

P2
()
d; wg(t) | (01769  —0.6307 —10.84 e(t)
—0.01498 —1.419 1.784

- yd(t)
UL UE
A 3
0

Bild 4.8: Signalflussplan der numerischen Simulation mit Stérung (Beispiel 4.8)

abklingt. Das liegt daran, dass die Pole aufgrund der Zwangsbedingung (4.21) nicht weiter in die
linke Halbebene geschoben werden kénnen. Diese Beschrinkung ist eine Folge der strukturellen
Beschréinkung auf einen P-Regler. Mit einem Regler hoherer Ordnung liefe sich ein schnelleres
Abklingen des Fehlers erzielen (siche vorhergehendes Beispiel 4.7). Zur Veranschaulichung ist

in Bild 4.11 ein Animationsfilm der Bewegung zu sehen. u
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4.5 Simulationsbeispiele mit nichtlinearen Bewegungsgleichungen

Stellgrofien
T T T T T
04 — 70 |
0.2 — f4)H
0
_02 —
-0.4 | | | I |
0 1 2 3 4 5 6

0.5 .

0.04

0.02

-0.02

-0.04

Bild 4.9: Ergebnis der numerischen Simulation von Beispiel 4.8
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0.1
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0.3

0.4

0.2

0.2 0.4 0.6 0.8 1 12
K<L > [SH] [ =]+

Bild 4.10: Ergebnis der numerischen Simulation ohne Folgeregelung als Animationsfilm
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5 Trajektorienplanung und
Folgeregelung fiir Abtastsysteme

In der heutigen industriellen Praxis werden nur noch ausnahmsweise zeitkontinuierlich
arbeitende Steuer- und Regeleinrichtungen eingesetzt. Uberwiegend kommen digitale
Steuereinrichtungen zum Einsatz. Bei diesen liegen die Stellsignale zu bestimmten Zeit-
punkten in Form einer Tabelle vor, also zeitdiskret. Abhéngig von diesem Wert wird das
eigentliche, kontinuierlich wirkende Stellglied betétigt. Die Regelstrecke ist normalerweise
ein zeitkontinuierlich arbeitendes System. Bild 5.1 verdeutlicht das Schema. Ublicherweise

- t t
tSt][c;llizi/ert u[k]l Stellglied L» Regelstrecke ﬂ»
abelle

Bild 5.1: Schema des digital angesteuerten Systems

sind die Abtastzeitpunkte dquidistant mit der Abtastzeit T" verteilt. Wenn die Abtastzeit
im Vergleich mit den wesentlichen Zeitkonstanten der Regelstrecke erheblich kiirzer ist,
so kann man das zeitdiskrete Verhalten der Steuerung vernachléssigen und die Steuerung
durch ein zeitkontinuierliches System approximieren. Ist jedoch die Abtastzeit langer, so
muss man den zeitdiskreten Charakter der Steuereinrichtung beriicksichtigen. Hier bietet
sich das Konzept der parametrischen Ubertragungsfunktion (kurz: PUF) an, da hierbei
auch das Verhalten der Strecke zwischen den Abtastzeitpunkten offenbar wird.

5.1 Parametrische Ubertragungsfunktion

Das Wesen der parametrischen Ubertragungsfunktion (PUF) besteht darin, dass sie ge-
geniiber gewohnlichen zeitdiskreten Ubertragungsfunktionen einen weiteren Parameter 7
besitzt, der zwischen Null und der Abtastzeit T" variiert und mit dessen Hilfe das Verhal-
ten zwischen den Abtastzeitpunkten beschrieben wird. Das Konzept wird unter anderem
in [RLI7] und [Rei06], Kapitel 7, verwendet. An dieser Stelle soll ein anderer Weg be-
schritten werden, der fiir die vorliegende Aufgabe ausreicht und auf der modifizierten
z-Transformation, wie sie beispielsweise bei [Jur64] vorgestellt wird, basiert.

Die Entwicklung der parametrischen Ubertragungsfunktion soll anhand des SISO-Falls
geschehen. Eine Verallgemeinerung auf MIMO-Systeme ist danach leicht moéglich. Man
beginnt gedanklich beim Eingang u(t), der jetzt eine spezielle Gestalt hat:

u(t) = wulk]m(t—kT). (5.1)

k=0
Darin ist m(t) eine Formierungsfunktion, die festlegt, wie die Zahlenfolge u[k] in ein
zeitlich ausgedehntes Signal umgesetzt wird und wie lange dieses wirkt. Aus der Forderung
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5 Trajektorienplanung und Folgeregelung fiir Abtastsysteme

nach Kausalitit ergibt sich, dass m(t) = 0 fiir ¢ < 0 gelten muss. Das gingige Halteglied
nullter Ordnung, beispielsweise, hat die Formierungsfunktion m(t) = 1(t) — 1(t—1T).

Das Ubertragungsverhalten der Regelstrecke sei charakterisiert durch ihre Impulsant-
wort ¢(t). Damit ist der Ausgang gegeben durch

y(t) = (g(-) = u(-)) ().

Darin symbolisiere der Stern * die einseitige Faltung. Setzt man Gl. (5.1) ein, so erhélt
man

y(t) = (g(-) >3 m(-—kT)U[k]>(t) :

Da die Faltung distributiv ist (siehe [Mik57], §5), kann man diese in die Summe hinein-
nehmen

y(t)

(Z g() * m(-—kT)U[/f]>(t)

k=0

Z/g(t—am(t—k:m dF ullk]

k=0

Es geniigt, bei t = kT mit der Integration zu beginnen, da m(t) = 0 fiir t < 0 ist. Ferner
muss auch nicht bis k = oo summiert werden, da nur fiir 7" < t der Integrand einen Wert
verschieden von Null liefert. Man kann daher die Summation bei k = [%} beenden, wobei
die eckigen Klammern || den ganzen Anteil symbolisieren. Man erhélt

o
o(t) = [ gt=Bm(E-kT)d ulh],

k=0gp
und durch die Substitution ¢ =t — kT,

[%] t—kT

y(t) = / Gt —ET—)m(¥) dt’| ulk] .

k=0 0

Betrachtet man den Ausdruck in den eckigen Klammern genauer, so erkennt man dort
(g *m)(t—kT). Daher definiert man g,,(t) := (g * m)(¢) und erhalt

(7]
y(t) = ) gm(t—=kT) ulk].

Diese diskrete Faltung soll mit der modifizierten z-Transformation gelost werden, wobei
im Gegensatz zu [Jur64] der ,gedachte negative Verzug (fictitious negative delay)“ durch
cine kleine Zeit (—7) mit 0 < 7 < T beschrieben wird. Mit dieser Anderung der Zeit wird
t zu

t=kT +71, k=0,1,2,... und 0<7<T.
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5.1 Parametrische Ubertragungsfunktion

Die modifizierte z-Transformation ist dann definiert durch
Y(z,7)=Zu{yt)} =) ykT+7)27",
k=0

und ihre Inverse ist

1

y(t>‘t:kT+T =2, {Y(2,7)} = 21 Sﬁy(zv )" dz

mit £ =0,1,2,... und 0 < 7 <T. Man erhélt:
Y(Z7 T) = G(Z7T) ’ U(Z) )
womit die parametrische Ubertragungsfunktion G(z, 7) eingefiihrt ist als

Z(z,7)
N(z)

G(z,7)=Z, {(gxm)(kT+7)} = (5.2)

Es sei darauf hingewiesen, dass nur das Zihlerpolynom Z(z,7) von 7 abhingt, nicht
jedoch das Nennerpolynom N(z). Offensichtlich ist die obige Herleitung auch mit vek-
toriellen Groflen w(t) € R™ und y(t) € RP moglich. Dann wird aus der Impul-
santwort eine Impulsantwortsmatrix G(¢f) € RP*™ und aus der Formierungsfunktion
wird eine (m x m)-Diagonalmatrix. Abschliefend erhélt man dann eine parametrische
Ubertragungsfunktionsmatrix G(z,7) € R(z)P*™.

Beispiel 5.1 Als ein einfaches Beispiel diene ein PT;-Ubertragungsglied

vO +Tj) —ult)  mit  glt) = 7 T

Das Halteglied sei nullter Ordnung mit der Formierungsfunktion

1 fir0<t<T
m(t) =1(t) —1(t-T1) oder anders m(t) =
0 sonst.

Damit ist
/ 1
t—71
0
t —_—— —_——
fTLe Tt dr=1—¢ T fir 0<t<T
0

T i T ot
fTile Ty dT:<€T1—1)€ T fir t>T.
0

Bild 5.2 zeigt die Formierungsfuntion m(¢) und die daraus resultierende Funktion g,,(t). Die
parametrische Ubertragungsfunktion berechnet man nach Gl. (5.2) unter Nutzung der geome-
trischen Reihe

G(z,7) = ng(kT+7)z_k = gm(T) + ng(k:T+7')z_k
k=0 k=1
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5 Trajektorienplanung und Folgeregelung fiir Abtastsysteme

A A
m(t) gm(t)

T T > T T T -
T 2T 3T T 2T 3T

Bild 5.2: (zu Beispiel 5.1) Formierungsfunktion m(t) und g,,(t) mit 7y = T.

o0
= (1 — e_Til) + e T Z (eTll — 1) e_lelz_k

_ T _ T _T
o1 (1—6 Tl)z—l—e T —e N
1 _ ey _

=1—e T — = — .
z—e T z—e 71

Dieses Beispiel kann man noch gut elementar durchrechnen. Bei komplizierteren Aufgaben kann

man selbstverstindlich auf verschiedene Hilfsmittel, z. B. die Laplace-Transformation, zur Be-

rechnung der Faltung zuriickgreifen. u

Behandlung von Anfangswerten

Die PUF untersucht — wie die iibliche Ubertragungsfunktion — nur das Verhalten von dem
Eingang zu inneren- bzw. Ausgangsgrofien. Das Verhalten von den Anfangswerten aus
gesehen, ist weiterhin nach den im Zeitkontinuierlichen bekannten Regeln zu bestimmen
(typischerweise Laplace-Transformation) und im Bedarfsfall zu addieren. Dann wére

Y(kT+7) = 2, {Gn(z, 1)U (2)} + L7 {CrAR a(s)}] s, -

5.2 BasisgroBen fiir abgetastete Systeme

Die Basisgroflen fiir abgetastete Systeme sollen die selben grundlegenden Eigenschaften
wie im zeitkontinuierlichen Fall haben, ndmlich:

e Sie sind frei und unabhéngig voneinander wihlbar.
e Aus ihnen ergeben sich alle iibrigen Signale, insbesondere die nétigen Steuersignale.

Aus diesen Forderungen folgt, dass die BasisgroBen jetzt nur noch Folgen &[k] sein kénnen,
denn wegen des zeitdiskreten Charakters der Stellfolge u[k] kann nur zu den Abtastzeit-
punkten das Stellsignal unabhéngig festgelegt werden. Ab dann héngt es bis zum néchsten
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5.2 BasisgroBen fiir abgetastete Systeme

Abtastzeitpunkt von den Werten der Stellfolge zum letzten Abtastzeitpunkt ab. Die Glei-
chung (2.1a) liegt mit w(¢) aus Gl. (5.1) in der Form

NE

Ap(d) -+ Bp(%) - > ulk]lm(t—kT)=0

e
Il

0

vor. Diese Gleichung enthélt nicht mehr nur einen Operator (%), sondern dazu eine Zeit-
verschiebung, die unendlich oft anzuwenden ist. Ein Vorgehen in direkter Analogie zu
Abschnitt 2.2.2 ist damit nicht sinnvoll. Stattdessen sollen die Erkenntnisse aus Ab-
schnitt 2.2.1 neu genutzt werden.

Hat das Paar (Ap, Bp) einen gemeinsamen Linksteiler, so kann dieser nach links

herausgezogen werden und man erhilt Gleichung (2.1a) als

L) (Vi) -2+ VS () -w) =0
38

mit den in Abschnitt 3.3 ndher besprochenen autonomen Gréfen. Dieser Teil des System-
verhaltens wird von dem Stellsignal w(¢) nicht beeinflusst, ganz gleich, welcher Gestalt es
ist. Daher kann dieser Teil an dieser Stelle zunéichst ignoriert werden. Jedoch ist immer zu
bedenken, dass die Basisfolge £[k] dann nicht das gesamte Systemverhalten parametriert.

5.2.1 Definition der BasisgroBen
Es wird also davon ausgegangen, dass eine linksteilerfremde Darstellung
VG @ V) u =0
vorliegt. Fiir dieses System wird in [Rei06] ein alternativer Weg aufgezeigt, Basisgrofien im

Bildbereich der Laplace-Transformation zu definieren. Man gibt mit Gleichung (2.6) und

VE= (U R)_l die Ubertragungsfunktion als rechtsteilerfremde Matrizenbruchdarstellung
an:

X(s) = Ga(s)U(s) = — (V) ' VEU(s) = UL (US) ™ U(s),
denn aus

R
it v (i) —o e - o vE- o)

Definiert man nun

=\ . (77R\"1 X (s) - Ufi(s) -
E(s) = (Uy)  Ul(s), so folgt daraus <U(s)> = <U2’§(s)> E(s),

was, von Anfangswerten abgesehen, Gleichung (2.14) entspricht. Dieser Weg lésst
sich auf abgetastete Systeme anwenden. Da in den Eintrdgen der parametrischen
Ubertragungsfunktionsmatrix nur die Zahler von 7 abhéngen, muss es eine rechte tei-
lerfremde! Matrizenbruchdarstellung der Art

Y (2,7) = Gu(z, ) U(z) = Z(2, 1) (NR(Z))_l U(z) (5.3)

!Teilerfremd meint hier teilerfremd in z mit beliebigem 7.
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5 Trajektorienplanung und Folgeregelung fiir Abtastsysteme

geben. Damit kann man
—_ -1
E(z) .= (N¥(2)) U(2)

definieren. Daraus folgt dann offensichtlich

<Y(z,7)> _ <ZR(Z,7')> =)
U(z) NT(2) '

Nun kann man Basisfolgen unabhéingig vorgeben und daraus die notwendige Stellfolge
und die resultierenden Ausgangssignale berechnen. Da es sich um Polynome in der Zeit-
verschiebung z handelt, miissen ausreichend viele Werte in der Zukunft bekannt sein,

d. h. der Planungshorizont muss mindestens max grad,, ( AI:R( ) Abtastschritte in die
u=
Zukunft reichen. Dieser Forderung entspricht im Zeitkontinuierlichen die Forderung nach
der ausreichenden Glattheit der Basissignale.
Es bleibt noch zu kliren, wie eine rechte teilerfremde Darstellung der parametrischen

Ubertragungsfunktionsmatrix
G(2,7) = 272, 7) (NR(2))

gefunden werden kann. Das Problem besteht darin, dass bei der Modellierung keine Ma-
trizendarstellung der Art Gl. (2.1a) anfillt, sondern eine Ubertragungsfunktionsmatrix.
Zwei Wege sollen im Folgenden vorgestellt werden.

5.2.2 Auffinden einer rechten teilerfremden Darstellung der
PUF-Matrix mithilfe der Hauptnenner

Man kann den gemeinsamen Hauptnenner nf(z) aller Zeilen bzw. aller Spalten nj(z)
herausziehen und erhélt

ni(z) ni(z)
G2, 7) = : - G(z,7) (5.4a)
n;(z) n;(z)
it ZL(z7)
ns(2) ns(2) B
= Gm(2,7) - : : (5.4b)
M, (2) M (2)
TA(e) A

Diese Darstellung ist in aller Regel nicht teilerfremd, denn bei einer teilerfremden Darstel-
lung miissen die Nullstellen von det N R( ) gleich den Nullstellen von det N L( ) und gleich
den Polen von det G(z, 7) sein (siehe [Kai80], Abschnitt 6.5.3). Zumeist ist jedoch bereits
der Grad von det N R( ) grofer als der Grad des Nenners von det G(z, 7). Allerdings l4sst
sich der gemeinsame Teiler durch Uberfithren in die Hermitesche Normalform identifizie-
ren und eine teilerfremde Matrizenbruchdarstellung gewinnen. Dabei erweist sich selbst
bei kleineren Beispielen das Invertieren der unimodularen Uberfithrungsmatrizen V7 (z, 1)
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5.2 BasisgroBen fiir abgetastete Systeme

bzw. U®(z,7) als rechnerisch sehr aufwendig. Daher scheint es am bequemsten, mit der
Darstellung (5.4b) zu beginnen, den gemeinsamen Rechtsteiler R(z) zu bestimmen und
abschlieflend die teilerfremde Matrizendarstellung aus

-1 -1

ZR(2,7) = ZR(2,7) - (R(2)) und  NB(z,7) = NE(z,7) - (R(2))
zu bestimmen. Um nicht unnétig viele Schritte vorausplanen zu miissen, kann es sinnvoll
sein, N (z) spaltenreduziert zu erarbeiten. Dieses Vorgehen soll an einem kleinen Beispiel
demonstriert werden.

Beispiel 5.2 Als Beispiel diene das einfache inverse Pendel mit zwei Stellgréfien, der Kraft f
am Wagen und dem Drehmoment d;. Aus Abschnitt B.3 erhélt man mit N = 1 und der Ruhe-
lage ¢ = 0, sowie s (wp) =0

(mo+mi) (& mily (&) <w0) (-1 0 )( f)
2 2 + 1 =0.
() L@ +g) \#1 O~/ \&

Nimmt man als normierte Werte mg = 2, m; = 4, I1 = 1 und g = 10 an, so erhélt man die
numerische Ubertragungsmatrix

s2 410 1
52 (252 4+ 60 252 + 60
Gls) = | = 1 ) 3

252 + 60 2 (252 4+ 60)
Mit einem Halteglied nullter Ordnung mit m(¢) = 1(¢) — 1(¢—7") erhélt man zunéchst die Matrix

_ -l 1—eT) _ ~1 1
Gm(t) = L7 L G(s) . =(1-8r)oL G(S)S
—g5c0s (V30t)+g5+15t2 —ggcos (V30t)+q5
—%cos(@t)%—% —%cos(\/%t)—l—zl—lo

mit dem Verschiebeoperator Sr, der durch seine Wirkung Sy o x(t) = x(t—1T') erklért ist. Mit
der Wahl der Abtastzeit 1" = % ergibt sich die parametrische Ubertragungsfunktionsmatrix zu

:(1—8T)O

2
Gz,7) = z— 12 _% cos (\/@ (%"FT))—F%-i-l—lQ (%—H’) —% cos (\/ﬁ (%4_7-))4_%
z —%Cos (\/% (%4-7‘))4-% —%cos (\/@ (%4_7))4_%

o ( g11(2,7) %9*(,2,7‘))
-\ Go(27) Hgalz7)
mit
(—32 + 32cos(v/307) — 24072)2*
+(576.27% — 102.4 cos(v/307) — 31.35sin(v/307) + 61.83 — 1207) 23
+(115.2 cos(v/307) + 168.17 — 672.47% — 98.64 + 94.05sin(1/307)) 2>
+(67.84 — 51.24 cos(v/307) + 576.27% — 168.17 — 94.05sin(v/307)) 2

—47 — 24072 + 6.413 cos(v/307) + 1207 4 31.35sin(1/307)
2880(z — 1)2(2% — 0.4008> + 1)

911(277') = -
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(cos(v/307) — 1)2% + (—1.2cos(v/307) — 0.9797 sin(v/307) + 0.4008)z

—1+0.9797sin(v/307) + 0.2004 cos (v/307)
22 —0.4008z + 1

g*(Z,T) - -

Man wiahlt also als ersten nicht teilerfremden Ansatz

Ni(e) 2880(z—1)2(22—0.40082+1) 0
z) =
0 22—0.40082+1

und ZNR(Z,T) sind die Zihler von G(z,7). Eine Uberfithrung des Paares < éyé (2) > liefert als

(z,7)
gemeinsamen Rechtsteiler

1 —0.007832+0.01954%
R(z) =
0 22-0.40082+1

Auf die Darstellung der Uberfithrungsmatrix U”(z, 7), die in sdmtlichen Elementen von z und
7 abhéngt, soll aus Platzgriinden verzichtet werden. Mit dem Rechtsteiler R(z) erhélt man die
teilerfremde Matrizendarstellung mit

NR(2) = <2880(z—1)2(z2_0.4008z+1) —56.30(2«—0.4008)(2_1)2) |
0 60

Dieses N*(z) ist noch nicht spaltenreduziert. Durch Multiplikation mit einer weiteren unimo-
dularen Matrix (siehe Satz A.1)

R 0.01954 0.01954z
Ured(z) = 5 1—|—Z2

erhilt man

R 56.30 (22 —22+1) 22.55 (2*—2z+1)
N7*(z) =
60z 60 (2%+1)

T

ZR(z,7) = ZR(z,7) (R(2)) " ULy (2) = (Zﬁ(“) Zg(z’7)>
’ ’ ed 2%

mit den Eintragen

(2, 7) = 0.01954 (32 + 24072 — 32 cos(\/307')) 22
+0.01954 (31.35 sin(v/307) + 2.17 — 48072 + 1207 + 38.41 cos(\/307')) p
4468972 — 2.3457 — 0.1253 cos(v/307) + 0.9185 — 0.6126 sin(v/307)

(2, 7) = 0.03909 (48.1072 3232 cos(\/307')) 22

+0.03909 (38.41 cos(V/307) + 24.057 + 31.35sin(v/307) — 96.1972 — 9.820) z
+ 1.369 + 1.8807% — 0.94037 — 0.2507 cos(v/307) — 1.226 sin(v/307)

A2, 1) = —0.9382 (—1 + cos(\/%f)) 22
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~0.9382 (0.4008 — 0.9797 sin(v/307) — 1.200 cos(\/%r)) P
+0.9382 — 0.1880 cos (v/307) — 0.9195sin(v/307)

A (2, 1) = —1.876 (—1 + COS(@T)) 22
— 1.876 (0.4008 —0.9797sin(v/307) — 1.200 cos(\/@r)) z
+ 1.876 — 0.3760 cos(v/307) — 1.839sin(v/307) .

Damit hat man eine teilerfremde Matrizenbruchdarstellung der Art (5.3) gefunden.

5.2.3 Auffinden einer rechten teilerfremden Darstellung der
PUF-Matrix mithilfe einer Darstellung durch Dgl. erster
Ordnung in expliziter Form

Wie am Beispiel 5.2 schon zu erkennen ist, ist der im vorigen Abschnitt beschrittene

Weg rechnerisch sehr aufwendig, weshalb er bei umfangreicheren System wenig geeignet

erscheint. Hier bietet sich als Alternative ein Weg iiber eine Darstellung durch eine lineare
Differentialgleichung erster Ordnung in expliziter Form

T = Ax + Bu
y=Cx+ D) u

an. Wie ein beliebiges System in polynomialer Darstellung systematisch in diese Darstel-
lung iiberfithrt werden kann, wird im Abschnitt A.2 erlautert.

Auffinden einer ausgabeparametrischen Darstellung

Zuerst soll das System in einer sogenannten ,ausgabeparametrischen Darstellung®
iiberfithrt werden. In einer ausgabeparametrischen Darstellung hiangt lediglich die Ausga-
begleichung vom Parameter 7 ab, nicht jedoch die Systemgleichung. Der besondere Vorteil
einer expliziten Differentialgleichung erster Ordnung ist, dass sich die Losung geschlossen

angeben l&sst
t

x(t) = ez (1) + / A=) Bu(t) dt .
to

Sucht man also das Verhalten im aktuellen Abtastschritt (kT +7), mit 0 < 7 < T, in
Abhéngigkeit vom Ergebnis des letzten Abtastschrittes x(kT), so setzt man t = kT + 7
und tg = KT ein und erhélt

KT+t
x(kT+7) = e x(kT) + / eARTHT=D By (1) dit

kT

und mit der Substitution 7 =t — kT

= eMx(kT) + / AT Bu(kT+7) d7 .
0
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Setzt man das gestufte Stellsignal aus Gl. (5.1) ein und bedenkt, dass m(t) = 0 fiir ¢t < 0
gilt, so erhélt man

A k

2(kT+7) = M a(kT) + /A(T_T)BZu[n]m((k—/i)TjLT)dT

0 k=0

=M (kT) + Z /€A(T_T)Bm((k‘—/i)T+T) dr |ulk] mit 0<7<T.
0 (5.5)

Héufig beeinflussen die Stellwerte nur den laufenden Abtastschritt, was m(t) = 0 auch
fiir t > T nach sich zieht. Damit vereinfacht sich die vorstehende Formel noch einmal zu

2(kT+7) = e m(kT) + / AT B(R)dFulk]  mit 0<r<T.  (56)

Die Ausgabegleichung fiir y(kT+7) lautet mit den obigen Uberlegungen
k
y(kT+7) = Cax(kT+7) + D(%) Y m((k—r)T+7)ulx], (5.7)
k=0

wobei sich dieses im Fall m(t) =0 fiir t > T zu
y(kT+7) = Cx(kT+7) + D(&) m(7)ulk] (5.8)

vereinfacht.

Aus diesen Gleichungen (5.5) bis (5.8) kann die ausgabeparametrische Darstellung ge-
wonnen werden. Der besseren Ubersicht halber soll mit dem Fall m(t) = 0 fiir t > T
begonnen werden. Hier kann man als zeitdiskreten Vektor x[k] := x(kT") definieren. Lésst
man in Gleichung (5.6) den Parameter 7 gegen T laufen, so erhilt man eine Systemglei-
chung, die nicht von 7 abhéngt:

T
x[k+1] = e x| +/ AT Bin(7)d7 ulk] .

0
Zusammen mit der Ausgabegleichung (5.8), in die Gl (5.6) eingesetzt wurde, lautet die
ausgabeparametrische Darstellung somit

x[k+1] = A*z[k] + B ulk] (5.9a)
ylk, 7] = C*(7)x[k] + D*(1)ulk] (5.9b)
mit .
A* — AT B — /eA(T—T)Bm(T) d7
0 (5.10)

C*(1) = Ce™ D*(1) = C’/eA(T_f)B m(7) d7 + D) m().
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ulk] feA(T DB m(7) dr x[k+1 s x[k| Ar T[k,ﬂ o ylk, 7]
f Alr=7) ) Bm(7) d7
D(%) m(T)

Bild 5.3: Wirkungsplan der ausgabeparametrischen Darstellung bei m(t) =0 firt > T

In Bild 5.3 ist die Wirkungsweise schematisch dargestellt. Im Fall m(t) # 0 fir t > T
flieBen auch zuriickliegende Werte von w[k] ein. Daher muss der diskrete Vektor x[k] um
zuriickliegende Werte erweitert werden. Ebenso miissen die Matrizen A* und C*(7) um
die Summanden mit x < k aus Gleichung (5.5) und (5.7) erweitert werden. Nimmt man
an, dass k,, zuriickliegende Werte u[k] eingehen, d. h. m(t) = 0 fir ¢t > (k,,+1)7, so
definiert man a[k]

x(kT)
ul[k—1]
x[k] == ‘

ulk—k,,]

Aus Gl. (5.5) erhélt man dann fir 7 — T
b1 T T
x[kH] = e T [k]+ /eA(T ) Bm((k—r)T+7) d7 | ulk +/ A=) 7)dT ulk]
r=k—km 0 0

und die erweiterten Matrizen A* € ROFmhm)x(ndmbn) - px ¢ Rntmhn)xm ypnd C*(7) €
RP* (nFmkm) Jauten

T T
eAT feA(T_ﬂBm(l T+7_') dr feA(T_%)Bm(ka%—f) dr
0 0
" 0 0 el 0
- 0 I, o --- 0
0 0 I, 0
T
[ AT Bm(7) dF
* 10
B I
0
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Cer™ C [T Bm(T+7) d7 + D(%) m(T+7)

C*(r) = 0 .

C [ e Bm(k,T+7)dr + D(%) m(k,T+7)
0

D*(7) bleibt unveréndert.

Auffinden der rechtsteilerfremden Darstellung von G(z, 1)

Aus der speziellen Darstellung (5.9) ergibt sich durch die modifizierte z-Transformation
2X(2) —x(-0) = A* X (2) + B*'U(2)
Y(z,7)=C"(1)X(2) + D"(NU(z2)

was ohne Schwierigkeiten zu einer gemischten Matrizenbruchdarstellung der parametri-
schen Ubertragungsfunktion fiihrt

Y(2,7) = C*(7) (2] — A ‘o) + [0*(7) (ZI - A*>_IB* + D*(T)} wlk] . (5.11)
PUF:E(Z,T)

Diese Darstellung ist genau dann teilerfremd, wenn das Paar <ZCI_(£)) beobachtbar und

das Paar (ZI—A*, B*) steuerbar ist. Im Falle m(t) = 0 fiir ¢ > T geniigt es, zu priifen,
ob das Paar (ZIQA*) beobachtbar ist, da es sich bei eA” um eine Einheit im Ring der
polynomialen Matrizen in z handelt. Pathologische Abtastfrequenzen sind also nach wie
vor zu meiden.

Eine teilerfremde rechte Matrizenbruchdarstellung kann im Anschluss gefunden wer-
den, indem man den Matrizenbruch (z[ — A*)_lB * in eine rechte teilerfremde Darstellung
umwandelt. Der Vorteil gegeniiber der Vorgehensweise in Abschnitt 5.2.2 besteht darin,
dass man hier allein mit Polynomen in z umgeht. Interessant ist in diesem Zusammenhang
die in [Rei06], Abschnitt 6.4.4.2, vorgestellte Methode, und zwar aus drei Griinden: Die
Matrizen der Darstellung (A.3) liegen ohnehin vor, die eigentliche Rechnung geschieht
nicht mit polynomialen Matrizen, sondern mit reellen, und drittens erscheint Uj,(z) au-
tomatisch in spalten- und zeilenreduzierter Form. Aber auch die in den Abschnitten 2.3
und A.1 oder in [RLO7] vorgestellten Methoden konnen genutzt werden. Hat man die

Darstellung
1

(21, — A") "B = —Upy(2) - (Usy(2)) ™

erhalten, setzt man das in die PUF aus Gl. (5.11) ein, und bekommt schlieBlich

G(z,7) = —(J*(T)U{E(UJQ)_1 + D7) = (— CH(r)Uyy + D*(T)U2*2) (E%/ )_1 . (5.12)
2R (27 NR(z)

Ein etwaiger gemeinsamer Linksteiler von (z]n—A*, B*) wurde gekiirzt. Wenn aulerdem

das Paar (53%) rechtsteilerfremd ist, so ist diese Darstellung teilerfrei.
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Beispiel 5.3 Es soll das verschiebliche Zweifachpendel aus Beispiel 2.1 verwendet werden,
allerdings mit herabhéngenden Pendelkérpern. Damit lauten die Systemgleichungen im Bildbe-

reich

(m0+m1+m2)82 (l1m1+a1m2)82 l2m282 Wo
(l1m1+a1m2)s2 (l%m1+a%m2)s2+g(l1m1—|—a1m2) a1l2m282 d,
52 ay 82 l282+g D,y
-1 0

F

+1 0 -1 ( ):a(s)

Dy

0 0

Der besseren Ubersicht halber sollen die (normierten) Werte

gl ai | Ll | mo|mi|mg| T
10[025]02]04]025[01]02]04

angenommen werden. Damit lautet die Ubertragungsfunktionsmatrix

7+ 0.4455% + 0.0016s* 0.008s% + 0.7

$2(3.85 + 0.1398s2 + 0.0004s7)  3.85 + 0.1398s + 0.0004s"
Gris)= | 0.008s* 4 0.7 0.145% +5.5
“ 3.85 4 0.139852 4 0.0004s*  3.85 + 0.1398s% + 0.00045?
—0.001s> + 0.7 —0.06755>

©3.85 4 0.139852 + 0.0004s% 3.85 4 0.1398s2 + 0.0004s*

Nach der in Abschnitt A.2 beschriebenen Methode erhélt man die Dgl. erster Ordnung in expli-
ziter Form

0 0 0 1 00 0 0

0 0 0 010 0 0
i 0 0 0 0 01 _— 0 0 “

0 0 0 0 00 10

14 —-245 1181 0 0 O 01

-2 135 —-1044 0 0 O 0 0

4 —20 2.5 0 00

y=|-20 350 -1688 0 0 0] =

25 —-1688 1305 0 0 O

Als Digital-Analog-Umsetzer komme das Halteglied nullter Ordnung aus Beispiel 5.2 zum Ein-
satz (m(t) = 1(t)—1(t-T)). Die (normierte) Abtastzeit T sei 0.4. Damit liefern die Formeln (5.10)

1 0 0 0.4 0 0
0.1584 0.3326 —0.5048 0.03581 0.06953 0.04294
0.2579 —0.5769 —0.2684 0.03439 0.04907  0.1206

0 0 0 1 0 0
0.8875 —11.24 3.731 0.1584  0.3326  —0.5048
0.4457  4.264 —6.795  0.2579 —0.5769 —0.2684
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0.08 0
0.005299 0.01432
0.00285  0.02405

0.4 0
0.03581 0.06953
0.03439  0.04907

1.42 cos(5.497)+0.757 cos(17.97)+1.82 —3.96 cos(5.497)—16.0 cos(17.97) —6.31 cos(5.497)+8.81 cos(17.97) ---
c* (T) = —3.96 cos(5.497)—16.0 cos(17.97) 11.0 cos(5.497)+339 cos(17.97)  17.6 cos(5.497)—186 cos(17.97) -
—6.31 cos(5.497)+8.81 cos(17.97) 17.6 cos(5.497)—186 cos(17.97)  28.0 cos(5.497)+102 cos(17.97) -

-+ 0.260 sin(5.497)4-0.0425 sin(17.97)+1.827 —0.730sin(5.497)—0.896 sin(17.97) —1.15sin(5.497)+0.493 sin(17.97)
—0.722 5in(5.497)—0.897 sin(17.97) 2.065in(5.497)+19.0sin(17.97)  3.18sin(5.497)—10.4sin(17.97)
—1.15sin(5.497)+0.494 sin(17.97) 3.185in(5.497)—10.4 sin(17.97) 5.14 sin(5.497)+5.73 sin(17.97)

0.90972—0.0472 cos(5.497)+0.0496—0.00238 cos(17.97) —0.182-+0.0502 cos(17.97)+0.132 cos(5.497)
D*(1) = —0.18240.0502 cos(17.97)40.132 cos(5.497) 1.43—1.06 cos(17.97)—0.367 cos(5.497)
0.209 cos(5.497)—0.182—0.0276 cos(17.97) 0.584 cos(17.97)—0.584 cos(5.497)

Um Ujy(z) in spaltenreduzierter Form zu erhalten, wird die Methode aus [Rei06], Ab-
schnitt 6.4.4.2, verwendet. Die Kroneckerschen Steuerbarkeitsindizes sind 4 und 2. Damit er-
rechnet man

-1
000100 * o 2y ek .
"= <0 0000 1) ( b I, A, ATB by A b2>

(1431  —142.2 3819 —2.403 2499 —12.62
- \—23.07 481.1 —261.7 0.6913 —14.11 7.881

Weil mit diesem P

zI—A* —B*
det( p 0 >—1

gilt, kann man statt der inversen auch die adjungierte Matrix bilden und erhélt
d-A* B [:-A* B Uy, U,
p o) \ P o0 adj_ Uz, U
0.08234-0.179622 +0.19472+0.09509 0.17892+0.1789
0.0052992° 4+0.0272922 +0.0294924-0.007506  0.026172+0.02617
0.0028523 +0.0343222 +0.036892+0.005415  0.030422+0.03042
0.42%40.0981222 —0.02268z —0.4754 0.8947z—0.8947

0.0358123 40.0529622 —0.040342 —0.04843 0.14962—0.1496
0.0343923 +0.0862122 —0.07559z —0.04501 0.1262—0.126

mit den Matrizen

* —_—
U12 -

- —2140.7547234-0.30222 +1.1322 - 1.189  —2.2372%+4.4742—2.237
2 0.11582—0.08432 —2241.3742—1

fiir die rechtsteilerfremde Darstellung
Gr(z,7) = (D(1)Us, — CH(1)UTy) (Up) ™"

Z(27)
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Auf die Darstellung von Z(z,7) wird aus Platzgriinden verzichtet. Jedoch lautet

—0.22112% —0.258622 —0.28122—0.2438  —0.26842—0.2684
Z(2,0) = | 0.22622%—0.16622—0.20372+0.1885  —0.44742—0.4474 | . (5.13)
0.32242% —0.32242% —0.32242+0.3224 0

5.3 Trajektorienplanung

Genau wie im Fall einer zeitkontinuierlichen Steuerung (Kapitel 3) kann auch die Basisfol-
ge &[k| frei vorgegeben werden. Aus dieser ergeben sich dann sowohl die Stellfolge u[k] als
auch die Ausgangssignale y(t) = y(kT+7). Jedoch ist die Planungsfreiheit gegeniiber Ka-
pitel 3 eingeschréankt, denn anstelle von Signalen, die {iber die gesamte Zeitachse wéhlbare
sind, stehen jetzt nur noch abzéhlbar viele Zahlenwerte zur Verfiigung. Das Verhalten in
der Zeit ist durch die in Z(z, 7) enthaltenen Funktionen in 7 vorgezeichnet.

5.3.1 Trajektorienplanung zwischen Ruhelagen

Da Z(z,7) im Gegensatz zu Ujs(s) in Abschnitt 3.1.1 nicht differenzierend wirkt und
dariiber hinaus die Basisfolge &[k| keine Ableitung nach der Zeit besitzt, ist neu zu fragen,
was eine Ruhelage kennzeichnet. Man nimmt also an, dass

y(t) = const
gilt. Daraus kann man folgern, dass bei ¢t = KT+ 7 auch
y(kT+7) —y((k—1)T+7) =0  firalle k€Z ud 0<7<T (5.14)
gelten muss, bzw. z-transformiert
(1-2YY(e,7)=(1-2")Z(2,7)E(2) = 0.
Da es sich bei (1 — z71) um einen Skalar handelt, kann man ihn durchschieben und erhélt
Z(z,7)(1=2"")E(z) =0.

Man kann davon ausgehen, dass der Normalrang von Z(z,7) maximal ist. Damit kann
das Produkt nur null sein, wenn einer der Faktoren null ist. Deshalb muss

(1-2""E()=0 — Ek] —€Ek—1]=0 VkeZ

gelten, d. h. &[k] muss konstant sein. Die Ruhelage ist dann erreicht, wenn mindestens
sgrad,, Z(z,7) Werte von §,[k| gleich sind, wobei sgrad, Z(z,7) den héchsten Grad in z
der p-ten Spalte von Z(z,7) angibt, u = 1...m (sieche Abschnitt A.1).

Damit ist zunéchst nur gesichert, dass die Bedingung (5.14) erfiillt ist. Die Ausgangs-
grofe y(t) kann immer noch eine periodische Funktion mit der Periodendauer T sein. In
diesem Fall kann man die Funktion y(¢) in eine Fourierreihe entwickeln, und es muss (mit

gk =€)

“+oo
y(t)= Y el F =2 {Z(Z,T)Z - 15}

KR=—00
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gelten, was zu

“+oc0
S e T =Z(, )€ fiw 0<t<T (5.15)

KR=—00

fithrt. Allerdings entsteht Z(z,7) durch Anwendung von Gl. (5.2). Hat die Funktion
Gm(s) = L{gm(t)} die n Pole mit den Werten s,, v = 1...n, dann sind die in Z(1,t)
auftretenden Funktionen vom Typ

Z(1,t)=>_ Cpe™  mit C,eC™.
v=1

Die Gleichung (5.15) kann also nur erfiillt werden, wenn fiir ein Polpaar s; o
s12=+jk%  mit beliebigem £ € Z

gilt. Mit anderen Worten: Das aus Regelstrecke und Halteglied bestehende System muss
eine ungedampfte Eigenfrequenz w, = /i%” haben. Wenn man also die Abtastfrequenz T
nicht sehr ungliicklich gew&hlt hat, treten solche Schwingungen nicht auf.

Der Zusammenhang zwischen den konstanten Werten € und der Ruhelage y(t) =
const = y% und den konstanten Stellwerten @ ist mithin gegeben durch

y*=7(1,006 und w= N(1)§. (5.16)

Die gewonnenen Erkenntnisse werden im nédchsten Abschnitt in Beispiel 5.4 demonstriert.

5.3.2 Trajektorienplanung unter Beriicksichtigung weiterer
Bedingungen

Im Allgemeinen ist das blofle Erreichen einer Ruhelage nicht ausreichend. Meistens
sollen die Trajektorien auch weitere Kriterien erfiillen. Beispielsweise sollen Ausgangs-
grofien Y (z, 7) oder Stellgrofien zu bestimmten Zeitpunkten festgelegte Werte annehmen,
wie in Abschnitt 3.1.2 oder 3.1.3. Es kénnen aber auch, wie in Abschnitt 3.2, Forderungen
an den gesamten Trajektorienverlauf gestellt werden. Dabei kommt einem mathematisch
zu gute, dass die Basisgrofie nicht mehr eine Funktion wie in Kapitel 3 ist, sondern eine
Zahlenfolge mit abzéhlbar vielen Elementen. Man wahlt also aus einem endlich dimensio-
nalen reellen Vektorraum, nicht mehr aus dem unendlich dimensionalen Funktionenraum,
aus.

Der Planungszeitraum AT soll im Voraus festliegen und ein ganzzahliges Vielfaches A
der Abtastzeit T sein. Es sind also A Werte der Basisfolgen &, festzulegen, zuziiglich der
Anzahl der benotigten Werte in der Zukunft, die durch den maximalen Grad der Spalten

von <Z]\(,?ZT))> bestimmt ist (siehe Seite 88). Man definiert

&,[0]
&[1]

gd = £b[A] )

5 c RAm—l—sgradN
d .

£b[A+séradN]
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Auferdem wird die Summendarstellung von Z(z,7) und N(z) benotigt:

k’z kN
Z(z,T) = Z Z(1) 2" und N(z) = Z N, 2"
k=0 k=0

mit dem maximalen Grad kz von Z(z,7) und ky von N(z). Damit kann man den Signal-
verlauf y(kT'+ 7) im k-ten Abtastschritt in folgender Weise darstellen

y(kT+ 1) = (Opxmk Zo(t) Zy(t) -+ Zy,(1) O ) &, - (5.17)

- 7

Zo(k,T)

Natiirlich kann man auch Forderungen an die Ableitung stellen, indem man Z,(k, 7) nach
7 differenziert. Auch lieflen sich Forderungen an die Stellfolge darstellen:

ulk] = (Opmxme No N1 o-oo Ny 0 --1)&,.

Forderungen zu bestimmten Zeitpunkten

Es seien n skalare Forderungen g, an einzelne Ausgangsgrofien zu bestimmten Zeitpunk-
ten t, gestellt. Durch Entnahme der zugehorigen Zeilen aus Z,(k, 7) erhilt man

Yv = y(tzz) - y(kuT+Tu> = (Opxmku zg(TV) Z{(TI/) T Z{Z (7_1/) 0 - ) gd

- >
'

2T (ky,m)

firv=1,...,n.

Damit kann man sédmtliche Forderungen in einem linearen Gleichungssystem zusammen-
fassen
T
Y1 2" (k1,71)

: : &a- (5.18)
Yn 2" (kp, 7o)
——— ——
Ry
Durch die Auswertung an konkreten Zeitpunkten 7, ist die Matrix Ry eine reine Zahlen-
matrix. Haufig werden die ersten und die letzten Werte von &, durch die Forderung, aus
einer Ruhelage in eine andere iiberzugehen, festliegen. Dann muss man nach den noch frei
bleibenden Werten auflosen. Dabei kann das Gleichungssystem auch iiberbestimmt sein,

jedoch lassen sich dann im Allgemeinen die Forderungen nicht mehr exakt erfiillen. Das
folgende Beispiel soll die Vorgehensweise illustrieren.

Beispiel 5.4 (Fortsetzung des Beispiels 5.3) Es soll eine Basisfolge geplant werden. Die Bewe-
gung soll innerhalb von A Abtastschritten aus der Ruhelage wy(0) = 0, ¢1(0) = 0, p2(0) = 0
um zwei Einheiten nach rechts versetzt werden in die Ruhelage wo(AT) = 2, p1(AT) = 0,
w2(AT) = 0. Da das lineare System durch Linearisierung um eine Ruhelage mit ¢53° = 0 und
©5 = 0 entstanden ist, liegt es nahe, wéhrend der Bewegung moglichst in der Ndhe der Ruhelage
zu bleiben. Daher sollen die Winkel ¢ und ¢ zu den Abtastzeitpunkten moglichst null sein,
beide Pendelkorper also (nach Moglichkeit) senkrecht hinunterhéngen. Die hochsten Spalten-
grade von Z(z,7) sind dieselben wie in U3, (z). Somit folgt aus der Tatsache, dass die hochsten
Spaltengrade von Uj,(z) vier und zwei sind, dass die erste Komponente & [k] der Basisfolge
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5 Trajektorienplanung und Folgeregelung fiir Abtastsysteme

mit vier Nullen fiir £ = 0,1,2,3, die zweite Komponente mit zwei Nullen fiir £ = 0,1 begin-
nen muss. Um den Ubergang schnell zu absolvieren, wird A = 5 festgelegt. Die Ubergangszeit
betriagt damit zwei Zeiteinheiten (AT'). Die vier bzw. zwei konstanten Endwerte werden nach
Gleichung (5.16) zu &; = —1.939 und & = —0.09750 bestimmt. Damit liegt ein grofier Teil von
&, bereits fest:

Ea= (&0, &M21", &[B]", &MT, &l5]7, &l[6]7, &7, &ul8], §b1[9])T

= (0 07 0 07 0 662 [2] ) 0 662 [3] ) é‘bl [4] 662 [4] )
—1.939 —-0.09750, —1.939 —0.09750, —1.939, —1.939)T

AuBer dem Beginn und Ende in einer Ruhelage werden noch acht weitere Forderungen erhoben,
©1(T) = @a(T) = 0, p1(2T) = 2(2T) = 0, p1(3T) = p2(3T) = 0 und 1(4T) = p2(47) = 0,
d. h. k1 =1, ks =2, k3 = 3, k4, = 4 und samtliche 7, = 0. Damit kann man die Matrix Rz aus
Gl. (5.13) entnehmen

0 0 0.1885 —0.4474 —0.2037 —0.4474 —0.166 0
0 0 0.3224 0 ~0.3224 0 ~0.3224 0
00 O 0 0.1885 —0.4474 —0.2037 —0.4474
|00 0 0 0.3224 0 ~0.3224 0
Z=71o0 0 0 0 0 0 0.1885 —0.4474
00 0 0 0 0 0.3224 0
00 O 0 0 0 0 0
00 O 0 0 0 0 0
0.2262 0 0 0 0 0 0 0
0.3224 0 0 0 0 0 0 0
—0.166 0 0.2262 0 0 0 0 0
~0.3224 0 0.3224 0 0 0 0 0
—0.2037 —0.4474 —0.166 0 02262 0 0 0
—0.3224 0 ~0.3224 0 03224 0 0 0
0.1885 —0.4474 —0.2037 —0.4474 —0.166 0 0.2262 0
0.3224 0 ~0.3224 0 ~0.3224 0 0.3224 0

und erhélt die Forderungsgleichung (5.18)

welche, als lineares Quadratmittelproblem behandelt, die Losung

£10[2] ~0.4901
£213] ~0.13048
gald | | —0.9693
€2 l4] 0.3109

100

0 04474 0 0.2262 0 0
0 0 0 0.3224 0 0

0 —0.4474 —0.4474 —0.166 0 S22 —0.4386
0| 0 0 —0.3224 0 &p2[3] —0.625
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0 0 0  —03224 0 0

0 0 0 0.1885 —0.4474 | \Go2l4 0.3218
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5.3 Trajektorienplanung

hat (siehe z. B. [BSMMO0], 4.4.1.3). Damit lautet die Basisfolge

£, (K] = 0\ [0 0 0 —0.9693 —1.939 —1.939
olF1=1310){0) | “04901 )\ —0.130a8 ) 0.3109 )~ \—~0.09750 ) "\ —0.09750 ) """

Aus dieser folgt fiir

w0 0 0.3459 0.8459 1.1541 1.6541 2 2
y(kT) = | o1 |kT)={ (0], 0 , 0 o |, o |.,[lo].,]o0
©9 0 —0.3125 —0.3125 0.3125 0.3125 0/ \o

Fiir den Winkel ¢1(kT) wurde die Forderung sogar exakt erfiillt. Jedoch kann aus der Tatsa-
che, dass ¢ an den Abtastzeitpunkten Null ist, keinesfalls geschlossen werden, dass es auch
dazwischen Null bleibt. Die Variation des Parameters 7 im Bild 5.4 offenbart, dass ¢; zwischen
den Abtastzeitpunkten beachtlich ausschlégt (Animationsfilm siehe Bild 5.5). Die Werte zu den
Abtastzeitpunkten sind eingekreist. Dies unterstreicht die Notwendigkeit, auch den Verlauf der
Ausgangsgrofien zwischen den Abtastzeitpunkten zu untersuchen. Auch die anderen Ausgangs-
signale sind zwischen den Abtastzeitpunkten weit von einer linearen Interpolation entfernt. Das
liegt daran, dass die Periodendauer der héheren Eigenfrequenz 0.3517 betréagt und damit kleiner
ist als die Abtastzeit T = 0.4. u

Optimale Basisfolgen

Aufgrund der zeitdiskreten Eigenschaft der Basisfolge lassen sich auch Integralkriterien
im bestehenden Rahmen untersuchen und erfiillen. Ahnlich wie in Abschnitt 3.2.1 soll die
Abweichung von einer Referenztrajektorie y%(¢) minimal im folgenden Sinne sein:

/ (KT +7) — y? (kT + T))TW<y(/€T+ ) — Y (kT + 7')) dr — min (5.19)

mit einer reellen positiv definiten Wichtungsmatrix W. Die Beschrankung auf Ausgangs-
groffen y stellt keine wesentliche Einschrinkung dar. Man muss lediglich bei der Diskre-
tisierung sdmtliche wesentlichen Grofien in y aufnehmen. Zerlegt man die Kurvenverlaufe
von y(t) und y?(t) in Abschnitte zwischen den Abtastzeitpunkten und ordnet diese in
Vektoren an

y(7) y* ()
y(T'+7) Yy (T+7)
Y, (1) = y(2T+7) und yi(r) = y*(2T+7)
Y(A—1)T+7) Y (A—1)T-+7)

so erhalt man
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i} &ylk]
(0 0 0 0 —0.9693 —1.939 S
0 0 —0.4901) \—0.13048) \ 03100 —0.09750) \---
0 T 05 2T 1 3T 1.5 4T 2
Schubkraft f(kT+ 7)
2 L ,I I, ] ] T ] T ] ] T ] ] T T ] ] ] T ]
1+ _
0 -
_l — -
_2 - - - . S . . . . . L . - - . -
| | | | | | | |
0 T 05 2T 1 3T 1.5 4T 2
Drehkraft dy(kT+ 1)
T T T T T T T T
0.5 .
O -
-0.5 .
| | | | | | | |
0 T 05 2r 1 3r 1.5 4T 2

Position der Karre wq(kT+ 7)
T T T J

VI IV V V I V IV | V V I V | V V |
0 T 05 2T 1 3T 1.5 4T 2

Winkel der Pendelkorper
T T T T

0 T 05 2T 1 3T 1.5 4T 2
T —

Bild 5.4: Basisfolge und resultierende Zeitverlaufe der Stell- und Ausgangssignale zum Bei-
spiel 5.4

Passend zu y,(7) ergibt sich die neue Wichtungsmatrix W, indem man die alte Wich-
tungsmatrix W in einer Blockdiagonalmatrix A-mal aneinanderreiht. Da die Werte &, der
Basisfolge die freien Parameter darstellen, muss das Kriterium auf diese zuriickgefiihrt
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5.3 Trajektorienplanung

0 L
0.1r
0.2r 8
0.3r
0.4r
05r
0.6
[
0.7t 1 I . I I
0 0.5 1 1.5 2

K<Ll [>[H] [t +]

Bild 5.5: Animationsfilm der Planung von Beispiel 5.4

werden. Analog zu y,(7) stellt man die Matrix Z,(7) aus Gl (5.17) zusammen:

NN N
SN
\_/\i\_/

Z.(A:—l,T)

so dass man vy, (1) = Z,(7)€&, erhélt. Damit ergibt sich

(270 —vi)) W (Zr)a — vl ) dr

G
I
O\'ﬂ

T

(€5(2.(7) " WaZu(r)6 — 268 (Z,(0) ' Wal(r) + (wi(0) Wail(7)) dr

I
Ot~

T

¢ / (Z,(0) W, Z,(r)dr & - 26 / (Z,()) " Wogl(r)dr + / (y(r)) Wyl (r)dr

0

vV vV
1 I
Ry Tz

(5.20)

da &, konstant beziiglich 7 ist. An dieser Stelle wird deutlich, dass es sich bei & nicht
um ein Funktional wie in Abschnitt 3.2.1, sondern um eine Funktion von &, handelt. Die
Matrix RL ist quadratisch, ihre Eintréige sind genau wie die des Vektors 7%, reelle Zahlen.
Als letztes ist noch zu bedenken, dass einige Werte von &, durch die Forderung nach
Beginn und Ende in einer Ruhelage festliegen. Es seien €, die festliegenden und €Nd die
noch offenen Werte von &,, dann kann man durch Umsortieren von Zeilen und Spalten
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Gleichung (5.20) als

~ T
(T Rz Rz &4 (T =1\ (T2
B <£d & ) <R221 éz2> <£d> i <€d & ( ) +0/ vl vyv( "

(5.21)
schreiben. Aus
— =2R;,§;+ ( zn T Rzu) §4—2r7,=0
€4
ergeben sich die noch offenen Werte
—1
5 (R211> <TIZl —3 (RZ21 212) €d) : (5.22)

Eine Neubetrachtung der Aufgabe aus Beispiel 5.4 (Fortsetzung des Beispiels 5.3) soll die
Methode verdeutlichen.

Beispiel 5.5 Weiterhin soll die Uberfithrung innerhalb von fiinf Abtastschritten aus der Ru-
helage wp(0) = 0, ¢1(0) =0, p2(0) = 0 in die Ruhelage wo(AT) = 2, p1(AT) =0, p2(AT) =0
bei einer Abtastzeit T" = 0.4 realisiert werden. Doch diesmal wird die Forderung an die gesamte
Trajektorie, nicht nur an deren abgetastete Werte, gestellt (siche Gl. 5.19):

2 0.4
= / [(cpl(t))2 + (cpl(t))2] dt = 24:/ [(cpl(ko.4+7'))2 + (@1(k0.4+7))2] dr — min .
0 0

k=0

Man benétigt die letzten beiden Zeilen von Z%(z,7) (Gl. 5.13); die Matrizen W und W, sind
Einheitsmatrizen. Bei der Berechnung von Z,(7) macht man sich Gl. (5.12)

Z%(z,7) = =C*(1)Uty(2) + D*(1)Usy = —C*(7 <Z Ufgwz ) + D*(7 (Z U3z )

zunutze, um Ze(k,7) anzugeben (Gl. 5.17):
Zo(k,T) =

010
<O 0 1) (03x2k D*(T)Ufz,o—C*(T)Ufz,o D*(T)Uékll_C*(T)Ul*Q,l D*(T)U2*2,4 0

und damit die Teilmatrizen von RIZ zu berechnen. Die fiir eine Minimierung nutzbaren Werte
der Basisfolge sind &2[2], &m2(3], &p1[4] und &pa[4], wie auch schon in Beispiel 5.4. Man erhélt mit
Hilfe von Gl. (5.20) und GL. (5.21)

2.659 —1.722  —0.05885 0.5525
Rl — —1.722 2.659 —0.00355 —1.722
Z11 71 —0.05885 —0.00355  0.2609  0.1188
0.5525 —1.722 0.1188 2.659
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5.4 Folgeregelung

0.01169 0 0.002747 0
0.5525 0 —0.03489 0
—0.09723  0.01169 0.045 0
—1.722 0.5525 0.04796 0

0.1188  —0.09723 —0.08575 0.01169
—0.00355  0.1188  —0.09201 —0.09723

I
Rzn = 0.04796  —0.05885 —0.09201 —0.00355
0 0.5525  —0.09723  —1.722
—0.03489  0.04796 —0.08575 —0.05885
0 0 0.01169 0.5525
0 —0.03489 0.045 0.04796
0 0 0.002747  —0.03489
0.01169 0.5525  —0.09723 —-1.722  0.1188  —0.00355
Rl — 0 0 0.01169  0.5525 —0.09723  0.1188
2127 1 0.002747 —0.03489 0.045 0.04796 —0.08575 —0.09201
0 0 0 0 0.01169  —0.09723
0.04796 0 —0.03489 0 0 0
—0.05885  0.5525 0.04796 0 —0.03489 0

—0.09201 —0.09723 —0.08575 0.01169 0.045 0.002747
—0.00355 —1.722  —0.05885 0.5525  0.04796 —0.03489

Da simtliche Referenztrajektorien y¢(¢) identisch null sind, ist auch der Vektor r% null. Am
Ende erhilt man die noch offenen Werte der Basisfolge durch Auswertung von Gleichung (5.22)
zu

£0[2] 0.07471
€3] ~0.1305
eald | | —0.9693
Eol4] ~0.1045

Die weiteren Ergebnisse sind in Bild 5.6 graphisch dargestellt (Animationsfilm siehe Bild 5.7).
Wieder sind die Werte zu den Abtastzeitpunkten eingekreist. Man sieht, dass, im Gegensatz
zu Beispiel 5.4 bzw. Bild 5.4, keiner der abgetasteten Werte null ist. Doch die Betrachtung der
Werte zwischen den Abtastzeitpunkten offenbart, dass die Winkel ¢; und @2 jetzt erheblich
weniger ausschlagen und in einem Bereich bleiben, in dem die Linearisierung Giiltigkeit haben
sollte. Die Ubergangszeit wurde dafiir nicht versindert. Dies zeigt noch einmal, wie notwendig
es ist, bei ldngeren Abtastzeiten das Verhalten zwischen den Abtastzeitpunkten in das Kalkiil

. . [ |
einzubeziehen.

5.4 Folgeregelung

Ebenso wie in Kapitel 4 kann man nicht davon ausgehen, dass das mathematische Mo-
dell das System exakt widerspiegelt. Vielmehr muss insbesondere bei einer instabilen
Regelstrecke eine Folgeregelung dafiir sorgen, dass das System in der N#he der geplan-
ten Trajektorie bleibt. Da eine digitale Steuer- und Regeleinrichtung vorliegt, kann der
Messwert auch nur zu bestimmten Zeitpunkten erfasst werden. Eine Einrichtung dafiir
heifit ,, Abtast- und Halteglied. Der Messwert wird dann mit dem aus der Basisfolge be-
rechneten Sollwert y(kT+0) = Z,.' { Z7(z,0) E(2) } zum Abtastzeitpunkt verglichen. Aus
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i} &ylk]
/0 0 0 0 —0.9693 —1.939 e
0 0 —0.07471 —0.1305 —0.1045 —0.0975 e
0 T 0.5 2T 1 3T 1.5 4T 2
X Schubkraft f(kT+ )
T T T T T T T T
l - -
0 -
_l — -
-2 | | | | | | | |
0 T 05 2T 1 3T 1.5 4T 2
Drehkraft dy (kT'+ 7)
0.1 T T T T T T
0.05f .
0 -
-0.05- _
-0.1 | | | | | | | |
0 T 0.5 2T 1 3T 1.5 4T 2
Position der Karre wo(kT+ )
T T T T T T T T
VI IV V V | V IV | V V | V | V V | ]
0 T 05 2r 1 3T 1.5 4T 2

Winkel der Pendelkorper

0 T 05 oT 1 3T
T —

Bild 5.6: Basisfolge & resultierende Zeitverlaufe der Stell- und Ausgangssignale

der Differenz berechnet ein digitaler Regelalgorithmus einen Korrekturstellwert und ad-
diert diesen zum geplanten zeitdiskreten Stellwert. Das Schema ist in Bild 5.8 dargestellt.

Mit einer dhnlichen Uberlegung wie in Abschnitt 5.3.1 kann man feststellen, dass ein
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0 L
0.1
0.2 8
0.3
0.4
05
0.6
[
0.7t ! I . I I
0 0.5 1 1.5 2

K<Ll [>[H] [t +]

Bild 5.7: Animationsfilm der Planung von Beispiel 5.5

u(t)_» Regelstrecke y@ >
Stellglied
1 kT
wlk] y(kT)

Regel-

i algorithmus

NE(2) T Z%(z,0)
&[k)

Bild 5.8: Schema der digitalen Steuer- und Regeleinrichtung

Signal y(¢) konstant ist, wenn die abgetasteten Werte y(kT') iiber einen lingeren Zeit-
raum konstant sind, sofern man keine pathologische Abtastfrequenz gewéhlt hat. Mithin
geniigt es, die Stabilitdt des zeitdiskreten Teils zu untersuchen. Dazu wird der zeitkonti-
nuierlich wirkende Teil zusammengefasst, und man erhélt den Signalflussplan in Bild 5.9.
Storungen der Strecke, gleich welcher Natur, &uflern sich aus Sicht des Reglers in einem
gestorten abgetasteten Signal y(kT') =: y|k]; diese Storung werde recht grob durch eine
Storfolge y,[k] modelliert. Man definiert eine Hilfsgroe =, und stellt mit ihrer Hilfe das
Ubertragungsverhalten der abgetasteten Strecke als

U(z) = N®(2) Eg(2) und Y (2) = Z%(2,0) Ex(2)
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— Z7(2,0) (N%(2))""

94— K(z)

NE(2) T Z%(2,0)
&[#]

Bild 5.9: Schema des zeitdiskreten Teils der digitalen Steuer- und Regeleinrichtung

dar. Die Ubertragungsfunktion K (z) des Reglers besitze ecine eine rechte teilerfremde
Matrizenbruchdarstellung Zg (z) (N K(z))_l = K(z) und damit auch eine Darstellung mit
Hilfsgrofle Ex(2)

Y (2) 4+ Yi(z) — Z(2,0) Bp(2) = Ng(2) Ex(2) und Uk (z) = Zkg(z) Bg(z2) .

Dann lauten die z-transformierten? Gleichungen des gestorten zeitdiskreten Regelkreises
in Matrixschreibweise

I 0 —NE 0 U 0 0
01 —Z%F 0 Y 0 0 =
1o o —Z||l=x| |NF 0 (Y)
0 I 0 —Ng Ex VA |
und durch Zeilenkombination
I 0 —NE 0 U 0 O
01 —Z% 0 Y 0 0 =
= . (5.23)
0 0 NE —Zg Ey NE 0 (Y;)
0 0 ZF —Ng Ex VA |

Wegen der Teilerfremdheit bildet

ot ( NR(z)  —Zk(2)
ZB(2,0) —Ng(2)

den gemeinsamen Hauptnenner simtlicher Ubertragungsfunktionen von duferen zu inne-
ren Groflen und damit eine direkte Entsprechung zum CLCP aus Satz 4.1. Das Problem

2 Anfangswerte sollen nicht beachtet werden.

108



5.4 Folgeregelung

der Nullstellenzuweisung kann mit den Methoden aus dem Abschnitt 4.4 behandelt wer-
den. Lost man Gl. (5.23) nach U und Y auf, so erhilt man

<U(z)>_ Ni(z)  (I=Go(2)) K (2) (sbcz))

-1

ZR(z,0) Pz) (I1-Go(2))  K(2)

mit P(z) = Z%(2,0) (Nf(2)) " und den Ubertragungsmatrizen des offenen Kreises

G,=Z%(N®) 7 ZgNg' wand G, = ZgNg'Z2® (N?)

Genau wie in Abschnitt 4.1 gilt auch hier: Wenn keine Stérungen y, [k] auftreten, bleibt der
Regler inaktiv, und es stellen sich die geplanten Werte ein. Die Ubertragungsfunktionen
der Storung konnen durch die Auslegung eines Reglers gestaltet werden. Auf eine bestimm-
te Matrizenbruchdarstellung ist man dabei nicht angewiesen. Es lassen sich sdmtliche
bekannten Methoden zur Auslegung zeitdiskreter Regler nutzen.
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6 Beobachter auf Basis polynomialer
Matrizendarstellung

Die Moglichkeiten, die verschiedenen Groflen einer Regelstrecke zu messen, sind stets
begrenzt, einerseits aus physikalisch-technischen Griinden und andererseits aus Kosten-
griinden. Ublicherweise werden die meisten bei der Modellierung verwendeten Griéfen
nicht verfiighar sein, sondern nur einige Gréflen y, die ,, Ausginge” heiflen.

Fiir eine Regelung stellt das grundsétzlich kein Problem dar. Durch einen dynami-
schen Regler lassen sich prinzipiell siémtliche Pole des geschlossenen Kreises platzieren.
Einschrénkungen wurden in Abschnitt 4.2.1 diskutiert. Wie in Kapitel 4 deutlich wurde,
geniigt eine (dynamische) Ausgangsriickfithrung. Auch lassen sich diverse weitere Forde-
rungen an den geschlossenen Kreis verwirklichen. So gesehen, kénnte man mit der Un-
kenntnis der nicht gemessenen Grolen gut leben. Trotzdem kann es Situationen geben, in
denen die Rekonstruktion nicht gemessener Grofien in Echtzeit gewiinscht wird (z. B. zu
Diagnose- oder Uberwachungszwecken). Hier bietet sich das Konzept der Beobachter an,
das auf Basis einer polynomialen Matrizenbeschreibung neu untersucht werden soll.

6.1 Allgemeines Konzept

Da das Beobachterproblem isoliert untersucht werden soll, ist es zunéchst unerheblich, wel-
che Grofien z StellgroBen sind und welche Gréfien sich daraus ergeben. Ebenso wie bei der
isolierten Untersuchung des Steuerungsentwurfs in Kapitel 3 nur zwischen Stell- und son-
stigen GroBen, wird hier nur zwischen bekannten — bzw. gemessenen — Groflen z;(t) € R*
und zu beobachtenden Gréfien z;(¢) € R? unterschieden. (Der Index k steht fiir , kennen®,
der Index b fiir ,beobachten®.) Bei der Streckenbeschreibung (2.1) in Abschnitt 2.1 wére

z(t) = (u(t)) eR™?  und  z(t) ==x(t) €R".
y(t)

Es gebe insgesamt n < k + b Differentialgleichungen, die die Regelstrecke modellieren.
Diese Gleichungen werden homogen geschrieben und mithilfe einer Systemmatrix Sp mit
n Zeilen und (k + b) Spalten zusammengefasst:

5ol (Z) —0  mit SpeR[4]H (6.1)

Bei der Systembeschreibung (2.1) wére demnach

S dy _ AP(%) BP(%) 0 R 41 (r+p)x (r+m+p)
P(E) - d d = [E] :
Cr(m) Dr(m) —1
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Unter der Bedingung n > b und k£ > 0 kann man Sp (%) in folgender Weise partitionieren:

S Si2 Zp\ _ . 4 1bxb
<521 522) (Zk) =0 mit Sll S R[E} . (62)

6.1.1 Beobachtbarkeit

Bei der Betrachtung der grundsétzlichen Beobachtbarkeit soll zunéchst davon ausgegan-
gen werden, dass die bekannten Groflen kontinuierlich und stérungsfrei gemessen werden
bzw. bekannt sind. Dann sind auch sdmtliche Ableitungen stérungsfrei bekannt. Unter
Beobachtbarkeit soll somit Folgendes verstanden werden:

Definition 6.1 Wenn man aus den bekannten Gréfien zy und ausreichend vielen Ablei-
tungen samtliche tibrigen Griffen berechnen kann, so heifit das System ,beobachtbar®.

Diese Eigenschaft soll mathematisch auf Basis der polynomialen Matrizendarstellung (6.2)
in Anlehnung an [Rei07] beschrieben werden. Das Paar (2!') kann in Analogie zu
Abschnitt 2.2.1 durch elementare Zeilenoperationen in die Hermitesche Normalform

tiberfiihrt werden ([Rei06], Abschnitt 6.2.4):

or (7 = (R) .
Sa1 0
Das Systemverhalten und die Bedeutung der Grofien bleiben dabei unverédndert:

Ut (g; g;z) (Z) = (]g) 2, + U” (gz) z,=0 mit ReR[4]™ . (6.3)

Bei der Matrix R handelt es sich um den gemeinsamen Rechtsteiler von S7; und So;.
Wenn das Paar (g;) rechtsteilerfremd ist, so ist R unimodular und kann o. B. d. A. auf
eine Einheitsmatrix gebracht werden. Mit geeigneter Partitionierung von U”

L 7L
kann man Gleichung (6.3) im Falle der Rechtsteilerfreiheit umstellen zu
Zp = — (UlLlSlg + U1L2522) Zk (6.4a)
0 = (Us; S12 4 UssS2) 2y, - (6.4b)

Die erste Gleichung (6.4a) liefert genau die Vorschrift, nach der aus den bekannten
Groflen zp und deren Ableitungen die gesuchten Groflien berechnet werden kénnen. Solch
eine Vorschrift existiert aber nur dann, wenn das Paar (g;) rechtsteilerfremd ist. An-
dernfalls lautete die Gleichung (6.4a)

sz = — (UﬁSlg + U{éSQg) Zk

wobei es sich um eine lineare Differentialgleichung mit den Unbekannten z;, handelt. Zu
deren Losung wiirden die Anfangswerte z,(—0) gebraucht, die jedoch vereinbarungsgeméaf
unbekannt sind. Diese Gleichung wire daher nicht 16sbar. Die zweite Gleichung (6.4b)
gibt Zwangsbedingungen an, denen die bekannten Gréfien zj; gehorchen miissen, und soll
hier nicht weiter untersucht werden. Damit liegen alle Bedingungen vor, unter denen ein
System beobachtbar ist.
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6 Beobachter auf Basis polynomialer Matrizendarstellung

Satz 6.1 (Beobachtbarkeit) Ein System (6.1) ist beobachtbar, wenn
1. k> 0. (Es gibt bekannte Grifien.)

2. n >b. (Es gibt mindestens so viele Gleichungen wie zu beobachtende Griflen.)

218

Si1(s
3. Rang( u ;) =b VseC. (S und Sy sind rechtsteilerfremd.)

Fiir die Konstruktion eines Beobachters muss Bedingung 2 verschérft werden zu n > b,
wie folgender Abschnitt zeigt.

6.1.2 Konstruktion eines Beobachters

In aller Regel liegen die bekannten Groflen nicht fehlerfrei vor. Insbesondere die Messwerte
sind verrauscht. Dieses Messrauschen wird durch Ableitung nach der Zeit noch verstérkt,
so dass Ableitungen oft nur mit erheblicher Ungenauigkeit bestimmt werden kénnen.
Das Ziel lautet also, eine Vorrichtung zu entwerfen, die die unbekannten Groéfien z;, ohne
Zuhilfenahme von differenzierten bekannten Groflen ,,schétzt“ bzw. beobachtet. So eine
Vorrichtung wird ,,Beobachter” genannt.

Man betrachtet die aufgeteilte Systemgleichung (6.2)

Snzb -+ Slgzk =0 (65&)
Sglzb + Sggzk =0 (65b)

und wendet sich der ersten Gleichung (6.5a) zu. Es wird parallel zu der Regelstrecke ein
zweites System aufgebaut, das die bekannten Groflen z als Eingang erhélt. In diesem
System wird ein Teil des Verhaltens der Strecke dupliziert

Sllﬁb + Slgzk = 0 s (66)

um das Verhalten der Strecke gewissermaflen zu simulieren. Da die Matrix S;; quadra-
tisch ist (siche Gl. 6.2) kann man durch Integration einen Schéitzwert der zu beobachten-
den GroBlen z; bestimmen, sofern det S;; nicht das Nullpolynom ist!. Mit der Laplace-
Transformation erhélt man beispielsweise

Zy = (S11(5)) " (= S1a(8) Z + (s, 24(-0), 2(-0))) -

Die Anfangswerte (s, 24(-0), 2x(-0)) werden wie in Gleichung (2.4) berechnet. Damit lie-
Ben sich bei bekannten Anfangswerten die unbekannten Groflen wie in Bild 6.1 dargestellt
simulieren. Falls die Anfangswerte Z,(—0) mit den tatséchlichen zj(-0) iibereinstimmen,
ist 2, = z,. Da die Anfangswerte z,(—0) jedoch nicht bekannt sind, liefert der Simula-
tor im Allgemeinen ein Ergebnis 2,, das nicht mit z;, {ibereinstimmt. Um den Fehler zu
korrigieren, wird die zweite Gleichung (6.5b) herangezogen. Mit

Ze = 52121, + SQQZk (67)

!Diese Forderung kann man spiter wieder fallen lassen.
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6.1 Allgemeines Konzept

2k
— Sy ———> Sﬁl —

Bild 6.1: Schema des Simulators

hat der Simulator ein Maf fiir den Fehler, das Null fiir 2, = 2z, ist. Diese Grofle z, wird
iiber eine dynamische Riickfithrung, die der Gleichung

Lize+ Loz, =0  mit L, € R[4]”"" L, e R[4]"

(6.8)

4
dt
geniigt, der Simulatorgleichung (6.6) aufgeschaltet, um den Fehler zu korrigieren. Die
korrigierte Gleichung lautet somit

S112p = —S122k + 24 (6.9)

mit dem Ausgang z, der Fehlerriickfithrung. Damit ist der Bobachter, wie in Bild 6.2
dargestellt, vollstandig. Die Matrizen L; und L, der dynamischen Riickfithrung kénnen

leb(U)
ZL Zp

—e—» — 5 > 51_11 .
Zq

— L,

Ze
S99 —>i<— Sop  la—

Bild 6.2: allgemeines Beobachterschema

dabei frei gewéhlt werden, um ein gewiinschtes Verhalten des Fehlers zu erzielen. Aller-
dings muss Lo invertierbar sein.

6.1.3 Differentialgleichung des Beobachterfehlers

Offensichtlich hat der Beobachter nur dann einen Sinn, wenn der Beobachterfehler 2, — z,
mit der Zeit abklingt und zu null wird. Der Beobachterfehler soll einer stabilen autonomen
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6 Beobachter auf Basis polynomialer Matrizendarstellung

Differentialgleichung geniigen. Daher wird nun die Differentialgleichung des Beobachter-
fehlers hergeleitet. Multipliziert man Gl. (6.9) mit Lo, so erhélt man

LoS112y + LS9z — Laz, = 0.
Setzt man dort Gleichung (6.8) ein, so ergibt sich
LoS112y + Lo Si9zy + L1z, = 0
und wenn man z, aus Gleichung (6.7) einsetzt
(LaSi1 + L1Sa1) 2y + (LaSia + L1S2) 2z =0 (6.10)

Dies ist die eigentliche Beobachtergleichung, die zeigt, wie man aus den bekannten Gréfien
die zu beobachtenden Groflen errechnet. Man beachte, dass die im Beobachter zu inver-
tierende Matrix (LQSll + L1521) lautet. Diese Matrix muss daher invertierbar sein, nicht
die Matrix Sy;, wie Bild 6.1 suggeriert. Auch bei Satz 6.1 wurde Invertierbarkeit von Si;
nicht vorausgesetzt.

Um eine Gleichung im Beobachterfehler 2, — z, zu erhalten, zieht man von dieser
Gleichung die Gleichungen (6.5) der Strecke ab, und zwar

(LQSM + Lngl)ﬁb + (L2512 + Lngg)zk — Lg : G1(65a) — Ll : G1(65b)
= (L2511 + L1S21)2b + (L2512 + L1522>Zk — Ly (Sllzb + Sl2zk) -1y (szb + 5222k)
= (LgSll + Llsgl)(ﬁb — Zb) = 0 .

Der Beobachterfehler gehorcht also einer autonomen Differentialgleichung, wird damit
nur von abweichenden Anfangswerten Z,(-0) — z,(-0) gestort. Damit der Beobachterfehler
abklingt, muss das charakteristische Polynom des Beobachters

CPp(s) = det (LQ(S) - Su(s) + Lu(s) - 521(5)) (6.11)

stabil sein. An dieser Stelle zeigt sich erneut die Bedingung 3 aus Satz 6.1. Denn wenn
das Paar (ﬁ; ) nicht teilerfremd ist, kann man R(s) nach rechts ausklammern und erhalt
(siche [Rei06], Abschnitt 6.2.4)

CPp(s) = det <L2(8) VE(s) + Ly(s) - V2L1(8)) det R(s) .

Das charakteristische Beobachterpolynom hat dann fixe Nullstellen (vgl. 4.2.1).
Abschlieflend soll gezeigt werden, wie man das Problem der Nullstellenzuweisung von
Gl (6.11) mit den in den Abschnitten 4.3 und 4.4 diskutierten Methoden bearbeiten kann.

Satz 6.2 Das rechtsteilerfremde Matrizenpaar (g;) werde durch eine unimodulare Ma-

triz UL in die Hermitesche Normalform diberfiihrt:
Ukl UL S I
Sl I ) . (6.12)
UL UL ) \ Sy 0

Uy, Usi
Ly L

Dann gilt

CPB(S) = det (L2 : Sll + Ll : Sgl) =k -det ( (613)

mit einer Konstanten k € R.

114



6.1 Allgemeines Konzept

Beweis: Man kann Gleichung (6.12) auch in zwei Zeilen schreiben:
UiSi + UfySay =1
ULS +UbSn =0 =  (Uh) UL =-8u54".

Als Nichstes muss man festhalten, dass det S1; und det UL, bis auf eine Konstante
gleich sind, denn mit der Determinantenformel von Schur gilt

UL UL
det [ 1 T2
Usi Us

— det UL - det <U1L1 . U1L2(U2Lz)_lU2LI> = det UL - det (U} + UL Sy S51)

= const = det U .

= det Uy - det (U111 4+ U3S51) det (S1;") = det Uy -

=/

1
det 511

Mit diesen Voriiberlegungen kann man die Gleichheit (6.13) zeigen

U2L2 U2Ll I L\~1y7L
det = det Uk, - det (Ly — Lo(Uh) 'U4)

Ly L,

= det Uyy - det (L1 + L2S5157,") = det Uy, - det (L1 S11 + LaSor) ————
det 511

=det U" - det (L1 S11 + LySo1) .

Damit ist auch klar, welchen Wert die Konstante k& hat, es ist £k = ﬁ. q. e. d.
Folglich hat das Problem der Nullstellenzuweisung die gleiche Form wie in Gleichung (4.5)
und kann mit den gleichen Methoden bearbeitet werden. Es konnen selbstversténdlich
auch alle anderen Methoden eingesetzt werden, die eine gedachte Regelstrecke G(s) =
(UQLQ)_1U2L1 = —85,5;;" stabilisieren. Eine Demonstration findet sich in Beispiel 6.3.

6.1.4 Uber die Unvermeidbarkeit improperer Beobachter

Wenn man das Bild 6.2 betrachtet, konnte man Bedenken haben, weil die gemessenen
Signale zj anscheinend mehrfach durch S12<%), 522(%) und Ll(%) differenziert werden. Das
ist jedoch nicht der Fall, da die internen Signale z, und z, theoretische Hilfsgroflen sind
und bei einem tatsédchlichen Aufbau nicht realisiert werden miissen. Entscheidend ist viel-
mehr, ob bei der Ubertragung von z;, zu 2, differenziert werden muss. Das tritt nur dann
auf, wenn die Ubertragungsmatrix Gg(s) des Beobachters, die sich aus Gleichung (6.10)
zZu

Gi(s) = — (LQ(S) - S (s) + La(s) - 521(3))_1 (LQ(S) - S1a(8) + Li(s) - 522(5))

==. —NngB
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6 Beobachter auf Basis polynomialer Matrizendarstellung

ergibt, improper ist. Das ist nach Satz A.2 genau dann gegeben, wenn Ny zeilenreduziert?
ist und der Grad der Zeilen von Zg den der entsprechenden Zeilen von Ny iibersteigt.
Dies ist durch geeignete Wahl von L; und L, zu vermeiden. Insbesondere ist darauf zu
achten, dass der Grad des charakteristischen Beobachterpolynoms gleich der Summe der
Zeilengrade von Np ist, damit Np zeilenreduziert ist.

Es kann jedoch vorkommen, dass es unmdéglich ist, einen properen Beobachter zu erzie-
len.

Satz 6.3 Fin properer Beobachter kann genau dann entworfen werden, wenn in der Ma-
trix Sp sich b Zeilen — ggf. auch durch elementare Zeilenoperationen — finden und zu
einer b x (b+k)-Matriz mit der Unterteilung (beb bek) zusammenstellen lassen, fiir die
Folgendes gilt:

1. Spxp ist eine zeilenreduzierte (quadratische) Matriz.

2. Die Grade der Zeilen von Syyy, tibersteigen nicht die Grade der entsprechenden Zeilen
m beb-

Beweis: Nenner- und Zahlermatrix des Beobachters werden in folgender Form dargestellt:

(Mol Zn) = (12 1) (5

512
. 6.14
o ) (6.14)

In dieser Darstellung wird deutlich, dass die Elemente von (Lg Ll) immer die
selben Zeilen in Ng und in Zp beeinflussen. Daher sind die Grade in den Zeilen
von Sp fiir den Erhalt eines properen Beobachters entscheidend, denn ein Eintrag
in (LQ Ll) wird immer die Grade samtlicher Zeilenelemente erhchen und damit an
den Graddifferenzen nichts éndern. Die Forderung nach einem zeilenreduzierten Ny
ist keine Einschrinkung, denn die eventuell bendtigte erzeugende Matrix UL lisst
sich nach dem Beobachterentwurf auch dem Paar (LQ, Ll) zuschlagen:

<L2 Ll) = <Zg El) Uk .

Finden sich also in Sp keine b Zeilen, die den Bedingungen fiir ein properes
Ubertragungsverhalten gentigen, so ist durch die Wahl von (Lg Ll) an der Proper-
heit von Gp(s) nichts zu édndern.

Umgekehrt kann man, wenn es eine solche Auswahl (beb bek) an Zeilen gibt,
immer durch ausreichend grofie s-Potenzen in (Lg Ll) sicherstellen, dass diese
Auswahl die hochsten Grade in (NB ZB) stellt, so dass die Ubertragungsfunktion
des Beobachters Gg(s) proper ist. q. e. d.

Praktisch wird man wohl meist so vorgehen, dass man zunéchst (511 512) untersucht.
Dort wird man, insbesondere bei S1; = Ap und Sip = (Bp 0), die Bedingungen aus
Satz 6.3 erfiillt finden. Sollte das nicht der Fall sein, wird man versuchen, durch Hinzu-
nahme von Zeilen von (Sgl 522) das Ziel zu erreichen. Dabei sind allerdings insgesamt
hochstens (Z) Moglichkeiten durchzuspielen.

2siehe Anhang A.1 oder [Wol74]
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6.2 Volistindiger Beobachter

6.1.5 Beziehung zu Berechnung durch Differenziation

In Gleichung (6.4a) wurde bereits eine Vorschrift zur Berechnung der unbekannten Gréfien
angegeben. Wie ist deren Beziehung zum Beobachter? Im Allgemeinen wird man die
Matrizen L; und L, so wihlen, dass die Ubertragungsfunktion des Beobachters proper ist
(siehe Satz A.2). Man kann aber auch den Grad von det <L2S11 +L1521) kleiner wahlen, um
die Konvergenz zu beschleunigen — um den Preis, dass der Beobachter abgeleitete Signale
verwenden muss. Im Extremfall kénnte man die Matrizen aus Gleichung (6.3) verwenden
und Ly = U sowie L, = UL wihlen. Dies hitte zur Folge, dass der Beobachterfehler zu

(UlLlSn + U1L2521)(2b — Zb) = ](ﬁb — Zb) =0

wird. Mit anderen Worten: Dieser Beobachter arbeitet fehlerfrei, denn der Beobachterfeh-
ler (2, — zyp) ist identisch Null. Die Beobachtergleichung (6.10) lautet damit

21, + (UlLlSm + U]_LQSQQ)Zk =0 s

worin man die Berechnungsvorschrift (6.4a) wiedererkennt. So gesehen, handelt es sich bei
dieser Berechnungsvorschrift durch Differentiation der bekannten Groflen um den ,,perfek-
ten® Beobachter. Dies bestétigt noch einmal die, beispielsweise aus [Lue71] bekannte und
in [SZ81] nachgewiesene, Tatsache, dass ein unendlich schnell konvergierender Beobachter
wie ein Differenzierglied hoherer Ordnung wirkt, wobei [SZ81] sich auf SISO-Systeme in
Zustandsdarstellung (2.2) beschrianken.

6.2 Vollstandiger Beobachter

Im folgenden Abschnitt soll das obige, recht allgemeine Beobachterkonzept auf das Stan-
dardstreckenmodell (2.1) in dieser Arbeit angewendet werden. In der Schreibweise von
Gleichung (6.1) sieht das wie folgt aus:

T
AP‘BP 0 u | =0 mit xR, weR™, yeRP, (6.15)
Cp|Dp —I ”

wobei die Striche die Partionierung nach Gl. (6.2) zeigen. Nennt man L, = Hp und setzt
Lo = I, was bei diesem Typ Beobachter anscheinend héufig ausreicht, so erhélt man den
in [Rei06] 6.3.2 entworfenen polynomialen Beobachter (Bild 6.3). Die Bedingungen 1 und
2 fiir die Beobachtbarkeit aus Satz 6.1 sind hier automatisch erfiillt, denn

(r+p) >r = n>b.

Als Bedingung 3 der Teilerfremdheit erscheint nun das Kriterium

Ap(s)) _
Rang(cp(s) =r VseC,
welches fiir ein System in Zustandsdarstellung (2.2) dem Hautuskriterium

Rang (8[(;A) =r VseC
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Lo > By ~>?—> At | L 2,
—Hp
—» Dp Cp (a—
y

Bild 6.3: Beobachter fiir innere GroBen x

entspricht. Setzt man nun in dieses Schema ein System in Zustandsdarstellung ein

(H1-A|-B 0 2\
< c 1o 1)\ *)™"

Yy

so erscheint der wohlbekannte vollstdandige Luenberger-Beobachter. In einem Beispiel soll
das Konzept jedoch auf eine nicht propere Strecke angewendet werden, die keine klassische
Zustandsdarstellung (2.2) hat.

Beispiel 6.1 Es wird die RC-Schaltung mit Operationsverstirkern aus [Rei06], Ab-
schnitt 2.4.2, fiir k = 2 Kondensatoren betrachtet (siehe Bild 6.4). Die Stellgrofie sei U€, gemessen

4
R, R

Il I

Bild 6.4: RC-Schaltung mit Operationsverstarker

wird die Spannung Uy am vierten Knoten. Die iibrigen Knotenspannungen, sowie der Strom 4
sollen beobachtet werden. Die Gleichungen dazu lauten:

0 -G 0 0 /) Go
0 Gl‘i‘GQ‘i‘Cl% —Gy 0 U¢2 n 0 Ue
0 —Gy GQ+G3+CQ% -G U¢3 0 ’
1 0 er Gs Uga 0

Ap Bp

Hier bezeichne G die Leitwerte der Widerstinde. Die normierten Parameterwerte seien:
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Damit ergibt sich die Ubertragungsfunktionsmatrix der Strecke zu

-1

i 0 —Gq 0 0 Go
U¢2 _ 0 G1+Go+sCh —Gly 0 0 Ue
Ugs - 0 —Gy Go+Gs+sCy —Gy 0
Uga 1 0 —G3 G 0
—45 =265 — 720 52
2 e
- 5+ 180s v

9 + 1220 s + 28800 s2

Es sei darauf hingewiesen, dass diese Strecke nicht proper ist, mithin keine klassische Zustands-
darstellung besitzt. Die Partionierung geméfl (6.3) sieht hier wie folgt aus:

0 el 0 0 Gy -

0 G14+Go+sCy ~G, 0 0 U‘f’? 0
0 —Gy Go+G3+sCy | —Gg 0 U¢3 o

1 0 G | Gy 0 e

Man beachte, dass S11 hier nicht invertierbar ist. Bei der Wahl der Matrizen L und Lo sollte
man darauf achten, dass man einerseits geniigend freie linear unabhéngige Parameter hat, um
alle Pole zu platzieren, und andererseits die Ubertragungsfunktion (6.10) des Beobachters proper
ist. Dies leistet die Wahl Ly = I3 und L = (l1 lo lg)T. Damit lautet das charakteristische
Beobachterpolynom (6.11)

0 -Gy 0 -1

o . S11 —L1 . 0 G14+Go+sCy —Gy —ly

CPB(S) = det (511 + Llsgl) = det <521 1 > = det 0 Gy Got Gyt sCy —ls
1 0 -G 1

= 52CyC1ly + [((G2 + G3)C1 + (G1 + G2)Co)ly + 15CoG s
+ (G3G1 + GGy + GQGg)ll + (GQGl + GgGl)lg + 13GoGH ; p282 + p1s 4+ po

Die Pole sollen bei —2 liegen. Daraus folgt p; = 4po und pg = 4ps. Der freibleibende Parame-
ter po wird zu ps = 1 gewihlt. Damit ergibt der Koeffizientenvergleich mit den oben genannten

Parameterwerten
1
12

L=119.79
2365

Die aus Gleichung (6.10) abgeleitete Beobachteriibertragunsgfunktion lautet

~

?

[Z¢2 =—(Su+ L1521)_1(512 + L1S%) (%@)
U¢3
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_ 5%243.9945464.425  —s2414.7454+0.4117

40(s2+4s+4) %(32+45+4)
1 7.91554+7.999 Uga
14400(s2+4s+4) s2+4s+4 Ue )
5+3.985 709.6s+19.78
160(s24+4s+4) s2+4s+4

FEine Simulation zeigt, dass der Beobachter die gewiinschten Signale rekonstruiert, obwohl er
wfalsch® initialisiert wird. In Bild 6.5 sieht man den zeitlichen Verlauf der Stellgréfie U¢(t) und
den der gemessenen Grofle Ugy. Das Verhalten des Beobachters ist in Bild 6.6 dargestellt.

60 Stellgrofle U* , X 10° gemessene Grofe Uy
40t
20y
0 : : : -1 : : :
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4

Bild 6.5: zu Beispiel 6.1: Verlauf der bekannten GroBen

6.3 Reduzierter Beobachter

Seit Langem ist von Zustandsbeobachtern bekannt, dass man die Anzahl der zu beob-
achtenden Groflen und die dynamische Ordnung reduzieren kann, indem man die Mess-
groflen y in die inneren Groéflen @ integriert. Dadurch reduziert sich die Anzahl der zu
beobachtenden Gréflen und die dynamische Ordnung um die Anzahl der Messgrofien. Da
bei Zustandsdarstellungen die dynamische Ordnung gleich der Dimension des Zustandes
ist, wird immer beides reduziert, die Anzahl der zu beobachtenden Gréfien und die dyna-
mische Ordnung. Bei Systemen in polynomialer Matrizendarstellung sind jedoch Anzahl
der inneren Groflen und dynamische Ordnung vollig unabhéngig. Wenn man also von
reduzierten Beobachtern spricht, muss man sagen, was man reduzieren mochte.

Im Folgenden soll die Anzahl der zu beobachtenden Grofien reduziert werden. Falls das
Paar (Cp, Dp) linksteilerfremd ist, also (C’p(s), Dp(s)) aus Gl. (2.1b) fiir alle s € C
zeilenreguldr ist, kann man die Matrix auf die Hermitesche Normalform bringen

(Cp, Dp) <Uﬁ Ul%) =(0 1). (6.16)

R R
U21 U22

Siehe dazu auch Abschnitt 2.2.1! Mithilfe der unimodularen Matrix UL = (U R)_l kann
man neue Grofien z; und zj,

@)@ = @) () (6.17)

definieren, denn damit werden die gemessenen Grofien y Bestandteil der inneren Grofien .
Aus der Ausgabegleichung (2.1b) wird némlich

(Cr D) (z) =y
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4

5 x 10" Ist- und Schatzwert

Beobachterfehler

- = |stwert

—— beobachteter Wert
_4 L L " _50 " L L
0 1 2 3 4 0 1 2 3

Bild 6.6: zu Beispiel 6.1: Verhalten des Beobachters

(Cp Dp) U™ (2) =y

(0 1) <§b):zk:y.

k

Damit erscheint die Gleichung (6.15) in folgender Form

(ApUﬁJerUQPi APU1P§+BPU2@‘ 0 ) 2b

0 I | -1 y

Das Reduzieren bedeutet nun, dass man die Gleichheit von z; und y, ernst nimmt und
y aus dem Gleichungssystem streicht, was in der Systemmatrix die Streichung der letz-
ten Hyperzeile und der letzen Hyperspalte zur Folge hat. Mit der sich dann ergebenden
Gleichung

(ApUE+BpUE, ApUR+BpUE) (Z) —=0 (6.18)

wird nach der in Abschnitt 6.1 skizzierten allgemeinen Methode verfahren, falls das redu-
zierte System nach Satz 6.1 beobachtbar ist.
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6 Beobachter auf Basis polynomialer Matrizendarstellung

Bei dem Prozedere sollte man bedenken, dass man die Systemgleichung (6.1) immer
von links mit einer unimodularen Matrix U* multiplizieren kann, ohne die Gleichung
wesentlich zu verdndern. Sollte also das Paar (Cp, Dp) nicht linksteilerfremd sein, so
kann man das durch Hinzunahme von Zeilen aus (Ap, Bp) meist beheben. Es ist also

lediglich gefordert, dass
Ap(s) Bp(s
Rang ( P Br(s)

>p VseC
C p(S) D p(S))
ist, eine Bedingung, die sehr haufig erfiillt sein diirfte.

AuBerdem ist es ratsam, eine konstante Matrix U®, nicht nur eine unimodulare zu ver-
wenden, denn wenn man aus dem reduzierten Beobachter zum Schluss die urspriinglichen
GroBen x und w gewinnen will, so kommt Gleichung (6.17) zum Einsatz. Wenn also in U%

Potenzen von (i) auftreten, so muss der Ausgang des Beobachters differenziert werden,

dt
wodurch trotz eines properen Beobachters der gesamten Aufbaus unter Umsténden nicht
mehr proper ist.

Das folgende Beispiel soll die beschriebene Methode deutlich machen.

Beispiel 6.2 Als Beispiel diene das Zweifachpendel auf einer ebenen Bahn aus Beispiel 4.1
oder 2.1, wobei in diesem Fall beide Pendelkérper in der Ruhelage herabhingen sollen. Die
normierten Parameterwerte seien

g | an [ bl [ Ly | mo | ma | mg | S dY ]| o
10025[02] 0 [04[08]025]0.15625 05| 0 [ 0 [ 0 | O

FEin auf den Wagen geklebter Beschleunigungssensor liefere die erste Messgrofie yp = wg. Aufler-
dem werde die z-Position eines dhnlich wie in Beispiel 3.2 herausgehobenen Punktes y2 auf dem
zweiten Pendelkorper

Yy2(t) = wo(t) + arp1(t) + lypa(t)

gemessen. Dies sei die zweite Messgroie. Die Systemgleichung (6.1) lautet mithin

w

0.90625 (4 0.15625 (4)° 0.2 |1 o]o o w?

0.15625 (4 0.0375 (Y +1.5625  0.05(4° |0 —1] 0 0 ||
0.2 (4 0.05 (4’ 0.08(@+2| 0 0] 0 0 fl=o.

(&y? 0 0 0 0 |-1 0 &

1 0.25 0.8 o 00 —1)|%

Y2

Hier tritt der oben besprochene Fall ein, dass das Paar (Cp, Dp) zunéchst nicht linksteiler-
fremd ist, denn der Rang fillt fiir s = 0 offensichtlich ab. Das ist zu beheben, indem man die

Systemgleichung von links mit

1 0 0 00
0 1 0 00
vk=o0o 0o 1 0 0
—4 20 -25 1 0
0 0 0 01
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6.4 Eingangsbeobachter oder Stérgrofienbeobachter

multipliziert. Damit erhédlt man die Systemgleichung

wo

0.90625 (4°  0.15625 (&) 02 -1 0 0 0\ |

0.15625 (4 0.0375 (9 +1.5625  0.05(4° 0 -1 0 0 ||
0.2 (4 0.05 (4’ 0.08(4°+2 0o 0o o o || f]|=0:

0 31.25 -5 4 —20 -1 0 ||

1 0.25 0.8 0 0 o0 -1)|m

Y2

Diese hat iiberdies den Vorteil, dass (Cp, Dp) konstant ist. Die Uberfithrung (6.16) in die
Hermitesche Normalform ist damit durch

~0.84 0.032 —0.16 —0.008 1
<o 3125 -5 4 —20> 0'116 _0‘0128 0'(?4 0‘%32 8 _(o 00 1 o> (6.19)
1 025 08 0 0 0 . 0 o 0 00001
0 0 1 0 0
gegeben und die Systemgleichungen erscheinen in der reduzierten Form (6.18)
2 2 2 2 2 r2
—0.53625 (4) 0.009 (4)"—1  —0.045(4)"  —0.00225 (4)"  0.90625 (4) ;
—0.07525 (4)°+0.25 | 0.0002 (£ =02 —0.001 (4) —5107 (£+0.05 0.15625 (2" | | 4,
—0.08 (4)+2 0 0 0 0.2 (4 yi
Y2
=0. (6.20)

Man erkennt leicht, dass die linke Spalte fiir kein (%) gleich Null wird, und das reduzierte System
. . ]
damit beobachtbar ist.

6.4 Eingangsbeobachter oder StorgroBenbeobachter

Bisweilen sind auch Eingénge eines Systems nicht messbar, typischerweise dann, wenn
es sich um Storungen handelt. Dann lassen sich auch diese beobachten. Hierbei ist der
vorliegende Ansatz niitzlich, denn in ihm wird ohnehin nicht streng zwischen Eingangs-
groflen und anderen Gréflen unterschieden. Sind also Eingangsgrofien unbekannt, muss
man das System lediglich neu partionieren. Es seien unter den m Eingangsgréfien die
GroBen uw; € R™ unbekannt, die Groflen us € R™2 bekannt (m; + me = m). Dann
modifiziert man die Systemdarstellung (2.1) wie folgt:

Apx + Bpiuj + Bpouy =0
Cpx + Dpius + Dpauy =y .
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6 Beobachter auf Basis polynomialer Matrizendarstellung

Um einen Beobachter fiir die Groflen « und w; zu bekommen, partioniert man die Glei-
chungen

T
AP BPl Bp2 0 O U,
Cpi Dpii | Dpia I, O u, | =0  mit y, € R™, y, e RP7™)
Cpa Dpo | Dpzo 0 Iy, Y,
Y
Das System ist daher beobachtbar, wenn
er+m <r+p = m<p (weniger unbekannte Eingangsgrofien als

Messgrofien),

AP(S) Bpl(s)
e Rang [ Cpi(s) Dpii(s) | =r+my VseC (Teilerfremdheit)
sz(s) DP21(8)

gegeben ist. Bei diesem Beobachtertyp ist die Frage, ob der Beobachter proper ist
(Satz 6.3), besonders kritisch. Oftmals ist die Ubertragungsfunktion — AR Bp streng pro-
per, C'p =const. und Dp = 0. Unter diesen Umstdnden gibt es in (g;) keine zeilenredu-
zierte Matrix, weil die zweite Hyperspalte der Matrix I'* der fiihrenden Zeilenkoeffizienten
systematisch Null ist (siehe Abschnitt A.1). Bei der Zeilenreduktion steigen die Zeilengra-
de in Si» an, da bei der Reduktion Zeilen von (C’p Dp -1 ) mit s multipliziert und zu
den anderen Zeilen addiert werden, um deren Grade auf das Niveau von Bp zu driicken.
Dadurch ist die Bedingung aus Satz 6.3 oftmals nicht zu erfiillen.

Die Fortfiihrung von Beispiel 6.2 soll den Entwurf eines Eingangsbeobachters demon-

strieren. Ferner kommt Satz 6.2 zu Anwendung,.

Beispiel 6.3 Die Kraft f auf den Wagen sei unbekannt. Dies kénnte dadurch entstehen, dass
die Bahn nicht waagerecht ist, sondern wellig, wodurch die Schwerkraft g an der Karre angreift.
Die reduzierten Systemgleichungen (6.20) sind daher neu zu partionieren:

2 2 2 2 2 ©2

—0.53625(%) 0.009(4)°—1 | —0.045(%)"  —0.00225(%)°  0.90625 (%) ;
—0.07525()" +0.250.0002(5)" ~0.2 | ~0.001(£)° 5107 ()" +0.05 0.15625()" | [ -
—0.08(4) +2 0 0 0 0.2(%)? "
(511v512) Y2

Sa1 S22 _o.

Man kann leicht {iberpriifen, dass das Paar (g;) fiir (%)2 = 25 und (%)2 = 1000 vollen Rang

hat und somit beobachtbar ist. Auch die Bedingung fiir einen properen Beobachter aus Satz 6.3
wird nicht verletzt. Man kann also mit der Auslegung des charakteristischen Polynoms CPg(s)
des Beobachters beginnen. Da Satz 6.2 genutzt werden soll, wird zunéchst die Uberfiihrung in

die Hermitesche Normalform von (g;) benotigt:
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6.4 Eingangsbeobachter oder Stérgrofienbeobachter

UL
0.0001481s2 —0.1481 —0.006667s%40.7407 0.0052785%4-0.4074
—0.001111s%41.236 0.055>—11.18 ‘ —0.039585%4-1.398

1.6 107251 —0.016452+0.4 —0.00072s*40.09852 —2 \ 0.00057s%4-0.0297552 +0.25

—0.53625s2 0.009s%—1 10
—0.07525524-0.25 0.0002s>2—-02| =0 1
—0.085242 0 0 0

Das Problem der Nullstellenzuweisung lautet also

0.00057s*40.0297552+0.25 | 1.6 10~°s*—0.0164s2+0.4 —0.00072s*+0.09852 —2

Ll(S) LQ(S)

det L CPg.

Die Nullstellen werden zu s{ = —5, s = —7 und alle iibrigen zu s = —10 gewihlt. Weil

(UQLQ, U2L1) ausschliellich gerade s Potenzen enthélt, miissen (Ll, Lg) mindestens eine einfache
s Potenz enthalten, denn andernfalls enthielte auch CPg(s) ausschlielich gerade Potenzen, so
dass es nicht stabil sein kénnte. Daher soll die erste Zeile von (Ll, Lg) den Grad eins haben und
die zweite Grad null. Das charakteristische Polynom CPg(s) hat damit den Grad fiinf. Mit der
ersten Zeile (I, l2Tl) sollen nach der in Abschnitt 4.4.2 beschriebenen Methode die Nullstellen
s{ = =5, 8§ = —7 fixiert werden. Man erhilt
(I lle) ~ (1 a) <—2.6573—13.28 7.8085+39.04 —4.998—79.69>
—4.5225—-22.61 13.295466.44 18.835+55.63

wobei analog zu Beispiel 4.3 ein Faktor a € R offen bleibt. Mit dessen Hilfe kann im zweiten
Schritt die Matrix M so gestaltet werden, dass das Gleichungssystem der zweiten Zeile (llg, l2TQ)

s 1000
" [ 300
lao 30
1

trotz seiner Uberbestimmtheit? eine eindeutige Losung hat. Mit a = 2.5769 erhilt man

(L L) - 43.545+63.68 | —14.315—71.54 42.055+210.3
L2 585.7 406.9 — 3292

Die Differentialgleichung (6.10) des Beobachters lautet damit

1.026 () +17.45 (4 +-97.58(4) +179.9  —0.1204(4)° —0.6018 (L) +5.898 (4) +29.49 <@>+
—17.28(4)* +348.4 3.003(4)+251.6 f

0.6018(4)°+3.009(4)°  0.03009(2)*+0.1505 (£)° +2.103(£) +-10.51  2.311 (L) —19.25 (<
—15.02(4)° —0.7508(4) ~164.6 —28.58(%

O

3siche dazu Beispiel 4.4
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6 Beobachter auf Basis polynomialer Matrizendarstellung

Dieser reduzierte Beobachter liefert zunéchst nur Schitzwerte fiir den Winkel ¢ und die Kraft f.
Die verbleibenden Systemgréfien wg und 1 werden mithilfe der definierenden Gleichung (6.17)
und der ersten zwei Zeilen von U% aus Gl. (6.19) berechnet:

d

Wo —0.84 0.032 02 N —0.16 —0.008 1 '

a) \oi —o0128)\f 064 0032 o) |”

Y2
In Bild 6.7 finden sich Simulationsergebnisse fiir eine willkiirliche Trajektorie. Oben sind die
bekannten Groflen di, y; und ys zu finden. Darunter stehen die Verldufe der beobachteten
Groflen, wobei die tatsdchlichen Verldaufe gestrichelt eingezeichnet sind. Sémtliche Anfangswerte

des Beobachters sind Null. Man sieht, dass der Beobachter den Anfangsfehler kompensiert und
danach den tatsichlichen Verldufen gut folgt.

6.5 Elimination von GroBen

Oftmals wird man bei der Modellierung einer Strecke mehr Groflien verwenden, als man
spater technisch benétigt. Daher liegt der Wunsch nahe, einen Beobachter zu entwerfen,
der nur einen Teil der unbekannten Groéflen beobachtet. Dabei kann es sich um einen
Eingang handeln, was einem unknown input observer wie in [HZ05] entspricht, oder um
innere Groflen, was auch als functional observer bezeichnet wird. Es wird wieder von der
Beschreibung (6.1) ausgegangen, mit dem Unterschied, dass es drei Arten von Grofien
gibt, gemessene Groflen zj, zu beobachtende Groflen z, und irrelevante Gréflen z; € R™:

Zp
(Sy Sy Sk) |z | =0. (6.21)
2k

Es gilt jetzt, einen Satz von Gleichungen zu gewinnen, in denen die uninteressanten
GroBen z; nicht mehr auftauchen. Auch das ist eine Anwendung der Uberfithrung in
die Hermitesche Normalform. Falls S, weniger Spalten als Zeilen hat (u < n), so kann
man es durch elementare Zeilenoperationen in die Hermitesche Normalform bringen®:

(U;)S—(O) mit  UF e R[4]"" UF e R[4]"

Dabei spielt es keine Rolle, ob der Rechtsteiler R[%] unimodular ist, denn hier wird
lediglich die zweite Zeile ausgebeutet. Man multipliziert Gl. (6.21) mit U und erhlt

(UQLSb 0 UQLSk> zZ; =0 s

in der offensichtlich z; keine Rolle mehr spielt. Mit diesen Gleichungen legt man den
Beobachter nach Abschnitt 6.1 aus. Dieses System ist nach Satz 6.1 beobachtbar, wenn
(n —u) > bist und ULS, rechtsteilerfremd. Doch wann ist Letzteres der Fall? Allein aus
der Tatsache, dass UL und S, je fiir sich vollen Rang fiir alle s € C haben, kann nicht

4Dadurch werden die GréBen nicht verdndert.
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6.5 Elimination von Grofen

Stellgrofe
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Bild 6.7: Konvergenzverhalten des Beobachters aus Beispiel 6.3

auf die Rechtsteilerfreiheit von UFS, geschlossen werden. Man denke sich ULS, durch

eine weitere unimodulare Matrix U in Hermitesche Normalform (lgf) iiberfithrt. Dann
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6 Beobachter auf Basis polynomialer Matrizendarstellung

entsteht der am Schluss interessierende Rechtsteiler R durch

(" o) (@) s 9= (0 (1)

Hierin kann R(s) durchaus nicht unimodular sein, aber ]?2(3) muss unimodular sein. Falls
also die Matrix (S.(s) Sy(s)) fiir einige s = s einen Rangabfall gegeniiber dem Nor-
malrang hat, so miissen das dieselben s, sein, fiir die auch der Rang S, (s) abfallt, denn
nur dann sind sémtliche Nullstellen von (det R(s) - det R(s)) in det R(s) enthalten. Diese
Bedingung findet sich auch in [Rei07] und [HP98] mit je anderer Herleitung.
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Ausblick auf offene Fragen

Die Arbeit erhebt nicht den Anspruch, simtliche diskutierten Fragen abschliefend beant-
wortet zu haben. In diesem Kapitel sollen einige offene Fragen und mogliche Untersu-
chungsgegensténde in Stichpunkten benannt und skizziert werden, die nach Auffassung
des Autors einer weiteren Untersuchung bediirfen.

e Diein Abschnitt 4.4 vorgestellte Methode zur Nullstellenzuweisung durch Ergénzung
von Zeilen vorgegebener Struktur lasst ein Kriterium fiir die Losbarkeit des Problems
vermissen. Auch ist es nicht moéglich, systematisch alle moglichen Losungen anzu-
geben. So hat der Autor beobachtet, dass sich in Beispiel 4.8 bzw. 4.6 jedesmal ein
anderer konstanter Regler ergibt, je nachdem, in welcher Reihenfolge man die ein-
zelnen gewiinschten Nullstellen s, in die Rechnung hineinnimmt. Da zunéchst zwei
von sechs Nullstellen herangezogen werden und dann die {ibrigen, gibt es (g) =15
unterschiedliche Reihenfolgen, in denen man die Nullstellen heranziehen kann. Alle
15 Regler sind unterschiedlich und platzieren die Pole in gewiinschter Weise. Wie
héngen diese Regler zusammen? Fiir den Fall eines konstanten Reglers kann das Pro-
blem mit Mitteln der linearen Algebra wie folgt formuliert werden (Bezeichnungen
siche Abschnitt 4.4.2):

Betrachtet wird ein Vektorraum V = R™*P,

Darin sind gegeben ko Untervektorrdume
Vi,oooyViee CVomit dimVy,=p fir s=1,... kc.

Die Unterrdume werden durch die Zeilen von (§ P(sk), Zp(s,i)) aufgespannt. Dass
der Rang stets voll ist, folgt aus der angenommenen Linksteilerfremdheit.

Gesucht wird ein Untervektorraum U C V mit
dimU =m

und
dm(UNV,)>1 fir k=1,...,kc.

Gibt es solche Unterrdume? Wie viele Unterrdume gibt es? Wie kann man sie berech-
nen? Darauf hat der Autor trotz Konsultation eines in linearer Algebra erfahrenen
Mathematikers keine Losung finden konnen.

Daran kénnte man die Frage nach dynamischen Reglern der Ordnung kr anschlielen.
Hier miisste man ko unterschiedliche Unterrdume U, angeben, fiir die gilt

dim(U,NV,) >1 und k=1,...,kc,
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wobei die Unterriume durch Zeilen von (kp + 1) Matrizen F) € R™**+™) aufge-
spannt werden und zwar so, dass

U, = span

kr
A
E FB\S,i
A=0

gilt.

Im Abschnitt 6.3 iiber reduzierte Beobachter wurde lediglich untersucht, wie die
Anzahl der zu beobachtenden Groflen reduziert werden kann. Die Frage nach der
Reduktion der dynamischen Ordnung des Beobachters bleibt offen. Betrachtet man
den Grad der Nenner von der Ubertragungsmatrix des Beobachters als dynamische
Ordnung, so ist diese gegeben durch

grad CPg = grad det (LQS]_l + L1521) .

Die dynamische Ordnung wird also durch die Wahl von L;(s) und Ls(s) bestimmt.
Daher haben Beobachter auf polynomialer Basis im Gegensatz zu Zustandsbeob-
achtern keine ,natiirliche Ordnung, gegeniiber der man reduzieren kénnte. Man
kann, wie in Abschnitt 6.1.5 gezeigt wurde, die Ordnung bis auf Null driicken. Al-
lerdings wird der Beobachter dann improper. Jedoch soll gerade die Differentiation
von Messsignalen durch einen Beobachter vermieden werden. Man kann also fragen:
Was ist die kleinste moglich Ordnung, die einen properen Beobachter zuldsst? Um
einen solchen Beobachter zu konstruieren, betrachtet man noch einmal Satz 6.3 und
dessen Beweis. Gleichung (6.14) kann wie folgt modifiziert werden:

Si2 )
Sy )’

Da die Matrix (g; ) niemals zeilenreduziert ist, weil sie mehr Zeilen als Spalten hat,
kann man die Zeilengrade immer weiter driicken (Abschnitt A.1). Wenn man also
in Sp Zeilen findet, in denen Bedingung 1 gilt und die Grade der Zeilen von Sy
echt kleiner sind als die Grade der entsprechenden Zeilen in Syyyp, so kann man die
Zeilengrade reduzieren, ohne die Bedingung 2 zu verletzen. Dies lésst sich fortsetzen,
bis fiir U*S Satz 6.3 gerade noch erfiillt ist. Bei der anschlieenden Bestimmung von
L, und L, kann es allerdings vorkommen, dass man die Ordnung wieder erhchen
muss, um ausreichend Freiheitsgrade zur Polplatzierung zu haben. Doch ist dieses
Vorgehen eher ein geschicktes Rechnen. Es fehlen ein Kriterium, welches die kleinste
mogliche Ordnung angibt, und eine Methode, den entsprechenden Beobachter zu

berechnen.

S21

(No|Zs) = (La L) UMs) (S“

g

(L. L)

In Abschnitt 5.4 wird festgestellt, dass die Methoden zum zeitdiskreten Regler-
entwurf weiter verwendet werden konnen. Es bleibt die Frage offen, wie sich die
Streckenbeschreibung durch die auf der modifizierten z-Transformation beruhende
parametrische Ubertragungsmatrix fiir den Reglerentwurf nutzen ldsst. In [RLI7]
werden Methoden zum Reglerentwurf unter Beriicksichtigung des Verhaltens zwi-
schen den Abtastzeitpunkten angegeben. Kann man dhnliche oder weitere Methoden
auch mit der modifizierten z-Transformation erarbeiten?
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e Betrachtet man lineare zeitvariante Systeme mit konzentrierten Parametern, so kann

d

man diese ebenfalls mithilfe von Matrizen, deren Eintrédge Polynome im (E) sind,

darstellen. Allerdings sind diese Matrizen dann zeitverdnderlich. Das hat zur Folge,

dass man nicht mehr einfach mit dem Operator (%) multiplizieren und mit den

Koeffizienten ¢ der Polynome kommutieren kann, denn es gilt jetzt
@) (ca)=cx+ci=(c+c(@))a

und nicht mehr einfach (%) cz = ¢ (%) «. In [Rud03] wird deutlich gemacht, dass auch
dann eine lineare Struktur iiber einem Ring vorliegt. Fiir die Trajektorienplanung
ist dieser Ansatz wenig sinnvoll (siehe Abschnitt 1.2). Aber wie sieht es mit den
in den Kapiteln 4 und 6 diskutierten Methoden aus? Kann man eine Parallele zur
zeitvarianten Ackermannformel formulieren, die nicht auf eine Zustandsdarstellung
angewiesen ist?

e Das zehnte Kapitel von [Mac33] ist Matrizen mit unendlicher Zeilen- und Spal-
tenzahl (matrices of infinte order) gewidmet. Es werden deren Determinanten ein-
gefiithrt. Wenn solche Matrizen eine Determinante haben, dann kénnen sie vermut-
lich auch unimodular sein. Liefle sich damit die vorliegende Theorie auf unendlich
dimensionale Systeme ausdehnen? In welcher Beziehung stiinde dieses dann zu den
in [Woi07] dargestellten Methoden? Ferner wird in [Mac33] auch eine zugehorige Ma-
trizenalgebra besprochen. Allerdings stammen dabei die Eintriage aus einem Korper.
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A Mathematische Grundlagen

Von den im folgenden Kapitel aufgezdhlten mathematischen Grundlagen ist keine
vollsténdig neu. Jedoch scheint es dem Autor jeweils sinnvoll, sie in neuer Form zu
présentieren, um sie in der fiir dieses Werk niitzlichen und (subjektiv) versténdlichen
Form vorliegen zu haben.

A.1 Zeilen— und spaltenreduzierte Matrizen

Die folgenden Ausfithrungen fufilen im Wesentlichen auf [Wol74], der solche Matrizen
column- bzw. row-proper nannte, sowie auf [Kai80] und [RLO6].

Zunichst wird der Grad eines polynomialen Vektors definiert, sei es ein Zeilenvek-
tor p’(s) oder ein Spaltenvektor p(s).

n

Definition A.1 Der Grad eines polynomialen Vektors p(s) € R[s|" wird mit grad p(s)
bezeichnet und ist der hochste Grad der in p(s) auftretenden Polynome p(s)

grad p(s) = m%lx grad p,(s) .

Bei der Definition des Grades einer polynomialen Matrix soll zwischen Zeilengrad zgrad
und Spaltengrad sgrad unterschieden werden.

Definition A.2 Der Zeilengrad bzw. Spaltengrad einer polynomialen Matriz M(s) €
R™*"s st die Summe der Grade ihrer Zeilenvektoren bzw. Spaltenvektoren:

Nz

zgrad M (s) = Z gradp?(s) = Z zgrad,, M(s)
v=1

v=1

bzw. sgrad M(s) = Z gradp,(s) = Z sgrad, M(s) .
v=1 v=1

Darin bezeichne zgrad, den Grad des v-ten Zeilenvektors einer polynomialen Matriz und
sgrad,, den Grad des v-ten Spaltenvektors.

Damit kann man jede Matrix M (s) € R[s]"*" als die Summe aus einer Zahlenmatrix Iy,
bestehend aus den hochsten Koeffizienten einer Zeile bzw. Spalte, einer Diagonalmatrix
mit entsprechenden s-Potenzen und einer polynomialen Restmatrix Mg(s) kleiner Ord-
nung darstellen:

M(S) — <Szgradl M(s) Szgrad2 M(s) ... Szgradnz M(s)> X F]@ + MR(S) (A1a>
bzw. M(S) — FJ?/[ . <Ssgrad1 M(s) gSgrady M(s) ... gzerad,, . M(s)> 4 VR(S) ) (Alb)

Darin symbolisieren die spitzen Klammern < > eine Diagonalmatrix.

132



A.1 Zeilen— und spaltenreduzierte Matrizen

Definition A.3 Wenn die Matriz I}, (I's;) vollen Rang hat, heifit die Matriz M(s) zei-
lenreduziert (spaltenreduziert).

Im Falle quadratischer Matrizen gilt bei einer zeilenreduzierten (spaltenreduzierten) Ma-
trix

zgrad M (s) = grad det M (s) bzw. sgrad M (s) = grad det M(s) .

Beispiel A.1 Als Beispiel fiir die obigen Definitionen diene die Matrix

2s2+s s+3 —-3s2 1 s
M(s)=| & 4 s+2 0 1
45243 s—4 s+5 0 0

Die Grade der einzelnen Zeilenvektoren sind 2, 3, 2, die der Spaltenvektoren 3, 1, 2, 0, 1. Also

1st
zgrad M(s) =7 und sgrad M (s) =17.

Die Darstellung (A.1a) lautet

52 2 0 -3 00 s s+3 0 1 s
M(s) = 3 -1t 0 0 0 O|+|[0 4 s+2 0 1
52 40 0 00 3 s—4 s+5 0 0

Ty

Die Zahlenmatrix I'j; hat Rang 2, mithin keinen vollen Rang. Die Matrix M (s) ist daher nicht
zeilenreduziert. Hingegen hat die Matrix I'}; der hochsten Spaltenkoeffizienten

0 -3

1 11
0 0 0O
1 0 00
vollen Rang. Die Matrix ist daher spaltenreduziert. u

Satz A.1 Jede polynomiale Matriz kann durch elementare Zeilenoperationen, d. h. durch
Multiplikation von links mit einer unimodularen Matrix in eine zeilenreduzierte Form
gebracht werden. Ebenso kann jede Matriz durch elementare Spaltenoperationen in eine
spaltenreduzierte Form gebracht werden.

Beweis: O. B. d. A. kann man sich auf die Zeilenreduktion beschrénken. Hat die Ma-
trix I}, in Gl. (A.la) keinen vollen Rang, so kann man aus deren Kern mindestens
einen Zeilenvektor 47 entnehmen, fiir den gilt

~T T3, =0".

Unter den Zeilen, die durch 47 herangezogen werden, d. h. deren korrespondierendes
Element von 47 ungleich Null ist, sei der héchte Grad N:

N = maxzgrad, M(s) aus allen v=1,...,n, und ~7"#0.
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Man multipliziert den Zahlenvektor 47 von rechts mit einer polynomialen Diago-
nalmatrix und erhélt

’YITD(S) = ,7T . <8N—zgrad1 M(s) gN—zgrady M(s) ..., ¢N-—zgrad,, M(5)> '

In diesem polynomialen Vektor muss mindestens ein Element eine Konstante sein.
Man kann diesen polynomialen Vektor 4%(s) daher zu einer unimodularen Ma-
trix U, (s) ergénzen, indem man Zeilen der Einheitsmatrix hinzuftigt, die die Eins
nicht an der Stelle der Konstanten haben. Multipliziert man die Matrix M (s) mit
dieser unimodularen Matrix U, (s), so erhélt man

Uy(s) - M(s) =

Zeilen von [,
Yp(s)

> . [<Szgrad1 M(s) gzerady M(s) ... gzerad,, M(s)> . F]i[ 4 MR(S):| —

( Zeilen von M (s) ) (A2)

0" + v (s) Mr(s)

Der Zeilengrad der oberen Zeilen ist zgrad M(s) — N, denn es fehlt grade die Zeile
mit dem Grad N. Der Grad von ~%5(s)Mg(s) ist hochstens N — 1, denn im v-ten
Element ist der Grad hochstens

grad (v5(s)Mg(s)) = max (N — zgrad, M(s) + zgrad, Mz(s))

v=1,yT"#0

< max (N —zgrad, M(s) + zgrad, M(s) —1) =N — 1.
v=1,vT"£0

Daher ist der Grad der Matrix (A.2) hochstens
zgrad M(s) — N+ N — 1 =zgrad M(s) — 1.

Der Grad der Matrix M(s) wird also durch die Multiplikation mit U., systematisch
um mindestens eins reduziert. Diese Prozedur lésst sich fortsetzten, bis I';, vollen
Rang hat. Dann ist die Matrix M (s) zeilenreduziert. q. e. d.

Beispiel A.2 Die Fortsetzung von Beispiel A.1 soll die Prozedur verdeutlichen. Der Rang der
Matrix I'j, ist zwei, der Kern ist

20 =300
ker |1 0 0 0 0|=(0 -4 1)=~".

4 0 0 00

Der hochste Zeilengrad in M (s) ist 3, daher ist
Yp(s)=(0 =4 1)-(s 1 s)=(0 —4 s),

das zur unimodularen Matrix U, ergénzt wird
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Somit lautet die reduzierte Matrix

1 0 0 2524+s s+3 —3s2 1 s
M(s)y={0 o 1| - s 4 s+2 01
0 —4 s 4543 s—4 s+5 0 0
25245 s+3 -352 1 s
= | 45243 s—4 5+5 0 01,

3s  s2—4s—16 s’+s—8 0 —4

deren Matrix der hochsten Koeffizienten

20 -3 00
FJ%: 4 0 0 00
01 1 00

vollen Rang hat. Damit ist man bereits am Ende der Prozedur. Die Matrix M (s) ist zeilenredu-
. |
ziert.

Wenn die Matrix M (s) mehr Zeilen als Spalten hat, so hat I'f; auch bei vollem Rang einen
Kern. Folglich kann man die Prozedur nach der Zeilenreduktion fortfithren. Wenn die
Matrix rechtsteilerfremd ist, kann man sukzessive alle Zeilengrade auf Null driicken und
erreicht in systematischer Weise die Uberfithrung in die Hermitesche Normalform. Falls
die Matrix nicht teilerfremd ist, offenbart sich das dadurch, dass die Grade nicht auf Null
zu driicken sind, da Zeilen mit s Potenzen nicht mehr von einem 4*” # 0 angesprochen
werden. Dieses Vorgehen soll fiir die Spaltenreduktion an der in Beispiel A.1 und A.2
betrachteten Matrix demonstriert werden.

Beispiel A.3 Die Matrix ist, wie in Beispiel A.1 gezeigt, bereits spaltenreduziert. Von der
Matrix der hochsten Spaltenkeoffizienten lautet der Kern

0 0

01 -3 11 0 0
ker |10 0 0 0)=[3 3|=( 72) -

01 0 00 0 1

10

Der hochste Grad N ist hier fiir beide Spalten zwei. Daher ist

0 0
0 0
(’7P1(3) ’7P2(3)): % %
0 s?
s 0

Diese Matrix kann jedoch nicht zu einer unimodularen Matrix ergénzt werden, da sie nicht
vollen Rang fiir alle s € C hat (Rangabfall bei s = 0). Man muss sich daher fiir einen Vektor
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entscheiden, die Wahl f&llt hier auf v p;(s), und die erste unimodulare Matrix lautet

10000
01000
Us=]000 0 1%
00100
0001 s

und der erste Zwischenschritt

2524+s s+3 1 s 0

M(s) Uy = 53 4 0 1 3s+2
45243 s—4 0 0 1s+3

Wiederum wird der Kern der Matrix mit den hochsten Koeffizienten bestimmt

_%0

01110 -3 0
ker |10 0 0 2|=|1 —1]=(n 7)

0100 3% 0 1

1 0

Die hochsten Grade N sind hier 3 und 1, die polynomialen Vektoren v p;(s) und v py(s) kénnen
zu einer unimodularen Matrix

000 -3 0

100 —3s2 0

Up=10 1 0 %33 -5

000 0 1

00 1 s? 0

ergdnzt werden, und man erhélt im zweiten Schritt

s+3 1 0 —%82—%8 0
M(s) Uy -Up=| 4 0 3s+2 -2 1

s—4 0 %3—#% —%32—4 0

Im dritten Durchlauf ergibt sich aus

Lo
4 6
11 1 3

ker [000 3 =5 1f=|=3 5[=(n 7)
1o+ -Io0 0 1
1 0
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die unimodulare Matrix

—_
w

1 00 % s

010 —%8 %32

Us=]000 -3 Is

000 O 1

0 01 s
und damit der vierte Zwischenschritt

s+3 1 0 2  3lg
M(s) Uy Uyp-Upg=| 4 01 3 9s

s—4 0 0 —§ s—4

An dieser Stelle ist man fast fertig, denn obige Matrix enthélt in der zweiten bis vierten
Spalte eine unimodulare, in diesem Fall sogar konstante, Matrix. Deshalb lédsst sich die letz-
te Uberfithrungsmatrix leicht angeben, denn

o” 1 0
(P1(s) U(s) pa(s)) - |U(s) —U(s)pi(s) —U ' (s)pa(s) | = (I 0 0).
o” 0 1
Una

Mit eingesetzten Werten lautet U4

0 0 0 1 0
1 4.5 _23.. 4
10 5 -—3s—3 —Ggst3
2 2,28 _ 196, 8
Upa= |0 1 § —§s—F —37sty
4 4. 16 94 . 16
00 -5 gs—5 —g3s5—7
0 0 0 0 1
und die komplette Uberfiihrungsmatrix U%(s)
0 0 0 0 ~3
0 0 -3 5s+3 12+ 3853
R
U'(s) = Uy UypUysUys= [0 0 g —is+3 152428542
1 —s %32—%3—#% +19782+ 93—% 103334-3207832 33—i—é
0 1 —1s+2 })82 2528 s3—10s2 2Bg 4 8
Matrizenbruchdarstellung properer Ubertragungsmatrizen
Eine Ubertragungsmatrix heiBt ,proper, wenn samtliche Eintrige propere

Ubertragungsfunktionen sind. Die vorangegangene Theorie bildet die_ Grundlage,
um ein Kriterium anzugeben, wann eine Ubertragungsmatrix N='Z oder ZN~! proper
ist.

Satz A.2 FEine Ubertragungsmatric N~'Z oder ZN-L st genau dann proper, wenn
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o N(s) € R[s]"*" zeilenreduziert ist und der Zeilengrad in den Zeilen von Z(s) den
der entsprechenden Zeilen in N(s) nicht tbersteigt:

Rang 'y =n und zgrad, N(s) > zgrad, Z(s) fir v=1,...,n,

o N(s) € R[s]™" spaltenreduziert ist und der Spaltengrad in den Spalten von Z(s)
den der entsprechenden Spalten in N(s) nicht tbersteigt:

Rang I'; =7 und sgrad, N(s) > sgrad, Z(s) fir v=1,... 7.

Ein Beweis fiir diesen Satz findet man in [Kai80], Abschnitt 6.3.2.

A.2 Uberfiihrung der polynomialen Matrizendarstellung
in eine Darstellung durch lineare
Differentialgleichungen erster Ordnung in expliziter
Form

Unter den vielen Moglichkeiten einer polynomialen Matrizendarstellung ragt eine beson-
ders heraus, bei der die Systemgleichung (2.1a) in einer speziellen Form erscheint, ndmlich
als System linearer Differentialgleichungen erster Ordnung in expliziter Form:

((%)]—A)CL‘—B’U,:O bzw. T = Ax + Bu.

Hierin sind A und B jetzt Zahlenmatrizen, A € R™"™ und B € R™*™. In dem Software-
paket MATLAB wird diese Form ein 0DE-System genannt. Insbesondere zur numerischen
Simulation unter MATLAB greift der Autor stets auf eine solche ODE-Darstellung zuriick.
In der Regelungstechnik ist sie unter dem Namen ,,Zustandsdarstellung® bekannt. Die Zu-
standsdarstellung wurde in den zuriickliegenden Jahrzehnten umfangreich erforscht und
hat daher den Vorteil, dass zu ihrer Bearbeitung ausgereifte Softwarepakete verfiigbar
sind. Jedoch hat sie den Nachteil, dass in ihr impropere Systeme nicht dargestellt werden
kénnen. Um auch impropere Systeme einzuschlieflen, muss in der Ausgabegleichung (2.1b)
die Matrix Dp weiterhin eine polynomiale Matrix in (%) sein. Die Matrix Cp hingegen
wird ebenfalls zu einer Zahlenmatrix C' € CP*". Insgesamt lautet die angestrebte Form

der Gleichungen (2.1)
& = Ax + Bu (A.3a)
y=Cx+ DY) u. (A.3b)
Darin wird der Vektor @ der inneren Griflen gegeniiber Gl. (2.1) erweitert!, so dass
x(t) e R" mit n = grad det Ap

gilt, denn in der polynomialen Matrizendarstellung (2.1) von (A.3) wire Ap =
((%) I — A), und es muss gelten det Ap = det Ap. Natiirlich kann im Extremfall auch
graddet Ap = 0 sein, dann entarten die Gleichungen (A.3) zu y = D(%) u.

meist durch die Hinzunahme von Ableitungen der inneren Gréfien
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lineare Differentialgleichungen erster Ordnung in expliziter Form

In [Kai80] ist ein Weg zur systematischen Uberfithrung in eine Zustandsdarstellung
angegeben. Jedoch beschréankt sich der Autor dort auf den Fall eines streng properen
Ubertragungsverhaltens, also mit D(%) = 0. Daher soll an dieser Stelle der Weg fiir
impropere Systeme neu diskutiert werden. Ausgangspunkt ist eine (nicht notwendigerweise
teilerfremde) rechte Matrizenbruchdarstellung

Y= Zlejlu .

Allerdings muss Np spaltenreduziert nach Definition A.3 sein. Fiihrt man analog zu
[Kai80] den Teilzustand & (partial state) ein?, so kann man die vorstehende Gleichung
als

Np@) e =u (A.da)

dt.

y=12p(%) ¢ (A.4D)

schreiben. Zunédchst wendet man sich Gl (A.4a) zu und zerlegt die Matrix Np nach
Gl (A.1b) in

Np = ?VS(S) + MR(S) .
Darin ist S(s) die in Abschnitt A.1 eingefiihrte Diagonalmatrix, wobei o. B. d. A.

goaradi Np(s) > gsgrady Ne(s) > . > gserad, Ne(s) > )
gelten soll. AuBlerdem zerlegt man noch m(s) und erhalt
Np =T35(s) + Rn¥(s) . (A.5)
In ¥(s) sind die kleineren vorkommenden Grade nach folgendem Schema versammelt:

S(sgradl Np)—1

S(sgradnS Np)—1

S(sgradnS Np)—(sgrad; Np)

wobei jedoch Zeilen, in denen ein negativer Exponent entsteht, nicht aufgenommen wer-
den. Die Matrix hat also insgesamt m Spalten und graddet N, Zeilen. Passend dazu
enthilt Ry € RmxeraddetNe die zugehorigen Koeffizienten. Mit dieser Zerlegung kann
Gleichung (A.4a) als

(T3S + Ry (@) Je=u

schreiben, und da I'}, invertierbar ist, gilt weiter

SE) €=~ (T3)™ Ry U( €+ (T3 u. (A7)

?Das sind nicht notwendigerweise die BasisgroBen, da die Darstellung nicht unbedingt teilerfremd sein
muss. Will man das gesamte System modellieren, darf die Matrizenbruchdarstellung unter Umsténden
nicht teilerfremd sein.
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In dieser Gleichung (A.7) wurde nach den hochsten jeweils auftretenden Ableitungen von
& aufgelost, ein wesentliches Merkmal der gesuchten Darstellung (A.3). Zu beachten ist,
dass in den letzten Zeilen von S (%) & mitunter keine Ableitung steht, da der entsprechende
Spaltengrad null ist. Seien die letzten mg-Spalten vom Grad null, dann stimmen die oberen
m — mg Zeilen von S (%) & und (%) \If(%) & iiberein, d. h.

(Ton-mo) 0) - SCH) &€ = (Ton-mo) 0)- () - V(HE-

Jetzt kann man @ definieren als @ := \If(%) & und erhélt, indem man S (%) &€ mit Gl. (A.7)
ersetzt, die oberen (m — my) Zeilen:

(In-moy 0) (= (%)™ Byz + (T3) " 1) = (Lonmo) 0) () .

Die unteren (n — m + myg) Zeilen sind durch die Definition von ¥ gegeben. Aus der
Definition (A.6) geht hervor, dass (n — m + mg) Elemente von (%) - WE und ¥E gleich
sind. Dies muss durch entsprechende Einheitszeilenvektoren ET angezeigt werden. Die
Matrix E7 wird daher nach folgendem Schema erstellt:

Schema E”: Man nehme aus der Einheitsmatrix I,, die Zeilen, die in ¥(s) eine s-Potenz
grofer null enthalten. Anders gesagt: Enthélt die v-te Zeile von W(s) nicht die Eins,
so nehme man die v-te Zeile der Einheitsmatrix /,, auf, wobei die Reihenfolge der
Zeilen einzuhalten ist.

Damit kann man die gesuchte Systemgleichung (A.3a) in @ angeben:

. - (I(m—mo) O) (F}g\f)_l Ry ([(m—mo) 0) (Fﬁv)_l

T = T + u. (A.8)
ET 0(n—m+m0)><m
A B

Als Zweites wendet man sich der Gleichung (A.4b) zu. Die Matrix Zp wird analog zur
Zerlegung von Np in Gl. (A.5) dargestellt als

Zp(s) = Zr(s) - S(s) + Rz - V(s),

wobei die Matrix Zr(s) keine reine Zahlenmatrix ist, sondern Potenzen von s enthal-
ten kann. Dies ist der Tatsache geschuldet, dass das Ubertragungsverhalten der Strecke
improper sein kann (siche Satz A.2). Setzt man dies in Gleichung (A.4b) ein, so erhilt
man

y="2c(y) S E+ Rz V(3 €
und wenn man die Definition @ := ¥ (%) & sowie Gleichung (A.7) einsetzt,

y=2r(4) (- (%) " 'Byvz + T%) ') + Rzzx. (A.9)

Das einzige, was gegeniiber der gewiinschten Ausgabegleichung (A.3b) noch stort, sind
die auftretenden Ableitungen von . Diese werden mithilfe von Gl. (A.8) eliminiert:

= Ax + Bu
izA(Aw+Bu)+Ba:A2w+ABu+B'&
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lineare Differentialgleichungen erster Ordnung in expliziter Form

(k=1)
a® = Arz 4+ Y A"Bu* i keN.

k=0

Mit der Abkiirzung M (%) und deren Darstellung als Summe von (%) Potenzen

2 (T R = M) =30, ()"

erhalt man aus Gl. (A.9) die Ausgabegleichung (A.3b) mit

kz
C=Rz+ Y MA" (A.10a)
k=0
D) = Zp (4 S‘JrZZMAA (Gt (A.10D)
k=1 A=0

Damit ist die Uberfiihrung in die Darstellung (A.3) durch lineare Differentialgleichungen
erster Ordnung in expliziter Form komplett.

Beispiel A.4 Ein Zahlenbeispiel soll die Vorgehensweise verdeutlichen. Das System sei gege-
ben durch die teilerfremde rechte Matrizenbruchdarstellung

@ +@+2 2@+ 2

d d _
(&) +5 5@ +1 4|E=wu
d\? d d
3(5) -2 (%) (%) 0
Np ( 3 -3 -3 (%)—H)
Y= 3
d d
@+l (@+3 1
Zp
mit der Ubertragungsfunktionsmatrix
4553 —51524695—19 _ 35%—19534125%24285—10 _ 155°—85*4+3453 4535244953
Gy( ) 2(2s3—-27s2+16s+1) 2(2s3—-27s2+16s+1) 25(283—2752+16s5+1)
S) =
“ _ 3(9s244s-7) s3+14s—10 95441153952 445-5
2(253—27s2+16s+1) 2(283—27s2+16s+1) 25(283—27s24+165+1)

Dieses System ist offensichtlich improper. Die Zerlegung (A.5) von Np lautet hier

; @ o o

1 2 (4) 01 1 2 0 1 0
Np(@)y=(0 -5 4 (4) +10 1 1 5 .

0 1 0 1 30 20/ |@ 00

R S("%) R 1 0 0
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Da Np spaltenreduziert ist, kann man Gl. (A.7) angeben

27 1 19 1 ¢ 1 9
() €1 e A AL L =3 =3
i y ) )
@ Je=|&|=-3 0o 2 offZ]+[0 0 1]u
15 1 9 5 1 5
! €3 -1 "1 1 1/ \& 0 1 1

Hier steht in der letzten Spalte keine Ableitung auf der linken Seite (mg = 1). Es werden also
nur die oberen beiden Gleichungen in die Systemgleichung (A.3a) aufgenommen. Der Vektor x
wird definiert als

@ 0 0 &
. 0 10 ¢ §2
(# 00 &
1 00 1

Da \IJ(%) in der ersten und dritten Zeile Potenzen in (%) stehen hat, besteht ET aus der ersten
und dritten Zeile der Einheitsmatrix Iy:

r (1000
E‘<001o‘

Somit liegt die Gleichung (A.3a) vollsténdig vor:

27 1 _19 1 1 L1 _9
2 2 2 2 2 2
s |3 0 2 0], oo ]
11 0 0 o0 0o 0 o]
0 1 0 0 0 0

Nun muss die Ausgabegleichung (A.3b) erarbeitet werden. Dazu wird die Matrix Zp dargestellt
als

e @ 0o
o (00 =3(d41) (\# 0 -3 0 3 0 10
ZP(E)_<01 T (%)1 oo 1)@ ool

100

mit ihr wird Gleichung (A.9) im Beispiel
45 (d 15 1 3(d 9 27 (d 5 15
(@7 i@ T @ iR
v= 1 5
4 4
N 0 =3 0 3)_
0o 3 1 1 ’

Damit kann man C und D(%) nach den Gleichungen (A.10) berechnen und gewinnt die
vollsténdige Darstellung (A.3) des Ubertragungssystems

20 _1 _19 1 1 1 _9
2 2 2 32 2 2
-3 0 2 0 0 0 1

T = x + u
1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0
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i 71 795 59 45 _Q_Q(i) _@_E(i)
8 8 5 8 ) pa | 8 1\ 8 a\ar ),
N 27 11 21 1 0 1 9 '
4 14 4 1 1 1

c D(4)

Man kann nachrechnen, dass G%(s) = C/(sly — A)_lB + D(s) gilt. "
Bisher wurde dargelegt, wie aus einer rechten Matrizenbruchdarstellung eine Darstellung
durch lineare Differentialgleichungen erster Ordnung in expliziter Form gewonnen werden
kann. Haufiger diirfte jedoch das Modell in einer linken Matrizenbruchdarstellung wie bei
Gl. (2.1) anfallen. Es gibt zwei Moglichkeiten, das oben dargestellte Verfahren dann zu
nutzen. Die eine besteht darin, dass man nach der in Abschnitt 2.2.2 besprochenen Me-
thode zunéchst eine rechte Matrizenbruchdarstellung berechnet und darauf das Verfahren
anwendet. Zu beachten ist allerdings, dass dabei méglicherweise ein Linksteiler ,, gekiirzt®
wird. Daher wird unter Umsténden wichtiges Verhalten des Systems nicht modelliert.

Eine Alternative, die zudem einfacher zu rechnen ist, besteht darin, die Darstel-
lung (A.3) des transponierten Systems

T T . = A% + Ba
(Gg(s)) = (A3'Bp)" = B (AD) — o
§=Cz+ D%)a
zu berechnen. Daraus erhélt man dann das urspriinglich gesuchte System mit

—T

A=AT B=CT, C=B" wd D(%) = D(2)

dt
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B Modellbildung fiir das verschiebliche
N-tach Pendel

In der vorliegenden Arbeit werden verschiedene Varianten des N-fach-Pendels wiederholt
als Beispiel herangezogen. Deshalb sollen an dieser Stelle dessen Bewegungsgleichungen
und deren Linearisierung hergeleitet werden.

B.1 Modellierung als ebenes System von Starrkérpern

Betrachtet wird ein verschiebliches N-fach-Kettenpendel im Erdschwerefeld. Das mechani-
sche System enthélt einen Wagen der Masse My, der auf einer Bahn, gegeben durch zq(wj)
und yo(wy), verschoben werden kann. An den Wagen wurden N Korper angehingt, die
sich um N Drehachsen, welche senkrecht auf der (x,y)-Ebene stehen, drehen kénnen (vgl.
Bild B.1). Es wird vorausgesetzt, dass sich der Wagen und die angehéngten N Korper
als Starrkorper modellieren lassen. Unter diesen Voraussetzungen wird das mechanische
Verhalten des Wagens allein durch die Koordinaten (zo(wo), yo(wo)) seines Massenmit-
telpunktes und seine translatorische Trégheit, also seine Masse M,, bestimmt. Das me-
chanische Verhalten des v-ten Pendelkérpers wird durch die (z,y)-Koordinaten seines
Drehpunktes und seines Massenmittelpunktes bestimmt. Er besitze eine translatorische
Tragheit, d. h. eine Masse M,,, und eine rotatorische Trégheit, d. h. sein Trégheitsmoment
Ja, um die Drehachse durch den v-ten Drehpunkt. Die Lage des Massenmittelpunktes
soll angegeben werden durch den Abstand s, von der v-ten Drehachse und dem Win-
kel o, zwischen den Verbindungslinien vom Massenmittelpunkt bzw. von der (v 4 1)-ten
Drehachse zur v-ten Drehachse.

Stellsignale: Schubkraft f(t),
Drehkrifte d,(t) fir v=1,..., N.

Jedes Modell, das dieselben mechanischen Eigenschaften hat, ist dem Starrkorpermodell
dquivalent. Damit ist der Ubergang auf ein Punktmassenmodell moglich.

Zu diesem Zweck sollen die einzelnen Pendelkérper durch sogenannte ,,Hanteln® er-
setzt werden. Die Ersatzanordnung Hantel besteht aus zwei Punktmassen m und m,
die mit einer masselosen, starren Stange der Lénge [ verbunden sind. Diese miissen so
gewéhlt werden, dass die wesentlichen physischen Grofien M, J4, und s, erhalten blei-
ben. ZweckméfBigerweise beginnt man mit dem letzten bzw. untersten Koérper. Bei der
Erfiilllung der Bedingungen der Gleichheit von Masse, Trégheitsmoment und Lage des
Schwerpunkts bleibt ein Freiheitsgrad zuriick. Diesen nutzt man um my auf die Drehach-
se zu legen, und man erhélt (siehe Bild B.2)

2 .2
) Jan _ Mysy
N ) my =

mySnN Jd,N

und ﬁzN:MN—mN.
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B.1 Modellierung als ebenes System von Starrkérpern

5 O n
NS

Bild B.2: Ubergang auf das Ersatzmodell Hantel fiir den letzten Pendelkérper

Die nun starr mit dem folgenden Korper verbundene Masse my wird diesem zugeschlagen,
man erhélt neue mechanische Eigenschaften (siehe Bild B.3):

Mpy_1=My_1+my,

= = ~ 9
Jan—1=Jan-1+myay_; ,
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Mn_1, Jana

Bild B.3: Ubergang auf das Ersatzmodell Hantel fiir die folgenden Pendelkérper

V(My_18n-1)2 +2My_1Sny_1mnan—_1 cos an_1 + (Myay_1)>
My

SN_1 =

Dabei erweist es sich als niitzlich, die Verbindungslinie zwischen den beiden Drehachsen
als Referenzachse zu wihlen. Die Verbindungslinie von der v-ten Drehachse zum neuen
Massenmittelpunkt weicht von der Referenzachse um den Winkel ¢, ab:

Mpy_1ssin«

tanyy_; = (B.1)

My_i1scosa + myan—_1

Da der letzte Korper keine zweite Drehachse hat, wird dessen Verbindungslinie von der
N-ten Drehachse zum Massenmittelpunkt als Referenzachse gewihlt, was ¥y = 0 zur
Folge hat.

Ersichtlich lésst sich diese Vorgehensweise bis zum ersten Pendelkorper fortsetzten.
Dessen Masse m; wird dem Wagen zugeschlagen, so dass sich die Ersatzmasse des Wagens
7u

m0:M0+7%1

ergibt. Bei dem dabei erhaltenen Punktmassen-System handelt es sich nicht um eine
Vereinfachung im Sinne einer Vernachlédssigung. Vielmehr hat es die gleichen mechanischen
Eigenschaften wie das urspriingliche System aus Starrkorpern.

Auch wenn die Pendelkorper nicht in einer Kette aneinander hdngen, sondern in einer
Baumstruktur, wo ein Pendelkoérper mehrere nachfolgende an unterschiedlichen Gelenken
haben kann, ist das Verfahren anwendbar. Man beginnt dann an sdmtlichen freien Enden,
setzt fort bis zur Karre. Wichtig fiir das Verfahren ist lediglich, dass jeder Strang von
Pendelkorpern frei endet.

Der Vorteil der Formulierung als Modell von Punktmassen besteht darin, dass sich die
kinetische Energie kiirzer formulieren lasst. Ausgehend vom Punktmassenmodell, sollen
nun die Bewegungsgleichungen hergeleitet werden.
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B.2 Herleitung der Bewegungsgleichungen
Die Herleitung der Bewegungsgleichungen erfolgt nach dem d’Alembertschen Prinzip in

Lagrangescher Fassung

d (9T(q,q)\ 091(q,q)

dt 0q q
mit der kinetischen Energie T'(q,q) als Funktion der Lagrangeschen Koordinaten q und
den verallgemeinerten Kréften . Die Lagrangeschen Koordinaten sind die Winkel ¢ der

Hanteln in der Ebene und der Bahnparameter wg der durch z(wg) und y(wg) gegebenen
Bahn des Wagens,

=Q, (B.2)

g=(wo @1 ©2 - @n) . (B.3)

Da es sich um ein ebenes Problem handelt, liegt es nahe, das Problem unter Zuhilfenahme
der komplexen Zahlen zu beschreiben. Dafiir wird die z-y-Ebene in die Gauflsche Zahlene-
bene abgebildet. Um die Winkel ¢, ¢/ als Winkeln von komplexen Zahlen zu erhalten, soll
die reelle Achse der negativen y-Achse, und die imagindre Achse der z-Achse entsprechen.
Ein Punkt (x,y) wird in einer komplexen Zahl s wie folgt zusammengefasst:

s=y+jx bzw. R(s) =y und (s)==x. (B.4)

B.2.1 Formulierung der kinetischen Energie

Aus (B.4) folgt die (komplexe) Position sy des Wagens

So(wo) = y(wo) + jx(wy) .

Im Folgenden wird davon ausgegangen, dass sowohl z(wp) als auch y(wg) wenigstens
zweimal differenzierbar sind. Damit ist die Geschwindigkeit des Wagens zu

. 0so(wp)

%80(1(]0) = Wo

= wosh(w
awo 00( 0)7

wobei der Strich  von jetzt an die Ableitung nach wqy symbolisiert. Der zuriickgelegte
Weg S des Wagens ergibt sich damit zu

S(wo(t)) = /t |3(7)ldT = 7)|86(w)| dw

und das Quadrat der Geschwindigkeit des Wagens
(505 (wo))” = e sp(w) s5(uwo)

wobei der Uberstrich den konjugiert komplexen Wert anzeigen soll. Die Lage der k-ten
Ersatzpunktmasse fiir £ = 1,2,... N ist in der z-y-Ebene gegeben durch

k-1
xy, = xo(wp) + Z a; sin @; + I sin(g +1x,)

i=1
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k—1

Yr = yolwo) + Z a; €08 @; + Iy cos(pr+1x)
=1

und in komplexer Schreibweise durch

k—1

s = so(wo) + Z a;el? + lkej(ﬂok""wk) ‘
i=1

Versammelt man alle die Positionen aller Ersatzpunktmassen in einem komplexen Vektor

S:<80 ST ... SN)T,

so ist dieser unter Zuhilfenahme der Matrizenschreibweise

1 0 0 0 e 0 So(wo)
1 llejwl 0 0 .. 0 elv
1 ay e 0 - 0 elv2 so(wp)
S=11 a ag  lgedvs ... 0 eies | =L < i ) ; (B.5)
1 a1 a9 e anN_1 lNeij ejSDN

wobei vereinbarungsgeméaf 1y = 0 gilt. Der Vorteil dieser Schreibweise mit der komplexen
Matrix L € COV+HD*(N+1) st dass sie miihelos eine Verallgemeinerung auf Baumstrukturen
zulésst. In den Zeilen kann man durch Nullsetzen einzelner Elemente detailliert festlegen,
iiber welche Pendelkorper die jeweilige Ersatzpunktmasse mit dem Wagen verbunden ist.
Auch wenn die Pendelkérper mehr als ein weiterfithrendes Gelenk haben, ldsst sich das
problemlos beriicksichtigen, indem man weitere Léngen a einfiihrt, die ggf. komplex sein
konnen, falls die beiden Gelenke nicht auf einer Geraden liegen. Die Geschwindigkeiten
der Ersatzpunktmassen ergeben sich zu

=1 () (4) -1 (50) (3)

Darin sollen die spitzen Klammern < > eine Diagonalmatrix symbolisieren. Zum Schluss
wird noch eine Massendiagonalmatrix

M::<m0 my - mN>

eingefiihrt. Damit liegt nun alles bereit, um mit (B.3) die kinetische Energie T anzugeben.

T(q.4) =13 Ms =1 (i ¢") <m>fTML <86(w0)> (wo)

_je—jso jejcp )
= 34" T(9)§ (B.6a)
mit
so(wo) \ 77 so(wo) (N+1)x(N+1)
Tlq) = Do ) T ML e € C : (B.6h)
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B.2.2 Verallgemeinerte Krafte

Als Zweites soll die rechte Seite von Gl. (B.2), die verallgemeinerten Kréfte @), bestimmt
werden. Dafiir wird die virtuelle Arbeit der eingeprigten Kréifte in Abhéngigkeit von den
virtuellen Verriickungen dq in den Lagrangeschen Koordinaten gesucht:

Qo
e Z r| @ T
0A" =) Qi =0q" | | =0q"Q.
v=0 :

Qv

Die virtuelle Arbeit setzt sich zusammen aus der virtuellen Arbeit 0 Ay der Schwerkraft
und der virtuellen Arbeit der erregenden Kréfte f und d,. Die Kraft f wirke auf die Karre
entlang der Bahn S(wp). Damit ergibt sich die virtuelle Kraft auf die Karre zu

6AS = fr)xh® + yh? dwy = f|s' (wo)|dwy .

Die Drehmomente d, wirken zwischen dem v-ten und dem (v—1)-ten Pendelkorper, bei-
spielsweise durch an den Kérpern befestigte Motoren. Daher wirke das Drehmoment auf
den v-ten Pendelkorper positiv und auf den (v—1)-ten Pendelkorper entgegengesetzt. Das
fithrt auf die virtuellen Kréfte

0AG = dy(6py — 0py_1) .

Fasst man die Krafte in Matrizenschreibweise zusammen, so erhélt man die virtuelle
Arbeit der erregenden Kréfte:

|s'(wo)] O 0 0 0 f
0 I -1 0 0 dy
. T 0 o 1 -1 - 0 ds
0A%, = 0q : Lo ds | - (B.7)
0 0 0 1 -1
0 0 0o 0 1 dy
K

Auch hier ist eine Erweiterung auf eine Baumstruktur ohne Weiteres moglich, da man
iiber die Matrix K5 im Einzelnen festlegen kann, welches Motormoment d, zwischen wel-
chen Pendelkorpern wirkt. Der Schwerkraftanteil ergibt sich durch Summierung iiber alle
Korper mit (B.5) zu

. N N §yl N N (SSV
SAS =Y "> mag S0 gy = Zmig%[@} 84,

v=0 \i=0 v=0 \i=0
mo mo

os1t | ma ! my

=osd sz || s = |(55) ]|
my my
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Dabei wurde beriicksichtigt, dass die Schwerkraft nur in y-Richtung wirkt. Addiert man
die beiden virtuellen Teilkréfte, so erhdlt man den Vektor () der verallgemeinerten Kréfte:

f mo
d /

§A° = 6q" | Ky f tg- m{<sg(€§."£)> LT] ”?1 —5q" Q. (B.8)
dN my

Hinzu kommen eventuell noch Reibkrifte. Beispielsweise kann eine viskose Dampfung
entlang der Bahn bzw. in den Gelenken einbezogen werden, indem man die erregenden
Krifte modifiziert:

f wO | mo
dy ch o1 ,( ) ma
Q=Ks||da| - T VYKL - | &2 || +g- %KSO' 0 > LT] my (B.9)
z cy z /e s
| \dn N/ | my

mit den Reibkoeffizienten c,.

B.2.3 AbschlieBende Formulierung der Bewegungsgleichungen

Als Letztes soll die linke Seite der Bewegungsgleichungen (B.2) sukzessive berechnet wer-
den. Mithilfe der Formulierung (B.6) der kinetischen Energie erhélt man:

Dabei ist die Matrix 3 (7(q) + T(g)") wieder rein reell, wie folgende Rechnung zeigt:

3 M+ 7ia) = () Tarn () () vt ()

[ ) (T

Die totale Ableitung nach der Zeit lautet:

(TR - 2 (@) - B+ (3T + 4T e (1)
mit
- (5) (52 ()52 5)
(B.11b)
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Der zweite Teil der linken Seite wird errechnet aus Gl. (B.6):
T(q,q) _ 1| /uwg\ /sf(wo)\ 77 so(wo) \ (o
“ag 3 \e )\ Lee) T ME e ) (g
. . Sé(wo) ETML Sg(wo) o '
+ (UJO Q0> _]'e—jcp —el® P
_ L Jaig\ | /s (wo) \ so(wo) so(wo)\ 7,7 / s0(wo) wo

(B.12)

Zum Schluss sollen noch alle Terme in Gl (B.11) und (B.12), die nicht ¢ enthalten,
zusammen gefasst werden:

_ 9T(q.9)
dq

sp(wp) sg(wo)\ /1o
(T )
L/ so(wo) \ 77 so(wo) so(wo) \ 77 so(wo)
=3 [<—3’e‘j¢’ L ML " i + —(;'e_j‘f’ L ML " e
_ so(wo) \ 77 so(wo)\ | (i 2
_%{<_(}6_j¢>L ML< N (18) = r@d . @3
Darin bedeutet das 2 an einem Vektor, dass dessen Elemente quadriert werden. Mit

Gl. (B.10) und Gl. (B.13) erscheinen die Bewegungsgleichungen (B.6) in abschlieBender
Form:

_|._
RS
»

L. o
[ —~
$&
~_—
t~
=
]
RS
| S
('BI /é\
$
~_—
P
€ 5
~_—
—_
VR
- 5
N——

H(@) i+ Rq)d=Q | (B.14)

B.3 Gleichgewichtslagen und Linearisierung

Die Gleichgewichtslagen g sind definiert durch ¢* = 0. Setzt man in Gl. (B.14) ¢ = § =
(

0, so erhilt man als Bedingung fiir eine Gleichgewichtslage Q = 0, bzw. mit GlL. (B.8)
fSS mo
ds® m
Ks- |} | =—g éRK (w0)>LT} ;
: jer? :
dy my

Darin symbolisiert * die Werte der Gleichgewichtslage. Mit der Matrix Ks aus Gl. (B.7)
und der Matrix L aus Gl (B.5) erhélt man in reeller Schreibweise:
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N
dzszs - dlszs—i-l =g <lumv sin(gpis—ky;y) +a,siny, Z mk)

k=v+1

dy = glymy sin(¢%) , wobei ¢y = 0.
Falls die erregenden Krifte verschwinden (f* = 0 und d& = 0), lauten die Bedingungen:

Yo(wy) =0

[,m, siny,

tan ¥ = — ~

B.15
lym,costh, +a, >, my ( )
k=v+1

v =0.

Bei der Linearisierung der Bewegungsgleichung (B.14) um die zuvor bestimmte Gleichge-
wichtslage ensteht ein Gleichungssystem der Art

= 0Q . 0Q . 0Q -
H(@®) = — + = + 5
H(‘Z_Z T 0 amas 17 0 e 17 0| 4
9 N u=us$ u=uss N u=us$
—Ap —Aq —Bo

Dabei tritt die Matrix A; bei Vernachldssigung von Dampfung, wie in Gl. (B.8), nicht
auf. Allenfalls die Modellierung einer Reibung kann zu einem A; # 0 fithren. So ergébe
sich bei der viskosen Déampfung wie in Gleichung (B.9)

CT
A = K, < ¥ > KT . (B.16)

Cn

Des Weiteren erhdlt man mit Gl. (B.8)

L)

N
—9yo (wg’) D ma | 0 a 0
k=0
0 - 0 0
p—t ) N
: 0 g (ll,ml, cos(¢¥+1,) + a, cos P > mk) 0
k=v+1
0 0 0
(B.17)
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und abschlieflend
0
By = — Q = —Ks. (B.18)
-

— oSS
q=q
u=uss

Damit liegen die linearisierten Bewegungsgleichungen in der in dieser Arbeit vielfach ver-
wendeten Form . )
qu + Alij + Aod + Bo’U, =0

VOr.
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C Kondition der Matrix M

Im Abschnitt 3.1 (Seite 23) wurde behauptet, dass die bei der Berechnung Hermite-Inter-
polation enstehenden linearen Gleichungssysteme insbesondere bei hoher Ordnung n der
Ansatzpolynome schlecht konditioniert seien. Diese Behauptung soll untermauert werden.

Die Uberlegung schlieBt direkt an die Untersuchungen in Abschnitt 3.1.3 an. Da dort
die Matrix M in Gleichung (3.12) und deren Inverse symbolisch vorliegen, lésst sich die
Kondition des Problems untersuchen, siche z.B. [ZF86], § 25.5. Um die Rechnung einfach
zu halten, soll zur Abschéitzung der Kondition eine Konditionszahl, namlich

cond(M) = || M|l [[M7H]

verwendet werden. Da in der Matrix M, siche (3.11), jedes Element einer Zeile grofier ist
als das der vorhergehenden, ergibt sich die unendlich-Norm || M ||, der Matrix M durch
Summation der ersten Zeile zu

n

ey Tﬁ(n%—l—l—m—)\) :n!; (”*i”) ! K?:jf) —1] |

k=0 A=0

Die Norm der Inversen ist wegen M~' = M, "M Mt = M "M per definitionem

e = Yt > () (0
00 i=0..n J—K n—i)

(n—j)t =

In Tabelle C.1 sind die Konditionszahlen fiir n = 1...24 berechnet. Man sieht, dass

n cond M n cond M n cond M n cond M

1 20 7 | 1.7121 10% 13 | 9.807 10%7 19 | 1.2044 10*
2 874 8 | 3.7394 10" 14 | 4.0046 103 20 | 7.2198 10
3 54027 9 |9.0314 107 15 | 1.7259 1033 21 | 4.4893 10%
4] 5.1731 108 10 | 2.542 10% 16 | 8.1459 103 22 | 2.9777 10°?
51 6.1215 108 11 | 7.7375 10?2 17 | 4.0281 1038 23 | 2.0414 10
6 | 9.5519 10%° 12| 2.668 10% 18 | 2.1579 10%! 24 | 1.4843 108

Tabelle C.1: Tabelle der Konditionszahlen von M

die Zahlen auch bei einer recht kleinen Anzahl n an festzulegenden Ableitungen sehr grofl
werden. Dies liefert einen Hinweis darauf, wie schlecht die Matrix M schon bei kleineren n
konditioniert ist.
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