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1 Einleitung

Gegenstand dieser Arbeit ist ein Change-Point-Problem. Es werden in zeitlicher Reihenfolge un-
abhéingige Daten Xi,...,X,, n € N, beobachtet. Von diesen wird angenommen, dass fiir ein
unbekanntes 8 = (01,...,0,) € RTmit 0 =0y < 61 < --- < 0; < 0441 = 1 die Beobachtungen
Xng:]+1> - - - » X[no;,,] €iner Verteilung v; fiir 0 <7 < ¢ entstammen.

Xlu"'7X[n91] 3oty X[ne,;]+1v"'7X[n9,;+1] PRI X[ngq]+l7"‘7Xn
—_——— —_———

Vo v; Vg

Der interessierende Parameter ist der so genannte Change-Point 6. Der Name driickt aus, dass in
der Folge von unabhingigen Daten die Verteilungen nach den Zeitpunkten [né;] € N fir 1 <i <g¢
von v; zu v;41 wechseln. Ferner gibt die Differenz 6; 11 — 6; an, wie gro der Anteil der nach v;
verteilten Daten in der Gesamtstichprobe ist. In dieser Arbeit wird der Fall von g € N tatséchlichen
Wechsel der Verteilungen betrachtet. Es wird vorausgesetzt, dass ¢ bekannt ist.

Definition des Change-Point-Modells und des Change-Point-Schitzer. Nun wird das
Change-Point-Modell prézise formuliert. Es bildet den mathematischen Rahmen fiir die gesamte
Arbeit. Gegeben sei ein Dreiecksschema von zeilenweise unabhéngigen Zufallsvariablen iiber einem
Wahrscheinlichkeitsraum (€2, 2(, P) mit Werten in einem messbaren Raum (X, §).

X1,1
Xi2 Xo9

Xin Xom oo Xan

)

Die Betrachtung von doppelt indizierten Zufallselementen ist notwendig, um asymptotische Aus-
sagen formulieren zu kénnen. Die Anzahl der Verteilungswechsel ¢ € N wird als bekannt voraus-
gesetzt. Wir definieren folgende Teilmenge H des R9Y.

H:={teRY0<t; < <ty <1}.

Es existiere ein Vektor 8 = (64, ...,0,) € H sowie Folgen von Mafien (v; ,,)
dass

nen fir 0 <4 < g, so

Po X;ﬁ =V, fir[nd;] <j<[nbiy1], 0<i<gmit =0, 0,41 =1

Neben dem unbekannten Change-Point 8 = (61, ...,6,) werden auch die Verteilungen v; ,,, n € N
und 0 <7 < g, als nicht bekannt vorausgesetzt. Es handelt sich somit um ein nichtparametrisches
Modell, da keine parametrischen Annahmen {iber die Verteilungen v;,, n € N und 0 < ¢ < ¢,
gemacht werden. Die unabhéngigen Beobachtungen X1, ..., X,, entsprechen somit der n-ten Zei-
le des Dreiecksschema. Eine zentrale Aufgabe besteht in der Schéitzung des mehrdimensionalen
Change-Points 6.

Zur Motivation des Schétzers betrachten wir kurz zwei Beispiele. Ein klassischer Ansatz im Fall
von g = 1, das heif}t, es liegt genau ein Verteilungswechsel vor, zur Schitzung des Zeitpunktes des
Wechsels [nf)] fiir ein festes n € N bei reellwertigen Zufallsgrofen besteht in der Betrachtung von
Differenzen von arithmetischen Mittel. Wir bezeichnen

— 1 -
Xm o= —— Z Xjm-
j=k+1



Unter der Annahme, dass sich vy, und v, im Erwartungswert unterscheiden, ist folgender
Schétzer sinnvoll:

>
3
I

argmax |Y0,[nt] — Y[nt],n
te{ £|k=1,...,n—1}

Um diesen Ansatz auf mehrere Change-Points zu erweitern, beachte man folgende Darstellung.

B B . [nt] 1 n [nt]
X — X = — Xinm— ——F5 Xjn = in_ .
0,[nt] [nt],n [nt] ; ; n— [nt] j_%_ﬂ I nt n— nt ; i %—H J

Im zweiten Beispiel seien ¢; fiir j € N reellwertige zentrierte i.i.d. ZufallsgréBen und (6,,),cn C R.

€j 1 S] S [n@l]
Xin =14 €+, [nb]<j<[nby
€5 [’I”LHQ] <j<n.

Dann kénnte man folgenden Schétzer betrachten.

(10:02.0) = argmax |(Xons) = Xinstint1) + (Xnttin = Xnsl. o) | -
(s,)e{ (£,L)|k.1eN mit 0<k<i<n}

Auch hier lisst sich eine Darstellung als Mehrfachsumme finden.

[ns] [nt]

_ — — 1 1
X ne_Zan* n Xn n— T_ 1 in 2Xn + X
tns) = 2K pusl o) + Koo = 03 g e z; N %;H k %H jm + Xk,

Eine Verallgemeinerung von arithmetischen Mittel stellen U-Statistiken dar. Zur Schétzung des
Change-Points betrachten wir Maximalstellen von gewichteten U-Statistiken. Im Fall von ¢ Ver-
teilungswechseln betrachten wir (¢ + 1)-Stichproben-U-Statistiken in Abhéngigkeit von einem so
genannten Kern h vom Grade m = (my, ..., m,). Dabei sei m; € Ny und m := Zgzo m; > 0.
Der Kern h : ™ — R sei eine §-B (R)-messbare Funktion, die jeweils in den m; Koordinaten
symmetrisch ist. Des Weiteren wird von der Kernfunktion h gefordert, dass sie beziiglich aller hier
auftretenden Mafle integrierbar sei. Das heifit, zu einem gegebenen p € R mit 1 < p < oo soll
folgend definierte Grofie M, € R existieren.

¢ (ZiZoke)+k
M

pi=Sup  max / |h (21, zm)|” H H Vi (dz;) < o0.

neN  keNgt! . i—1
3ioo ki=m 0 5=(ZiZ k) +1



Da M; < oo, existieren fiir k € NSH mit Z?:o k; = m folgende Integrale der Kernfunktion h.

a  SiZokitk

Mk, n ::/mh(xla"wxm) H H Vi,n(d‘rj)'

=0 =310 ki1

Das heifit, k; entspricht der Anzahl der Koordinaten der Kernfunktion A die nach v; ,, integriert
werden. Um asymptotische Aussagen machen zu kénnen, setzen wir noch die Existenz folgender
Grenzwerte fiir alle k € NI mit S°7  k; = m voraus.

px = lim Ky pxop.
n—oo

Dabei sei (#,),cy C Rs eine passend gewihlte Folge und R die Menge der positiven reellen
Zahlen. Des Weiteren héngen die hier betrachteten U-Statistiken von einem reellen Vektor
t € Hp ) ab, wobei

Huyp = {t € Hm; < [nti11] — [nt;] fiir 0 <i<q mit tg = 0,541 = 1}.

Die i-te Stichprobe entspricht den Zufallsvariablen X, 141.n, -+, X[t Fiir ein n € N und

t € Hp, ,, definiere einen Vektor n (t) € Ng+l durch

i+1]7n'

n (t) := ([nt1], [nta] — [nt1],. .., [ntig1] — [nts], .. ., [nty] — [ntg—1],n — [nty]) .

Wir definieren fiir ein n € N und t € Hp, , eine (g 4 1)-Stichproben-U-Statistik Uy ) (h) durch

SR (L) RS SR

1<59 <<, SInta] [nt:]<ji<--<gi,, <[ntita]

) h (ngm, X s X ,Xj%qm) .

[ntg] +1<5 < <, <n

Diese Statistik wird mit einer Funktion w : R? — R gewichtet. Gewichtsfunktionen werden ein-
gefiihrt, um Randprobleme, das heifit, wenn der Abstand zwischen zwei Change-Points sehr klein
ist, zu l6sen. Die Funktion w sollte eine auf H beschriankte, in @ differenzierbare Funktion mit
gewissen Monotonieeigenschaften sein. In dieser Arbeit werden wir w der Einfachheit halber wie
folgt definieren. Fiir ein o € R?*! mit % <a; <1,0<1i < g setze

Ty (i — )™ te H
w(t) = { 0 sonst,

wobei tg = 0 und ¢441 = 1 sei. Man beachte, fiir 0 < a; < % erhélt man dhnliche Resultate mit
schlechteren Konvergenzraten. Aus Ubersichtlichkeitsgriinden beschrinken wir uns auf % <a; <1.

Es bezeichne ["—;] = @, ey %

mit p, = {pn (t) : t € R?} definiert durch

[nt]
0 sonst.

) . Damit wird eine Folge von stochastischen Prozessen (p,,),,cn



Fiir n € N werde die folgende Klasse von Schétzern fiir den Change-Point 6 eingefiihrt. Dieser sei
eine Maximalstelle des Prozesses p,, im Bereich

k k
Goim { (2 20 €
n n

Der Schitzer 9n ist definiert durch

kiEN071<i<q}.

0,, := argmaz (|p, (t)|, t € Gy).

Besitzt der Prozess p,, auf der endlichen Menge G,, mehrere Maximalstellen, so kénnte man per
Konvention die Stelle mit den kleinsten ersten Koordinaten wéhlen. Natiirlich sind auch andere
Konventionen moglich. Es wird vorausgesetzt, dass 6,, messbar ist.

Der Schétzer 6, ist von der gewihlten Kernfunktion abhéngig, 0, =6, (h). Der Einfluss der
Verteilungen v; ,, wird auf Integrale der Kernfunktion h zuriickgefiihrt. An den messbaren Raum
(X,%) werden keine Voraussetzungen gemacht. Die Giite des Schéitzers hiingt von der Wahl des
Kerns h und dessen Integrationsordnung p ab.

Gliederung. Zunichst werden die Ergebnisse der Arbeit vorgestellt. Anschlieend werden diese
in die Literatur eingeordnet.

Im zweiten Kapitel werden einige Grundlagen zusammengestellt. Es werden einige Bezeichnungen
eingefiihrt und wesentliche Martingalungleichungen angegeben. Des Weiteren beschéftigen wir
uns mit Mehrstichproben-U-Statistiken, mit dem mehrdimensionalen Skorokhodraum sowie mit
Stetigkeitsséitzen des Argmax-Funktionals.

Das dritte Kapitel enthélt die allgemeinen Untersuchungen des Schétzers. Dabei werden eini-
ge Eigenschaften der Prozessfolge (pn), oy hergeleitet. Das erste Ziel ist dabei der Beweis der
Konsistenz des Schétzers. Anschlieend beweisen wir stochastische Beschranktheit fiir den Fehler
n0,, — [né] ‘ SchlieBlich zeigen wir, dass sich der Fehlervektor n@,, — [n8] als Maximalstelle eines

zu einer Linearkombination von Irrfahrten dquivalenten Prozesses charakterisieren lésst.

Die festen Alternativen werden im vierten Kapitel untersucht. Hier betrachten wir das Problem
unter der Bedingung, dass die Verteilungen nicht von n abhéngen. Dabei werden die Bedingungen
fiir Konsistenz und stochastischen Beschrianktheit konkretisiert. Des Weiteren steht die Vertei-
lungskonvergenz des ganzzahligen Fehlervektors n@,, — [n6)] im Mittelpunkt.

Der zweite Fall, die lokalen Alternativen, werden im fiinften Kapitel betrachtet. Dabei setzen wir
voraus, dass sich die zugrundeliegenden Verteilungen in einem gewissen Sinne annéhern, wenn n
gegen unendlich strebt. Schliefflich zeigen wir Konvergenz in Verteilung des skalierten Fehlervektors
gegen die Maximalstelle eines Gaussprozesses.

Wesentliche Resultate Die grundlegende Idee besteht darin, den Change-Point 6 als Maximal-
stelle einer deterministischen Funktion zu charakterisieren. Aufgrund der Wahl der Folge (kn),,cy
existiert fiir alle t € R? punktweise der Grenzwert fiir n — oo der Folge der Mittelwertfunktionen
des Prozesses p,,. Definiere die deterministische Funktion p : R? — R durch
p(t) := lim Ep, (t).
n—oo
Wir fordern, dass @ die eindeutige Maximalstelle der Funktion |p| sein soll. In Abhéngigkeit von der

Integrationsordnung p und der Konvergenzordnung der Folge (ky), oy erhélt man die Konsistenz
des Schétzers. Dazu definiere fiir ¢ € Ng, n € N und p € [1, 00)

n~P=D+E-Pe 1 <p<2

— <p<
an (p,q) = n~!(Inn)? p=2 und a(p) := { pl 1 21<_ p<_oi
n=2P 2<p<oo 2P P '



1.1 Theorem. Es existiere ein p € [1,00) mit M, < oo und 0 sei eindeutige Mazimalstelle von
der Funktion |p|. Dann folgt:

b, ", 9 P-stochastisch, wenn limn;OOO Kban (p,q) =0
P-f.s., wenn Y omei1 khan (p,q) < oco.

Unter strengeren Voraussetzungen kénnen wir stochastische Beschranktheit fiir den Fehler
Hnén — [n0]
besitzt. Wir sagen, es gelte die Eigenschaft (P), wenn ein beliebig kleines ¢ > 0 sowie eine positive
Konstante L = L () existieren, so dass entweder

zeigen. Wir setzen voraus, dass die Funktion |p| an der Stelle € eine lokale ” Spitze”

(P4):  p(0)—p(t) > Lt 0] vt < Bs(6)
oder
(P=):  p(t)—p(6) > L]t — 0] vt € B; (6)

erfiillt ist. Bs (0) sei die offene Kugel um 6 mit Radius 6. Die Eigenschaft (P+) der Funktion p
steht fiir eine Spitze, peak, nach oben im Punkt 6 und (P—) fiir eine Spitze nach unten. Unter
dieser Voraussetzung kann man nun die stochastische Beschranktheit mit Martingalmethoden
zeigen. Mithilfe der Chowschen Ungleichung und Momentenungleichungen fiir U-Statistiken lésst

sich eine Tailabschitzung fiir den Fehler

‘nén - [nH]H beweisen. Daraus folgt dann folgendes

Theorem.

1.2 Theorem. Es sei 0 eindeutige Mazimalstelle der Funktion |p| und es gelte die Eigenschaft
(P). Des Weiteren existiere ein p € [1,00) mit M, < oo und eine Folge (b,), .y C Rs. Wenn gilt

lim kPa, (p,q) =0 und  lim x2b4P) < C)

n—oo n—oo

fiir eine Konstante C1 > 0, dann folgt
by, (nén - [nB]) =0p(1).

Die weiteren Untersuchungen beschéftigen sich mit der Verteilungskonvergenz des skalierten Feh-
lervektors b, (nén — [nO]) Dabei sei (by),,cpy € Rs mit nby, 2%, 0. Damit wird eine Folge von
stochastischen Prozessen (Z,,),,cy mit Z, = {Z, (t),t € R} definiert durch

—17 sonst.

Z, ist ein beziiglich p,, normaliesierter reskalierter Prozess, der von der Kernfunktion h abhéngt,
Zn (t) = Z, (h,t) bzw. Z, = Z, (h,-). Viele Objekte in dieser Arbeit wie zum Beispiel der
Prozess py, der Schitzer 6,, oder die Funktion p sind von der Kernfunktion h abhéngig. Wenn
nichts anderes angegeben ist, dann betrachten wir diese Objekte mit der Kernfunktion h. Es sei

arg (Zy (h,-)) die Maximalstellenmenge des Prozesses Z, (h,-). Unter bestimmten Voraussetzun-
gen gilt by, (nén - [nB]) € arg (Z, (h,-)) fiir schlieBlich alle n € N P-f.s.

1.3 Satz. FEs existiere ein p € [1,00) mit M, < oo und lim,_,o kP a, (p,q) = 0. Dann gilt

(1) —ifp(t)<p(6) = lim P (bn (nén - [ne]) ¢ arg (Zn (h ,.))) =0
(2) - félgp(t) >p((0) = nler;oP (bn (nén - [n0]> ¢ arg (Zy, (—h, ))) =0.



Zur Untersuchung asymptotischer Eigenschaften von b, (n@)n — [n0}> ist es sinnvoll, sich mit den

Maximalstellenmengen des Prozesses Z,, zu beschéftigen. Die Idee ist zu zeigen, dass Z,, fiir n — oo
in einem gewissen funktionalen Sinne konvergiert und dass sich diese Konvergenz auf die Maxi-
malstellen iibertriigt. Letzteres wird durch diverse Stetigkeitssiitze fiir das Argmax-Funktional
garantiert.

Der Prozess Z,, erweist sich asymptotisch dquivalent zu einer Linearkombination von eindimensio-
nalen Irrfahrten mit Drift. Wir definieren folgende stochastische Prozesse Z; , = {Z; ,, (t) ,t € R}
fir 1 <7 < g durch

Zim (t) == bpkp

= [n "]
Zl gifili_gi Ri,n (X[nOi]fj,n) - ginzlgz.ilRi—l,n (X[nOi]fj,n) _bn ([nel] - [nez—l]) <t<0
[ 1]

- Zl T g Rin (Xno,]45m) — g Ricin (XnoJ44n) 0 <t < by ([nbig1] — [n65])
j=

—17 sonst.

Hierbei sind R;, : X — R fiir 0 < ¢ < ¢ spezielle Funktionen, die im Zusammenhang mit den
Hajekprojektionen von U-Statistiken auftreten.

Fiir ein festes 1 <i < g, n € Nund t € R ist Z;,, (t) eine Summe iiber 7.i.d. Zufallsvariablen und
somit Z; ,, eine zweiseitige Irrfahrt. Fiir alle festen d € N existiert ein ng = ng (d), so dass fiir alle
n > ng die auf [—d, d] eingeschrénkten Prozesse Zi ,,, ..., Z, , unabhingig sind.

Die Grenzfunktion ¢ der Folge der Mittelwertfunktionen des Prozesses (EZ,),, .y ergibt sich aus
Richtungsableitungen der Funktion p im Punkt 6. Wir definieren die deterministische Funktion
¢ : R? — R durch

q

(b (t) = Z |tz| 6sgn(t,;) e; p(e) .

i=1
Man kann zeigen, dass fiir alle festen d € N und gleichméflig in t € [—d, d]?

q

Zn (t) = ¢ (t) + w(0) Z Zin (ti) = EZip (t;) +op (1).

i=1

In unterschiedlichen Situationen erhélt man unterschiedliche Grenzprozesse fiir die Folgen

(Zin) pen- Dabei unterscheiden wir im Wesentlichen zwischen zwei Situationen. Bei den festen
Alternativen betrachten wir das Problem unter der Bedingung, dass die Verteilungen nicht von n
abhéngen. Bei den lokalen Alternativen néhern sich die zugrundeliegenden Verteilungen in einem
gewissen Sinne an, wenn n gegen unendlich strebt.

Feste Alternativen. Hier setzen wir voraus, dass die Verteilungen nicht von n abhéngen,

vip = v fiir allen € Nund 0 <4 < ¢q. Daraus folgt, dass die Integrale pu ,, bzgl. der Kernfunktion
h ebenfalls nicht von n € N abhéngen. Daher kénnen wir die Folge (ky),,cy konstant Eins wihlen
und erhalten aus Theorem [1.1! folgenden Spezialfall:

1.4 Folgerung. Es existiere ein p € (1 + qJ%Poo) mit M, < oo und 0 sei eindeutige Maximal-

stelle von der Funktion |p|. Dann folgt

— 0 q+1

g n—oo P-stochastisch, falls 1+ -4 <p < oo
" P-f.s., falls 2 <p<oo.



Ebenfalls wéhlen wir die Folge (by,),,c als konstant Eins. Dann erhalten wir fiir den ganzzahligen
Fehlervektor n,, — [n@] stochastische Beschriinktheit.

1.5 Folgerung. FEs existiere ein p € (1 + ﬁ, oo) mit M, < oo und es gelte die Figenschaft (P).

Ferner sei 0 die eindeutige Mazimalstelle von |p|, dann folgt
nb,, —[nd = Op (1).

Der Grenzprozess Z der Folge der Prozesse (Zy), .y erweist sich als Linearkombination von ein-
dimensionalen unabhéngigen Irrfahrten mit Drift. Es seien ; ; unabhéngige Zufallselemente iiber
(Q,2,P) mit & ; ~ v; fiir 0 <i < g und j € Z. Damit definiere folgende stochastische Prozesse
Zi=A{Z;(),l € Z} fiir 1 < i < ¢ durch

0
> g Ri(Gim1y) — g Rim (Si-1) 1<0

Zi (1) = 7

-2 ity RiGg) — g Rica(&y) 120

=1

Hierbei sind R; : X — R fiir 0 < ¢ < ¢ spezielle Funktionen, die im Zusammenhang mit den
Hajekprojektionen von U-Statistiken auftreten. Der Prozess Z = {Z (k) : k = (k1,..., k) € Z7}
wird definiert durch

Z (k) := ¢ (k) + w(0) Z Zi (ki) — BZ; (ki) .

i=1

Es sei arg (Z) bzw. arg (—Z) die Maximal- bzw. die Minimalstellenmenge von Z. Aufgrund der
Definition der Driftfunktion ¢ folgt aus der Eigenschaft (P+), dass arg(Z) # (. Aus (P-)
folgt arg (—Z) # 0. Existieren mehrere Maximal- bzw. Minimalstellen von Z erhalten wir eine
Grenzwertaussage fiir die Folge der Maximalstellenmengen (arg (Z,)) der Folge der Prozesses

(Z”)nEN'

neN

1.6 Theorem. Fs existiere ein p € (1 + q_%l, oo) mit M, < co und es gelte die Eigenschaft (P).

Ferner sei 0 die eindeutige Mazimalstelle von |p|. Dann folgt

(1) (P+) = limsupP (arg(Z,(h,)NF #0)<P(arg( Z)NF#0) VFCZ

n—0o0

(2) (P—)= limsup P (arg(Z,(—h, ))NF #0) < P(arg(—Z)NF #0) VF CZ9.

n—oo

Falls der Prozess Z eine eindeutige Maximal- bzw. Minimalstelle besitzt, erhalten wir Verteilungs-
konvergenz.

1.7 Theorem. Es ezistiere ein p € (1 + q%? oo) mit M, < oo und es gelte die Eigenschaft (P).

Ferner sei 0 die eindeutige Mazimalstelle von |p|. Dann folgt

(1) (P+) undarg( Z )= {T;r} P-fs. = n@, — [n6) N T;_ in Z9

n—oo

n—oo

(2) (P—) und arg(—Z) = {TJT} P-f.s. = @, — [nb] £, T, inZ9.



Lokale Alternativen. Nun betrachten wir Folgen von Maflen (v; ), oy mit
Po X;ﬁ =V, fir [n0;] <j < [nbip]und 0 <i <gq.

Hierbei besitzen die Verteilungen die Eigenschaft, dass sie fiir n — oo aufeinander zulaufen,
Vin ~ V. Bei beschrankten Kernfunktionen h kann man an schwache Konvergenz der Mafle
denken. Damit der Verteilungswechsel noch erkannt werden kann, diirfen die Unterschiede der
Verteilungen nicht zu schnell verschwinden. Diese Eigenschaft der Folgen von Mafle v;, wird
mithilfe von speziellen Integralen der Kernfunktion h charakterisiert. Dazu definiere fiir n € N

q mi
)\n = / h (1‘0’17 ...7.’Eq’m0) H Vin (dxla]) .
) i=0 j=1
Man beachte, wenn v, = -++ = vy, und h gewisse Antisymmetrien besitzt, dann folgt A, = 0.

Somit ist es sinnvoll, die Konvergenzbedingung (C) fiir das aufeinander zulaufen der Verteilungen
mithilfe der Folge (\,),,cy zu definieren.

. (A)pen CRs
Konvergenzbedingung (C): hmhmnﬂ\;%in zgo

limy, oo Ay ', existiert fiir alle k € N&™'mit 329 k; = m.

Die vorletzte Bedingung stellt sicher, dass sich die Verteilungen nicht zu schnell anndhern. Wir
wéhlen

K = A by = A2,

Aus der letzten Bedingung von (C) folgt dann die Existenz der py. Damit erhalten wir Konsistenz
und stochastische Beschrinktheit des skalierten Fehlervektors nA2 <én - 0) fiir p > 2.

1.8 Folgerung. Es existiere ein p € (2,00) mit M, < oo und es gelte (C). Ferner sei 0 die
eindeutige Mazimalstelle von |p|. Dann folgt
én L7, 09 P-stochastisch.

1.9 Folgerung. Es existiere ein p € (2,00) mit M, < oo und es gelte (C') und (P). Ferner sei 0
die eindeutige Mazimalstelle von |p|. Dann folgt

nA2 (én - 0) =0p(1).

Als Grenzprozess Y der Folge der Prozesse (Z,),,cy erhélt man eine Linearkombination von un-
abhéingigen zweiseitigen Brownschen Bewegungen mit Drift. Es seien W;, W, fir 1 < ¢ < ¢

unabhéngige Brownsche Bewegungen und definiere damit folgende stochastische
Prozesse Y; = {Y; (s),s € R} fiir 1 <i < ¢ durch

: o ai,_Wi (=s) s<0
Yils) = { gi+Wi(s) s>0.

Hierbei ergeben sich o; — und o; 1 als Grenzwerte spezieller Integrale. Die Existenz der o; — und
0i+ wird durch eine zusitzliche Bedingung, die so genannte Stabilititsbedingung (S), sicherge-
stellt. Die Bedingung (S) fordert, dass gewisse Streuungen nicht zu sehr variieren. Ist die Kern-
funktion h beschrénkt und konvergieren fiir 0 < ¢ < ¢ die Folgen von Maflen (v; ) schwach gegen
ein Maf} v, dann ist (S) zum Beispiel erfiillt.
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Ahnlich zum Prozess Z definieren wir den Prozess Y = {Y (t) : t € R?} durch

q

Y (t) = ¢(t) +w(0) ) Yilt).

=1

Aufgrund der Definition der Driftfunktion ¢ folgt aus der Eigenschaft (P) die Existenz von Extrem-
stellen des Prozesses Y. Die Eindeutigkeit der Extremstelle folgt mithilfe eines Satzes von Lifshits
(1982). Damit ergibt sich durch die Anwendung eines Stetigkeitssatzes fiir das Argmax-Funktional
Verteilungskonvergenz fiir die Folge (n)\% (én — 0)) .
ne
1.10 Theorem. FEs ezistiere ein p € (2,00) mit M, < oo und es gelte (C), (P) und (S). Dann
qgilt:
(1) Aus (P+) folgt die Existenz einer P.-f.s. eindeutigen Mazimalstelle ;" von Y mit
nA? <9n - 0) <, nt in R
(2) Aus (P—) folgt die Existenz einer P.-f.s. eindeutigen Minimalstelle 7, von Y mit
A2 (0, -0) Lo inRe
Einordnung. Die beiden motivierenden Beispiele sind in unserer Klasse von Schétzern enthal-
ten. Im ersten Fall ist ¢ = 1, m = (1,1) und h(z,y) = =z — y. Beim zweiten Fall ist ¢ = 2,
m = (1,1,1) und h(x,y,2) = ¢ — 2y + z. Dieses Beispiel wird jeweils am Ende des vierten und
finften Kapitels etwas niaher betrachtet.
Der Fall ¢ = 1 und m = (1, 1) wurde von Ferger (1994, 1995, 2001) untersucht. Der hier betrachtete
Schétzer ist eine Verallgemeinerung in mehrfacher Hinsicht. Einerseits haben wir hier mehrere
Verteilungswechsel untersucht. Ferner betrachten wir U-Statistiken mit beliebigem Grad. In Ferger
(1995, 2001) wurde die Peakeigenschaft noch auf der gesamten Menge H = (0, 1) vorausgesetzt.
Der Fall ¢ = 1 und m = (2, 2) mit der Kernfunktion h (1, 2,91, y2) = g (21,22) — g (y1, y2) wurde
von mir im Rahmen meiner Diplomarbeit behandelt, Déring (2004).
Orasch (2004) untersuchte Tests zum Vorliegen von mehrdimensionalen Change-Points. Er be-
trachtete den Fall m; = 1,0 < i < ¢ mit der Kernfunktion h (zo,...,z,) = Z;I:_Ol 3:i+1 g (xi,zj),
wobei g : ¥2 — R eine messbare, symmetrische oder antisymmetrische Funktion sei.
Die Untersuchung von Change-Point-Problemen mithilfe von U-Statistiken geht auf Csoérgé und
Horvath zuriick. Vergleiche zum Beispiel Csérgé und Horvath (1993), Kapitel 24.
Inzwischen gibt es eine Vielzahl von Arbeiten zu Change-Point-Problemen. Einen Uberblick findet

man zum Beispiel bei Antoch, Huskova und Jaruskova (1999). Ferner sei auf die Biicher von
Brodsky und Darkhovsky (1993, 2000) verwiesen.
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2  Grundlagen

In diesem Kapitel werden einige Grundlagen bereitgestellt. Dies sind grofitenteils in der Literatur
bekannte Aussagen. Es werden Mehrstichproben-U-Statistiken definiert und einige Eigenschaften
gezeigt. Des Weiteren beschéftigen wir uns mit dem mehrdimensionalen Skorokhodraum. Ferner
interessieren wir uns fiir Stetigkeitsséitze des Argmax-Funktionals. Zunichst werden einige Be-
zeichnungen eingefithrt und anschliefend zwei Martingalungleichungen angegeben.

Bezeichnungen. Es seien N bzw. Ny die natiirlichen Zahlen ohne und mit der Null. Mit R bzw.
R werden die reellen Zahlen bzw. die positiven reellen Zahlen bezeichnet. Durch (a,), .y C R
werden reellwertige Folgen dargestellt. Vektoren werden fett dargestellt. Zum Beispiel sei

n = (ni,...,ny) € N7 Des Weiteren bedeutet

k<n<=k <n;firl <i<gq
k <n <= k < n und es existiert ein 7 aus 1 < i < ¢ mit k; < n;.

0:=(0,...,0) und 1 :=(1,...,1) sei der Nullvektor bzw. der Einsvektor. Der i-te Einheitsvektor
werde mit e; bezeichnet. Fiir ein s € R bzw. ein t € RY sei die Gaussklammer

[s] := max (k € Z,k < s), [t] == ([t1], .-, [tq4]) -

Wenn nichts weiter gesagt wird, dann gelten folgende Konventionen.

Zai:O Haizl <n>0fﬁrn<k0dern<nk.

, , k

€0 €0
Bzw. gelte fiir Multinomialkoeffizienten

|
" :L:0 wennn < k; firein 1 <i¢ <.
kv, k) T k!

Essei FCRYund f: F — R. Fiir ein v € R? mit v # 0 und t € F sei die Richtungsableitung
von f in t definiert, wenn folgender Grenzwert existiert.

Ovf (t) ;== lim f(tJr)\H:%H) 7f(t).

A>0 A
A—0

Es seien (Yy,), oy und (Xp,)
ten Raumen.

nen Folgen von Zufallselementen iiber (£2,%f, P) mit Werten in normier-

n—oo

Xpn=0p(Y,):&Vé>0 : P(|X,]|>d|Yn]]) ——0
X, =0p (V) :& Ve > 035 € (0,00) sowie ng € N so dass Vn > ng : P (|| X,|| > 6||Yal) <e€.

Martingalungleichungen.

2.1 Satz (Chowsche Ungleichung). Sei (Sy,), ¢y €in Sub-Martingal bzgl. der isotonen Folge von
o-Algebren (F,) Dann gilt fir alle € >0 und i1 > Gy > - >0, >0, m<neN

nen-
n—1
‘ ({mﬂ%)fgna’sl = 6}) = i:%l(az ai+1) ES;” + a, ES;
Beweis: siehe Génssler und Stute (1977), Satz 6.6.1., S. 229. 0

2.2 Satz (Doobsche Ungleichung). Sei (Sy), oy ein Sub-Martingal bzgl. der isotonen Folge von
o-Algebren (Fn) Dann gilt fiir allem <n €N und e >0

6P<{ max S; > 6}) < E|S,]| -
m<i<

Beweis: siehe Génssler und Stute (1977), Satz 6.6.7., S. 230. O

neN"

12



2.1 Mehrstichproben-U-Statistiken

U-Statistiken sind gut bekannt, vergleiche zum Beispiel Koroljuk und Borovskich (1994) oder Lee
(1990). In der Literatur wird meistens der Einstichprobenfall betrachtet. Der Mehrstichprobenfall
wird oft nur kurz mit der Bemerkung ” funktioniert analog zum Einstichprobenfall” behandelt. Im
folgenden werden einige Eigenschaften zusammengestellt. Zu Aussagen die nicht in Koroljuk und
Borovskich (1994) bzw. Lee (1990) direkt auftauchen, habe ich die Beweise mit angegeben.

Die im folgenden benutzten Bezeichnungen beziehen sich nur auf diesen Abschnitt. Es seien n € Ng,

a , .
n = n;und{j,..., &, firl <i<qunabhingige Zufallsvariablen iiber (£2,%, P) mit Werten in
i=1
einem messbaren Raum (X, §). Dabei besitzen &, die Verteilung v; fiir alle 1 < k < n;. Des Weiteren

q
sei m € N} mit 0 < m < n und es sei m := Y m,. Dann sei h: X™ — R eine F™-B (R)-messbare
i=1

Funktion, die jeweils in den m; Variablen symmetrisch ist. Das heift, fiir alle Permutationen m;
der jeweils m; Koordinaten und fiir alle x = (m%, e x}m, R P ,xfnq) e X™m gilt
1 1 1 1
h (zl, NP, S P ,x?nq) =h (asm(l), s T () ,Q}Z_q(l), e ,xzq(mq)) .

Des Weiteren wird von der Funktion h wird gefordert, dass sie p-fach integrierbar ist. Das heifit,
es existiert ein p € R mit 1 < p < 0o und eine Konstante M, € R mit

N, =

p q my )
h(y},...,y}nl,...,yg,...,yfnq)‘ HHul(dy;) < 00.

i=1j=1

x m

2.3 Definition. Unter der g¢-Stichproben-U-Statistik Uy, (h) mit der so genannten Kernfunktion
h vom Grad m versteht man folgendes Funktional

q -1
n; 1 1 q q
Un (h) := H( i) 3 3 h( Horos €l €€l )
i=1 1<ij<...<it, <my 1<if<...<it,  <ng

Mit §, werde das Diracmafl im Punktes z bezeichnet.

q

2.4 Definition. Fir einen Vektor d € Ng mit 0 <d<mundd:= > d; sei hq : ¥% — R die zu
i=1

h assoziierte Funktion definiert durch

1 1 q q
ha (xl,...,xdl,...,xl,...,xdq)

1 1
::/ h(yl,...,yml,...,y(f,...,y%q)

2.5 Bemerkung. Es sei M; < co. Dann gilt

q d; m;

[T (6 (ays) = vi () TT v ().

1j=1 j=di+1

K3

hq ist X% — 9B (R) — messbar,

hq ist jeweils in den d; Variablen symmetrisch,

ho = Eh (511,...,53,“,...,gf,...,ggnq).

2.6 Lemma. FEs existiere ein p € [1,00) mit Mp < 00. Dann sind die Funktionen hq p-fach
Integrierbar und es existiert eine positive Konstante C > 0 fiir die gilt

P ~
E‘hd (5%,...,531,...,gf,...,ggq)‘ < CM,.
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Beweis:

E’hd (g},...,551,-.-7§§7~-~7§3 ) p

/ |ha (x |pHH1/1 dah)

1=1j=1
q d; m; b q d;
= /xd /m H ( ( dyj dyj ) H v; dy] ) HHVZ (dac;)
=1 \j=1 Jj=d;+1 i=1j=1
m; P d;
Fubini / / / H H i dyj dyj f[ H v; dyj f[ H Vi (dx )
xXd | Jxm=d Jxd i=1j=1 i=1j=d;+1 i=1j=1

/ﬂ

1 1 1 1
E/th(yl,...,ydl,fdl_H...,fml,...7y‘11,...,ygq,§gq+1...,ffnq)

P q d;
HH(S dyj v; dy;) HHW (dm;)
i=1j5=1 i=175=1
Jegen/ E/ h(y%7._,7y0111’501ll+1.,.,5#17...,yg,...,ygq,gsq+l---,Egnq)
xd xd
p 4
H H Opi dyj dyj) H H v (dz;)
1=17=1 1=17=1
q d; P m . q d
[ e TETT o () = () (H 11 w(dy;») (HHvzwx;))
x4 Jxmod | xd i=1j=1 i=1 j=d;+1 i=1j=1

B. 7 h _1)di_k
/3(-:d /36 v—d | Jxd 11;[1 ( =0 1<l1<z;l <d;
H o, (e, 11 vi (A ))

j=1 Je{l,ndi} /{1, 1k}

S D SR v s

=0 1<ii<-- <l1 <dy kq=0 1<l{<.--<I] <d, i=1

(H 1 » <dy;i>) (HH <dx;¢>)

fu Joo

1<iy<-- <lq <dq

/ h(y) f[ ((1)d1’“1ﬁ51;1 (avi:) | o (dyé))
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SRS oY (i D ST oY (o}

fo Joo

\/_’fd /:{771 d

k1=0 1§l}<~~<l}€1§d1 kq=0 1<ii<-- <l‘1 <dq
1 1 1 1 q q q q
/ h Yior s T s T sy Yoo s Yl e Tpay oo Ty ,...,qu)
xd—k 1 1 kq
P
q q m; q d;
di—k; ) i ) i ) i
JNGRY 11 vi(dy))| \I1 IT wi(aw)) | | LTI (da5)
=1 JE{L,di} /{10, ) i=1j=d;+1 i=1j=1
dl P dq P
Jensen dq d
< (di+1)F E <k) E co(dg + 1P E (k"
m=0 "V iciccit <d ke=0 N 1 <z‘1 <d,

i=1
q ‘ g my ‘ q  ds A
H H Vi (dy;) H H v (dy;-) H v (dxé)
i=lge{l,di} /{1500, ) i=lj=di+1 i=1j=1
dy d P dg P
—asr () T arr ()%
m=0 "V a<icocit <d, = 1<t <<l <dg
/ / / (yl,.. .Z‘ll,.. xll,...,yml,...,yl,... lq,...,x?z,...
xd xm—d xd—k q
q
H H v, (dyj) H H Vi dyj) H H 1/2 dx
i=lge{l,di} /{100, ) i=1j=d;+1 i=1j=1
b 1 d P dq
SRR 9 (9 HND RRRCRRTD oY () D>
k=0 N1 1§l}<~~-<li1§d1 kq=0 IS <<l <dg
/ / / h(y%,...,zlll,...,xlll,...,y}nl,...,yi",...,x?q,...,x?q,...
xm—d Jxd—k Jxd 1 k1 1 kq

(ﬁ ] i ( ﬁ II v; (dy)) f[ ﬁ vi (dy})

i=1j=1 i=1je{l,...,di}/{l},...,1L } i=1j=d;+1

=(dy +1)° Z <Zl>p > o (dg +1)P dq0<zq>p 3

k=0 N1 1<l <<} <dy kq= 1<t <<t <d,

Joi S Lo
xm—d xXd—k xk

M) [T T vt | (1T 11wt

vq

i=1j=1 i=1lje{l,.di}/{lf, 1, ) i=1j=d;+1
d d\"? dr d\P ~
T
carry ()X easrY (Y)Y m
m=0 "V gcncocn <d ke=0 N/ 1<ip<o<iy <d,

< CM,,.
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2.7 Definition. Eine Funktion h : X™ — R, die §™-B (R)-messbar und integrierbar ist,
heifit d-degeneriert beziiglich (v1,...,v,), wobei d € N§ und d < m ist, wenn gilt

he (gi,...,ggl,...,gg,...,ggq) =0 P-fs., fitr alle ¢ € N2 mit 0 < ¢ < d,
ha (gi,...,g}h,...,gg,...,ggq) 40 P-fs..

Eine U-Statistik heifit d-degeneriert, wenn ihr Kern d-degeneriert ist.

Die Funktionen hq sind d-degenerierte Kerne.

q
2.8 Lemma. FEs sei My < co. Des Weiteren sei ¢ € Ng mit ¢ < d und es sei ¢ := Y ¢;. Dann
i=1
gilt fiir alle festen Vektoren x € X°

1 1 1 1 q q q q —
Ehq (xh...,xcl,fclJrl,...,Edl,...,aﬁl,...,xcq,fcq+l,...,§dq) 0.

Beweis: Vergleiche Lee (1990), Theorem 2, Seite 28.. Aus ¢ < d folgt die Existenz eines iy mit
ci, < di,. Und damit folgt fiir ein beliebiges x € X¢

1 1 1 1 q .q q q
Ehg (xl,...chl,gclﬂ,..‘,gdl,...,xl,...,xcr,gcrﬂ,.‘.,gdq)

q d;
:/ hd(z%,...,xél,...,x?,...,;L"Zlq)H H Z/Z(dx;)
Xd-e i=1j=c;+1
dl . . mi . d"’ .
= [ TITL (5 () = s @) TT ) | TT TT o (09)
Xd—e \ Jxm i=15=1 G=di+1 i=1j=c;+1

e o Lo (o, (i) v (0, ) i (e,

ig

q d; mg q d;
IITT (5 (asg) = vi(as)) TT wiaws) || TT T e (da))
i=1j=1 j=d;+1 i=1j=c;+1
—— —_———
(,5)#(10,dsy ) (i,5)# (i0,diq )
=/ / / (h (yh T, y?%) —/ h(y) Vi (dyﬁf )) Vig (dfciﬁo)
xd—e=1 Jxm-1Jx x
q d; ' 4 m; q d;
ITIT (6 (av) —vi (@) TT wita) | | I TT s (aa)
1=17=1 j=d;+1 1=1j=c;+1
(,5)#(10,dsg ) (,5)#(10,dsg )
_ 1 i A io ) _ _ i
_/jedikl /xmfl </3€h(y1,...,a:d‘;0,...,yg1q) Vig (dwd"io) /agh(y)uz0 (dyd20)>
q d; ' 4 m; 4 q d; 4
[T (5 (@) —wi(aw)) TT witas) || TT T s (da))
i=15=1 j=di+1 i=1j=c;+1
—— ———
(,5)#(10,dsg ) (,5)7(10,dsg)
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q d; m; d;

oo T (o ) =) TT ot || TT T ()

i=175=1 j=d;+1 i=1j=c;+1
~—— —
(5,5)7(10,dsg ) (5,5)7(10,dsg)

2.9 Bemerkung. Es sei M; < co. Dann gilt insbesondere
o Ehg (5},...,g}ll,...,g‘la...,ggq) —0.
o (ha), (g%,...,ggl,...,gf,...,ggq) =0 P-fs. fiir alle c € N2 mit 0 < ¢ < d.

° (hd)d =hq .

Man kann wieder U-Statistiken mit den degenerierten Kernfuntionen hq bilden. Damit existiert
eine Darstellung der U-Statistik als Summe von degenerierten U-Statistiken, die so genannte
Hoeffding-Zerlegung.

2.10 Lemma (Hoeffding-Zerlegung). Es sei M; < oo. Dann gilt

Un (h) = EUn (h) + i i <Z‘11> (7;’:> Un (ha)

di=0  dg=0
~—_—

Beweis: siehe Lee (1990), Theorem 3, S. 40. O
Zunéchst sei an zwei Eigenschaften der bedingten Erwartung erinnert.

2.11 Satz (Streichen unabhiingiger Anteile). FEs sei X eine integrierbare Zufallsvariable und §1, T2
Sub-o-Algebra von A, derart das o (o (X) U F1) unabhingig von §2 sind. Dann folgt

E(X]o(31US2)) = E(X|S1) -
Beweis: siche Génssler und Stute (1977), Ubung 5.2.2., S. 203. O

2.12 Satz. Y : (Q,A) — (", A") und Z : (Q,A) — (,2A") seien messbar und unabhdngig,
T:"xQ =R, AU —DB -messbar und T (Y, Z) integrierbar. Dann gilt

E(T(Y,2)|Z =x) = El(Y,x) fir Pz-fast alle x € Q' .

Beweis: siehe Génssler und Stute (1977), Satz 5.3.22, S. 199. O

Martingaleigenschaften fiir Mehrstichproben-U-Statistiken. Einstichproben-U-Statistiken
besitzen folgende Martingaleigenschaften.

2.13 Lemma. Es sei M; < co. Dann gilt im Fall g =1 fiir alle 1 < dy < my

((k)Uk (hdl),a({gﬂl <j Sk‘})) ist ein Martingal,
dy dy<k<oo
(Uny—k (h) ;0 ({Un, (h)[n1 —k <01 <n1}))ocpen, —m, St ein Martingal.

Beweis: siehe Lee (1990), Theorem 1 und 2, S. 118 O
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2.14 Bemerkung. Es sei M; < oo. Dann gilt insbesondere
(Uny—k (hay) ;0 ({Uny (hay)[m1 —k <01 <ni}))ocpen, g, ISt ein Martingal.

Auch Mehrstichproben-U-Statistiken besitzen Martingaleigenschaften. Im speziellen werden hier
Martingale betrachtet, die nach K C N{ indiziert sind. Im Gegensatz zu Christofides und Serfling
(1990) verwenden wir hier keine Ordnungsstatistiken.

2.15 Definition. Es sei {Xy,,n € K} eine Familie von Zufallselementen iiber (2,2, P) und
{n,n € K} eine Familie von Teil-o-Algebren von 2, fiir die gilt
F1CFnfurallelne K mitl1<n

X, ist §n messbar und integrierbar fiir alle n € K
E(Xn|&) =X firallelne K mit 1 <n.

Dann sagen wir (Xn, §n)ycx ist ein Martingal.
Analog zum Einstichprobenfall gilt fiir die degenerierten U-Statistiken folgende Martingalstruktur.

2.16 Lemma. Es sei M; < oo. Des Weiteren sei 0 # 1 C {1,...,q} und firi ¢ I sei k; € N mit
d; < k; < oo gegeben. Definiere fiir
keK::{EeN‘O”‘diSl_ci<oo,iel}

Fu=o({g1<i<q1<)<hk})

Se=1]1] (ZZ>U12 (ha)

iel N
wobei k € Ng mit ki = k; sei. Dann gilt (Sk, Sk )wex it ein Martingal.

Beweis: Der Beweis funktioniert analog zum Einstichprobenfall. Vergleiche Lee (1990), Theorem
1, S. 118 bzw. ausfiihrlicher Antoni (2004), Lemma 1.6, S.15.
Es sei k,1 € K mit k <1. Dann gilt

Su=c({gl1<i<qgl<j<k})Co({g1<i<ql<i<l}) =%

Aus der Messbarkeit von h folgt die Messbarkeit von hq. Zusammen mit der Messbarkeit der f;-
folgt, dass Sy bzgl. Fyx messbar ist. Aus M; < oo folgt die Integrierbarkeit von h, somit von hq
und auch von Sy.

Um E(51]|8k) = Sk fir alle k,1 € K mit k < 1 zu beweisen, zeigen wir fiir alle [ € I die
Giiltigkeit von E ( Skte|8k) = Sk. Es sei also I € I beliebig. Wir betrachten eine beliebige Teil-
menge {317,331} von {1,...,k;} fiir 1 < i < gq,i # [ und {ji,...7jfil_1} von {1,...,k}. Es

sei ¢ = (fjll, . ,fqu) ein d — 1-dimensionaler Zuvallsvektor mit Verteilung Pes. Dann folgt mit

dem Faktorisierungssatz fiir bedingte Erwartungen [2.12/ sowie der Degeneriertheit der Funktion
ha, dass fiir Pea-f.s. alle x € X1 gilt

l l l J
E<hd (éj}7.'.,.."gji7.'.7£jél,£j§cl+1 ...... 7§J3q>‘§ _X>

=)
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Damit gilt

(2

ki+1 ki
E (Sktel8x) =E ( ldl > | I1 <d) Ui e, (ha)| Sk
i€ IN{1}

=E( > > hd<...,§§i,...,g§él7...> B

1<) <<, <kl

=E| Y > hd<...,§§i,...,§§él7...>

1<Gi <<y, <k
h l l l
+ d --'75,17""5‘1 75»‘1 P gk
J1 Ja;—1" Pk 41

1<Gi <<, 1 <
§k>

~E (Sk + ha <§Jvf§,al+1>
J
=E (Sk|BFx) + ZJ: E (hd <§J’§é’l€l+1)‘gk>
“ser e (e, )| (gl i <0 <i<n))
J
P o (hd <5J,£§2 +1) €J>
5 l

= Sk P-fs..

Analog zum Einstichprobenfall gilt eine ”inverse” Martingaleigenschaft.
2.17 Lemma. FEs sei My < oo. Definiere firk € L := {l_< S Ng| 0<k<n-— m}

Gk =0 ({Un(h)|n—k <n<n})
Tk = Unfk (h)

Dann gilt (Ty, ®x )y, ist ein Martingal.

Beweis: Der Beweis funktioniert analog zum Einstichprobenfall. Vergleiche Lee (1990), Theorem
2, S. 118 bzw. ausfiihrlicher Antoni (2004), Lemma 1.7, S.17.
Es sei k,1 € L mit k <1. Daraus folgt n —k > n —1 und somit gilt

Gr=0({Ua(h)n-k<i<n})Co({Us(h)|n—-1<a<n})=6&.

Tk = Un—x (h) ist By messbar fiir alle k € L, da &y unter anderem von Uy,_k (h) erzeugt wird.
Aus M; < oo folgt die Integrierbarkeit von h und somit auch von Uy,_ (h).
Es bleibt, fiir k,1 € L mit k <1

E(T] ®x) = Tk

zu zeigen. Der Beweis wird analog zu Antoni (2004), Lemma 1.7, gefiihrt. Zunichst zeigen wir,
dass fiir jede Teilmenge {ji,...,5% } von {1,...,n; —k;} fir 1 <i<gq

E(h(5.71.11,...,5;}“1,...,5;’11,...753.1%4)‘®k> - E(h(g%,...,5;1,...,5g,...,5gq)‘®k> .

19



Dies ist dquivalent zu

/Gh(g;%,...,g;}nl,...,gji,,...,gj%q)dP:/Gh(g},...,g;l,...,gf,...,g%q)dP VG € By .

Es geniigt, die Gleichheit der Integrale auf einem durchschnittsstabilen Erzeuger £ von &y zu
zeigen. Dazu betrachte folgende Darstellung der o-Algebra &y,

@kzo< O

&= { ﬁ {Ux (h) € Bs}

k

Us (h)™" (93)) =0 (&) ,wobei
k

n e NJ 7356%} )

Diese Darstellung gilt, da zu jedem G € |J Ug (h)™" (B) existiert ein i € Ny mit n—k <@ <n

n=n-k
und ein B € B mit G = {Ug (h) € B}. Somit gilt G € o (£). Sei jetzt G € £. Dann existieren

Mengen By € B,sodass G = () {Ua(h) € Ba}. Daaber {Us (k) € Ba} € U Ua(h)~' (B)
n=n-k n=n-k

fiir alle n und &) Durchschnittsstabil ist, folgt G € By. Und somit gilt die obige Gleichung. £ ist
Durchschnittsstabil, da fiir alle G1, G5 € £ gilt

_r:] {Un (h) € Bﬁ}} N { _(:)

Aus der Symmetrie der Kernfunktion h folgt, dass Ug (h) fiir alle i € Nl mit n —k < <n
invariant bzgl. jeder Permutation 7; von n; — k; Koordinaten der &, ... ’ffuf g, fiiralle 1 <i<gq
sind. Das heiBt, fiir jede Teilmenge {ji,...,j%, } von {1,...,n; — k;} fiir 1 <i < g gilt

k

n

k n k

n

L@i(h) =Usn (5%7"‘76%1""7£g’.'.7€%q)

1 1 1 1 1
= Uﬁ (é-j%7"'75‘]-,1"1757“%"“757“71“7

1
lﬂgnl—kl—i—l""agﬁla"',

q q
agnq_kq+1v“"§ﬁq>7
q

ky—m

q q q q
fjila cee ’gjfnq’grf’ s 7£T2q—kq—m

wobei
{ri, . ,rf”_ki_mi} ={1,...,n; — k;} \ {]i, . ,jim}

Definiere die n-dimensionalen Zufallsvektoren ¢! und &7 durch

511',15:5;
5% 1< <my
&= 5;’;_7” mi+1<l<n;—k

Aus der identischen Verteilung innerhalb einer Stichprobe folgt, dass
(5;1’ s 75;71'%35:41', s agf«i‘_k__m_ agéi—ki—i—l? s aé.;,l) = (gia ce 357211) )

und somit gilt &* Z &,
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Damit erhalten wir fiir alle G € &, wobei G die Darstellung G = () {Ug (h) € Ba} besitzt,
=n—k

n
dass

/Gh({Jl.ll,...,5171“,...,5;1?,...,§jgnq)dP

[ 1, . h(gl.,...,gl, 7...,§7q,...,§?q)dp
/Q { N {Uﬁ(h)eB,—,}} g1 j}nl J1 Fing

n=n-—k

= / g (SJ) dP , wobei g : X" — R eine integrierbare Abbildung ist.

g (x) Pes (dx)

1, . h(g%,...,g}nl,...,gf,...,ggnq)dP
{Emfk{v,-,(h)eBﬁ}}

) RIS =R P

Somit gilt fiir alle k € L

E(h(g}ll,...,g;#l,...,gg;,,...,gggnq)’@k) - E(h(5%,...,§}n1,...,§f,...,§$nq) @k).

Es folgt

o)

ik
:E(H("mi ) Zh(]1.117...,51.}7117...75%,...753%‘1)

i=1
:g (nir;,ki>1ZE(h<5g1}~-"51'3n1"--’5?;”-“75?3%)’%)
:ﬁl(nimiki>_1ZE(h(gi,...,gjm,...,g;l,...,g;fnq) st)
—E(h (& €8, ) B

Letztendlich folgt fiir k,1 € L mit k <1, dass

E(Ti610) =E(E(h (& thyontl 6t )1 | 6x)

- E(h(g%,...,g}nl,...,gg,...,ggnq) Qﬁk)
~ T
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2.18 Bemerkung. Es sei M; < oo. Definiere fiir beliebiges 0 < d < m und k € L :=
{keNg’OSkgn—d}
Gy :=0 ({Ua (ha)|n —k <@ < n})
Tk = Un—k (hd) .
Dann gilt (Tk, @k) _ ist ein Martingal.
kel

2.19 Lemma. Mit den Bezeichnungen und Voraussetzungen der vorangegangenen Lemmata folgt
fiir beliebiges 1 <1 < q, dass

(Sk+(k—k,i)ei,3k+(k—ki)ei)di§k<m firk € K,
(Tk-‘r(k—ki)ei? ®k+(k_ki)ei)ogk)§ni7’rni fu?” k € L7

(Tk+(k—ki)ei7®k+(k—ki)ei)0<k<n;7d’_ firkeL

eindimensionale zeitdiskrete Martingale sind.

Somit sind fiir diese Martingale Maximalungleichungen wie die von Doob [2.2| oder Chow 2.1
anwendbar.

Momentenungleichung fiir Mehrstichproben-U-Statistiken.

2.20 Lemma. Es existiere ein p € [1,00) mit Mp < 00. Dann existiert eine von p abhdngende
Konstante C, > 0 fiir die gilt

—a(p)
p
E|Un(hd)|p§CpE}hd (5%7753{1)’ <Hng7> )
i=1
wobei a (p) wie folgt definiert ist,

_Jp-1 1<p<2
a(p)'_{ Ip 2<p<oo.

Beweis: Der Beweis wird durch Vollstindige Induktion tiber q gefiihrt. Dabei wird eine Momente-
nungleichung fir gewohnliche U-Statistiken benutzt. Aus Antoni (2004), Satz 2.1 Seite 29, folgt
folgende Ungleichung.

Sei U, eine d-degenerierte U-Statistik vom Grad m mit Kern h und es existiere ein p € [1,00) mit
Mp < 0o0. Dann existiert eine positive von p abhéngende Konstante C),, so dass gilt

E|U, — EUL|” < CLE|h (X1, ..., Xm)|P n~de®),
Im folgenden sei C, > 0 eine positive generische von p abhdngende Konstante. Es sei ¢ = 1.

Dann ist Uy, (ha,) eine di-degenerierte zentrierte U-Statistik, erfillt also die Voraussetzungen
der obigen Ungleichung, und es gilt

E|Uy, (ha,)” < CpE‘hdl (f%, .. 7551)"’”1*011@(17)'

Daraus ergibt sich der Induktionsanfang. Es gelte nun die Behauptung fiir ¢ — 1. Dann betrachte
fiir festen Vektor x € X" die Funktion gx : X?~% — R definiert durch

-1
—1 n 1
Ix (y},...,ygq_l) = (dq) Z hda (yi...,ygq_l,xﬁ?...7xjdq).
q

1<j1 < <ja, <ng
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Fiir alle festen x € X" ist gy ein Kern vom Grad d = (dy, ..., dq—1), der d-degeneriert beziiglich

der MafSe (v1,...,vq—1) ist. Denn es seic € Ngf1 mit 0 < ¢ < d. Dann gilt fir die zum Kern g
assoziierte Funktion gx ¢

‘ (5},...,fcq \)

- y17 . ,yd ) H H (551 dy] ; (dy;)) H Vi (dy;')
xe i=17j=1 Jj=ci+1
q—1 ¢; _ d;
/d 4 ( > Z hd (y%a"wyg;ﬁlﬂmil:'-'a'rjdq> HH (66; (dy;) dy] ) H Vi dy]
X q 1<j1<"'<.jdq§nq 1=15=1 Jj=ci+1
qg—1 ¢; ) d;
-() [ (ot ) TETT (5 ) ) TT ()
1< < <Jd <ng X i=1j=1 j=ci+1

1<ji<- <]d <ng

() By ()
=0

P-f.s., da hq d-degeneriert ist.

—1
B 1 q—1 anilog Ng 1 q—1 .
Ix,d (51""’ fzqfl) N (dq Z (ha) (s oty 1) \S15 -8,y T T,

1<51 < <jag <ng

= (ZZ)l Z ha (flw- 0 11,51”]1’ : ’xjdq>

1<j1 < <jag <ng

# 0 P-f.s., da hq d-degeneriert ist.

Somit ist die Induktionsvoraussetzung auf die (q¢ — 1)-Stichproben-U-Statistik Ug (9x), wobei il =

(n1,...,nq-1), mit dem d-degenerierten Kern gy anwendbar. Und es gilt fiir alle festen x € X™a
» q—1 —a(p)
ElUs ()" < CyElon (1,607 (H n) . (2.1)
i=1

Nun betrachte fiir festen Vektor y € X4~ % die Abbildung Jy : X% — R definiert durch

~ .f 1 q—1
gy (xlv"'axdq) L hd (yla"'7ydq715zla"'7xdq) .

Es gilt fiir alle y € X¥9=% und alle x € X", dass

—1
n —1
gx(y):<dq> Z ha (y%""7y§q,1"rj1""’xjdq>

1 1<j1 <+ <jag<ng

() S (o) (22

1<j1<<jayz<nq

- Unq (gyax) .
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gy st dq-degeneriert beziiglich vq. Denn es sei 0 < ¢q < dgq. Dann gilt fir die zum Kern gy
assoziierte Funktion gy .,

cq dy
- q o\ _ 5 q |
g ()= . ) ] 1) ] i
=1 J=cq+1
Cq dq
—1
= /3€dq ha (yi, cey ygq,l,xl, e ,qu) Jl;[l (55_;1 (dxj) — v (dxj) ) lec_[Jrl v, (dz;)

= ()t e (V08682
=0 P-f.s., da hq d-degeneriert ist.

~ analog -1

gy,dq (5;17 e 5§:j]q) (hd)(d17 7dq l,d ) (y17 e 7ng717£iI7 e aggq)
= hd (yla" '7y§;71a§;17"'7§gq)
# 0 P-f.s., da hq d-degeneriert ist.

Somit ist der Induktionsanfang auf die Ein-Stichproben-U-Statistik U, (gy) mit dem d,-degenerierten
Kern gy anwendbar. Und es gilt fir alle festen 'y € xd-da

E|U., (G)|" < C E‘gy (¢t )‘pn;dqm’). (2.3)

Zusammengefasst erhalten wir

Un (hdvfllv"'afgq>’p
(hd,x%, e ,x%q) ’p 12[ 1"_[ Z (dx;)

i=1j=1

E|U, (ha)|P = E

= UII
n
Mg

Fu&im‘/ E Un (hdvg%v : éhnq T )‘ qu df
xna
:/xn E Uﬁ (gxag%r' nq 1)‘ Hl/q dl‘
1) -
[ aleoa) (M) T

q j=1
Fubini q—1 d; Nq ! o
T Jraa, 190 I TTTL (@) qu (@) (Hn?)

q a =1

=1 j=1

o2 a—1 d; a—1 —a(p)
= Cp\/;nqﬁ»dqu ’Unq Gy, X 1_[1_[1/z dy] qu da: (}:[1 nf)

=1 j=1

. pa=l i . —a(p)
Fubini Cp | E|Un, (gy,gﬂ...,ggq)’ H H’/i (dy?) (H ngh-)

xd dq

(2.3) q-1 d; , q —a(p)
< G| Elgy (5?,...,5{1)‘ q_d “(p)HHVi(dy;) (an)

xd—dq

o b [ —a(p)
P ha (668 )| (Hnd> .



2.2 Der mehrdimensionale Skorokhodraum

Es seien a € R? und b € R? mit a < b. Des Weiteren betrachten wir den Raum D [a, b], welcher
eine Verallgemeinerung des Raumes D ([0, 1]?) im Sinne von Neuhaus (1971) ist. Der Raum D [a, b]
ist eine kanonische Erweiterung des Raumes D [0,1]. Das heifit, der Fall ¢ = 1 entspricht dem
klassischen Raum der rechtsseitig stetigen Funktionen, bei denen die linksseitigen Grenzwerte
existieren. Das ¢-dimensionale Analogon wird mithilfe der so genannten Quadrantengrenzwerte
definiert. Fiir tg € [a,b] und I = {i1,...,i5} C {1,...,q} definiere

Q[(f,o) Z:{tE[a,b]lti1<t0,ij jEI,tith()}ij jE{l,...,q}\I}.

Der Raum D [a, b] ist die Menge aller Funktionen z : [a,b] — R, so dass fiir alle Elemente I der

Potenzmenge von {1,...,q}, alle ty € [a,b] und alle Folgen (t,,) idias

neN g Q] (to) mit tn Im— to
die folgenden Grenzwerte existieren.

x(to+07) := lim z(t,) wund x(tg) ==z (to+0y).

Analog zum Eindimensionalen gilt C'[a,b] C D[a,b] C [* [a,b]. Vollkommen analog definiert
man den Raum D (R?), fiir den ebenfalls offensichtlich gilt C' (R?) C D (R?). Wir betrachten den
Raum D [a, b] mit der Skorokhod-Metrik s,. Es sei

A={Xx=(1,..., )| A ¢ [as, ;] — [as, b;] hombomorph mit A; (a;) = a; und A; (b;) = b;}.
Fiir ein t € [a, b] bezeichne A (t) = (A1 (81),...,Aq (tg))-
2.21 Satz. Eine Folge (2y,),cy C D [a,b] konvergiert gegen ein x € D [a, b] bzgl. der Skorokhod-

Metrik sq, z, msq x , genau dann wenn eine Folge (Ay), .y C A existiert, so dass gilt

sup |z, (An (t)) — 2 ()] — 0, sup [ A (8) — | = 0.
te(a,b) tela,b)
Beweis: siehe Neuhaus (1971) , (2.3) und (2.4), S. 1289. O

Analog zum Eindimensionalen sind die Projektionen ¢ : D [a,b] — R mit ¢ (z) = z (t) fiir ein
t € [a,b] bzgl. der von der Metrik s, erzeugten Borel o-Algebra messbar, vergleiche Neuhaus
(1971), Seite 1290 nach Theorem 2.1. Ein Grund fir die Benutzung der Metrik s, ist, dass diese
Messbarkeitseigenschaft nicht fiir die von der Supremumsnorm erzeugte Borel o-Algebra gilt. Fiir
eine beliebige Teilmenge F' C [a, b] sei g : D [a,b] — R die Abbildung definiert durch

gr (x) :=supz (t).
teF

Diese Abbildung spielt bei den Stetigkeitssitzen fiir das Argmax-Funktional eine Rolle. Die Abbil-
dung gr ist stetig auf [*° [a, b] versehen mit der Supremumsmetrik. In Jacod und Shiryaev (2000)
wird fiir ein beliebiges ¢ > 0 und alle in ¢ stetigen Funktionen xz € D [0, 00) die s;-Stetigkeit der
Abbildung gjo,¢ in = gezeigt.

2.22 Lemma. FEs gilt

(1) gr ist B (D[a,b],s,) — B (R) -messbar.
(2) C[a,b] ist eine Teilmenge der s,-Stetigkeitsmenge von gp.

Beweis: Zu (1). Fiir alle # € D[a,b] und alle t; € [a,b] existieren die Quadrantengrenzwerte
x (to + 0r). Somit gilt

gr (z) =supz (t) = sup z(t).
teF te FNQ?

Aus der Abzihlbarkeit von Q7 und der Messbarkeit der Projektionen folgt der erste Teil.
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oo

Zu (2) betrachte ein beliebiges x € C'[a,b] und (z,,),cy C D [a, b] mit z, 2, @ Mit Satz
2.21] existiert eine Folge (A,), cy € A mit

(%) sup |z (An (t)) — z (t)] 2750, sup || A, (t) — t|] 270,
te(a,b] te(a,b]

Es gilt

lgF (zn) — gF (7)| = |supz, (t) — supz (t)

teFr teF
B.3
< sup [z, (t) — 2 (t)]
teF
< sup zp (t) — 2 (t)]
tela,b]

< sup |z, (t) — = (! (t))| + sup |z AL (@) —a (t)] .
tela,b] tela,b]

Da A, ein Homdomorphismus auf [a, b] ist, folgt

sup ‘xn (t)—x ()\;1 (t))’ = sup [z, (An (t)) — 2 (t)]

te(a,b] te(a,b]
sup [z (A (8)) =@ ()] = sup o (6) =2 (A (1))
tela,b) te€la,b]

Da z stetig und [a, b] eine Kompakte Menge ist, folgt die gleichmiBige Stetigkeit von x auf [a, b].
Somit folgt aus (x)

|95 (22) = gr (2)] < sup |z (8) =2 (AT (8)| + sup [z (A7 () —z ()]

te(a,b] te(a,b]
= sup |z, (An (t)) = (t)] + sup [a(t) — 2 (A, (b)) — 0.
te(a,b] te(a,b]

O

Des Weiteren betrachten wir Linearkombinationen von Funktionen in D [a, b]. Man beachte, dass
analog zum Eindimensionalen die Addition zweier Funktionen nicht stetig bzgl. der Skorokhodto-
pologieen ist. (S, d)? bezeichne die Produkttopologie bzgl. eines ein beliebigen metrischen Raumes

(S, d).

2.23 Lemma. Es seien a, 3 € R beliebig und T, 5 : (D [a,b])*> — D [a,b]. Dabei sei
To g (z1,22) : [a,b] — R definiert durch

To g (21,22) (t) := azy (t) + Baa (t) .
Dann gilt,
(1) T ist nicht (D[a,b],s,)”-(D[a,b], s,) -stetig.
(2) Dla,b] x C'[a,b]UC[a,b] x Dla,b] liegt in der
(D[a,b],s,)* - (D[a,b],s,) -Stetigkeitsmenge von T.

Beweis: Vergleiche zum Beispiel Jacod und Shiryaev (2000) Abschnitt VI, 1.22 bzw. 1.23 auf der
Seite 329. Dort wird der Eindimensionale Fall bewiesen. Diese Beweise lassen auf beliebiges ¢ € N
iibertragen. O

Spéter haben wir es mit Zufallselementen, im Raum D ([—d, d]?) zu tun. Diese erweisen sich als
Linearkombination von unabhéngigen Zufallselementen in D [—d, d].
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2.24 Lemma. Fs sei d € N beliebig und S : (D [—d,d])? — D ([—d,d]?). Dabei sei
S(@1,...,2q) : [=d,d]? — R definiert durch

S (x1,...,1,) (t) := Zx (t:) .

Dann gilt, S ist (D [—d,d],s1)?-(D ([—d,d]?), s,)-stetig.

Beweis: Es sei (xp,),cy C (D[—d,d])? und x € (D [—d,d])?, wobei x,, gegen x in der Produkt-

topologie konvergiert. Die Produkttopologie entspricht der koordinatenweise Konvergenz. Somit
konvergieren die Folgen x; ,, ma x; fir 1 <4 < g. Mit Satz 2.21] existieren fiir 1 < i < ¢

Folgen (Ain), ¢y von Homéomorphismen auf [—d, d] mit
Sup |Zin (Aig (1)) — @i ()] =0, sup  |Aip (t) =t —— === 0.
te[—d,d] te[—d,d]

Daraus folgt supge(_g,qa [ An (t) — t|| 2250 mit Ay = (A1 -+ -5 Ag.n)- Des Weiteren gilt

sup |Sox, (A, (t)) —Sox(t)]= sup Z:L'“L im () *Zfﬂi(ti)

te[—d,d]? te[—d,d]? |, i—1

Mit Satz 2.21] folgt die Behauptung. O

Aufgrund des letzten Lemmas geniigt es uns, die Verteilungskonvergenz fiir Zufallselemente auf
D [a,b] zu charakterisieren, wobei ¢ € R, b € R und a < b ist.

2.25 Satz. X,,, n € N und X seien Zufallselemente definiert auf einem gemeinsamen Wahr-
scheinlichkeitsraum (Q,2, P) mit Werten in D [a,b] versehen mit der Skorokhodmetrik sy. Des
Weiteren gelte

(@) (Xn(t1),...,Xn(tr)) £, (X (t1),...,X (tx)) fiir alle endlichen Teilmengen {t1,...,tx} C [a,b)].

(1)  (Xn)pen st straff.

Dann gilt X, < . Xin Dia,b).

n—oo

Beweis: siehe Billingsley (1968), Theorem 15.1, S. 124. O

2.26 Definition (Stetigkeitsmodul). Es sei f : [a,b] — R, dann definiere den Stetigkeitsmodul w
fiir ein § > 0

w(f,0) = sup |f(s) = f @)
WS

2.27 Satz. X,,, n € N und X seien Zufallselemente definiert auf einem gemeinsamen Wahr-
scheinlichkeitsraum (Q,2, P) mit Werten in D [a,b] versehen mit der Skorokhodmetrik si. Des
Weiteren gelte

(1) Zu jedem n > 0 existiert ein § > 0, so dass P (| Xy, (a)| > §) < n gilt.

(i) Zu jedem n > 0 und € > 0 existiert ein 0 < 6 < 1 und ein ngy, so dass fir alle n > ng
“wop (w(Xp,0) >¢€) <n gilt.

Dann gilt (X,,),,cy it straff.
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Beweis: siehe Billingsley (1968), Theorem 15.5, S. 127. O

2.28 Satz. X sei ein Zufallselement definiert auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q,2(, P) mit
Werten in D [a,b] versehen mit der Skorokhodmetrik s1. Dann gilt fir jede Zerlegung
a=tg<t1 <---<tp,=bmitt;—t;_1 >0 fir2<i<r—1 dass

P(w(X,8) > 3¢) < iP( sup | X (s) — X (ti—1)] > 6) .

i=1 ti—1<s<t;

Beweis: In Billingsley (1968), Korollar zu Theorem 8.3, S. 56, wird der Satz fiir Ca, b] bewiesen.
Im Falle von Dla, b] geht der Beweis analog. O

Eine allgemeine Theorie zur Verteilungskonvergenz von Zufallselementen auf metrischen Rdumen
findet man zum Beispiel bei Billingsley (1968). Konvergenzkriterien fiir Zufallselemente auf dem
Raum (D [a,b],s,) findet man bei Neuhaus (1971) bzw. bei Bickel und Wichura (1971). Kon-
vergenzkriterien fiir Zufallselemente im [*° versehen mit der Supremumsmetrik findet man unter
anderen bei van der Vaart und Wellner (1996).

2.3 Stetigkeitssitze fiir das Argmax-Funktional

Allgemein gilt fiir stetige Abbildungen das Continuous Mapping Theorem (CMT).

2.29 Satz (CMT). Es seien (S,d) und (S’,d") metrische Riume, sowie X,, n € N, und X
Zufallselemente definiert auf einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum (2,20, P) mit Werten
in S. Es sei h: S — S eine B(S) — B (5')-messbare Abbildung mit P (h unstetig in X) = 0.
Dann gilt:

X, —Z— X = h(X,) —2— h(X) .
Beweis: siehe Génssler und Stute (1977), folgt aus Satz 8.4.16., S. 345. O

Es seien M und M, n € N stochastische Prozesse iiber (2,2, P) mit Pfaden in D (R?). Des Wei-
teren konvergiere M,, ~ M fiir n — oo in einem gewissen funktionalen Sinne. In diesem Abschnitt
beschiiftigen wir uns mit der Ubertragung der Konvergenz auf die Maximalstellen. Das Folgende
ist eine Zusammenstellung aus der Vorlesung ” Stochastische Prozesse mit Strukturbriichen” gele-
sen von Ferger (2005) und eines unveroffentlichten Manuskripts von Ferger (2006). Wir definieren
fiir ein z € D (R?) die Menge der Maximalstellen arg(z) und Supremalstellen Arg(x) durch

arg () = {t €R':z(t) = sup v (s)}

Arg (z) := {teRq: max x(t+0;) = sup x(s)}
IC{1,....q} s€Ra
Besitzt der Grenzprozess eine eindeutige Maximalstelle, dann {ibertréigt sich die f.s.-Konvergenz.

2.30 Satz. Seien M und M,, n € N stochastische Prozesse iber (2,2, P), fiir die jeweils P-f.s.
qgilt:

(1) (Mn),en € D(RY)

(2) Tn € Arg (M,,) fiir allen € N

(3) M € D (RY)

) Arg(M) =arg(M) = {7}

(5) zu jedem € > 0 existiert max {M (t) : ]|t = 7|| > €}
(6) sup | M, (t) — M (t)| === 0 in R.

teRq

Dann folgt 7, =——=5 7 P-f.s. in RY.
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Beweis: In Ferger (2005) wurde der Fall ¢ = 1 behandelt. Der Beweis lisst sich auf ¢ > 1 iibert-
ragen. Dazu sei

Dy :={weQ:(1),...,(6) erfiillt.} = P (Qp) =1

Es sei w € Qg und € > 0 beliebig. Aus (5) folgt die Existenz eines tg = tg (¢) mit ||tg — 7| > e.

Insbesondere ist to # 7 und mit (4) folgt M (1) > M (to). Mit (6) existiert ein ng = ng (to) =
ng (€), so dass fiir alle n > ng gilt

1

sup [My (t) — M (t)] < 5

teRq 3

Es sei n > ng und t € RY mit ||t — 7| > ¢, dann folgt

(1) M(r) = My (r) < 2 (M (r) = M (t0)),

3
() M(6) = M(6) < 5 (M(r) ~ M (t)).
Und es gilt
) 1
9)  Ma(r) 2 M ()~ 5 (M () = M (ko))
S M (7) — % (M (7) = M (ko)) + My () ~ M (&) — £ (M (7) ~ M (t0))
P N (7) = 2 (M (1) = M (t0)) + My (8) = M (t0) — 5 (M (7) — M (t0))

= My (8) + 5 (M () = M (t0)).

Mit (4) folgt M (1) > M (to) und es gilt M, (1) > M, (t). Des Weiteren sei (t),y € Qs (t) fiir

eine beliebiges I C {1,..., ¢} mit t;, A%, . Dann existiert ein ko, so dass fiir alle k > ko gilt
6= rll -
t—t | < —.
e < =7
Somit folgt
[t—7ll—€_Jt—7l €
e =7l > = 7l — g — ) > - - BTz S BETl e

Somit gilt fiir alle n > ng und fiir alle t € R? mit ||t — 7] > e
M, (1) = klim M, (1)

9 1

ZleII;OMn( )+§(M(T)_M(t0))
= My (6407) + 5 (M () = M (t))
>Mn(t+01).

Angenommen es existiert ein n > ng mit ||, — 7| > €, dann folgt

M, () > max M, (1, +0;).
IC{1,...,.q}

Dies ist ein Widerspruch zur Voraussetzung (2), 7,, € Arg (M,,). Somit existiert fiir beliebiges ¢ > 0

ein ng mit ||, — 7|| < e. Das heifit, Qy C {w €Q:7, == 7%, und es folgt die Behauptung
wegen

P(Tnmr) >P(Q) =1
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Fiir ein d € N und x € D (R?) bezeichnen wir mit z(? die auf [~d,d]? eingeschrinkte Funktion,
also ist #(D € D ([~d,d]?).

2.31 Satz. Seien M und M, n € N stochastische Prozesse iiber (0,4, P) mit

1) (M), C D(R?) P-fs.

(1) n

(2) Tn € afgl(Mn) P-f.s. und A — B (RY) -messbar fiir alle n € N.
)  mm=0p()

4)  MeC(RY) Pfs.

(5)  arg(M)={r} P:fs.

6) MDD LMD in (D([~d,d?),s,) fir alled e N.

n—oo

6

) <z .
Dann gilt T, —— 7 in R%.
n—oo

Beweis: Der Beweis wird &hnlich zu Ferger (2006) gefiihrt. Ohne Einschrinkung gelten (1), (4)-(6)
und 7, € arg (M,) fiir alle w € 2. Es sei F eine beliebige abgeschlossene Teilmenge von R?. Dann
folgt fiir alle d € N

{m€F}C{m e FN[-d,d'}U{r, ¢ [-d,d]?}.
Des Weiteren gilt
{rn € FN[—d,d]"} C { sup M, (t) > sup M, (t)} .
teFn[—d,d) te(RI\ F)N[—d,d)?

Denn aus " < folgte

M, (1) < sup M, (t) < sup M, (t) < sup M, (t) @ M, (1) .

teFN[—d,d])? te(Re\F)N[—d,d]? teR

Wir betrachten fiir eine festes F' und d € N folgende Funktionen

91:D[a,b] = R 91 (x) = sup  z(t)
teFn[—d,d]?
g2:Dla,b] = R g2 (x) :== sup x (t).

te(Re\F)N[—d,d]?

Mit Lemma [2.22| folgt die B (D [a, b], s4) —B (R)-Messbarkeit der Funktionen g; und go. Ebenfalls
folgt mit Lemma [2.22] sowie aus der Voraussetzung (4), dass die Pfade von M in der
s4-Stetigkeitsmenge der Funktionen g; und g liegen. Mit Lemma 2.23 folgt, dass die Pfade von
M in der s,-Stetigkeitsmenge der Funktion g; — g2 liegen. Mit dem Stetigkeitsatz 2.29 angewendet
auf g1 — g2 folgt somit aus der Voraussetzung (6)

g1 (M) = o (MO) —Z gy (M) — g (M@) i R,
Mit der Voraussetzung (2) gilt {w € Q: 7, € FN[—d,d]?} € 2. Aus den Voraussetzungen (4) und
(5) sowie der Abzihlbarkeit von Q7 folgt die A — B (R?)-Messbarkeit von 7. Mit dem Portmanteau
Theorem, vergleiche zum Beispiel Génssler und Stute (1977), Satz 8.4.9., S. 342., folgt, da [0, c0)
abgeschlossenen:

limsup P (7, € F N [—d,d]?)

< limsup P sup M, (t) > sup M, (t)
n—oo teFN[—d,d]? te(RI\F)N[—d,d]?
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= limsup P ( sup M, (t) — sup M, (t) € [0, oo))

n—oo teFN[—d,d]? te(R\F)N[—d,d]?
<P ( sup M (t) — sup M (t) € [0, oo))
teFn[—d,d]? te(Ra\F)N[—d,d]?
=P ( sup M (t) > sup M (t))
teFN[—d,d]? te(Re\F)N[—d,d]?
<P sup M (t) > sup M(t),7€[-d,d)? | +P(r ¢[-d.d).
teFN[—d,d]? te(Re\F)N[—d,d]?

Da F Abgeschlossen ist, folgt die Kompaktheit der Menge F N [—d,d]?. Aus der Stetigkeit von
M, Voraussetzung (4), existiert somit ein 7 € F' N [~d, d]" mit M (7) = supge pr(—g,qe M (t). Aus
7 € [~d,d]? und SUPge p—d,as M (£) > SuPge(ra\ pyn[—a,q10 M () folgt

M(r)=sup M (t)= sup M((t)= sup M(({t)=M(7).
teRa te[—d,d]? teFN[—d,d)?

Aus (5) folgt dann

{ sup M (t) > sup M(t),Te[—d,d}q}C{TEFQ[—d,d}q}C{TEF}.
te F[—d,d]? te(Ra\F)N[—d,d)?

Des Weiteren gilt (o {w € Q: 7 (w) ¢ [—d,d]’} = 0. Und es folgt mit der o-Stetigkeit von P

limsup P (7, € F') = lim limsup P (7, € F)

n— oo d—00 n—oo

< lim limsup P (1, € F N [—d,d]?) + lim limsup P (7, ¢ [—d,d]?)

D lim limsup P (1, € F N [—d,d]?)

d—00 pnoo

SdlLHOlOP(TEF)ﬁLP(T¢[7d,d]q):P(T€F).

Da dies fiir beliebige abgeschlossene Mengen F' C R? gilt, folgt mit dem Portmanteau Theorem
die Behauptung. O

In Ferger (2005) wurde der Fall ¢ = 1 behandelt, siche auch Ferger (2004). Ersetzt man die
Bedingung (6) durch
6) MDD —Z M@ in (1% (~d,d)?),d,) fir alle d € N,
n—oo

wobei dg die Supremumsmetrik sei, dann erhélt man den Stetigkeitssatz fiir das Argmax-Funktional
von van der Vaart und Wellner (1996), siche Theorem 3.2.2 auf Seite 286. Der folgende Satz ist
das Gegenstiick zu Satz [2.31! fiir Prozesse mit Indexmenge Z9. Man beachte, dass hier sogar eine
Grenzwertaussage fiir die Maximalstellenmengen hergeleitet wird. Uberdies kann auf die Eindeu-
tigkeitsvoraussetzung (5) in [2.31] verzichtet werden.
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2.32 Satz. Seien M und M,,, n € N stochastische Prozesse iber (0,2, P) mit

1)
2)
3)
1)
5)

(
(
(
(
(
(6)

(My),en € {z: 27 — R} P-fs.
04T, C Arg(M,) P-f.s. fir alle n € N.
lim limsup P (T, € [—d,d]?) =0

d—0 p—oo
M e {x:29 — R} P-fs.
0 #£T = Arg(M) P-f.s.

M@ £ M@ i RCHD? fiip glle d € N.

n—oo

Dann gilt limsup,, ,  PT, NF#£0) < PITNF#0)) VFCZ.

Beweis: siehe Ferger (2006).

O

Man beachte, dass in der Voraussetzung (6) des letzten Satzes [2.32] nur ”einfache” Verteilungs-
konvergenz im euklidischen Raum vorausgesetzt wird. Besitzt der Grenzprozess eine eindeutige
Maximalstelle, dann folgt aus dem letzten Satz 2.32/ mit dem Portmanteau Theorem Verteilungs-
konvergenz fiir jede Maximalstellenfolge. Als Grenzprozess erhalten wir bei den lokalen Alternati-
ven einen Gauflprozess. Unter bestimmten Voraussetzungen besitzen diese Prozesse eine eindeutige

Maximalstelle.

2.33 Satz (Lifshits). Es sei M = {M (t) : t € R?} ein stetiger Gaufprozess mit

lItl|—o0

EM (t) —— —o0

E(M(s)—M(t))>#0Vs#teR?

Dann besitzt der Prozess M eine eindeutige Maximalstelle P-f.s..

Beweis: Folgt mithilfe eines Satzes von Lifshits (1982), oder vergleiche Theorem 1.1 auf Seite 72

in Ferger (1999).
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3 Change-Point-Schitzung mit U-Statistiken

Kommen wir nun zuriick zum Change-Point Problem. Wir befinden uns in der Situation, wie in
Abschnitt 1] beschrieben. Der Schiitzer 8,, fiir den Change-Point 8 wurde definiert durch

0, = argmazx (|p, (t)|, t € G,).

Dabei ist p,, definiert durch

pn (t) =

o (12) Uney () € € Hinn
0 sonst.

Ferner war fiir ein n € N und t € Hp,,, die (¢ 4 1)-Stichproben-U-Statistik Uyt (h) mit Kern-

funktion h vom Grad m = (my, ..., m,) definiert durch
T ([ntig] = [nt]\
Ungoy () =TT (7, > >
=0 ’ 1<5Y < <Gy Snta] [nt:]<j} <--<gh,, <[ntita]
3 h(ngm,...,xjgno’n,...,ngyn,...,nglq,n).
[ty +1<)0 < <jh, <n
Ziel dieses Abschnitts ist die Untersuchung der Folge von Prozessen (pn),,cy- Da pn (t) = pn (["—:])

fiir alle t € R? und alle n € N gilt, folgt (pn), ey € D (R9). Des Weiteren nimmt der Prozess py,
fiir festes n € N nur endlich viele Werte an. Somit haben wir keine Messbarkeitsprobleme.

Die (g + 1)-Stichproben-U-Statistiken Uy (h) hat nicht nur i.i.d. Stichproben. Sie lasst sich al-
lerdings als Summe iiber (2¢ + 1)-Stichproben-U-Statistiken mit i.i.d. Stichproben schreiben. In
Abhéngigkeit der Lage von t zu @ ergeben sich verschieden Zerlegungen.

Fir z = (20,...,24) € {Ng+1| Sz = q} setze 2z, = 0 und 2] := Z;;E z;. Damit definiere

folgende Teilmengen H? C H durch
HY ={t €H|t; <041 < - <Op,, <tiyx 0<i<gq}.

Das heifit z; bzw. 2} entspricht der Anzahl der Change-Points im Intervall [¢;, ;1) bzw. im Intervall
[0,t;). Somit ldsst sich die Menge H in (g 4 1)! disjunkte Teilmengen zerlegen.

} | - | | 0
! T T T T H2’0 0
T A 0 61 92 s t 1
| | | ! | | 2]
T é T é T T H171 0
0 18 y t 1
/Hzg,o,oj 1 o | .
92A 777777777777777 CoT T i T T T T 4 Hl,O 1
1 ‘ 0 0 s t 0O 1
|
} } } 1 I I 0
0 | 2] T t | } } I H
g HYo1! Hiio 0 s 9, 6t 1 0,2,0
I e Fo-oIon
! I
/} | W —t } | % ‘ H81,1
‘ | 0 s 01 t ) 1
(7] ! 7] | 2]
Hg .0 ! Hg 1,1! Ho,2,0 l ~ L 1 1 o
T T T T T T T ¢ } §02
0 01 02 1t 0 s t 6 65 1

Abbildung 1: Im Fall ¢ = 2 wird das offene Dreieck {0 < s <t < 1} C R? in 6 Teilmengen zerlegt.
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Aufgrund der Ubersichtlichkeit werden wir uns meistens auf den Fall ¢ = 2 beschriinken. Die Be-
trachtungen gehen fiir allgemeines g analog. Es gelte fiir Multinomialkoeffizienten die Konvention

|
( " ):ln‘:o wenn n < k; fiir ein 1 <4 <1[.
Fiveek) T k!

Fiir 0 < 6; < s <t <62 <1 und hinreichend grosses n lisst sich Uy, 1) (h) auch schreiben als

Un(s.t) (1) = (EZ?) ! ([nt]n;[ns]> -1 <n ;inﬂ) - -

1<50,1 <+ <jo,mq <[ns]

> > h (Xjonms- s Xjonyn)

[ns]4+1<71,1 < <g1,mq <[nt] [nt]+1<g2,1 <+ <J2,my <n

_ ([Zz]) B ([nt]ml[ns]) - (n m[:t]> )

mo
Z Lmg—u<[ns]—[n61] Z Z Z
u=0

1<50,1<<Jo,u <[nb1] [nO1]+1<H0,ut1<"<Jo,mq <[ns] [ns]+1<g1,1< - <J1,mq <[nt]

ma
Z 1v§[n92]—[nt] Z Z h (Xj0,17n7 s ’XJ-Qymm")
v=0

[nt]+1<g2,1 < <j2,0<[nb2] [n02]+1<j2, v41< - <f2,mqy <N

S S A G o) I G | )
= Z 1m0—u§[n8]7[n01] Z 1v§[n92]7[nt] [ns] . n—[nt]
u=0 v=0 (mo) ( mo )

([nzﬂ) - (% - _[njﬂ) - ([nﬂ;fnﬂ) N <[n92]v— [nt]) - (nm— @eg) -
2 2

1<50,1 <+ <Jo,u<[n01] [n01]4+1<b0,ut1< - <Jo,mg <[ns] [ns]+1<41,1< - <J1,m4 <[nt]

> > h (Xjonms- s Xigos )

[nt]4+1<j2,1 < <j2,0<[n02] [nO2]+1<j2 441 < <J2,mqy <N
[né‘l]) ([ns]f[nel]) ([’ILGQ]*[TLt]) (nf[nﬁg])

mo Mo ( I !t
= u nsmo u v - mo—v Un(91,57t,92) (h) . (31)
2 2 ()

Dabei ist Uyg, ,s,t,6,) (h) eine 5-Stichproben U-Statistik mit Kernfunktion h vom

Grad (u,mg — u, m1,v,mg — v), deren Stichproben jeweils ¢.i.d. sind. Im allgemeinen Fall ldsst
sich fiir Uy (h) jeweils auf den Mengen H? eine solche Darstellung finden. Diese tauchen spiter
in den Beweisen auf.

mo
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3.1 Lemma. Es sei My < oo und q = 2. Dann gilt fir (s,t) € Hipmg myma)n

g

mo—u (["31 ]u— ["t]) (["92] " [n91]) (;*kfg]“)
ZO (n—[nt]) 2 H(mo+mi+u,v,ma—u—v),n
v=

ma
D<s<t<bh <y <1

I
Il
=]

ﬂ
3
S

mo ([n(’l]u—[n-*])([njy]:[_nfl]) ([HGQ]U—["t])(";[nfs])
z ([nt]f[ns])l (nf[nt]) 2 H(mo+u,mi—utv,me—v),n
v=0

mo
0<s<b <t<bhy <1

<
Il
=]

mi

3
S
3

1w (03] —Inel) ([n02)~ (o] (Infl—[n0a1)
([nt]—[ns]) 1 H(mo+u,v,mi—u—v+ma),n
0 my

u=0 wv=
0<s<b<b,<t<1
EUn(s,t) (h) = mo  ma ([n91])([n5]f[n91]) ([nﬁz]—[nt])(n*[n%])
u mg—u v mo—v
= = ([nnlz]) (n:n[;t]) H(u,mo—u+mi+v,ma—v),n
0<b <s<t<h <1
mo My (["31])(["i,];[_7f1]) ([nez]v—[nS])([ng;[_"fzJ)
ZO A ([ns])o ([ni]f[ns])l H(u,mo—utv,mi —v+ma),n
u=0 v= mg mq
0<b; <s<b, <t<1
mo

mo—u (["51])([n92];["91])([;L:'l]:gf%])

([ns]) H(u,v,mo—u—v+mi+ma),n
mq
0<b;<b<s<t<1.

v=0

<
Il
=]

Beweis: Wir fithren den Beweis beispielhaft am Spezialfall 0 < 6; < s < t < 0y < 1. Fiir die
anderen Situationen geht es analog. Es gilt

mo M2 ([nel])([ns]—[nel]) ([n92]—[nt])(n—[n€2])

EUn . (h) i: u n;nofu v — mo—v
o )22 2 @GR

Weiter gilt fiir festes v und v

ounnen (5 = <[n51}) L <[ni - _[nuel}> ! ([ms]n;[ns]> B ([neﬂv— [nt]) ! (nm—z [@;}) -
> > >

1<50,1 <+ <Jo,u<[nb1] [nO1]+1<b0,ut1 <" <Jo,mq <[ns] [ns]+1<51,1 <+ <j1,mq <[nt]

Z Z Eh (on,lan’ e vij,mQ,n)

[nt]+1<j2,1< - <j2,0 <[nO2] [nO2]+1<j2 v 1< <J2,my<n
([0 " (ns] — 6]\ T Int] — [ns]\ ' ([n6a] — [nt]\ " (n — [na]\
T\ w mo —u my v mg — v

by 2 by

1<50,1 < <Jo,u<[nO1] [nO1]+1<H0,ut1<"<Jo,mq <[ns] [ns]+1<g1,1<--<J1,mq <[nt]

2 : 2 : M(Uxmo*u,mhv,WZ*v),n

[nt]+1<j2,1 < <j2,0 <[n02] [nO2]+1<j2 441 < <f2,mqy <N

EUn(91 ,S,t,og) (h’) .

= H(u,mo—u,mi,v,ms—v),n*

Eine explizite Darstellung von EUy) (h) fiir beliebiges ¢ € N findet man im Anhang Al
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3.1 Konsistenz

Fiir € > 0 werde betrachtet

Ap(e) =P (tseuﬂg lpn (t) — Epy (£)] > 6) :

Nun bestimmen wir in Abhéngigkeit von einem festen n € N eine obere Schranke fiir A, (¢). Dazu
sei fiir ¢ € Ng, n € Nund p € [1,00)

n~P=D+E-pe 1 <p<2
)= 4t p=2wd e {
n_ 2P 2<p<oo

p—1 1<p<2
%p 2 <p<oo.

Man beachte, dass fiir ¢ < ¢’ gilt
n= P = a, (p,0) < an (p,q) < an (p,q)-

3.2 Lemma. Es sei € > 0 und es existiere ein p € [1,00) mit M,, < co. Dann existiert eine von
p abhingende Konstante C > 0 und ein ng € N, so dass fir alle n > nq gilt

A, (6) < CMye™PkE ay (p,q) -

Beweis: Der Beweis wird fiir den Spezialfall ¢ = 2 gefiihrt. Des Weiteren sei m > 1. Sind einige
m; = 0, so vereinfacht sich der Beweis. Im folgenden sei C' > 0 eine positive generische von p
abhidngende Konstante.

pn und Ep, sind Treppenfunktionen mit den gleichen Sprungstellen, da die Abh#ngigkeit von t
nur durch [nt] gegeben ist.

A (e) = P( sup o (s.1) — Epn (s,8)] > )

(s,t)ER?

k1l k1l
=P| max |p, (,) — Epn (,)’ >e>
0<k<i<n n'n nn
k1l
< P( max Pn <,> —Epn (k,l) >C’e>
0<k<I<[nb] nn nn
+P< max " (k,l> — Epn,, (k,l) >Ce)
0<k<[n01]<I<[nb2] nn nn
k1l
+P< max Pn (,) — Epn, (k,l) >Ce>
0<k<[nbd1]<[nh2]<I<n nn nn
k1l
+P< max Pn (,) — Epn <k7l> >Ce>
[n91]<k<l§[n92] n n n n
+P< max (k,l> —Epn (k7l)‘ >Ce>
[n61]<k<[nb2]<I<n nn nn

k l k l 6
ol o (D) e (D)) n

=1

Nun wollen wir die Technik Beispielhaft am Fall P, vorfithren. Hierbei wird die 3-Stichproben-U-
Statistik Uy (h) in eine 5-Stichproben U-Statistik mit 4.i.d. Stichproben zerlegt.

Fiir [n#;] < k <1 < [nfhs] und (%, %) € Hpy,p gilt
mo ma ([n61]\ (k—[nb1] [nB2]—1\ (n—[nb2]
(3.1) - ( u )(m 7u) ( v )( mo—v )
Un(%,%) (h) = ( k )0 (nfl) Un(el,ﬁ,%,@) (h) .
u=0v=0 mo ma2
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Dabei ist Un(ehﬁ L0,) (h) eine 5-Stichproben-U-Statistik mit Kernfunktion h vom

n’n

Grad (u, mg — u,my1,v,ma — v). Auf diese wenden wir die Hoeffding Zerlegung an.

u mo—u ma mo—v
2,70 u mop —u mia v mg — U
2D G [ 1R [ G LA

di+da+d3z+da+ds>0

S EEE s

wobei die Menge B = B (u,v) fiir ein festes « und v definiert sei durch

5
B = {dENg|d1 < u, do <mg—u, d3 Sml,d4 <w, d5 < mg — v, Zdl >0}
i=1
Das heif3t Un((91 kL) (ha) ist eine d-degenerierte 5-Stichproben U-Statistik mit Kernfunktion

ha vom Grad d. Nun wird P4 damit zerlegt. Dazu wihle n so grof}, dass my < [nf;] und

my < n — [ns] gilt.
n’'n n’'n

Dann folgt
[n61]<k<I<[nf2]
P 2 i U (h) — EU mm>o
= max - = _ -
[n61]<k<I<[nbs] KW n'n my1<l—k n(& L) n(b’i) €

P4:P( max

n'n n

EoDY |2 &
=P A Lin, <1
(oo (5 ) 323 e

[nO1]\ (k—[nb1] [nO2]—1\ (m—[nb2]
(D (I o
mo ma
(55 (£ 1)1 SEUEED (00
= misti—

Z Z [n91]+mo—glga1§(<l§[n92]—v v n (77”:0) (:Ln_zl)

n n
u=0v=0

Un<91 kL 92) (h) - EUH(917 ki 792) (h))

‘non non

Un(on,2.00) () = EUy (g, 1 1 ) ()] > Oy te)

n'n’

sqg Mo m2 kol I I e [ )
o o O L
u=0v= mo m2

n’n
U mo —u\ [Mmy v mg —v -1
U ha)| > C
£;<m)( ) (i) () ("o ) Ontnt y 00 “l%

B<.5 mo M2 P 1 k1
Y P (e i (50
Un(el,ﬁ L.6,) (hd)‘ > Cﬂ;1€> :

u=0v=0 de&B
PR

né k—[n6 nfz]—1\ (n—[nb
(e (Gaed) (M) ()
k -1
(mo) (7;112)

Fiir unterschiedliche d € B werden die entsprechenden Summen abgeschétzt.
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Wir betrachten fiir ein festes u und v folgende Zerlegung der Menge B.

B= {deB|dy=0, d3=0, dy =0}
U{d € Bldy >0, d3 =0, dy =0}
U{d € B|dy=0, d3 >0, dqy =0}
U{d e B|dy =0, ds =0, dys >0}
U{d e B|dy >0, ds >0, dy =0} (3.2)
U{d € B|dy >0, d3 =0, d4 >0}
U{d e Bldy =0, d3 >0, dy >0}

8
U{d € B|dy >0, d3 >0, dy >0} =: | | B;.
i=1

Es gilt

mo Mm2

k1
P, < P 1,, ,
4= Z Z Z ([n91]+mo—zn§al§<l§[n92]—v 1<i-kt <n ’Il)

u=0v=0 deB
([nel]) (k—([)nf)ﬂ) ([”92]—1) ("_5192]) ‘
u mo—u v = mo—v Un ) VE’L’Q (hd)‘ > CKZ;1€
() () (O]
e ko1
Y Y Yo < max 1Wka(, )
nb1]+mo—u<k<Ii<[nbz]—v n n

u=0v=0 =1 deB;
né [n61] nfz]—1\ (n—[nb
(") (Sansd) () ()

(1mo) (%)

(elvﬁvﬁ’ ) (hd)‘ > C}ﬁ}n16>

Zur Abschétzung der P,; werden die Maximalungleichungen von Doob 2.2| bzw. von Chow 2.1
benutzt. Des Weiteren wird die Markovungleichung, vergleiche zum Beispiel Génssler und Stute
(1977), Lemma 1.18.1., S. 97, und eine Momentenungleichung fiir d-degenerierte U-Statistiken
2.20/ verwendet.

Firde By ={d € B|d, =0, d3s =0, d4s = 0} hiingt die U-Statistik U, n (61,5, L,60,) (hq) nicht von

k und [ ab. Somit gilt

Lipom

b ()G (03 ()
s ([n91]+mo BRI (n n> (1mo) )

deB;
n(el’k’ 1 92) (hd)’ > C’i;le)

nomn?

< P 1 - ‘ !
(nGl J+mo— u<k<l<[n92] v 1si—k U (01 ‘]VCL 7l 02) (hd) = Oﬁn 6)
d€ 1
= ( n(01,%, L 0, (hd)‘ > CH;16> fiir beliebige k, I mit [nh1] +mo —u < k <1< [nfs] —v
deB; n
P
= Z P ( n(917E7L702) (hd)‘ > Clir_lpep>
deB; e
Markov »
< Z Ce PKPE Un(el,ﬁ,i,%) (hd)‘ (33)
deB; e
2. 20 —-p,.p p di d2 ds da ds —alp)
< Y CePriElhal” (nfa)™ (k= (1) (1= )™ ([nf2] = )™ (n = [n62])" )
deB;
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2.6 —a(p)
< CMpe Prb > (Wl]dl (k — [n01))™ (1 = k)™ ([nbs] — )™ (n — [n9z])d5)
deB;
Def. B
< CMye it ST W) dady=ds=ds=0und 1 < dy +ds
deB;

< CMye Prbp~a®),
Esseidée€ By ={d € B|dy >0, ds =dy =0}. Aus dy < mg — u und [nd;] < k folgt
no k—[n6
w < Cp—2 (k - [n91]>.
(1) d
Des Weiteren hingt Un(917E7L702) (hq) nicht von I ab und es folgt
[n01]\ (k—[nb1] [nO2]—1\ (m—[nbs]
k 1
P4,2 - Z P ( max 1m1§l—kw (7) ( - )(km[)iu) ( ‘ 2Elm27v )
de b, [nO1]4+mo—u<k<I<[nbz]—v nn (mo) (M2)

Unon & s) (ba)| > Oz )

— k— [77/91]
d>
b ( dy )Un(ehi‘;,,i,ez) (ha)

< E P max 1m1<l7k > C:“Cr_]llé
deB [nO1]+mo—u<k<I<[nbz]—v <
2

I=[nfz]—v —d k— [nel] —1
= P 2 U v hg)| > C
déz ([an]—i—mo—urélka%([neg]—v—ml " ( do n(917%792_i792)( d) Fin €
k— [n@l] P d _
= Z P <[n91]+mouglg§[n92]vml ( ds Un(917%7927%792) (hd) > COn“Ppr Pel | .

deBs

Mit Lemma 2.19 folgt das (§;>Un(91 0115 052 0,) (ha) fir mg —u < k' < [nb3] — [nb1] —v —my
ein Martingal ist. Mit der Doobschen Ungleichung 2.2/ folgt

k— [7191] b d —
< N 2P . —D D
P472 - dz P ([n01]+m0—u1£1?§[n92]—v—m1 ( do Un(el’%702_¥702) (hd> > Cn Fin €
€B3
Doob _ _ [nfs] — [nb1] —v—m v
d 2 1 1
< Z Ce p/iﬁn *PE ‘( ds Un(‘%,@g*iv_,:nl ,92*%,02) (hd)
deBs
p
<O Y E Uy (g0, ot g, s ) (ha)] (3.4)
deBs
2.20 —a(p)
S ey 3 Elhal? ()" (1n62] — 6] — v — )™ s (n ~ [ua]) )
de By
2.6 —a(p)
< OMyeit 3 (10" (106 — (0] — 0 = o) o (n— [n0a]) )
deBsy
Def. B
< OMye kY (Info] — [n62] = v —my) )
deBs

< CMpe*pnﬁn*“(p).

Fird € B3 = {d € B|dy =d4 =0, d3 > 0} gilt, dass Un(g1 kL) (hq) nur von der Differenz

‘min’?

I — k abhéngt. Des Weiteren gilt fiir die Gewichtsfunktion w fiir 0 < s <t < 1

w(s,t) =8 (t—8)" (1 —t)" < (t—s5)"".
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Es folgt

[nO1]\ (k—[n61] [nB2]—1\ (n—[nb2]
k1 e z o
Fas = Z F ([nel] max Ty <i— kw( ) Sl 0 ) ( ) )

deBs +mo—u<k<I<[nb2]—v n'n <7Tlfo) (7:"_;)

n(01,5,L.0,) (hd)‘ > 01@716)

non?

Un((fl,%,%,ﬁg) (hd)‘ > C,‘f;le)

I—EkE\™
< P Loy <tk | ——
- Z ([n01]+m01un<a/§(<l<[n02]v st k( n )

deBs
=ty e ma ter () |0 (ha)| > Oy
= X m / - / n €
6 ]+mo —ush<l/+k<[nosl—v S \ 1 n(n 55 02) T
deBs
k=[nb1]+mo—u l/>a1
= P max — 3.5
Z (mlSl’é[n92]—[n91]—m0+u—v (n 3

deBs

> C’nnle)

Ul’l (91 ,014 102 0, 0] 7nu+li 192) (hd)

p

(a)7

Wobei bei der letzten Gleichung
k=10
g :=[nba] — [nb1] —mo+u—v

fop
= 2 P,

> Cm;pepn‘Xl”) .
deBs

U, :=U (01 0,4+ m0=% g, +m0—”'u,+k’02) (hd)

gesetzt wurde. Man beachte, dass fiir hinreichend grofie n positive Konstanten C; und Cy mit
Cin < g < Con existieren. Mit Lemma 2.19/ folgt das ((Z’)Uk fir m; < k < g ein Martingal ist.

Des Weiteren folgt aus a; < 1 < d3 dass E“:l)
dz

Chowschen Ungleichung [2.1] auf das Submartingal ‘((Z)Uk‘ mit der Folge £ (
keap
Pyi3 < P

( k ) :
dg
deBs

= e (& (G-t

deBsg k=m ds ds

monoton fallend in k ist. Somit kann die

)p angewendet wer-
d3

den. Damit gilt

p

—D Py 01P
> Ck,Peln )

p galp

Turt

L))
T

g1 dz—1
B1 A o 1 k gop
< CePyPp—o1p E
D Cerrtn z(zp )< M= dw) \(d) (2, )
deB; \k=my
g—1 ds—1 k
— —Q « —1 p o p
< Ce PrPn ”’Z(Zklp <1a1+2k—d3+i>EUk| JrglpE|Ug>.
deBs \k=m1 i=1
Des Weiteren ist f (z) := Zfi;l 7—d;77 monoton fallend da
dz—1 . ds—1 ,
r—d3s+i—x ds — 1
ff(x) = - = B A —)
; (z —ds +1)? ; (z —ds +1)?

und es folgt

ds—1 ds—1
k mi
<1_a1+;k—d3+i><<l_al+zm1 d3+i><c



Ahnlich zu Py, folgt

p

r _
E |Uk| =E (91 61+0—" 6, erojiluyc’%) (hd)

2 CE hal” (Infi]" (mo — )™ k% ([nfa] — 6] — mo +u — k) (n - [noﬂ)ds)ia(p)

—a(p)

< My (6] (mo — )™ K% (6] — [n61] — mo +u— K)* (0 — [nfa])™)

Def. Bg _
C M, k=)

Somit gilt

ds—1
P473 < CE*PKP —a1p Z (Z Lear—1 (1@1 + Z P d n >E|Uk|p+ga1PE|Ug|P>

deBs \k=my

< CePrhn ™ Y <Z kPTIE UL + g™ PE|U, p)

deBs \k=m;

g—1
< CMpeip/{anfalp < Z Ee1p—1—a(p) + galpa(p)> )

k:m1

Aus % < ap <1 folgt

—(ap-1-(p-1) =(1-) L<p<2
_(a1p—1—a(10))={ _p(alp_lp_%p) :—(al—g)p+1}<1 2<;5<oo.

Und man erhalt mit Lemma B.6

g—1
P4,3 < CMpepr;analp ( Z kcnp*lfa(p) + galpa(p)>

k:ml
B§'6 CM,e PkEn=P ((g _ 1)011P*1*a(p)+1 + galp—a(p))
< C’Mpefpnflnfa(p).
Esseide By={d € B|dy=d3s =0, dy > 0}. Aus dy < v und | < [nfy] folgt
O2]—1\ (m—[nbs
([" v] )(Z:ITLQ[i'U]) < Cn_d4 [n62] _l )
() B ds

es Weiteren héangt kL d) nicht von k£ ab und fiir I’ = [n6,| — [ folgt mit Lemma 2.
Des Wei h Un(91 _’792)h ich k ab und fiir I’ 0 [ fol it L 2.19

das (dg)Un(e1 b1+ 0= 9, 1" 0,) (hq) fiir v < 1" < [nfy] — [n61] — mg + u — my ein Martingal ist.
Mit der Doobschen Ungleichung 2.2 folgt analog zur Abschétzung von Py o

P474 S CMPE*PHZTL*@(P). (36)

Es sei d € Bs = {d € B|dy >0, d3 >0, ds = 0}. Es gilt fiir beliebige Mengen A; ; mit ¢,j € Z
und A, ; =0 fiir j —i <my

g [nf2]—v-1
U'=l—k
U Ao =" U U A
[n61]4+mo—u<k<I<[nO]—v '=m1 k=[n6]+mo—u
g [nB2]—[nb1]—v-1
k' =k—[n61]
= U U Ay ] +k, [n01 )+ +1/
I'=m, k'=mo—u
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Es folgt

[n@l] [n91] [77,02]71 [’neg]

ZP( i 1m1§_kw(k7z)<u () 5 C)

dep [nO1]4+mo—u<k<I<[nbz]—v (mo) (anl)

Un(or .4.0) (ha)| > Cri'e)

k — [nf
< P 1m1<l7k néa] Uy (o & 1 g (ha)| > Cn%k, e
[nf1]+mo— u<k<l<[n92] - do (01,5, 5.02)
deBs
K da,.—1
y -
P(m?i%')ig mo—u<k!<[nba] —[n0s]—v—1 (dg)U (61,015 01+ 25 6, (ha)| > Cn®hy 6)
deBs
- K do,.—1
y —
<d€B Zm <mou<k’<[nn19%¥[n91]vl’ <d2>Un(91>91+g,91+k/:l/,62) (hd) >Cn Fn 6) ’

Ahnlich folgt aufgrund der Definition von Bs dass

p

ElU < CM, (K1)~

(91,91+k/ 91+k/+l, ) (hd)

n’

und somit folgt analog zur Abschétzung von Py 3

g
Pys < P
45 = Z Z <mou<k’<[nnleaj([n01]vl’

ds,.—1
> Cn"“k, e)

k/
(d2) U(1n61],[n61]+k" [n6:]+k' +1,[n62]) (Rd)

deB; l'=m,
Analog Py, —a
’ Z OM,e PP ([nfs] — [n:] — v — 1) ~*®) p=a®)
l’—m1
—(2p=3)
= B (gfn}%) 1<p<2
< CMpe kP ¢ (g—m1) In(g—m) p=2
1
(g —mq) 2P 2<p<oo

< CMye PkPay, (p,1).
Ahnlich zur Abschitzung von Py 5 folgt

Py s < CMye Pkl ay (p,1)
Py 7 < CMyePrlay, (p,1).

Fiird € Bs = {d € B|dy > 0, d3 > 0, dy > 0} lisst sich kein Martingal finden. Somit erhdlt man
mit der Markovungleichung eine schwiichere Abschéitzung. Es gilt

k l> (") o) (T )

s = 3P 8y i (5o () )

deBg
a(or.5 4 0z) (ha)| > Cri'e)

[nB2]—mi—v [nO2]—v

<y X X

deBg k=[nbi]+mo—u l=mi+k

P
(0177’7) ) (hd)‘ > Cli;pﬁp>

[nBz2]—mq—v [nB2]—v

2. > ) 0

deBg k=[n0i]+mo—u l=mi+k

M arkov

p
Unor.5.2.0n) (ha)|

[nO2]—mi—v  [nB2]—

Do S Y > Elnal (I (= 0" (= 1 (6] — 1 (o )"

deBg k=[nbi]+mo—u l=mi+k

2. 20 —a(p)
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[nl2]—mi—v  [nBa]—v

Loer 3 3 S0 My (In6a]™ (k= [02))™ (1 = &)™ ([n62] = )™ (0 — [na))™) o
deBg k=[nbi]+mo—u l=mi+k
Def. B [nB2]—mi—v  [nO2]—v
TOMen Y Y > (k= [n6a]) (1 = k) (Infs] — 1)) (3.7)
deBg k=[nbi]+mo—u l=mi+k
[nO2]—mq1—v [nB2]—1
SOMpePil > (k=) YT (1= k) (] — 1))
k=[n61]+mo—u l=mi1+k
- [n02]—mi —v (k= [n61])~ PV () — v — my — k)~ 1<p<?2
< CMye Pkl > (k—n0:])" " ([nba] —v—m1 — k) "In([[nbs] —v—my — k)  p=2
k=[n01]+mo—u (k — [n6:]) "2 ([[nf2] — v — my — k)" 2P 2 <p<oo
TR (g —ma)” P I<p<2
< CMye Pk Q (In(g—m))’(g—m1)""  p=2
(g—mi) %" 2<p<oo

< CMye Prlay, (p,2).

Bei vorliegen von ¢ Change-Points wiirde man das Lemma [B.6/ g-mal anwenden. Und man erhélt
dann als obere Schranke CMye PrPay, (p, q). Zusammengefasst erhélt man

mo mo2—u

P4<Z Z ZP4Z<CM€ PP a, (p,2).

u=0 v=0 i=1
Py, ..., Ps lassen sich in dhnlicher Form abschétzen und damit folgt die Behauptung. O

Fiir die (g + 1)-Stichproben-U-Statistiken Uy (h) erhélt man eine zum Lemma 3.2 &hnliche
Abschitzung. Fiir einen Vektor B € R9*! definiere die Menge

ng Z:{tERq‘,@iSti+1—ti fﬁrogigq,tozo,tqH:l}.

3.3 Lemma. Es seie > 0 und es existiere ein p € [1,00) mit M, < oco. Des Weiteren sei 3 € R1+!
mit B; > 0, 0 < i < q. Dann existiert eine Konstante C > 0 und ein ng € N, so dass fiir alle
n > ng gilt

P (Sup |Un(t) ) Ejn(t) (h)} > 6) < CMpeipan (p> q) .

teH,

Beweis: Es gilt nun

P ( sup |Un(57t) (h) — EUn(s,t) (h)| > 6)

(s,t)eHg

U, (

)(h)’>e).

Anstelle von Gleichung (3.5) aus dem Beweis von Lemma [3.2] erhélt man nun fiir Py 3 =

Y p ( (") o) (B )

max Lngy)<i—k -
' () )

3=

) (h) — U s

:\a'
:\~

€
n

=F (ngng;gnl[ Bol<k Lni)<i—k Lnpo)<n—1

[nO1]4+mo—u<k<i<[nO2]—v

(elvﬁ’ﬁ’ ) (hd)‘ > OG)

deBs

< max |U
Z (nﬁl <l/<g n

deBs

mo mo

p

P
(01791+7n0n—u791+7n0—nu+l’792) (hd) > CG > .
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Mit Lemma 2.19 folgt das U fir0<1<g-— [n04] ein Martingal ist.

n(91,01+ O 61+ 771.0—':;+g—l~’02)

Damit gilt
p
, P
P4,3 S dz P <[nﬁ111}12§$§q Un<01’01+mon—u’ol+mo—nu+l ,92) (hd) > CE >
€B3
Doob p
S Z CeipE ‘Un(ehgl_‘rrnou’el_‘rvnQu+l/ 792>
deB; " "
2.20 —p P dq do ds dy ds 7(1(]))
< 0 7 Elhal” ([61)" (mo — w)*™ ] ™ (g + v+ MBD™ (0 — m6])")
deBs
2.6 —a(p)
< Cer Y My ([n63]™ (mo —w)™ A (g+ v+ [nA)™ (n — [002])" )
deBs
Def. B
< OMe? Y ) (3.8)
deBs

< CMpe_pn_a(p).

Ahnliche Abschiitzungen erhilt man fiir die restlichen Terme bzw. geht der Beweis analog zum
Lemma 3.2. 0

Als néichstes betrachten wir die Grenzfunktion der Folge der Mittelwertfunktionen des Prozesses

Pn-
Wir definieren im Fall ¢ = 2 die deterministische Funktion r : R? — R durch

mo2 MmM2—Uu

( mo ) (017t)u(02701)u(1702)7n27'u71r
Z Z UV, My —U—V (1-t)™2 Hmo+mi+u,v,me—u—v

u=0 v=0
0<s<t<b<by<1
3 X 01—5)" (=)™~ 0a—1)" (1—03)™2~"
ZO ZO (n;;l)( : S)(t£5)7”11) (TZZ)( : )(1(77&)7“22) Homo+u,mi —utv,mo—v
u=0 v=

0<s<b; <t<bh, <1

( my ) (01—5)"(02—01)"(t—62)™1 """

u,v,m1 —uU—v (t—s)™1 Hmo+u,v,mi —u—v+mo

u=0 v=0
0<s<b; <6, <t<1
mo mo — —
. 0“(5_0 )'VYLO u 9 _t v 1_9 m2 v
r(sf)= 0 v=0 () 25w (") 22 )(1(—t)m22) Hau,mo—utmy +v,ma—v
u=0 v=

O<91§8§t§62§1

: (mo) 01 (s—0)™0 " (Wn) (02—5)"(t—05)™1 "

) v (t—s)ml ,U/u,mofu+u,m17v+m2

0<bh <s<Bh,<t<1

Z ( mo ) 01 (02—01)" (s—02)™0 "

P ,uu,v,mgfuvarmlerQ

0<6; <6, <s<t<1

0 sonst.

(3.9)

Eine explizite Darstellung fiir ein beliebiges ¢ € N der Funktion r : R? — R ist im Anhang |A
angegeben.
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3.4 Bemerkung. Es sei M; < co. Dann gilt

(1) r ist stetig auf H.

(2) T (01,...,04) = pim.

(3) r ist beschrinkt.

(4) r ist differenzierbar auf dem Inneren jeder Teilmenge HE.
(5) Es existieren alle Richtungsableitungen von r im Punkt 6.

Beweis: Zur Stetigkeit (1) betrachte im Fall ¢ = 2 zum Beispiel ; < s. Dann gilt

li t
A7)

t>02

mo mi mo—u v mi1—v
. mo\ 0 (s —01)"" my\ (02 —s)" (t —02)™"
- tlineg Z Z < u > : s™mo v (t _ 5)7”1 Hu,mo—u+v,mi —v+mo

u=0 v=0

mo
mo G“f S — 91)m0 “
E 5o Hu,mo—u+mi,ma>

und

1 t
A, (50
t<02

BT mo 91 S — 91) U mo (92 — t)v (1 — 92)’”2_”
= tlir& Z Z ( > §™Mo v (1 _ t)mz Huw,mo—ut+mi+v,ma—v

u=0 v=0

mo m S 9 )mo —U
0 — V1
E ( ) Mo Hu,mo—ut+mq,ma-

Ahnliches kann man fiir die anderen Fille zeigen. Die Behauptungen (2)-(5) folgen aus der Defi-

nition der Funktion r. O
Nun definieren wir die Funktion p : R? — R als das Produkt aus r» und w.
pt):=w(t)r(t).

3.5 Bemerkung. Es sei M; < co. Dann gilt

(1) p ist stetig und beschrénkt.

(2) pt)y=0furt ¢ H.

(3) p ist differenzierbar auf dem Inneren jeder Teilmenge HY.

(4) Es existieren alle Richtungsableitungen von p im Punkt 6.
Die Richtungsableitungen spielen spéter bei der Driftfunktion des Grenzprozesses der Folge (Z,),,cy

eine Rolle. Dazu definiere fiir 1 < i < q folgende Vektoren m;, m;_ € Ng“ durch
miy = (Mmo,...,Mi—2,Mi—1 — Lym; +1,miqq,...,my)
mi_ = (mg,...,Mi—o,Mi—1 +1,m; —L,miqq1,...,my).
Durch Nachrechnen erhilt man folgende Ableitungen.
3.6 Lemma. Fs sei My < co. Dann gilt fir 1 <i <q und allen € N

oi—1 Q;

— _ M1 -

Qi1 (&7}

O-eip (0) =~ (91 —0im1 O —191) w (6t +w (6) Oip1 — 0;

m;

(M- = Hm) -
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Beweis: Es gilt fiir t € H

w(t) =[]t =)™

=0
a ;1 Q;
%w_w(t) (ti_ti—l tit1 _ti>
_ _ Q1 _ Q;
Oe;w (0) = —0_w (0) = w () (91‘ i R 9i> .

Des Weiteren zeigen wir es fiir r beispielhaft am Fall g =2, i = 1. Fir 0 < 6 < s <t <6, < 1
gilt

mo w mo—u
mo 0 (S — 91)
7 (s,02) = Z < u ) ! 5o Hu,mo—utmy,moy-

u=0

Und es folgt

0
8917‘(0) = %|91+ 7"(8792)

_ 9, mz mo\ 03 (s — 01)™ "
= 95 01 ” Mo Hu,mo—utmy ,mo

u=0
mo—1 _
o 0 G;no 0 2 mo 0% (8—91)m0 v
= %|91 5o Hmg,mi,me T+ %|91 UE,O u 5o Hu,mo—ut+mq,mo
o7
1

= —mo Mo+l Hmg,mq,ma

827710 8291

= fme L, (mo —u) (s — 6)"™ 7L smo — (5 —6;)"°  mgs™o!
+ Z 1 Hu,mo—utma,mz

= —mow Hmo,my,ma

mo—1 mo—u—1 mo—u
Mo gu (mg —u) (s —01)"° s—(s—=01)""" "my
+ Z w 1 Hu,mo—u+my,mo gmot1 s=01
u=0
1 1

- 7m0€7 ,umo,ml,mg + mONmo—l,l—&-ml,mg?
1 1
mo
= gr g, (s~ pim).

Fiir 0_e, gilt
0
87917“ (0) = _g‘elf r (57 02)

o 8 2 mq (91 — S)u (02 — 91>m1—u
= 88|61 Z ( u ) = )m1 Hmo+u,mq—u,ms

S
u=0

_ 9 (G —)™ 0 o, Z (m1> (61— )" (62— 61)™ "

_ v (92 — S)ml Hmo+u,mi—u,mso

_%h)l (92 _ S)ml Mm 88

u=1

= —m mﬂm + my mﬂmo+1,ml—1,m2

— my —
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Fiir die anderen Félle geht es analog. Man erhélt fiir 1 <i < gq
ey (0) = (Oe;w (6)) 7 (6) + w (6) De, 7 (0)

Q1 Q; mo
= — 0 m 0 m -~ Mm) -
<91_97,1 9i+1_9i)w( )p’ +u}( )91_90 (Iu‘ 14+ ,LL )

Und es gilt
O—e;p (0) = (=0cw (0)) 7 (0) +w (0) 0,7 (0)
_ Q1 _ &%) mi _
- (91 _ 91_71 9i+1 _ 91> w (0) :u’m + w (9) 92 _ 91 (Iuml— /J“m) :

O

Wir konnen zeigen, dass die Folge der Prozesse (p,), oy gegen die Funktion p konvergiert. Dazu
zeigen wir als Néchstes, dass die Folge der Mittelwertfunktionen gleichméfig konvergiert.

3.7 Lemma. Es sei My < 0o, dann gilt

lim sup ’K/nEUn(t) (h) —r (t)‘ =0.

Beweis: Die Menge H lisst sich in endlich viele Menge H? zerlegen. Es geniigt somit, fiir alle
HS CcH

lim sup  |knEUngt) () =7 (t)| =0

Nt e HONHm

zu zeigen. Wir betrachten wieder Beispielhaft den Fall g =2 und 0 < 6; < s <t < 03 < 1. Dann
bleibt zu zeigen

lim  sup  |kpnEUn(s) (h) — 7 (s,1)]

N—=00 0 <s<t<bs

mo  ma ([nel])([ns]f[nell) ([nf)z]f[nt])(n*[nozl)
v

mo—u mo—v
n ns

) (nf[nt]) H(u,mo—u+mi+v,ma—v),n
u=0 v=0 mo ma

mo\ 0% (s —61)"™" ™" (ma) (02 —1)" (1 —605)" "
-3y (e (g ey

u=0 v=0
(P (o) () ()
ns n—nt
() (")
(m0> 91 S — 91 mo—u (mg) 92 — t)v (1 — 92)m2—v

u v (1—)"

mo\ 0} (s —61)™ " 91 T ma (02 — t)v (1—0)""
+ u v — t)mg |"<‘:n.u(u,m0—u+m1+v,m2—v),n — Hu,mg—u+mq+v,me—v

[n61] )
< lim sup Z Z

u
N0 <s<t<O2 "o 0

= lim sup
000 <s<t<O2

mo M2

< lim sup Z Z

n—)oo91<6<t<92 u=0 v=0

| Bn b (u,mo—u+mi+v,ma—v),n

ns|— [nel]) ([’I’L@z]*[nt]) (nf[neg])

(o -~ 0
() ()
- (mo) O (s = 61)™"" <m2> (B — )" (1—6y)™ "

u ™Mo v (1—t)"

max IZY

keNgtY, SN ki=m

+ nh~>m |/§n,u(u mo—u+mi+v,ma—v),n Hu,mo—u+ml+v,m2—v|

=0.

Die letzte Gleichung folgt aus der Dreiecksungleichung sowie mit Lemma [B.2. O
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3.8 Lemma. Es sei M; < oo, dann gilt

lim sup |Ep, (t) — p(t)| = 0.

n—oo teRg

Beweis: Folgt aus Lemma 3.7 und der Tatsache dass w unabhéngig von n, beschriankt, Lipschitz-
stetig und Null fir t ¢ H ist. Zu t € H \ Hp,,, existiert ein 0 < ¢ < g mit [nt;41] — [nt;] < m,.

Und es folgt
(m + 1>;
<
n

q

=[] (s = t)™ < (tiga —ta)™ < (1 + [ntipa] — [nti])“i B (mi n 1)%

- n n

Somit gilt

lim sup |Ep, (t) — p (t)] = lim sup |Ep, (t) — p(t)]

n—00 tcRa n—00 tc i

< lim  sup  [Epn (t) —p(t)[+ sup [Epn (t) — p(t)]
N7 teH\Hm,n te

m,n

KW ([nnt]> EUn) (h) —w (t)r (t)‘

w (“‘j) (knEUnge) () — 7 (t))‘ + ‘(w (“;ﬂ) —w (t)) r(t)‘

= lim sup |w(t)r(t)|+ sup
N0 {€ I\ Hym € Hm 1,

1
1\ 2
< lim  sup <m+ ) |r ()| + sup

N0 e H\Hym,n n t€Hm n

r und w Beschrinkt

t
lim C’ﬂf% + Cs sup |/€nEU n(t) (h) — } + C3 |w ([n ]> - w(t)‘
n—oo tEHm " n
w Lipschitz [nt]
< lim Cin~ B + Cy sup |I<LnEUn(t)( T‘(t)|+0304HtH
< lim Cyn~ 3 + Cy sup |/€nEU @) (h) — | +C;>,C4f
=30
]
In Abhéngigkeit von der Integrationsordnung p und den Eigenschaften der Folge (), konver-

giert die Folge der Prozesse (py),cy gleichmiBig gegen die Funktion p stochastisch bzw. P-fs..
3.9 Satz. Es existiere ein p € [1,00) mit M,, < oo, dann gilt

sup |pn (t) = p (t)]

n—oo 0{ P-stochastisch, wenn  lim, .. kPa, (p,q) =0
tERy

)
P-f.s., wenn Yooy Kban (p,q) < oo.

Beweis: Aus Lemma 3.8 folgt, dass zu einem beliebigen ¢ > 0 ein ng existiert, so dass fiir alle
n > ng gilt

€
sup [Epy (£) — ()] < 5.
teRa

Und es folgt

lim P <sup o (8) = p (8) >e) < lm P (sup pn (8) — Epn (6)] + sup [Epn (8) — p (£)] > )
n—oo teR4a n—00 tcRa teRg

IN

lim P <sup lon (t) — Epy, ()] + % > e>

n—oo teRq

lim A (6)
= lim A, (=
n—oo 2
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3.2 €\ P
< lim CM, <§> kP an (p,q)

n—oo

=0.

Somit ist der erste Teil bewiesen. Der zweite Teil folgt ebenfalls mit Lemma 3.2l und dem ersten
Borel-Cantelli-Lemma, vergleiche zum Beispiel Génssler und Stute (1977), Bemerkung 1.16.7., S.
85. O

Mithilfe des Stetigkeitssatzes fiir das Argmax-Funktional bzgl. f.s.-Konvergenz [2.30/ erhalten wir
die Konsistenz des Schétzers.

1.1 Theorem. Es existiere ein p € [1,00) mit M, < oo und es sei arg (|p|) = {0}. Dann folgt

b, "7, g P-stochastisch, wenn lim"g’o‘” KPap (p,q) =0
P-f.s., wenn Y one1 Khan (p,q) < o0

Beweis: Wir mochten Satz 2.30 auf die Folge (|pn|), ¢y mit der Funktion |p| anwenden. Somit sind
die Voraussetzungen (1) bis (6) zu priifen.

Da pn (t) = pn (M) fiir alle t € R? und alle n € N gilt, folgt (p,)

n

nen © D (RY). Also gilt (1).

Aus der Definition des Schiitzers folgt 8,, € arg (|pn|) € Arg (|p,]) ist. Somit gilt (2).

In 3.5 wurde die Stetigkeit der Funktion p bemerkt. Damit ist auch |p| stetig und es gilt

lp] € D (RY). Dass heisst, es ist (3) erfiillt.

Des Weiteren gilt nach Voraussetzung arg (|p|) = {0}. Da die Funktion |p| stetig und Null auf
R?\ H ist, folgt (4).

Da {t € ¢l (H) mit ||t — 0| > €} eine kompakte Menge ist, folgt die Existenz fiir ein beliebiges
€ > 0 von

max {|p(t)|: t € R mit ||t — O] > e} =max{|p(t)|: t € cl (H) mit ||t — 0] > €}.

Also gilt (5).
Mit Lemma 3.9/ folgt

. P-stochastisch, wenn  lim,, .o K2ayn (p,q) =0
su t) —p(t) =0 ’ e T A
teﬂg [on (8) = p ()] { P-f.s., wenn Yoo KPay (pq) < oo
und somit gilt wegen der Dreiecksungleichung
P-stochastisch, wenn  lim,, o k2a, (p,q) =0

n—oo
ts;lﬂg [ o (6)] =1 (t)] | 0{ P-f.s., wenn Yoo KPay (pq) < oo.

Somit sind die Voraussetzungen von Satz 2.30 fir >~ 7 | kPa, (p,q) < oo erfiillt und es folgt die
Behauptung. Die stochastische Konvergenz folgt mithilfe eines Teilfolgenkriteriums. Dazu wéhle

man eine beliebige Teilfolge {@n/} N von {@n} . Aus der stochastischen Konvergenz von der
n'e ne
Folge

fo = sup [ [pn (£)| = o (t)] |
teRe

gegen 0, folgt die Existenz einer Teilfolge { fn},cn von {fnr}, ey, Welche P-f.s. gegen 0 konver-

giert. Aus dem ersten Teil folgt somit die P-f.s Konvergenz der Teilteilfolge {én”} N gegen 6.
n''€

Und somit gilt die Behauptung.
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3.2 Stochastische Beschrinktheit

Ziel dieses Abschnitts ist der Beweis von Theorem [1.2. Im folgenden erweist es sich als hilfreich,
handhabbarere Schitzer mit dhnlichem asymptotischem Verhalten zu untersuchen. Dazu definiere

den Schétzer 9: durch

+
0, :=argmaz (p, (t), t € G,).
Durch die Einfiihrung des Schétzer 9: vereinfacht sich spédter im Beweis von Lemma 3.15 der
technische Aufwand.

3.10 Lemma. Fs sei My < oo und es gelte —infyeg p (t) < p(0), dann existiert fiir schlieflich
alle n € N ein eg > 0 mit

P (én ”] é:) < 2A, (co) .

Beweis: Da G,, eine endliche Menge ist folgt

in E — mi = |— —E I _
&in Epr (t) trggi’p(t)‘ ‘ max —Epy, (t) < max p(t))‘

sup —p (t) — sup —Ep, (t)’

teG, teGy

B.3

< sup |—,O (t) - (_Epn (t))|
teG,

< sup |Epn (t) — p(t)] =50 gemiB Lemma 3.8
teRa
Des Weiteren existiert ein to = (to,1,...,%0,q) € ¢l (H) mit p(ty) = infyem p (t). Im folgenden
konstruieren wir eine Folge (t,,),,cy mit tn, = (tn,1,...,tn,q) € G, und lim,, o t,, = to.
Fiir festes n € N setze t,, o = 0 und definiere rekursiv fiir 0 <7 <g—1

tn + n%, , wenn [’I’Lt07i+1] <m;+ [ntn,i]
Inivieal] , wenn m; + [nty ] < [ntgip1] <n— Z?:i-{-l m;

qn
n=3 20—y
n

tnit1 =
, wenn n — Z?:z‘-ﬂ m; < [ntgit1].

Fir n € Nund 0 < i < ¢ folgt dann offensichtlich [nt, ;1] — [nt, ;] > m; und somit t,, € G,,. Die
Konvergenz erhilt man durch Induktion bzgl. der Koordinaten. Es sei tg € ¢l (H). Fiir 0 <i <gq
gilt dann #g ;41 — to; > 0. Wenn tg; = 0 ist, dann folgt lim,, oo tn1 = lim, oo %2 = 0 = tg 1.
Wenn 0 < #91 < 1 ist, existiert ein ng, so dass fiir alle n > ng folgt mg < [ntg1] <n — 23:1 m;.
Somit folgt ebenfalls lim,, o0 t,,1 = to,1. Fiir to,1 = 1 folgt

q .
. . n— ijo mj
lim ¢, = lim —————

n— oo n— oo n

=1= t071.

Damit gilt limy, .o tr,1 = to,1 und somit folgt der Induktionsanfang. Den Induktionsschritt erhalt
man dhnlich zum Induktionsanfang. Es gelte also lim, .oty = to; filr ein 1 <4 < ¢ — 1. Dann
folgt

lim tn,i—!—l = lim tnﬂ' + — = t(),i = t0,1'+1 , wenn t07i+1 = tO,i-
n— oo n— oo n

. . n= Z?:i-&-l my
lim tn7i+1 = lim ——————=1= t07i+1 , wenn tO,i+1 =1.

n—oo n— 00 n
Falls g ; < to,i+1 < 1 ist, existiert ein ng, so dass fiir alle n > ng folgt

q
mi + [ty ] <m; + 1+ [nto;] < [ntoie1] <n— Z m;.
j=it1

50



Somit folgt ebenfalls lim,, o0 tyi41 = limy— oo [m"in’“] = tg,it1-

Damit gilt lim, o t, = to und mit der Stetigkeit der Funktion p folgt

. s — . s — . o < o n—oo .
Qin p(t) — inf p (t)‘ in p(t) — inf p(t) = min p(t) = p(to) < p(tn) — p(to) —— 0
Es folgt

in Ep, (t) — inf t)| <
i B0 (0= f, 9(0)] <

min Ep, (t) — min p (t)‘ +

teG, teGn teGn tecl(H)

Fiir ¢g := i (p (0) +infeccimy p (t)) gilt nach Voraussetzung, dass ¢y > 0 ist und es folgt

n—00 n— 00 n—oo teG,, tecl(H)

Fiir schliefllich alle n € N gilt
E in E > 2¢.
pn (0) + min Epy () = 2e
Mit Lemma B.4! folgt
P (én + é:) = P (argmaz (|pn (t)|, t € G,) # argmaz (p, (t), t € G,))
< P(arg(|pnl) # arg (pn))

B.4
< — i >
(- 7102 e )

Jnf pn (t) 2 pn (9))

— fuin py, (t) 2 pn (9))
teG, teG,
teGy
- 80D (9 (6) €0 (6) = i £ (6) > 1, (6). 15 ) ~ Epa (6)] < ) + A ()
max — (o (t) — Epu (£)) > py (6) + min Epy (8).pu (6) > Epy (6) ~ ) A, (e0)
< P (1o o ()~ €90 (0] 2 B0, (6) = o+ i Ep0 () + A ()

<P (me 1o () — Epy ()] > 60) T A (eo)

o1

min p(t) — inf p(t)] —50.

lim (Epn (0) + tpélén Epn (t)) = lim Ep, (@) + lim min Ep, (t) w1, (@) + inf p(t) = 4eo.

— min pp (t) > p5 (), |pr (6) — Epy (0)] < 60) + P (_ min pp, (t) > pn (6),pn (8) — Epn (0)] > €0

(
(
(
<P (= i (5 () = B9 (6)+ Epn (6) 2 0 (6).9, (6) ~ Epu ) <0 ) + P (1 6) ~ Epy (6] > )
(
(
(

)



Um stochastische Beschriinktheit zu zeigen, setzen wir voraus, dass |p| an der Stelle 8 eine lokale
”Spitze” besitzt. Wir sagen es gelte die Eigenschaft (P), wenn ein beliebig kleines ¢ > 0 sowie eine
positive Konstante L = L (§) existieren, so dass entweder

(P4): p(8)—p(t) > L]t —6]| ¥t € Bs (6)
oder
(P—):  p(t)—p(8) > LIt 0| Vt € B;(0)

erfiillt ist. B; (@) sei die offene Kugel um 6 mit Radius J. Die Eigenschaft (P+) steht fiir eine
Spitze nach oben im Punkt 6 der Funktion p und (P—) fiir eine Spitze nach unten. Zunichst
werden einige Folgerungen bzgl. der Peakeigenschaft (P) hergeleitet.

Die Eigenschaft (P) kann mittels Richtungsableitungen charakterisiert werden. Zu beachten sei
dabei, dass die Funktion p im Punkt @ nicht differenzierbar ist, aber alle Richtungsableitungen
existieren.

3.11 Lemma. FEs sei My < oo. Dann gilt

(P+) < ggggq{@eip(OL O—eip(0)} <0.

Beweis: Aus (P+) folgt fiir alle t € B; (6) \ {0},
dass p (0)—p (t) > 0 ist. Somit sind alle Richtungsableitungen negativ und es folgt die Hinrichtung.
Fiir die Riickrichtung setze

L= —2 max {9,p(8), 0_ep (0)}.

2 1<i<q

Nach Voraussetzung gilt L > 0. Fiir ein beliebiges v € R? mit ||v|| =1 gilt

1) @) = Y v dap®) - 3 v dap®)

i v; >0 i v;<0
= Y [0l Oep @+ 3 10i]0-ap (8)
i v; >0 i v;<0
<20 Y vyl
i v;7#0
< =2L.

Aus der Existenz der Richtungsableitungen von p im Punkt 6 folgt, dass zu einen beliebigen
1<i<gqgein §; >0 und §_; > 0 existiert, so dass fiir alle A < §; bzw. A < d_; gilt

p(0+ AT ooy + A fuiler) = p (0 + A viey) r

(2) — |03 B (8)] < =
A q

p (64 ASiZt vyes + Alvil (—e0)) = p (64 AT vyey) L

N il d-ep (8)] <

Damit definiere

0 := min {8;,0_;}.

1<i<q
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Fiir t € B; (0) setze A := ||t — 0] und es folgt

p@)-pt) O+ —0)-p@) P (OFAEEE) o)

k-6l It -0 - A

Q7 ( + Ao z”) P19) ) 0) + 2L
= A + H: an( )+
ACES S = )—p(@—t—)\Zth ) _
ut eu j—1T—67® |t; — 0]
=20 ) = - De;p (6)
i t; >0 A ||t—9H
1 tj*gj . . 1—1 t
B Z p (0+)‘2j:1 ‘Ht_oHeJ) p (9+>\Z] 1 Te=a[ 9“ ) t —07;\8 )
. ) t—o] "
i t;<0;
7 tjfej . o 1—1 t 0
B P (0+/\Zj=1 mej) P (OJF)‘Z] 1 Te=en® ) |t =64
> 2L b\ t—0 8e p(O)
i t;>0; || ||

7 tj70j i—1 t
p (‘9 A HthHej) -P (0 +AYo Te—er an ) [ti — 6]
-y : - g1 0-eir (0)
i t;<0; Ht - ||

>L—2:£
. 4

> L.

Somit existiert ein § > 0 und eine positive Konstante L > 0, so dass die Eigenschaft (P+) gilt. O
3.12 Lemma. Es sei My < oo, arg(|p|) = {0} und es gelte (P+). Dann folgt

—infp(6) <p(0) wnd arg(p) = {6}

Beweis: Aus (P+) fiir die Funktion p folgt die Existenz eines beliebig kleinen ¢ > 0 und einer
positiven Konstante L = L (¢), so dass gilt

p(6) — p(t) > LIt — 0] Vt € By (6).
Es folgt, dass p (0) > 0 ist. Denn sonst gilt fiir t € Bs (0) \ {6}
p(0)] = —p(8) <=Lt = 0] —p(t) <—p(t) <[p(t)].
Dies ist ein Widerspruch dazu, dass @ Maximalstelle von |p| ist. Somit gilt fiir t # 6
p(t) <lp () <lp(0)] =p(6).

Aufgrund der Stetigkeit der Funktion p existiert ein € > 0, so dass p(t) > 0 fiir alle t € B, (0).
Und es folgt

—Inf p(t) =sup—p(t) < sup |p(t)[ <p(0).
teH teH teRa\ B,
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Viele Objekte in dieser Arbeit wie zum Beispiel der Prozess p,,, der Schitzer 0,, oder die Funktion
p sind von der Kernfunktion h abhéngig. p, = p, (h, ), 8, = 0, (h) oder p = p (h,-). Wenn nichts
anderes angegeben ist, dann betrachten wir diese Objekte mit der Kernfunktion h.

3.13 Lemma. FEs sei M; < oo. Dann gilt

Pn (h’ ) = —Pn (*h> )
P (h7 ) =—p (_h’ )
B () = B, (1)

Beweis: Fir t ¢ Hy p, gilt

Und fiir t € Hy p gilt
oo (ht) = rnw (%) Unte) (1)
o (“jﬂ) 11 ([”tﬂ%— W) - 3 3

i=0 1§j?<---<j9n0§[nt1] [ntg]+1<5i < <jh, <n
B (Kjpms s X o eeos Xjgmo s X )
nt b (Intiz] — [nta]\ "
— s (L) T (o] =1t ) 3
i=0 ‘ 19 <<, <[nta] [ntg]+1<59 < <jh, <n
“h (Xj?m, X e X ,ngnq,n)
nt
= —RpW <H> Un(t) (7}7,)
n
= —pp (—h,t).

Mit Lemma (3.8 folgt

n—00 n—00

0, (h) = argmax (| pn(h, t)], t € Gp)
argmax (|—pn (—h,t)|, t € G,)

argmaz (| pn (=h, t)|, t € G,) =0, (=h).

3.14 Lemma. Ist M; < oo, dann gilt

(P_) fil?“p(h,~) — (P+) fiirp(—h,~).

(P-) fix p(h,) <= p(ht) — p(h,0) >L|t—0| Vt € Bs(6)
p(=h,0)— p(=h,t) > L|t—0| Vt € B5(0) <= (P+) fiir p(—h,-).

O
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Aufgrund des letzten Lemmas geniigt es, ohne Einschrinkung Aussagen fiir (P+) zu zeigen.

Mit Martingalmethoden l&sst sich eine Tailabschétzung fiir né: — [n@] beweisen. Die Abschiitzun-
gen dhneln denen vom Beweis von Lemma (3.2l

3.15 Lemma. Es ezistiere ein p € [1,00) mit M, < co und es gelte (P+). Dann existiert eine
positive Konstante C, so dass fiir alle x > 0 und schliefilich alle n € N gilt

P (x < Hnéz - [nB]H < né) < CM,LPkP (x_a(p) + an (p, q)) .
Beweis: Ohne Einschrinkung kénnen wir annehmen, dass fiir 6 aus der Eigenschaft (P+) gilt

. O — 0
§ < min L7
0<i<q

Ferner kénnen wir ohne Einschrankung die Maximumsnorm auf RY wéhlen. Somit gilt fiir alle
teBs(0)und 0<i<gq

tiv1 —t; > 0101 —0— (0; +0) = (0i41 — 0; — 20) > 6.
Des Weiteren definiere
Gnzs =1k eN}:z<|k—[nb]] <nd}.

Damit existiert ein ng € N, so dass fiir alle n > ny, fiir alle k € G, 5 und fiir 0 < i < ¢ gilt

m; < nd < kipq — k. (3.10)
Das heifit, mit § := (,...,6) € R?™ ist ¥ € Hs. Aus = < Hnt@: - [nO}H < né und 9: € G,
folgt, dass néz € Gpe,s ist. Aus maxyeq,, , 5 Pn (TL) < pn (0) folgt py, (é:) < pn (0). Dies ist ein
Widerspruch zur Definition von é: = argmaz (pn (t), t € G,,). Daraus folgt

{;v < Hnéz — [nH]H < né} C {kEHCl??:}i Pn (E) > Pn (0)} :
Im folgenden schreiben wir fiir Uy ) (h) auch Uy(g). Man betrachte nun folgende Differenz
(2) et (G vy = (51 )
(v () e+ G ) (%
»+W<Tf>ﬁh
)|

p — KpW

=]
3\7‘

: 3 3
\_/
:\w

|

m
EN
3=
~—

S\W

o (e )Ww( EU,
() () o
o (50 o+ (B2 (B ~ () Ee)
( +

(o ()t ()

= Sp1 (K) + Spa (k) — 8, (k) mit

()

N—

+

g
7 N\
S
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Sna2 (K) := kpw ([nf]) (Un(%) - EUH(%) — Un(e) + EUn(e))
o (k) := Ep, (0) — Ep,, (2) .

Aus (P+) fiir die Funktion p folgt die Existenz eines beliebig kleinen § > 0 und einer positiven
Konstante L = L (d), so dass gilt

p(6)—p(t) > Lt — 6] ¥t e Bs(6).

Damit gilt fiir alle t € Bs (0)

Epn (0) — Epy (t) = (Epn (6) — Epn (t)) [nt] il ]| [l ; 8l = an lint] ; [n9]||7
und es folgt
i = li n 38 p(60) —p(t) FZH)
o = i, o O =B O T g — e—ep =

Damit existiert ein ny, so dass fiir alle n > max {ng, n1} sowie fiir alle t € B; (0) gilt

50 (78) = Epu 0) — Epn (9 = 0 L= 00U 1 llntd = o))

Und es folgt
P (m < Hné+ - [nO]H < n5> < P| max pp, k > pn (0)
" - KEGn 4.5 n)

P (o (3) @) 20)

=P ( max  (Sp1 (k) + Snz (k) — 6, (k) > o> .

keGn 2,5

Fiir diese Umformungen ist die Einfithrung des Schétzers 9: hilfreich. Wiirde man die letzten
Umformungen mit dem Schétzer 6,, durchfiihren, erhilt man

o (5)|z 1m@).

P (a: < Hné: — 6] H < n5) <p (m%i‘?i (S () 50 (k) = 6, () > o)

cr (e (50050 - LS )

P (x < Hnén - [”H]H < né) =P (kerg?:i,a

max (SM (k) + Sz (k)| — L”k[”e]”) > o>

KEGn 2.5 2n

(
_p (kergz:)i 6 <||k—1[m9] 1So1 (K) + Sa (k)| — QLH> > 0)
(

5Ty

1 L
=P —— S (k no (k —
KB T gy O () + S () > 2n>
“p 18, (K)| > CL, )+ P 15, (k)| > CL P
£ (g 19 091> O ) + P (s gl 001> CL) = Pk

Hierbei sei C' wieder eine generische positive Konstante.
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Aus der Lipschitzeigenschaft der Funktion w und mit Lemma [3.3] ergibt sich fiir P,

pP,=P <k€%3>i 5 m 151 (k)| > CL>
-7 (kg%?’ia = [aal] ( (5) v (mn])) (Vg - EUn(l;))‘ g CL)
T (ke%i’i T el = _n[ne]” Un(x) = EUn(x)| > CL@I)
-7 <ke%i?;5 Un(t) = Flni)| > Ol )

(3.10)
< P <sup |Unct) () — EUng) (R)| > CLH,_LI)
teHs

3.3
< CMpLipK/flan (p7 Q) .

Weiter wird nun P, betrachtet. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit beschrinken wir uns hier auf
den Fall ¢ = 2. Als Norm wihlen wir die Maximumsnorm.

n
= —— |5, (k)| > CL
ke%?iank 152 () )

n
———— |Sh2 (K, )] >CL | + P max ————— |Sn2 (k,1)| > CL
r<|k— n01 Jl<né Ik — [’I’L(91” | 2( )| r<|l—[nbz2]|<nd ‘l — [’I’LQQH ‘ 2( )‘
it 2 e bl Vo [201]| <1~ [6]
= P,+ P,

Fiir |k — [nb1]| > |[nf2] — 1| ergibt sich

n
P,=P max T [Sn2 (k)] > CL
r<|k—[nb1]|<nd |k - [nelﬂ | ? ( )l
|k—[n1]]>]1~[n02]|

n
<P ———— |Sna (k, )| > CL
- [n01]—n§1<1%§[n01]—z [n@l] —k | 2 ( )l
[n02]<l<[n92]+[n91]—k

n
P =7 |Sn2 (K, 1) > CL
+ [n@l]—n(?i%}i[nel]—x [’nﬂl] —k | 2( )|
[nB2]—([nb:1]—k)<I<[nb2]

o ————=[Sn2 (k, )] > CL
["91]+z<k<[n61]+n5 b — [ 1 |2 (k, 1)
[nB2]<i<[nb2]+k—[nb:]

n
g 7 152 (k1) > CL
+ [n01]+zgllca<‘}%n61]+n5 k — [nel] | 2( )|
[n02]—(k—[n61])<I<[nbs2]

= n1+Pn2+Pn3+Pn4-

Im folgenden werden wir die Technik beispielhaft an P,4 vorfiihren.
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Analog zu (3.1) gilt fiir [nb1] < k <1 < [nbs]

mo ma ([n91]

k—[no nlz]— n—[no
) (Cafl) () (i)

Ulkei—ke,n—1y () =

2.

u=0v=0

mip mi—u (

kigfel]) (l;’k) (m[ln—ai]’:lv’)

( k ) (n—l) n(01,%,L.0,) (B)

2. >

u'=0 v'=0

U([n61],[n61]— [n62],n—[n6s]) (R) =

Dabei sind Un(e &

%,92) (ﬁ) und Un(el,k L

mo mo
([n92]—[7101]) Un(ol)%,%,gz) (h) . (3.11)

mi

02) (ﬁ) jeweils 5-Stichproben U-Statistiken mit 4.7.d.-

Stichproben und Kernfunktion A vom Grad (u,mg

—u, My, v, My — V)

bzw. (mo,u',v',m; —u —v',mg —v'). Fiir U, n(61,%,1.0,) (h) schreiben wir manchmal auch kurz

U.... Es folgt

Puu=P max
[nO1]+x<k<[nb1]+nd

_n
k — [n@ﬂ
[nO2]—(k—[nb1])<I<[nb2]

Linsmo

|Sna (k,1)| > CL

[n@l] [nﬁg]

KW (

n
=P
( [n61] +z<k<[n91]+n6 k — [n@l]
n02 (k—[n61])<I<[nb2]

7U(["‘91]7[7L91]—[7L92],n

<P max
[nO1]+z<k<[nbi]+nd
n02 (k—[n61])<I<[nb2]

—U([n01],[n01]—[n0s],n—

<p _n
- [n61] +x<k<[n91]+n6 k— [n@l]
m92 —(k— [nal])<l<[n02]

mi mi—u n91])(l k)( [nO2]—1
mi—u’—v’
SIS ELCE
=0 v'=0 ma

mo mQ(

- ) (Uka—kn-1) (h) = BU@a—k ) (h)

—6a)) (0) + EU((n6,],[n61] - [62)n—ns)) (R))| > CL)

n
| Utk a—km—1) (h) = EUki—km—1) (B)

m6a]) (B) 4 EU((no,],[n01] ~ (n0].n—[nos]) ()| > C LK)

[nal])(k—[nel]) ([n@z] l)( [n92]>

U mo—u mo—v

u=0v=0

D Uty (B) Uty ()

(Unor .0y () — EU..)

(imo) )

> CLK;1>

noé —[nb nbz]— n—[né
(N () () ()

55 mo Mma2
= D2
u=0v=0

|U.—EU.|>CLk;"

max
n T n n k — [n@ k n—l
ksl tne k—[nbi] () ()
(u,v)#(mo,0)
[n61] n—[nb2] I—k
n (mo) ( mao )_ (ml) o —1
+ P [n91]+x2111§3<'}fn01]+n6 L — [neﬂ ( k ) (n—l) ([n02] [n61] ) |U EU . | > CLI{
[nB2]—(k—[nb1])<I<[nb2] mo m2 mi
mi mi—u (k}—[’rlbel]) (l_,k)( [nGz]/—l /) )
u v mi1—u'—v _ —
+ /2;0 /2;0 [n01]+xgllcagfn91]+n5 k — [n61] ([n92]7[n91]) [U. —EU.|>CLk,
w=u v=u [nO2]—(k—[nb:1])<i<[nb2] mi
(u’,v")7#(0,m1)
mo M2 m1 mi—u
© YY" Pu(uw)+ P+t Z > P
u=0v=0 =0 v'=0
——

E/—/
(u,v)#(mo,0) (u/,v7)#(0,m1)
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Wir betrachten wieder fiir ein festes v und v die Menge B = B (u, v).

5
B:{dENg|d1<u, dzgmo—u7 d3§m17d4§v, d5§m2—v, Zd1>0}
=1

Analog zum Beweis von Lemma 3.2 folgt mit der Zerlegung (3.2)

Mo M2 mg ma
n
2—%2—% Pl = z_;)z_(:) P oo 0408 *— 6]
—— ¥=0+=0 (2]~ (k- [n:]) <1< [nfa]
(w,0)#(mo,0) (u,0)#(m0,0)
91 k 91 05]—1 05
(") (Sinfed) - () (7

)
G

n

n(@l,%,%ﬂg) (ﬁ) — EU, (91,",71L 9 ﬁ)) > CLI{;1>

o) (s
mo Mg 8
n
22 22| g e B

u=0v=0 <[nfr]+nd
u=0v=0 (2] —(k—[n1]) <1< [nb]
(4,0)#(mo,0)

(") o) (T )

(,,’fo) )

B9 o

u=0v=0 =1
——

(u,)#(mo,0)

(61,”,", ) (hd)‘ > CLHn1>

Aus k — [nf1] > [nbs] — 1 > 0 und (u,v) # (my, 0) folgt

w () (e
() Goo o0

Fird € By ={d € B|d; =0, d3 =0, dy =0} hingt die U-Statistik Un(91 E L) (ha) nicht von

k und [ ab. Des Weiteren gelte die Konvention (Z) = 0 fiir n < k. Analog zur Abschitzung von
P, 1 im Beweis 3.2/ folgt

[n01]\ (k—[nb1] [nO2]—1\ (m—[nb2]

_ n (WGLS) TR0
Pn471 B Z P [n01]+xgllci}%n01]+n5 k— [n91] ( k ) (n l)
deBy [n62]— (k—[n61])<I<[n62] ™o m2

(917k Lo, ) (hd)’ > CL/QT_Ll)

n’n’

<Y p U, ha)| > CLx,!

- Z [n91]+xgllcag%n91]+n6 n(61,%,5.02) (ha) Fon
deB; [n8s]— (k—[n1])<I<[nb2]—v
Z P ( n(61,%, 1 65) (ha)| > C’L/<;;1) fiir beliebige k, { mit [n61] +mo —u <k <l <[nb] —v
dEBl n ’Vl

(3.3)

< C’MpL*”nfLﬁﬁn*“(”).
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Esseid € By ={d € B|d >0, d3 =d4 = 0}.

(") Coa) (70020
n42 Z P max A v 1 E
i\, F ()

a(on 4..00) (ha)| > O )

<Y p U, ha)| > CLk,!
B Z [n01]+xg}€a<)%n01]+n5 (Gl’n’n’e )( d) = Fon

deB: [n02]—nd<I<[nba]—v

= Z P( max
[nO1]4+x<k<[nb1]+nd

p
Un(o,5,1,0,) (hd)‘ > CLPFE?)
deB, o

fiir ein beliebiges | mit [nfs] — nd < I < [nb2] — v. Mit Lemma 2.19 folgt, dass
Un(Ol 0115- L 0,) (ha) fiir 1 < k' < [nd]—[z]—1 ein Martingal ist. Mit der Doobschen Ungleichung

2.2 folgt

p
< P,.—P
n4 2 Z P <n91 +acg/1€i)fn91]+n6 Un(el’%’%’ez) (hd)’ > L i )

dep:
Doob :

> Un(61.0,4 & Hzeﬂ%ﬂ
<ory dE; € hal” (1n011% (f2] + 1% 0~ ] ~ ) (0] — % (0 — o))"
Lon,rrnt 3 (nh)" (@] + 1% (- fa] - )® (@n2] ~ )% (0~ poa)™) "
Def. By o (p)

CM,LPkE ([z] + 1) "
< CM,L PrPx=2®),
BEsist 0 <z < [z]+1,undda —p+1 <0 fir 1 <p < 2bzw. =& <0 fiir 2 < p < oo ist, gilt
(] + )P <Pt 1<p<2
([z] +1)77 <a”

'E
vl

2<p< oo
Somit folgt die letzte Ungleichung.
Esseid € By ={d € B|d2 =dy =0, d3 > 0}. Dann héngt Un(e1 kL g,) (hq) nur von der Diffe-

renz [ — k ab. Da | — k > nd gilt, folgt Analog zur Abschétzung von Py 3 im Beweis
von Lemma 3.3

(3.8)
Pus < CM,L™PkEn —a(p)

Esseid€ By ={d € B|ds =d3 =0, dy > 0}. Fiir 0 < u < mp und [nb;] < k folgt

n ()
k — [n@l] ('rr]fg) - ’

Somit folgt analog zur Abschatzung von Py 4 im Beweis von Lemma 3.2

(3.6)
Pn4,4 S CMPL_pKfL’I’L_a(p) 0 S u < my.
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Fiir u = mo héangt Un(91 kL) (ha) nicht von k ab, und es gilt

I}

Z n ([an]) ([TLQQ]—l) (n—[n@z]) .
n44 P max ™o v ma—Y U. k1 (hd) > CLk
n0,|+r<k<[nd]+ns k — no k n—l n(gl’n’n 02 ) n
deBy [n%z]l—](k—<[n9<15)<ll]§[n92] [ 1] (mo) ( mao )
o ) )
=2 F TR U ha)| > CLx,
- d§4 [n91]+z$§fn911+n5n k — [nb] n(01,%,1.02) (ha)| > Fin

[nB2]—ndé<i<[nOz]—v

[n@z]—l)

k= [n91]+[z]+1 —1)+1( v
E P T
( né‘g]fn?i%;{[n%]fv " [.’E] +1
de By

n(0,,6,+ 1L 19)(hd)‘ >CLH;1>

[’I’ng]fl)

Z P ( max n*“H(#
nbs]

et —nd<I<[nbz]—[z]—1 [x] +1

Un(91,91+[z]%)%,02) (hd)’ > CLlﬂtn1>
[n02]_l)

’ Z <n02 N4 n_”"'l(#

icn. —[2]—1<I<[nb2]—v [x] +1

Un(91,01+[m}%,%,02) (hd)’ > CL[{;1> .

Mit Lemma 2.19 folgt, dass U n (000,451 L ) (ha) fir [nbs] — [nd] < 1 < [nba] — [z] — 1 ein
Martingal ist. Da 0 < v und [z] +1 < [7192] Z1 gilt

”+w < Cn (2] +1) 7 ([nb] - )" < C <W)T]Ll) <cC
und es folgt
Z P( max n‘”“w U o]l (h )’ > C’L/@_1>
&5, \[nal—nd<i<nds]~fa] -1 [w] +1 | 000+ L 0,) 1 n

<> P

max
deB, ([nez]n6<l<[n92][m]1

Doob
=S on
deBy
Def. By _ —a(p)
CM,LPw2 ([o] + 1)~

< CM,L PrEa—®),

p
U, (6,6, + 2 L 9)(hd)‘ >CLp’f;p>

(9 .01 +[T]+1 927[1]:'1702) (h‘d)‘

Ebenfalls mit Lemma [2.19/ folgt, dass (oll;)Un(el o112 g, 1 g)) (hq) fiir v < I’ < [#] + 1 ein
Martingal ist. Da 0 < d4 < v und [nfs] — 1 < [z] + 1 gilt

[nO2]—1 n _
n—v-‘rl ([z]:_ 1) < Cn—v-i—l ([LL'] + 1)71 ([7192] o l)v7d4 ([ 92]4 l)

< CnvHt ([g] 4 1)0 4 <[n92} - l>

dy
<O (] +1)7" ([”92]4 l>'
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Es folgt

[TLQQ]—Z)
P —v+1( v . ‘ L -1
Z <[n02][az]niagl<<[n02]yn [CL’} +1 Un(91,91+[]%,%,92) (hd) >C Kn
deBy
—dyp [7192] —1 P _
Z P ([nez] N < (n0] - u([x] ) < dy U n(0:,00+5 Lg,) (ha)| > CLPk,”

deBy
p

[x] +1

Doob dap
<N CLPRE (2] + 1) 7™
deBy

Def. B
: —a(p)

< CM,L™PkPx

Zusammengefasst erhéilt man

Pasg < CM,L7Pk?, (n—a<p> +x7a<p)) .

Esseide By ={d € B|dy>0, dy >0, dy = 0}.
([nal]) (k—[n@l]) ([nOQ] l)( [TLQQ])

u mo—u mo—v

Pn4,5 = Z P max -
A WA e S L )

2) (hd)‘ > CLHT_Ll)

(917;7;7

) (hd)) > OLk;!

< Pras = Z F [no1] +w£rllci}fn91]+n6 Un(el’%’%’%
deBs [n92] nd<i<[nba]—v
Ui=l—k b
= P max U / h > CLPk? 3.12
Z [n6:]+a<k<[nb:]+nd n("h%v%ﬁz)( a) n (3.12)
deBs (] —nd—k<l' <[nhas] —v—k
[n01]+[nd] p
< P U . , h > CLPk P ).
- Z Z ([neg]—né—k{E%};[neg]—v—k “(91’%’ktl ’02)( d) fin )

deBs k=[nb]+[z]+1
Fiir festes k folgt mit Lemma 2.19, dass U (a k gyt 92) (ha) fir k < 1< [nd] — v ein Martingal

ist. Es gilt

[n61]+[nd)
< P
n4 5 Z Z " ([n@z]nﬁlgg?’)i[nez]vk

deB;s k= [n91 [x]+
Doob (1] +
< > Z CL*pngE
deBs k=[nf:]+[z]+
[n01]+[nd)
Def. B,
< OMLPRE N ((k— [n61]) ([nfa] — né — k)P
k=[nb]+[z]+1

p

> o)

Un(el,%,k%ﬂ,gg) (hd>

n(01,£,0,-56,05) (ha)

n’

B6 ([n0] — o] — 1)~ P 1<p<?
< OML7k5 q (0] = 2] = 1) ' ([nd] — 2] = 1) p=2
([nd] — [a] —1)72* 2<p< oo

< CM,L PkLay (p,1).

62



Analog folgt
Py < CM,L Pklay (p,1)
Poy7 <CM,L7Pkba, (p,1).

Fird € Bs = {d € B|dy > 0, d3 > 0, dy > 0} lasst sich kein Martingal finden. Somit erhélt man
mit der Markovungleichung eine schwichere Abschitzung. Analog zur Abschitzung von P, g im
Beweis von Lemma 3.2! folgt

> O oo o ) B G T

n48 max
nf|+r<k<[nd]4+nd k — [no k n—l
deBs [n[92]1—](k—[n91[])<1l]§[n92] [ 1] (mo) (m2 )
w(on s 00 (ha)] > OLic)
[nB1]—[nd] [nB2]—v »
<2 > > P(|Vaos iy )] > CLr)

deBg k=[nb]+[z]+1 I=[nbs]—[nd]

@)
< CM,L7PkPa, (p,2).

Bei vorliegen von ¢ Change-Points erhilt man C M, L~PkPa,, (p, ¢) als obere Schranke. Zusammen-
gefasst erhélt man

mo M2

S5 pustue) <O (102 270

u=0v=0
——
(u,v)#(mo,0)
Auf &hnliche Art kann man P, (4, 0) abschétzen.

mi1 Mmi1—u

z > Pl ) S CML 7] (an (p,2) +27®))).

=0 v'=0

H—/
(u,0")#(0,m1)

Bleibt noch P, zu untersuchen. Dazu definiere fiir u, 0, m.,, m, € N eine Funktion fow™ :R—>R

T 1 me
T (y) = mu!H(y—u—mu+i) o L=y =mo+j)
=1 j=1
My 1 Mo 1
My, Mo / — £Mu,Mo —
e (y) = o™ (y) ;y_u_muﬂ. go—y—moﬂ'

Und fiir 0 <y < n gilt
My, Mo (y) < Cnmu-i-mo.

u,0

Damit gilt fiir [n6h] <k <1< [nfs] und nd <! —k

(o)) (™) - () () (”n;l)\

1-mo—mi—m
n 0 1 2

k — [n@l]
nl_mo_ml_m2 TL91 my mg m1 mg mo mi mo,m1 n—1
= ko] (( ) [ (tal) = Fs e O] + |75 (non)) = £33 () ( - ))
mi,mso miy,ma mo,mi _ pmo,ma
S C nl—m1—m2 ‘f[nel],n ([TLQQ]) f[nel],n ( )‘ nl—mo—nh 0,1 ([nel]) 0.l (k)’

|[n6s] — ] |k — [n61]]
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) fiir f%?ii i (3.13)

<
ma
Z;l—z—ml—i—z

fo )

)

MWS
< C (nl_ml—m2 f{:lleliili (y)/ 1—mo—m; o
ma n mao n mo
<C ey Iy
B <;y—[n91]—m1+l ;n—y—mfr% ;Z—m0+l
my n mo n mo my
<C v
- <;l—[n01]—m1+i * ;n—[nﬁg}—m2+i * ; [n@l] mg + 14 Zl—k my +1 )
<C
Und es folgt
no n—[né l—k
P =P max n ([m:]) ( 7£Lz 2]) . (ml)
e [n61]+a<k<[nbi]+ns k — [7191} ( k ) (”_l) (["92]*[7191])
[n02]—(k—[n:1])<I<[n02] mo m2 my
—1
(91,;,5,92)( ) —EU, n(61,%,L .0, )(h)’ > CLk, )
1—mo—myi—mo _ _ _ B
<P max n (Mﬂﬂ>(hwﬂ Mﬂﬂ)(n Mﬂﬂ)__(k:)(l k)(n z>'
[n01]+z<k<[nOi]+nd k— [7191] mo mq ma mo my mo
[n02]—(k—[nb:])<I<[nb2]
Un(91 £ L g,) (h) — EU n(01,%,L.05) (h)‘ > CLlﬁgl)
< -1 .
- P [n91]+wgllvag?n91]+n6 (al’n’n’92) ( ) EU (91757:179 ) (h)‘ > CLk (3 14)
[nf2]—nd<I<[nb2]
Hoeffding
< P max > Upng,.x. 14, (ha)| > CLk,*
[n91]+$<k<[n91]+n6 n( Ly 2)
[nf2]—nd<i<[nds] |d€B(M0,0)
< P h CLk;*
- Z [7L91]+af§11€a<}%n91]+n5 n(61,%.5.62) (ha)| > CLk,
m0,0) [nfa]—n6 <1< [n62]
5 }

Wobei
deNj|dy <mo, dp =0, ds <my,dy =0, ds <mg, » di >0
i=1

B (mo, 0) = {
Dabeiist U n(61,5,1.0,) (ha) eine d-degenerierte U-Statistik, die nur von der Differenz [ —k abhéngt

Wenn d3 =0 folgt analog zur Abschétzung von P41 bzw. P41 im Beweis von Lemma [3.2
n—a@)

@)
Pu < CM,LPk?,

Dal — k > nd folgt fiir d3 > 0 analog zur Abschéitzung von P,4 3 bzw. P, 3 im Beweis von

Lemma 3.3
N (3.8)
Py < CM,L PkEn—o®),
zfum>.

Zusammengefasst erhélt man
m; mi—u
) < CM,L™PkP (an (p,2)

mo ma
< 20, Puwo+but 3 3, R
=0 v'=0

u=0v=0
(u’,v")#(0,m1)

(u,)#(m0,0)
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Auf dhnliche Art lassen sich auch P,1, P,2 und P,3 abschitzen. Es folgt

P, < Py + Pha + Pus + Ppy < CM,L™PKD (an (p,2) + x_“(p)) .
Analog gilt

P, < CM,L7PKP, (an (p,2) + x_“(P)) .
Letztendlich erhalt man
P (x < Hn@: - [n0]H < né) < P, + Py + P, < CM,LPkE (an (p,2) + x*a@)) .

Fiir beliebiges ¢ € N ergibt sich

p (z < Hnéz - [nB]H < n5) < CM,L™PkP (an (p,q) + xfa(p)) .

O

Essei (b,),,cy € Rs. Unter bestimmten Voraussetzungen konnen wir stochastische Beschrénktheit
fiir die Folge (bn (néz - [n@])) zeigen.
neN

3.16 Lemma. Es sei arg(p) = {0} und es gelte die Eigenschaft (P+). Des Weiteren existiere
ein p € [1,00) mit My, < oo und eine Folge (bn), ey C Rs. Wenn gilt

lim &2a, (p,q) =0 wund lim PH2P) < Oy

fiir eine Konstante C1 > 0, dann folgt
ot
ba (1B, — [n6]) = Op (1)

Beweis: Analog zu Theorem (1.1 folgt

A+ — .
0, ==, 0 P-stochastisch.

Und es gilt

lim limsup P (x <
T—0 n—oo

(0 -1

= lim limsup P (zb;l < Hn@: - [nO]H < n5> +P <n5 < Hnéz - [nO}H)
"2 lim limsup CM,L PP ((xbgl)’“(”) + an (p, q)) +P (n6 < Hné: — 10 +nb — [ne]H)

=00 p—oo

B§'5 lim limsup CM,L PkP ((mbgl)fa(p) +ay (p, q)) +P (;né < Hnéz — nHH) +P (;né < |6 — [n0]||>

L0 p—oo
1 P 1
< lim limsup CM,L™? (m_“(”)nﬁbz(p) + kP ay, (p, q)) +P (25 < ‘ 0: — 0H> +P (2n5 < 1)

T—X0 npn—oo

< lim CM,L Pz=*P)

T—00

=0.
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Zur Anwendung der Stetigkeitsséitze fiir das Argmax-Funktional 2.31 bzw. 2.32 benttigen wir nur
das letzte Lemma. Unter diesen Voraussetzungen kénnen wir nun auch Theorem [1.2] beweisen.

1.2| Theorem. Es sei arg (|p]) = {0} und es gelte die Eigenschaft (P). Des Weiteren existiere
ein p € [1,00) mit My, < oo und eine Folge (bn), ey C Rs. Wenn gilt

nhﬂn;Q kPan (p,q) =0 und nlirgo /{fbbfl(p) <Cy
fiir eine Konstante C1 > 0, dann folgt
by, (nén - [n@]) =0p(1).
Beweis: (P) ist entweder (P+) oder (P—). Es wird zunéchst der Fall (P+) gezeigt. Der Fall (P—)

folgt dann daraus bei Benutzung der Kernfunktion —h.
Mit Lemma [3.12 sind die Voraussetzungen des Lemmas [3.10 erfiillt und es folgt

o (8,0
b, (nén - [n@]) 0, )+
by, (néz - [n0]) H) +P (An # 9:)

290 + lim sup P (én #+ 9:)

n—oo

lim limsup P (a: <

T—00 5_oo

0, = by (nén - [ne})

0. #6,)

= lim limsup P (m <

T—00 n—oo

< lim limsup P (Jc <

T—00 500

3.10
< limsup 2A,, (€o)

n—oo

3.2
< limsup C, Mpe, Pkl ay, (p, q)

n—oo

=0.

Somit ist die Behauptung im Falle P (+) bewiesen.

Fiir (P—) folgt die Aussage mit dem ersten Teil bei Benutzung der Kernfunktion —h. Denn aus
der Eigenschaft (P—) fiir die Funktion p (h) folgt mit Lemma 3.14] die Eigenschaft (P+) fiir die
Funktion p (—h). Da |p (=h)| = |p (h)], ist 8 auch die eindeutige Maximalstelle von |p (—h)|. Somit

folgt aus dem ersten Teil dieses Beweises by, (nén (=h) — [n@]) = Op (1). Mit Lemma [3.13 gilt
0., (—h) = 6,, (h) und es folgt die Behauptung. O

3.3 Der reskalierte Prozess

Die Grundidee zur Untersuchung der Verteilungskonvergenz besteht in der Charakterisierung von

b né: — [n@]) als Maximalstelle eines bzgl. des Prozesses p,, normalisierten reskalierten Prozes-

ses. Mithilfe von Stetigkeitséitzen fiir das Argmax-Funktional wollen wir Aussagen iiber das Grenz-

verhalten der Folge (bn (néz - [n@])) x treffen. Dazu betrachten wir eine Folge (b,,),, .y C R>
n

. n—oo . .
mit nb, —— o00. Des Weiteren sei

Humn (by) = {t e RY: M € Hmm}.

Damit definiere eine Folge von stochastischen Prozessen (Z,,),, oy mit Z,, = {Z, (t),t € R9} durch

zo e { o (o0 (PEE) <o) e )

—17 sonst.
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3.17 Lemma. Es gilt b, (néz — [nG]) €arg(Zy).

Beweis: Da é: = argmax (p,, (t), t € Gy,) und G,, C Hy, ,, folgt

] + [b;lbn (néj _ [ne])}

n

=0, € Hpmp

n )

Des Weiteren ist @ € Gy, und es folgt fiir t ¢ Hy, , (by)

2o (b (08 = 0]) ) = b, (pu (87) = 9 (0)) = b, <pn (“jf”) . <0>) —0> 2, (1)

Fiir t € Hp, , (by) gilt auch W € G,,. Aufgrund der Definition von é: folgt

20 o0 (187~ 1)) = (3 (82) -0 ) 2 0 (o ("5 B ) < 20,

n
Und somit gilt Z,, (bn (né: - [ne])) > Z, (t) fiir alle t € RY. O

Zur asymptotischen Untersuchung des Fehlervektors b, n@,, — [nO] ) ist es sinnvoll, sich mit den

Maximalstellenmengen des Prozesses Z,, zu beschéftigen. Der Prozess Z,, und somit auch die
Maximalstellenmengen héngen von der Kernfunktion A ab.

1.3 Satz. Es existiere ein p € [1,00) mit M, < oo und lim,,_ KEay (p,q) = 0. Dann gilt

(1) —infpt)<p(6) = lm P (bn (nén - [n@]) ¢ arg(Zy ( h ,-))) =0
() —supp(t) > p(0) = lim P (bn (nén - [ne]) ¢ arg (Zn (—h, .))) —0.

Beweis: Die Aussage (1) gilt, da

lim P (bn (nén — [n@]) ¢ arg (Zn))

n—o0

= lim P (bn (nén - [nB]) ¢ arg(Z,),0, = 9:) P (bn (nén - [n@]) ¢ arg(Z,),0, # 9:)

n—oo

+
< nleréOP (bn (né: — [nO]) ¢ arg (Zn)) +P(6, + é:)
5y a0

"2 lim 24, (co)

n—oo
3.2
< lim CMpeyPay (p,q)

n—oo

=0.

Der zweite Teil folgt aus (1) bei Verwendung der Kernfunktion —h. Aus —supycg p (h,t) > p(h,0)
folgt

—inf p(=h,t

3.13
teH )=

inf —p (h,t) = sup p(h,t) < —p(h,0) "= p(~h.8).
teH teH

Und man erhalt
lim P (b, (n0n () = [06)) ¢ arg (Zu (~h.)))

L3 i p (bn (nén (—h) — [ne]) ¢ arg (Zn (—h,.))) W,

n—oo
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Man beachte, dass sich der Prozess Z,, auch schreiben ldsst als

2 (4) = by <pn (W’HM> . (9)>

n

=nb, | kKpw (W) Un<[ne]+[b;1t]> (h) — kpw (@) Un(e) (h)

n

nbyKn (w (W) —w (m:])) Un([neJ+[bn1t]> (h)

n

+ nbpkpw ([nj]) U ([n9]+£b;1t]> (h) — Ungey (h)

n

=w ([nn@}> (Zn (t) - EZ, (t)) + R, (t)
mit
2o (6) = { "Ontin Un<[ne]+£;1t]> (h) = Ungey (h) | t € Hunn (bn)
—17 sonst.
Ro (t) := hatin <w (Wibtg —v ([Tf])> Un<[9]+£}> (1) +w (BD) EZy (8) ¢ € Hun (b0)
—17 sonst.

Ferner gilt offensichtlich EZ,, (t) = ER,, (t). Als néchstes wollen wir zeigen, dass der Prozess Z,
stochastisch asymptotisch dquivalent zu einer Linearkombination von eindimensionalen Irrfahrten
mit Drift ist.

3.18 Lemma. Es sei e > 0 und es existiere ein p € [1,00) mit M, < oo. Dann ezistiert fir alle
d € N eine von p abhingende Konstante C' > 0 und ein ng € N, so dass fiir alle n > ng gilt

P < sup |R, (t) — ER,, (t)| > e) < CMpe Pkl dP ay, (p,q) -
te[—d,d)?

Beweis: Definiere 3 := ming<i<, 2#5=%. Da nb, ~—>% oo geht, existiert fiir festes d > 0 ein
ng € N, so dass fiir alle n > ng gilt
d 24 maxo<;<q M;j <38
nb,, n

Daraus folgt fiir alle n > ng, 0<i1<q, —d<s<dund —d<t<d
[n0i+1] + [bglt] — ([n@z} + [b;ls]) > n9i+1 + b;lt — n@z + b;ls —4
:n(9i+1 —92)+b;1 (t—S)—4
> 3nf —2b'd — 4
>nB+2 (b, d+2) —2b,'d— 4> [nf] > m,.
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Daraus folgt mit 8 = (5,...,3) € RI™! fiir t € [—d,d]? und n > ny,

-1
dass Wt € Hg C Hm . Somit kénnen wir uns wieder auf eine Umgebung von 6 be-
schrianken. Aus der Lipschitzstetigkeit der Funktion w sowie Lemma 3.3l folgt

P < sup |R, (t) — ER, (t)] > e)

te[—d,d]?

=Pr te[silfd]q nby ki (w <[m0]+n[b;1t]> -w ([nne])) Un([ne]JrLbnlt}) (h) — EUn<[7L0]+[bn1t]) (h) || >¢€

n

[6,"t]
<P sup Cnbpky ||—
te[—d,d]? n

n

Un<[l+[]> (h) —EU (M) (h)| > €

b td
=P te[s—u;d]q Cnbnkin n Un<[7L91+£bnlt}) (h) —EU ([ne]+£bﬁlt]> (h)| > €

te[—d,d n

n

=P sup ’ U <[n6]+[b;1t]> (h) —EU <[n9]+[b;1t]> (h)| > Ced*lngl

<P (sup }Un(t) — EUn(t)’ > CEdllin1>
teHg

< CMye PdP kP ay, (p,q) .
O

Die Grenzfunktion der Folge der Mittelwertfunktionen des Prozesses (Z,), .y ergibt sich aus
Richtungsableitungen der Funktion p im Punkt 8. Wir definieren die deterministische Funktion
¢ : R? — R durch

q

¢ (t) = Z |tl| 8sgn(ti) e P (0) :

i=1

n—oo

3.19 Lemma. Es sei My < oco. Des Weiteren gelte sup_,<,<q4 |bn (b ts] — 8’ —— 0 fir alle
d € N. Dann gilt fir alle d € N, dass

sup |EZy, (t) — ¢ (t)] = 0.
te[—d,d]?

Beweis: Wir betrachten wieder den Spezialfall ¢ = 2. Fiir beliebiges ¢ € N geht der Beweis analog.

sup |EZ, (s,t) — ¢ (s, 1) = sup |EZy (s,t) — |5 Osgn(s) o1 £ (0) = |t| Dsgnr) s £ (6)]
—d<s<d —d<s<d

—d<t<d —d<t<d
< sup |EZ, (s,t)+ 80—, p(0) —tOe, p(0)|+ sup |EZ, (s,t)+ $0—c, p(0) +t0—c, p(0)]
—d<s<0 —d<s<0
0<t<d —d<t<0
+ sup |EZ, (s,t) — 80e, p(0) —t0e, p(0)|+ sup |EZ, (s,t) — 80, p(0) +t0_e, p(0)]
0<s<d 0<s<d
0<t<d —d<t<0

=: Ay + Ay + A3 + Ay
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Wir zeigen dies beispielhaft fiir A4. Mit dem ng = ng (d) aus dem Beweis von Lemma [3.18| gilt fiir
0<k<d, —d<I<0undn>ng

: (pn ([n@l] +h o) +z> s (0)>

n n
= RpW ( n ; n EUn(91+%,92+%) (h) — KW T, n EUn(91792) (h)
— ( == 22 (EU (01501 1) (B) = EUn(o, 05 (h))
s o (B ) (0] )
n n n n

mo  ma ([nbi] k —1\ (n—[nb2]

3.1 [nal] +k [nGQ] +1 - ( u )(mofu) ( v ) ( mo—v )

= RpW ( ) " Z Z ([n91]+k) (n—[n@g]—l) /-L(u,mofu+m1+'u,m27'u),n - M(mg,ml,mz),n
u=0 v=0 mo mo

( E nfy] + nez] + l> y (Wsﬂ [”22]» Hmo.mima).m

e (O E ey () ()
= knk w . , n ([néﬂ—&-k) (n—[nfb]—l) H(mo—1,m1+1,mz),n
mo

ma

el ([nemk [nez]H) (g) (08
' (

) 011k o= H(mo,m1+1,m2—1),n
o) R e

[n61] n—[nf2]
[n61] + k [nB] 41 () ()
+ K ( n ’ n ([n91]+k) (n—[nGz]—l) -1 H(mo,m1,mz),n

mo ma

o (w ([n@ljl—i- E [n@i—&— z) . ([nnﬂl] [n92n}+z>) o
o (i (B ) o (B ) )

mog m [n61] k —1\ (n—[nb2]
[n0:] + & [nfa] +1 e (") (ng—) () (%)
+l€nw( " ) n Z Z ([Tbel]-‘r(;f) (n—[n@j]—l) H(u,mo—ut+mi+v,ma—v),n
mo

m2

u=0 v=0 ma
———

(u,0)#(m0,0),(mo—1,0),(mo,1)

ZAM (k,1).

5891 p (0) - ta*ez p (0)
= 5(1(0) dey w (8) +w(0) ey p(0)) —1(r(6)0-c, w(6) +w(8) 0, p(0))

3.6 0 mo
=S (ax|91 w (3’3,92) H(mo,m1,ma) +w (91a92) 0, (M(mg 1,mi1+1,m2) — (mg,ml,mg)))

0 ma
+1 ((91;02 w (91,(17) H(mg,m1,ma) — (917 92) 9 (M(mo mi+1,mo—1) — M(mo,ml,mQ))>

mo ma
= sw (917 92) eilﬂ(mg—l,ml—i-l,mQ (917 92) 0 T H(mo,mi+1,ma—1)

0 0
w (01702) ( 91 1_ 9 > ﬂ(mo,mhmg) + 3 |91 w (xa 02) m07m1,m2) +t ‘02 (01,1') ,u(mo,ml,mz)

5

:;ZB

=1
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Ay = sup |EZ, (s,t) — 80y p(0) +1t0_e, p(0)]

0<s<d
—d<t<0
-1 -1
— sup |Enb, (pn (W * b Ts] 6] + [t ﬂ) ~ pn <o>) — 500y (8) + 10y p(6)
0<s<d n n
—d<t<0
6 5
= b Y Ag1n ([b,1s],[b]) =Y B;
[ 3w (074 54) - 2
—d<t<0
5
< Z sup |nbnA4,l-,n ([b;ls] , [b;lt]) — B47i| + sup }nbnA4767n ([b;ls] , [b;lt])|
5 0<s<d 0<s<d
—d<t<0 —d<t<0

6
= Z A477;.
i=1
Da px = lim, oo Knlik,n, folgt die Beschrinktheit der Folge (Hnuk,n)neN fir alle k € N} mit
ko + k1 + ko = mg + mq + mo. Des Weiteren gilt fiir alle 0 < s < dund —d <t <0
max { [b,,'s], — [b,'t]} < [by,'d] < b, 'd.

Es folgt mit der Beschranktheit der Funktion w

0 b1 0s] — [b- 1t
Ay = sup |nbpk,w <[n i+ [ = S] ) [nfa] [ - }>
0<s<d n n
—d<t<0

$250 (WG ()

1 0 —lb-1 M(u,mo—ut+my+v,ma—v),n
w=0 v=0 R Gt I e T ) o—utma-+u,ms

~——
(u,v)#(mo,0),(mo—1,0),(mo,1)

g (G (e

u mo—1u v mo—v
< Cnby, oap > ([n01]+[b;15]) (nf[neg]f[bﬁlt])
_dgtgo u=0 v=0 mo

) mo

(u,v)#(mo,0),(mo—1,0),(mo,1)
SRS e G ) ,0)

< Cnb, sup Z Z ([nej'f;J . U(nf[newzlf -

0<s<d o )

—d<t<0 u=0 v=0 mo
(u,v)#(mo,0),(mo—1,0),(mo,1)
mo Mo [b;ld} mo—u—+v
(u,v)7#(mo,0),(mo—1,0),(mo,1)
mo M2 Jdmo—u+v
< Cnb, e —
~ 1;) 1;) (bnn)mo u+v
(u,v)#(mo,0),(mo—1,0),(mo,1)
mo mo d2
< Cnb,, ZZ 0 )2 da 2 <mgy—u+v und b,n — 0
u=0 v=0 nT
———

(u,v)#(mo,0),(mo—1,0),(mo,1)
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< Cd? (byn)”' 220,

Zunéichst betrachten wir fiir [b,'s] > 0

sup 1 1 n (7[':?_1]1) ("*72"292]) _ o (3.15)
ogspgd {[pw"s]>0} ({n91]+[bils]) (n—[nf?z]—[b;lt}) 61 '
—d<t<0 mo ma
no n—[no no no
< oap | M) ) el | nih) mo
0<s<d ([n91]+[bn s]) (n—[nQQ]—[bn t]) (["91]+[bn g]) {[bn s]>0} ([n01]+[bn s}) 0,
—d<t<0 mo ma mo mo
[n61] \ (m—[nbs]
S Sup n<n{29?-)|-([ _12]2 ) n—[nb ]1—[17_175] o n—[i@z]
ez (0Dl | (o) ()
[n64]
[(n61] ) 1 1 () mo
+1p,- — — 70
{[bnls}>o}n(m0 1 ([nel]:z[obn s]) ”(y[rzje_l]l) ([W:f;]) 0,
m 1 1 m 1 1 [77,91} —mo+1
< sup n"™ S T o + 1ot TN (In
<o (nf[nei]l;[bnlt]) () {[ons]>0} ([n@l];[obnlsb (01 0,
= sup n'™? ( L L ) + n'mo ( L 1 )
- n=[nba]\  n—[nd]—[by" 6]y ([n ols
ozst \ () () () (i)
_gme 1 _ 1 g 1 _ 1
(R e )~ o)
< n'? (nf[neg]) n — [nHQ] . +n'o ([fnﬂl]) [n@l] — My
mo mo
2d
< Cn—bn.
Damit folgt
-1 -1 [n01] n—[no2]
Ag1= sup |nbyk, [by's] w (0] + [bn's] , (2] = [b,1 (mrll ( 2 21
0<s<d n n ([n91]+[bn s]) (n—[n@g]—[bn t])
—d<t<0 mo ma
U(mgfl,mlJrl,mz),n - Sw (917 92) Tgilolu(mofl,m1+1,m2)
[n61] n—[nb] 1
< sup (mo_i)l ( m2 21 _ o)y M7 Bnt(..ynbn [0 s]
0<s<d ([n01]+[bn S]) (n*[nez]*[bn t}) 01 n ’
—d<t<0 mo ma
01] + [b;* o] — [b; 1t
w <[n 1] [ S} ) [n 2] [ ]> - w(91792) ‘Tnoﬁnu(mgl,mlJrl,mg),nbn [bﬁls}
n n 01

mo —
+ |Hn,uf('rno—l,'rn1+1,m2),n - N(m0—17m1+1,77z2)| ’elw (917 92) bn [bnls]

+ |b” [b;ls] — s|

m
wa (01,02) H(mo—1,m141,m2)

< sup Ciln (T[’Z’gi]l) ("—77[17;92}) L)
~ o<s<d 1 ([n01]+[b;15]) (n—[n@z]—[bglt]) 0,
—d<t<0 mo ma
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+ Csy

7

. ([n@l] + [b; 18] [nfa] — Wlt]) —w (61, 05)

+ 03 ‘Knlj'(mgfl,mlJrl,mg),n - M(mofl,m1+1,mg)‘ + C'4 ’bn [57715] - 8’

w Lipschitz ( [n@i]l) (nf[nﬁg]) mo
sup Ci|n mo— e~ - —
0<s<d (["91]+[ " S]) ("—["92]—[’7" t]) th

—d<t<0 mo ma

+Cy

([n@l] + [b5s] ol (o] — [b7'1] _02>

+C3 |/Qn,u(m071,m1+1,m2),n - ,u(mofl,m1+1,m2)| + Cy |bn [bgls] - 3’

(te) () mg 2d
< 0 m2
o osélspgczCH ([n@ 1]+[bn s]) (n—[n@z]—[bglt]) 91 CQb n
—d<t<0 mo ma

+ CS |"€n/1'(mo—1 mi+1,ma),n — /L(7n0—1,m1+1,m2)| + 04 |bn [b;ls] — 3’

(3.15) 2d 2d
< C b + 027 + C3 |"$nluf (mo—1,m1+1,ms2),n M(mo—l,m1+1,m2)| + sup C’4 |bn [brzls} - S| .
0<s<d

Fiir [b_

n

15] = 0 kann man Cl = (Cy = (O3 = 0 setzen und damit ist die Ungleichung (3.15))

n—oo

anwendbar. Somit gilt A4 o 2%, 0 und analog folgt Ago 2720 und Ay 3 —— 0.
Mit dhnlichen Methoden lassen sich A4 4 und A4 5 abschéitzen. Es gilt zum Beispiel fiir A4 4

nby] + [b,1s] [nbs] — [b, 1t 61] [nO2] — [b 1t
e, (o025 ) ]
0<s<d n n n n
—d<t<0
0
K(mg,mq,mz2)n — 5%‘ (x 02) Hmg,ma,mo
w ([n91]+[b;15] (noa]-[o.'¢]\ (Wl] [nez][bglt]>
< sup 5 - 87‘01 w (maGZ) |3"3nﬂ(mo,m1,m2),n
0<s<d ban T
—d<i<0
8 n—oo
+ |“nﬂ(m0,m1,m2),n - :u‘mo,ml,m2| 887|91 w (1’, 92) 0
x
Man erhilt Ay =—2 0. Fiir A;, A5 und Ag geht es analog. O

Der Prozess Z, erweist sich stochastisch asymptotisch dquivalent zu einer Linearkombination
von eindimensionalen Irrfahrten. Dazu definiere fiir 0 < ¢ < ¢ und n € N folgende messbare
Abbildungen R;,, : X — R durch

qg my

Ri,n (:E) = / h (y0,17 e Yim1mi_ 19X, Y025 - - 7yq,mq) H H Vin (dyl,j) .
Xmt 1=0 j=1
——
(1,3)#(i,1)
Damit definiere folgende stochastische Prozesse Z; , = {Z; ,, (t),t € R} fiir 1 <i < ¢ durch

Zi (t) = bpkny

—[oa ]
Z ﬁRz,n (X[nei]—j, ) 0”?9@1 T ti—1,n (X[nei]—j,n) —by, ([naz] - [nel—l]) <t<0
J=
gl

- 2 a5 Rin (Xinoi145n) = = Ricin (Xmoj4jmn) 0 <t < by ([n6;11] — [n6i])

=1

[

—17 sonst.

73



Fiir ein festes 1 < i < ¢, n € Nund ¢t € R ist Z; ,, (t) eine Summe iiber i.i.d. Zufallsvariablen
und Z; ,, eine zweiseitige Irrfahrt. Fiir ein d € N und z € D (R?) bezeichnen wir mit (% die auf
[—d,d]? eingeschriinkte Funktion, also ist (%) € D ([—d,d]?).

3.20 Bemerkung. Zu jedem d € N existiert ein ng, so dass fiir alle n > ng

{Zz((i)’ 1<t < q} eine Menge von ¢ unabhéngigen Zufallselementen ist.

Beweis: Die Prozesse ZZ((Q héngen von den Zufallsvariablen X, mit

[nd;] + [—b,1d] < j < [77191-] + [bytd] ab. Mit dem ng = ng (d) aus dem Beweis von Lemma [3.18
folgt fiir alle n > np, 0 <i <gq

[n0;] + [b,'d] < [nfi11] + [—b,'d] .
Aus der Unabhéngigkeit der X, fiir 1 < j < n folgt die Behauptung. O
Des Weiteren definiere fiir n € N folgende stochastische Prozesse Z,, = {Zn (t),t e Rq} durch
q
Zn (t) = ¢ (t) +w (0) Y Zim (t:) — EZip (t:).
i=1
Als néchstes zeigen wir fiir alle d € N, dass Z,(Ld) - Z(,d) = op (1) im Sinne von

lim P< sup

n—00 te[—d,d]?

Z7(ld) (t) — Zfld) (t)‘ > e) =0 fiir alle e > 0.

3.21 Lemma. Es sei e > 0 und es ezistiere ein p € [1,00) mit M, < co. Dann ezistiert fir alle
d € N eine von p abhdngende Konstante C' > 0 und ein ng € N, so dass fiir alle n > ng gilt

)

< CMpe Pd?PrP, (n*“@) + (ban) " ap g (P, (I)> :

q
P( Sup | Zy (t) = EZn (t) = > Zi (t:) — EZin (t:)
te[—d,d]?

i=1

Beweis: Es folgen wieder Abschéiitzungen, die denen aus dem Beweis von Lemma 3.2/ bzw. Lemma
3.15 dhneln, sich nicht iibertragen lassen. Wir betrachten wieder den Spezialfall ¢ = 2.

P Sup Zn (S,t) - EZn (Sat) - (Zl,n (S) - EZl,n (S) + Z2,n (t) - EZ2,n (t))‘ > €
=iz
=P Sup Zn (Sat) - EZ’I’L (S7t) - (Zl,n (8) - EZl,n (S) + ZZ,n (t) - EZQ,n (t))‘ > €
—d<s
0<St§§do
+P| sup |Zn(s,t) — EZy (5,1) — (Zim (5) — EZ1n () + Zom (t) — EZop (t))‘ > e
—d<s
“iziZo
+P| sup |Z,(s,t) —EZ, (s,t) — (Z1.n (5) —EZ1 (5) + Zom (t) — EZs (t))‘ > €
0<s<d
0<t<d
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+P| sup |Z,(s,t) —EZ,(s,t) = (Z1n () —EZ1n (5) + Zom (t) — EZa, ()] > €
0<s<d
—d<t<0

= in + Qn? + Qn?) + Qn4-

Am Beispiel von Q4 wird die Technik hier vorgestellt. Setze ng wie im Beweis von Lemma 3.18.
Dann gilt fiir t € [—d,d]? und n > ng, dass @ + b, 't € Hg. Fiir 0 < s < d und —d < t < 0 gilt
mit ks = [b;ls] und l; = — [b;lt]

ks

Zl,n( ) =b nkn Z LRLW, (X[nel]—i-j,n) -

mo
=~ 0y — 6, 0, ( [nO1]+17, )

0

92 _ 0 7 Fin (X["92] -7 ") :

Des Weiteren gilt 6 + b, 't € Hg C Hm,» und analog der Zerlegung (3.11) folgt
Zn (s,t) —EZ, (s,t)

= nb, Kk, (U (0 ks g ) (h) — Un(Ol,Og) (h) — EUH(01+%,027%) (h) + EUn(91792) (h))

n

mo Mma [n91] ( ks ) (lt) (nf[neg]) ~
m u v ma—7v
= bukin (Z Z [n91]+13) (nf[n022]+lt) (U (01,0145 02— 1.05) (h) - EUn(91,91+’j—f,92
+ks

o) (7))

n !L’
u=0v=0 ma

mi mi—u )([n&g] ly— ([n01] )) (m ,lli/,v/) ~
+ ZO ZO ([n@g] [nGl]) ' (U (01,0145 ,02— 1 05) (h) — B, n (01,0145 05—t 05) <h>> :

Dabei sind U | n (61,0142 0, 12 0,) (h) und U n (61,0142 0, 14 0,) (ﬁ) jeweils 5-Stichproben U-Statistiken
mit ¢.7.d.-Stichproben und Kernfunktion A vom

Grad (u,mg —u,my,v,ma —v) bzw. (mg,u’,v',m; —u’ —v';ms —v’). Des Weiteren schreiben
wir manchmal auch kurz

U (h) = Un(gy 0,4 2,001 02) (W) = EUp (0, 0,1 £ 0,11 0) (1)

Im folgenden sei C' eine positive generische Konstante.

Qui=P | sw |Zy(s:8) = EZu (5,8) = (Z1n () = EZ1n () + Za (1) — EZon (1) > €
0<s<d

—d<t<0

g () ()

< P sup |nb,

U (h)| > Cerpyt

[n01]+ks n—[nb2]+1,
_%i‘;zg u=0v=0 ( 71n0 ) ( mj )
(u,v)#(mo,0),(mo—1,0),(mo,1)
mi mi—u (ki)([nez]—lt—l[nel]—ks)( lt/ /) o
+P| suplnb, >y - ([7;92]7[7191]) Mg (R)| > Ceny,?
50 w=0v=0 i

(u/,0")#(0,m1),(1,m1—1),(0,m1—1)

(0]



([nel]) (n—[nez]) ([nez]—lt—[nel]—ks) - )
mo ma mi -
P oy nbn (([n911+ks) (r el B GEREa) ) U(h)| > Cerp,
7d_§t§0 mo ma2 my
(Sl ke (Tl “ mo .
+ P OSESP@ nby, ([m‘;l]iks) (n—[nez]+l,) — by Z —1 Ro n ngl].l,_j,n) —E.. ) > Cer !
—d<t<0 mo ma =1
() WO e B
+P OSESP@ nby, (Wl]j_ks) (n—[n922]+lf) — b, 1o 02 (Ron (Xjnoy)—jn) —E...)| > Cer,
—d<t<0 mo ma =1
ks([n%]*l*[_nfl]*k ) ks )
+P Osilsp<d nb,, ([neg]j[nel}) ( ) Z (Rin (Xnoy)4jn) —E...)| > Cer,,
—d<t<0 m1 j=1
([nGQ]—lt—[nlOl]—ks)lt B B It my .
. mi— _ . — -
+ P Osélspgd nby, ([n%]_[ngl]) U (h) by, ; — (Rin (Xpngyj—jn) —E...)| > Cery,
—d<t<0 m1 J=
7 ~
=: Z @na
i=1
Wir betrachten wieder fiir ein festes v und v die Menge B = B (u, v).
5
B = {dENg’dl <wu, do <mg—u, dz <mq,dy <wv, ds < mo — v, Zdz >0}.
i=1
Analog zum Beweis von Lemma 3.2 folgt mit der Zerlegung (3.2)
mqo Mmoo [7’L91] ks lt [TLQQ]
R T D S e IR
_dgigo u=0v=0 mo ma
(u,v)#(mo,0),(mo—1,0),(mo,1)
Hoefidin mo Mma [n61] ks I\ (n—[nb2]
<t p sup |nby, ZZ ( 1{710) 5:113_“) (Z)i([ngu];;’ ) Z U (hq)| > Cer;*
0<s<d =0 v=0 (M) (TR i
—d<t<0 N ” mo m2
(u,v)#(mo,0),(mo—1,0),(mo,1)
55 mo Mma [n61] k: Iy [n02]
< Z Z Z P| sup |nb, ( Tne)l](fgs ) (Z)_([n?;];t) U (hq)| > Cer*
u=0v=0 deB —%%iég ( mo ) ( mo )
(u,v)#(mo,0),(mo—1,0),(mo,1)
mo Mma 8 ([nﬁl])( Ic_i ) (lt) (n—[r:ﬁz]) ~
= Z Z Z Z ()Silgp<d nbn ([n91]+1:,;) (n—[n922]+lt) u (hd) > Oeﬁ’”l
u=0v=0 i=1deB; —d_<(t§0 mo ma
(u,v)#(mo,0),(mo—1,0),(mo,1)
mo Mmo 8
= Z Z Z Qn4,z’-
u=0v=0 =1
——

(u,0)#(mo,0),(mo—1,0),(mo,1)
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mo,0), (mg — 1,0), (mg, 1) folgt 2 < mg—u+v. Da b,n —— oo, gilt fiir 0 < s < d
0

("3 o) () (i) k™" (L 1)\ ™t d\2
([n&rln]b+ks) (n*[7:32]+lt) <C(n) <n> <C< n ) <C<b”n> .

Fird € B; = {d € B|d2 =0, d3 =0, dy =0} héngt die U-Statistik U. n (01,6145 05— 1t 0,) (ha)

nicht von s und ¢ ab. Analog zur Abschétzung (3.3) im Beweis von Lemma [3.2 folgt

(") Cgr) () (%)

B -1
Quag= ) P oup_ nbn (oY (nmlBal n(0:,0,+ 5 0, 1 0y) (Ra)| > Cery
deBy 2120 mo me
g\ 2
-1
< Z P sgp< nby, <bn> Un(91,91+%,92—%,02) (ha)| > Cer,,
deBr \ LGish "
bnn
_ -1
- Z P b Un (61,0145 0, 14.0,) (ha)| > Cer, 2
deB: fi@iio

< CMyePd* kP (byn) P n= ),

Fiir d € By = {d € B|dy > 0, d3 = dy = 0} hangt die U-Statistik U. n (01,6115 0, 12 6,) (ha) nicht

von [l; ab. Analog zur Abschétzung (3.4) im Beweis von Lemma (3.2 folgt

() () ()00
Qnao = Z P sup |nb, u[nel]ln;:u 2_[;9122];1 n(61,01+58,0,— 1L 0,) (ha)| > Oen;l
dcm \ ozl () (TR !
d mo—u—ds+v 4 k )
= Z r ey o <bnn> " 2<d2> U“(91791+%792—%792) (ha)| > Cer,
deBz -\ _g<i<o
fiir ein beliebiges I € N mit [nfy] — [b, *d] <1 < [nfs] gilt
d mo—u—do+v P
= P | sup [nb, | — U, s h > CePk,?
d; 052 <bnn> ( ) (on0+52 02— .01) ()
P

Doob d mo—u—dz+v [b_ld]
< Ce PRPE |nb, | — n~ % < " >U —1 h
- Z (bnn) dQ n<91,91+w,027%,92> ( d)

p

< > CePrbd* (byn) TE|U (

b,
deB, n| 01,01++——,02—,02

> (ha)

2.20 —a(p)

< S CePrbd? (byn) P E |hal” ([n@l]dl [b7:2d] ™ ([nfa] — 1 — [nf1] — [byd])™ 1% (n — [nez])df’)
deBs
Def. By

< OMyePd? kP (byn)  [bytd] "7

7



Esseid € Bs ={d € B|dy =d4 =0, d3 > 0}. Dann héingt Un(61l91+ﬁ 02—1.0,) (ha) nur von der
Differenz l; — ks ab. Aus der Definition von ng = ng (d) folgt l; — ks > n/3. Analog zur Abschitzung
von Py 3 im Beweis von Lemma 3.3 folgt

3.8) -
Quas < CMye Pd? kP (byn) P n—o®),

Fir d € By = {d € B|dy = d3 = 0,d4 > 0} héingt die U-Statistik Un(e1 01452 0,12 0,) (ha) nicht
von ks ab. Analog zur Abschétzung Q4.2 folgt
(2D i) ()0
_ u mo—u v mo—v —1
Qn4,4 = Z P ()Sgp<d nby, ([n91]+lgs) (n—[né‘j]-l—lt) n(01,91+%,02—%,92) (hd) > CEK,n
deBy _dgigo mo ma
d mo—u+v—dy p lt )
< P by | — T U s t h C n
- d; osélspgd o <bnn> ! (d4) “(91»91+%792—%792)( a)| > Cery
4 —d<t<0

< CMyePd? kP (byn) " [bytd] ™.

Esseid € Bs ={d € B|dy >0, d3 >0, dy = 0}. Analog zur Abschétzung (3.12) im Beweis von
Lemma 3.15! folgt

(") Cogr) () (%)

— —1
Qn4,5 — Z P §3p<d nbn ([n91]+ks) (n—[n92]+lt) n(01,91+%,92—%,92) (hd) > CEKn
deBs 7d§§.§0 mo mo

< CMye Pd* kP, (b,n)~? o1 d] (p,1).
Analog gilt
Qnas < CMye Pd*PkP, (bnn)_pa[bgld} (p, 1)
Qnar < OMpe Pd* kP, (bnn)ipa[bgld} (p,1).
Fiird € Bs ={d € B|dz > 0, d3 > 0, ds > 0} lisst sich kein Martingal finden. Somit erhdlt man

mit der Markovungleichung eine schwichere Abschitzung. Analog zur Abschitzung von P, g im
Beweis von Lemma 13.2] folgt

@7
Qn4,8 < CMpe_dePKfl (bnn)_p a[bgld] (p7 2) .

Fiir ein beliebiges ¢ € N erhélt man als oberer Schranke C' M, Pd*’ kP, (bnn)fpa[bzld] (p,q). Zu-
sammengefasst erhélt man

mo mo 8
Qnaa < SN > Qna (3.16)
u=0v=0 =1

(u,v)#(mo,0),(mo—1,0),(mo,1)
< CMpe_dePIifL (bnn)_p (n—a(p) + [bgld} —a(p) + a[bgld] (p7 1) + a[bgld] (p, 2))
< OMye Pd? kP (byn)~? (nfa(p) +ap, g (p, 2)) .
Ahnlich folgt

Opaz < CMye Pd* kP (bn) " (n—“@) +agz1q (7 2)) .
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Analog zur Abschitzung [3.14] von P folgt

([nGl]) (n—[n92]) ([nGQ]—lt—[nﬁl]—ks)
A _ m m m = 1
Qnag =P SUp L W F ey e Ee e T R T U(h)| > Cerp,
_%<i§g ( mo ) ( mo ) ( mi )
(3.13) k..l B
< P| sup nbnM |U (h)| > Cer,)*!
0<s<d
—d<t<0
<P sup nby, |>Cen;1
0<s<d
—d<t<0
— -1 -1
=P ()S;lspgd U (01 01+kb . It 0o ) (h) EU. (6 91_’_1@& 0o Lt 02) (h) > Céﬂn d
—d<t<0

< CMpe_pdp/#,’ln_a(p).

Fiir u =mg — 1 und v = 0 ergibt sich fiir die Menge B = B (mg — 1,0)

5
B(mo—l,O):{dEN8|d1§mO—1, do <1, d3g <mi,dy =0, ds < mgo, Zdi>0}.

i=1
Es gilt
5 (ks () o am i
@uaa=F §3p<d nbn ([nzl]}kks) (n—[nezHlt) U (h) — by, 710 (Ro,n (X[n91]+j,n) —E.. ) > Cer,) !
—diiio mo mo j=1
[n61] n—[ndz]
210 (m 71)]95 ( m ) (mo—l>(1>(m1)<0>( )_
=P bn s ; T (h
o<s<|” (M) (e dGB(%O:I o\ & d2) \ds ) \ds) \ ds (ha)

—d<t<0 mo

s

00> 2 (Ron (Xpnont45m) — ERou (Xingy 1)) | > Cercy!

j=1 1

( [n64] ) 3 (n—[neg])
<P| sup |nb,-2ot m2 Z n(01.614+52 05— 12 6,) (ha)| > Cer;*

n

ogesa | (M) (TR denme o en)
(n[:ugl]l) (n—n[ln92])
+r ()Silsp<d nb ([ngﬂ‘f‘k ) (n_[?;if]-‘rlt) (91791+ 92_7 92) (heg)

—d<t<0 mo

s

bn Z @ RO n n91]+j,n) - ERO,n (X[n91]+j,n)) > CEH:Ll

Jj=1 1

= Qnaa,1 + Qnaaz-
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Fir d € B (mo —1,0) \ {ez} gilt 1 < d; +ds + ds. Es folgt analog zur Abschitzung (3.16) von
Qn4,1

N (e (o)

_ mo— ma

Qnaan =P sup_ n([n01]+k) (eI > Un(
—d<t<0 m2

< CMye Pd? kP (byn) " (n-a@) + a2 2)) .

01,01+52,0,— 2 0,) (ha)| > Cen;l

n

mo deB(mo—1,0)\{ez}

Aufgrund der Definition von he, und Ry, gilt fiir 1 < j < [nfs] — [n6]
Ron (Xin:+5:n) = ERon (Xin,)45.n)

mo mi m2
:/ h (X s 4 90,255 Y2.ma) [ 0 (dyogo) TT v (dyisn) 1] v (dyazn)
xm=t 1072 ji=1 jrl
my

- E/x h(X[n01]+j,nuyO,2u-“7y2 mo H o dyom H 141 dyl J1 H Vo dy2,]2)

Jjo=2 ji=1 jo=1
g mg 1
ymmetrie
= / h (yo,la"'ay0,7n0—17X[n91]+j,n7yl,la"'ayQ mo H o dyo_}o H 151 dyl ,J1 H V2 dy?,_ﬁ
m—1
X Jo=1 Ji=1 Jjo=1
mo—1 ma
—E/ B (90,15 -+ Y0,mo—15 X{noy]4jm Y115 -+ Y2,ms) H vo (dyo,jo) H vi (dya,j,) H v2 (dy2,j,)
i Jjo=1 ji=1
:/ h(y(),h'~'7y(],mgvy1,17"~7y1,m11y2,17"'7y2,m2)
mofl
1T vo (dvo.jo0) (5X[neﬂ+j,n (dyo,mo) — v1 (dYo,mo ) H v1 (dyj,) H v (dy2,j,)
Jo=1 ji=1 jo=1
= h(yLl?"'7y1,m0—1?y2,1?y3,17"'7y3,m17y5,17'"?y577n1)
x’fﬂ
mo—1
(5X oy (@Y2,1) — 1 (Y21 ) H vo (dyi,5, H v1 (dys js H vo (dys, ;)
Jji=1 Jjs3=1 js=1

= h0,1,0,0,0) (X[nor]4+5m) -

Man beachte, das hier die Kernfunktion A vom Grad (mg — 1,1, mq,0, my) betrachtet wird. Die-
se Gleichung zeigt den Zusammenhang der Funktionen R;, mit den Hajekprojektionen von U-
Statistiken. Analog zur Abschétzung von A4 2 im Beweis von Lemma [3.18/ und zur Abschitzung
von Qn4,1 fOlgt

_ ( [no_l]l)ks (n—[n@])
Qn4,4,2 =P Osgf<d nby, ([n31]+ks) (n—[nQi]—i—lt) n(01,01+%,02*7 92) (he2)
—d<t<0 mo m2
ks
—bn, Mo Ron X[n01]+]n)_E...) >C‘€I<JT_L1
j=1

( [nG_l]l) (n [nGQ]) mo
=P osgf<d by (n ([nelo]-i-ks) (n—[n&i}-;-l,,) - > Z hes X[n61]+J n) > Cery, !
—d<t<0 mo m2

(3.15) 2d | & -1
< P| sup bnm Zhe2 (X[noy)+in)| > Cery

0<s<d =
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< omyerr (4) [b*ld]”‘“‘p)

— P n n n

< CMyePd? k2 (byn) P [bytd] ™.
Und man erhéilt

Qn4,4 < C~2n4,4,1 + Qn4,4,2
< CMpe_pd2prL (bpn)~ " (n—a(P) + afpr1d) (p,2) + [bgld]*a(p))

< CM,e Pd® kP (byn) " (n*a@ +ap g (P 2)) .
Analog zur Abschatzung ,4,4 folgt

Qn475 < OMye Pd?P kP (byn) P (nfa(p) + A1) (p, 2))

QM,G < CMpe_pd%f@'ﬁ (bpn)~* ( —alp) 4 A1) (p, 2))

Quaz < CMye P i (bun) ™ () + a1 (1,2))
Zusammengefasst ergibt sich

7
Qn4 Z Q

<.

< CMpe Pkj (d2p (ban) ™" (nfa(p) +ap g @, 2)) + dpnfa(p))
< CMye Pd*PkP (n_a(p) + (byn)~ " Ayt ] (p, 2)) .

Die Abschitzungen fiir @1, Qne und @Q,3 gehen analog. O

3.22 Lemma. Es sei e > 0 und es ezistiere ein p € [1,00) mit M, < co. Dann ezistiert fir alle
d € N eine von p abhingende Konstante C > 0 und ein ng € N, so dass fiir alle n > nq gilt

P ( sup | Z, (t) — EZy, (t) — Zy, (t) + EZ, (£)] > e)

te[—d,d]?

< CMye Pd?P P, (an (p,q) + (bnn)_pa[b#d] (p,q) + n_pbfl(p))

Beweis: Zunéchst schauen wir uns den Supremumsabstand von Z;, und EZ; ,, an. Es sei n > ng
mit dem ng aus dem Beweis von Lemma [3.18. Dann betrachten wir fiir 1 <7 < g und
[—b; 1d] <j< [b; 1d] folgende Zufallsgrofien

m;

Gign = g (Bin (Xno4in) = ERin (Xpoifin))
1+1 7

mi—1

~ =g (Bimtn (Xpogin) = ERic1n (Xpuoijin)) -

Fiir ein festes 1 <14 < ¢ sind die Zufallsgréfien g; ;,, fiir 1 < j < d bzw. —d < j < —1 jeweils i.i.d..
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Es gilt fir 1 <i < gund 0 < j < [nb;41] — [nb;] mit der Jensenungleichung

q my
E ’Ri,n (X[n(ii]+j,n) ‘P =E / . h (y0,17 e Yi—1,my_1s X[n(h]Jrj,na Yi,2y - 7yq,mq) H H Vin (dyl,])
xm= 1=0 j=1
——
(1,3)#(,1)
p
q my
= / / B(Yo,1s s Yimtlmi 1 T Yis2s - -+ > Ygmy ) H H Vi (dyij)| Vin (dz)
x Jxm=t 1=0 j=1
——
(1,5)#(5,1)
Jensen P a_ mi
< / / [P (40,15 s Yim Lo @ Yi2s - > Ygumy )| H H Vi (dyr) Vi (dx)
xJxm-t 1=0 j=1
——
(1,3)#(,1)

< M,
Analog folgt fiir 1 <i:<gq, k€ {i— 1,4, + 1} und [nb;_;] — [nb;] < j < [n6;11] — [nb;]

E|Rin (Xino1im) [ < My
[ERkn (Xpno,4n) |” < My.

Und man erhélt fir 1 <i<qund —d<j<d

m;
Elgijnl" =E A (Rin (Xnoi)+jn) — ERin (X(noy45n))
i+1 i
p
m;—
_gi _191_171 (Ri—lvn (X[ﬂeiHJ}n) —ERi_1n (X[neiHj,n))

m; P m; P

<4 (E oy 0, Fon (Xmoin) |+ ‘MERi,n (Xno1+7m)
mi— p i P
al e _ZeililRi—l,n (Xno1in) | + ﬁERi—l,n (X[no:1+5,m) )
m; \" mi—1 \"

<4PM 2| —-— 2 —— 3.17
B p( (9¢+1—9¢) " (91'—9@'—1) ) (3.17)
< OM,.

Im folgenden sei C' eine positive generische Konstante. Es gilt fiir beliebiges € > 0 und fiir schlieflich
q
Z Zin (ti) —EZ;n (t:)

allen e N
> Ce)
i=1

q
S P ( sup Z |Z1'_’n (tz) — EZz’,n (t7)| > CE)

q
=P (Z sup |Zi7n (tl) — EZ,‘JL (tl)| > CG)

~ _d<t;<d
B.5
< Z P < sup ‘Z’L,TL (tl) — EZz,n (tl)| > CE)
pt —d<t,;<d
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<M P < Sup | Zin (ti) — EZin (t:)| > Ce> +P < SUp | Zin (ti) — EZip (t:)] > Ce>

= d<t;<0 0<t;<d
q
=> P max  |Zin (=buki) — EZip (=buki)| > Ce | + P max  |Zi, (bpki) — EZipn (bnki)| > Ce
= \ugki<[pntd) 1<ki<[br"d]

q
<> P (|Zin (=buki) — EZ p (=bnki)| > C€) + P (| Zin (buks) — EZin (k)| > Ce)

[b K ] '
o Sy M ) Y . )
—o i=1 k;=1 ~bntin Z 91+1 —0; l " (X[neiHJ’n) 0; — Qifle_l’" (X[”ei]JrJ,n) EZZ:” (kl)
P
m;—1 _
+ E|b K,nz 01,+1 — 0 7, n (X[ngi],jm) - mRifl,n (X[né’,;]fj,n) - EZz,n (kz)
q [b;ld} ki ki P
=cerran Y Y E Zgi,j,n +ED gijm
i=1 k=1 |j=1 Jj=1
q [b;ld} 1 ki P 1 ki P
:C’e_pbﬁnf’lz Z = Ezgi,j,7l +E Ezgi,—j,vz
=1 k;=1 Jj=1 Jj=1
g [bn'd]
< Ce™ pbp,{pz Z kp a(p) (E|gzln|p+E|g'L—1n| )
=1 k;=1
q [bn'd]
< CMpe_pbﬁ/iﬁZ Z kzp—a(p)
i=1 k;=1
q [v2'd]
< CMye Pb2KE Z Z [bT—le]P*a(P)
i=1 k;=1

< CM,ePpaP) kP gt+r=al),

Man erhélt fiir beliebiges € > 0 und schliellich alle n € N

P ( sup  |Zy (t) — EZ, (t) — Z, (t) + EZ, (t)| > e)

te[—d,d]?

[n0] - . q
B (6] B ~ q | o | 6
<P (te[s_u(fd]q w (n) ( w (t) —EZ, (t) — ;zn (ti) —EZin (m)) > C )
[n0] N )
P (tef’fﬁd]q (“’ ( - ) ) ZZM ) —EZin (t)| > C )

+P ( sup |R, (t) —EZ, (t)| > C’e)

te[—d,d]?

83



q

n (t) - EZn (t) - Z Zz',n (tz) - EZi,n (tz)

w Lipschitz
< P sup
te[—d,d]?

> C’e)

i=1
[n6] -
+ P sup — -0 Z Zin (t;) —EZ;, (t;)]| >Ce | + P sup |R, (t) — ER, (t)] > Ce
te[—d,d]9 n P te[—d,d]?
q
<P sup |Zy(t)—EZy(t) = > Zin (t:) — EZip (t;)| > Ce
te[—d,d]? Pt
q
+ P sup Z Zin (t;) —EZ; p, (t;)] > Cen | + P sup |R, (t) —ER, (t)| > Ce
te[—d,d]? |, te[—d,d]?
3.21,13.18

<Ml (2 (700 4 (ban) g (,0)) + 0 PHPAHTTD L a, (p,0))

< CMpye Pd*P kP, (an (p,q) + (byn)~? a1 (p,q) + n*pbz(z’)) i

Fiir alle d € N gilt

swp [EZ, (6) ~ EZu (6)] = swp [EZ,(6) o (6)] 2210,
te[—d,d]? ke[—d )" p—

In Abhéngigkeit von der Integrationsordnung p sowie der Konvergenzordnung der Folgen (ky),, cx

und (by,),,cy folgt Z — 728 = op (1) fiir alle d € N im Sinne von
lim P sup [ZP (t)—ZD (t)‘ >e| =0 fiirallee>0.
n—00 te[—d,d]?

Der uns interessierende Fehlervektor b, (nén — [n0]) ist stochastisch asymptotisch dquivalent zu

einer Maximalstelle des Prozesses Z,,, vergleiche Lemma 3.10 und [3.17. Fiir den Prozess Z,, gilt
fiir alle festen d € N und gleichméflig in t € [—d, d]?

Zn (t) = w ([”9]> (Zn (t) — EZ, (t)) + R, (t) — ER, (t)+ ER, (t)

n

Lemma [3.21 Lemma [3.18 Lemma [3.19

=w (0) (Z Zim (ti) = EZin (t;) + op (1)> +op(1)+¢+o(l).

Um Stetigkeitssitze fiir das Argmax-Funktional anwenden zu kénnen, geniigt uns die Verteilungs-
konvergenz der auf kompakten Mengen eingeschrinkten Prozesse Z,(Ld). Diese sind stochastisch
asymptotisch dquivalent zu einer Linearkombination von unabhéngigen Prozessen.
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4 Feste Alternativen

Ziel des Abschnitts sind die Beweise der Theoreme [1.6/ und [1.7. Hier betrachten wir das asym-
ptotische Verhalten des Schétzers unter der Bedingung, dass die Verteilungen v;, nicht von n
abhéangen.

Es sei also X1 1,..., Xy, ein Dreiecksschema von zeilenweise unabhéngigen Zufallsvariablen iiber
einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, 2(, P) mit Werten in einem messbaren Raum (X, §). Die Anzahl
der Verteilungswechsel ¢ € N sei bekannt. Das heifit, es existiere ein Vektor

0cH ={teRY0O<t; <--- <ty <1},
sowie Mafe v; fiir 0 < i < ¢, so dass

PoX: ) =w; fiir [n6;] <j < [nbi11],0<i<qmit by =0, 01 =1.

Daraus folgt, dass die Integrale p ,, bzgl. der Kernfunktion h ebenfalls nicht von n € N abhéngen.
Somit konnen wir k,, = 1 fiir alle n € N wihlen.

1.4/ Folgerung. Es existiere ein p € (1 + q+1’ ) mit My, < oo und es sei arg (|p|) = {0}. Dann
folgt
A p—oo P-stochastisch, falls 1 + a7 <p<o©
6, —— 0
P-f.s., falls 2 < p < o0.

Beweis: Folgt aus Theorem [1.1. Es bleibt, noch limn_,OO an, (p,q) = 0 fiir 1 + 7 <p<x und
oo L an (p,q) < oo fiir 2 < p < 0o zu zeigen. Fur1+ 7 <p<2gilt

q q —q+q(g+1)—¢?
-p-D+q@2-p)<—(1+—=—-1)+q(2-1~ = =0.
(p )+l ) ( q+1 > q< q—|—1> q+1

Und es folgt

nango KPay (p,q) = lim

n—oo

n—(P—D+a(2-p) 1 + G <p<2 0
n=2P 2 <p<oo [ 7

Fiir p = 2 gilt

7)7 L Hospi
lim w7 a, (2,q) = lim (Inn)” LHospital 0.

n— o0 n— o0 n

Die P-f.s.-Konvergenz folgt fiir 2 < p < 0o, da dann ein § € R mit 1 < ¢ < & existiert.

(o) oo
> an(p,9) Z <y 0 <o
n=1 n=1

O

Abnlich folgt aus Theorem [1.2] stochastische Beschrinktheit fiir den ganzzahligen Fehlervektor
n@, — [n].

1.5/ Folgerung. Es existiere ein p € (1 + +1’ ) mit M, < oo und es gelte die Eigenschaft (P).
Ferner sei arg (|p|) = {0}, dann folgt

n6, — [nf] = Op (1).

Beweis: Folgt aus Theorem (1.2 mit konstanter Folge b, = 1 fiir alle n € N. Analog zum Beweis
der Folgerung [1.4] gilt lim, o x2a, (p,q) = 0 fiir 1 + q+1 < p < oo. Aus b, = Kk, = 1 folgt
lim,, 00 KP, b2 = 1 und somit liefert Theorem 1.2 die Behauptung. O
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Das néchste Ziel ist, die Konvergenz von der Folge der Prozesse Z, gegen einen Prozess Z zu
zeigen. Dieser erweist sich als Linearkombination von eindimensionalen unabhéngigen Irrfahrten
mit Drift. Fiir den Prozess Z,, = {Z,, (t),t € R?} erhalten wir

zow =L (o (P @) ve )

—17 sonst.

_ { n (pn ([TLBJ,L7+M) — Pn (0)) Hyn,n (1)

—17 sonst.
=Z,(k) firk=[t] € 2%

Da n6,, — [n8] ebenfalls in Z9 liegt, konnen wir uns im folgenden auf die Menge Z9 beschriinken.
Wir definieren fiir 1 < i < ¢ die folgenden Prozesse

Zn =1{Z, (k),k € 29}, Zin ={Zin(1),l €L}.
Fir 1 <¢ < qund ! € Z erhalten wir
Zin () =

_
'21 o Rim (Xpmoi)—sin) = gogs Ricin (Xmo—jn)  — ([00i] = [n6i1]) <1 <0
=

!
_ Zl " Ry (X(ngs)45m) — g Ricin (XinoJ4sn)  0<1< [nbiy1] — [nb;]
=

0iyr1—0;

—17 sonst.

Ferner héngen die Funktionen R;, nicht von n € N ab. Wir definieren fiir 0 < i < ¢ folgende
messbare Abbildungen R; : X — R durch

q my
R; (x) 1:/ 1h(yO,la'~-ayi—l,mi_lamayi,%-~~,yq,mq) HH Vi (dyl,j)-
xm-

1=0j=1
——
(1,5)#(i,1)

Damit gilt R;,, = R; fiir alle n € N. Des Weiteren seien &; ; unabhéngige Zufallselemente iiber
(Q,A,P) mit & ; ~ v; fiir 0 <i < g und j € Z. In Analogie zu den Prozessen Z, ,, definieren wir
die Prozesse Z; = {Z; (I),l € Z} fur 1 <14 < ¢ durch

1
2 G ) — gg R (Gonmg) 1<0
]:
Zi (1) == l 0 1=0
-2 g M&g) —ates Ria(Gy) 120
]:

Fiir ein festes 1 < i < g und festes [ € Z ist Z; (1) eine Summe iiber i.i.d. Zufallsvariablen und Z;
eine zweiseitige Irrfahrt. Des Weiteren ist

{Z;]1 <i < q} eine Menge von g unabhingigen Zufallselementen.

Es sei d € N beliebig. Mit dem ny = ng (d) aus dem Beweis von Lemma [3.18 folgt fiir alle n > ng
und 1 <17 < ¢, dass

7@ Z 7@

i,n i
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Der Prozess Z = {Z (k) : k € Z7} wird definiert durch

q

Z (k)= (k) +w(0)>  Zi(k)—EZ (k).

i=1
Der Prozess Z und somit auch die Maximalstellenmenge von Z hiangen von der Kernfunktion h
ab, Z = Z (h,-).
4.1 Lemma. Es sei M; < oco. Dann gilt arg (—Z (h,-)) = arg (Z (=h,")).

Beweis: Es gilt fiir 0 <i < g und alle x € X

q my
Ri (h»x) = / L h (yO,la R 7yi71,mi,17$7yi,27 vee 7yq7mq) H H 14 (dyl,j)

xm= 1=0j=1
——
(1,5)#3,1)

q my

= _/ —h (yO,lv e Yi—1mi_ 19y Yi25 -4y yq,mq) H H 14 (dyl,]) = _R’L (_ha l‘) .

xmot 1=0 j=1

——

(1,5)#(i,1)

Esfolgt fir1<i<qgundl€eZ

1
'Zl ﬁRi (hs§im1,-5) = GM@T:;RFI (hy&i—1,—5) 1<0
J:
b= 0 1=0
!
_ -21 7 Ri(h&ij) — g5 Rica (By&iy) 120
j:

0ir1—0;

-1
- 21 gy Ri (—h,&im1,—5) — g0 Rica (h§ima ) 1<0
=

= 0 1=0 % =—2(—h,1).
!
'21 gy Ri(—h.&ij) — 525 Rici (=h,& ) 1>0
j=
Somit gilt fiir k € Z49
q
Z (h,K) = ¢ (h,K) +w ()Y _ Zi (h, ki) — EZ; (h, ki)
i=1
q q
= |kil Osgn(i) e £ (1.0) +w (0) Y —Z; (—h,k;) — E — Z; (=h, k;)
i=1 i=1
313 !
= Z ‘kl‘ asgn(k,;) e — P (_hv 0) —w (9) Z Zi (_h7 kl) - EZi (_h7 kl)
i=1 1=1
q
= ¢ (=hk) —w(0) Y Zi(~hki) —EZ; (~h.k;) = =Z (=1, k).
=1
Und man erhélt
arg (Z (—=h,-)) = {k € 79| rlnz%xZ(—hJ) =Z (—h,k)}
€74

= {k € 77 IIIGIZZL;(—Z (h,)=-Z (h,k)} =arg(—Z (h,")).
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Insbesondere ist arg (—Z) die Minimalstellenmenge des Prozesses Z.
4.2 Lemma. Fs sei My < oo und es gelte (P+). Dann folgt arg (Z) # () P-f.s.

Beweis: Der Prozess Z lasst sich Schreiben als

q kil

Z (k) = |ki| Ognir) o £ (0) +w (0) (Zi (ki) —EZ; (ki) =Y Y Vi
=1

i=1 j=1

Fiir eine festes 1 <14 < ¢ sind die Y; ; fiir j € N 4.4.d.-Zufallsvariablen mit EY; j; = Oggn(k,) o; £ (6)-
Mit einer Charakterisierung der Eigenschaft (P+) sowie dem starken Gesetz der grofien Zahlen
folgt fir 1 <i<gq

kil
L BIL
(P+) fir p== EY;; <0 = ZYM
j=1

|ki| o0 llk[|—o0

—o00o = Z (k)

o7 PR = arg(Z) #0 P-fs.

O

Um den Satz [2.32 anzuwenden, benétigen wir Z,(Ld) 2 7@ iy alle d € N.

n—oo

4.3 Lemma. FEs ezistiere ein p € (1 + #, oo) mit M, < co. Dann gilt fir alle d € N

q+1
n

Z(d) n=0, () P-stochastisch, falls 14 4= <p < oo
P-f.s., falls 2<p<oo.

Beweis: Mit dem ng = ng (d) aus dem Beweis von Lemma [3.18|folgt fiir alle n > ng und 1 < i < g,
dass

49 £ 7@,

Daraus folgt fiir alle n > ng und alle k € [—d, d|*

q

{Z (k) ke [-dd"} = {¢(k) +w (0) ZZi (ki) —EZ; (ki) : k € [-d, d]q}

i=1

<z 1 =
i=1

Man erhélt fiir beliebiges € > 0 und schliellich alle n € N

P ( max
ke[—d,d]?

Z (k) — EZp (k) — Z (k) + EZ (k)‘ > e>

=P (ker[nad)){d]q ’Zn (k) —EZ, (k) — Z (k) +EZ (k)’ > 6)

<P ( sup  |Zn (t) —EZ, (t) — Z (t) + EZ (t)| > e>
te[—d,d]?

3.22 u
< CMpe*deP,‘{ﬁ (an (p,q) + (byn)™ P [b;ld] a(p) + nfpbz(p)> < CMpe*pd% an (p,q) .

Des Weiteren gilt fiir alle d € N, dass sup_y<j<q |bn [b;,'k] — k| = 0, da wir uns auf das Gitter
79 eingeschrénkt haben. Somit ist Lemma [3.19/ anwendbar und es folgt

max [EZ, (k) —~EZ (k)| < sup |EZ, () — 6 (6)] L 0.
ke[—d,d]? telod.d]? e

88



Analog zum Beweis der Folgerung 1.4 gilt lim,, . a, (p,q) = 0 fiir 1 + q% < p < oo und

ZZOZI an, (p,q) < oo fiir 2 < p < co. Analog zum Beweis von Satz 3.9 folgt damit

. ) oo P-stochastisch 1+ -L <p < o0
Zn (k) —EZ, (k) — Z (k) + EZ (k)| == atl
2o [ Zn (K) = BZn (k) — Z (k) + BZ (K) 0{ Pfs. 2'<p < oo
Und somit folgt die Behauptung. O

Nun sind wir in der Lage, die Theoreme 1.6/ und [1.7 zu bewiesen.

1.6l Theorem. FEs existiere ein p € (1 + ﬁ, oo) mit M, < co und es gelte die Eigenschaft (P).
Ferner sei arg (|p|) = {0}. Dann folgt

(1) (P+) = limsupP (arg(Z,(h,))NF#0)<P(arg( Z)NF #0) VFCZ?

n—oo

(2) (P-) = limsupP (arg(Z,(=h, ))NF #0)<P(arg(-Z)NF #0) VF CZ".

n—oo

Beweis: Wir betrachten zunichst den Fall (P+). Die Aussage folgt dann aus Lemma 2.32] ange-

wendet auf die Folge von Prozessen (Zn) mit der Maximalstellenmengenfolge (arg (Zn))

neN neN’

Somit sind, die Voraussetzungen (1) bis (6) des Satzes zu priifen.
Aus der Definition von Z,, folgt (1).
Da néi — [n@] € Z7 folgt mit der konstanten Folge b, = 1 aus Lemma 3.17, dass arg (Zn) # 10
ist, also gilt (2).
Analog zum Beweis der Folgerung [1.4 gilt lim,, o an, (p,q) = 0. Mit Lemma [3.12] folgt die An-
wendbarkeit von Lemma [3.16 mit der konstanten Folge b, = 1 fiir alle n € N. Und es folgt (3),
da
N . g\ B At ¢\ B.16
lim limsup P (arg (Zn) ¢ [—d,d] ) < lim limsup P (n@n — [nB] ¢ [—d, d] ) =" 0.
d—o0 noco —00 n—oo
Aus der Definition von Z folgt (4).
Aus Lemma 4.2| folgt arg (Z) # 0. Somit gilt (5).
Da aus der stochastischen Konvergenz auch Verteilungskonvergenz folgt, gilt mit Lemma 4.3

ZW £, 7@ iy RED yg e N,

Somit sind die Voraussetzungen von Satz [2.32 erfiillt und es folgt fiir alle F* C Z4
. 2.32
limsup P (arg (Z,) N F # §) = limsup P (arg (Zn) NF# [Z)) < Plarg(Z)NF #£0).

Im Fall (P—) folgt die Aussage mit dem ersten Teil bei Benutzung der Kernfunktion —h. Da
lp (hy)] = |p(=h,-)| ist @ auch die eindeutige Maximalstelle von |p (—h,-)|. Aus (P-) fiir p (h, ")
folgt mit Lemma [3.14 die Eigenschaft (P+) fiir p (—h,-). Und somit gilt fiir alle F' C Z¢

limsup P (arg (Z, (—h,-)) N F # 0) = limsup P (arg (Zn (—h, )) NF # @)

< P larg (Z(~h, )0 F £0) P (arg (~7 (h, ) N F £0).
O

Im Fall dass der Prozess Z eine eindeutige Maximal- bzw. Minimalstelle besitzt, erhalten wir sogar
Verteilungskonvergenz.
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1.7 Theorem. Es ezistiere ein p € (1 + #, oo) mit M, < co und es gelte die Eigenschaft (P).

Ferner sei 0 die eindeutige Mazimalstelle von |p|. Dann folgt

(1) (P+) und arg( Z ) = {7’}'} P-fs. = n6, — [nd) EEN 7';' in Z¢

n—oo

(2) (P—) und arg (—Z2) = {Tf_} P-fs. = n#, — [nd] <, Ty in Z%

n—oo

Beweis: Dies folgt aus dem Theorem 1.6/ mit dem Portmanteau Theorem. Wir betrachten zunéchst
den Fall (P+). Analog zum Beweis der Folgerung 1.4 gilt lim,,_, o, a,, (p,¢q) = 0. Aus (P+) folgt mit
Lemma [3.12 — infie gy p (t) < p(6). Somit ist Satz 1.3/ mit der konstanten Folge b,, = 1 anwendbar.
Und es gilt fiir alle F' C Z4

limsup P (nén —[n0] € F) = limsup P (nén — [nB] € FNnarg (Zn)> +P (nén —[nB] € F\ arg (Zn))

n—oo n—00

<limsup P (arg (Z,)NF #0)+ P (nén — [nB] ¢ arg (Zn)>

n—oo
T.6/1.3

< Plarg(Z)nF £0)

_ +

~P(rf e F).
Mit dem Portmanteau Theorem folgt (1). Im Fall (P—) folgt die Behauptung mit dem ersten
Teil bei Benutzung der Kernfunktion —h. Da |p(h, )| = |p(=h,-)| ist 8 auch die eindeutige

Maximalstelle von |p (—h,)|. Aus (P—) fiir p (h, ) folgt mit Lemma [3.14]die Eigenschaft (P+) fiir
p (—h,-). Des Weiteren gilt

a1 _
arg (2 (~h, ) Harg (-2 (h,) = {77 } .
Es gilt fiir alle F' C Z? mit dem Portmanteau Theorem

lim sup P (n@n (h) — [nB] € F) L3 im sup P (nén (—=h) —[n0] € F) Portma%teau)(l) P (Tf_ € F) .

n—oo n—oo

O

Der folgende Satz zeigt, dass der Prozess Z in recht allgemeinen Situationen P-f.s. eine eindeutige
Maximalstelle besitzt.

4.4 Satz. Es sei My < oo und es gelte (P+). Ferner seien R; (1) fir 0 < i < g stetige
Zufallsgrofien. Dann besitzt der Prozess Z eine eindeutige Mazimalstelle P-f.s.

Beweis: Da R; (1) fiir 0 < i < g stetige Zufallsgrofien sind, ist Z (k) ebenfalls eine stetige
Zufallsgrofle fir alle k € Z4. Somit gilt

P (Z besitzt eine eindeutige Maximalstelle)
=1- P ({arg(Z) = 0} U{Z besitzt mindestens zwei Maximalstellen})
>1— P(arg(Z) =0) — P (Z besitzt mindestens zwei Maximalstellen)

@i_p (Z besitzt mindestens zwei Maximalstellen 7 und o)
>1-P(Z(r)=Z(0))

=1-P| |J {r=ko=12Z(k =21}
k#£leZ4

>1- Y Pr=ko=12(k) =2()
k#l€Za
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Die letzte Gleichheit gilt, da auch Z (k) — Z (1) eine stetige ZufallsgroBe ist. O

Zum Abschluss dieses Kapitels betrachten wir das zweite Beispiel aus Abschnitt [1. Es seien ¢; fiir
7 € N reellwertige zentrierte i.i.d Zufallsgréfien und § € R.

€ 1 <j<[nbi]
Xj,n = €; +6 [n@l] < j < [TLQQ]
€; [nbs] < j < n.
Des Weiteren fordern wir, dass e€; mindestens p-fach integrierbar ist mit p > g Wir wihlen

m = (1,1,1) und h(z,y,2) = = — 2y + 2. Der Einfachheit halber setzen wir voraus, dass ein
bekanntes 8 > 0 existiert, mit §;—6;_; > § fiir i € {1, 2, 3}. Somit kénnen wir die Gewichtsfunktion
konstant Eins wéhlen. Als Schéitzer erhalten wir dann

(él,vu é2,n> = argmax |(Y0,[ns] - Y[ns],[nt]) + (Y[nt],n - Y[ns],[nt])| .
(s;)e{ (£,L)|k,IeN mit nB<min{k,i—kn—1}}

Fiir die Integrale der Kernfunktion erhalten wir durch Nachrechnen

i1 =20
—HM2,1,0 = —H0,1,2 = H1,2,0 = H0,2,1 = 0
13,0,0 = 0,3,0 = }0,0,3 = H2,0,1 = H1,0,2 = 0.

Und somit ergibt sich durch Nachrechnen folgendes fiir die Funktion p, vergleiche (3.9).

62—y 0<s<t<bh <by<1
t—60 t—60; 1-6 01—s 02—t
Tt e T T s 1 0sSssfistsé <l
902=01 0<s<f<0<t<1
plsit) =064 T +% 0<f <s<t<b<1
s—0, t—0 O2—s 61 O2—s
—e=h 20 g oo L B B < <5< Gy <t<1
_92;91 0<b <, <s<t<1
0 sonst.

Da insbesondere jeder einzelne Bruch in der obigen Darstellung betragsméfig echt kleiner Eins
ist, folgt fiir alle (s,t) € H \ {(61,02)}

B > p(s,t) y falls ¢ >0
P(91792)—25{ <p(8,t) ,faHS 5<0

Des Weiteren folgt mit Lemma (3.6 oder durch Nachrechnen

o ]
e = —— e = —2
0usp (0) = — 1 Ousp (6) = 2
0 o
8*elp(e) - _202 - 91 a*ezp(a) - _1 o 92 .

Zusammen mit Lemma [3.11! folgt:

6>0 = (P+) undarg(p)={
§<0 = (P-) und arg(—p) ={(01,62)}.
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Fiir die Funktion Ry ergibt sich

Ro (z) =
%2

Ahnlich erhilt man

Ry (z) = —2x

Des Weiteren seien ¢; ; fiir ¢ € {0,
Somit ergibt sich fiir den Prozess Z

|
Bl

25 s 2 1
7okt gl A (02791 + E) €0,-j +j:1 (0 + 15
—k !
25 25 2 1
el 027011_j:1(02701 ‘*’E) €0, —jgl(e T 92)
2k i) = 5 s . 2 1 <
ak gl 2 (eral + ﬁ) SRR (9 )51 —j
Jj=1 Jj=1
k !
) 28 2 1
“okmoa! +j;1 (02791 + a) €15 _321 (a ntrn
Es gilt fiir beliebige Funktionen f,g: R — R
( au)rg]R2 (f(s)+g(t)={(s,t) eER*: s €arg fund t € arg g}
s,t)e

Fiir die Maximalstellen des Prozesses Z folgt

k

|
~

gO —J

) §277
) 61,—]’

argZ = arg 14 k‘+ ( ) €1,
(k,1)€Z2 =0 ; 0y — 91 1
—k
20 2
1
o [ 520 ;(€2_91 i)
l
20 2 1
Lso |7l =3 [
tlizo 0y — 6, ;(92—01—1—1—
" TR VN N
I e AN TR
@D

(ko,lo) ez7?: ko € arg
k€EZ

li>0

—k

25 2
oo | k= > [ ——
<o | =5 ;(0291+

l

lp € 1 20

ar —

E I e

+1 0 3 2_ 4
1= "=\ -0

92

1
01

_;<922

1

1—69

50,7j

91+

e

und Rp (z) =z — 26.

6
k+JZ(0201 )gl,]

und

h(z,y,z)v (dy)ve (dz) = / x—2y+z P s (dy) P, (dz) =z — 20.
xz

1,2} und j € Z zentrierte i.i.d. Zufallsvariablen mit &; ; =4 €1.

)51_] k<0,l<0
&5 k<0020
k>0,1<0

&, k>0,01>0.

(4.1)

j > £2,]



k —k
0o — 6, 20,
= (ko,lo) €Z® kg carg |1 = 6k + ] +1 = 5k — i1,
(Ko, lo) 0 ke% k20 | g g ;fm k<0 | oo ;éo,a
l
2(1 — 6s) 0o — 6,
I 1 2R 5 1 —61 _
N e B - ;152’] HE S +§£1 ’

Ist €1 eine stetig Zufallsgrosse, dann folgt mit Satz 4.4, dass der Prozess Z eine P-f.s. eindeutige
Maximalstelle besitzt. Wenn wir voraussetzen, dass ¢ > 0 ist und

20
1 Sk — 1 5l<: ={rF
arg | lu<o | =g Zfo —i | +1k>0 9 o, Jrz&,] {Tf71}
—1
6y — 6, 2(1
1 R . — +
Elierg 1<0 1—92-1-1—915“—;51’ i |+ Llixo 1_92+1_915l Zfly {Tm}a

dann folgt

n—oo

(nél,n — [n@ﬂméz,n — [n@z]) Z, (Txl,T;2> in Z2.

Wenn § < 0 ist und der Prozess Z eine eindeutige Minimalstelle (Tf_ 1T}, 2) P-f.s. besitzt, dann
folgt

n—oo

(néLn — [n@ﬂméz,n — [n@z]) £, (Tﬁl,T]ZQ) in Z2.
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5 Lokale Alternativen

Auch unter den lokalen Alternativen sei die Anzahl der Verteilungswechsel ¢ € N bekannt. Hier
betrachten wir fiir 0 < i < g Folgen von Maflen (v;,), .y mit der Eigenschaft, dass diese fiir
n — oo aufeinander zulaufen, v; , ~» v. Fiir festes n € N betrachten wir als Schétzer fiir den
unbekannten Change-Point 6 € H weiterhin Maximalstellen einer gewichteten (g + 1)-Stichproben
U-Statistik mit Kernfunktion A vom Grad m.

0,, .= argmaz (|pn (t)|, t € G,).

Damit der Schétzer die Verteilungswechsel noch erkennen kann, diirfen die Unterschiede der Ver-
teilungen nicht zu schnell verschwinden. Diese Eigenschaft der Folgen von Maflen v;, wird mit
Hilfe von speziellen Integralen der Kernfunktion h charakterisiert. Dazu definiere fiir n € N

q m;
>\n = /h(l"o,h 7xq,mo) H Vin (dx77])
m =0 j=1
Da M; < oo, existieren fiir n € N die Integrale \,. Des Weiteren wihlen wir &, := A, und
fordern fiir alle k € NI™' mit Y>7  k; = m die Existenz folgender Grenzwerte.
. Uk ,n
pi = lim ——.
n—oo n
Es gilt dann zum Beispiel
fion = lim Hmm gy Pminoo0 gy
n—oo n n—oo |Mm,n|
Man beachte, wenn vy, = -+ = v4,, und h gewisse Antisymmetrien besitzt, dann folgt A, = 0.

Somit ist es sinnvoll die Konvergenzbedingung (C) fiir das aufeinander zulaufen der Verteilungen
mit Hilfe der Folge (A,),,cy zu definieren.

()\TL)nEN - IR>
lim, ..o A, =0

lim, o /RN, =00
lim, o0 A, ik existiert fiir alle k € Ng“ mit Y ¢k, =m.

Konvergenzbedingung (C):

Die vorletzte Bedingung stellt sicher, dass sich die Verteilungen nicht zu schnell anndhern. Aus
der letzten Bedingung folgt die Existenz der uy. Bei beschréankten Kernfunktionen h kann man an
schwache Konvergenz der Mafle denken.

Des Weiteren wird gefordert, dass gewisse Streuungen nicht zu sehr variieren. Dazu betrachten
wir die Zufallsveriablen g¢; o, und g; 1,, aus dem Beweis von Lemma [3.22. Es gelte die Stabilitéts-

bedingung (5), wenn fiir 1 < ¢ < ¢ positive Zahlen o; 1,0, - € R existieren, fiir die gilt
01-274_ = n11_)11;1O Var g;1,, und 01-27_ = nh_)ngo Var g; 0,n-

Ist die Kernfunktion n beschrénkt und konvergieren fiir 0 < i < ¢ die Folgen von Maflen (v; ,,)
schwach gegen ein Maf} v, dann ist (S) zum Beispiel erfiillt.

neN

Fiir p > 2 ergibt sich die Konsistenz des Schétzers.
1.8 Folgerung. Es existiere ein p € (2,00) mit M, < co und es gelte (C'). Ferner sei
arg (|p|) = {0}. Dann folgt

A n—oo

0, —— 0  P-stochastisch.
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Beweis: Folgt aus Theorem [1.1. Denn es gilt fiir 2 < p < oo

1 -1
lim KPa, (p,g) = lim A, Pn" 27 lim (A\2n) 2p (©)

n—oo n—oo

Ahnlich folgt aus Theorem 1.2 stochastische Beschriinktheit fiir den skalierten
Fehlervektor n\2 (én — 0).

1.9 Folgerung. Es existiere ein p € (2,00) mit M, < co und es gelte (C') und (P). Ferner sei
arg (|p]) = {0}. Dann folgt

nA2 (én - 9) —0p(1).

Beweis: Folgt aus Theorem 1.2 mit der Folge b,, = A2 fiir n € N. Analog zum Beweis der Folgerung

_1
1.8/ gilt lim,, o0 k2 ay, (p,q) = 0. Ferner gilt lim,, Hﬁb%(p) = lim, 00 AP ()\,QZ) 2P — 1. Und es
folgt

lim limsup P (:v < Hn)\i (én - 0>H) = lim limsup P (m < ’

T—00 p—oo T—00 n_00

A2 (nén — [nB] + [nO] — nB) H)

T—X0 n—oo

B5l 1 . 1
< lim limsup P <2x < ‘ A2 (n@n - [n@]) H) +P <2x < ||AZ ([n6] — n0)||>

1
L2 lim limsup P (239 < A2 ||[n6] — n0||>

T—00 500

1
< lim limsup P (236 < Ai)

T—00 500

© 0.

O

Als Grenzprozess Y der Folge der Prozesse (Z,),,cy erhélt man eine Linearkombination von un-

abhéngigen zweiseitigen Brownschen Bewegungen mit Drift. Es seien W;, W; fir 1 < i < q
unabhéingige Brownsche Bewegungen und definiere damit folgende stochastische Prozesse
Y, ={Yi(s),s € R} fiir 1 <4 < ¢ durch

Y; (s) == { o Wi(=s) s<0

oi+Wi(s) s>0.
Ahnlich zum Prozess Z definieren wir den Prozess Y = {Y (t) : t € R?} durch

q

Y (t):=6(t) +w(0)) Yilt).

i=1

5.1 Lemma. Es sei My < oo und es gelte (P+) und (S). Dann besitzt der Prozess Y eine
eindeutige Maximalstelle P.-f.s..

Beweis: Wir wollen Lemma [2.33 anwenden. Aufgrund der Definition von Y folgt, dass Y ein
stetiger Gau3prozess ist. Mit Lemma [3.11] folgt

lIt)|—o0

q
EY (t) = ¢(t) = Z |tl‘ aSgn(ti) e; p(e)
=1
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Da Y; und Yj fiir ¢ # j unabhéngige zweiseitige Brownsche Bewegungen sind, gilt fiir s,t € RY

EY (s)Y (t)=E <¢ (s) +w(0) Z Yi (si)> (sb (t) +w(6)) Y (h))

i=1 i=1
=E[o(s)o(t) +o(s)w(0) D Yi(t:) +o(t)w(0) Y Vi(si) +w’(0) YD Yi(s:)Y;(t))
i=1 i=1 i=1 j=1

Und es folgt
E(Y(s)—Y (t)>=E(Y?(s) —2Y () Y (t) + Y2 (t))

= ¢* (s) + w* (6) Z EY;? (s:) — 2 <¢ ()¢ (t) +w’ (8) ) EY(s))Y; (ti)>

i=1

+¢7 (t) +w’ (0) Y EYY (1)
=1

q

= (¢(s) = ¢ (t))" +w* (0) D E(Yi(ss) — Yi(t:))"

i=1
Weiter betrachten wir s; > 0 und ¢; > 0. Dann gilt
E(Y; (1) — Yi ()
= E (034 Wi (s:) — 01+ Wi (1))
=0, [E(W;(s;) = W; (t:))?
=07, (EW? (si) — 2EW; (s:) Wi (t;) + EW? (t:))
=0, (si —2min{s;, t;} +t;).
Da W, und Wi unabhéngig, folgt fiir s; > 0 und t; < 0
E (Vi (5:) = Vi (t))”
=E (Ui,-'rWi (si) — 00, - W; (_ti)>2
= cri27_~_EVVi2 (s;) — 20 40, _EW; (s5) W; (—t;) + ori_EVVi2 (—t;)
t;.

_ 2 2
= Ui,+81 — UL,

Insgesamt erhilt man

Uiz,JrSi*U?,,ti s;>0,1, <0
2 (—Si — 2min{—8i, —ti} — ti) s; <0, <O0.

1, —

a,ﬁ+ (s; —2min {s;, t;} + ;) s5;>0,t; >0
o

Aus der Bedingung (S) folgt o; 4 > 0 und o;_ > 0. Aus E(Y (s) =Y (t))> = 0 folgt, dass
(¢ (s) — ¢ (t)> = 0 und E(Y; (s;) — Vi (£;))° = 0 fiir 1 < i < ¢. Daraus folgt s; = ¢; fiir alle
1 < i < q. Somit gilt fiir alle s # t, dass E (Y (s) — Y (t))* # 0. Damit sind die Voraussetzungen

von Lemma 2.33 erfiillt und es folgt die Behauptung.
Fiir den Prozess Z, = {Z, (t),t € R?} mit der Folge b,, = A2 erhalten wir

9 [n8]+[,*t] _ [n8]+[A,*t]
Z, (t) = ”“(””( " )p”(0)> o € Hmn

—17 sonst.

96



Des Weiteren ergibt sich fiir 1 < <gq
Zi,n (t) = )\n
—[xa7t]

J_Z eiﬁiei Rin (Xpo—jn) — eﬁieilRi—lxn (Xpno—jm) =5 ([06i] = [n0i1]) <t <0
Rl

N Y 9i+r?i—9i Rin (X[”e'i]‘*‘j’") o 9:7—h9711,1 Ri1n (X[n9i]+j>n) 0<t< A?L ([nBiy1] — [nbi])

I
-

3
S

<.
Il

—17 sonst.

Um Verteilungskonvergenz der Folge der Prozesse (Z; ), oy zu erhalten, zeigen wir Straffheit und

die Konvergenz der endlichdimensionalen Verteilungen. Die Prozesse Z; ,, dhneln dem Partialsum-

menprozess. Allerdings hangen die Zufallsvariablen R; ,, (X [ngiHjm) iiber die summiert wird, noch

von n € N ab. Somit lédsst sich der Satz von Donsker nicht anwenden.

5.2 Lemma. Es existiere ein p € (2,00) mit M, < oo und es gelte (C). Dann gilt fir 1 <i<gq

und fir alle festen d € N, dass die Folge (Zi(i) — EZi(i)) straff bzgl. des Skorokhodraumes
’ "/ neN

(D[—d,d],s1) ist.

Beweis: Die Aussage wird mit Satz 2.27| gezeigt. Dazu sind zwei Voraussetzungen zu zeigen. Zur
Bedingung (i) aus dem Satz 2.27 sei n > 0. Zu den ZufallsgréBen g¢; _1,, aus dem Beweis von
Lemma 3.22| existiert eine Konstante C' > 0 mit

(3.17)
|gi,—1,n|p < CM,.
1

Mit dem gewéihlten 6 :— (chd%Pn—l) S0 folgt

P (‘Z@ (=d) —EZ (—d)‘ > 5)

[x:%d]
m; m;—
=P >\n jz::l mRz,n (X[nQi]—j,n) - ei_ieil_lRifl,n (X[nO,;]—j,n) — EZz,n (—d) >0
[x:d]
=P Z Ji,—jn > 5)\7_11
j=1

Motk [A72d] P

arkov

5| Y i
j=1

[r.2d] .
=720 2] | (N2 YD gin
j=1

25 A 2d)” gianl? [N2d]
317 .

< CM,dPs P

= ’[’I.

Mit Satz[2.28 wird (ii) gezeigt. Damit geniigt es zu zeigen, dass zu jedem 1 > 0 und e > 0 existiert
ein 0 < § < 1, ein ng € N sowie eine Zerlegung —d =tg < t; < --- < t, =d mit t,, — t,_1 > fir
2 <wu<r—1,so dass fiir alle n > ng gilt

XT:P ( sup
u=1

in in
ty—1<5<ty

2\ (s) —EZY (s) = 2\ (t,—1) + EZ?) (tu_l)‘ > €> <.
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Fiir ein festes 1 <7 < ¢ sind die Zufallsgrofien g; ;. fir 1 < j <d bzw. —d < j < —1 jeweils i.i.d.
und zentriert. Damit folgt fiir 1 < k <1 < d, dass ﬁ Zz‘:k 119i,j,n €ine degenerierte U-Statistik
mit Martingaleigenschaften ist. Fiir t,_; > 0 gilt

P sup
tu—1<5<ty

d d d d
242 ) 22 ) - 208 0+ 212 ) >

[r27s]
m; mi—1 (d)
=P —An ————Rin (X1no14in) — ———Ri—1.n (X1no1++n) — EZ,
tujggsm ; Oix1—60; (Xinosn) 0, — 01 " (Kinsijsn) in (5)
A2 tu—]
my; m;— |
+An Z ﬁRl,n (X[nai]-‘rj,n) - #Rifl,n (X[nai]-‘rj,n) + EZz(7dn) (tufl) > €
= i+1 — 0 i — Ui
[
=P su iin| > e)\,jl
tHgEStu ) ,ZZ 9
J:P\n tu—l]'f‘l
[t !

Doob
< CePXE Z 9i,jn
J=[An2tu1]+1

2.90 3
< CePXEginl” (M 2t] — [An?tu1]) 2"
317 1
< OMpe A (A%t = A%t 1 + 1) %7

n—oo

< CMye™ (ty, —t,_1)  da A, 222 0.

Analog gilt fiir ¢, <0

P ( sup |Zz,n (8) — EZlyn (S) — Zi,n (tufl) + EZ,L’n (tu71)| > 6) S CMpe_p (tu — tufl)%p .
t

u—1<8<ty

Aus p > 2 folgt % — p > 0. Zu einem beliebigen ¢ > 0 und n > 0 wihle 0 < § < 1 mit

1

p :
5 < (36) Ui 2
2dCM,

[do™]
(u-

r)<5 1<u<r-—1.
1 1 .
ty —tr—1 =d— r—l—gr (5=6+d—§r(5=6+d—[d5 10 <48

T
Tyt

DO =

Damit gilt

tu—tu1:<u—;r>5—<u—1—;r)§:5 fir2<u<r-1
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Und es folgt

7D _gz@ 6) > e)

no

2.28
< P sup
1

tu—1<s<ty

T
~~
S
I/~

Z{0 (5) = EZ{5) () = 245 (bum) + EZ(3) ()| > Se>

Somit sind die Voraussetzungen von Satz [2.27 erfiillt und es folgt die Behauptung. O

5.3 Lemma. FEs existiere ein p € (2,00) mit M, < co und es gelte (C) und (S). Dann gilt fiir
1 <4 <g, fir alle festen d € N und fiir alle endlichen Teilmengen {t1,...,tx} C [—d,d]

(Zin (t1) = EZip (t1) -, Zim (t) — EZin (t)) —2— (Y; (t1) ..., Vi (te)) -

n—oo

Beweis: Es seien {t1,...,tx} C [—d,d]. Durch Umordnung kénnen wir ohne Einschrinkung an-
nehmen, dass

thh <ta< - <H <0804 <0 r < Hge

Aus der Definition der Prozesse Z; ,, folgt fiir alle (aq,...,ax) € R*, dass 22:1 ay (Zim (ty) — EZ; 0 (tw))
und ZZ:I 41 u (Zin (tu) — EZ; 5, (tu)) unabhéngige Zufallsvariablen sind. Mit dem Cramer-Wold-
Device, vergleiche zum Beispiel Génssler und Stute (1977), Satz 8.7.6, Seite 357, gilt die Behaup-
tung, wenn fiir alle (ay,...,ax) € R¥ folgt

l l

Z
Z Ay (Zi,n (tu) — EZi . (tu)) m Z a, Y (t)
u=1 u=1

k

k
Z N (Zi,n (tu) —EZin (tu)) = Z ayY; (tU) .
u=l+1 e u=l+1

Wir zeigen die Konvergenz fiir die zweite Summe. Fiir die erste Summe geht der Beweis analog. Auf-
grund der Definition des Prozesses Y; bzw. der Brownschen Bewegung folgt, dass Zﬁ:l 41 0uYi (tu)
Normalverteilt ist. Mit der Version des zentralen Grenzwertsatzes fiir Zufallsvariablen wird die
Aussage bewiesen. Mit ng = ng (d) aus dem Beweis von Lemma [3.18 folgt fiir alle n > ny und
0<t<d

a2
m; mG—
Zign () = —An ; mRzn (X[noi)+jn) — ﬁRi—l,n (Xno,]45,m) -

Da A2n 2= 0o geht, existiert ein n; € N, so dass fiir alle n > max {ng,n,} folgt
[)\T_L Qt] < /\gnn < n. Mit den Zufallsgréfien g; ;. aus dem Beweis von Lemma 3.22| definieren wir
firl<i<gneN, 1<j<nundl+1<u<k folgende ZufallsgroBen.

o ) —auAngige 155 < [)\;%u]
Nin. (tu) = { 0 [\ 2t] < g <n.
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Damit gilt

k k [A;%u]
Z Ay, (Zi,n (tu) - EZi,n (tu)) - Z _au)\n Z Gi,j,n = Z Z i, n,j Z Cj n-
u=Il+1 u=Il+1 j=1 j=1lu=Il+1

Die ((jn), <j<n.neN bilden ein zweifach indiziertes Schema von zentrierten und zeilenweise un-
abhingigen Zufallselementen. Wenn fiir ein € > 0 gilt

(Ljapunoff-Bedingung) Z E |y 2 2722 0
j=1
und

n k
(Normierungsbedingung) Z E (]%n 222 Var < Z a,Y; (tu)> ,
= u=I[l+1

dann folgt mit dem zentralen Grenzwertsatz die Behauptung. Da 2 < p < co ist € = p — 2 positiv.
Es folgt

n p
24€
>_ElGal" = ZE S s 1)
j=1 = u=I[l+1
Holder k »
< ka > Eming (t)l
j=1 u=[l+1
ko 7t
:kp Z Z E‘au)\ngi,j,n|p
u=l+1 j=1
ko [N %]
3.17
< kY Z CM,\oak,
u=Il+1 j=1
k
< CMEP > Aeab [\ 2t,]
u=Il+1

2
< CM,kP dNP7?  max ab <C’/\6
- p ;1 " pi<u<k

U=

Da )\, —= 0 gilt, folgt die Giiltigkeit der Ljapunoff-Bedingung. Nun zeigen wir die Normie-
rungsbedingung. Fiir alle ¢ € R gilt EY; (¢t) = 0. Es folgt

k k 2
Var ( Z a,.Y; (tu)> =E ( Z a,Y; (%))

u=Il+1 u=Il+1

k k
= Y D auaE(Yi(t)Y ()

u=Il+1 v=Il+1
k k

= > > auaE (i Wi (ty) 00 Wi (1))

u=Il+1 v=I+1

k k
—o2. Y Y wa E (W () Wi (1)

u=Il+1 v=Il+1

k k
:0?’4_ Z Z Gy Oy TN {E o, Ty }

u=Il+1 v=I+1
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n n k 2
Jj=1 j=1

u=Il+1

n k k
= Z Z Z E (ni,n,j (tu) MNin,j (tv))

7=1 u=Il+1 v=Il+1

k g min{ [A726] [A %]}
=> > E(Miin,j (tu) Misn. (L))
u=Il+1 v=Il+1 j=1

u=Il+1 v=I+1 7j=1
k k min{ [A7 2t ],[A; %] }
= Z auav}‘n Egz2] n
u=Il+1 v=I+1 Jj=

k
2 2
= g E Ay Oy Ay, Egm,n
u=Il+1 v=Il+1 Jj=1

k k
= Egil’n Z Z auav)\i min { [)\;Qtu] , [)\;Ztv]} .

u=Il+1 v=I+1

Weiter gilt

n k
> EG, —Var < > ay; (tu)> ‘

Jj=1 u=l+1
k k k k
= |Egi1 Z Z auauAr min { [\ 2t ], [A %]} — 074 Z Z @y TN {Eyy, 1 }
u=Il+1 v=Il+1 u=Il+1 v=Il+1
k k
< |Egi1., Z Z ayay (A2 min { (A, %t,] , [A,%t] } — min {t,, t,})
u=Il+1 v=I+1
k k
+ (Egzlwn — JZJF) Z Z Ay @y min {ty,, t, }
u=Il+1 v=I+1
17 : : 2 . 2 2 - ~ 2 2
< CM, Z Z auay (A min { (At , [A,%t] } — min {tu, to})| + C|(Egi 1., — 07|
u=Il+1 v=I+1
k k )
<CM, Z Z auau Ay |min { [\ %t] [N 26] } — A2 min {tu, to}| | + C |(Egiy,, — 074
u=Il+1 v=Il+1
k k )
<SCM,| > > awai| +C|(Eg}y, — 07y
u=Il+1 v=I+1

< COMuN, + C|(Eg? 1, — 0l y)|
= CC’M,,A% +C | (Var Giln — 0127+)| , da g;,1,n zentriert
2%, 0 wegen (C) und (S).

Somit ist die Normierungsbedingung erfiillt und es folgt mit dem zentralen Grenzwertsatz die
Behauptung. O
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Um Lemma 2.31] anzuwenden, benotigen wir ZT(,,d) <, Y (@ im Skorokhodraum fiir alle d € N.
n—oo

5.4 Lemma. Es existiere ein p € (2,00) mit M, < co und es gelte (C) und (S). Dann gilt fiir
alled € N

ZW =y @D i (D([=d,d)),s,)-

n—00

Beweis: Mit ng = ng (d) aus dem Beweis von Lemma [3.18 folgt fiir alle n > ng und fiir beliebiges
e>0

P( sup |Zn(t)—EZn(t)—Z(t)+EZ(t)|>e>

te[—d,d]
3.22 ) —p [3—1,7] ~%a(P) —pya(p)
< OMyePd? kP (an (p,q) + (ban) 7 [b57d] +nPpee )
_ _1 1
= OMye a7 (40 4 (W) ™" [0;2d] 72+ 0 PR
< OMyePd® (A2n) 2P %» 0.
Des Weiteren gilt fiir alle d € N, dass

sup by [b't] —t] = sup AL [NPt] —t] = sup A2 |[A%t] =A%t < A2 =0
—d<t<d —d<t<d —d<t<d (@)

Somit ist Lemma [3.19/ anwendbar und es folgt

swp [EZ, (6) ~ EZu (6)] = sup [EZ (8) ~ ()] 2200,
te[-d.d)? te[—d,d]? n— 00

Analog zum Beweis der Folgerung [1.8 gilt lim,,_,~ x2a,, (p, ¢) = 0. Analog zum Beweis von Lemma
3.9 folgt

n—oo
 —

ZM (t) — ZD (t) 0 P-stochastisch.

sup
te[—d,d)¢

Mit den Lemmata 5.2 und 5.3/ sind die Voraussetzungen von Lemma [2.25! erfiillt. Damit folgt fiir
1<i<qundalled eN

29 ez Ly i (D[-d.d],s).

B oo

(d) (

Mit Bemerkung [3.20 sind fiir n > no die Prozesse Z; d) fir 1 <4 < ¢ unabhéngig. Nach

Konstruktion sind die Prozesse Y ) ebenfalls fiir 1 < 1<q unabhanglg Und es folgt
(Z(d) N N Ez<d>) (Y(d) ..,Yq(d)> in (D[~d,d],s1)".

1 :-
n n—oo

Des Weiteren betrachten wir die Abbildungen S : (D [—d,d])? — D ([—d, d]?) und
Top: (D([~d,d]%)* — D ([~d,d)?) fiir beliebiges o, 3 € R. Dabei sei

S (1. . xq): [—d,d]? = R S (x1,...,1q) (t) := sz (ti)
Top(y1,92) : [-d,d]" = R To, (Y1,2) (t) := ayi (t) + Bya (t) .

Mit Lemma [2.24! folgt, dass S stetig ist. Mit dem Stetigkeitssatz [2.29 folgt

(20 —EZ0, . 20 —EZ) Lo s (VO YD) i (D((-dd)") s,).



Die Funktion ¢ und die Zahl w (0) sind deterministisch und unabhéngig von n. Aus der Stetigkeit
der Funktion ¢, folgt mit Lemma 2.23| die Stetigkeit von T} (). Mit einer weiteren Anwendung
des Stetigkeitssatzes 2.29 folgt

29 — 2 4 o, (1)
oD +w (0 ZZ(d) EZi(,dn) +op(1)

=@ +w(8)S (Z{j” EZ(, .., 24 — EZ) +op (1)

= Th.u(o) (¢<d>7 s (ZYQ —EZ{9,..., 7\ ~ EZéfQ)) +op (1)
<

L T (69,8 (Y, v ))

n— oo

= oD w(0)s (..., v®)
d) +w ( ZY(d)
=Y@ in ( ([_d7 d] ) 7sq) .
O

1.10 Theorem. FEs existiere ein p € (2,00) mit M, < oo und es gelte (C), (P) und (S). Ferner
sei arg (|p]) = {0}. Dann gilt:

1 P+)=arg(Y )= {r"} P-fs. und n)\? 9 —0) —Z-+F inR%
(1 (P+) g(Y)={7n"} n !

n—oo

(2)  (P—) = arg(-Y)={r} P-fs. und n)2 (é 0) L7 R
Beweis: Der Beweis ist dhnlich zu denen von Theorem 1.6/ und [1.7. Wir betrachten zunéchst den
Fall (P+). Aus Lemma /5.1 folgt die Existenz einer P.-f.s. eindeutigen Maximalstelle 7,7 von Y.
Die zweite Aussage folgt dann mit Lemma [2.31] angewendet auf die Folge von Prozessen (Z,,)
Somit sind die Voraussetzungen (1) bis (6) zu zeigen.

Aus der Definition der Prozesse Z,, folgt (1).

Als Folge (7,,),,cny wihlen wir ()\i (né: — [nG])) o Aufgrund der Definition des Schétzers ist 7,
ne

neN:

messbar. Mit b, = A2 folgt aus dem Lemma 3.17 fiir alle n € N, dass A2 (néi - [nO]) €arg(Zy,).

Somit ist auch (2) erfiillt.
Analog zum Beweis der Folgerung [1.8 gilt lim, o xa, (p,q) = 0. Mit Lemma 3.12] folgt die

Anwendbarkeit von Lemma 3.16/ und es gilt A2 (néz — [ne]) = Op (1) also (3).

Da die Brownsche Bewegung stetige Pfade besitzt, folgt Y € C' (R?) P-f.s. und es gilt (4).
Mit dem ersten Teil folgt arg (Y) = {77} P.-f.s. und somit gilt (5).
Mit Lemma 5.4 folgt fiir alle d € N

Zd Zv@ in (D([-d,d]?),s,).

n—oo

Somit sind die Voraussetzungen von Lemma [2.31] erfiillt und es folgt

A2 (né: - [n@]) <, nt  inR%

n—oo
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Mit Lemma [3.12] sind die Voraussetzungen von Lemma [3.10] erfiillt und es gilt fiir alle € > 0
lim P (‘ A2 (né;r - [n@]) —n\2 (9n - 0) H > e)

< lim P( 0 —0,

>e(Wn) ") + P (In6 — 6] > X;?)

< lim P (8, #0,) + P (X2 < 1)

3.10
< lim 2A, (o) + P (eX,? < 1)

n—oo

32 Y L
< lim 2CMyeg PN, Pn~ 2P 4+ P (e, < 1)

=
Mit dem Satz von Cramer, vergleiche zum Beispiel Génssler und Stute (1977), Satz 1.12.10., S. 68,
folgt die Aussage (1). Im Fall (P—) folgt die Behauptung mit dem ersten Teil bei Benutzung der
Kernfunktion —h. Aus (P—) fiir p (h,-) folgt mit Lemma [3.14 die Eigenschaft (P+) fiir p (—h, ).

Mit Lemma 5.1 folgt die Existenz einer P.-f.s. eindeutigen Maximalstelle 7,~ von Y (—h,-). Aus
dem ersten Teil folgt

n22 (8 (h) — 0) a2 (8, (—1) - 0) =L 77

n—oo

Des Weiteren gilt

q
Y (=h,t) = ¢ (—h,t) +w ()Y _Yi(t;)
=1
- S i Wi (—t;) t; <0
— ; [ti| Osgn(t:) e (—h,6) +w (6) ;{ o Wi () >0

3.13

M=

q ~
i Wi (=) t; <0
|ti| Osgn(t;) e; — P (R, 0) +w(9)z{ 04, ( . ) 4

2

M- 1

q
<z ] B O'i7_Wi (—ti) t;, < 0
- pot |tl| asgn(ti) eip(h7 0) w (0) ; o-z,-‘,-Wz ( t'L ) tz Z 0
q
= —¢(ht) —w(8) ) Yi(t:)
=1

=-Y (h,t).
Und man erhélt YV (h,7,7) = =Y (=h,7, ) < =Y (=h,t) =Y (h,t) fiir alle t € R?\ {7; }. Damit
ist 7, auch die P.-f.s. eindeutige Minimalstelle von Y (h,-) und es gilt die Behauptung. O

Auch hier méchten wir das Ergebnis am zweiten Beispiel aus Abschnitt [1l kurz demonstrieren. Es
seien ¢; fiir j € N reellwertige zentrierte i.i.d ZufallsgréBen und (d,), oy C R.

€5 1 <j<[nbi]
Xj,n = € + On [n@l] <5< [7192]
€ [nfs] < j < n.

Des Weiteren fordern wir, dass €; mindestens p-fach integrierbar mit p > 2 ist und bezeichnen mit
02 die Varianz von e;. Wir withlen wieder m = (1,1,1) und & (z,y, 2) = x—2y+ 2. Der Einfachheit
halber setzen wir voraus, dass ein bekanntes 5 > 0 existiert, mit 8; — 6;_y > S fiir ¢« € {1,2,3}.
Somit kénnen wir die Gewichtsfunktion konstant Eins wéahlen. Als Schétzer erhalten wir dann

(0100210 = argmax | (Xo.ms) = Xpnst o)) + (Xt = Xl ine)) | -
(s;)e{ (£,L)|k,IeN mit nB<min{k,I—kn—1}}
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Fiir die Folge (d,,),,cn gelte

(165 ) pen € R, lim §, =0, lim /n|d,| = oo
Wir erhalten durch eine einfache Rechnung A,, = 216,,|. Die Existenz der Integrale py folgt hierbei,
wenn wir annehmen, dass ein ng mit §,, < 0 fiir alle n > ng oder 48,, > 0 fiir alle n > ng existiert.
Wenn §,, > 0 fiir alle n > ng gilt, dann folgt

p1,1,0 =1

1

—HM2,1,0 = —HM0,1,2 = H1,2,0 = H0,2,1 = 5
13,0,0 = 10,3,0 = 10,0,3 = H2,0,1 = H1,0,2 = 0.

Und es ergibt sich fiir die Funktion p, vergleiche mit (3.9).

G2ty 0<s<t<0 <0 <1

t—01 , t—61 1—05  61—s Oa—t

e 0<s<6;<t<by <1

2% 0<s<0; <0, <t<1
plsit) =59 T2 +% 0<f<s<t<b<1

s—01 t—0s | fs—s | 01 Oa—s

e Ly e 0 s 0 Cf <5< <t<]

026, 0<0 < <s<t<1

0 sonst.

Da insbesondere jeder einzelne Bruch in der obigen Darstellung betragsmiflig echt kleiner Eins
ist, folgt fiir alle (s,¢) € H \ {(61,02)}

p(01,02) = 1> p(s.1).

Des Weiteren folgt mit Lemma 3.6/ oder durch Nachrechnen

1 1
aelp<6) :_E 892p<0):_02791
1 1
O—c,p (0) = 0, -0, O—e,p (0) = —m~

Zusammen mit Lemma 3.11] folgt:
8n, > 0 fiir schlieflich allen € N = (P+) und arg (p ) = {(01,62)}.
Fiir die Funktionen R; ,, ergibt sich
Ro.n () = © — 204, Ry, (z) = -2z, Ro .y (z) = — 26,.

Zur Giiltigkeit der Stabilitidtsbedingung (S) betrachte zum Beispiel

0'1 + = nh—>H;o E (gl,n (X[n92 ))
2
_ nlggo E (92 Rl n ( n@z],n) — ERL” (X[n92]7n)) 91 (RO n (X[neg] n) ERO-,n (X[naz],n))>
] 2
= lim E (02 (—2X (05 m — 2EX[no,).n) — 0, (Xpnoatn = 20n = E (Xjnos).n — 26””)
1 2
=k ( 0, -0, """ 4 6““"”)
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2 1\?
- (92 —o, " 91> [Jim Eef,,)

(2 1Y
“\-6 "6) 7

Ahnlich folgt

2 2
2 1 2 1
2 _ 2 2 _ 2 _ 2
01,- = (92 —0, + 01> o, 024 = 02— (92 — 6, + 1_92) g

Somit ergibt sich fiir den Prozess Y

1 1 2 2 1
70,5 T 20— 92)t+(92 o 1>‘7 1(=5) (92 5 T 10

(-
021915 02 91t+ 92291+01 oW (—
(
(

Y (s,t) =

)
1
—3575 — G 9t+ - 61+91)0W1 s)

Des Weiteren gilt, dass der Prozess Y eine eindeutige Maximalstelle (Tlflﬂ'lg) P-f.s. besitzt.
Aufgrund der Gleichung (4.1) gilt

1 2 1
+ — 18
{Tl’l} ?é%< <0(92—918+(92—91+91>0W1( )>
1 2 1
1, -
+520< 2913+<92—91+91)"W1( ))>

4 6 = _1 02—6;
- 1, 1 Wy (— loso (—o 12— oW :
arg ( <0 (a 92+918+ 1 ( 8)>+ >0< o 2(92+01)s+ 1(8)))

Bzw. gilt

_ 0y — 01 N _ 1-0;
= 1 ! t+ Wy (—t 1 el Wt .
{7'1,2} ?éﬂ%(xo(a 2(1— 62+ 1—01) +Wo (=t) ) + 1i>0 | —0 10,716, +Wa(t)
Das heifit, wenn wir annehmen, dass ein ng mit §,, > 0 fiir alle n > ng existiert, dann folgt

(4572171 (éln — 91) ,402%n <é2n — 92)) <, (Tl—j_l, Tl—j_z) in R2.

n—oo

Und wenn wir annehmen, dass ein ng mit §,, < 0 fiir alle n > ng existiert, dann folgt die Eigen-
schaft (P—) und arg( —p ) = {(01,02)}. Des Weiteren folgt, dass der Prozess Y eine eindeutige
Minimalstelle lel,Tl;) besitzt. Wir erhalten

(4020 (91— 01) 4820 (Bo = 02)) =2 (rip7ip) i R2,

n

106



A Mittelwertfunktionen

In diesem Abschnitt méchten wir fiir ein allgemeines ¢ € N eine Darstellung der Mittelwertfunktion
EUn(.y (h) und der Funktion r angeben. Fiir ¢ = 2 siche Lemma [3.1. Es sei an die Zerlegung der
Menge H in (¢ + 1)! disjunkte Teilmengen erinnert. Fiir z = (2,...,7,) € {Ng+1| Y = q}
setze zy = 0 und z} := E;;E z;. Damit definiere folgende Teilmengen H? C H durch
HZBZ:{tGH‘ti§927/:+1<"'<9Z£+Zi<ti+1 OSZS(]}

Das heifit z; bzw. 2] entspricht der Anzahl der Change-Points im Intervall [t;,¢;11) bzw. im In-
tervall [0,%;). Die (¢ + 1)-Stichproben-U-Statistiken Uyt (h) ldsst sich als Summe iiber (2¢ + 1)-
Stichproben-U-Statistiken mit 4.i.d. Stichproben schreiben. Fiir ¢ = 2 und (s,t) € Hf}o’?f siehe
(3.1). Damit gilt fiir ein allgemeines ¢ € N und fiir t € H?:
[n0./ 1] —[nt] i=1 (00,115 4]=n0. VY (Intisa]l—[nb., . ]
q ( i+ ) (szl ( Z+J+I;,j i )) ( +1km itz )

ki,
EUn(t) (h) = Z H - ([nti+1]7[nti]) Hl,n,

i=0 m;

wobei iiber alle Vektoren k = (ko,0,..., k0,29, Kq,0:-- - Kq,z,) € NOZ?:O(Z"H) mit Z kij =my
j=0

fiir alle 0 < i < ¢ summiert wird. Der Vektor 1 =1(k) € Ng“ sei dabei fiir 0 < ¢/ < ¢ definiert

durch

L ki1, +kio ,wenni =z fiirein0<i<gq
v ki ; ,wenn ¢/ = z/ + j fiirein 0 <i<gund 0 < j < 2.

Fiir die deterministische Funktion r ergibt sich fiir t € ¢l (Hg ):

kio [ * —1 ki j ki 2
(01— t) [T (01441 —0215) (tigr = 0Ouqz,) ™

j=1

q
mg
r (t) - Z H (ki,m ey kz’,q) (ti+1 - ti)mi H

wobei ebenfalls iiber alle Vektoren k = (ko.0,- .-, ko2, - -s kg0 -+ s kgz,) € Nowi=0GH) i

2
> kij =m, fiir alle 0 < i < ¢ summiert wird.
=0

B Technische Hilfssitze

B.1 Lemma. Es seien p,a € R und d,k,l e Nmitp >0 und 0 <a<1<d<k. Dann gilt

ke (K +1)°P kv (1—a 21
ey Spl(’“)”( E o tari)

d d d

Beweis: Ist x > d, so gilt fiir die Funktion




Daraus folgt, dass die Funktionen f und |f’| monoton fallend sind. Zusammen mit dem Mittel-
wertsatz folgt

B D FR)—f (k)
@ !
Monog)nie f l|f (k) - f (k + 1)|
|k —(k+1)

MWS
< I|f' (z)] fiir ein spezielles x mit k <z < k + 1
Monotonie f’
—Lf' (k)
d—1
kP [ 11—« 1
:p%ﬂp< k +§:k—d+i>'

d

B.2 Lemma. Fir k € N existiert eine positive von n unabhingige Konstante C' mit

k

nFk [nt] _L

k k!

Beweis: Der Beweis wird durch Induktion iiber k gefithrt und es sei [nt] > k.
Induktionsanfang:

¢

sup
0<t<1

O[MD 10
sup |n ——|=0 k=0
e < 0 0!

t th t] — nt 1
sup n1<[n]>— = sup [t —n — k=1
0<t<1 1 1! 0<t<1 n n

Induktionsbehauptung: Fiir k gilt

sup |n =" ([nt]) - ﬁ g
09521 k Ell — n’
Induktionsschritt:
k+1
sup n_(k+1)( [ ) t
0<t<1 k+1 (k+ 1)!
B O OO e BN
0<t<1 (k+1)! k+1E!
[nt] — ( )
%£1H%+ k+1m
- [nt]—kzn [nt [n]—kﬁ [nt]—kf_ t ﬁ
Tl n k1) ) nGr )R  nkr )R Erlk

]
o S () S (S )

< s n_k([nt]> 3 t* [nt] — k —nt t*
= 0ol k n(k+1) K

0<t<1
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C 1tk
< —+ sup |—+
n o o<t<i|n k!
o+
T n

B.3 Lemma. Es sei M C R? sowie f und g beschrinkte Funktionen von M in R. Dann gilt

sup f (t) — sup g (t)| < sup |f(t) — g (t)| .
teM teM teM

Beweis: Aufgrund der Beschrinktheit der Funktionen existieren die Suprema. Wegen der Symme-
trie der Betrige sei ohne Einschrankung sup,c,, f (t) > supgcas g (s), dann folgt

sup f (t) — sup g(t)‘ = sup f(t) — sup g (s) < sup f(t) — g (t) < sup |f(t) —g(t)] .
teM seM teM seM teM teM

O

B.4 Lemma. SeiT CR? und f: T — R eine Funktion mit mindestens einer Maximalstelle und
es soll fiir ein tg € T gelten, dass —inficr [ (t) < f (to). Dann ist die Menge der Mazimalstellen
von f gleich der von |f|.

Beweis: In Ferger (1995), Lemma 5.3, S. 83. wurde der Fall T C R gezeigt. Dieser Beweis lésst
sich direkt auf 7" C R? iibertragen. O

B.5 Lemma. Fiir die Zufallsgriffen X1, ..., X, sowie fir e > 0 gilt:
n n €
X; > C {XZ > 7} .
(oo Ol

B.6 Lemma. Es seien k, m, n, u € N mit k+u < n—m und C eine Konstante mit u+m < C.
Dann existiert eine Konstante C > 0 fiir die gilt

(n—m—k—u) * """ a<l,b<1
"~ —a b In(n—m—k—u) a=0,b=1odera=1,b=0
- — < —
l; ((=k) " (=) 7=<C n—m—k—u) "In(n—m—Fk—u) a=b=1

— min{a,b}

(n—m-—k—u) a>1 oderb>1.

Beweis: Setze fir a+b >0

f@)=(z k)" (n—2)"

__bk+an
T oa+b
Damit gilt
—a b <0 k4+u<z< M
Fa=fe () =0 e=u

>0 M<z<n—m.

Im folgenden sei C eine positive generische Konstante. Aus der Monotonie von f folgt

n—m - Y - O y [M] D de n—m D .
l:;u(l k)" (n—1) §C<f(k+ )+ - (z)d +/[M] f(x)dz+ f( )).
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Fiir a > 1 folgt —a + 1 < 0 und es gilt mit der Holderungleichung

[M] [M] Y b
f(ac)dac-/]C (x—k) “(n—2z) dz

k+u “+u
Holder —a b
< [z —k) H(n—x) H
L [k+u, [M]] Lo [k4u,[M]]
[M] X
= / (x — k) “dx sup ’(n—x)_ ‘
k+u ktu<z<[M]

— (Pt @0 - D)

+1
_ _a1+1 (([ | — k)"t _u—a+1) (n— [M])™"
< - M)
se(n-t57)
<oty
<Cn—k"

Analog folgt fiir b > 1, dass —b+ 1 < 0 und es gilt

/[”m f(x)dx = /[”m (x—k) “(n—=)"dx

M] M]
@ wy 0 =)
T — n—x
- Lee[[M],n—m] LY[[M],n—m]
= (M)~ ) (- )
—b+1
-1
< ([M] = k)™ ———m™*!
<M -B"
<C(n-k™".
Insgesamt erhélt man fiira > 1 und b > 1
n—m Y b [M] n—m
-k m-0T"<C(fk+u)+ f(a;)da:—i—/ f(x)dz+ f(n—m)
l=k+u ktu [(M]

<C (u_a (n—Fk— u)*b +(n— k)*b F(—k) 4 (n—m— k)iam_b)
< C(n —m—-k— u)*min{a,b} )
Aus u+m < C folgt die Existenz einer positiven Konstanten C, so dass fiir alle k+u <1 < n—m
gilt
C (TL —m -k — u)

(=k)
— Cn—m-—k—u).

1)

INIA

(n
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Es sei nun a > 1 und b < 1. Dann existiert ein b mit 1 < b < a und es folgt

n—m n—m

SR -0 = > -k =) (=)
l=k+u I=k+u
<C-m—k—u)’? nin U=k (0"
I=k+u
SC(n—m—k—u)éfb(n—m—k— )~ min{a.b}
=Cn—m—k—u)".

Analog folgt fiir a <1und b > 1

iﬂ (I—k) “m=0)"<Ch-m—-—k—u)"".
I=k+u

Und man erhilt fiir a > 1 oder b > 1 die Behauptung. Fiir 0 < a < 1 und 0 < b < 1 folgt &hnlich

(M]
AR — ()= B =) )
—a1—|—1 (M) = &)~ (0 — [M]) ™" <O (n— k) °
n—m . 1 " "
/[M] f(x)de < ([M]—k) —b+1( Ly — [M]) b+)
<(M]-k)™" —b1+ 7 (0= [M]) =" <C(n—k)y~o0,

Und man erhalt fir0<a<lund 0<b< 1

n—m [M] n—m
Z (l—k)“(n—l)b<C<f(k+u)+/ f(x)dx+/ f(x)dx+f(n—m)>

I=k+u ktu
<C (u_a m—k—u)""+n—k """ k)" (n—m—k)" m_b)

§C(n—m—k—u)_a_b+1.

Es sei nun @ < 1 und b < 1. Dann existieren ein a und b mit max{a,0} <a<1
und max{b,0} < b < 1. Insgesamt erhilt man nun fiir a < 1 und b < 1

S R meD = Y R ) R )
l=k+u l=k+u

A

<(n-m-k-— u)afaﬂ;*b Z (I—k)"*(n— 1)75

I=k+u
<Cn—m—k—uw)"" P (n—m—k—u)
=C

(n—m—k-— u)_a_bJrl )

Esseia=1und b =0.




1 (n—m—kz)
u U
<Cli(n—m-—k—u).
Analog gilt flir a=0und b=1

1
Z HSCIH(n—m—k—u).
l=k+u

Wenn a = b =1, dann gilt

(] g

k+u c+u
_‘[M] 1 nl‘—k
bty k7 n—x

nik<mg@wgmn—2—u>

1 M]—kn—k—u
In
n—k n—[M] u

1
<C 7kln(n—k:—u)

1
<O —
_Cn—k—uln(n k—u)

/n_mf(ac)dx§0¥ln(n—k—m)
[

M) n—k—m

und es folgt

B.7 Lemma. Fiir reelle Zahlen a;, b; mit 1 <1i <n gilt:
Haz—&—b Z Z Hal H bj+Hbi.
i=1 k=1 1<hi<--<lg<n j=1  je{l,...n}/{l1,..lx} i=1
Beweis: Induktion iiber n. Es sei n = 1. Dann gilt
1 k
win=Y Y e T wew
k=1 1<ii<--<lp<1 j=1  je{l,,1}/{l1,li}

Es gelte nun die Induktionsvoraussetzung fiir n — 1.

n—1 n—1
Dew=-%Y Y o T welln
i=1 k=1 1<hi<--<lp<n—1 j=1 je{l,....n=1}/{l1,....lx} i=1
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Und es folgt

n

n—1

Haz—i—b) (an + br) (a; +b;)

i=1 i=1

= (an + by) (nzl > ﬁalj 11 bj+:1f[llbi)

k=1 1<l <--<lp<n—1 j=1  je{l,..n—1}/{l1,...lx}

= (”Z—l Z anﬁalj H bj) +a"j_1:[11bi

k=1 1<li<-<lp<n-—1 j=1 je{l,....on—=1}/{l1,....01x}

n—1 k n
+ (Z > b [ e, 11 bj) + [ b
k=1 1<li<--<lp<n—1 j=1 i=1

je{1,n—13/{l1,..lx}

- n k—1 n—1
k=k+1 (Z Z an H ag; H }bj) + an H b;
k-1

k=2 1§l1<~~<l,;71§n—1 J=1 j€{1 ..... nfl}/{ll ..... Ly

n—1 k
+ (Z Z by, H ai, H ) + Hb
k=1 1<l1<--<lp<n-—1 j=1 Ik}

J€{lien—1}/{l1 e,

1<h<-<lg_1<n—1  j=1  je{l,.,n—1}/{l1,lp_1}

k
+ ( Z bn Hal_j H bj))
1<hi<--<lp<n—1 j=1 je{l I}

..... n—1}/{l1,...,lx

i=1

n—1 n—1 n—1 n—1 n
+anHaj+angj—|—anall H bj-i-Hbl
Jj=1 i=1 =

=1 j=1 ,j#h i=1

n—1 k k
=S ( s e 10 bj) ; ( S e 0 bj)
k= 1<hi<-<lg—1<n—1,lp=n j=1 je{l I} I}

..... n}{l e 1<h <o <lg<n—1j=1  je{l,n}/{l1,...,
n n

+Haj+2all H bj+Hbi

i=1 j#h i=1

(z S e 0 )nz 0 o1
k=2 1<l <--<lp<n j=1

FE{Leen}/ Ll el } j=1 L=1 =1 j#h i=1
n

- 3 H‘” 11 bﬁ-Hbi.

k=1 1<l <--<lp<n j=1  je{1
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