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Vorwort

Der Spigot-Ansatz ist eine elegante Alternative, numerische Werte zuverlassig, effizient und mit
beliebiger Genauigkeit zu berechnen. Der Spigot-Algorithmus ist dabei der Kern des Spigot-
Ansatzes.

Das Paradigma des Spigot-Ansatzes lautet: die symbolisch-algebraische Transformation so weit
wie moglich einzusetzen und numerische Berechnungen erst im letzten Schritt ohne Rundung
auszufithren. Dementsprechend wird zuerst fiir den zu berechnenden numerischen Wert eine
gut konvergierende Reihe mit rationalen Gliedern durch symbolisch-algebraische Methoden her-
geleitet; dann wird fiir eine gewiinschte Genauigkeit eine Teilsumme ausgewihlt; anschliefend
werden aus der Teilsumme Wertanteile iterativ extrahiert, die in der Zielbasis , kodiert“ sind. Die
Extraktion wird mit elementarer Integer-Arithmetik ausgefithrt und der absolute Fehler kann
exponentiell in Abhéngigkeit von der Anzahl der Iterationen beschréinkt werden.

Im Kontext des Spigot-Ansatzes hat ”Spigot” die Bedeutung ,Berechnung durch sukzessive
Extraktion von Wertanteilen“: die Wertanteile werden extrahiert, als ob sie durch einen Hahn
(englisch: spigot) gepumpt werden. Diese Vorgehensweise gilt fiir beide Teilprozesse der Be-
rechnung, sowohl bei der Herleitung einer Reihe fiir den zu berechnenden Wert als auch bei
der Extraktion der in einer gewiinschten Zielbasis kodierten Wertanteile aus der Reihe. Der
erste Teilprozess erfordert schopferische Arbeit, dabei sind mathematisch interessante und tief-
greifende Ansétze der Reihenentwicklung und Reihentransformation — gegebenenfalls auch mit
Computerunterstiitzung— einzusetzen. Der zweite Teilprozess ldsst sich mit dem (numerischen)
Spigot-Algorithmus ausfithren, der in der vorliegenden Dissertation formalisiert und in das Kon-
zept des Spigot-Ansatzes eingebettet wird. Der Spigot-Algorithmus ist somit der Ausgang und
zugleich der Kern der vorliegenden Dissertation.

Die absolute Korrektheit numerischer Berechnungen mit dem Spigot-Ansatz kann im Prinzip for-
mal bewiesen werden. Fiir die Realisierung sehr hoher Genauigkeiten sind nur elementare arith-
metische Operationen mit kleinen ganzen Zahlen notwendig, die implementierungsunabhéngig
sind und ohne Rundung von jedem Computer ausgefithrt werden kénnen. Das Problem der
Fehlerfortpflanzung, das viele theoretisch elegante Verfahren in der Praxis der numerischen Be-
rechnung unbrauchbar machen kann, wird mit dem Spigot-Ansatz in Grenzen gehalten bzw.
vollstéindig vermieden. Mit dem Spigot-Ansatz erreichen maschinell ausgefiihrte numerische Be-
rechnungen das Hochstmafl an Zuverldssigkeit.

Die Idee des Spigot-Algorithmus wurde zum ersten Mal von Sale ([Sal68]) zur Berechnung der
Dezimalziffern von e in der Fachliteratur versffentlicht. Der Spigot-Algorithmus als ein allgemei-
nes Verfahren fiir die numerische Summation von Reihen ist durch Abdali ([Abd70]) angegeben
worden. Rabinowitz und Wagon ([RW95]) haben Spigot-Berechnungen fiir = unter der Benut-
zung der Ergebnisse der Reihentransformation von Gosper ([Gos74]) hergeleitet. Stoschek [Sto97,
Baustein 6, Tabelle 3] hat Ideen zur Herleitung von Spigot-Berechnungen fiir eine Sammlung von
Werten skizziert, darunter \/Q, /2 und In2. In [Sto97] findet man auch den Spigot-Algorithmus
in Form einer Turing-Maschine.



iv Vorwort

Aus [Gos74] und [RW95] lasst sich vermuten, dass der Terminus ”Spigot” als Indikation fiir die
,Berechnung durch sukzessive Extraktion von Wertanteilen“ von Gosper (vergl. [Gos74, S. 10])
eingefiihrt wurde, der dann von Rabinowitz und Wagon ([RW95]) tiibernommen wird. Mit [RW95]
ist der Begriff Spigot-Algorithmus (engl.: spigot algorithm) in der Fachliteratur bekannt.

Die vorliegende Dissertation stellt sich folgende Aufgaben:

1. Formalisierung des Spigot-Algorithmus, um dessen Anwendbarkeit fiir Reihen zu iiberpriifen
bzw. nachzuweisen und dann bei der Anwendung Aussagen iiber die Genauigkeit von (ma-
schinell ausgefithrten) numerischen Berechnungen mathematisch exakt herzuleiten.

2. Systematisierung der gegenwéirtigen Anséitze, Methoden und Techniken der Reihenentwick-
lung und Reihentransformation, um die schopferische Arbeit der Herleitung von spigot-
geeigneten Reihen zu unterstiitzen.

3. Herleitung von typischen und/oder interessanten Spigot-Berechnungen.
4. Sammlung der potenziellen Verkniipfungspunkte von praktisch-technischen Problemlésungen
zu dem Spigot-Algorithmus.
O

Zur Realisierung der oben genannten Aufgaben ist der Inhalt wie folgt gegliedert:

1= Zuerst werden im vorbereitenden Kapitel die technisch-methodischen Grundlagen aufge-
stellt, die eine systematische Vorgehensweise sowohl bei der Ausarbeitung als auch bei der
Darstellung des Inhalts der vorliegenden Dissertation unterstiitzen sollen.

i Kapitel [1 fiihrt die Idee des Spigot-Algorithmus intuitiv ein, legt die Motivation fiir eine
Weiterentwicklung dar und fithrt den grundlegenden begrifflichen Zusammenhang Spigot-
Algorithmus/Spigot-Berechnung/Spigot-Ansatz aus.

i In Kapitel 2| werden die formalen Grundlagen fiir den effektiven und korrekten Einsatz
des Spigot-Algorithmus geschaffen, wodurch aus dem Spigot-Algorithmus eine Methode
fiir die numerische Berechnung von Reihen mit beliebiger Genauigkeit und mathematisch
exakt begriindeter Zuverldssigkeit gewonnen wird.

i Kapitel [3| beinhaltet die Beispiele fiir die Reihenentwicklung mit Hilfe charakteristischer
Funktionalgleichungen.

i Kapitel |4 systematisiert die klassischen Grundbausteine fiir die Manipulation von Reihen
und Folgen nach einem moglichst einheitlichen Gesichtspunkt.

i Kapitel 5| systematisiert die Methoden der Reihentransformation von Markoff, Zeilberger
und Wilf nach einem einheitlichen Gesichtspunkt.

i Kapitel |6 formalisiert die Methode der Reihentransformation von Gosper.
= Kapitel [7] entwickelt eine Methode fiir die Wurzelberechnung nach dem Spigot-Ansatz.

i Kapitel |8 entwickelt eine Methode fiir die Logarithmenberechnung nach dem Spigot-
Ansatz.

= Der Ausblick in Kapitel [9] fithrt Schlussbemerkungen zu den Ergebnissen der vorliegenden
Dissertation, einige Moglichkeiten der Weiterentwicklung des Spigot- Ansatzes, sowie einige
Verkniipfungspunkte des Spigot-Ansatzes zu anderen Problemkreisen aus.



i Anhang |A| systematisiert die wichtigsten, gut bekannten Kenntnisse iiber reelle Zahlen
und Reihen mit Literaturverweis und ohne Herleitung, um formale Bezugspunkte fiir die
Herleitung und Transformation von Reihen bereitzustellen.

= Anhang B|fiihrt einige Einzelheiten im Umgang mit Maple und der Technik des Beweisens
aus. O

Wesentlich neue Forschungsergebnisse sind in Kapitel 2, Kapitel [7] und Kapitel |8 enthalten. Die
Ideen und Methoden aus Kapitel 3| konnen eventuell als Ausgangspunkt fiir die Entwicklung
neuer Methoden zur Berechnung von Funktionen benutzt werden. Mit Kapitel 4, Kapitel [5| und
Kapitel 6| werden die Ansétze und Methoden der Reihentransformation griindlich systemati-
siert. Diese Systematisierung kann eventuell als eine Grundlage fiir die Computerisierung der
Reihentransformation benutzt werden.

Es wurde angestrebt, sowohl in der Ausarbeitung als auch in der Darstellung der Dissertation
systematisch und anschaulich vorzugehen. Dies betrifft insbesondere die Symbolik und die Be-
weisfithrung. Sowohl mathematische Strenge als auch Anschaulichkeit werden zum Ziel gesetzt.
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Technisch-methodische Grundlagen

In diesem vorbereitenden Kapitel werden die technisch-methodischen Grundlagen aufgestellt,
die eine systematische Vorgehensweise sowohl bei der Ausarbeitung als auch bei der Darstellung
des Inhalts der vorliegenden Dissertation unterstiitzen sollen.

0.1 Abkiirzungen

Die Wirkung des Einsatzes von Abkiirzungen ist bekannt. Im Folgenden sind die Regeln fiir die
Bildung und Handhabung von Abkiirzungen in der vorliegenden Dissertation vereinbart.

Bemerkung 0.1 (Abkiirzungen). Eine Abkiirzung wird in der Regel anhand des vollstdndigen
englischen Fachausdrucks gebildet (um ,internationale Aussagekraft® zu gewéhrleisten) und ist
grammatisch wie folgt zu handhaben:

1. Das Genus wird aus dem vollstiandigen Ausdruck in der deutschen Sprache iibernommen.
2. Alle Kasi haben die gleiche Form.

3. Der Plural wird durch das Anhéingen eines ,;s“ gebildet.

Abkiirzungen koénnen in fetter oder normaler Schrift erscheinen, stehen aber immer gerade, um
sich typographisch von Variablen zu unterscheiden. a

0.2 Vereinheitlichung der Schreibweisen von mathematischen
Begriffen

Die Symbole fiir einige allgemein bekannte mathematische Begriffe weisen in der Fachliteratur
prinzipielle Ahnlichkeiten, aber auch kleine Unterschiede auf. Tabelle 1/soll deshalb dazu dienen,
eine einheitliche Symbolik fiir die vorliegende Dissertation festzulegen. Symbole, die schon in der
Fachliteratur einheitlich erscheinen, z. B. + oder <, sind in der Tabelle nicht ausgefiihrt.

Bemerkung 0.2 (Trennungszeichen zwischen Ausdruck und zusétzlicher Information). Als Tren-

k+
nungszeichen wird das Zeichen | benutzt, z. B.: [¢;] " | ¢ € Z. Zum selben Zweck wird
=

1=
wahlweise auch das Wort 'mit’ eingesetzt. z. B.: In (1 + %) mit 0 <p<qge€Z. O
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Zahlenmengen
N Menge der natiirlichen Zahlen
Z Menge der ganzen Zahlen
VAl Menge der positiven ganzen Zahlen
Q Menge der rationalen Zahlen
QF Menge der positiven rationalen Zahlen
R Menge der reellen Zahlen
R Menge der positiven reellen Zahlen
Arithmetische Funktionen

Ty Ganzzahlige Division
x mod y Ganzzahlige Restbildung
X Multiplikation
|x] Ganzer Teil von x, die grofite ganze Zahl, die x nicht iibersteigt
{z} Gebrochener Teil von z, {z} =z — |z
[x] Die kleinste ganze Zahl grofier oder gleich x, x aufgerundet

Mengen
reX x ist Element von X
Xcy X ist Teilmenge von Y
X xY Kartesisches Produkt der Menge X und der Menge Y
X\Y Differenz der Menge X und der Menge Y

Indexmengen

ZZiO {ZGZ’ZZio}
Liy—iy {Z c 7 |i0 <z< il}

Aussagen
= Logische Implikation
v Fiir alle

Abbildungen
f: X — Y | fist eine Funktion der Menge X in die Menge Y
Ty Das Element y ist das Bild des Elements x durch eine Abbildung
Algorithmen

= ‘ Wertzuweisung

Sonstiges
E|C Ausdruck | Nebenbedingung
(0) Gleichungsausdruck
~—
EqE

Tabelle 1: Zur Vereinheitlichung der Symbolik.

Bemerkung 0.3 (Gleichungsausdruck). Manchmal ist es vorteilhaft, fiir einen Teilausdruck eine
nummerierte Gleichung einzubeziehen. Unter anderem wird dadurch die Darstellung kiirzer. Die-
ser Mechanismus ist analog zu dem des Aufrufs von Unterprogrammen in der Programmierung.

fne
Man betrachte als Beispiel den Ausdruck APR| (2.72) , n |, der in (2.73)) vorkommt. Dabei
—

me

EqE
steht (2.72)) fiir den Ausdruck in (2.72)). Die Referenz auf eine Gleichung zum Zweck der Benut-
—
EqE

zung als Teilausdruck wird mit () eingeleitet. Fiir einen konkreten Einsatz wird O durch die
—~

EqE
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Numerierung der Gleichung ersetzt. ad

Bemerkung 0.4 (Beseitigung von Mehrdeutigkeiten durch Einbeziehen des Kontextes). Manche
Symbole sind erst durch Einbeziehen des Kontextes eindeutig, x kann z. B. wahlweise fiir arith-
metische Multiplikation oder kartesisches Produkt von Mengen stehen. a

Bemerkung 0.5 (Indexmengen). Mit Z>;, wird die Menge
{z€Z|z>1p}

und mit Z;,—;, wird die Menge
{ZEZ‘iogzgil}

bezeichnet. Die beiden Mengen werden hiufig als Indexmengen verwendet.

0.3 Bezeichnungen

Bezeichnungen sollen aussagekraftig sein und die Einordnung der zu bezeichnenden Begriffe un-
terstiitzen. Dazu werden in diesem Abschnitt Regeln erldutert, die der vorliegenden Dissertation
zugrunde liegen.

Bemerkung 0.6 (Allgemeine Regeln fiir Bezeichnungen).

1. Eine Bezeichnung hat stets einen Hauptteil, der gegebenenfalls durch Ubersetzung, Unter-
setzung, Indizierung usw. erginzt wird.

2. Die Bestandteile einer Bezeichnung sollen moglichst als Eselsbriicken dienen. Eine Buchsta-
benfolge, die als Bestandteil von Bezeichnungen vorkommt, soll demnach einen relevanten
Begriff andeuten und moglichst aus der entsprechenden Abkiirzung abgeleitet werden.

3. Das gesamte Bild aller Bestandteile einer Bezeichnung soll moglichst der Bedeutung des
zu bezeichnenden Sachverhaltes entsprechen.

O

Bemerkung 0.7 (Bezeichnung von Funktionsnamen, Operatoren und Konstanten). Die Regeln
in Bemerkung |0.6| sind zu beachten. Die Buchstabenfolge des Hauptteils soll demnach méglichst
den Namen oder die Bedeutung der zu bezeichnenden Funktion, Operation oder Konstanten
andeuten. Auflerdem soll in Anlehnung an die Konvention von ITEX fiir Operatornamen der
Hauptteil in senkrechter Schrift erscheinen. a

Beispiel 0.8. Um den Aufbau einer Bezeichnung zu illustrieren, betrachten wir im Folgenden
spigot spigot
den Funktionsnamen APN der aus der Notation APN(NE g,%) in Definition 2.36/ entnommen
wird.
spigot
Mit der Bezeichnung APN wird der Sachverhalt ’Spigot-Approximation von endlich geschach-

telten Summen’ bezelchnet Die Bezeichnung kommt wie folgt zustande:

e Der Hauptteil APN deutet 'normierte Approximation’ an, dabei ist die Kurzform APN
aus dem Englischen 'normed approximation’ fiir ‘'normierte Approximation’ gebildet.
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e Die Buchstabenfolge der Untersetzung ist aus der Abkiirzung FNE abgeleitet und

fne
deutet an, dass ein Argument der Funktion eine endlich geschachtelte Summe (Finitely

Nested Expression) ist.
e Die Ubersetzung spigot deutet an, dass die Funktion einen Aspekt der Spigot-Berechnung
widerspiegelt.
O

Bemerkung 0.9 (Bezeichnung von Variablen ). Zur Bezeichnung von Variablen sind zusétzlich
zu Bemerkung [0.6| noch folgende Regeln zu beachten:

1. Der Hauptteil erscheint immer in kursiver Schrift (der Konvention fiir Variablennamen
von IXTEX folgend) und soll moglichst den Typ andeuten.

2. Indizierungen dienen wahlweise zur Unterscheidung mehrerer Variablen eines Typs oder
zur Modellierung von Arrays.
O

Beispiel 0.10 (Variablen fiir geschachtelte Summe). NE ist die Abkiirzung fiir geschachtelte

Summe. Den Konventionen in Bemerkung [0.6| und Bemerkung [0.9| entsprechend werden NFE,
norm

NE;, NE als Variablen fiir geschachtelte Summen verwendet. Die Ubersetzung norm deutet den
Kontext der Normierung an. O

0.4 Gleichheit

Der Begriff der Gleichheit gehort zu den semantisch wichtigsten Begriffen in der Mathematik.
Unter anderem basiert die Definition eines neuen Begriffes meist auf einer entsprechenden Stufe
der Gleichheit. In diesem Abschnitt werden Bemerkungen iiber die Stufen und die Erscheinungs-
formen von Gleichheit in der vorliegenden Dissertation ausgefiihrt.

Bemerkung 0.11 (Stufen der Gleichheit).

1. Die Wertgleichheit zwischen mathematischen Ausdriicken wird mit . bezeichnet. Es
gelten z. B. sowohl
141 wa 1+1

als auch
141 o 2.

2. Die mathematische Ausdrucksgleichheit wird mit expr bezeichnet. Es gelten z.B
141 epr 141

und
14141 e (141)+1

bei der linken Assoziativitdt der Addition, aber nicht

141 eor 2.
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3. Die Meta-Gleichheit , d. h. die Gleichheit nicht nur zwischen mathematischen Ausdriicken,
wird mit = bezeichnet. Die Notation

[1,2,3] =[1,2,3]
ist zuléssig und bezeichnet die Gleichheit zwischen zwei Listen. Dagegen ist die Notation
[1,2,3] e [1,2,3]

nicht zuléssig, wenn vorher Listen nicht als mathematische Ausdriicke eingefiihrt worden
sind.

Die Meta-Gleichheit impliziert die mathematische Ausdrucksgleichheit und diese wiederum im-
pliziert die Wertgleichheit. Die Meta-Gleichheit entspricht etwa der Gleichheit nach dem bekann-
ten Leibnizschen Prinzip: Zwei Dinge sind gleich, wenn sie beziiglich aller ihrer Eigenschaften
gleich sind!| Bei den anderen Stufen der Gleichheit handelt es sich um eine entsprechende Fo-
kussierung/Einschrinkung der Betrachtungen auf bestimmte relevante Eigenschaften/Aspekte.

O

Bemerkung 0.12 (Erscheinungsformen der Gleichheit).

1. Wenn eine spezifische Stufe der Gleichheit hervorzuheben ist, wird die entsprechende Be-
zeichnung laut Bemerkung |0.11] eingesetzt.

2. Die Bedeutung von = ist kontextabhingig und im entsprechenden Kontext mit va, expr
oder = gleichzusetzen.

3. Eine Definition kann mit = eingeleitet werden. Die Stufe der Gleichheit sowie die Rich-
tung der Definition soll dabei aus dem Kontext erschliebar sein.

O

0.5 Folgennotation

Folgen — sowohl endliche als auch unendliche — sind sowohl aus der Mathematik als auch aus
der Informatik bekannt. In der Programmierung kommen Folgen h&ufig als Listen vor. In der
vorliegenden Dissertation lassen sich viele Begriffe auf Folgen und viele Operationen auf die
Manipulation von Folgen zuriickfithren. Eine M6glichkeit fiir die Notation von Folgen, die eine
bequeme Notation von solchen Begriffen und Operationen anbieten soll, wird nun vereinbart.

Bemerkung 0.13 (Folge mit expliziter Angabe der Indexgrenzen).  Mit [ E'] 7'12 wird eine Folge
i=n1
mit Indexvariable i, Indexuntergrenze ni und Indexobergrenze no angesprochen, d.h. eine Folge

der Form [z, Zn 41, ., %n,] . Im Folgenden werden die Regeln der Notation erldutert:

1. Konsistenz der Indexgrenzen. Es muss n; < no gelten.

2. Fallunterscheidung zwischen konkreter Liste und allgemeinem Ausdruck. FE
steht entweder fiir einen allgemeinen Ausdruck iiber die Variable i oder eine konkrete
Liste von genau mg — ny + 1 Elementen, die durch Komma getrennt sind.

Wergl. [BB92, Kapitel III].
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3. Konsistenz und Semantik der Folgenverkettung. Genau dann, wenn ng = ng + 1,

kann aus o
[E1]4 = [$n1,$n1+1,...,$n2]
1=nq
und
ng
[EQ] = [$n35$n3+1a"'3$n4]
i=ng
die Folge
ng T nyg o
[El] seq [EQ] = [wm?xm-i-la'”vxm]
i=n1 i=ng

gebildet werden.

Beispiel 0.14 (Beispiele fiir giiltige und ungiiltige Notationen von Folgen).

2
1. Die Notation [1] ist ungiiltig, weil die untere Indexgrenze grofler als die obere Index-
i=3

3 4
grenze ist. Dagegen sind [1]  und [1]  giiltig.
) -

=3 =

4 3
2. Mit [1,2] ist eine Folge mit konkreter Elementenliste gegeben. Die Notation [1,2] = ist

i=3 i=3
ungiiltig, weil die Angabe der unteren und oberen Indexgrenze nicht in Ubereinstimmung
mit der Anzahl der Elemente steht: 3 —3 + 1 # 2.

2
3. Die Notation [a;,b;]  ist ungiiltig, weil es nicht zu bestimmen ist, ob eine konkrete Liste

oder ein allgemeiner Ausdruck vorliegt (Komma auf der ersten syntaktischen Ebene als
Trennzeichen fiir Elemente in der konkreten Liste und gleichzeitig das Vorhandensein der

2

Indexvariable i in den Elementen). Mit [ (a;,b;)]  ist dagegen die Folge [(a1,b1), (a2, b2)]
i=1

gemeint (Komma auf der zweiten syntaktischen Ebene im Bestandteil von Elementen).

O

Bemerkung 0.15 (Folge mit ausschlieBlicher Angabe der Indexvariablen).  Mit [E] wird eine
3

Folge mit Indexvariable ¢ angesprochen. Die Indexgrenzen sind fiir die betroffene Betrachtung
nicht von Interesse. Der Ausdruck in eckigen Klammern F ist dabei als eine Funktion tiber i zu
interpretieren. O

0.6 Definieren, Spezifizieren und Herleiten

Der Inhalt der vorliegenden Dissertation wird im Wesentlichen durch Definieren, Spezifizieren
und Herleiten aufgebaut. Im Folgenden werden allgemeine Bemerkungen iiber solche Vorginge
ausgefiihrt.

Bemerkung 0.16 (Priadikatenlogik als Grundlage der Formulierung). Fiir die Formulierung von
mathematischen Aussagen werden die Ausdrucksmittel der Prédikatenlogik benutzt. Beweise
werden mit traditionellen Techniken des logischen Schlieflens der Pradikatenlogik gefiihrt, die
im Wesentlichen auf Induktion sowie Unifikation und Termersetzung beruhen. Im Rahmen
der Studienarbeit [Do94] hat sich der Autor mit den Techniken des logischen Schlieflens der
Pradikatenlogik hoherer Ordnung intensiv auseinandergesetzt; der Inhalt von [Do94] baut dabei
auf [Rei93| auf. O
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Bemerkung 0.17 (Notation fiir Substitution und Verschiebung). Die Begriffe sind aus der
Pradikatenlogik bekannt bzw. leicht definierbar. Hier wird eine einheitliche Art der Notationen
vereinbart.

1. Eine Substitution ist mit einer Notation der Form F; b, FEy versehen. Ej steht fiir
das, was im originalen Ausdruck (eventuell auch mehrfach) vorkommt, und E5 bezeichnet
den Ausdruck, durch den jedes Vorkommen von FEj zu ersetzen ist, um das Ergebnis
der Substitution zu bilden. Fiir den einfachsten Fall ist E; eine Variable im originalen
Ausdruck. Wenn dies nicht zutrifft, muss der originale Ausdruck zuerst zu einem Ausdruck
iiber E; umgeschrieben werden. Die Semantik und die Anwendung dieser Notation kommen
beispielsweise durch

Eq = Fy

sub

F1—F>

deutlich zum Ausdruck.

2. Verschiebung ist ein Spezialfall von Substitution. Eine Verschiebung ist mit einer Notation
der Form F; K versehen, wobei E7 eine Variable und K eine Konstante bezeichnet.
FE MUK st dquivalent zu F, b, FEi; — K . Diese Notation ist vor allem fiir die Index-
verschiebung gedacht. Dazu muss K € Z gelten. Die Semantik und die Anwendung dieser
Notation kommen beispielsweise durch

n n+iy

> = X

i=0 =i =iy

deutlich zum Ausdruck.

O

Bemerkung 0.18 (Ganzzahlige Riickwirtsinduktion). Die ganzzahlige Riickwirtsinduktion ist
eine Variante der vollstdndigen Induktion, die in der vorliegenden Dissertation zur Spezifikation
der Teilprozeduren des Spigot-Algorithmus héufig angewandt wird. Im Folgenden wird sie kurz
charakterisiert.

1. Die Definition durch ganzzahlige Riickwéartsinduktion. Es seien £ und m mit k €
Z,m € Z, k < m gegeben. Wenn ein Begriff N(n) fiir n = m definiert und fiir alle
i | k <i < m die Vorschrift der Definition von N(i) aus N(i+1) bekannt ist, so ist N(n)
fiir alle n | k < n < m definiert.

2. Der Beweis durch ganzzahlige Riickwirtsinduktion. Es seien £ und m mit k €
Z,m € 7,k < m gegeben. Wenn eine Eigenschaft P(n) fir n = m gilt und fiir alle
i |k <i<m die Giiltigkeit von P(i) aus der Giiltigkeit von P(i+ 1) hergeleitet werden
kann, so gilt P(n) fiir alle n |k <n <m.

O

Bemerkung 0.19 (Spezifikation und Verifikation von Berechnungsvorschriften). Die Definition
einer eigenen Logik fiir die Spezifikation von Berechnungsvorschriften, wie etwa Floyd-Hoare-
Logik in [HS85], wiirde den Rahmen der vorliegenden Dissertation sprengen. Deshalb werden
die Berechnungsvorschriften in Pseudo-Form spezifiziert. Mathematische Exaktheit und Strenge
werden jedoch dadurch erreicht, dass die Datenwerte eines Algorithmus durch ein System von
mathematischen Begriffen modelliert werden, deren Eigenschaften mit mathematischer Strenge
hergeleitet sind. Ein Algorithmus wird dadurch verifiziert, dass der Zusammenhang zwischen
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dessen Datenwerten und den zu modellierenden mathematischen Begriffen aufgezeigt wird. Das
Entscheidende fiir die Verifikation ist dabei die Zuordnung einer grundlegenden Invarianz zu
einer mathematischen Gleichung. Man siehe Bemerkung |2.27| fiir detaillierte Konventionen und
Kommentar [2.28| fiir ein Beispiel der Verifikation. a

Bemerkung 0.20 (Darstellung des logischen Schliefens mit Herleitungen). Das logische Schlie-
Ben wird in der vorliegenden Dissertation hdufig anhand von Herleitungen durchgefiihrt. Eine
Herleitung ist eine abbildungsartige Zusammenstellung von Gleichungen und Formeln, die in
einer semantischen Beziehung zueinander stehen. In der Regel ist eine Herleitung eine Kette von
Ausdriicken, die in ein und derselben transitiven Relation (Gleichung oder Ungleichung) stehen.
Dabei wird die Markierung —_ (gegebenenfalls mit Beschriftung und Verweis versehen) dazu

benutzt, signifikante Stellen eines Ausdrucks zu kennzeichnen, insbesondere den Teilausdruck,
der fiir den aktuellen Transformationsschritt relevant ist, um den néchsten Ausdruck zu bilden.
Alle Herleitungen in der vorliegenden Dissertation werden im Verzeichnis der Herleitungen auf-
gelistet. Die Darstellung des logischen Schlielens mit Herleitungen ist eine Besonderheit im Stil
der Beweisfithrung der vorliegenden Dissertation in der Hoffnung, Beweise kurz, iibersichtlich,
versténdlich und priagnant darzustellen. O



Teil 1

Der Spigot-Algorithmus als der Kern
des Spigot-Ansatzes



Kapitel 1

Einleitung

In diesem Kapitel werden anhand von Beispielen aus der Mathematikgeschichte die charakte-
ristischen Aspekte der Spigot-Berechnung sowie offene Probleme diskutiert. Dadurch wird die
Motivation fiir eine Weiterentwicklung offengelegt. Die inhaltliche Grundlage fiir die Formalisie-
rung im nichsten Kapitel wird bereitgestellt.

Die Konstanten e und 7 haben eine grofle Bedeutung fiir die gesamte Mathematik, und wir wer-
den in diesem Kapitel sehen, dass sie auch bei der Entstehung der Idee des Spigot-Algorithmus
die entscheidenden Schritte ausmachen.

1.1 Die Zahl e und die Entdeckung des Spigot-Algorithmus

Die Idee der Spigot-Berechnung wurde bei der Berechnung von e mit Hilfe der Gleichung

111
e—zk' —+ ottt (1.1)

entdeckt. Zur Motivation der Idee der Spigot-Berechnung wird zunéchst eine naive Methode fiir
die Berechnung von e betrachtet, die ohne tiefgreifende Uberlegungen direkt aus (1.1) abgeleitet
ist.

1.1.1 Die naive Methode und ihre Mingel

Bei der naiven Berechnung von e werden die Terme der Reihen in (1.1) sukzessiv von links nach
rechts bis zu einem Genauigkeitsmafl berechnet und addiert. Unter Beachtung der Eigenschaft,
dass der (i — 1)-te Term das i-fache des i-ten Term ist, lisst sich die Berechnung in Tabelle |1.1
skizzieren, wobei mit ¢[i] und s[i] die Werte des i-ten Terms bzw. der i-ten Teilsumme von (|1.1)
bezeichnet werden.

Die naive Berechnung weist folgende Méngel auf:

e Begrenzung der Genauigkeit durch das benutzte Zahlensystem. Um beispiels-
weise ein Genauigkeitsmafl von 10719 zu erreichen, muss der Datentyp, in dem s und ¢
deklariert sind, imstande sein, solche Werte aufzunehmen. Ein solcher Datentyp ist in den
meisten Programmiersprachen nicht vorhanden und muss bei Bedarf mit grofem Aufwand
implementiert werden.
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’ Schritt ‘ Aktion ‘

0 t0] := s[0] := 1

1 t[1] = f[TO]; s[1] := s[0] + ¢[1];

2 t[2] := B, s[2] := s[1] + ¢[2];

3 t[3] := 12, s[3] == s[2] + t[3];

4 t[4] .= L, s[4] := s[3] + t[4];

5 t[5] := 1, s[5] := s[4] + t[5];

n tin] .= =1 0] == s[n — 1] + t[n];

Die Approximation s[n] ~ e wird ausgegeben, wenn t[n] < e gilt.

Tabelle 1.1: Naive Berechnung von e mit dem Genauigkeitsmafl e auf der Grundlage von(1.1))

e Informationsverlust durch Rundung und Fehlerfortpflanzung. Auch wenn ein Da-
tentyp mit erforderlicher Genauigkeit vorhanden ist, liefert die Division in den meisten
Féllen keine mathematisch exakten Ergebnisse. Wenn beispielsweise s und ¢ in einem de-
zimalen oder hexadezimalen System deklariert sind, gibt es schon bei der Berechnung von
t[3] Informationsverlust durch Rundung. Dieser Informationsverlust beeintrachtigt die Be-
rechnungen aller ¢[i] mit ¢ > 3. Dadurch sind mathematisch exakte Aussagen iiber den
absoluten Fehler der Berechnung schwer oder gar unmdglich herzuleiten.

1.1.2 Die Idee der Spigot-Berechnung

Bei dem Versuch, die Méngel der naiven Berechnung von e zu meistern, hat Sale die Idee
der Spigot-Berechnung entdeckt und in [Sal68|] veroffentlicht. In diesem Abschnitt wird die Idee
von Sale in eigener Ausdrucksform des Autors mit zusétzlichen Bemerkungen detailliert wieder-
gegeben, um eine solide inhaltliche Grundlage fiir die Formalisierung im néchsten Kapitel zu
erhalten.

Zur Berechnung von e ist zuerst eine ausreichende Approximationssumme
1 1 1 1
Zk, —+1,+ gttt (1.2)

auszuwéhlen; dann werden aus dieser Summe die Wertanteile in dezimalen Portionen extrahiert.

Aus algorithmischer Sicht kénnen die dezimalen Wertanteile jeweils mit ihren zugehorigen Ko-
effizienten versehen werden, und wenn alle diese Koeflizienten kleiner als 10 sind, formen sie
tatséchlich die Ziffern einer Zahl in dezimaler Darstellung. In diesem Fall kann von einem Pro-
zess der Extraktion der Dezimalziffern geredet werden.

Der Spigot-Algorithmus beinhaltet im Wesentlichen die Extraktion der Wertanteile aus einer
endlichen Summe und wird im Folgenden n#her betrachtet.

Kommentar 1.1 (Die Arbeitsweise des Spigot-Algorithmus am Beispiel der Berechnung der De-
zimalziffern von ey).

e Zuerst wird e; nach dem Distributionsgesetz wie in Herleitung [1.1] in eine geschachtelte
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Herleitung 1.1: Uberfithrung von e7 in eine geschachtelte Summe

Summe umgeformt. Als Ergebnis entsteht

1

HIEE))E (13)

1,1 1
24 5 (L4 51+ (14 (14 ¢

—(1
3( 4( 5
Diese Umformung dient nur zum Verstdndnis der Arbeitsweise des Spigot-Algorithmus,
fiir sie ist keine numerische Rechnung erforderlich. Die ganzen Zahlen vor dem Zeichen
”4+” werden Koeffizienten, die gebrochenen Zahlen vor der 6ffnenden Klammer ”(” werden
Faktoren der geschachtelten Summe genannt.

Der freie Koeffizient 2 von (1.3)) wird als der ganze Teil von e angenommen.

Mit dem Restausdruck

1
~(1+

Loy
4

Loy
6

: ) (1.4)

Loy
3

Ly
2
von ([1.3) kann nun der Prozess der ,,Extraktion der Wertanteile in dezimalen Portionen aus
dem Restausdruck“ wiederholt angewandt werden. Eine Runde der Extraktion bekommt
als Input einen Restausdruck und erzeugt neben dem entsprechenden Koeffizienten wieder

einen Restausdruck, der als Input fiir die nichste Runde benutzt werden kann.

Die erste Runde der Extraktion, in der die erste dezimale Nachkommagziffer von e; aus
(L.4) extrahiert wird, ist in Herleitung 1.2 anschaulich dargestellt. Diese Runde wird im
Folgenden néher betrachtet.

Alle Koeffizienten von (1.4) werden mit 10 multipliziert, so dass der Term

10

£0+ 10+ T)))) (15)

1 1 1
~(10+ Z(10 + (10
510+ 2(10+ (10 + &
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er = \2/ +%(1+%(1+%(1+%(1+é(1+%)))))

freier Koeffizient

Restausdruck (1.4) als Ausgang der Berechnung

1 1 1 1 1 1 1
=2+ 170[10. (5(1 + g(l + 1(1 + 5(1 + 6(1 + §))))))]

(L.5)

1.1 1 1 1 1 10
=2+ 5[5(10+ 210+ (10 + (10 + £ (10 + )]

5

1 3
—9 10[ (1o+3(10+ (1o+ (10+6(11+7)))))]
~———

:2+110[ (10 + = (10+ (10+5(11+6(5+%))))))

11 1 1.1, 1_ 3

=2+ 5[50+ 2(10+ (1242 (1 + £ (5+2))))]
N’

~2+ Lo daseto+ Lo+ te+ D)

11, 1. 1. 1, 1, 3
9y 10[2(14+3( + 50+ 21+ 26+ 2)))

1 VRV TR

:2+1(’[e£:h’;rt+ 5(“5(”Z(OJFE(HE(H?))))) ]

Restausdruck (1.7)) fiir ndchste Runde in Tabelle|1.3

- 27 o+ a4 o+ tat to+ Dy

Resultat

Umformungen sind laut Regel (1.6) auszufiihren.

Herleitung 1.2: Die erste Runde der Extraktion dezimaler Wertanteile aus ey

entsteht, dann wird (1.5) laut der Regel

ateD) m (@t (e b))+ (e modd)+ (D)) (1.6)

N——

wobei
1. (O) fiir den unverénderten Teil steht, der bei einer konkreten Anwendung der Regel
mit einem Teilausdruck zu fiillen ist,
2. die Ausdriicke (a+ (¢+0)) und (¢ mod b) numerisch auszuwerten sind
und
3. die Markierung nur eine visuelle Hilfestellung leistet, um die zu dndernden
Stellen des Inputs kenntlich zu machen,
sukzessiv von rechts nach links modifiziert. Die Wertgleichheit zwischen dem Input und

dem Output der Regel (1.6)) ist durch die elementaren Rechenregeln der Arithmetik leicht
nachvollziehbar. Demnach bleibt der gesamte Wert von (1.5) unveréndert, wihrend die
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= 20 gl SO4S04 704204 6HD)) ]

bisherige Resultat
Restausdruck (1.7) aus Tabelle 1.2 als Ausgang der Berechnung

_27+ﬁ [10.(%(Mé(ui(o+é(1+é(5+%))))))]
1 1 1 30
=274 oo [2(0+3(10+ (0+5(10—|—6(50 =)
SN——
_27+ﬁ [;(0+%(10+%(0+%(10+%(54+%)))))]
w_/
1 1 2
=274 [2(o+3(10+ (o+5(19+6(0+;)>>)>]
1 1 1, 1, 2
=274 [2(o+3(10+ B+ (4+50+2)))))
—
1 1. 1 1 1 2
=274 [5(3+§(1+Z(3+5(4+6(0+7)))))]
=~
274 g [ L 0 G O S O+ 2)) |
extrahiert Restausdruck fJ; nachste Runde
— 271 1 1 1 1 3 4 0 2
- a1 g3 50 4 1B+ (@4 20+ )

Umformungen sind laut Regel (1.6|) auszufiihren.

Herleitung 1.3: Die zweite Runde der Extraktion dezimaler Wertanteile aus e

Wertanteile infolge der Modifizierung von rechts nach links durchwandern und sich schlie3-
lich auf dem am weitesten links stehenden Summanden — dem freien Koeffizienten —
konzentrieren, der dan mit der ersten dezimalen Nachkommaziffer von e7 zu identifizieren
ist und extrahiert wird.

Der Restausdruck nach der Extraktion des freien Koeffizienten am Ende einer Runde kann
als Input fiir eine weitere Runde benutzt werden, so dient der Restausdruck

SO+ 204 504 20+ 6+ D)) (1.7)

3
der ersten Runde als Input fiir die zweite Runde der Extraktion, die dann dhnlich wie die
erste Runde verlduft und in Herleitung|1.3|dargestellt ist. Die Ausfiihrung weiterer Runden
bis zu einer beliebigen Anzahl geschieht in der gleichen Art und Weise. Die Extraktion
der Dezimalziffern aus e; bis zu der Anzahl len ist in Algorithmus [1.1] als Pseudocode
dargestellt. O

Nun wenden wir uns der Geschichte der Spigot-Berechnung zu. Die Grundidee wurde von Sale
entdeckt und in [Sal68|] verbal-intuitiv formuliert, von der ausgehend ein ALGOL 60 Programm
fiir die Extraktion der Dezimalziffern von e entwickelt wurde. Dabei wurde angenommen, dass
die extrahierten Koeflizienten die Zahl 9 nicht iibersteigen und folglich Dezimalziffern sind. Diese
Tatsache wird erst durch Rabinowitz und Wagon in [RW95] bewiesen.
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Algorithmus 1.1 Extraktion der Dezimalziffern von e

1: DECLARE AS: extractDecDigFromE7 (len, Out Result)
2: Reg[0] := 2

3: for pos =1to 6 step 1do

4:  Regpos] :==1

5: end for

6: Result[0] := Reg|0]

7. for ite =1 to len step 1 do

8 carry:=0

9: for pos=6to 1step -1do

10: help := 10 x Reg[pos] + carry
11: Reg[pos] := help mod (pos + 1)
12: carry := help + (pos + 1)

13:  end for

14:  Resultlite] := carry

15: end for

Abdali gab in [Abd70] den Spigot-Algorithmus in Pseudo-Form sowie einen Bericht iiber eine
Beispielrechnung von sin 0.6 an. Der Pseudocode ist kurz und exakt. Die gesamte Darstellung
ist aber zu knapp, um die Arbeitsweise des Algorithmus nachvollziehen zu kénnen. Die Aussage
iiber die Genauigkeit der Beispielrechnung war ohne Beweis ausgefiihrt.

Rabinowitz und Wagong haben in [RW95] die Spigot-Berechnung von e iiberarbeitet und darauf
aufbauend eine Spigot-Berechnung von 7 hergeleitet. Die fiir den Spigot-Algorithmus relevanten
Eigenschaften eines Faktorsystems (in der originalen Arbeit base genannt) werden dabei zum
ersten Mal untersucht.

In [Sto97] findet man die Notation des Spigot-Algorithmus in Form einer Turing-Maschine so-
wie Hinweise zur Herleitung von Spigot-Berechnungen fiir mehrere mathematische Konstanten,
darunter v/2, /2 und In 2.

Der Spigot-Algorithmus stellt — wie in [RW95] bemerkt ist — eine verallgemeinerte Form der

Basis-Konvertierung (vergl. [Knu97, Abschnitt 4.4.A]) dar. Dementsprechend beinhaltet Kom-

mentar 1.1/die Konvertierung von e; aus der inhomogenen Basis (3, 1,1, 1 1 1)y die homogene

2'3'4°57677
Basis (15, 15, 17, 17y Ty Ty - - 1)

1.2 Besonderheit der Spigot-Berechnung von

Die Spigot-Berechnung von 7 in [RW95] geht von der Gleichung

o0

k! 1 1-2 1-2-3 def
=2y — =924 2-42 2 L= GLE |1 1.
T +2-+ 3_5+ 3.5.7+ T (1.8)

% ;
=0 Hj:()(zj +1) 3

aus.

CLE von (1.8)) ausgewéhlt, dann

in eine geschachtelte Summe iiberfiithrt, und anschlieffend werden aus der geschach-
GLE

Analog zur Berechnung von e wird zuerst eine Teilsumme =

wird 7t

telten Summe dezimale Wertanteile sukzessiv extrahiert. Wegen der Eigenschaften von =
sind folgende Probleme zu beriicksichtigen:

! Die Bezeichnung oben rechts GLE von 7" weist darauf hin, dass die Reihe aus der Gregory-Leibnitz-Reihe

durch Anwendung der Euler-Transformation hergeleitet ist.
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1 2 3 4 ) 6 7 8 9

mSE =2 4 g(2 + 5(2 + §(2 + 9(2 + 11(2 + 13(2 + 15(2 + 17(2 + E@)))))))))
Restausdruck als Ausgang der Berechnung
1 2 3 4 5 6 7 8 9
=2+ ;5110 §(2+5(2+;(2+§(20+ﬁ(2 2+ =2 52NN)))]
=24 —
Lo+ 204 oo deo s Zeos Dot Deot St o))
=24 % : %(20+ %(20+ %(20+ 3(20+ 151 (20 + 163(20+ 175(20+ 187(29+ L))
— —
11 2 3 4 5 6 7 8 9
=2+ 757 5(20+ 220+ Z(20+ (20 + 7 (20 + 15 (20 + 2 (284 (12+ 15(1)))))
11 2 3 4 5 6 7 8 9
=2+ 75 5(20 4 220+ Z(20 4 (204 7 (20 + 527+ (13 + (124 15 (1))
—_———
924 % 520+ 220 + §(20+ 3(20 + = (32+163(1 L 13+ 187(12 + 199(1)))))))))
1 5 6 7 8 9
=2+ -2 L2042 (20+ 7(2o+ (30+ (104 (1 + (18 + =12+ 5(1)))))
%,_/
—2q 1—10 ;(20+ =(20+ %(32 +3(3 + 151( 0+ 163( + 115(13 + %(12 + %(1)))))))))
—24 % ;(20 T 5(32 +§(4 + 9(3 + 151( 0+ 1%(1 + 1—75(13 + %(12 + %(1)))))))))
=2 Tlo %(32%(2* i( 3(3+ 151( 0+ 1%(1 175( St 187( 2t %(1)))))))))
—~—
2t d0
Korrektur!
P44 DA D@ 20+ (1 (134 (124 (D))
Restausdruck fiir ndchsten Prozess
1 3 5 6 7 8 9
=34 (3(2+ 5(2+ S+ (3+ (104 (14 7218+ = (124 75(1)))))))

Umformungen sind laut Regel (1.9)) auszufiihren.

Herleitung 1.4: Die erste Runde der Extraktion dezimaler Wertanteile aus 7g""
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Algorithmus 1.2 Extraktion der dezimalen Wertanteile von mg"™®

1: DECLARE AS: extractDecValFromPiGLE9 (num, Out Result)
2: for pos =0to 9step 1do

3:  Reg[pos| := 2

4: end for

5: Result|[0] := Reg|0]

6: for ite =1 to num step 1 do

7. carry =0

8  for pos =9 to 1 step -1do

9: help := 10 x Reg[pos] + carry

10: Reg[pos] := help mod (2 x pos + 1)
11: carry := pos x (help + (2 X pos + 1))
12:  end for

13:  Resultlite] := carry

14: end for

1. Neue Regel fiir Wertverschiebung. Die Faktoren der geschachtelten Summe haben in
diesem Fall eine allgemeinere Form § mit zwei Parametern a und b, demzufolge ist die
Regel fiir die ,,Verschiebung der Wertanteile von rechts nach links“ zu der folgenden Form

zu modifizieren:

c+%(d+<D>) zu (c+ax(d=b) + %((d mod b) + () (1.9)
N——

Dieses Problem ist mit einer Modifizierung der Berechnungsvorschrift einfach zu l6sen:
Man vergleiche dazu die Anweisung 12 in Algorithmus [1.1| mit der Anweisung 11 in Algo-
rithmus [1.2l

2. Stellenwertiiberlauf. Extrahierte Koeflizienten kénnen die Basis 10 tibersteigen, wo-
durch Nacharbeitung/Korrektur notwendig ist.

Das Problem des Stellenwertiiberlaufs ist schon bei der ersten Runde der Extraktion der dezi-
malen Wertanteile aus 7§ zu erkennen, die in Herleitung |1.4|dargestellt ist?. Die Uberfiithrung
von m§™ in die als Ausgangspunkt dienende geschachtelte Summe wird dabei ausgelassen; sie

verlduft analog zu Herleitung |1.1|

In [RW95] wird zur Korrektur das Konzept der dort genannten ”predigit” eingefiihrt. Dieses
Konzept ist aber speziell auf 7 zugeschnitten und wird deshalb in der vorliegenden Dissertation
nicht weiter betrachtet. Eine einfache und allgemeine Losung wird dadurch erreicht, dass die
extrahierten Koeffizienten erst am Ende durch Ergebnisnormierung[’| korrigiert werden.

1.3 Motivation zur Weiterentwicklung

Bemerkung 1.2 (Positive Merkmale von Spigot-Berechnungen im Hinblick auf Zuverldssigkeit).
Aus der in Kommentar [1.1] dargelegten Arbeitsweise des Spigot-Algorithmus lassen sich folgende
positive Merkmale von Spigot-Berechnungen im Hinblick auf Zuverldssigkeit erkennen:

2 Herleitung |1.4|ist dabei shnlich wie Herleitung |1.2| und Herleitung 1.3 zu interpretieren.
3 Vergl. Definition [2.21, Korrolar [2.32, Definition [2.36{und Algorithmus (2.3
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1. Maschinenunabhingige Berechnung ohne Informationsverlust und Fehlerfort-
pflanzung. Die notwendigen elementaren Operationen sind laut Herleitung [1.2| nur Addi-
tion, ganzzahlige Division und ganzzahlige Restbildung, die von jedem Computer mathe-
matisch exakt ohne Rundung ausfiihrbar sind.

2. Anscheinend einfache und sichere Kontrolle der Genauigkeit bis zu einem be-
liebigen Ma#f3. Bei der Berechnung einer endlichen Summe wird eine beliebig gewiinschte
Genauigkeit durch eine ausreichende Anzahl Iterationen der Extraktion bewerkstelligt.
Die Berechnung einer unendlichen Summe ist auf die Berechnung einer endlichen Summe
zuriickgefiihrt.

3. Berechnung mit kleinen ganzen Zahlen fiir hohe Genauigkeit. Fiir die Realisierung
eines Genauigkeitsmafles von % sind z. B. im Fall der Berechnung von e Operationen nur

mit ganzen Zahlen notwendig, die scheinbar nicht wesentlich gréfler als n sind.

4. Potenziell mathematisch exakt begriindete Zuverlissigkeit. Als Ergebnis der oben
genannten Punkte ist die Moglichkeit hochstwahrscheinlich, die Genauigkeit einer Berech-
nung mathematisch exakt zu begriinden. Nach der Auffassung des Autors stellt diese Art
und Weise das Hichstmafl an Zuverlissigkeit dar.

O

Bemerkung 1.3 (Einschréinkung des effektiven und korrekten Einsatzes von Spigot-Berechnungen
durch den Mangel an formalen Grundlagen).

1. Es fehlen formale Grundlagen, mit deren Hilfe effektiv entschieden werden kann, ob und
wie gut der Spigot-Algorithmus fiir eine gegebene Reihe anzuwenden ist. Das Problem
des Stellenwertiiberlaufs bei der Berechnung von 7 in [RW95] (vergl. Abschnitt |1.2)), das
auch in [Sto97, Kapitel 3, Seiten 66,91,92] bei der Berechnung von V2 erkannt worden
ist, ist z. B. ein Zeichen dafiir, dass der auf Intuition basierende Algorithmus fiir e nicht
ohne weiteres fiir 7 und /2 anzuwenden ist. Mit dem Algorithmus in [RW95] wurde das
Problema des Stellenwertiiberlaufs nur speziell fiir die Berechnung von 7 gelost.

2. Obwohl bei Spigot-Berechnungen die Kontrolle der Genauigkeit wie erwidhnt einfach er-
scheint, fehlen formale Grundlagen, mit deren Hilfe die Genauigkeit einer Berechnung ma-
thematisch exakt begriindet werden kann. Nur in [RW95] gibt es einen mathematischen
Beweis fiir die Genauigkeit der Berechnung von mw. Der Beweis ist jedoch unvollstdndig,
weil ein wesentlicher Aspekt der Spigot-Berechnung, nimlich der Konvertierungsfehler®,
nicht berticksichtigt wird.

O

Durch Bemerkung 1.2/ und Bemerkung |1.3|ist die Weiterentwicklung der Spigot-Vorgehensweise
zu einem moglichst allgemeinen Ansatz fiir numerische Berechnungen mit mathematisch exakt
begriindeter Zuverlissigkeit von starkem Interesse. Diese Aufgabe iibernimmt die vorliegende
Dissertation. In Bemerkung [1.4] wird die Weiterentwicklung im Zusammenhang mit den wich-
tigsten Begriffen der Spigot-Vorgehensweise nédher erklért.

Bemerkung 1.4 (Spigot-Algorithmus, Spigot-Berechnung, Spigot-Ansatz und die Weiterentwick-
lung in der vorliegenden Dissertation). Die drei Begriffe, die in der vorliegenden Dissertation
immer wieder vorkommen und den roten Faden bilden, werden im Folgenden néher erklért:

4Siehe Definition [2.54
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1. Der Spigot-Algorithmus ist der Algorithmus, der in verschiedenen Varianten und Notations-
formen in [Sal68], [Abd70], [RW95] und [Sto97] vorkommt. In der vorliegenden Dissertation
ist er genauer zu spezifizieren, zu vervollkommnen und zu formalisieren.

2. Spigot-Berechnungen sind numerische Berechnungen, die im Wesentlichen die numerische
Berechnung einer Reihe mit dem Spigot-Algorithmus beinhalten.

3. Der Spigot-Ansatz versteht sich als die gesamte Vorgehensweise fiir den effektiven und
korrekten Einsatz des Spigot-Algorithmus. In der vorliegenden Dissertation ist er durch das
Schaffen der formalen Grundlagen fiir den Spigot-Algorithmus und die Systematisierung
der Techniken der Reihenentwicklung und Reihenbeschleunigung’| bereitzustellen.

Zum Inhalt der vorliegenden Dissertation gehort auch die Anwendung des bereitgestellten Spigot-
Ansatzes auf die speziellen Aufgaben der Wurzel- und Logarithmenberechnung. a

Im Sinn von Bemerkung [1.4]ist der Spigot-Algorithmus der Kern des Spigot-Ansatzes und wird
in ihn eingebettet.

SReihentransformationen zur Verbesserung der Konvergenz



Kapitel 2

Formale Grundlagen fiir den Einsatz
des Spigot-Algorithmus

In diesem Kapitel werden die formalen Grundlagen fiir den effektiven und korrekten Einsatz des
im vorigen Kapitel intuitiv vorgestellten Spigot-Algorithmus geschaffen. Formale Werkzeuge fiir
die mathematisch exakte Herleitung von Aussagen iiber die Genauigkeit der Berechnung sowie
iiber die Obergrenze der grofiten benotigten Zahl werden entwickelt, deren Anwendung dann
durch ein komplexes numerisches Beispiel der Berechnung von v/2 nach Stoschek illustriert
wird. Ein wesentlicher Teil des Inhalts ist aus [Do0l, Abschnitt 2] entnommen, wird aber in
einer grundlegend neuen Weise dargestellt, dies betrifft insbesondere die Symbolik fiir spigot-
spezifische Funktionen und Operationen, die nun systematisch gemifl den Konventionen im
Abschnitt [0.3] aufgebaut ist.

2.1 FNEs und der Spigot-Algorithmus

Der grundlegende mathematische Ausdruck fiir den Spigot-Algorithmus ist die FNE|', die wir
im vorigen Ka